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[Ich bemiihe mich] Inhalt und Grundlegung [...] vom Standpunkte
der heutigen Wissenschaft in moglichst einfacher und anregender
Weise iiberzeugend darzulegen. Und dieses [...] in freien Exkursen,
wie sie sich unter den wechselnden Anregungen der Umgebung
in der wirklich gehaltenen Vorlesung tatsdchlich gestaltet haben.
Felix Klein (1849-1925), Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus

Vollversion . eiserm.de/lehre/LinA . 18.09.2026
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Wie machen wir aus Vektoren einen Ring? Uberblick

Sei R ein kommutativer Ring und Vein zentraler R-linearer Raum:
Skalare wirken beidseitig, und dabei gilt rv = vr fiirr € Rund v € V.

Eine Abbildung f: V" =V x ... x V — W bildet jedes n-Tupel
v = (vy,...,v,,) von Vektoren aus Vauf einen Wert w = f(v) in W ab.

Besonders interessieren uns dabei die multilinearen Abbildungen.
Die Permutation der Eintrdge mit 7 € S,, definiert eine neue Abbildung
for: V™ — W. Hier treten zwei wichtige Typen von Symmetrien auf:

Wir nennen f symmetrisch, wenn for = fgiltfiraller €S,
und antisymmetrisch, wenn f o 7 = sign(7) - f, und alternierend,
wenn f(vy, ..., v,) = 0 gilt sobald v; = v; fiir ein Paar i # j.

Das Tensorprodukt iiberfiihrt jede multilineare Abbildung f: V" — Win
eine lineare Abbildung f : V®* — W. Die obigen Symmetrien fithren uns
von der Tensoralgebra T(V) = @,,cy V®" zur symmetrischen Algebra
S(V) = T(V)/Symmetrie und schlief8lich zur alternierenden Algebra
A(V) = T(V)/Alternie. Genau das untersuchen wir in diesem Kapitel.

Wundersame Vorschau: In jedem Monoid oder Ring gilt:

(ho)® = hohoho
(oh)3 = ohohoh

Wir erkldren in diesem Kapitel drei besondere Ringe: die Tensoralgebra
T(V) = P,en V", die symmetrische Algebra S(V) = T'(V)/Symmetrie
und die alternierende Algebra A(V) = T'(V')/Alternie. Die drei gelingen
tiber jedem kommutativen Ring R und fiir jeden R-linearen Raum V,
zum Beispiel V = (o)}, mit Basis o = {a, ..., z}. Damit gilt:

inT(V): hohoho # ohohoh
in S(V):  hohoho = ohohoh # 0
in A(V):  hohoho = ohohoh =0

Sie fragen, wie diese wundersamen Rechnungen genau funktionieren?
Ich danke Ihnen herzlich, dass Sie nachfragen! Genau darum geht es.
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Motivation und Uberblick

In diesem Kapitel wollen wir das Tensorprodukt nutzen und einsetzen,
indem wir die Tensoralgebren T'(V') sowie S(V) und A(V') untersuchen.
Dies bietet einen Riickblick auf schéne Mathematik der Linearen Algebra,
zugleich einen Ausblick auf Anwendungen der nachsten Semester.

Dies kann und soll fiir Sie plastisch machen, was wir alles Schones mit

dem Tensorprodukt bauen konnen. Dabei werden Sie seine Rechenregeln
wiederholen, weiter einiiben und verfestigen. Insgesamt werden Sie sich
durch den praktischen Gebrauch weiter an das Tensorprodukt gewdhnen.

Seien Sie also weiterhin Frohgemut! Auch in diesem Kapitel wird es neue
Ideen und Begriffe geben, die Thnen anfangs schwer und nach Einiibung
leicht fallen. Das ist eine Erfahrung, die sich fiir Sie inzwischen oftmals
wiederholt hat und sich in Threm Studium weiter fortfithren wird.

Bei der Konstruktion der Tensoralgebra 7'(V') und der symmetrischen
Algebra S(V) begegnen uns insbesondere die Polynomringe als wichtige
Spezialfalle und wohlvertraute Bekannte. Auch diese waren fiir Sie einst
schwierig, doch inzwischen sind sie leicht, dank Ubung und Gebrauch.
,Das erinnert an die Buchstabenrechung der Mittelstufe.” Ganz genau!

Wir konstruieren die guten alten Polynomringe hier also nochmals von
Grund auf neu vom Blickwinkel der Tensoralgebren. Die Tatsache, dass
wir auf zwei verschiedenen Wegen zum selben Ziel gelangen, sollte uns
nicht enttduschen, sondern erfreuen. Es bezeugt, dass wir ein wichtiges
Objekt in Handen halten, dass viele Facetten hat und Zugange erlaubt.

The two most engaging powers of an author
are to make new things familiar
and familiar things new.
Samuel Johnson (1709-1784)
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Motivation und Uberblick

Wiéhrend wir symmetrische Algebren S(V') in Form von Polynomringen
auch auf anderen Wegen erreichen kénnen und bereits hergestellt haben,
ist die duflere Algebra A(V) tatsachlich ein ginzlich neuartiges Wesen.
Sie ist deshalb zu Recht der Star dieses Kapitels.

Sie wird Thnen aller Erfahrung nach in vielen Anwendungen der
nichsten Semester ein willkommenes Werkzeug sein, etwa in der
Differential- und Integralrechnung, in der Analysis, der Geometrie,
der Physik, uvm. Sie kénnen diese Themen auch auf andere Weisen
prasentieren, erschliefen und nutzen, doch besonders elegant und
effizient wird die Information gebiindelt durch die duflere Algebra.

Selbst wenn Sie die duflere Algebra nur homdopathisch nutzen wollen,
so lohnt es sich doch, sie immerhin einmal kennen gelernt zu haben.
Wie schon so oft gilt auch hier wieder: Kennen Sie IThre Werkzeuge!
Nur dann kénnen Sie informiert auswéhlen und effizient anwenden.

Gian-Carlo Rota war ein italienisch-amerikanischer Mathematiker,
der vorrangig zu Analysis und Wahrscheinlichkeit arbeitete und die
moderne Kombinatorik mitbegriindete. Er schrieb auflerst treffend:

“What can you prove with exterior algebra that you cannot prove without it?”
Whenever you hear this question raised about some new piece of mathematics,
be assured that you are likely to be in the presence of something important.
In my time, I have heard it repeated for random variables, Laurent Schwartz
theory of distributions, ideles and Grothendieck’s schemes, to mention only a
few. A proper retort might be: “You are right. There is nothing in yesterday’s
mathematics that could not also be proved without it. Exterior algebra is not
meant to prove old facts, it is meant to disclose a new world. Disclosing new
worlds is as worthwhile a mathematical enterprise as proving old conjectures.”
Gian-Carlo Rota (1932-1999), Indiscrete thoughts (1997)

>
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Worter of* iiber einem Alphabet o

Ein Alphabet o ist eine Menge, ihre Elemente a € 9 heiflen Buchstaben.
Ein Wort der Lange n ist ein n-Tupel w = (w,, wy, ..., w,,_;) mit w; € 9.

A" = dxdx--xd = {w:{0,1,...,n—1} > o }
Wir lesen Buchstaben als Worter vermége of = o' : a = ({0} = a).
Wir haben die Verkniipfung * : 9% x ¢ — d*+¢ : (u,v) = w = v,

(uO, 7uk71) * ('Uo, eee 7UZ71> - (UO, 7uk71,'U0, 7,UZ71) .

—uedk = yv = w e gkt

=vedl

Ausgeschrieben heifit das w; = u, fiir i < kund w;,; = v, furi < £
Die Verkniipfung = ist assoziativ, denn (u * v) * w = u * (v * w).
Das leere Wort e € 9f° = {@} ist neutral, denn e * u = u * e = u.

= UneN ar,

Wir erhalten so das freie Monoid (#*, %, ¢) tiber dem Alphabet . (Y1B)
Beispiel: Uber dem Alphabet o = {a, ..., z} gilt toto # otto in 4 C o*.

w2 ot x A — d* : (u,v) 5 w=uv

Wir betrachten die natiirlichen Zahlen n € N in von Neumanns Modell:
0={}, 1={0}, 2=1{0,1}, 3={0,1,2}, .... n=1{0,1,...,n—1}, ...
Somit ist 4™ = { w: n — o} die Menge aller Abbildungen w: n — o.
Das einzige Wort der Linge 0 ist demnach das leere Wort e : ) — of.

Beispiele: Der allseits beliebte euklidische Raum R™ beruht auf der
Menge aller n-Tupel (z, z4, ..., z,_; ) reeller Zahlen z,, z{, ..., z,,_; € R.
Die iibliche Indizierung 0,1, ...,n — 1 in der Informatik und 1,2, ... ,n in
der Mathematik sind dquivalent durch die kanonische Umnummerierung.

Die Folgenmenge 9N = { w: N — o : k  w), } besteht dementsprechend
aus allen unendlichen Worten, tiblicherweise heiflen sie Folgen (wy,)en-
Hierauf operiert das freie Monoid (o4, #, e) durch Verkniipfung von links.

Den Folgenraum RN bzw. CN kennen Sie prominent aus der Analysis.
Die Riume RZ bzw. CZ bestehen aus beidseitig unendlichen Folgen,
diese nutzen Sie dankend fiir Fourier-Reihen und Laurent-Reihen.

(@ Konnen wir die Konstruktion von o/* auch linear ausfithren? O ja!

Vom mehrfachen Tensorprodukt zur Tensorpotenz T*(V) w
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Von der Tensorpotenz T*(V') zum Tensorring T'(V)

Sei R = 7,0,R,C,H,F,, ... ein Ring und ,V} ein (R, R)-linearer Raum.
Zu jeder Lange n € N definieren wir die n-fache Tensorpotenz durch

TR(V) =V® =Qicn, V= pVa®rVr®..0 gVg

Darauf haben wir das Produkt y : T* x T* — T** : (u,v) = w = u - v mit

.(UO ® cee ® uk}*l). . .(UO ® cen ® 'UE71>. = .'UO ® cee ® uk*l ® UO ® cee ® ’U€71.'

—ueTk

—veT?t —u-v=we Thtt

Ausgeschrieben: Das Produkt w = u - vvonu = Q. u; und v = Q), ., v;
ist somit w = Q); e w; Mit w; = u,; fir i < kund wy,; = v, firi < 2.
Fir T° := Rist p: T® x T* — T und p : T* x T° — T* die Skalierung.

Wiederholung: Dies ist tatsiachlich ein Produkt, also (R, R, R)-bilinear.
Dank UAE X2a faktorisiert  demnach zu iz : TF @ T — T+ mit

(U @ ... QU)® (1, ®...QV)) P UL ® ... UL U ® ... Q.

Das dhnelt der Verkniipfung von Wértern, hier nun multilinear!

Unser Produkt p ist assoziativ, denn (u - v) - w = u - (v - w) in TF™,
(TF x T x T™ «— TF x T* x T™ =5 T*F x (T* x T™)
f_’
<
Tk+E o Tm o Tk « Tt+m

Wir haben 7™ = V®" mit T! = Vund T° = R. Alle zusammengefasst:
T(V) S @nEN T’ﬂ(v) - @NEN ®'i,<’rl, |4

AlsoT(V)=R ® V@ (VRV & (VeVEeV & (VeVeVeV..
Unser Produkt u setzt sich auf T'iiber R bilinear fort zu p: T'x T — T.

(TXxT)XT +———TxTxT———Tx(TxT)

Tk++m H

TxT K T K TxT

Ubung: Kénnen wir in obigen Diagrammen von ,,x“ zu ,®" {ibergehen?
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Von der Tensorpotenz T*(V') zum Tensorring T'(V)
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Beispiele zum Tensorring T'(V)

Wir identifizieren v € Vmit ¢(v) = (0,v,0,...) € Tund schreiben V C T.
Wir identifizieren r € R mit n(r) = (r,0,0,...) € Tund schreiben R C T.
Fir R=T°CTistp:T°xT — Tund p : T x T° — T die Skalierung:

TxT

il id ),

RxT H Tx R

Das Einselement 1 € R = T° <& Tist neutral, denn1- v =u -1 = u.

Basisbeispiel X2p: V = (d)p = T"=(d")p = T = (d*)k. ]

© HatV = (d)%, die R-Basis o, so hat T* = V& die R-Basis #*, also
T =P,y VE™ die R-Basis of* = | |,y 4™ (zentral X2, allgemein X2p).
© Bemerkenswert: Diese Basis of* C T'ist multiplikativ abgeschlossen.
Entgegen unserer sonstigen Gewohnbheit ist die Basis hier keine Familie,
sondern eine Teilmenge in V. Das ist fiir unsere Rechnungen bequemer.

Beispiel: Fir V = {0} ist der Tensorring 7'(V') = R nur der Grundring,.
Das entspricht dem obigen Basisbeispiel mit o/ = () und somit o/* = {1}.
Sprachlos: Das leere Alphabet erlaubt genau ein Wort, namlich das leere!

Beispiel: Aus V = R folgt T? = R® R = R, somit T" = R fiir alle n € N.
Der Tensorring T(V) = @,,cy R = R = R[X] ist der Polynomring!
Noch suggestiver ist V = (X )’ mit einelementiger Basis o = {X} wie
im obigen Basisbeispiel. Dann gilt 7" = (X" )\, und T = (X" |n € N).
Beispiel: Sei V = (o )\, mit of = {a, ..., z} wie im obigen Basisbeispiel.
Wir rechnen im Tensorring 7' = T'(V) iiber Z beziiglich der Basis o/*:
(ho)® = hohoho # ohohoh = (oh)?
(to + ot)? = toto + toot + otto + otot

(klim — bim)(klim 4+ bim) = klimklim + klimbim — bimklim — bimbim

Ubung: Erfinden Sie selbst moglichst diverse und amiisante Beispiele.

,lm freien Monoid (f*, %, ) arbeiten wir schon seit der Grundschule,
nun auch im davon aufgespannten R-linearen Raum.” Richtig, genau so!
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Die universelle Abbildungseigenschaft des Tensorrings T'(V)

Die universelle Abbildungseigenschaft des Tensorrings T(V) suterune

n:incg L:incg
R T(V) 2V Ly
U E”fi i
v
A

Satz Y1A: Der Tensorring T' = T'(V) ist der freie Ring zu V'iiber R.

(0) Zu jedem Bimodul Viiber dem Ring R ist (T, -,1,7,¢) ein Ring (7', -, 1)
mit Ringhomomorphismus 7 : R < Tund (R, R)-linearer Einbettung
¢ : V& T Dieser hat die folgende universelle Eigenschaft (UAE):

(1) Sei (A4,-,1,7,7) ein Ring (A, -, 1) mit Ringhomomorphismus 77: R — A
und (R, R)-linearer Abbildung i : V. — A. Dank 7 wird A ein Bimodul;
fir v € Vund r € R gilt i(rv) = 7(r)i(v) und i(vr) = i(v)7(r). Es existiert
genau ein Ringhomomorphismus f: T — Amit fop=7und for =1,
namlich

F(revy o) = q(r) - i(vy) - Uoy,)-

Wir nennen daher (7'(V),-,1,n,¢) den freien Ring zu Viiber R.

© Fiir V = (X)*, erhalten wir den Polynomring T' = R[X] und die UAE
ist der Einsetzungshomomorphismus K3p. Fiir V = (X, ..., X,, )z ist T
der Polynomring in den nicht-kommutierenden Variablen X, ..., X,,.
Aufgabe: Was genau ist fiir Satz Y1A zu zeigen? Zeigen Sie es!
Beweis: Aussage (0) fasst unsere vorige Konstruktion zusammen.

(1a) Eindeutigkeit: Jede zwei solche Ringhomomorphismen f, f' : T — A
sind gleich auf R dank fn =7 = f'nund auf Vdank fu. =7 = f’4,
per Induktion multiplikativ auf 7" und additiv auf T' = p,, T".

(1b) Existenz: Zunéachst haben wir die Abbildung

g" i RxV™ = A (r,vg,...,vp) = 0(r) - i(vy) - ... - U(v,,)-

Nach Voraussetzung ist g multilinear, das heifit an jeder Stelle

i €{0,1,...,n} additiv und R-homogen gemaf} Definition X2H.
Dank UAE X21 erhalten wir f* : T =~ R ® V®" — A und daraus
[:T=6,T" — A. Dieserfillt fon=7und for=7und ist
tatsachlich ein Ringhomomorphismus, wie gefordert.




Was noch nicht kommutativ ist, wird kommutativ gemacht. .
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Die universelle Eigenschaft des Monoids o* Ausfithrung

Uber dem Alphabet o/ haben wir das freie Monoid (o

" = pen ™,

Dieses Monoid wird erzeugt von o/, zudem frei, also ohne Relationen.
Es ist nicht kommutativ, zum Beispiel gilt toto # otto fiir t # o in .
Auf o™ operiert die symmetrische Gruppe S,, durch Umsortieren.
Explizit ausgeschrieben bedeutet das 4™ v~ S, mit (w,7) = wo .
Umsortieren erzeugt die (gemif} J3G zugehorige) Aquivalenzrelation

[st]=]:

"% e) =

k0 oA x A — Az (u,v) B uw, e=()

Uy Uy Uy = U qUg- U, fOr TES, .

Als Quotient erhalten wir das freie kommutative Monoid (47, ,-, 1) mit
dry =/ =[d|uw=vu:uved]

Die Komposition ¢ : f < o* — %, : a  [a] = {a} ist demnach injektiv.
Bequeme Konvention: Wir identifizieren Buchstaben a € of mit [a] in o7, .
So wird ¢}, von 9 erzeugt und zwar frei kommutativ im Sinne von Ylc.

Aufgabe: Was bedeutet ,,(o4*, , e) ist das freie Monoid“? Formulieren
und beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Satz Y1A zum Tensorring,.

o t=inc of*
\glf
M

Satz Y1B: (4*, *, e) ist das freie Monoid tiber dem Alphabet o

(0) Zur Menge o ist (4*, *, e, ¢) ein Monoid (o*, *, e) mit Einbettung

¢ : d < d*. Dieses hat die folgende universelle Eigenschaft (UAE):
(1) Sei (M, -,1,7) ein Monoid (M, -, 1) mit einer Abbildung 7 : o/ — M.
Dazu existiert genau ein Monoidhomomorphismus f: o* — M mit

f ot =1 namlich f(ay -a,) =1(ay)-i(a,) fur alle ay, ..., a, € 4.

Wir nennen daher (o, %, e, ) das freie Monoid tiber 9.

Beweis als Ubung zur Wiederholung: Dies folgt ,nach Konstruktion".
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Konstruktion des kommutativen Monoids o,
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Die universelle Eigenschaft des CMonoids o},

Aufgabe: Wie wird die Menge 7, kanonisch zum Monoid (¢}, -,1)?

Losung: Wir nutzen den Quotienten ¢ : 9f* — %, : w = [w] modulo
Umsortieren. Es gibt auf ¢/}, genau eine Monoidstruktur (o7, ,-, 1),
fiir die g ein Monoidhomomorphismus ist, g : (4*,%,1) = (o, -, 1).

Eindeutigkeit ist klar, denn ¢ ist surjektiv. Existenz zeigen wir durch
Konstruktion: Aus u = v’ und v = v’ folgt u x v = v’ * v'. (Warum?)
Somit erhalten wir auf &%, die (wohldefinierte!) Verkniipfung

][] =

Die Assoziativitat vererbt sich iiber ¢ : (o*, %) — (o, ):
]

([wl - o)) - fw] = [(wxv)xw] = [ux(vsw)] = [u]-([v] [w])
Ebenso folgt, dass 1 = [e] in (%, , -) beidseitig neutral ist:
[e] - [u] = [e % u] = [u] [u] - Je] = [uxe] = [u]

Wir erhalten so das ersehnte kommutative Monoid (%, , -, 1).

i xdi = A [u * v].

und

Aufgabe: Was bedeutet ,,(%, , -, 1) ist das freie kommutative Monoid“?
Formulieren und beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Satz Y1B.

Lt=qoinc

*
d ab
|
|
H|fi
+

M

~t

Satz Y1c: (df,,-, 1) ist das freie CMonoid tiber dem Alphabet o

(0) Zur Menge o ist (47, ,-,1,¢) ein CMonoid (¢}, , -, 1) mit Einbettung

ab? by
v : 9 < g%, . Dieses hat die folgende universelle Eigenschaft (UAE):
(1) Sei (M

,+, 1,7) ein CMonoid (M, -, 1) mit einer Abbildung 7 : of — M.
Dazu existiert genau ein CM0n01dhom0morph1smus oo, — Mmit
f ot =1 namlich f(ay --a,) =1(ay)i(a,) fur alle ay, ..., a, € 4.

Wir nennen daher (7, ,-,1,¢) das freie CMonoid tiber 4.

Beweis als Ubung zur Wiederholung: Dies folgt ,nach Konstruktion".




Was noch nicht kommutativ ist, wird kommutativ gemacht. o

Was noch nicht kommutativ ist, wird kommutativ gemacht. Ausfﬁh:{ulig

Beispiel: Wir rechnen in o, tber o = {a, ..., z}:

(ho)? = hohoho = ohohoh =h%0® # (oho)? = hZo*
lampe = ampel, salat = atlas = a’lst, tomaten = atemnot

Ein Anagramm (gr. avaypoppa) ist ein Wortpaar, das durch Permutation
der Buchstaben ineinander iibergeht. Im Alltag betrachtet man dabei nur
sinnvolle Worter, etwa gemaf3 eines Worterbuches. Wir erlauben hier
alle Worter. Das entspricht genau dem Quotienten von o/* zu o7, .

A\ Formal korrekt ist salat = atlas in /* und [salat] = [atlas] in o/}, .
Bequem abkiirzend schreiben wir salat = atlas im Monoid (4%, ,-,1).
Priifen und erklaren Sie kritisch, welche Interpretation das begriindet.

© Die Komposition ¢ : of < d* — %, : a = [a] = {a} ist injektiv.
Bequeme Konvention: Wir identifizieren Buchstaben a € of mit [a] in o7, .
So wird ¢, von o erzeugt und zwar frei kommutativ (im Sinne von Y1c).
Dank dieser Lesart gilt tatsachlich salat = atlas im Monoid (¢}, ,-,1).

© In o* kénnen wir ,freie” Worter u = (uq, ..., u;) und v = (vy, ..., v;)
leicht vergleichen: Gleichheit u = v gilt genau dann, wenn beide Woérter
dieselbe Lange k = ¢ haben und zudem buchstabenweise gleich sind, also
u; = v; gilt fur alle i € {1, ..., k}. Ist zudem das Alphabet (o, <) geordnet,
etwad ={a<..<z<A<..<Z<..}, sokonnen wir die Menge o/*
lexikographisch ordnen durch u < v gdw k < £ oder (((es gilt k = ¢
und uq; = vy, ..., u;_; = v;_q, u; < v; fur eine Stelle i € {1,...,k}))).

Aufgabe: Wie vergleichen Sie ,kommutative® Worter in of%, ? effizient?

Methode 1: Sortieren! Wir ordnen unser Alphabet (¢, <) und damit alle
Worter (s*, <) lexikographisch wie oben. Jede Aquivalenzklasse [u] C of*
hat dann einen kleinsten Reprasentanten m = min[u|. (Warum?) Diesen
finden wir, indem wir die Buchstaben des Wortes u aufsteigend sortieren.
Beispiel: Der minimale Reprasentant von w = [salat] ist min w = aalst.

© Somit gilt [u] = [v] gdw min[u] = min[v]. Das ist leicht zu priifen!
© Zudem koénnen wir [u] < [v] definieren durch min[u] < minv).

Was noch nicht kommutativ ist, wird kommutativ gemacht. Ausfahﬁrl.;

Was noch nicht kommutativ ist, wird kommutativ gemacht. Erléiute:rllg

Beispiel: Uber dem Alphabet of = {a < ... < z < ...} finden wir
in g*:

: * .,
indy:

drei < eins < null < vier < zwei,
[drei] < [eins] < [vier] < [zwei] < [null].

Methode 2: Zdhlen! In dem Wort [u] € o/}, zdhlen wir die Buchstaben:
W sty N ] = (g = B0 ;= a})gey

Das ist wohldefiniert, denn jede Permutation u + w o 7 liefert eine

Bijektion {i|u; = a} = {j|u,; = a}: Die Elementezahl bleibt gleich!

© Wortgleichheit [u] = [v] ist Aquivalent zu Zahlgleichheit ¥(u) = ¥(v).

Das ist besonders leicht. Dahinter steckt der Monoidisomorphismus

((I)’ \Ij) : (N(m)’ +70) = (,ij;b, K 1) n= (na)aed = Hae&i ae.

Ubung: Warum ist ® wohldefiniert? ¥ o ® = id? ® o ¥ = id? Sortieren!
Algorithmic fun fact: Sortieren kostet O(nlogn), doch Zéhlen nur O(n)?

Wiederholung: Der Fundamentalsatz der Arithmetik (B3j/B3xk) besagt:

(Nzl’ K 1) = (P:b’ K 1)

Das linke Monoid ist konkret, aber schwierig, das rechte viel leichter!
Aufgabe: Nennen und begriinden Sie den kanonischen Isomorphismus.
Im Monoid (Ny4,-,1) sei P = {2,3,5,7,11,... } die Menge der Primzahlen.
(0) Zu jeder endlich getragenen Folge e : P — N haben wir das Produkt

v=(Vp)pep = (Vo,V3,V5,...) = a=][],cpp’=2"23"5"...
(1) Wir erhalten so die Bijektion oder besser: den Monoidisomorphismus

®: (N, +,0) > (Noy,, 1) : v [[pep ™.

(2) Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn das Zielmonoid (P, , -, 1) ist
kommutativ. Sie ist surjektiv / bijektiv, denn jede natiirliche Zahl a € N,
erlaubt mindestens / genau eine Darstellung als Produkt von Primzahlen.
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Sei R ein kommutativer Ring, dariiber V ein zentraler R-linearer Raum. Der Tensorring T = T(V) = @,y V" ist graduiert tber (N, +,0):
A Der Tensorring T(V) ist L.A. nicht kommutativ: u; ® uy # uy ® 1. Jedes Element ¢ € T'konnen wir eindeutig zerlegen als die Summe

t =>,ent, seiner homogenen Summanden ¢, € V®" vom Grad n.

Die Multiplikation respektiert die Graduierung gemaf3 T* - T* C T*+¢.
- _ 72

€= (U1 @ Uy —up ®uy [up,uy EV)p < V@V =17 CT Beispiel: Jedes Polynom t € R[X] = @,,cn( X" )Y, ist die Summe

t=>",ent, seiner Monome t, = r, X" und r;, X* - 5, X* = r, s, X***.

Wir erzwingen Kommutation in 72 durch folgende Relationen:

Ebenso erzwingen wir Kommutation in 7" durch folgende Relationen:

Lemma Y1D: Das Ideal ¢ = ¢, < T wird erzeugt von c,.
G =(U ® - Qu, —uU QU |U,...,u, EV, TES, )p Dren ¢ < & 2

' ) Das Ideal ¢ < T'wird von ¢, < T? erzeugt. Insbesondere gilt ¢y = ¢; = 0.
Im Quotientenraum 5" = T" /¢, gilt [uy @ - @ u,] = [uzy @ - @ ury]. Demnach sind : R < T(V) = §(V) und ¢ : Vs T(V) - S(V) injektiv.
Die Summe ¢ := @,y ¢, < T'ist ein Ideal (L3G) in unserem Tensorring 7. Zudem ist der Quotient S(V) = T(V)/c = @,,en S™(V) selbst graduiert.
Erinnerung: Ideal ¢ < T'bedeutet 0 e cundc+c¢Ccund7-¢CcDc-T.

Der Quotient ist die symmetrische Algebra S(V) zu Viiber R: Be‘wei's: Die ‘Inklusion ¢ D (cy) ist klar, denn ¢ ist ein Ideal und enthalt c,,.
Wir zeigen die Umkehrung ¢ C (¢,). Im Ideal (¢;) < T'liegen alle Elemente
SV):=T(V)/e=BpenS"(V) der Form wy - up_q (upUpyq — UpyqUp)Up o -+ u,. Jede Permutation wird
von elementaren Transpositionen erzeugt (O1E). Daher gilt ¢ C (c,).
Dies ist ein Ring dank Satz L3G, zudem kommutativ wie gewiinscht. Die weiteren Aussagen sind klar.
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R % S(V) (incy % Aufgabe: Was genau ist fiir Satz Y1E zu zeigen? Zeigen Sie es!
7 E!fi / Wie nutzen Sie geschickt den Tensorring 7' = T'(V') und seine UAE Y1A?
i Beweis: Aussage (0) fasst unsere vorige Konstruktion zusammen.
A (1a) Eindeutigkeit: Jede zwei solche Ringhomomorphismen f, f" : S — A

sind gleich auf R dank fn =7 = f'nund auf Vdank fu. =7 = f’4,

per Induktion multiplikativ auf S™ und additiv auf S = ,, S™.

(1b) Existenz: Es existiert genau ein Ringhomomorphismus g : T — A mit
gnr = fund gup = T dank Satz Y1a. Mit A kommutativ folgt Ker(g) D «c.
Somit induziert g : T — A auf dem Quotienten S = T'/c den ersehnten
(1) Sei (A,,1,7,17) ein CRing (A,-, 1) mit Ringhomomorphismus 7 : R — A Ringhomomorphismus f: S = T/¢ — A. Dieser erfiillt f o ng = 7jund

Satz Y1E: Die sym. Algebra S = S(V) ist der freie CRing zu V iber R.
(0) Zu jedem zentralen Bimodul Viiber dem kommutativen Ring R ist
(S,-,1,m,¢) ein CRing (S, -, 1) mit CRinghomomorphismus : R < S
und R-linearer Einbettung ¢ : V< S. Dieser hat folgende UAE:

und R-linearer Abbildung i : V — A. Dank 7 wird auch A ein zentraler f o 15 = T nach Konstruktion.
R-Bimodul; fiir v € Vund r € R gilt also i(rv) = 7(r)i(v). Dazu existiert © Die Konstruktion des Tensorrings T'(V') und daraus S(V) = T(V)/c ist

genau ein CRinghomomorphismus f: S -+ Amit fen=nund fo. =17,

X eine wunderschéne Ubung der bisherigen Begriffe: linearer Raum, Ring,
namlich

Fr vy ) = () - 5(vy) 3w, Tensorprodukt, Quotient, UAE, uvm. Es schadet dabei gar nicht, dass wir
1O =1 ! n das Endergebnis schon kennen, zumindest im basierten Fall, im Gegenteil
Wir nennen daher (S(V),+,1,n,¢) den freien CRing zu Viiber R. verkniipfen sich so das schwierig Neue und das altbekannt Vertraute.
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Polynome als vertrautes Beispiel

Basisbeispiel: V = (o) = S" = (d7)p = S = (o) = R[d]. |

(1) Fiir V = (X)', erhalten wir den Polynomring T'(V) = S(V) = R[X]
und die UAE ist der vertraute Einsetzungshomomorphismus K3p.

(2)Fir V = (X, .., X, ) ist S = R[X}, ..., X,,] der Polynomring
tiber dem CRing R in den (kommutierenden!) Variablen X, ..., X,,.

© Dabhinter steckt die folgende genial-einfache Beobachtung:

Korollar Y1F: Polynomring als symmetrische Algebra

Sei R ein kommutativer Ring und V = (¢ )}, ein R-linearer Raum

mit Basis ¢/ C V. Dann gilt S” = (4%, )% und S = (7, )}y = R[]
ist der Polynomring tiber R mit ¢ als Menge der Variablen.

Beweis: Die symmetrische Algebra (5, -,1,7,:) erfiillt die obige UAE Y1E.
Der Polynomring (R[d],-,1,7,7) ebenso (dank UAE K3p). Das induziert
das Isomorphismuspaar (f,g) : S = R[d] mit fn = 7jund f. =1.

Aufgabe: Fithren Sie dieses Argument sorgsam aus.

(1) Warum erfiillt der Polynomring (R[¢], -, 1,1, %) die obige UAE Y1E?
(2) Wie folgt daraus der ersehnte Isomorphismus (f,g) : S = R[H]?
(3) Warum zeigt dies, dass /¥, eine Basis von S ist, wie behauptet?

Losung: (1) Gegeben sei ein CRinghomomorphismus n : R — A. Fir den
Polynomring R[sf] besagt seine universelle Abbildungseigenschaft K3p
aka Einsetzungshomomorphismus: Wir konnen zu jeder Variable z € o
ein beliebiges Zielelement i(z) € A vorgeben (aka ,einsetzen®) und
erhalten so den Ringhomomorphismus f: R[] - A mit for=1.

Dank der Basiseigenschaft V = (o)}, nutzen wir zudem das Prinzip der
linearen Fortsetzung (PLF N1B). So erhalten wir die obige UAE Y1E.

(2) Erfullen zwei Objekte die UAE, so sind sie eindeutig isomorph. Das ist
ein universeller Trick, siehe Eindeutigkeit des Tensorprodukts (X2D).

(3) Die Basiseigenschalft ist klar fiir R[sf] = (%, )%, denn so ist der
Polynomring konstruiert. Der Isomorphismus R[] = S(V) zeigt,
dass auch das Bild von &7, in S(V) eine Basis ist.
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Polynome als vertrautes Beispiel

Beispiel: Sei V = (¢ )}, mit Basis of = {a, ..., z} etwa iiber R = Z.
Wir rechnen im Tensorring 7' = T'(V') beziiglich der Basis o/*:
(ho)3 = hohoho # ohohoh = (oh)3
lampe + ampel, salat + atlas # a?lst, tomaten # atemnot

(klim — bim)(klim 4 bim) = klimklim + klimbim — bimklim — bimbim
£0

In der symmetrischen Algebra S = S(V) rechnen wir beziiglich %, :
(ho)?® = hohoho = ohohoh = h303 # (oho)? = h2o*

lampe = ampel, salat = atlas = a?lst, tomaten = atemnot
(klim — bim)(klim + bim) = (k1lim)? — (bim)? = i?m? (k%1% — b?)

Ubung: Erfinden Sie selbst moglichst diverse und amiisante Beispiele.
,im freien Monoid (#*, %, e) arbeiten wir schon seit der Grundschule,

frei kommutativ (/% , -, 1) hingegen gilt als Lese-Rechtschreib-Storung.”
Beide Algebren sind niitzlich, es kommt ganz auf die Anwendung an!

© Damit schlief3t sich der Kreis unserer Erzahlung zu Polynomen.
Wir erkennen nun, dass wir auf zwei Wegen dasselbe Ziel erreichen:

1 Die Polynomroute: Uber dem Alphabet of bilden wir Wérter, kurz o*,
und machen diese abelsch, kurz ¢/, = 9f*/_. Diese nehmen wir als
Basis des R-linearen Raums R[] := Rdl?, = (d*, )% und definieren
die Multiplikation als bilineare Fortsetzung der Multiplikation auf /7, .

2 Die Tensorroute: Wir nehmen das Alphabet of zunéchst als Basis des
R-linearen Raums V = (d)%. Daraus bilden wir die Tensoralgebra
T(V) und machen diese kommutativ zur symmetrischen Algebra
S(V)=1T(V)/c, als Quotient beziiglich des Ideals ¢ wie oben erklart.

Auf beiden Wegen erhalten wir ,dasselbe”: eindeutig isomorphe Ringe!
War einer der Wege also umsonst? O nein! Polynome liefern uns konkret
eine Basis, so konnen wir wunderbar explizt mit Elementen rechnen.
Tensoren hingegen liefern uns abstrakt eine universelle Konstruktion,
die wir uiberall anwenden konnen, auch uber den basierten Fall hinaus.
Erfolgreiche, effiziente Mathematik verbindet abstrakt und konkret.
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Grassmanns alternierende Algebra A(V)

Sei R ein kommutativer Ring, dariiber Vein zentraler R-linearer Raum.

(2 Wie konnen wir den Tensorring T = T'(V) antikommutativ machen?
Fiir alle u, v € Vwollen wir uv = —vu erzwingen. Dazu geniigt, dass jedes
Quadrat w? fiir w € Vverschwindet, denn damit uv + vu = (u + v)? = 0.

ay ={(wuw|weWV < VeV =T"CT
Ebenso erzwingen wir Alternierung in 7" durch folgende Relationen:
a, = (u; ® - ®u,|uy,...,u, €V, I #Fj:u; =u;)p

Im Quotienten A™ =T"/a,, gilt [u,; @ - @ u,,] = [u; @ - ® u,,] sign(7).
Die Summe a := @, .y a,, < T'ist ein Ideal (L3G) in unserem Tensorring 7.
Erinnerung: Ideal a < T'bedeutet0 € aunda+a Caund7T-aCaDa-T.

Die alternierende Algebra A(V) zu Viiber R ist der Quotientenring:
T(V)/a=@BnenA"(V)

Dies ist ein Ring dank Satz L3G, zudem alternierend wie gewiinscht.

AV) =

Aufgabe: Vergleichen Sie die Konstruktion der alternierenden Algebra
A(V) =T(V)/a mit der symmetrischen Algebra S(V) =T'(V)/c.
Zeigen Sie damit nach dem Vorbild von Lemma Y1D:

Lemma Y1G: Das Ideal a = @,y a,, < T wird erzeugt von a,.

Das Ideal a < T'wird von a, < T? erzeugt. Insbesondere gilt a, = a; = 0.
Demnach sindn: R < T(V) - A(V)und ¢ : V& T(V) - A(V) injektiv.
Zudem ist der Quotient A(V) =T (V)/a = @,,exy A™(V) selbst graduiert.

Beweis: Die Inklusion a D (a,) ist klar, denn a ist ein Ideal und enthalt a,.
Wir zeigen die Umkehrung a C (a,). Im Ideal (a,) < T'liegen zunéchst
alle Elemente der Form w; -+ u,_; (u,u; )ty g - u, mit uy,...,u, € V, und
somit auch w; - w,_y (upup, g + gy Up)up, o -+ u,. Wir diirfen also zwei
benachbarte Elemente tauschen und zugleich das Vorzeichen umklappen.
Jede Permutation wird von elementaren Transpositionen erzeugt (O1E).
Dabher gilt a C (a,). Die weiteren Aussagen sind klar.
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Grassmanns alternierende Algebra A(V)

Grassmanns alternierende Algebra A(V) o

Wie oben erinnert, alternierend impliziert immer antisymmetrisch.
In Charaktristik 2 ist antisymmetrisch dasselbe wie symmetrisch,
und alternierend ist eine echt stirkere Forderung.

Lemma Y1G: Antisymmetrie

Im Falle 2 € R* ist alternierend dquivalent zu antisymmetrisch.

In der obigen Konstruktion erhalten wir damit die Darstellung:

a, = (U ® - Qu, —sign(7) g & - U, |Uy,...,u, EV,TES, )p

Aufgabe: Zeigen Sie diese Gleichheit als Fingertibung zur Wiederholung.
Beweis: Die Inklusion ,0“ haben wir im vorigen Beweis nachgerechnet.
,C": Gegeben seien u, ..., u,, € Vund ein Indexpaar i # j mit u; = u;.
Wir setzen 7 = (4, j) € S,,. Dann enthalt die rechte Seite a;, die Differenz
U @ Qu, —sign(t)u,, @+ Qu,, =2u; ® - Qu,.

Nach Division durch 2 folgt u; ® .- ® u,, € a;,. Das zeigt a,, C a.,.

Beispiel: Sei V = ()% mit Basis o = {a, ..., z}.
In der alternierenden Algebra A = A(V) iiber Z gilt:

lampe = ampel =palme =pAaAl/AmAe
salat = atlas =0, tomaten = atemnot =0

gabel + belag = 0, kamel = —makel, sarg = gras

Anagramme gibt es tiberraschend viele, also gebrauchliche Worter
gemafl Worterbuch, die durch eine Permutation ineinander tibergehen.
Hingegen sind ungerade Anagramme nicht ganz so leicht zu finden.
Zunéchst darf jeder Buchstabe nur einmal auftreten. Zudem muss die
(dann eindeutige) Permutation ungerade sein. ChatBots haben damit
iibrigens derzeit (Stand Sommer 2026) noch arge Schwierigkeiten.

Random fun project: Wenn Sie gerne programmieren, konnen Sie mal
versuchen, eine Liste zu erzeugen und schone Beispiele zu extrahieren.

(2 Wie zeigen Sie gabel + belag? und kamel # makel? und eins # null?
Durch Koeffizientenvergleich? Wie das? Wir benétigen eine Basis von A!
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Die Determinante det), : A"V — R

Lemma Y1H: ein kanonisches Erzeugendensystem fiir A*

z.B

Habe Vdie Basis 9 = (v;),.; geordnet mit (I, <) = {1 < ... <n}.
Dann wird A*(V) erzeugt von v; A ... Av; miti; < ... <i in (I, <).

Beweis: Die Tensorpotenz T* = V® hat die Produktbasis (X1p/X2c)
" = (v;, ® .. ® vy, )ierr-

Der Quotient A¥ = T*/a, wird demnach erzeugt von den Bildern
R+ = (Uil ARA Uz'k)ielk'

Solche mit doppelten Indizes sind 0. Alle anderen kénnen wir sortieren:

A = (v Ao A )y mit TE = {ie IF[i; < ... <y}

Austuhrlich giltv; A ... Aw;

. =, A...Av; sign(r) fur alle 7 € S,
Demnach erzeugt /% alle Elemente von %*, und somit ganz A*.

(@ Als nichstes wollen wir zeigen, dass of ﬁ eine Basis von AF ist.

Sei R ein kommutativer Ring und Vein R-linearer Raum mit endlicher
Basis of = (vy, ..., v,,). Dann existiert genau Abbildung, die Determinante

dety : V* > R : (uq,...,u,) > dety(uy, ..., u,),

die multilinear, alternierend und normiert ist gemaf} dety(vy,...,v,,) = 1.
Da sie multilinear ist, induziert sie auf V®" die lineare Abbildung

dets : VO - R : u; ® - @ u,, - dety(ug, ..., u,).

Da sie alternierend ist, liegt a,, < V®" in ihrem Kern.
Auf dem Quotientenraum A™ = V®" /a, erhalten wir so

det& : A"V =5 R:ug A Auy, > dety(ug, .o, uy).

Dabei gilt det;(v; A ... Av,) = 1. Insbesondere folgt v; A ... Av,, # 0
Das ist ein erster, entscheidender Schritt zur linearen Unabhéngigkeit.
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Perfekte Paarung A* x A" * - R

Satz Y11: eine kanonische Basis von A*
Sei V = (), ein R-linearer Raum mit Basis of = (v;, ..., v,,).

(1) Die Determinante induziert den Isomorphismus

det)y : A™(V) = R.

(2) Fur alle 0 < k < n erhalten wir daraus die perfekte Paarung

(-]-) : AF x A" 5 R : (u]v) = dety(uAwv).

(3) Fur jede Permutation 7 € S,, gilt:

< UT(I) A A ’UT(k) | sign(T) ,UT(IH-I) A A UT(n) > =1
=: ok =: xv® (Hodge-Stern)

T

(4) Indiziert mit Sh® := {r €S, |7(1) < ... < 7(k) A 7(k+1) < ... < 7(n)}
sind die Familien (vF)__q,« in A¥ und (x0¥)__q» in A"* dual, also Basen.

v

Beweis: (1) Dank Lemma Y11 wird A" (V') erzeugt von v; A ... A v,,, der
Homomorphismus 7y : R - A™(V) : r = rv; A ... A, ist also surjektiv.
Umgekehrt gilt det;(rv, A ... Av,) = r, also (det);,ny) : A*(V) = R.

(2) Die Abbildung (-|-) ist bilinear. Perfektion folgt aus (4) und W2H.

(3) Die Determinante ist multilinear, alternierend und normiert:
<UT(1) A A Ur(k) ’Sign(7—> Ur(k+1) Ao A UT(n))
= sign(r) det;}(vT(l) Ao A vT(n)) =1

(4) Dank Lemma Y1x gilt Erzeugung A*(V) = (v* | 7 € Sh¥ ) und ebenso
A" (V) = (%v* | 7 € Sh®) . Fiir je zwei Shuffle o, 7 € Sh” finden wir

1 fallso=r
k| ,k\ — >
(vg |3} =g 1= {0 fallso # 7.

-----

Oltks1,..n} = Tl{gs1,..,n)- Zu 0 # 7 existieren kollidierende Indizes (i, j)
mit 1 <i <k < j < nund o(i) = 7(j). Daraus folgt (v¥ |xv¥) = 0.
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Satz Y11: eine kanonische Basis von A*

Weiterhin sei V = (o), ein R-linearer Raum mit Basis o = (vy, ..., v,,).
(5) Der Raum A* (V) hat dank (4) die zu of gehérige kanonische Basis:

k.
A2 = (vil A N vik)ie{l,...,n}’g

(6) Die Dimension ist demnach:

(), dmAV) =

dim A¥(V) = 2o (1) = 2"

(7) Dank PLF N1B erhalten wir den R-Isomorphismus ,Hodge—Stern®:

x 1 AF oy AR gk s sk

Es gilt (x,%x) : A = A” mit 1 &2 v; A ... Av,. Allgemein fiir w € A* folgt
**w = ew mit Vorzeichen ¢ = (—1)*"~*)_ Fiir n ungerade ist x involutiv.

Ubung: Rechnen Sie im obigen Satz auch die Folgerungen (5,6,7) nach!

© Das zeigt erneut die Symmetrie () = (,,”,) der Binomialkoeffizienten.
Vergleichen Sie mit B, (X) =2 PB,,_1(X): A= XN Afir X ={1,...,n}.
Korollar Y1j: kanonische Basen und explizite Dimensionen

Zum Vergleich und krénenden Abschluss, die kanonischen Basen fiir

— die Tensoralgebra (T(V),®,1)zuV = (d = (v], .- ,0,) Ve

— die alternierende Algebra (A(V), /\, 1) = (/\(V), A, 1) sowie

— die symmetrische Algebra (S(V) =(V(V),Vv,1) = R[d]:
TF = ( g% = (v;, ®...®v;, |'L€{1 ,n}’“)) = dimT* =nk
AP = (ot = (v, AAw Jie{l,..,n}k) ) = dimA*=(})
Sk = (ot =(v; V..V [ie{l,..,n}E) )y = dimS*= (vt

v

Ubung: Wiederholen Sie die Konstruktion von Tund S und A.
Wie folgen daraus die hier behaupteten Basen und Dimensionen?
© Freuen Sie sich tiber Thre kombinatorischen Grundlagen der LinA1!
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Ein genialer Abzahltrick: stars and bars

¢ Satz H2v: die Anzahl monotoner k-Tupel in {1, ... ,n}

Seien n, k € N. (1) Fur strikt monotone k-Tupel in {1, ..., n} gilt:

I={1,..,n}r ={(i; <iy < ..<ip) €{l,..,n}F} = I= (Z)
Beispiel: f{(a <b<c) € {l,..,7}3} = (§) =35

(2) Fiir schwach monotone k-Tupel in {1, ..., n} hingegen gilt:

J= {1y}t = { (G o € o <) € {1 n}*} = 47 = ("+I’;"1>
Beispiel: f{(a <b<c) € {1,..,7}*} = (3) = 84

o

Beweis: Wir nutzen geschickt Bijektionen, die wir wie folgt konstruieren:
(v,u) : {1,...,n}t =~ P, ({1,..,n})
(i <y < .o <) b {ig, 09,0, if )
(s,t) = {1,..,n}k = {1, ,n+k—1}%

(J1<Je < <) B (1 +0<jp+1<.. <jp+k—1)

Dank H2j erhalten wir daraus bequem die ersehnten Anzahlen.

Konvention: Wir nutzen folgende elegante Schreibweisen:

{a),ay,...,0;} ={ay,a9,...,a;} mit a; # a; fiir i % j
(ay,a9,...,a;)" = (ay,ay,...,a;) mita; #a;firi+j
{al < Qo < ... < ak} = {al,a2,...,ak} mita1 < QAo < ... < ap
(al < a2 < ... < ak.) == (al,a27...,a/k) Il’llt a’l < a2 < ... < ak

Ubung: Sind (v, u) und (s, t) wirklich Bijektionen? Fiihren Sie dies aus!
(1) Hier bedeutet v vergessen der Reihenfolge, umgekehrt u sortieren,
(2) ebenso s auseinanderschieben, umgekehrt ¢ zusammenschieben.
(3) Wie viele Elemente hat { (a; < ay < a3 < ay) € {1,...,7}*}?

© Die Nutzung von Mengen und Bijektion macht alles wunderbar klar
und einfach. Ohne prazise Werkzeuge bleibt nur vages Hiandefuchteln,
dann muss es eben rein anschaulich reichen. Solch raffiniert graphische
Darstellung heifit ,stars and bars“ oder ,sticks and stones” oder ,dots and
dividers®. Siehe hierzu en.wikipedia.org/wiki/Multiset#Counting_multisets.

O wie effizient und elegant sind doch Bijektionen!
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Satz Y1k: Die Algebra A = A(V) ist frei alternierend zu V uiber R.

(0) Zu jedem zentralen Bimodul Viiber dem kommutativen Ring R ist
(A, A,1,m,¢) ein Ring (A, A, 1) mit Ringhomomorphismus n: R < A
und R-linearer Einbettung ¢ : V= A mitu A u = 0 fir alle w € V.

(1) Sei (A,-,1,7,7) ein Ring (A4, -, 1) mit Ringhomomorphismus 7: R — A
und R-linearer Abbildung i : V — A mit i(u)? = 0 fiir alle u € V. Dank 7
wird auch A ein zentraler R-Bimodul; fir alle w € Vund r € R gilt also
I(ru) = 7(r)i(u). Dazu existiert genau ein Ringhomomorphismus
f:A— Amit fon=r1und fo. =7 namlich

Fr-vg A Nog) = 7i(r) - 2vy) - T(vy,)-

Aufgabe: Was genau ist fiir Satz Y1k zu zeigen? Zeigen Sie es!
Wie nutzen Sie geschickt den Tensorring 7' = T'(V') und seine UAE Y1A?

Beweis: Aussage (0) fasst unsere vorige Konstruktion zusammen.

(1a) Eindeutigkeit: Jede zwei solche Ringhomomorphismen f, f' : A — A
sind gleich auf R dank fn =7 = f'nund auf Vdank fu. =7 = f’4,

per Induktion multiplikativ auf A und additiv auf A = §,, A™.

(1b) Existenz: Es existiert genau ein Ringhomomorphismus g: 7' — A
mit gn, = fjund gup = 7 dank Satz Y1A. Mit i(u)? = 0 fiir alle u € Vfolgt
Ker(g) D a. Somit induziert g : T — A auf dem Quotienten A = T'/a den
ersehnten Ringhomomorphismus f: A = T/a — A. Dieser erfiillt

fony =7und f o, =7nach Konstruktion.
Aufgabe: Die Konstruktion der Tensoralgebra Tz (V) und S;(V) und

AR (V) hiangt sowohl vom Ring R als auch dem R-linearen Raum V ab.

Wie vertragt sich das mit Homomorphismen des Paares (R, V)?
Folgern Sie dies jeweils aus der universellen Eigenschatft.
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Funktorialitat dank UAE
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Funktorialitat nitzt sofort.

R nR=inc£ T V) Ly=incy,
A —

R( 4
Jg\ H!fi /hJ
z ? Lv/=inc€/ ,

R i N G 70 WO i G v

Korollar Y1L: Funktorialitat von Tund S und A

Sei g : R — R’ ein Homomorphismus kommutativer Ringe, dariiber Vein
R-linearer Raum und V'’ ein R’-linearer Raum, via g somit auch ein
R-linearer Raum, und h : V' — V"’ eine R-lineare Abbildung.

(1) Dank UAE Y1aA existiert zu (g, h) genau ein Ringhomomorphismus
Ty(h) == f: TR(V) = Tp/(V') mit fonp =ngp ogund foiy =ty oh.

Es folgt (1a) T34, (idy) = idy, (v und (1b) Ty (B o h) = T,/ (B') o T, (h).
(2) Gleiches gilt fiirr S (h) : Sg(V) — Sg/(V’) dank UAE Y1E

(3) und ebenso fiir A (h) : Ag(V) — Ap/ (V') dank UAE Y1k.

g

Aufgabe: Folgern Sie dies jeweils aus der universellen Eigenschaft.

@ Fiir V = (d)% mit endlicher Basis of = (v;, ..., v,,) kennen wir die
kanonische Basis von A¥(V') aus Korollar Y1j. Was passiert allgemein?

Satz Y1m: kanonische Basis von A¥(V), auch unendliche Dimension

Sei R ein kommutativer Ring, dartiber Vein R-linearer Raum mit Basis
o = (v;);c; Uber einer geordneten Menge (I, <). Dann hat AF = A*(V)
die Basis g% = (5, Ao Ay |3 € IFymit I = {i e I*|i; < .. <i}.

Aufgabe: Beweisen Sie dies. Wie nutzen Sie geschickt den endlichen Fall?

Beweis: (1) Die Familie 4% erzeugt A* wie in Lemma Y1H erklért.

(2) Lineare Unabhangigkeit haben wir oben nur fiir I endlich bewiesen.
Zu J C I endlich ist B = (v;),.; die Basis des Teilraums U = {(v;);c; )5
in V. Die Summe V = U @ U’ liefert die Inklusion-Retraktion U & Vund
fortgesetzt A(U) & A(V) dank Funktorialitit. Demnach ist die Basis %%
von A*(U) ebenso linear unabhéngig in A*(V). Somit ist die gesamte
Familie /% linear unabhingig, denn jede endliche Teilfamilie ist es.
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Die Paarung A*(V*) x A¥(V) = R
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Die Paarung A*(V*) x A¥(V) - R

Wir haben die alternierende Algebra A(V') vorrangig fiir V = ()%

mit endlicher Basis o = (v, ..., v,,) untersucht (Satz Y11). Hier sind alle
Argumente und die Kombinatorik am schonsten! In der Vorlesung wurde
ich gefragt, ob und wie wir die Konstruktion auf eine unendliche Basis 9
ausdehnen konnen. Eine erste mogliche Antwort ist der vorige Satz Y1m,
der dank Einbettung und Retraktion auf den endlichen Fall rekurriert.

(@ Geht das noch einfacher? direkter? schoner? gar lehrreicher?
Wie versprochen biete ich hier ein zweiten, unabhéngigen Beweis.
Er bringt eine weitere genial-einfache natiirliche Paarung ins Spiel.

© Das hat den zusétzlichen Vorteil, den natiirlichen Isomorphismus
AR(V*) = A¥(V)* zu konstruieren, der uns in vielen Anwendungen
willkommen ist, etwa fiir Differentialformen im nachsten Abschnitt.

© Wir freuen uns, dass die Determinante hier in ihrem natiirlichen
Habitat auftritt und fiir uns weiterhin wohltuend wirkt und waltet.
Diese allgemeine Technik konnen wir vielerorts erneut anwenden:
Integration und De Rahm-Kohomologie, Auswertung und Dualitat, ...

Die Auswertung (-|-) : V* x V — R: (p,v) = ¢(v) erweitern wir so:

Wir nennen v € A¥(V) einen k-Vektor und ¢ € A¥(V*) eine k~Form.

Satz Y1N: die Paarung A*(V*) x A¥(V) = R

(1) Sei R ein kommutativer Ring und Vein zentraler R-linearer Raum.

Dann existiert in jedem Grad k € N genau eine bilineare Abbildung
(=I-)  AR(V*) x A5(V) = R :

p1(vy) -
(P1 A e Ao | vy Ao Avg) = det(p;(v;));; = :

1 (vg,)

<Pk('U1) SOk('Uk)

(2) Habe V die Basis 9f = (v;),;c; geordnet mit (I, <) = {1 < ... <n}.
Dazu erhalten wir die duale Familie B = (v}),.; in V* gemaf} Satz W1H.
Dann sind auch die Familien 9% in A¥(V') und B% in A¥(V*) dual gemafy

<’Ur;1 VANAN ,U;!(k |Uj1 A A 'U]k> = 517‘7

fiir alle i, j € I*. Demnach ist 4% frei, also eine Basis von A*(V/).
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Die Paarung A*(V*) x A¥(V) - R

Y144
Ausfithrung

Die Paarung A*(V*) x A¥(V) - R

Aufgabe: (1) Warum ist (-|-) wohldefiniert?
(2) Wie folgt damit die behauptete Dualitét?

Beweis: (1) Wir beginnen, wie immer vorsichtig, mit der Abbildung
(1) = (V) xVE S R

p1(vy) -
<< (()01’ 790}3) ‘ (’1)1, 7Uk)>> = det((ﬁi(vj))ij = :

©1(vg)

‘Pk('vl) on('vk)

Die Abbildung {-|-) ist multilinear und alternierend in den Vektoren
(vy,...,v;), denn die Determinante ist dies in den Spalten. Ebenso ist
{(-|-) multilinear und alternierend in den Linearformen (¢, ..., ¢} ),
denn die Determinante ist dies in den Zeilen. Somit existiert genau eine
bilineare Abbildung (-|-) : A¥(V*) x A¥(V) — R wie angegeben mit

Existenz folgt aus der UAE fiir A¥(V) und fiir A*(V*). Eindeutigkeit folgt
aus der Tatsache, dass die einfachen Tensoren alle Tensoren erzeugen.

(2) Zur Dualitit betrachten wir 4, j € I¥ und die zugehérige Auswertung:

v; (v5,) - vf (v,)
(Vi A A; [y A Ay ) = : :
v, (vjl) e V) (Ujk)

Fir ¢ = j steht rechts die Einheitsmatrix, somit die Determinante 1.
Fir i # j gibt es ein j, ¢ {i4, ..., 49, }. Damit ist die /-te Spalte gleich Null,
und so verschwindet die Determinante. (Ebenso existiert eine Nullzeile.)

Daher sind die Familien /% in A¥(V') und 3% in A¥(V*) dual zueinander
und bezeugen somit gegenseitig ihre lineare Unabhangigkeit (Satz W1p).
Dank Lemma Y1 erzeugt /¥ den Raum A*(V), ist also eine Basis.

Zusatz: Dank obiger Dualitit ist auch %* linear unabhingig in A®(V*).
Ist I endlich, so ist A eine Basis des Dualraums V* (Satz W1H). Dank
Lemma Y1H erzeugt B den Raum A*(V*), ist also ebenfalls eine Basis.
Nur in diesem Falle ist (-|-) eine perfekte Paarung (Satz W2mn).
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Ausblick auf Anwendungen

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung e

Die Tensoralgebra T'(V') wird vielseitig genutzt, insbesondere die daraus
gewonnene symmetrische Algebra S(V') und alternierende Algebra A(V):

—_

Algebra: Determinante, Invarianten, Darstellungen
Analysis: Differential- und Integralrechnung
Geometrie: Integralsitze, deRham-Kohomologie

Analytische Mechanik, symplektisch nach Hamilton

2

3

4 Kombinatorik: Simplizialkomplexe, Ko/Homologie

5

6 Klassisch: Elektromagnetismus, Relativitatstheorie, uvm.
7

Quantisch: Zustandsraum fiir Bosonen und Fermionen

Ich skizziere im Folgenden eine spektakuldre Anwendung, die mich selbst
als Student tief beeindruckt hat, zunachst als pragmatisches Werkzeug in
physikalischen Anwendungen, dann nochmal griindlich in der Analysis,
spater vielerorts in der Geometrie: der Kalkiil der Differentialformen!

Differenzieren ist Handwerk,
Integrieren ist Kunst.

Ministerium fiir Integration

Das Land Baden-Wiirttemberg hatte von 2011 bis 2016 ein Ministerium
fur Integration. Den Aufgabenbereich Migration und Integration teilten
sich danach bis 2021 das Innen- und das Sozialministerium, seit 2021 das
Justiz- und das Sozialministerium. Integration bleibt ein wichtiges Thema.
Wir leisten in der Linearen Algebra unseren Beitrag.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Ym

Satz Y2A: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)
Sei f: [a,b] — R stetig. (1) Dann ist f integrierbar. Die Integralfunktion

Filah)5R mit F(z)= | ft)dt

l=a

ist differenzierbar und erfillt F’ = f. (2) Ist umgekehrt F': [a, b] — R eine
Stammfunktion zu f, also differenzierbar mit F’ = f, so gilt

/bf(x) da = [F]b mit [F]b .= F(b) — F(a).

a a

Beide Richtungen sind nitzlich. Einfache Anwendungsbeispiele:

™

. HD

/ sin z dx =
=0

m Trig R
[—cosx] =1—(-1) =2
z=0

™
. mor [ ™ rig R
./L'Sln./.vdl' ﬁ SINT — XL COST = 71—0 = T
=0 i z=0

Wir zelebrieren den zweiten Teil des Hauptsatzes nochmals ausfiihrlich:

JOF (z)dz = F(b) - F(a)
(M|dF) = (OM|F)

Hier ist M = [a,b] C R ein reelles Intervall, mit a < b in R, also kompakt.
Sein Rand OM = —e, + ¢, besteht aus den beiden Punkten a und b, wobei
wir den Zielpunkt b positiv gewichten, jedoch den Startpunkt a negativ.
Auf M sei F': M — R differenzierbar mit stetiger Ableitung F”. Dann gilt:

@* HDI: Das eindimensionale Integral von dF iiber M ist gleich 7%
% der nulldimensionalen Auswertung von F auf dem Rand 0M. @

(@ Wir wollen den Hauptsatz auf beliebige Dimension verallgemeinern.
Schon passende Gleichungen zu vermuten, ist keineswegs offensichtlich!
Wir fithren dazu im Folgenden den Kalkiil der Differentialformen aus.
© Die alternierende Algebra tibernimmt fiir uns die Buchfithrung.




Differentialformen fur Eilige “
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Differentialformen fur Eilige

Wir arbeiten iiber dem Korper R im vertrauten Koordinatenraum

V=R"={z=(zy,....2,)|2,...,2, € R}

mit Standardbasis e, ..., e,, € Vund dualer Basis e7, ..., e}, € V*. Notation:

dz, =€l : Vo R:utsdz;(u) =y,

K3 (2

Wir nennen v € A¥(V) einen k-Vektor und ¢ € A*(V*) eine k—~Form.
Die Auswertung (-|-) : V* x V — R: (¢,v) b ¢(v) erweitern wir zu

() AR(V) X AR(V) 5 R -

p1(v1) -
(1 A App) (01 A Ay) i= det(;(vy)) 5 = :

01 (vg)
Pr(v1) - Pr(v)
fur alle 1-Formen ¢, ..., ¢, € V* und alle 1-Vektoren v,, ..., v, € V.

Ubung: Die Abbildung (-|-) ist wohldefiniert und eine perfekte Paarung,
denn die kanonischen Basen von A*(V*) und A*(V) sind dual. (Y1N)
Das stiftet den natiirlichen Isomorphismus A*(V*) = AF(V)*. (W2H)

Sei U C R™ offen. Ein 1-Vektorfeld auf U ist eine ‘€”-Abbildung
f:U=V=R": 2 f(z)=fi(z)e, + ...+ f,(2)e,.

Ein 1-Formfeld (oder 1-Kovektorfeld) ist eine 6€?-Abbildung
w: U=V 2z w() =w/(z)de, + ... + w,(z)dz,,.

Die Auswertung von w auf fist demnach die ”-Funktion

W(f) : U =Rz (w@)] f(2) =wi (@) fi(2) + . +w,(2) f, (7).

Jedem Punkt z € U wird ein Vektor f(z) € V = R" bzw. ein Kovektor
w(x) € V* zugeordnet. Die Zuordnung soll stetig sein in z, wir sagen
dazu kurz €°. Um p-mal ableiten zu konnen, fordern wir ein €”-Feld mit
p € N, das heif}t, alle Koordinatenfunktionen f,, ..., f,, : U — R bzw.

Wy, ..., w, : U — R sollen mindestens p-mal stetig differenzierbar sein.

Oft geniigt uns bereits p = 1 oder p = 2. Zur Vereinfachung betrachtet
man gern glatte Funktionen, also beliebig oft differenzierbar, kurz €°°.

Differentialformen fur Eilige Yw

Differentialformen fur Eilige o

Sei U C R™ offen. Ein k-Vektorfeld auf U ist eine 6P-Abbildung
= f(z) =) e fi(z) e

mit der kanonischen Basis (e; = e; A...Ae; )icps und I = {1,...,n}E.
Ein k-Formfeld (oder k-Kovektorfeld) ist eine 6?-Abbildung

w:U— ARV

f:U—= AV

T w(x) =) w(z)de;
mit der dualen Basis (dz; = dz; A ... Adx; )cpe und I5 = {1,...,n}E.
Die Auswertung von w auf f ist dann die ‘€”-Funktion

w(f) : U—=R:xb (@) | f(2) = Y wi(2) fi(@).

Statt k—Vektorfeld sagen wir kurz k-Feld. Statt k-~Formfeld sagen wir
kurz k—Form. Wir konnen also k~Formen auf k-Feldern auswerten.

Anschaulich spannt f = f;; z; A z; mit i < j die i—j-Ebene auf, und f;;()
ist die Feldstirke im Punkt z € U. Dual dazu misst w = w;; dz; A dz; diese

Feldstérke mit Empfindlichkeit w,;. Das ergibt w(f) : z = w;;(z) f;;(x).

Der Vektorraum aller glatten k—Formfelder auf U C R™ ist

QF = QF(U) := B°° (U, AR(V*)).

Die Ableitung des 0-Formfelds w : U — A°(V*) = R ist das 1-Formfeld

dw := (Oyw)dz; + ... + (O,w) dz,,.

Damit definieren wir allgemein die (duflere) Ableitung:

© Bequem nutzen wir fiir A¥(V*) weiterhin die kanonische Basis
(e; =e; N...Ne; )icpr und IE = {1,... n}k. Ausgeschrieben heifit das:
1 k <

d (Zie]ﬁ w; dz;) = Zie[’g Z}Ll 3]»(41@- dwj A dz;

© Die alternierende Algebra iibernimmt fiir uns die Buchfithrung.
© Erstes Wunder: Das Endergebnis ist basisunabhéingig!




Beispiel: Gradient und Rotation in der Ebene .
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Beispiel: Gradient und Rotation in der Ebene

0 —— Q(U) —% QY U) — Q2(U) —— 0

Aufgabe: Schreiben Sie dies aus fiir U C R?. Was ist d o d?
Losung: Fiir jede glatte Funktion / 0-Formfeld f: U — R finden wir:

Fir jedes 1-Formfeld g = ¢; dz; + g, dz, finden wir:

dg= + (0,9,)dz; Ndz, 4 (059, ) dzy A dx,
+ 8192 del /\ de + 02(]2 dZL'Q /\ dl‘g
= (0,99 — 059;)dzy ANdzy  © Rotation!

Was ergibt die Komposition? Die Rotation des Gradienten ist... Null!
ddf = (8162f_ 8281f) dl’l A dIL‘2 - 0

© Richtige Vorzeichen fithren wie durch Zauberhand zur Ausléschung!

© Analysis: Der Satz von Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
garantiert 9,0, = 9,0, f fir jede 6*~Funktion f: R" 2 U — R.

© Wir sehen: df entspricht grad f = V£, und dg entspricht rot g = V x g:

oot -1 3]s [

rotg = Vxg = [81} X {91} = 0,9, — 04
9, 92
© Die alternierende Algebra tibernimmt fiir uns die Buchfithrung.
Zweites Wunder: Die Vorzeichen sind nicht nur asthetisch gewahlt,
sondern fithren uns direkt zu d o d = 0 dank paarweiser Ausléschung.

(2 Wir haben dies zunéchst im einfachsten Spezialfall ausgeschrieben.

Der allgemeine Fall gelingt uns genauso, alles ist bereits eingerichtet, wir
miissen lediglich die unvermeidliche Indexschlacht sorgsam organisieren.
Um noch etwas mehr Zutrauen zu gewinnen, rechnen wir die Ableitung
noch im dreidimensionalen Fall nach und entdecken weiter Erfreuliches.

Beispiel: Gradient, Rotation, Divergenz im Raum !
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Beispiel: Gradient, Rotation, Divergenz im Raum

0 —— QUU) —% QL U) -4 Q2(U) —% Q3 (U) ——— 0

grad rot div

f—4df, g——dg, h —— dh
Aufgabe: Schreiben Sie dies aus fiir U C R3. Was ist d o d?
Losung: Fiir jede glatte Funktion / 0-Formfeld f: U — R finden wir:
df = (0,f)dzy + (05 f) dzy + (05f) dzg  © Gradient!
Fir jedes 1-Formfeld g = ¢; dz; + g, dz, + g5 dz5 finden wir:

dg = + (0595 — 039,) dzy A dag
+ (059, — 0193) dzg A dzy

Richtige Vorzeichen sortieren alles wie durch Zauberhand!

Wir nutzen hier fiir dg ausnahmsweise nicht die kanonische Basis
sondern geometrisch anschaulich das Hodge-Dual von (dz,dz,, dz3):
(xdz; = dzy A dzg, ¥dzy = dzg A dzq, Adz5 = dz; Aday).
In dieser Vektorschreibweise erkennen wir die vertraute Rotation:
O 91 0295 — 039,
rotg = Vxg= |0, X |gy| = |59, — 095
03 93 0195 — 029

© Ebenso: df entspricht grad f = V f, und dh entspricht divh =V -h.
/\ Als Besonderheit in Dimension n = 3 nutzen wir das Kreuzprodukt.
© Mit Differentialformen gelingt dies einheitlich in jeder Dimension n.

Was ergibt die Komposition? Wir finden d o d = 0. Rechnen Sie es nach!
Die Rotation des Gradienten ist Null. Die Divergenz der Rotation ist Null.
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Beispiel: Wegintegral eines 1-Formfeldes
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Wegintegral eines 1-Formfeldes

(a]e)

- [ 1@a =Klmm»w@w

Sei U C R offen und darauf f: U — R” ein €°-Vektorfeld. Dual hierzu
definiert f das 1-Formfeld ¢ = f-dx, ausgeschrieben in Dimension n = 2:

= (2) =50 =)
¢ = f(z)-dz = fi(z)dz, + fo(z)dz, € Q(U)

Sei a : [0,1] — U ein 6'-Weg. Diesen setzen wir in das 1-Formfeld ¢ ein:

_ _ (u() dz _
x‘w*«%m» at -
F(@)+dz = £, (0 (), a5 (6)) 04 (8) dt + Folan (8), ()

Dariiber kénnen wir nun integrieren, wie in [}, () expliziert.

o (t) dt

Physikalische Interpretation dank anschaulicher Infinitesimalrechnung:
In jedem Punkt z € Uist f(z) € R™ die Kraft. Unser Weg o durchlduft

z = a(t) mit Geschwindigkeit o’ (¢). In der Zeit von ¢ bis ¢ + d¢ legt er
die Strecke von z bis = + dx zuriick, also die Verschiebung dz = o’ (¢) dt.
Dabei wird die Arbeit dW = f(z)-dz = f(a(t)) - a’(t) dt € R verrichtet.

© Das Arbeitsintegral summiert die insgesamt verrichtete Arbeit:

fla(t)) .

t=0

<a|<,0>:W:/dW: o (t)dt

© Das ist eine wunderschone und anschauliche Geschichte. Wenn Sie
die physikalische Denke kennen, dann spiiren Sie tatsachlich die Kraft,
durchlaufen den Weg und verrichten die Arbeit. Mathematisch schreiben
wir besser At fiir einen kleinen Zeitschritt und dann Az; fir die kleine
Verschiebung und W = >, AW, als Summe. In Physiksprech denkt man
sich At, ,infinitesimal® klein, im Grenzwert wird Summe zum Integral.
Die Analysis erklart Thnen, wie das korrekt e-§—formalisiert wird.

Integration eines k—Formfeldes tiber einen k-Wiirfel o

Wegintegral eines 1-Formfeldes e

Seiw € O%(U) ein k-Formfeld auf U, also w : U — AF(V*) : 2 = w(z),
Seia:[0,1]F = U:tr a(t) ein €' -Wiirfel in U. Ableitung gibt den

k-Vektor (t) = d,a(t) A ... A 9, a(t) € A¥(V) und somit das Integral:
. 761
(alwy= [ wlat) Gm)a |
te[0,1)F "Th ke ak(y) —07 +0]
Der Wiirfel « : [0, 1]* — U hat die i—te Seite zu ¢ € {0, 1}: +03
Oa : [0,1F Y 5 U: (ty, sty ) > alty, ey &y eyt q)
Der Rand des k-Wiirfels « ist die Wechselsumme seiner Seiten:
0o =371, (—1)" (0 — 0 )
Satz Y2B: Hauptsatz als Dualitat fiir Formfelder und Wiirfel
Fiir jedes Formfeld w € 9*~1(U) und jeden Wiirfel « : [0, 1]* — U gilt:

(a|dw) = (0o |w)

@ HDI: Das k—dimensionale Integral von dw iiber « ist gleich @
@ dem (k — 1)—dimensionalen Integral von w iiber den Rand da. @

Aufgabe: Zeigen Sie den Hauptsatz fur k£ = 1. Losung: Wir integrieren
unser 1-Formfeld dw = 0;wdz,; iber unseren Weg « : [0,1] — U:

z 1™
o (t) dt

(a|dw) = [Lodr, dw(a(t))
= ft:o[w(a<t))] d¢
= [w(a(t)]im

= (fa|w)

Wir nutzen hier die Kettenregel (KR) und den Hauptsatz Y2a (HDI).
Daraus erhalten wir sofort (a/|dw) = (9« |w) fiir jedes 0-Formfeld w.
Der allgemeine Fall gelingt genauso, dank gut gefiithrter Indexschlacht.
Die Grundlagen des Kalkiils sind gelegt, dank alternierender Algebra.
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Kapitel Y

Bonusmaterial

“What can you prove with exterior algebra that you cannot prove without it?”
Whenever you hear this question raised about some new piece of mathematics,
be assured that you are likely to be in the presence of something important.
In my time, I have heard it repeated for random variables, Laurent Schwartz’
theory of distributions, ideles and Grothendieck’s schemes, to mention only a
few. A proper retort might be: “You are right. There is nothing in yesterday’s
mathematics that could not also be proved without it. Exterior algebra is not
meant to prove old facts, it is meant to disclose a new world. Disclosing new
worlds is as worthwhile a mathematical enterprise as proving old conjectures.”
Gian-Carlo Rota (1932-1999), Indiscrete thoughts (1997)
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Riickblick und Ausblick Oberblick

Als vorlaufige Bilanz blicken wir zuriick auf das Tensorprodukt
und unsere ersten Schritte zu seiner {iberaus vielseitigen Nutzung

Die Lineare Algebra untersucht lineare Rdume und lineare Abbildungen.
Ein Produkt - : U x V.— W: (u,v) - w = u - v ist linear in jedem seiner
beiden Argumente v und v, insgesamt also eine bilineare Abbildung.
Die Linearitat links und rechts entspricht demnach der lang vertrauten
Distributivitat und dem aus der Schule gewohnten ,,Ausmultiplizieren®.
Wichtige Beispiele sind Skalarprodukte, Matrizen, Polynome, uvm.

Das Tensorprodukt U ® Verklért hierzu das freiste und beste Produkt.
Seine universelle Eigenschaft (UAE X2a) ist es, sich zu jedem konkreten
Produkt zu spezialisieren. Wir kénnen demnach in U ® V ganz konkret
und allgemein rechnen mit den iiblichen Rechenregeln eines Produkts —
und sonst nichts weiter. Insbesondere hilft uns die Basiseigenschaft X2c.
Mit etwas Gewohnung erkennen wir genau die ,iblichen Produktregeln®.

Je nach den Bediirfnissen unserer Anwendung wollen wir das allgemeine
Tensorprodukt V' ® V mit speziellen niitzlichen Rechenregeln versehen,
insbesondere Kommutativitit in V'V V = $?Vmit u Vv = v V u und
Antikommutativitat bzw. Alternierung in VAV = A2V mit v A v = 0.

Wiinschen ist erlaubt, und hier gelingt auch das Erfiillen erfreulich leicht:
Die Quotientenkonstruktion erzwingt genau die gewiinschten Relationen
und ihre Konsequenzen. Weitere tiberfliissige Relationen entstehen nicht.
Hier spielen alle Grundlagen der Linearen Algebra bestens zusammen.

So konstruieren wir aus der Tensoralgebra T'(V') die symmetrische
Algebra S(V') und die alternierende Algebra A(V), alles wunderbar
konkret und universell. Was anfangs abstrakt wirkt, erweist sich rasch
als effizientes Werkzeug und bereits vertraut: Im dufleren Produkt

A : A1V x A'V — A2V erkennen wir nun das Kreuzprodukt (Satz Y54).
Das erklért die numerischen Zufélle speziell fiir Dimension 2 und 3.
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Zweidimensionales Kreuzprodukt und duf3eres Produkt Obung

Aufgabe: Wir betrachten V = R? tiber R. Ist das Kreuzprodukt ,gleich®
dem dufleren Produkt? Vergleichen Sie und iibersetzen Sie sorgsam!

(1) Wiederholen Sie zunichst das Kreuzprodukt x : R? x R? — R.
(2) Explizieren Sie den Hodge-Stern % : A2R? =~ A°R? bzgl. (e, €,)
(3) ... und das auBere Produkt A : ATR? x A'R? 25 A?2R? %5 AOR2,
Losung: (1) Das Standardskalarprodukt S1A ist u«v = u,v; + uyvs.
In Dimension 2 haben wir zudem das Kreuzprodukt geméafy S461:

U v u; v
x :RZXxR2Z = R: | Vx| V] =uvy—ugvy =det | 1 !
Uy Uy Uy Vg

(2) GemiB Y11 haben wir (%, %) : A2R? =~ AR? = R mit
e; Neg iy 1.

Fiir R? iiber R nutzen wir die Standardbasis (e, e,). Der Hodge-Stern x
bildet das positiv komplementéare Produkt: Die Signatur der Indizes ist
sign[1,2] = 41, die Determinante der Vektoren ist det(e;, e5) = +1.

(3) Sowohl das Kreuzprodukt x als auch das duflere Produkt A sind
bilinear tiber R und zudem antisymmetrisch. Zum Beweis der Gleichheit
geniigt es also, ihre Gram-Matrizen zu vergleichen.

Dank Antisymmetrie geniigt uns die folgende Rechnung:

61X62:12617\62
So erhalten wir die Gleichheit dieser beiden wichtigen Produkte:

Satz Y5A: Kreuzprodukt = aufleres Produkt

(1) In Dimension 2 ist das Kreuzprodukt gleich dem dufleren Produkt:

x=A=det: R2xR? >R

Manche Autor:innen schreiben hier kurz ,,x = A" Streng besehen ist das
schon syntaktisch falsch, denn A2R? ist nicht gleich R, aber immerhin
kanonisch isomorph: Mit dem Hodge—-Stern gilt ,,(- x -) = (- A =)
Alles passt wunderbar zusammen, insbesondere unsere Vorzeichen.
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Dreidimensionales Kreuzprodukt und aufieres Produkt Ubung

Aufgabe: Wir betrachten V = R? iiber R. Ist das Kreuzprodukt ,gleich®
dem dufleren Produkt? Vergleichen Sie und iibersetzen Sie sorgsam!

(1) Wiederholen Sie zunéchst das Kreuzprodukt x : R3 x R? — R3,
(2) Explizieren Sie den Hodge—Stern % : A?R3 =4 A'R3 bzgl. (e, €5, €3)
(3) ... und das auflere Produkt A : A'R? x ATR3 25 A2R3 =5 AIRS.

Losung: (1) In Dimension 3 haben wir das Kreuzprodukt gemaf} Satz S4r:
'U/l 'Ul U2’U3 - U3U2 71,—1 ’Z,'-l 0’1
'U/2 X U2 - U3'U1 — U1U3 = 'U,Q 7,'2 02
Usg Vg

Uy Uy — Uy
(2) Geméf Y11 haben wir (%, %) : A2R? =~ AIR3 = R3 mit

x : R3xR3 > R3 :

us V3 €3

epNeglies, egNegle;, ezhe ey,

Fiir R3 tiber R nutzen wir die Standardbasis (eq, e,, €5). Der Hodge-Stern
* bildet das positiv komplementire Produkt: Die Signatur der Indizes ist
sign[1, 2, 3] = +1, die Determinante der Vektoren ist det(e;, e, €5) = +1.

(3) Sowohl das Kreuzprodukt x als auch das duere Produkt A sind
bilinear iber R und zudem antisymmetrisch. Zum Beweis der Gleichheit
geniigt es also, ihre Gram-Matrizen zu vergleichen.
Dank Antisymmetrie geniigen uns folgende drei Rechnungen:

eg X ey =e3=¢e; Aey

ey X €3 =€ = ey Aeg

e3 X €, =€y =¢e3Ae

So erhalten wir die Gleichheit dieser beiden wichtigen Produkte:

Satz Y5A: Kreuzprodukt = dufleres Produkt

(2) In Dimension 3 ist das Kreuzprodukt gleich dem dufleren Produkt:

><:/~\:R3><]R3—>]R3

Manche Autor:innen schreiben hier kurz ,x = A Streng besehen ist das
schon syntaktisch falsch. Mit dem Hodge—-Stern gilt ,,(- X -) = %(- A =)™
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Y506

Anti/Symmetrisierung als Projektor Ausfiihrung

Allgemein haben wir S(V) und A(V') als Quotienten von T'(V') erklart.

Satz Y5B: Anti/Symmetrisierung

Wir arbeiten tiber einem CRing R > Q, der die rationalen Zahlen enthilt.
Dann kénnen wir S(V) und A(V) als Teilrdume von T'(V') darstellen:

(1) Wir definieren die Symmetrisierung s,, : 7" — T™ durch
Sn(ul ®-® un) = % ZTESn Ur(1) Q- ® Ur(n)-

Das Bild S™ := Im(s,,) < T™ besteht aus allen symmetrischen Tensoren.
Der Quotient 7" —» S™ schrankt sich ein zum Isomorphismus S™ =% S™.

(2) Wir definieren die Antisymmetrisierung a,, : 7" — T" durch
a’n(ul Q& u’n) = % ZTESn Sign(T) “Ur(1) Q& Ur(n)-

Hier besteht A™ := Im(a,,) < T™ aus allen antisymmetrischen Tensoren.
Der Quotient 7™ — A" schréankt sich ein zum Isomorphismus A™ =~ A™.

Ubung: Fithren Sie die Anti/Symmetrisierung wie folgt aus.

(1) Wie definieren Sie die oben genutzte Operation S,, ~ T"?

Warum ist sie wohldefiniert? Wie genau gelingt ihre Konstruktion?

(2) Wie definieren Sie die Eigenschaft ,anti/symmetrisch” fir w € T"?
Warum hat s,, bzw. a,, als Bildmenge alle anti/symmetrischen Tensoren?
(3) Sind s,, und a,, Projektoren, also linear mit s2 = s, und a2 = a,,?
Warum gilt id» = sy + a, fir n = 2? Gilt dies ebenso fiir n > 3?

(4) Warum schrinkt sich der Quotient ein zu einem Isomorphismus?
Explizieren Sie den Isomorphismus (7, p) : S™ = S™ bzw. (7, p) : A" = A™.
(5) Wiederholung: Wie definieren Sie das Produkt auf S(V) und A(V)?
Hochhebung: Wie definieren Sie das Produkt auf S(V) und A(V)?

(6) Erkldren und nutzen Sie dazu die Zerlegung S,,, , = Sh,, , xS, xS,
mit Sh, ={7€S8,,,[7(1)<..<7(p) AT(p+1)<..<7(p+q)}.

© Sie erhalten so die berithmten ,Shuffle-Produkte®.

Y507
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Y508

Anti/Symmetrisierung im Matrixmodell Ausfiihrung

Aufgabe: Wiederholen Sie konkrete Modelle fiir T2(V) =V ® V,

etwa (1) das Matrixmodell X1E und (2) das Polynommodell X1F.
Destillieren Sie daraus moglichst elegant ebenso konkrete Modelle fiir
das anti/symmetrische Produkt A%(V) =V A Vbzw. S?(V) =V V V.

Losung: (1) Gemafl X1E nutzen wir ® : K" x K® — K™ : (u,v) - uv'.
Dieses ,dyadische Produkt” ist bilinear und hat die Basiseigenschatft.
Die induzierte Abbildung T?(V') =~ K™*" ist daher ein Isomorphismus.

AR x K — KPP 2 (u,0) = 2(u®@v—v®u)

Vi KPx K = K e (u,0) = 5(u®@v+v®u)

=N

Hier ist K3\t bzw. K{[' der K-lineare Teilraum der anti/symmetrischen

Matrizen, also diejenigen mit der Eigenschaft A" = —A bzw. ST = S. Zur
Anti/Symmetrisierung sei 2 € K*. Die Skalierung mit £ darf entfallen.

Diese Abbildungen A, V sind bilinear und anti/symmetrisch. Dank Satz

Y58 induzieren sie Isomorphismen A?(K") = K7%* und S*(K") = KIX7.

Beispiel: Fiir V = R? iiber R erhalten wir die folgenden drei Produkte:

Uy Uy UyvV; U Vg U U3

U2 ® U2 == U2U1 U2U2 U2U3

Usg | v3 | U3V;  UgVy UV

Uy vy 2uq vy U Uy + UgU; U Vg + UgVg
Uy | V | Vg | = | UV + Uy 2uqvy UyV3 + Uy
Luz ]l Lz [ UzVy + U V3 UgVy + UpUs 2ugvg

ul U]. O u1U2 - UZU]. u1U3 - U3'U1
U2 /\ U2 == U2'U1 — U1U2 0 UZUB _— U3U2
L Ug | L V3 | L U3V — U Vg U3Vy — UpU 0 J

Dies ist eine Inkarnation des Kreuzprodukts x : R3 x R3 — R?® vermoge

a 0 c b
RIxRP3 . | p|t2y|— 0 a |.
c b —a 0

anti
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Y510

Dualisierung als Abkirzung Ausfiihrung

Satz Y5c: Tensoralgebren, Dualisierung als Abkiirzung

Sei R ein CRing und dariiber V ein zentraler linearer Raum.

Dazu haben wir die folgenden natiirlichen Isomorphismen:
(1) Multilinear
(2) Symmetrisch
(3) Alternierend

Mulp(V,...,V;R) = T™(V)*
Sym,(V,...,V; R) S™(V)*
Altp(V,...,ViR) = A(V)*

1%

Hier steht Mul < Fun(V™, R) fiir den Teilraum aller multilinearen, darin
Sym und Alt fiir die symmetrischen bzw. alternierenden Abbildungen.

Dies ist eine beliebte Abkiirzung zum Dual der obigen Tensoralgebren.
Die linke Seite ist erfreulich konkret gegeben als eine Abbildungsmenge.

Beispiel: Fiir Differentialformen nutzen wir A" (V)*. Wer es eilig hat und
sich A" (V) ersparen mochte, kann direkt mit Alt,(V, ..., V; R) arbeiten.

Aufgabe: Konstruieren Sie die oben behaupteten Isomorphismuspaare.
Wie gelingt Ihnen dies wohldefiniert? Wie nutzen Sie geschickt die UAE?
Wie iiberpriifen Sie, dass das so konstruierte Paar zueinander invers ist?
Satz Y5b: Tensorprodukt, Dualisierung als Abkiirzung

(1) Sei V; ein (R,_;, R;)-Bimodul. Als (R,,, R,)-Rechtsmoduln gilt
Mulp, . p (Vi s Vi Ry) = (V; @ - @ V)"

Y 'n

(2) Ist jeder Raum V; rechtsseitig frei mit endlicher Basis, so auch

Vi@V, = Mul(Rl,...,Rn)(Vh ViR

v

Die linke Seite ist hierbei erfreulich konkret gegeben als die Menge aller
multilinearen Abbildungen f: V] x --- x V,, — R. Die rechte Seite dagegen
verbindet Tensorprodukt und Dualisierung, das ist etwas aufwéndiger.
Fiir die zweite Aussage nutzen wir das Bidual iber dem Ring R,,.
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Dualisierung als Abkirzung Ausfiihrung
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