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Von linearen zu quadratischen Gleichungen Uberblick

Bislang haben wir sehr erfolgreich Lineare Algebra untersucht: lineare
Raume V = K", W = K" und lineare Abbildungen f: V — W: z  Aux.

Die Losungsmenge L jedes linearen Gleichungssystems Az = 0 bzw.
Az = y konnen wir effizient berechnen mit dem Gauf3—Algorithmus.

Zudem kennen wir Form und Grofie von L: Dies ist ein linearer bzw.
affiner Unterraum von V, und wir konnen seine Dimension bestimmen.

Strukturell gilt dasselbe fiir den Kern Ker(f) = f~1({0}) < Vund
die Urbildmenge f~!({y}) C Vjeder linearen Abbildung f: V — W.

Uber affin-lineare Abbildungen hinaus kénnen wir allgemein Polynome
von Grad 1,2, 3, ... betrachten und deren Nullstellenmengen untersuchen.
Das ist ein riesiges Gebiet, traditionell verwurzelt und zugleich modern.

Als ein wichtiges Beispiel kennen wir die Determinante det : K™*" — K.
Sie ist multilinear in den Spalten bzw. Zeilen von A, insgesamt also

ein homogenes Polynom von Grad n in den Koeffizienten von A.

Seine Nullstellenmenge sind die nicht-invertierbaren Matrizen,

es gilt GL, K={A|detA# 0} und SL, K= {A|detA=1}.

In diesem Kapitel geht es grundlegend um quadratische Polynome;
deren Nullstellenmengen heiflen Quadriken. Erfreulicherweise sind
quadratische Polynome nahe genug am linearen Fall, und wir kénnen
die bewéhrten Methoden der Linearen Algebra wunderbar anwenden.

Uber K = R, C gelingt uns damit vollstindig die affine Klassifikation
aller Quadriken im Raum K" bis auf Affinitit, also Koordinatenwechsel.
Wollen wir Abstande erhalten, so nutzen wir euklidische Affinititen.
Das fiithrt uns zur zweiten und feineren euklidischen Klassifikation.

Die Klassifikation der reellen Quadriken ist ein Kleinod der Linearen
Algebra und Analytischen Geometrie. Sie ist ein weiterer wiirdiger
Hoéhepunkt und mobilisiert dazu alle Techniken der vorigen Kapitel.
Das klingt manchen wie ein Fluch, bitte betrachten Sie es als Segen!

Schon in der Ebene R? und dann im Raum R? begegnet uns dabei ein Zoo
von bewundernswerter Vielfalt, wie auf der obigen Titelseite skizziert
und ab Seite V222 ausgefiihrt. Die Klassifikation schafft Uberblick und
wohltuende Klarheit, dazu passt Einsteins Eingangszitat dieses Kapitels.
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Erste Beispiele: f(z,y) = 2% + 12, g(z,y) = —2% — 92, h(z,y) = 22 — o2
Normalform: Fir p + ¢ + 7 = n in N haben wir die Modellabbildung

:R”—)R:xl—)x%-ﬁ----—i—xi—xz — 2

fp,q,r p+l p+q-

Der Nullpunkt ist ein lokales Minimum gdw ¢ = 0, strikt gdw p = n.
Der Nullpunkt ist ein lokales Maximum gdw p = 0, strikt gdw ¢ = n.

Im Allgemeinen kommt das Problem nicht in Normalform, sondern

g:R">R:z- >, ra.x. =z Az

4,5 iy

Die Matrix A € R™*" ist vorgegeben, meist symmetrisch, A" = A.
Die Modellabbildung entspricht A = diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
Der Matrixkalkil erweist sich hier erneut als wunderbar effizient!

Damit stellen sich uns zwei zentrale Fragen, theoretisch wie praktisch:

(2 Konnen wir g in eine Normalform f, .. bringen? Wie gelingt dies?

Das symmetrische Gaufi—Verfahren S1r diagonalisiert die Matrix A.

(2 Ist das Signaturtripel (p, ¢, r) wohldefiniert, eindeutig, unabhangig
von der Wahl der Koordinaten? Ja, dank Sylvesters Tragheitssatz V1c.

Wir haben hier also eine typische Frage von Existenz und Eindeutigkeit,
allgemein der Klassifikation: Kénnen wir jede quadratische Form auf R™
in geeigneten Koordinaten diagonalisieren und so eine Signatur (p, ¢, r)
ablesen? Ist diese eindeutig, wohldefiniert, unabhangig vom Rechenweg?
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Definitheit als wichtiger Extremfall
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Definitheit als wichtiger Extremfall

© In den Extremfallen ist die Invarianz der Signatur offensichtlich.
Zur Einstimmung ist es sicher hilfreich, sich das klar zu machen:

Aufgabe: Gilt die Signatur (n,0,0) in einem Koordinatensystem, so auch
in jedem anderen. Losung: Diese Signatur ist die einzige, in der 0 ein
striktes Minimum ist. Dies bleibt in jedem Koordinatensystem erhalten.

Aufgabe: Gilt die Signatur (0, n,0) in einem Koordinatensystem, so auch
in jedem anderen. Losung: Diese Signatur ist die einzige, in der 0 ein
striktes Maximum. Dies bleibt in jedem Koordinatensystem erhalten.

Aufgabe: Gilt die Signatur (0,0, ) in einem Koordinatensystem, so auch
in jedem anderen. Losung: Diese Signatur ist die einzige, in der g
konstant ist. Dies bleibt in jedem Koordinatensystem erhalten.

A\ Fur alle anderen Signaturen ist die Invarianz nicht so offensichtlich.
Sylvesters Tragheitssatz V1c 16st dieses Problem, elegant und einheitlich.

© Fur Definitheit haben wir erfreulich effiziente Werkzeuge, siehe §T2.

Ausgehend von der quadratischen Form g : R — R : z » 2" Az konnen
wir dank Gaufi-Hermite S1Rr eine OBasis konstruieren und positive /
negative Definitheit an den Vorzeichen der Diagonaleintrige ablesen.

Wir haben das Hauptminorenkriterium T2p nach Hurwitz—Sylvester.
Das bietet manchmal eine effiziente Losung, etwa fiir Bandmatrizen,
sobald wir die Hauptminoren gut berechnen kénnen.

Dank Spektralsatz T11 konnen wir unitar diagonalisieren und
an den Eigenwerte positive / negative Definitheit ablesen (T2E).
Damit stehen uns alle Werkzeuge fiir Eigenwerte zur Verfiigung.

Falls anwendbar sind Gerschgorin-Kreise T2F wunderbar effizient.
Fiir jede strikt diagonaldominante Matrix A € R™*" konnen wir so
In/Definitheit direkt an ihren Diagonaleintriagen a4, ..., a,,,, ablesen.

Das folgt sogar erfreulich direkt aus Gau3—Hermite, siehe Satz S1T.
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(1) Wie sieht die Losungsmenge L C K" einer linearen Gleichung aus?
E={zeK"|bz ++byz, +c=0}
Fiir b # 0 ist E ein Unterraum der Dimension n — 1, linear fiir ¢ = 0, affin
firc#0.Furb=0undc=0gilt E =K", fir b=0und ¢ # 0 gilt £ = 0.
(2) Wie sieht die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung aus?
Allgemein, zu gegebenen Polynomen P,, ..., P, € K[ X1, ..., X,,] suchen
wir die Nullstellenmenge V = {z € K" | P(z) = - = P;(z) =0} C K™
Der lineare Fall deg P, < 1 ist leicht, dank Gauf! Der quadratische Fall

deg P, =2 und ¢ = 1 gelingt uns in diesem Kapitel noch recht leicht.
Mit deg P, > 3 beginnt die Wunderwelt der algebraischen Geometrie!

Mitternachtsformel (B109) fiir n = 1: Zu a,b, ¢ € R mit a # 0 gilt

_ 2 __
- b VI —dac]  flls b2 — dac > 0,
{xER‘ax +bm+c=0}= 2a

Lésungsmenge @ faHS b2 —4ac < 0.

Quadriken sind ein schénes Thema. Wie immer braucht es Ubung.

Nach einer wahren Begebenheit, vor der Mensa und kurz vor der Klausur.
,Herr Professor, was sind Quadriken?” fragte ein aufgeschreckter Student.
Kurz vor der Klausur war die Frage kaum noch sinnvoll zu beantworten.
Nimmt man sich jedoch die nétige Zeit, so ist es nicht besonders schwer.
Ich wiirde eine erste motivierende Beschreibung so einleiten:

~Wissen Sie, was ein quadratisches Polynom ist?” — ,Ja, klar!“ - ,Konnen
Sie sich das in mehreren Variablen vorstellen?“ — ;Hm, ja, doch, schon. -
,Wie sieht die Nullstellenmenge aus?“ - ,Tja, auf den ersten Blick ist das
schwer zu sagen. Vermutlich gibt es da unendlich viele Moglichkeiten.” —
»Genau das sind die Quadriken! Und die Klassifikation st Thr Problem.”

Die folgenden beiden Folien zeigen das Ergebnis im Uberblick / Ausblick.
Polynome zweiten Grades sind zwar nicht linear, doch gerade noch durch
Matrizen darstellbar. Das ist ein genial-einfacher Trick. Die Werkzeuge
der Linearen Algebra greifen hier noch und verhelfen uns zur Lésung.
Davon handelt das Kapitel: quadratische Polynome als bilineare Algebra.
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Ausblick: reelle Quadriken im Raum R?

Ellipsoid elliptischer Doppelkegel
$2+y2+22_1 $2+y2 22—0
0[2 /82 72 0[2 [62 72 \
einschaliges Hyperboloid elliptischer Zylinder Gerade
2 2 2 2 2 2 2 (s
L Y2 L 2 ¥y }
062 52 ,YZ CYZ ﬁZ CYZ ﬁZ
zweischaliges Hyperboloid hyperbolischer Zylinder schneidendes Ebenenpaar
x? y2 N 22 1 IZ yZ Y IZ yZ 3
CYQ ﬁ? ,YQ / 042 52 042 52
leere Menge parabolischer Zylinder Ebene
2 2 2 i 2 2
2 ¢ 2 2 _, 2
o B2 A2 2 Y 2

elliptisches Paraboloid

1‘2 ,[/2

2T

=2z




Vio1 V102

Orthogonale und orthopseudonormale Familien Orthogonale und orthopseudonormale Familien Ausfiihrung
Wie fiir Skalarprodukte (gemaf3 S10) vereinbaren wir nun allgemein: Erinnerung (S2a): Fir jedes Skalarprodukt fordern wir zudem positive
Definitheit. In jed itiren R V,(-]-)) gilt fir jeden Vekt 0
Definition V1A: orthopseudonormale Familie — orthonormal S1o de rupnert. I jedem Huraren maum ( . -1-) gt fut e eri ektor v 7
aher (v|v) > 0, und daher konnen wir v normieren zu u = v//(v|v).
Sei (V, B) ein hermitescher Raum iiber (K, conjg) mit K = R, C, H, Das ist ungemein praktisch, insbesondere fiir Orthonormalbasen S1o:
und zu B: V x V — K. sei ¢(v) = f(v,v) die quadratische Form.
(1) Ein Vektor u € Vheif3t pseudonormiert, falls ¢(u) € {+1,0} gilt. Blu;,u;) =6, = 0 fallsi#j: paarweise orthogonal,
Gilt g(v) # 0, so kénnen wir v pseudonormieren zu u = v/+/|q(v)]. ’ ’ 1 fallsi=j: individuell normiert.
(2) E}fle Farpilie (4;);es in Vheifit orthogonal, falls S(u;, u;) = 0 ffir alle Im allgemeinen Fall haben wir nur eine hermitesche Form g: V x V — K.
i # jin I gilt, und orthopseudonormal, falls zudem pseudonormiert: Wir wissen zwar q(v) := B(v,v) € R, doch fehlt uns positive Definitheit.
o . Daher konnen wir nur auf eine der drei ,Langen® +1,0 normieren.
=0 falls i # j: paarweise orthogonal, . . . i .
B(u;, u;) Um keine Verwechslung zu riskieren, sage ich pseudonormiert.
| € {£1,0} fallsi=j: individuell pseudonormiert. ) o ) )
Bemerkung: Diagonalisierung dank Gauf3—Hermite S1r gelingt tiber
In Worten: Die Gram—Matrix ist diagonal mit +1,0 auf der Diagonalen. jedem "DRing (K, o) mit char K # 2. Skalierung von v; zu u; = v;a; ergibt
. . . . . B(u;,u;) = a? B(v;, v;)a;. Um hier weiter zu kommen, sollte der Fixkorper
()5t M2 [Brat e () o ISR GG B o U 5 1 0 marminon ke K7 = fix(K (ZT) zentral in K sein. Wir normieren dann beziiglich der
dies eine Orthogonalbasis bzw. eine Orthopseudonormalbasis von U. N ' ' &

/ Normgruppe N (K, o) := {a’a|a € K* }, sieche Diskriminante SIN.

V104
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Orthopseudonormalisierung und Signatur der Basis Ausfiihrung

Orthopseudonormalisierung und Signatur der Basis

Manche bezeichnen die Differenz sign(8B) = p — ¢ € Z als Signatur,
das ist in manchen Kontexten eine sinnvolle, passendere Definition.
Zwecks Betonung nennen wir dann Sign(28B) = (p, ¢, r) Signaturtripel,

(0) Sei (V, B) ein hermitescher Raum tber (K, o) mit dimg V' =n € N. es enthalt alle fiir uns relevanten Informationen wie n = p + q + r.
Dann existiert zu (V, ) eine Orthogonalbasis B = (vy, ..., v,,).

ren
(1) Uber (K, o) mit K = R, C,H und o = conji kénnen wir
unsere OBasis B zudem pseudonormieren und sortieren zu

Satz V1B: Orthopseudonormalisierung — Gaufi—-Hermite S1Rr

Sei (K, o) ein Divisionsring K mit Involution ¢ und char K # 2.

Bislang ist (p, ¢, 7) eine Eigenschaft der Basis B, nicht der Form /!
Es gibt verschiedene Orthogonalbasen zu (V, 3), im Allgemeinen
unendlich viele, und zu ihrer Herstellung noch mehr Rechenwege.

Ly Oprg  Opur Der Tragheitssatz garantiert, dass die Signatur immer dieselbe ist.
(B(vi,v;))i; = [qu ~loxg Ogur Erst dadurch kénnen wir die Signatur der Form J definieren durch
Orxp Orxq 07"><r

Sign(p) := Sign(B).

Diese raffinierte Definition / Konstruktion der Signatur erinnert uns an
die ebenso raffinierte Dimension, sieche M201ff: Zur Dimension benétigen
wir die Existenz einer Basis (M2K) und Invarianz der Basislange (M2g).

(2 Wie éndert sich die Signatur (p, ¢, ) mit der Wahl der Basis B? Genauso ist verhilt es sich hier: Zur Signatur benétigen wir die Existenz
Es gibt viele Basen! Welche Signaturtripel haben sie? Alle dasselbe! einer OBasis (V18) und Invarianz der Signatur dank Tréagheitssatz (V1c).

Wir nennen Sign(B) := (p, q,7) € N3 die Signatur der Basis B in (V, j).

Die Signatur (p, g, ) heifit auch Signaturtripel oder (Tragheits)Index mit
Positivrang p und Negativrang ¢ und Nullitét null(3) := r = dim Ker g.
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Satz V1c: Sylvesters Tragheitssatz fiir Orthogonalbasen
Sei (V, B) ein hermitescher Raum tiber (K, conji) mit K = R, C, H.

(1) Sind B = (vy,...,v,,) und B’ = (v}, ...,v;,) Orthogonalbasen, dann
sind ihre Signaturen Sign(3B) = (p, q,r) und Sign(B’) = (p’, ¢’, ") gleich.

’rrn

Damit definieren wir die Signatur der hermiteschen Form /5 durch
Sign(p) := Sign(3B).

Sie ist wohldefiniert, da unabhangig von der gewahlten Orthogonalbasis.

o

Beweis: (1) Es gilt » = " = dim Ker 5. Wir zeigen p = p’ und ¢ = ¢’.

Wir pseudonormieren und sortieren die Basen wie in Satz V1B.

Auf V] = (v}, ...,v}, )k gilt B > 0. Warum? Dank Pythagoras, Satz S3a!
AufU = (v,,,,...,v, )k gilt B < 0. Warum? Dank Pythagoras, Satz S3a!
Es folgt V] NU = {0}: Firv € (V, nU) \ {0} wire §(v,v) > 0 > B(v,v).
Aus V. ®U <V =V,_ @ Ufolgt p’ < p. Mit vertauschten Rollen folgt

p <p,alsop =p’. Fur —p folgt ¢ = ¢’. Also (p,q,7) = (p’,q’,7").

C,:={zeV|q(z) >0}
={z € R?||zy| > |z5|}

Co:={z € V[q(z) =0}
={z €R?[|z,] = |z}

C_:={zeV]|q(x)<0}
= {z € R?||zy] < |z,]}

% V.

Geometrische Anschauung im Beispiel: Auf V = R? iiber K = R haben
wir 8: VxV =K: (z,y) = 2,9y, — 25y, und q(z) = B(z,x) = 27 — 2.
Dies zerlegt Vin drei Kegel C,, C;, C_. Die Raume V,, V liegen im Kegel
C,, die Raume V_, V’ liegen im Kegel C_. Das lasst noch viel Spielraum!
Die obige Skizze illustriert dies im einfachsten Beispiel (V/, 3).

© Unsere Rechnung zeigt jedoch: Thre Dimensionen sind eindeutig!
Das ist Sylvesters Tragheitssatz und die Definition der Signatur!

Sylvesters Tragheitssatz und Signatur hermitescher Formen  austunrung
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© Wir haben Sylvesters Tragheitssatz zunachst in endlicher Dimension
formuliert und bewiesen. Wir fithren die Beweisidee nun allgemein aus.

Satz V1c: Sylvesters Tragheitssatz, basisfrei

(2) Gegeben seien Summenzerlegungen V =V, @ V_@V, =V, eV @V,
mit § > 0 auf V, und V sowie § < 0 auf V_ und V’, zudem V|, = Ker S.
Dann gilt dimV, = dim V] und dimV_ = dim V_.

Beweis: (2) Auf U :=V, & V_ gilt 5 <0, denn firu € Vyundv € V_
gilt B(u+v,u+v) = Blu,u) + [lu,v) + B(v,u) + B(v,v) < 0. Daraus folgt
VI NU = {0}, denn fir v € (V] NU) \ {0} wére S(v,v) > 0 > B(v,v).

Sei j/, : V[ < V-V, die Inklusion 4/, : V] < V gefolgt von der
Projektion 7, : V= V_. Dank Ker 7, = U ist j, injektiv.

Aus j, : V] <V, folgt die Ungleichung dim V] < dim V.
Mit vertauschten Rollen folgt dim V,, < dim V.
Angewendet auf —j folgt dim V_ = dim V.

V— " sV, V—" sV
~F %X . Ny %/ .
?le '5//
V «—+— v Vi« v

Die entscheidende Aussage ist die Injektivitat von 57 : V] — V.
Unsere Rechnung zeiget, dass das Bild Im(i, ) = V| den Kern
Ker(w, ) = U trivial schneidet. Fiir 0 # v € V] haben wir 7 (v) # 0.

Wesentlich nutzen wir dann: Aus V < V, folgt dim V; < dim V.
In endlicher Dimension (1) gelingt dies durch Basiserganzung M2k,
in beliebiger Dimension (2) durch Steinitz’ Austauschsatz M2m.

Ubung: Gehen Sie die Argumente sorgsam durch und zeigen Sie:

Korollar V1b: Sylvesters Tragheitssatz, allgemein

Satz V1c und Beweis gelten iiber jedem involutiven DRing (K, o)
mit geordnetem Fixkorper (fix(K, o), <), etwa K = Q, Q[i], Q[i, j, k].

y =
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Klassifikation hermitescher Formen tber K = R, C, H Ausfiihrung

Satz V1Ek: Klassifikation hermitescher Formen tiber K = R, C, H
Wir arbeiten weiterhin tiber (K, o) mit K = R, C, H und ¢ = conjy.

(1) Sei (V, B) ein hermitescher Raum mit Dimension dimg (V) =n € N.
(a) Dann existiert eine Orthogonalbasis 3B, jede mit Sign(B) = Sign(f).
(b) Eine Isometrie (V, 8) = (V’, 8’) existiert gdw Sign(8) = Sign(8’).
(2) Jede hermitesche Matrix A € K"*™ erlaubt Basiswechsel S € GL,, K
(a) zu einer Diagonalmatrix STA S = B, jede mit Sign(B) = Sign(A).
(b) Eine Kongruenz A ~ A’ existiert gdw Sign(A) = Sign(A").

Beweis: (1a) Dank Satz V1B existiert eine OBasis B = (vy, ..., v,,) von V,
pseudonormiert und sortiert. Dank Sylvesters Tragheitssatz V1c hat jede
andere OBasis B’ dieselbe Signatur, also Sign(3’) = Sign(B) =: Sign(/).
(1b) Aus einer Isometrie (¢, ) : (V,3) = (V’, §") folgt nach Basiswahl

Sign () = Sign(B8’). Umgekehrt, Gleichheit Sign(3) = Sign(f’) garantiert
OBasen B = (vq, ...,v,,) und B" = (v}, ..., v,) wie in (1a), und damit die

Isometrie (p,%) : (V,B8) == (V',8') : v; & v, dank PLF N18, S1E.

Ubung: Sylvesters Trigheitssatz gilt iiber jedem *DRing (K, o) mit
geordnetem Fixkorper (K7 = fix(K, o), <), etwa K = Q, Q[i], Q[i, j, k]
Fir die Klassifikation V1E benétigen wir zusatzlich, dass jedes positive

Element ein Quadrat ist: Zu jedem a € K, existert eine Wurzel w € K,
mit w? = a. Wir nennen K° dann einen euklidisch geordneten Kérper.

© Die Ordnung auf (K7, +, -, <) kann dann allein aus der Kérperstruktur
rekonstruiert werden, denn in K° gilt a < b gdw 3c € K° mit a + ¢* = b.

Ubung: Zeigen Sie damit abschlieSend folgende Verallgemeinerung:

Korollar V1F: Klassifikation hermitescher Formen

Die hermitesche Klassifikation V1E gilt tiber jedem involutiven DRing
(K, o) mit euklidisch geordnetem, zentralen Fixkorper K = fix(K, o).

Beispiele: Der geordnete Korper R ist euklidisch, Q dagegen nicht.
Den kleinsten euklidisch geordneten Korper Q < K < R erhalten wir
durch wiederholte Adjunktion alle Wurzeln positiver Elemente.

Klassifikation hermitescher Formen tber K = R, C, H o

Unitare Klassifikation hermitescher Formen tiber K = R, C, H e

Aufgabe: Wie viele (regulare) hermitesche Formen S gibt es auf K™?
Wie viele (regulire) hermitesche Matrizen A = AT € K™*" gibt es?
Wir zdhlen Isomorphieklassen bzw. GL,, K-Kongruenzklassen.

Losung: (1) Regulare Signaturen sind (n,0,0), (n —1,1,0), ..., (0,n,0).
Das sind genau n + 1 Aquivalenzklassen. (2) Fiir jeden Rang r = 0, ..., n

haben wir r + 1 Aquivalenzklassen, insgesamt also Y- (r + 1) = (";2).

Beispiel: Wie viele symmetrische Matrizen A € R3*3 gibt es bis auf
GL; R-Kongruenz? Es gibt genau (3) = 10 Aquivalenzklassen!

[+v+’_]’ [+’_7_]’ 7_]a
[+,+,0], [+,—, 0], ,— 0

[+, +,+], [——
[= = 0]
[+,0,0], [ 0,0],
[0,0,0]

Y

)

o
o

9 b

Hier steht [+, +, +] fur die Klasse aller symmetrischen positiv definiten
Matrizen (SPD). Diese entsprechen Skalarprodukten (z |y) = 2" Ay.
Die Klasse [0, 0, 0] enthalt nur ein Element: die Nullmatrix 05, .

Beispiel: Die spezielle Relativititstheorie nutzt die ,Raumzeit” R* mit
Pseudoskalarprodukt (x| y) = 24y, — 1Y — ToYs — T3y5 der Signatur
(+,—,—,—), als typische Konvention in der Quantenphysik, alternativ
(—,+,+,+), als typische Konvention in der allgemeinen Relativitét.

© Signatur ist eine vollstandige Invariante fiir GL,, K-Kongruenz iiber
K = R, C, H mit 0 = conjig dank unserer hermiteschen Klassifikation V1E.

© Noch feiner klassifiziert GU,, K-Kongruenz / unitére Ahnlichkeit.
Invarianten sind hier die (reellen!) Eigenwerte A\; < ... < ), in R,

also nicht blof3 ihre Vorzeichen, sondern auch ihre Betrdge! Das fithren
wir fort in der euklidischen Klassifikation V2E. quadratischer Polynome.

Ubung: Wiederholen Sie den Spektralsatz T11 zu selbstadjungierten
Endomorphismen iiber K = R, C, H mit o = conji und folgern Sie:

¢ Satz T2g: Klassifikation zur GU,, K-Ahnlichkeit iiber K = R, C, H

Uber K = R, C seien A, B € K™™ hermitesch. Genau dann sind A und B
unitir dhnlich, also B = STA Smit S € GU,(K), wenn x4, = xp in R[X]}.
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Was ist eine quadratische Form? Ausfiihrung
q

Beispiel:

X1 [a ] [X
_ 2 2 __
¢(X,Y) = aX? 4 2bXY +cY _[Y] {b c] [Y]

Definition V1aG: quadratische Form als Polynom — QForm S1L

Eine quadratische Form (kurz QForm) iiber dem kommutativen Ring K
in den Variablen X, ..., X, ist ein homogenes Polynom vom Grad 2:

a(X) =Y 1cicicn 05X X; € K[X,..,X,]

mit a;; € Kfirallel <i<j<nunda;=0firl <j<i<n.

Wir setzen fortan 2 € K* voraus und definieren B = (A + A7) als
die zu g gehorige symmetrische Koeffizientenmatrix. Damit gilt

¢(X)=X"AX = X'BX.
Die zu g gehorige symmetrische Bilinearform ist demnach

B:K"xK"—>K: (u,v) = u Bu.

© Die hier gezeigte Symmetrisierung von A zu B = 1(A + A7) ist die
Matrixversion der Polarisierung 5(u, v) := q(u + v) — g(u) — g(v) von der
quadratischen Form ¢ : K® — K zur Bilinearform g : K” x K" — K (S11).

A\ Das quadratische Polynom ¢ € K[X, ..., X,,] wird stillschweigend
identifiziert mit der quadratischen Polynomfunktion ¢ : K" — K.

Erinnerung: Jedes Polynom p € K[X}, ..., X,,] definiert seine zugehorige
Polynomfunktion p : K® — K : z  p(z). Das sind verschiedene Dinge!
Uber jedem unendlichen Kérper K ist diese Zuordnung p - p injektiv,
aber nicht surjektiv: Nicht jede Funktion ist eine Polynomfunktion!
Uber jedem endlichen Kérper K ist p - p surjektiv, aber nicht injektiv:
Es gibt Polynome p # 0 mit p = 0, iiber K = F, etwap = X2 + X.

Aufgabe: Fiir quadratische Formen tritt das Problem nicht auf. Warum?

Losung: Wir arbeiten mit Polynomen vom Grad 2 in Charakteristik # 2.
Das Polynom ¢ = X" B X definiert die Funktion ¢, diese die Bilinearform
B, und diese die Gram-Matrix B. Keine Information geht verloren!
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¢ Satz S1r: Diagonalisierung einer quadratischen Form

Sei K ein Korper mit char K # 2 und ¢(X) = XTA X mit A = A"
Dann existiert eine Variablensubstitution U = TX mit T' € GL,, K und

q(X17 0co 7X7'L) - b1U12 + 000 + an‘fQL

Beispiele: Fiir n = 2 kennen Sie dies als ,quadratisches Ergéanzen™:
¢(X,Y) = aX? + 2bXY +cV? = a(X + 2Y)? 4 (c - E)y?
Dies ist diagonal in den Variablen U = X + 2Yund V' = Y. Ebenso:

¢(X,Y) = XY= (XY)" - (37Y)?

© Zu ¢q(X) = X"AX organisiert die Matrix A effizient die Koeffizienten.

Ubung: Beweisen Sie dies zur Wiederholung. Uber jedem *DRing (K, o)
konstruiert Gau—Hermite S1R einen Basiswechsel S = T-! € GL, K
von Azu B = STAS = diag(by, ..., b,). Nun ist 0 = id; und K ein Kérper.

© Gaufl—-Hermite S1r gelingt erfreulich einfach und universell, tiber
jedem Koérper K mit 2 € K*, sogar iiber jedem *DRing (K, o) mit 2 € K*.
(2 Konnen wir die Konstanten by, ..., b,, € K noch weiter vereinfachen?
Ja, sicher: Fiir U; = p,;V; erhalten wir ¢(X) = Y, b,U% = >, b;u2V2.
Somit geniigt ein Vertretersystem R C K modulo K*2 = {42 | u € K* }.
Wir konnen diagonalisieren ¢(X) = 3, b,U? mit b,,...,b, € R C K.
Beispiel: Fir R wahlen wir R = {—1,0, 1}. Fir C wahlen wir R = {0, 1}.
Daraus erhalten wir die folgenden vollstandigen Klassifikationssétze.

A\ Die Voraussetzung 2 € K* wird iiberall dringend benétigt!

Aufgabe: (1) Sei K ein Kérper und hieriiber ¢ : K2 — K : x = z, 2.

Ist ¢ eine quadratische Form? Uber welchen Kérpern K existiert eine
symmetrische Bilinearform 3 : K2 x K? — K mit ¢(z) = 8(z, z)?

(2) Zeigen Sie, dass uber F, die Bilinearform zur Gram-Matrix 4 = [{ }
keine Orthogonalbasis besitzt. Warum versagt hier Gauf3—Hermite S1r?
Uber welchen CRingen K ist A kongruent zu einer Diagonalmatrix?
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Satz V1H: Klassifikation symmetrischer Bilinearformen iliber R

(1) Zu jeder symmetrischen Bilinearform 5: V x V — R iiber R von
endlicher Dimension n existiert eine Basis B = (vy, ..., v,,) von Vmit

ryXT, 01'{ Xr 07'{ X1
(ﬁ(vz’v))m = O/‘ X7, _1r_xr_ 01‘ XTq
ToXT, Or() XT 07‘0 X1

(2) Jede symmetrische Matrix A = AT € R™*™ ist GL,,(R)-kongruent

zu einer solchen Modellmatrix: Es existiert S € GL,,(R), sodass
A~B=S"AS = diag(+1,...,+1,—1,...,—1,0, ..., 0).

Die quadratische Form wird mit X = SY diagonalisiert zu

q(X) = XTAX = Y'BY = Y12+...+YT2+—YT2++1—...—Y2

ritr_
(3) Genau dann sind zwei symmetrische Bilinearformen 3, 8’ iiber R

isometrisch, bzw. zwei symmetrische Matrizen A, A’ iiber R kongruent,
wenn Sie dasselbe Signaturtripel haben, (r,r_,ry) = (r}, 7", 7).

Aufgabe: Beweisen Sie dies mit unseren zuvor erarbeiteten Werkzeugen.

Beweis: Das ist Klassifikation V1E hermitescher Formen iiber (R, idg),
hier detailliert ausformuliert. Dank trivialer Involution o = idy gilt dies
fur jede symmetrische Bilinearform 3 und jede symmetrische Matrix A
sowie jede quadratische Form q im Sinne obiger Definition V1aG.

Ubung: Die Klassifikation gilt ebenso iiber jedem geordneten Korper
(K, <), in dem jedes positive Element a > 0 ein Quadrat ist, siehe V1F.

© Die Klassifikation V1E gilt ebenso tiber (C, conj) mit Konjugation
fir jede hermitesche Bilinearform 5 und jede hermitesche Matrix A und
die zugehérige (konjugiert!) quadratische Form ¢(X) = X" A X.

A\ Diese quadratische Form ¢(X) = X" A X entspricht dann jedoch nicht
der obigen Definition V16 eines Polynoms von Grad 2 in den Variablen
X, ..., X,,. Wir betrachten daher dezidiert (C, id) im folgenden Satz,
also den Korper C mit o = id statt der iiblichen Konjugation conj.

/\ Hier spielt C eine Doppelrolle, (C, conjc) vs (C,id¢).

Klassifikation quadratischer / symmetrischer Formen tiber C o
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Satz V1r: Klassifikation symmetrischer Bilinearformen tiber (C, id)

(1) Zu jeder symmetrischen Bilinearform 5: V x V' — C tiber (C,id)
von endlicher Dimension n existiert eine Basis B = (vy, ..., v,,) von V mit

_ |: 1'r><r Or'><(1:|

0(1><1‘ ded
(2) Jede symmetrische Matrix A = A" € C™*™ ist kongruent tiber (C, id)
zu einer solchen Modellmatrix: Es existiert S € GL,,(C), sodass

(B(v;, Uj))ij

A~B=S"AS = diag(l,...,1,0, ...,0).
Die quadratische Form wird mit X = SY diagonalisiert zu
g(X) = XTAX = Y'BY = Y2+ .. +Y2

(3) Genau dann sind zwei symmetrische Bilinearformen 3, " iiber
(C,id) isometrisch, bzw. zwei symmetrische Matrizen A, A’ iber (C, id)
kongruent, wenn Sie dieselbe Dimension n und denselben Rang r haben.

Aufgabe: Beweisen Sie dies mit unseren zuvor erarbeiteten Werkzeugen.

A\ Uber (C, conj) mit komplexer Konjugation haben wir wie zuvor die
hermitesche Klassifikation V1E. Wir arbeiten hier jedoch tiber (C,id).

© Die Klassifikation V11 gilt wortlich genau so tiber jedem Korper
(K,idg), in dem jedes Element ein Quadrat ist. Dies gilt insbesondere
iiber jedem algebraisch abgeschlossenen Korper, etwa (C, id).

Beweis: (1) Dank V1B existiert zu 3 eine OBasis (ug, ..., u, ) von Vmit

Blu;,u;) € K* furi = j € {1,...,r}, sonst B(u;,u;) =0.Firi=1,...,r

withlen wir eine der beiden Quadratwurzeln a; € K mit a? = B(u;, u;)

und setzen v; := u,;/a;. Damit gilt 5(v;,v;) = 1. Sonst v, := u, firi > r.
(2) Dies ist die aquivalente Matrixformulierung der Aussage (1).

(3) »=": Die Dimension und der Rang sind Invarianten unter Isometrie
symmetrischer Bilinearformen bzw. Kongruenz symmetrischer Matrizen.

,<": Haben f3, 8" selbe Dimension und Rang, so finden wir OBasen B, B’
wie in (1) und damit die Isometrie (¢, ) : (V,8) = (V',5') : v, &y v},
wie immer dank linearer Fortsetzung N18 und S1E.
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Anwendung in der Optimierung

Sei K ein kommutativer Ring, etwa ein Koérper, zum Beispiel R.
Eine quadratische Form ist ein homogenes Polynom vom Grad 2:
q(Xq,., X,) = .Z?ﬂ aiiXi2l + Dicicion ;XX € KX, ., X, ]

quadratische Terme

(1) Matrixschreibweise: ¢(X) = XTA X mit A € K"*™ und A" = A.
Hierzu benétigen wir 2 € K* und setzen a,; = a; =

1
ji 2
(2) Wir diagonalisieren A ~ STA S = diag(b,, ..., b,,). Fir X = SY gilt:
¢(X) =0, Y+ +b,Y?

gemischte Terme

Das symmetrische Gaufi—Verfahren S1r benotigt dazu einen Korper K.
(3) Speziell iiber R kdnnen wir pseudonormieren und sortieren (V1H)
z7u A~TAT = diag(+1, ..., +1,—1,...,—1,0, ...,0). Fiir X = TZ gilt:

QX)) =423+ + 22 — 22, — - — 2

[ o

Das ist die pseudonormierte Diagonalform. Einfacher geht es nicht!

Eine erste wichtige Anwendung kennen Sie aus der Analysis. Hierzu sei
f: U — R auf der offenen Menge U C R" zweimal stetig differenzierbar.

© Um jeden Punkt a € U konnen wir f entwickeln zu
fla+z)=fla)+ f'(a)zr+ 2" f"(a) z + h.o.t.

Hier ist f'(a) = ((0,f)(a))?, € R**" die Ableitung. Wir nennen a einen

kritischen Punkt, wenn die Ableitung verschwindet, also f’(a) = 0 gilt.

@ Ist a ein Minimum? Maximum? Sattelpunkt? Dartiber entscheidet nun
die Hesse-Matrix f”(a) = ((9,0,f)(a)); ; € R"*". Sie ist symmetrisch
dank Satz von Schwartz. Wir betrachten sie am besten in Diagonalform:

© In einer OBasis wie oben gilt fiir z = Sy die Diagonalform
flata)=fla) + o7+ + vl v = — ¥4

Der Punkt a ist ein lokales Minimum gdw r_ = 0, strikt gdw r, = n.
Der Punkt a ist ein lokales Maximum gdw r, = 0, strikt gdw r_ = n.
Fiir Definitheit haben wir erfreulich effiziente Werkzeuge, siehe §T2.

Was ist eine Quadrik?
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Vom quadratischen Polynom zur symmetrischen Matrix o

Definition V2A: Quadrik
Eine Quadrik Q = {z € K" | P(z) = 0} C K" ist die Nullstellenmenge
eines quadratischen Polynoms P € K[X, ..., X, ],, ausgeschrieben:

P = .Z?zl a‘iiXin +l221§i<jgn ainin. + 2 i1 aiOX’L'. + %0

lineare Terme

quadratische Terme gemischte Terme Konstante

Die Koeffizienten fassen wir in zwei symmetrischen Matrizen zusammen:

%oo ‘ Qo1 ag i—0 Lem?
. A= (ay)icom €K™"
Q10 | @11 A1n
: : 0—y jzlv'"’" nxn
2 5 A= (aij)izl,...,n €K
Apo | Cpy - Qpp

So gilt P = X'"A’ X’ in homogenen Koordinaten X’ = (1, X,..., X,,)".
Hier ist X" A X die quadratische Form als homogener Teil von Grad 2.
Im Falle A = 0 ist P nur ein Polynom vom Grad < 1, also affin-linear.

v

Ziel: Wir bringen P in eine moéglichst einfache Standardform, wie in
folgenden Beispielen, durch die geschickte Wahl affiner Koordinaten.

Beispiel: Schreiben Sie folgende Polynome als symmetrische Matrizen:

T -

=u?2—3u—2v+4

1 0 —1 0 7717
u —1 1 —1 u| = u? — 2uv+ 202 — 2
0 -1 2 | Lv]
12 —8 0 71T117
-8 1 6 w| =u?+ 12uv — 120 — 16u + 12
0 6 —12] |v]
1
u
_U_.

4 -3k —17
H[_% -
-1 0 0 |

© Diese genial-einfache Matrixschreibweise P = X'T A’ X’ verbindet
quadratische Polynome P € K[X]_, mit symmetrischen Matrizen A’.

© Damit erschlieffen wir die bew#hrten Werkzeuge des Matrixkalkiils!
Das ist der Grund fiir die erfolgreiche Klassifikation der Quadriken.

A\ Fur Polynome von Grad > 3 gibt es nichts Vergleichbares.
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. 0‘ B 2‘/ Ay > 1 v ; /" Wir kennen dieses Beispiel von Seite U213ff aus dem letzten Kapitel U.
T $2 12/ ; 1 / Dort diente es uns zur Illustration affiner Abbildungen, denn es zeigt
H:0=2"—3y"—1 /- die Wirkung einer Affinitat auf geometrische Objekte wie Quadriken.
.0 = 2 T gl
P 9 -t ‘ 2y ‘ 7z Allgemeine Affinitiat: Wir betrachten K" iber K als affinen Raum.
. e ‘1 0‘ 01 1 g Als Abbildungen erlauben wir dementsprechend Affinitiaten (U24a):
T = —02 11 (1)] U} = ~— £ PSP e s s - AGL,(K) :={T" =[1%]|T € GL,(K), ve K"} < GL,,; (K).
LY L ) LV " / . .. . C L e
\ \ \2 \ v . Graphik und Daten tiberblicken Sie hier in einem Gesamtkunstwerk,
1 e 1‘ 0 (‘) 1‘_ a5 U als Zusammenfassung unserer schrittweisen Konstruktion (U213ff).
ulotlo 1 olls 25 g Wiederholung: Wie entsprechen sich Matrizen S”, 7" und Koordinaten?
L v ] 11 3 1] [y] / Dabei sind wir von einer Quadrik in Hauptachsenform ausgegangen, und
| | | | A haben die Koordinaten z,y in neue Koordinaten u, v iiberfiihrt. Aus einer
E:0=u?—2uv+ 2v? —2u T schon einfachen Quadrik wird so eine unschén komplizierte Quadrik.
H 0 =w? +12uv — 1207 — 16u + 12 In diesem Kapitel gehen wir nun den schwierigeren umgekehrten Weg:
P:0=u?—3u—2v44 Vorgelegt ist eine Quadrik, meist noch unschén und daher kompliziert.
| | l 7 |

Wir bringen sie in affine Normalform V2D oder Hauptachsenform V2E.
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oy 0‘ _ 2‘/ 44 2 1 v \ y Auch dieses Beispiel kennen wir von Seite U213ff des vorigen Kapitels U.
\H S x2 g ! ) Dort diente es uns zur Illustration von affin-euklidischen Abbildungen.
H 0=z —-3y-—1 1
Pi0— 129 N %'L_ > Wir betrachten hierbei R iiber R nicht nur als affinen Raum,
1 v ‘ y ‘ A KK _ sondern als affin-euklidischen Raum mit Metrik d(a,b) = |b — a].
1 e 1‘ 0\ 011 £ P 7\ Als metrikerhaltende Abbildungen erlauben wir dementsprechend
-3 1 1 4 DT euklidische Affinititen aka affin-euklidische Isometrien (U2c):
Lyl Ly B mdbvd Z’% ) \ AGO,(R) :={T"=[1%]|T € GO,(R),veR"} < GL,,,(R).
| | | L oo d y
1 - 1 | 0 | 0 ,;11/ K4 7 u Graphik und Daten iiberblicken Sie hier in einem Gesamtkunstwerk,
=12+ =11], A als Zusammenfassung unserer schrittweisen Konstruktion (U213ff).
i v N 1 f f y | // Sie sehen deutlich, dass Abstinde und Winkel erhalten werden.
- T - 2 2 /
| | v2 1f | r In diesem Kapitel gehen wir nun den schwierigeren umgekehrten Weg:
E:0=5u?—6uv+50®—14u+29+5 Vorgelegt ist eine Quadrik, meist noch unschon und daher kompliziert.
H:0=u?—4duv+v>+12u—6v—4 Wir wollen sie euklidisch isometrisch in Hauptachsenform bringen.
P:0=1u?+2uv+v?+ (2V2—6)u — (22 + 6)v + 10 — 2V2 Wiederholung: Erklaren Sie diese Graphiken, Matrizen und Rechnungen,

sich selbst und gerne auch anderen, so klar und prézise wie moglich.
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Wie transformieren wir Quadriken?

Wir wollen die Nullstellenmenge @ = {z € K" | P(z) = 0} verstehen.
Dazu transformieren wir das Polynom P = X"TA’ X’ € K[X, ..., X, | 5.
Je nach Anwendung stellen sich hier zwei verschiedene Aufgaben.

Die (allgemein-)affine Klassifikation tiber K ist flexibel grof3ziigig:

Definition V2Aa: skaliert-affine Kongruenz A’ & B’ in K»'*"

(1) Wir erlauben Skalierung A’ — B’ = pA’ mit p € K* und
affine Kongruenz A’ —» B’ = S"TA’ S’ mit " € AGL,, K.

AGL,(K) := {T" = [} §]|T € GL,(K), v € K" } < GL,,,(K)

Die (isometrisch-)euklidische Klassifikation tiber R ist streng restriktiv:

Definition V2Aa: skaliert-euklidische Kongruenz A’ & B’ in R® ™

(2) Wir erlauben Skalierung A’ — B’ = pA’ mit y € R* und
euklidische Kongruenz A’ - B’ = S"TA’ S’ mit S € AGO,, R.

AGO,(R) :={T’ = [19]|T € CO,(R), v € R"} < GL,,, (R)

Mit diesen Umformungen bringen wir jedes quadratische Polynom
in eine moglichst einfache Standardform. Pragnant zusammengefasst:

Affin: AxB =pS"A" S mit p € K*und S’ € AGL, K
Euklidisch: A2 B =y S""A’ S’ mit p € R* und S” € AGO,, R

Aufgabe: Dies sind Aquivalenzrelationen. Fithren Sie es aus!

Beweis: Die Aquivalenzeigenschaften folgen direkt aus der zugrunde
liegenden Gruppenoperation von K* x AGL,, K und R* x AGO,, R.
Lemma J3G erklért dies allgemein. Hier ausgefithrt zur Erinnerung:

Reflexivitdt: Es gilt A’ = pS'"A’ " dank 8 = [{ §] und pp = 1.
Symmetrie: Aus B’ = uS'"A’ S’ folgt A" = \T""B’' T’

dank der Inversen 77 = S’ und A = p~ 1.

Transitivitdt: Aus B = AS'TA’ S" und C' = pT'"B’ T’ folgt
C’ =vU'"A’ U dank der Produkte U’ = S’T’ und v = p,
denn pAT'™S”A' S'T' = uT""B' T' = C".

Transformation von Quadrik und Polynom o
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Transformation von Quadrik und Polynom

Bemerkung V2A: Transformation von Quadrik und Polynom

Sei Q = {z € K" |2'TA’ 2’ = 0} die Quadrik zur sym. Matrix A’ € K™ *"',
Sei f: K" - K" : 2" vy’ =T’z die Affinitat zur Matrix 77 € AGL, K
mit Inverser S’ = T'~!. Dann ist auch die Bildmenge f(Q) C K" eine
Quadrik, ndmlich f(Q) = {y € K" |y""B’y’ =0} mit B’ = S"TA’S".

A\ Die Transformationen S’ des Polynoms P = X""A’ X € K[X]_,
und 7" der zugehorigen Quadrik @ C K™ wirken entgegengesetzt!

Beweis: Fiir z = y = f(z) gilt hin ¢y’ = T"z" und zurick z’ = S"y’.
yefQ) = z=f1ye€Q
= z'TA'2' =0
<:> (S/y/)TA/(S/y/):O
— yYyT(STA Sy =0 < y" By =0

Also gilt f(Q) ={y € K™ |y"B’y’ = 0}, wie behauptet.

© Unsere Definition V2A zur Frage ,Was ist eine Quadrik Q C K"?“
ist unabhédngig von den willkiirlich gewéhlten affinen Koordinaten:
Das Bild einer Quadrik @ C K™ unter einer Affinitit f: K* — K"

ist wieder eine Quadrik. Genau so soll es auch sein!

© Die Nullstellenmenge @ = {z € K" | P(z) = 0} &ndert sich nicht,
wenn wir das Polynom P mit einem Skalar ¢ € K* multiplizieren.
Neben Koordinatenwechsel durch Affinitdten erlauben wir daher im
Folgenden auch Skalierungen P +— pP, also A’ — pA’ mit p € K*.

(2 Wir suchen im Folgenden eine Klassifikation aller Quadriken @ C K",
besser: der definierenden quadratischen Polynome P € K[X,,..., X ],.
Warnender Slogan: Die Quadrik Q ist nur der Schatten des Polynoms P.

© Die folgende Klassifikation verschafft uns eine einfache Ubersicht,
zunichst allgemein iiber jedem Korper der Charakteristik char K # 2.

© Anschlielend wollen wir dies speziell fiir K = C, R prézisieren,
indem wir die Formel weiter vereinfachen und so eindeutig machen.
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Satz V2B: affine Klassifikation der Quadriken, Standardform

Sei K ein Kérper der Charakteristik char K # 2. Wir untersuchen
die Quadrik Q = {z € K" |2'TA’z" = 0} zur symmetrischen Matrix

A/ — (O c Kn/xn/‘
a, A

(0) Fiir r :=rang A und r’ :=rang A’ gilt 6 := " —r € {0, 1, 2}.

(1) Dazu finden wir eine Affinitat f: K” = K" : 2’ ¢y’ = 7"z’ mit

T’ = 87! € AGL, K, sodass die Bildquadrik f(Q) C K" gegeben ist
durch die Gleichung y'"B’ ¢y’ = 0 mit B’ = uS’"A’ S’ in Standardform:

0 falls § =0 (kegeliger Typ),
byyf+ by =11

=:q(y1, -, Yr) 2yr+1

fallsd =1 (zentraler Typ),

falls § =2 (parabolischer Typ).

Diese Form ist noch nicht ganz eindeutig: Wir kénnen umsortieren,
Quadrate rausziehen, und im Falle ¢ € {0, 2} zudem global skalieren.

* | % % % % * | % % k% * 10 0 * =
* | % ok % % ‘ */m 0 0 O ] 0O|m
A= %% % % x| 3| « 0O m_0 O = 0 [ ]
* | % *A* * * [0 OBO 0 * ¢
R EE . x|0 0 0 0 | | * ]
[0 1 [-1 1 T —1 0]
© u — u — u
;> Q P}
"D g "D A "D

Algo V2B: skaliert-affine Transformation von A’ zu einer Standardform
(a) Dank Gau3—Hermite S1r diagonalisieren wir die quadratische Form A.
(b) Mit jedem Diagonaleintrag b,; # 0 16schen wir b,; = b, links & oben.
(c) Wir vereinfachen die nullte Spalte und Zeile, je nach ¢ € {0, 1, 2}.

Aufgabe: Fithren Sie diese zusammenfassende Skizze detailliert aus.

Affine Klassifikation quadratischer Polynome e
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A\ Wir nutzen fir die Zeilen und Spalten von A’ die Indizes 0,1, 2, ..., n,
und nennen sie daher konsequent die ,nullte®, ,erste®, ,zweite®, usw.
Die nullte Zeile und Spalte spielt eine Sonderrolle geméaf; Definition V2a.

Beweis: (a) Dank Gaufi-Hermite S1r diagonalisieren wir zunéchst A:
Wir konstruieren S € GL,, K mit B = STA S = diag(b;4, ..., b,,,0, ..., 0).
Wir setzen $” = [} %] und B’ = §"7A’ $’. Damit arbeiten wir weiter.

(b) Mit jedem Diagonaleintrag b;; # 0 16schen wir b;;, = b, links & oben.
Das entspricht 77 = [} %] und C" = T'"A’ T’. Damit arbeiten wir weiter.

(c0) Verschwindet die nullte Spalte und Zeile, so folgt § = 0, und fertig.

(c1) Gilt ¢y, # 0, sonst ¢,y = ¢y; = 0 fur allei € {1,...,n}, so folgt 6 = 1.
Wir skalieren die gesamte Matrix C, sodass dy, = —1 gilt, damit fertig.

(c2) Andernfalls haben wir ¢;; = ¢y; # 0 fiir manche i € {r +1,...,n}.
Seii = r + 1, notfalls tauschen wir i <+ r + 1 in Zeilen und Spalten.
Wir skalieren zu d;; = dy; = —1 und léschen d;q = dy; fiir j # 1.
Das zeigt 6 = 2. Damit sind wir fertig.

Wir untersuchen Quadriken Q@ = {z € K" | P(z) =0} zu P(z) = 2" A" 2’.
Genauer gesagt, haben wir die quadratischen Polynome P klassifiziert:

(1a) Die symmetrische Matrix A € K™*" ist GL,,(K)-kongruent iiber
(K,idg) zu einer Diagonalmatrix: Dank S1R existiert S € GL,,(K) mit

A~B=S"AS = diag(b,, ..., b

Yy

0,...,0).

(1b) Weiter existiert eine Affinitat f: K® — K" : 2’ ¢/ = T' o’
mit 7’ =[1 %] € AGL,,(K), sodass C’ = T'TA’ T’ gegeben ist durch

y'C Y =i+ -+ ey —{0, ¢, 2,00}
(1c) Skalierung ergibt D' = pU'"A’ U’ mit U’ € AGL,,(K) und
2D 2 =di2} 4+ +d.22—{0,1, 22, }.

Im Falle § = 1 nutzen wir 4 = ¢! und U’ = T”. Im Falle 6 # 1 kénnen wir
p € K* beliebig wahlen; fiir § = 2 kompensieren wir durch z,; = py, ;.
V.
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© Fiir die Quadrik @ sind Skalierungen des Polynoms P unerheblich.
Fiir das Polynom P selbst macht es jedoch einen Unterschied.

/\ Vorsicht, hier irrt das Lernbuch von Fischer (in der aktuellen
4. Auflage von 2019), da es die Aussagen (1) und (2,3,4) vermischt.

Allein durch Affinitat ist die Standardform (4) fiir das Polynom nicht zu
erreichen. Dennoch resiimiert Fischer auf Seite 430 etwas kryptisch:

Affine Normalform der Gleichung eines Kegelschnitts Ist Q C R? ein Kegelschnitt, so
kann man seine Gleichung durch eine affine Transformation auf genau eine der oben angegebenen
Normalformen bringen. \

Gemeint ist eine affine Bijektion, also eine Affinitdt.

Wann sind zwei Gleichungen gleich? Ist hier das Polynom gemeint? Dann wire es falsch.

© Wir klassifizieren anschlieend alle Quadriken iiber R, illustriert im
Uberblick V221 & V222. Dabei kénnen wir die Konstanten o, 8,y > 0 frei
wihlen. Zur affinen Normalform setzen wir iiberall a = § =~ = 1.

/\ Vorsicht, auch auf Seite 436 irrt das Lernbuch von Fischer:
Das Signaturtripel ist nur im Falle § = 1 eindeutig festgelegt. Im Falle
d # 1 konnen wir durch Skalierung mit —1 alle Vorzeichen umklappen.

Bemerkung: Fiir 6 = 1 miissen wir die Matrix einmal global skalieren.
Andernfalls, fiir § € {0, 2}, bleibt globale Skalierung noch frei wahlbar.
Im Fall § = 0 ist das offensichtlich, da wieder eine Standardform entsteht.
Im Fall § = 2 kénnen wir global mit 4 € K* skalieren und dies mit der
lokalen Skalierung ;! in Zeile und Spalte r + 1 kompensieren.

© Wir interessieren uns letztlich nur fiir die Nullstellenmenge @,
und eine globale Skalierung A" — pA’ mit p € K* dndert diese nicht.
Wir nutzen diese zusatzliche Freiheit gerne, um auch die Konstanten
in unserer obigen Standardform soweit moglich aufzuhiibschen.

/\ Wir sprechen ganz bewusst von einer Standardform und nicht von
»der Normalform®, denn das Endergebnis ist noch nicht ganz eindeutig.

© Uber R und C kénnen wir auch die letzten Freiheiten noch ausnutzen
und tatsdchlich eine (nun génzlich eindeutige!) Normalform gewinnen.
Das vollendet die affine Klassifikation in den Satzen V2c und V2.

Ubung: Fithren Sie diesen letzten Schritt sorgsam aus. An welchen Stellen
wird der generische Algorithmus V2B tiber K verbessert fiir C und R?

Affine Klassifikation quadratischer Polynome iiber C o
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Satz V2c: affine Klassifikation quadratischer Polynome tiber C <> V1i
Jedes quadratische Polynom P = X" A" X’ € C[X4,...
wir darstellen durch seine symmetrische Matrix A’ = [* 3] € C*'*"
(0) Fiir r := rang A und r’ :=rang A’ gilt 6 := " —r € {0, 1, 2}.

(1) Durch Affinitat und Skalierung zu p S’"A” S” kénnen wir unser
Polynom P iiberfiithren in genau eine der folgenden Normalformen:

, X,]<o konnen

0 falls § =0 (kegeliger Typ),
Y+ +Y2—<1
2, .,

falls 6 =1 (zentraler Typ),
falls § = 2 (parabolischer Typ).

(2) Die beiden Zahlen (r, ¢) bilden somit ein vollstindiges System
von Invarianten fur diese skaliert-affine Klassifikation tiber C.

© Im Vergleich zu Satz V2B erhalten wir iiber C zwei Verbesserungen:
Erstens, die Gleichungen fiir Quadriken werden noch weiter vereinfacht.
Zweitens, die oben angegebene Normalform ist nun sogar eindeutig!

Satz V2p: affine Klassifikation quadratischer Polynome tiber R <> V1n
Jedes quadratische Polynom P = X" A’ X’ € R[X{, ...
wir darstellen durch seine symmetrische Matrix A’ = [ ;] € R**"',
(0) Fir r :=rang A und r’ :=rang A’ gilt 6 :=r" —r € {0, 1, 2}.

(1) Durch Affinitat und Skalierung zu p S’TA’” S” konnen wir unser
Polynom P iiberfiihren in genau eine der folgenden Normalformen:

, X, ]<o konnen

0 falls § = 0,
Y24+ Y2E-Y2 - —Y2-<1 falls § =1,
2Y,,, fallsé=2.

Dabei gilt 0 < p < rfallsé =1und r/2 < p < rfalls § € {0,2}.

(2) Die drei Zahlen (p, r, §) bilden somit ein vollstandiges System
von Invarianten fir diese skaliert-affine Klassifikation iiber R.

© Im Vergleich zu Satz V2c erhalten wir iiber R zudem die Signatur
sign(A) = 2p — r fiir § = 1 bzw. ihren Betrag [sign(A)| fur § € {0, 2}.
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Reelle Quadriken im R3: Ellipsoid

Reelle Quadriken im R3: einschaliges Hyperboloid

4% +49% — 322 =1

N/
[ 1N




Reelle Quadriken im R3: zweischaliges Hyperboloid
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Reelle Quadriken im R3: elliptisches Paraboloid
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—152% — 15y% + 162% = k

ST T77774

2 =22 492
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Reelle Quadriken im R3: hyperbolisches Paraboloid
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Reelle Quadriken im R3: elliptischer Doppelkegel
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Reelle Quadriken im R3

22 =22 4 q?

Alle Graphiken zeigen den Standardwiirfel [—1, 1]3.
Der Asthetik halber spare ich alle Beschriftungen,
da sie sich ohne jede Mithe rekonstruieren lassen.
Die Skalierungskonstanten «, 3,7 € R., wahle ich
jeweils so, dass ein harmonisches Bild entsteht.

Unter einer typischen Quadrik im R? stellen wir uns eine Fliche vor.
Die leere Menge, Punkt und Gerade sehen jedoch recht mager aus.
Es gibt in diesen Féllen allerdings noch viele Punkte im Komplexen,
also Losungen in C3, die wir im Schnitt mit R® C C3 nicht sehen.

Die folgenden Polynome enthalten nicht alle drei Variablen z, y, z,
sondern nur zwei Variablen z, y oder gar nur noch eine Variable z.
(Ganz ohne Variablen kdnnten wir auch noch 0 und 1 hinzuftigen.)
Die zugehorige Quadrik ist daher ein Zylinder tiber einer Quadrik
in kleinerer Dimension. Wir erkennen hier die zuvor diskutierte
Klassifikation der reellen Quadriken in der Ebene R2.

Reelle Quadriken im R3: elliptischer Zylinder
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Reelle Quadriken im R3: parabolischer Zylinder

2 +y? =1

y=a’

[T1]
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Reelle Quadriken im R3: schneidendes Ebenenpaar
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Reelle Quadriken im R3: Ebene
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Reelle Quadriken im R3: hyperbolischer Zylinder

922 —8y? =1

N/
[ I

:
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Reelle Quadriken im R3: paralleles Ebenenpaar

4?2 =1
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Ubung: Machen Sie sich mit der Klassifikation V222 vertraut: Nehmen
Sie sich die Liste aller Normalformen und fertigen Sie jeweils selbst eine
Skizze an. Umgekehrt: Ubersetzen Sie die Abbildungen in Gleichungen.

Anleitung zum Zeichnen von solchen Nullstellen- / Losungsmengen:
Lege eine Koordinate fest, etwa z = const, und zeichne den Schnitt;
wiederhole so oft wie ndtig oder gewiinscht, bis ein Bild entsteht.

Ubung: Sind wirklich alle Fille aus der Klassifikation V2D abgebildet?
Welche Quadriken fehlen? Welche Quadriken treten mehrfach auf?
Beschreiben 2z = 2% — 4? und z = zy affin-dquivalente Quadriken?

Ubung: Bei Quadriken 2'"A’z’ = 0 verlangen wir normalerweise A # 0.
Welche Quadriken kommen noch hinzu, falls wir auch A = 0 erlauben?
Schule: Klassifizieren Sie alle Quadriken @ C R! in Dimension 1.

Ubung: Welche Quadriken @ C R? sind Vereinigung von Geraden?
Bei den meisten ist dies offensichtlich, doch bei zweien uiberraschend!
Hinweis: Es gibt eine mit (r,r") = (3,4) und eine mit (r,r’") = (2, 4).
Diese sind in Architektur und Ingenieurwesen besonders beliebt.

Fiir n = 1,2, 3 betrachten wie die Klassifikation von A’ € R* %" modulo
der Aquivalenz < unter Affinitdten und Skalierungen, wie in V2a erklart.

Ubung: Bestimmen Sie jeweils r = rang A und " = rang A’ sowie
s = |sign A| und s’ = |sign A’|. Sind dies Invarianten unter Aquivalenz?
Konnen Sie damit bereits alle Aquivalenzklassen [A’] unterscheiden?

Ubung: Wenn Sie die Koeffizienten der Matrix A’ zufillig wihlen
(unabhangig, stetig verteilt), welchen Typ ¢ € {0, 1,2} erwarten Sie?

Ubung: Welche Aq’klassen [A’] sind stabil unter kleinen Stérungen?
Das heif3t: Liegt B’ geniigend nahe bei A’ so ist B’ 4quivalent zu A’.
Ubung: Wir sagen [A’] liegt im Rand von [C’] wenn gilt: Es gibt beliebig
kleine Anderungen von A’ zu einem B’, sodass B’ dquivalent zu C” ist.

Anschaulich sagen wir auch: Die Klasse [C’] degeneriert zu [A'].
Beispiel: Beide Hyperboloide degenerieren zum Doppelkegel.

(1) Diese Relation ist reflexiv und transitiv, also eine Praordnung (I14).
(2) Bestimmen Sie diese Praordnung fiir die obigen 3, 8, 15 Klassen.
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Warum und wozu wollen wir Dinge klassifizieren? Ausfishrung
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Zum heiteren Kontrast: Borges’ Klassifikation der Tiere Ausfiihrung

© Klassifikation scharft Verstdndnis, schafft Ordnung und Uberblick.
Idealerweise sollte sie so einfach wie moglich sein, doch so detailliert
wie die Sachlage erfordert, insgesamt vollstandig und redundanzfrei.

Bei Quadriken entsteht ein kleiner Zoo von bewundernswerter Vielfalt.
Gerade deshalb ist es wichtig, den Satz zur Entstehung der Klassifikation
zu verstehen, das ist viel leichter und klarer, effizient und nachhaltig!

Bildung ist nicht nur das Lernen von Fakten,
sondern die Schulung des Geistes zu denken.
Albert Einstein (1879-1955)

Als heiteren Kontrast nenne ich die berithmte Klassifikation der Tiere des
argentinischen Schriftstellers Jorge Luis Borges (1899-1986) aus seinem
Essayband Otras inquisiciones (1952). Borges karikiert damit willkiirliche
Taxonomien. Bekannt wurde sie durch den franzdsischen Philosophen
Michel Foucault (1926-1984), der damit sein Buch Die Ordnung der Dinge
beginnt (Les mots et les choses, 1966), ebenso zitiert von Marcus du Sautoy:
Counting p—groups and nilpotent groups. Publ. IHES 92 (2000) 63-112.

Die Tiere werden wie folgt klassifiziert: Los animales se dividen en:

(a) dem Kaiser gehorig, (a) pertenecientes al Emperador,

(b) einbalsamiert, (b) embalsamados,

(c) gezahmt, (c) amaestrados,

(d) Milchferkel, (d) lechones,

(e) Meerjungfrauen, (e) sirenas,

(f) Fabeltiere, (f) fabulosos,

(g) herrenlose Hunde, (g) perros sueltos,

(h) in dieser Klassifikation enthalten,

(j) wie verriickt herumtollend,

(h) incluidos en esta clasificacion,
(i) que se agitan como locos,
(j) unzéhlbare, (j) innumerables,

(k) mit einem ganz feinen
Kamelhaarpinsel gemalte,

(k) dibujados con un pincel finisimo
de pelo de camello,
(D) etcétera,

(m) que acaban de romper el jarron,

(1) und so weiter,
(m) die soeben die Vase zerbrachen,

(n) die von fern Fliegen dhneln. (n) que de lejos parecen moscas.
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Ziel: Wir wollen Quadriken in ihre euklidische Normalform bringen.
Dabei nutzen wir nur euklidische Bewegungen, also Verschiebungen,
Drehungen, Spiegelungen; dadurch werden Langen und Winkel erhalten.
Erinnerung: Die affine Klassifikation tiber K ist flexibel grofziigig:

¢ Definition V2a: skaliert-affine Kongruenz A’ & B in K»'*"'

(1) Wir erlauben Skalierung A’ — B’ = pA’ mit p € K* und
affine Kongruenz A’ —» B’ = S"TA’ S’ mit " € AGL,, K.

AGL, (K) := {T" = [} §]| T € GL,(K), v € K"} < GL,,, (K)

Die (isometrisch-)euklidische Klassifikation tiber R ist streng restriktiv:

¢ Definition V2a: skaliert-euklidische Kongruenz A’ & B’ in R™ %"

(2) Wir erlauben Skalierung A’ — B’ = pA’ mit y € R* und
euklidische Kongruenz A’ - B’ = S"TA’ S’ mit S € AGO,, R.

AGO,(R) :={T’ = [19]|T € CO,(R), v € R"} < GL,,, (R)

Satz V2E: euklidische Klassifikation quadratischer Polynome tiber R
Jedes quadratische Polynom P = X" A’ X' € R[X}, ..., X,,] ., konnen
wir darstellen durch seine symmetrische Matrix A" = [} ;;]_e R

(0) Fir 7 := rang A und 7’ :=rang A’ gilt 6 := " —r € {0,1,2}.

(1) Durch euklidische Affinitat und Skalierung zu p S'TA” §” kénnen wir
unser Polynom P iiberfithren in genau eine der folgenden Normalformen:

5 5 0 falls § = 0 (kegeliger Typ),
Y12 P p+1 Yr2
o) o ooe 2 ez T oz 1 falls § = 1 (zentraler Typ),
! i Pt " 2Y,.; falls § =2 (parabolisch).

Dabei gilt 0 < p < rfalls 6 = 1, sonst /2 < p < r und ggf. Normierung,.
Hier sind oy > ... > @, > 0 < 0,;; < ... < a,. die Hauptachsenléngen.
(2) Somit ist (ay, ..., q,; @y, .., @, §) ein vollstdndiges System

von Invarianten fiir diese skaliert-euklidische Klassifikation tiber R.

v

© Im Vergleich zur affinen Klassifikation V2D erhalten wir die Langen!
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Algo V2E: skaliert-euklidische Transformation von A’ zur Normalform

(a) Dank Spektralsatz T11 konnen wir A orthogonal diagonalisieren zu B.
(b) Mit jedem Diagonaleintrag b,; # 0 16schen wir b,;, = b, links & oben.
(c) Wir vereinfachen die nullte Spalte und Zeile, je nach § € {0, 1, 2}.

Aufgabe: Beweisen Sie dies nach Vorbild der affinen Klassifikation V2p.

Beweis: Dank Spektralsatz T11 konnen wir A orthogonal diagonalisieren:
Wir finden @Q € GO,, R mit B = Q"AQ = diag(b;; > ... > b,.., 0, ..., 0).
Wir setzen Q' = [é g] und B’ = Q'"A’ Q. Damit arbeiten wir weiter.

(b) Mit jedem Diagonaleintrag b,; # 0 16schen wir b,;, = b, links & oben.
Das entspricht S = [} 9] und ¢’ = S'"B’ S’. Damit arbeiten wir weiter.

(c0) Verschwindet die nullte Spalte und Zeile, so folgt § = 0, und fertig.

(c1) Gilt ¢y # 0, sonst ¢,y = ¢; = 0 fur allei € {1,...,n}, so folgt § = 1.
Wir skalieren die gesamte Matrix C, sodass d,, = —1 gilt, damit fertig.

(c2) Andernfalls haben wir ¢;; = ¢y; # 0 fiir manche i € {r +1,...,n}.
Mit Givens S4j / Householder S4o erreichen wir d;, = d,; = —1 fiir
i =7+ 1und d;, = dy; = 0 fiir j # i. Das zeigt § = 2, damit fertig.

A\ Vorsicht, das Lernbuch von Fischer kehrt (c2) unter den Teppich:
Auf Seite 483 wird vereinfachend ,nur der Fall » = n — 1% betrachtet.
Fiir kleine Matrizen mag das oft gentigen, doch es scheint allzu bequem.
Dafiir haben wir Givens—Rotationen und Householder—Spiegelungen!
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Wir betrachten die reelle Quadrik Q = {z € R? | P(z) = 0} mit

P(z) = 322 — 102,24 + 323 + 622, — 10V2z, — 2.

Aufgabe: (0) Schreiben Sie dies als symmetrische Matrix A’ € R3*3,
sodass P(x) = 2'TA’ 2’ gilt fiir alle Punkte 2’ = (1,2, 7,)" € R3.

(1) Hierzu existiert eine euklidische Isometrie 77 € AGO, R und p € R*,
sodass die Matrix B’ = uT'" A’ T’ euklidische Normalform annimmt.
Bestimmen Sie die Normalform B’ sowie 7" und pu.

(2) Um welchen Typ von Quadrik handelt es sich geméaf} Klassifikation?
(3) Skizzieren Sie die Quadrik @ C R? in den Koordinaten = = (z, z,).

Losung: (0) Wir finden:

—2\ 3v2 —5v2
A = 3v2 3 -5
—5vV2| =5 3

A\ In Schritt (1a) unterscheiden sich affine vs euklidische Klassifikation!

(1a) Wir bestimmen eine orthonormale Eigenbasis von A = [ % J]:

X4 = det(XI—A) = (3—X)(3—X)—25
= X2-6X—16 = (X —8)(X +2)

Die Eigenwerte sind demnach 8 und —2. (Orthonormal-)Basen fiir die
Eigenrdume erhalten wir (ohne weitere Rechnung) aus den Matrizen

-5 —d
-5 —d

s ~([4])- (5[] -
sen-a- (1) - (5]

Ab hier verwenden wir Gauf3—Hermite S1r mit AGO,, R-Kongruenz.
© Den Schritt (1b) nutzen affine und euklidische Klassifikation dhnlich.

] und A+2.T:[5 _5}.
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Zahlenbeispiel zur euklidischen Klassifikation (Klausur 2021) eliuterong

(lb) Gauf} S1r i -2 _—_8 -9 17 —1 0 0 1
mit AGO,, R o
8 8 0 0 &% %
-2 0 -2 0 =% =
- A N(URSS RYCY
~10 0 —2|| =10 0 -2 1 0 0
-1 1 1
8 8 0 0 8 0| 5 5 5
-2 0 -2 -2 0 -2 L 1 L
= T2 2i0-10
-8 0 0| -8 0 0 1 0 0
1 1
0 8 0 0 8 0| V2 5 5
-2 0 -2 0 0 -2 0o =% L
i V2 V2 L global p = 1
-1 0 0 —T
0 1 0|=p
0o o0 -1

Bemerkung: Gefragt war in dieser Aufgabe die euklidische Normalform.
Viele haben dies mit der affinen Normalform verwechselt, die jeweiligen
Rechenmethoden wild gemischt und falsch angewendet. Bitte lernen Sie
genau, welche Umformungen was tun und wann sie angebracht sind.

Wie konnen Sie das wissen? Die freundliche Vorlesung erklart es! (V24)

A\ Die nullte Zeile/Spalte spielt eine Sonderrolle. Es ergibt keinen Sinn,
die nullte Zeile/Spalte zu skalieren. Ebenso darf ein Vielfaches der
nullten Zeile/Spalte nicht auf eine andere addiert werden. (V2a)

I\ Eine Skalierung der folgenden Zeilen/Spalten ist keine Isometrie!
Allgemein affin ist das erlaubt, euklidisch hingegen nicht. (V2a)

(2) Unsere Quadrik @ C R? ist demnach eine Hyperbel, y? — 132 = 1.

Bemerkung: Der urspriinglichen Gleichung P(z) = 0 sieht man die Form
der Losungsmenge @ C R? (meist) nicht sofort an. In der Normalform

y? — 1y2 = 1 gelingt es hingegen leicht. Die Klassifikation verschafft uns
so einen guten Uberblick iiber alle Mglichkeiten. Zudem kdénnen wir die
gegebene Quadrik ganz konkret darstellen, wie in der folgenden Skizze.
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(3) Skizze: Ty Wie zeichnen Sie’s gescﬁickt?

h

A
N e
78

/

/ Anleitung: Zeichnen Sie zunéchst
/ die neuen Koordinaten (y;,y,)

beziiglich der alten (z,,z,).
Setzen Sie einige Punkte ein.
Auch die Asymptoten helfen.

(3) Die obige Skizze zeigt @ C R? und beide Koordinatensysteme.

Bemerkung: (3a) Zuerst zeichnen wir den Ursprung b = (—/2,0)" des
transformierten Koordinatensystems ein. Von diesem Punkt aus werden
die Richtungsvektoren v, = %(1, —1)"und v, = %(1, 1)" abgetragen.
So erhalten wir das neue Koordinatensystem, dargestellt im alten.

(3b) Wir arbeiten nun statt mit z,, z, in den neuen Koordinaten y,, ys,.

Die Gleichung y? — 1y2 = 1 beschreibt eine Standardhyperbel, die um den
Faktor 2 in y,-Richtung gestreckt ist. Wie zeichnen wir das geschickt?
Asymptotisch gilt y; ~ +3y,. Diese Asymptoten helfen beim Zeichnen!

© Damit lasst sich unsere Quadrik @ schlieflich leicht zeichnen. Genau
fur diese einfache Darstellung haben wir die Koordinaten transformiert,
daher ist die graphische Darstellung ein schoner, kronender Abschluss.

© Das korrekte Vorgehen und die saubere Zeichnung erfordern Ubung.
Versuchen Sie es selbst! Die freundliche Vorlesung erklart Ihnen die
Theorie und leitet Sie zur Praxis an. Der Rest ist Uben, Uben, Uben.
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Ubung: Starten Sie mit einem leeren Blatt Papier und 16sen Sie die obige
Klausuraufgabe nochmal selbstindig, bis zur abschlieBenden Zeichnung.

Wiederholung der Grundlagen zur Vorbereitung zur Klausur:

Aufgabe: Erklaren Sie in eigenen Worten, kurz aber préazise:

(0) Was ist eine Quadrik @? ein quadratisches Polynom P?
Wie stellen Sie das Polynom P als symmetrische Matrix A" dar?

(1) Welche Transformationen sind erlaubt, affin vs euklidisch?
Was bedeutet das konkret fir die erlaubten Rechenschritte?
Zum Kontrast: Welche Rechenschritte sind nicht erlaubt?

(2) Euklidisch: Was ist die Normalform B’ = uT'TA’ T’? Wie verlauft der
Algorithmus? Welche Ergebnisse sind moglich? Wie heiflen die ebenen
Quadriken? Welche dreidimensionalen Quadriken konnen Sie benennen?

(3) Affin: Was ist die (vereinfachte, affine) Normalform B’ = uT'TA’ T'?
Wie verlduft der Algorithmus? Welche Ergebnisse sind noch mdoglich?
In welchen Schritten ist affin einfacher als euklidisch?

Quadriken sind ein schénes Thema. Wie immer braucht es Ubung.

Ich habe dazu alle Techniken vor Thnen ausgebreitet mit illustrativen
Beispielen und hilfreichen Hinweisen. Wie jedesmal ist es nun an Thnen,
die Werkzeuge in die Hand zu nehmen und ihren Gebrauch einzuiiben.

Die Klassifikation der reellen Quadriken ist ein Kleinod der Linearen
Algebra und Analytischen Geometrie. Sie ist ein weiterer wiirdiger
Hoéhepunkt und mobilisiert dazu alle Techniken der vorigen Kapitel.
Das klingt manchen wie ein Fluch, bitte betrachten Sie es als Segen!

@ Diagonalisierung und Eigenbasen.

o Skalarprodukte und euklidische Isometrien.

@ Spektralsatz und orthonormale Eigenbasen.

o Affine Transformationen, allgemein und euklidisch.

o Klassifikation der quadratische Polynome und Quadriken.

Das macht Quadriken zu einem beliebten Thema... auch in Klausuren.
Nur Mut! Mit der nétigen Ubung ist jeder einzelne Schritt relativ leicht.
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Wir betrachten die reelle Quadrik Q = {z € R? | P(z) = 0} mit

P(z) = 22 — 22,75 + 22 — 87, + 8.

Aufgabe: (0) Schreiben Sie dies als symmetrische Matrix A’ € R3*3,
sodass P(x) = 2'TA’ 2’ gilt fiir alle Punkte 2’ = (1,2, 7,)" € R3.

(1) Hierzu existiert eine (allgemeine) Affinitdt 77 € AGL, R und p € R*,
sodass die Matrix B’ = uT'" A’ T’ affine Normalform annimmt.
Bestimmen Sie die Normalform B’ sowie 7" und .

(2) Um welchen Typ von Quadrik handelt es sich gemaf} Klassifikation?
(3) Skizzieren Sie die Quadrik @ C R? in den Koordinaten = = (z1, z5).
(4) Bonus: Lesen Sie daran min pr, (Q) und min pr, (Q) ab.

Losung: (0) Wir finden:

8\ 0 —4
A = o] 1 —1
4] -1 1

(1) GauB SIr 8 0 -4l 1 0 0]
_ e RN R R c
8 0 —4| 8 0 —4 1 0 0
0 1 -1 0 1 0 0 1 1
| —4 0 O0f[—-4 0 Off 0 0 1] 2.1
- - - - 4
8 0 -4 8 0 -1 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 1%
| -1 0 O0f[-1 0 O0ff 0 0 1 (0)+4-(2)
4 01l o o—1][ 1 0 o]
0 1 0 0 1 0 1 1 1
| -1 0 O0of[-1 0 Off 1 0 %)
=B =T

(2) Unsere Quadrik Q C R? ist demnach eine Parabel, y? = 2y,.
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Erlauterung

Anleitung: Die transformierten Koordinaten (Y1, Y2)

Zahlenbeispiel zur affinen Klassifikation (Klausur 2021)
haben beziiglich (z,, z,) ihren Ursprung in b = (1,1)".

/1"
Die Richtungsvektoren sind v; = (1,0)" und v, = (1/4,1/4)". |
/ Sie kénnen zur Unterstiitzung ein paar Punkte einsetzen,

(3) Skizze:

zum Beispiel b + 1v; + v, € Q und b + 2v; + 2v, € Q.
Damit konnen Sie die Parabel leicht zeichnen

—

\ -

NS

~
@
H

b

L1

4) B?nus: Wir finden H‘liIl prl‘(Q) =-1 ur‘ld mir‘l pr,(Q) = +‘1.

(1) Alternativer

8 0 —4 1 0 O
Rechenweg: 0 1 -1 0 1 0
_ _:_4 -1 1:: 00 1: (2)+1-(1)
8§ 0 —4 8 0 —4 1 0 0
0 1 -1 0 1 0 0 1 1
—4 —4 1
- 0 O:: 0 0:: 00 - (0)+1-(2)
4 0 —4 0 0 —4 1 0 0
0 0 O 0 1 0 1 1 1
| —4 0 0_:—4 0 0:_ 1 0 1] globalu:%
0 0 -1
0 1 0
- -0 0: (1)-2
0 0 -1 0 0 -1 1 0
0 3 0 0 1 0 1 2 1
-1 0 0jl -1 0 0] 1 1
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Ist die affine Transformation eindeutig? Nein! Ausfiihrung

Sie haben nun die wunderbare Klassifikation quadratischer Polynome
iiber R, affin gemaf3 Satz V2p, euklidisch dank Satz V2E. Erste Beispiele
zeigen die Anwendung, nach etwas Ubung gelingt Thnen dies routiniert.

A\ In der zweiten Aufgabe war die affine Normalform gefragt, in der
ersten Aufgabe hingegen die euklidische Normalform. Das sind zwei
verschiedene Ziele und dementsprechende Methoden. Bitte lernen Sie
genau, welche Umformungen was tun und wann sie angebracht sind.

© Die affine Normalform B’ ist eindeutig dank unserer Vereinbarung.
Wir sortieren die Diagonaleintrdge nach der bewahrten Konvention:
erst +1, dann —1, eventuelle Nullen am Ende. In Ubungen und Klausuren
bereitet dies erfahrungsgemaf} beiderseits keinerlei Schwierigkeiten.

A\ Im Falle § € {0,2} haben wir eine globale Skalierung p € R* frei.
Auch dazu fixieren wir schlie8lich noch eine passende Konvention:
Wir vermeiden eine negative Mehrheit. Falls nétig skalieren wir mit —1
und sorgen so fiir mindestens soviele positive wie negative Eintrage.

A\ Die affine Normalform B’ ist zwar eindeutig, doch der Rechenweg
erlaubt Varianten. Dies haben wir in der vorigen Aufgabe gesehen.

/\ Selbst die so konstruierte Transformationsmatrix 7" ist nicht immer
eindeutig. Wie Sie in den Ubungen diskutieren, siehe V5.2, operiert hier
die Stabilisatorgruppe, sie codiert genau die verbleibende Mehrdeutigkeit.

© Wir dirfen daher zwar von der affinen Normalform B’ sprechen,
aber vorsichtig nur von einer passenden Transformation (u,T").

Warum bin ich hier so pedantisch genau? Ich fithle zwei Griinde:

@ Wir wollen lernen, uns bequem doch korrekt ausdriicken, ich in
meiner Vorlesung, Sie in Thren Ubungen, wir alle in Priifungen.

@ Ich mochte ehrlich bleiben, Thre berechtigten Fragen nicht unter
den Teppich kehren, sondern mit gutem Beispiel vorangehen.

Dasselbe gilt sinngemaf fiir die euklidische Normalform, aber subtiler...
Da diese Frage von Studierenden gestellt wird, fithre ich dies gerne aus.
(Keine Sorge, in Klausuren droht keine Gefahr, wir folgen der Neugier.)
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Ist die euklidische Normalform eindeutig? Ja! (fast) Ausfihrung

© Die euklidische Normalform B’ ist eindeutig... zumindest fast.

Bei einfachen Eigenwerten, so wie hier, konnen wir héchstens noch die
Eigenbasis umsortieren. Wir sortieren die Eigenwerte auf der Diagonalen
nach der bewiahrten Konvention: Nullen hinten, vorne absteigend.

A\ Im Falle § € {0,2} haben wir eine globale Skalierung p € R* frei.
Auch dazu fixieren wir schlie8lich noch eine passende Konvention...
Dazu miissen wir uns entscheiden, wie viele Haare wir spalten wollen.

Laxe Sichtweise: Wir vermeiden eine negative Mehrheit, wie immer.
Die letzte Skalierung, nun noch mit ¢ € R, fixieren wir nicht genauer.

Analogie 1: Zur Zykelschreibweise einer Permutation 7 € S,, erklart Satz
H1p die eindeutige Zerlegung. Beim Aufschreiben, etwa in einer Klausur,
erlauben wir uns zudem die offensichtlichen (und harmlosen) Freiheiten.

Analogie 2: Bei der Jordan-Form sind die Jordan-Blocke eindeutig,
doch ihre Anordnung untereinander diirfen wir noch beliebig wéhlen.
Auch dies konnten wir genauer fixieren, aber das scheint iibertrieben.

Strenge Sichtweise: Wir fixieren auch noch die letzte Skalierung,.

Analogie 3: Wenn Sie diese oder dhnliche Klassifiationen auf dem
Computer implementieren, dann sollte dazu genau spezifiert werden,
wer welche Wahlfreiheiten hat. Andernfalls verlasst sich womoglich eine
Abnehmerin auf eine Normierung, die ein Lieferant gar nicht einhalt.

© Also gut, fur alle, die es ganz genau nehmen wollen, hier mein
ultimativer Vorschlag zur Normierung quadratischer Polynome in ihrer
euklidischen Klassifikation im letzten noch verbleibenden Falle § € {0, 2}.
(1) Wir skalieren global so, dass max?_, a? = 1 gilt, oder }.7_, a? =1, 0.4.
Die Hauptachsenlangen sind nicht absolut, sondern nur relativ gegeben.
(2) Wir vermeiden wie tiblich eine negative Mehrheit. Das fixiert das
noch fragliche Vorzeichen, allerdings selbst das nicht immer...

(3) Bleibt nur ein letztes Haar zu spalten: Was tun, wenn es ebenso viele

positive wie negative Eigenwerte gibt? Wir maximieren lexikographisch.
(Es scheint mir tibertrieben, aber es beschert uns Eindeutigkeit. Uff!)
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Zahlenbeispiele zur Ubung

© Quadriken sind beliebt... auch in Hausaufgaben und in Klausuren.
Wir haben fiir Sie ein paar schone Beispiele ausgesucht. Auch wenn die
Zahlen am Anfang grof} erscheinen, 16st sich vieles in Wohlgefallen auf.

Ubung: (1) Bringen Sie P = 6X? + 9X2 —4X, X, + 16X, — 22X, + 9 iiber
R in euklidische Normalform. (2) Skizzieren Sie die zugehodrige Quadrik
Q = {x € R?| P(z) = 0} in neuen und alten Koordinaten.

Ubung: (1) Bestimmen Sie die affine Normalform und eine Affinitit fiir
P=9X2+ X2+ X2 —6X,X, — 6X, X5+ 2X, X5 — 6X, — 2X, — 2X, + 1.
(2) Um welche Quadrik handelt es sich (als Name gemaf; V222)?

(2 Wenn wir vor einer solchen Gleichung stehen, fragen wir uns:

Wie sieht die Nullstellenmenge dieser Gleichung aus? Das sieht man dem
Polynom nicht direkt an. Zu dieser Frage hilft meist nur Ausrechnen!

In Normalform lasst sich die Quadrik sogar von Hand leicht skizzieren.

Tipp: Machen Sie die beliebte Punktprobe und setzen Sie Punkte, die in
Threr Skizze auf der Quadrik liegen, in die definierende Gleichung ein.

Ubung: (1) Uberfithren Sie das Polynom P = 23X? — 16X2 — 16X 2
F52X, X, + 52X, X5 — 104X, X, — 144X, — 7224 + 504 € R[X,, X,, Xy
in euklidische Normalform. (2) Bestimmen Sie die Rotationsachse.

(3) Skizzieren Sie ) in transformierten Koordinaten.

Tipp: Wenn Thnen Wurzeln suspekt sind, konnen Sie hier tatsachlich
ohne Wurzeln auskommen! Suchen Sie Eigenvektoren der Lange 3, die
nur die Eintrdge 41,42 haben. Wenn Thnen die Zahlen zu grof3 werden,
nutzen Sie einen Computer fiir Matrizenmultiplikationen.

Ubung: (1) Bestimmen Sie die affine Normalform und eine Affinitit fiir
das Polynom P = —8X? +4X; X, — X2 +4X, — 6X, — 9 € R[X, X,]
(2) Skizzieren Sie die Quadrik Q = {x € R? | P(z) = 0} von Hand,
zunéchst bequem im transformierten Koordinatensystem (y;, y,),
schlief3lich im urspriinglichen Koordinatensystem (z,, z,).

(3) Erstellen Sie die Graphiken mit Affine-Transformation.tex.

Tipp: Machen Sie die beliebte Punktprobe und setzen Sie Punkte, die in
TIhrer Skizze auf der Quadrik liegen, in die definierende Gleichung ein.
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Eine Parabel ist eine Parabel ist eine Parabel. Obung

Zur [llustration hier ein paar ebene Affinitaten,
die Parabel und Kreis festlassen oder auch nicht:

© Der Kreis hat erwartungsgemaf viele euklidische Symmetrien.
© Die Parabel hat viel mehr affine Symmetrien als erwartet!

Diese Bilder wurden mit KIEXund TikZ erzeugt. Zum Experimentieren
stellen wie Thnen die Vorlage Affine-Transformation.tex zur Verfiigung.
Damit konnen Sie leicht Parabel und Kreis und Hyperbel transformieren
und so natiirlich auch Ihre Ergebnisse tiberpriifen.

(2 Wissen Sie alles zur Parabel? Lassen Sie sich iiberraschen!

Vorgelegt sei eine Menge @) C K", etwa eine Quadrik. Wir betrachten
die Stabilisatorgruppe G = AGL(K", Q) :={f € AGL(K") | f(Q) = Q }.
Man zeigt leicht, dass G < (AGL(K"), o,idg.) eine Untergruppe ist.

Aufgabe: Wir betrachten die Parabel P = {(z,y)" € R? |y = 22 }.

(1) Bestimmen Sie moglichst explizit die Stabilisatorgruppe AGL(R?, P).
(2) Seien p,,p, € P. Wie viele f € AGL(R?, P) gibt es mit f(p;) = py?
(3) Seien py,ps, ¢y, 9, € Pzwei Punktpaare mit p; # p, und ¢; # ¢s.

Wie viele Affinititen f € AGL(R?, P) gibt es mit f(p;) = q1, f(py) = q5?

Aufgabe: Nun betrachten wir den Kreis K = {(z,y)" € R? |22 +y? = 1}.
(1) Bestimmen Sie moglichst explizit die Stabilisatorgruppe AGL(R?, K).
Tipp: Ab hier konnen Sie anschaulich-geometrisch argumentieren:

(2) Zu p;, p, € K existieren genau zwei f € AGL(R?, K) mit f(p;) = py?

(3) Seien py,ps, ¢4, 49, € K zwei Punktpaare mit p; # p, und ¢; # ¢,.

Wie viele Affinititen f € AGL(R?, K) gibt es mit f(p;) = q;, f(p3) = ¢?
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Dreh dich nicht nur im Kreis, reflektiere auch dein Wirken. Ubung

Aufgabe: Seien @, Q" C R™ zwei Quadriken, sowie ¢ € Q und ¢’ € Q’.
Sei g : R" ~ R” eine Affinitat mit ¢(Q) = Q" und ¢(q) = ¢’.

Wir setzen AGL(R™, @, q) = { f € AGL(R", Q) | f(¢) = ¢q}. Zeigen Sie:
(1) Ist f € AGL(R",Q), dannist go f o g~! € AGL(R",Q’).

(2) Ist f € AGL(R",Q, q), dannist go fog~' € AGL(R™,Q’,¢).

(3) Die Abbildung AGL(R™, Q,q) = AGL(R",Q’,q¢') : f+> go fog?
ist eine Bijektion, genauer gesagt ein Gruppenisomorphismus.

(4) Folgern Sie, dass es keine Affinitit g : R? — R? gibt mit g(K) = P.

Bemerkung: Parabel und Kreis sind wesentlich verschieden: Es gibt
keine Affinitat der Ebene R?, die den Kreis in die Parabel iiberfiihrt.
Vermutlich hitten Sie das auch erwartet, denn der Kreis ist beschrankt,
die Parabel jedoch ist unbeschrinkt, sie entkommt ins Unendliche.

Der Kreis hat in jeder Richtung eine Tangente, die Parabel in genau einer
Richtung nicht. Es gibt demnach viele Moglichkeiten, Kreis und Parabel
zu unterscheiden, hier schauen wir auf die Symmetrien.

Jedes quadratische Polynom P € K[X,, ..., X, |, beschreibt eindeutig
eine Quadrik @ C K". Umgekehrt jedoch gilt nicht, dass jede Quadrik
durch ein eindeutiges Polynom beschrieben wird: Skalieren wir P mit

p € K* zu pP, so bleibt die Nullstellenmenge dieselbe. Auch quadratische
Polynome, die nicht skalare Vielfache voneinander sind, kénnen dieselbe
Quadrik definieren. Zum Beispiel in der reellen Ebene R? beschreiben
z? + 22 = 0 und 2? + 222 = 0 beide dieselbe Quadrik @ = {0}.

(@ Konnen wir also iiberhaupt sicher sein, dass es zu zwei Quadriken
Q, Q" C R™ mit verschiedener Normalform nicht doch eine Affinitat gibt,
die die eine Quadrik auf die andere abbildet? Als Beispiel betrachten wir
hier Parabel und Kreis. Um diese Quadriken zu unterscheiden, suchen
wir Invarianten, die unter Affinitdten nicht verdndert werden. Ein haufig
genutztes Werkzeug, Objekte zu unterscheiden, sind Symmetriegruppen
jeglicher Art. Hier betrachten wir die Affinitédten, die die Quadrik
festlassen und ggf. noch einen ausgezeichneten Punkt der Quadrik.
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