Prof. Dr. Michael Eisermann . Lineare Algebra

Kapitel S
Tensorprodukt

Was ist das Tensorprodukt? Da stellen wir uns ganz dumm.
Jeder weif3, dass man Vektoren untereinander zwar addieren kann,
aber allgemein nicht multiplizieren. Wir tun es einfach trotzdem!
Das universelle Ergebnis ist das Tensorprodukt.
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Tensorprodukte: grundlegend & allgemein = schwierig?

Wir sind auf der Zielgeraden dieser Vorlesung zur Linearen Algebra.
Zum krénenden Abschluss behandeln wir das Tensorprodukt, zunachst
tber einem Korper (§S1), das vereinfacht, dann Uber beliebigen Ringen
(§S2). Die Grundidee ist im Eingangszitat treffend zusammengefasst:

Wir multiplizieren Vektoren, naiv-mutig und so allgemein wie méglich.
(Ich zitiere hier frei aus meinem Gedachtnis, wie Prof. Giinter Harder
in seinen Bonner Algebra-Vorlesungen das Tensorprodukt restimierte.)
Etwas préaziser gesagt, das Tensorprodukt realisiert folgendes Ziel:

Wir betrachten bilineare oder allgemein multilineare Abbildungen;
mit dem Tensorprodukt kénnen wir diese ,universell linearisieren®.

Wie alle neuen Werkzeuge kostet das Tensorprodukt anfangs Miihe,
doch wie immer lohnt sich auch hier die langfristige Investition.

Um auch kurzfristig schon erste schéne Anwendungen zu zeigen,
beginne ich Uber einem Kdrper mit dem ,Tensorprodukt fur Eilige.”

Zudem wage ich den Blick Uber den Tellerrand und diskutiere
Anwendungen in der Quantenmechanik. Das zeigt zweierlei:

1 Die mathematischen Grundlagen sind vergleichsweise leicht.
2 Die Anwendungen sind erstaunlich vielseitig und komplex.

Schon die ersten Anwendungen sind spektakular. Wer diese dennoch
nicht wiinscht oder braucht, kann die physikalische Einkleidung auch
ignorieren und sich auf den mathematischen Kern konzentrieren.
Abfragen werde ich es nicht, anbieten will ich es auf jeden Fall.

Erfahrungsgeman ist es namlich hilfreich, zu mathematischen Begriffen
auch geometrische Anschauung und physikalische Intuition zu schulen.
Dies dient der naturwissenschaftlich-technischen Allgemeinbildung

und ndtzt auch direkt dem mathematischen Verstandnis beim Lernen.

Mathematik (gr. padnuoatixg téyvn) ist die ‘Kunst des Erkennens’.
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Wo werden Tensoren genutzt?

Wie so viele fundamentale Begriffe wurden Tensoren urspringlich
in der Physik eingefihrt und erst spater mathematisch prazisiert.
Das ist kein Makel, sondern Beleg ihrer tiefliegenden Bedeutung.

In der theoretischen Physik werden , Tensoren® seit langem verwendet,
da sie zur effizienten Modellbildung niitzen und in Rechnungen helfen.
Dabei werden diese ,Tensoren” zundchst ganz pragmatisch durch ihre
Rechenregeln eingeflhrt. .. der Erfolg heiligt bekanntlich die Mittel.

Diesen Zugang ,fur Eilige* mdchte ich unten als erstes vorstellen.
Das entspricht recht genau der ideengeschichtlichen Entwicklung,
und auch heute noch antwortet es aus didaktisch-physikalischer Sicht
sehr direkt und auch motivierend auf die Frage: Was sind Tensoren?

Wahre Begebenheit: Der Einstieg dieses Kapitels entstand auf die
sorgenvolle Frage meines Sohnes, was er mit Tensoren anfangen soll. ..
Wir wollen und kénnen Tensoren anpacken und sofort damit rechnen!

Aus mathematischer Sicht dauerte es hingegen etwas langer,
bis es Mathematiker/innen schlie3lich gelang, fir diese ,Tensoren®
eine befriedigende theoretische Grundlage zu finden und zu erklaren.

Seither werden sie auch in der Mathematik recht vielseitig genutzt und
angewendet, insbesondere in der Algebra und der Differentialgeometrie,
zudem in den Ingenieurwissenschaften (etwa der Mechanik, Elastizitat,
Strémungslehre, Elektrodynamik, ...) und der theoretischen Physik,
von der Quantenmechanik bis zur Relativitatstheorie.

Dabei werden Tensoren meist zu Tensorfeldern verallgemeinert,
die abkirzend-schludrig meist ebenfalls Tensoren genannt werden.

Ein Tensorfeld ordnet jedem Punkt des Raums einen Tensor zu.
Viele naturwissenschaftliche Modelle und physikalische Theorien
nutzen Tensorfelder, allen voran die allgemeine Relativitatstheorie,
die damit die gekriimmte Geometrie der Raumzeit beschreibt.
Das zugehdrige mathematische Teilgebiet heif3t Tensoranalysis.
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Wie erklaren wir Tensoren mathematisch?

Tensoren sind ein Hilfsmittel zur Beschreibung eines dahinterliegenden
Objekts, das uns eigentlich interessiert, etwa eine lineare Abbildung
oder eine Bilinearform uvm. Das Ergebnis unserer Rechnungen soll
dabei invariant sein, also dasselbe in jedem Koordinatensystem.

0. Stufe: Wir beginnen viele unserer Rechnungen mit einem Skalar a:
Dies ist einfach ein Element des Grundkérpers K, etwa R oder C.

1. Stufe: Eine Folge b = (by, ..., b;) solcher Skalare fassen wir zu einem
neuen Objekt zusammen und rechnen damit als vektorielle Gré3e.
Solch ein Vektor b = (b;); hat dabei einen einzigen Index i.

2. Stufe: Eine Folge von Vektoren ¢ = (¢;;);; hat demnach zwei Indizes.
Warum sagen wir nicht einfach ,Matrix“? Tensoren sind allgemeiner!

3. Stufe: Ein Tensor d = (d;;1)i;1 kann drei (oder mehr) Indizes haben,
wie etwa das Levi-Civita-Symbol ¢;;;, = sign(i, j, k) fur 4, j, k € {1, 2, 3}.
Die anféngliche Analogie mit Matrizen bricht daher schnell zusammen.
Wir untersuchen Tensoren als eigene, universelle Konstruktion.

Tensoren sind ein vielseitiges und nitzliches Werkzeug der Mathematik.
Es lohnt sich daher, Zeit in diesen grundlegenden Begriff zu investieren,
gerade zum Ubergang von ,koordinatengebunden® zu ,koordinatenfrei*.
Das ist sehr prazise, doch abstrakt, und daher nicht allgemein beliebt.

Zur Motivation beginne ich mit meiner kurzen Vorschau ,fur Eilige®
und einer ersten spektakuldren Anwendung in der Quantenmechanik:
dem sogenannten No-Cloning-Theorem. Soviel Physik muss sein!

Zum Einstieg betone ich die universelle Basiseigenschaft S1B,
die den Rechnungen zugrundeliegt und sofortigen Zugang ermdglicht.

AnschlieBend beschaftigen wir uns sorgsam und geduldig mit der
mathematischen Grundlegung: Der richtige Ausgangspunkt ist hier die
universelle Abbildungseigenschaft (S2g). AnschlieBend erarbeiten
wir ihre segensreichen Konsequenzen wie die Basiseigenschaft S2G.

Dabei gehe ich den langen Weg und beginne so allgemein wie mdéglich:
Wir legen das Thema breit an und spezialisieren dann schrittweise.
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Erinnerung: das kartesische Produkt als direkte Summe

Satz S1A: das kartesische Produkt als direkte Summe
Gegeben seien zwei Vektorrdume U und V' Uber einem Kérper K.
(1) Zu U,V haben wir das kartesische Produkt als direkte Summe:

UxV:={(u,v) |ueUveV}=UaV

mit (i1,p1) : U2U :=U x {0} : u'z (u,0)

und (ig,pe) : V2V :={0} xV : vz (0,v)
(2) Zu je zwei gegebenen Basen (u;)icr von U und (v;),cs von V ist
ihre Aneinanderhangung (wx)kerus €ine Basis des Raums U x V,
wobei I N J = und w; = (u;,0) firi € I und w; = (0, v;) fir j € J.
(3) Insbesondere addieren sich die Dimensionen:

dim(U’' ® V') = dim(U’) + dim(V")

© Damit kdnnen wir konkret rechnen, denn alles liegt explizit vor!

Dieser Satz dient als freundliche Erinnerung und Zusammenfassung von
zwei universell nitzlichen Konstruktionen: Produkt vs Summe.

Aus mengentheoretischer Sicht konstruieren wir den Raum U x V als
kartesisches Produkt mit koordinatenweiser Addition und Skalierung.
Aus Sicht der linearen Raume betrachten wir dies als direkte Summe.
genauer U x V = U’ & V' mit den Kopien U’ und V' von U und V.

Allgemein unterscheiden wir das Produkt [[,.; Vi
und die (externe / interne) direkte Summe @,; Vi.
Allgemein gilt hierbei die Inklusion @, ; Vi < [[;c; Vi,
und Gleichheit gilt fir jede endliche Indexmenge 1.

Die Konstruktion einer Basis durch Aneinanderhangen zeigt:
Die Dimension der Summe ist die Summe der Dimensionen.
Mit dieser Konstruktion kénnen wir Vektorrdume addieren.
Als nachstes wollen wir Vektorrdume auch multiplizieren.

Vorschau: das Tensorprodukt fir Eilige oo
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Vorschau: das Tensorprodukt fir Eilige

Definition S1B: das Tensorprodukt und seine Basiseigenschaft
Gegeben seien drei Vektorrdume U, V und W (ber einem Kérper K.
(1) Ein Produkt von U und V' nach W ist eine K—bilineare Abbildung

X :UXxV W : (u,v)»w=u®u.
Das heif3t ausgeschrieben fiir alle u,«' € U und v,v' € V und \ € K:

(u+u)@v=(u®v)+ (v ev),
v W+v)=(u®v)+ (uxv),

(M) ®@v=Au®v),

u® (vA) = (u®v)A.

(2) Wir nennen ® ein Tensorprodukt von U und V' in den Tensorraum
W =U ® V, falls zudem folgende universelle Basiseigenschaft gilt:

Zu je zwei gegebenen Basen (u;)icr von U und (v;) ey von V ist
die Produktfamilie (u; @ vj) ¢ j)erxs €ine Basis des Zielraums W.

(3) Insbesondere multiplizieren sich die Dimensionen:

dim(U @ V) = dim(U) - dim(V)

© Damit kdnnen wir konkret rechnen, denn wir haben eine Basis!

Diese Definition Uber die universelle Basiseigenschatft ist die schnellste,
doch nicht unbedingt die beste. Wir optimieren und verallgemeinern sie
spater zur universellen Abbildungseigenschaft (Definition S2E).

Uber einem Kérper sind beide Eigenschaften dquivalent (Satz S2aG),
daher beginne ich hier mit dem einfacheren Spezialfall.

© Satz S1A(1) konstruiert explizit den Vektorraum U x V =U" @ V'.
Daraus ziehen wir Folgerungen fir (2) Basen und (3) Dimensionen.

Definition S1B erklart die geforderten Eigenschaften (1) und (2).
Wir beweisen spater die Existenz (etwa durch Matrizen S1c¢ oder
Polynome S1D, oder ganz allgemein basisfrei als Quotienten S2I)
und die Eindeutigkeit (bis auf eindeutige Isomorphie, Satz S2H).

© Definition S1B enthélt vorab schon genug Information, um sofort
damit rechnen zu kénnen, daher der Slogan ,Tensorprodukt fiir Eilige“.
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Wie rechnen wir mit Tensoren?

Aufgabe: (1) Nennen Sie eine Basis des Tensorraums R? @ R2.
(2) Sind darin die Tensoren (0,1) ® (1,0) und (1,0) ® (0, 1) gleich?

Lésung: (1) Wir wahlen die Standardbasis (e1, e) fir U = V = R2.
Fir den Tensorraum W = U ® V erhalten wir daraus die Produktbasis

(e1®eq, 61 Reg, ea®eq, ea ® eg ).

(2) Damit kénnen wir die Tensoren es ® e; und e; ® eo vergleichen:
ea®e;=0-(eg@e)+0-(e7@er)+1-(e2®eq1)+ 0 (e2 @ es)
e1®ea=0-(e;@e)+1-(e1®e2)+0-(ea@er)+0-(e2 @ es)

© Die Tensoren e; ® e; und e; ® ep in W = U ® V sind verschieden!

In diesem schénen Beispiel stort nur der numerische Zufall 2 - 2 = 2 + 2.
Erinnerung: Beim Tensorprodukt multiplizieren sich die Dimensionen.
Das Tensorprodukt R? @ R> etwa hat die Dimension 3 -5 = 15,

die Summe R? @ R® hingegen hat die Dimension 3 + 5 = 8.

© Definition S1B begriindet das folgende Vergleichsverfahren:

Algo S1B: Vergleich von zwei Tensoren in U @ V

Eingabe: zwei Elemente w, wy des Tensorraums U ® V
Ausgabe: ,gleich® falls w; = wo oder ,ungleich® falls w; # wo

1: Schreibe wy und wy in der gewahlten Produktbasis von U @ V
2: Vergleiche diese Linearkombinationen koeffizientenweise

Mit diesem einfachen Trick haben wir die vorige Aufgabe geldst,

und genau so gelingt es fir jedes Tensorprodukt Uber einem Kérper.
Dies betont die Bedeutung der universellen Basiseigenschaft S1B:
So kénnen wir alle Elemente eindeutig darstellen und vergleichen.

Zum effektiven Rechnen gehdrt wie immer als allererster Schritt,
je zwei Elemente auf Un/Gleichheit prifen zu kdnnen.
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Wie rechnen wir mit Tensoren?

Definition S1B: einfache Tensoren

(4) Fur Tensorprodukte vereinbaren wir folgende Sprechweisen.
Jedes Element w € U ® V des Tensorraums nennen wir einen Tensor.

Hat w € U ® V die besonders einfache Form w = v ® v mit v € U und
v € V, so nennen wir den Tensor w einfach oder elementar oder rein.

Anders gesagt, die Menge der einfachen Tensoren ist das Bild der
Produktabbildung @ : U x V' — U ® V. Diese ist i.A. nicht surjektiv!

Der Tensorraum entsteht aus allen Summen einfacher Tensoren;
solche Summen sind im Allgemeinen keine einfachen Tensoren.

Der Tensorraum erlaubt immer eine Basis aus einfachen Tensoren,
zum Beispiel jede Produktbasis. Es gibt viele weitere Méglichkeiten.

Ubung: Finden Sie in R2 @ R? eine Basis aus vier Tensoren,
von denen keiner einfach ist. (Die n&chste Aufgabe hilft dabei.)

Aufgabe: Im Tensorraum W = R? ® R? betrachten wir den allgemeinen
Tensorw =a-(e1®e1)+b-(e1®e2)+c-(ea®er) +d- (e2 ® ea).
Genau dann ist w einfach, also w = u ® v, wenn ad — be = 0 gilt.

Loésung: (1) Die Implikation ,=“ ist klar, denn wir finden
w=u®v=(ure; + uzez) @ (vie1 + vaez)
=urviler ®eq) +urveler ®ex) + ugviles ®eq) + ugvales ®es).
Far diesen Tensor w gilt somit ad — be = ujvy - ugve — uqve - ugvy = 0.

(2) Die Umkehrung <" ist interessanter. Der Fall w = 0 ist dabei Kklar.
Sei also w # 0, etwa a # 0. Flr u = aey + cea und v = leg + (b/a)es
gilt dann v ® v = w. Die Falle b # 0, ¢ # 0, d # 0 sind analog.

Folgerung: Gilt dim U > 2 und dim V' > 2, so ist die Produktabbildung
®:U x V — U ® V nicht surjektiv, d.h. nicht jeder Tensor ist einfach.
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Matrizen als vertrautes Beispiel

Beispiel S1c: Matrixmodell des Tensorprodukts

Wir betrachten U = KP*! und V = K1X% sowie W = KP*4 mit
c KPP KX KPX9 (g, 0) e u .

Dieses Matrixprodukt bedeutet ausgeschrieben fur (p, q) = (3,4):

Ul U1vV1 U1V2 U1V3 U1V4

U2l - |1 V2 V3 VU4 =

U2V1 UV2 U2V3 U2V4

u3 U3v1 Uzv2 U3V3 U3V4

Es erflllt die geforderten Eigenschaften eines Tensorprodukts:
1 Die Produktabbildung - ist bilinear Gber dem Grundkérper K.
2 Aus den Basen (ey, ..., ep) von KP*!und (ef, ..., ef) von K~
erhalten wir die Produktbasis (e;; = e; - e])J="¢ von KP*4.
So unterscheiden wir [{] - [10] =[3]und [§]-[o1] =[] ¢] (S105).

Notation: Fir dieses dyadische Produkt nutzt man Ublicherweise die
bequeme Schreibweise @ : K? x K9 — KP*%: (u;); @ (v5); = (4iv)i 5.
Dies verallgemeinern wir spater zum Kronecker Produkt (S2P);

hier sehen wir den Spezialfall ® : KP*! x K1X9 — KPX4,

Aufgabe: Einfache Tensoren sind genau die Matrizen vom Rang < 1.
Lésung: ,=“ Fir u € KP*! und v € K'*9 hat w = uv den Rang < 1,
denn alle Spalten der Matrix w sind Vielfache des Spaltenvektors .
Ebenso: Alle Zeilen von w sind Vielfache des Zeilenvektors v.

Wir erinnern uns: Es gilt Zeilenrang gleich Spaltenrang. (K2J)
~~=":Hat w € KP*? den Rang 1, so enthalt w einen Spaltenvektor

u € KP*1' < {0}, und alle anderen Spalten sind Vielfache von u.

Also existiert ein Zeilenvektor v € K'*7 \ {0}, sodass w = uv gilt.
Hat w den Rang 0, so gilt w = 0, also w = uwv mit u = 0 oder v = 0.
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Matrizen als vertrautes Beispiel

Aufgabe: Hat die Matrixmultiplikation - : KP*" x K" — KP*4
allgemein fir » € N die Eigenschaften eines Tensorprodukts?

Lésung: Nein. Das Produkt - : KP*" x K™% — KP*7 jst zwar bilinear,
aber fUr » > 2 fehlt ihm die geforderte universelle Basiseigenschaft:
Zu Basen (u;)icr von U = KP*" und (vj)jes von V = K"*1 ist die
Produktfamilie (u; ® v;)(; jyerxs keine Basis des Raums W = KP*1.
Wir sehen dies bereits an den Dimensionen, denn die erwartete
Multiplikativitat pr - rq = pq ist wegen p, ¢ > 1 nur far » = 1 moglich.

© Fir r = 1 erhalten wir gerade das obige Beispiel S1c. Fiir r > 2
erhalten wir Produkte, die nicht die universelle Basiseigenschaft haben.
Flr unsere Repertoire an Gegen/Beispielen ist das ebenso nitzlich.
Das Kronecker—Produkt S2P erweist sich hier als Tensorprodukt.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass fir je zwei endlich-dimensionale Rdume
U und V Uber K ein Tensorprodukt @ : U x V — U ® V existiert.

Losung: Nach Wahl von Basen haben wir U = KP und V = K1.
Fir die Modellrdume K? und K7 haben wir das obige Tensorprodukt
(ui)i ® (v5); = (wivj)iy-

Die Komposition U x V' = KP x K9 — KP*4 ist bilinear und hat die
universelle Basiseigenschaft, ist also ein Tensorprodukt von U und V.

® : KP x K% — KP4 .

© Diese Konstruktion ist zwar korrekt, doch irgendwie ,quick and dirty*.
Die Wahl einer Basis ist immer ein Akt der Willklrr, ganz besonders hier.
Zudem gelingt dieser Trick zun&chst nur in endlicher Dimension.

© Wir werden in Satz S2I eine allgemeine und basisfreie Konstruktion
ausfuhren, statt ,quick and dirty“ ist sie ,long-lasting and elegant®.
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Polynome als vertrautes Beispiel

Beispiel S1D: Polynommodell des Tensorprodukts
Wir betrachten U = K[X]und V = K[Y]und W = K[X, Y] mit

: K[X]x K[Y] —» K[X,Y] : (u,v) = u-v.
Dieses Polynomprodukt bedeutet ausgeschrieben:
DienwiX'] - [XjenviY7] = 2 i.j)ene v XY
Es erflllt die geforderten Eigenschaften eines Tensorprodukts:

1 Die Produktabbildung - ist bilinear Gber dem Grundkérper K.

2 Aus den Monombasen (X*);ey von K[X] und (Y7) ey von K[Y]
erhalten wir die Produktbasis (X"Y7); ;enz Von K[X,Y].

Dasselbe gilt endlich-dimensional fir U = K[X]|, und V = K[Y ], mit
W = (XY |i<p,j<q)y und entspricht dem obigen Matrixmodell.
So interpretieren wir (0,1) ® (1,0) als (0X° 4+ 1X1') - (1Y° 4+ 0Y!) = X,
hingegen (1,0) ® (0,1) als (1X° + 0X1!) - (0Y? + 1Y) = Y (S105).

© Die Definition S1B (iber die universelle Basiseigenschaft funktioniert
problemlos auch fir unendlich-dimensionale Raume, wie hier zu sehen.

Aufgabe: Hat die Polynommultiplikation -: K[X| x K[X] — K[X]
in einer Variablen ebenfalls die Eigenschaften eines Tensorprodukts?

Lésung: Nein. Das Produkt -: K[X] x K[X] — K[X] ist zwar bilinear,
aber ihm fehlt leider die geforderte universelle Basiseigenschaft:

/\ Zu den Basen (X%);cy von U = K[X] und (X7);en von V = K[X] ist
die Produktfamilie (X**7); ;,cn2 keine Basis des Raums W = K[X].

/\ Die beiden Familien (X*/); ;cn2 und (X*)ien beschreiben zwar
dieselben Teilmengen in K[X], sind aber dennoch sehr verschieden.
Die zweite ist linear unabhangig, sogar eine Basis, die erste nicht!

© Die Forderungen an das Tensorprodukt bedeuten anschaulich:
(1) Es ist tatsachlich ein Produkt, also bilinear. (2) Dieses Produkt ist so
frei wie mdglich, das heif3t, es erflllt die universelle Basiseigenschaft.
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Polynome als vertrautes Beispiel

Die Frage, wann ein Tensor einfach ist, fihrt uns in diesem konkreten
Beispiel zurtick auf die allgegenwartige Zerlegung von Polynomen:

Ubung: Wir betrachten -: K[X]<, x K[X]<; — K[X]<piq firp=q=1.

(1) l?ber K = Q: Das Polynom R = X2 — 2 € Q[X] < liegt nicht im Bild.
(2) Uber K = R: Das Polynom S = X2 + 1 € R[X]<, liegt nicht im Bild.

Die universelle Basiseigenschaft S1B(2) bezieht sich auf eine Basis,
und diese durfen wir willklrlich wahlen. War ist mit anderen Basen?

Ubung: Gilt die universelle Basiseigenschaft fiir ein Paar von Basen,
so qilt sie fUr jedes Paar von Basen. Wie zeigen Sie das geschickt?
(Die universelle Abbildungseigenschaft S2e klart dies elegant!)
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Exkurs: von klassischer Physik zur Quantenphysik

Die klassische Physik beschreibt den Zustand eines Systems durch
deterministische GroBRen, etwa Massen m;, € R mit Positionen u;, € R3
und Geschwindigkeiten v;, € R3 wie in Newtons Himmelsmechanik:

. . Uj — U
U = Vg, VU = fk(u) = Zj;ék; Pymj HUJ_W
J

Warum diese Beschreibung? Weil sie erfolgreich erklart und vorhersagt!
Die Quantenmechanik beschreibt jeden Zustand durch einen Vektor
seV

in einem C—-Vektorraum und Operationen durch lineare Abbildungen.
Als Kkleinste Informationseinheit kann ein Bit nur den Zustand 0 oder 1
annehmen. Die Quantenmechanik erlaubt zudem Uberlagerungen:

s =al0)+G[1)

Warum diese Beschreibung? Weil sie erfolgreich erklart und vorhersagt!

Die Koeffizienten «, 8 € C mit («, 8) # (0,0) heiBen auch Amplituden.
Alle méglichen Zustandsvektoren s = «|0) + 5 |1) und der Nullvektor 0
bilden somit einen zweidimensionalen C—Vektorraum V' = C2.

Dieser tragt zudem ein Skalarprodukt mit Orthonormalbasis (|0), [1)).
Die Absolutquadrate |a|? und |3|? entsprechen Wahrscheinlichkeiten,
dazu normieren wir den Zustand s, sodass 1 = [|s|| = |a|? + |8]? gilt.

Damit modelliert die Quantenmechanik Zufall, Superposition, Wellen-
phanomene und vieles mehr. Die hierzu verwendeten Rechenregeln
formulieren wir in S1F als Postulate der Quantenmechanik.

Wie die Physiker/innen historisch, experimentell und theoretisch zu
dieser raffinierten und sonderbaren Beschreibung gekommen sind,
ist eine faszinierende Geschichte, leider auch lang und gewunden.

Ich will hier die Vogelperspektive einnehmen und mit ein paar groben
Pinselstrichen skizzieren, wie unsere mathematischen Werkzeuge
der Linearen Algebra hierbei wunderbar zum Einsatz kommen.
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Wir betrachten zwei Teilchen, jedes mit zwei Basiszustanden |0), |1).
Das zusammengesetzte Zwei-Teilchen-System hat vier Basiszusténde:

100), [01), [10), |11)
Jeder Zustand ist eine Uberlagerungen dieser Basiszustande, also
s =a|00)+ 3|01) +~v|10) +4|11)

mit Koeffizienten (o, 3,7, d) € C* \ {0}. Die mdglichen Zustande und
der Nullvektor bilden somit einen vierdimensionalen C-Vektorraum.

© Allgemein: Aus n einzelnen Teilchen mit Zustandsraumen Vi,...,V,
entsteht das n—Teilchen-System mit Zustandsraum V =V, ® - -- ® V,,.
/\ Hierbei werden die Dimensionen nicht addiert, sondern multipliziert.
Die Zustande der Teilchen bestehen nicht unabhangig nebeneinander,
wie in V1 @ --- @ V,,, sondern sind i.A. verschrankt (engl. entangled).
/\ Superposition ist ein fundamentales Prinzip der Quantenmechanik
ohne klassische Entsprechung und daher ohne anschauliche Intuition.

Klassisch genlgt zur Zustandsbestimmung von n Bits die Kenntnis
der n Zustande z1,...,z, € {0,1}. Dies ist ein Vektor z € {0,1}".
Die Menge der méglichen Zustande hat somit N = 2™ Elemente,
Damit arbeiten klassische, bindre Computer sehr erfolgreich.

In der Quantenmechanik ist der Zustandsraum eines Systems

ein C—Vektorraum V. Ist (v1,...,vy) eine Basis, so kénnen nicht
nur diese Basiszustande auftreten, sondern auch Uberlagerungen
(Superpositionen), also alle C—Linearkombinationen s = Z{f:l QR

Die Zustandsbestimmung von n Quantenbits (Qubits) bedeutet somit
die Kenntnis aller N = 2™ komplexen Koeffizienten ay, ..., ay € C.
Man kann sich fragen, wo die Natur die zuséatzliche Speicher- und
Rechenkapazitat dafir hernimmt, aber so sind wohl die Spielregeln.

Dieses exponentielle Wachstum macht die Berechnung oder Simulation
von Quantensystemen mit klassischen Computern nahezu unmdglich.
Umgekehrt schlug Richard Feynman 1982 vor, dies zur Entwicklung von
Quantencomputern zu nutzen. Sie werden es wohl noch erleben.
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So manche/r stéhnt vermutlich: ,Jetzt tbertreibt der Prof: Wir missen
nicht nur Lineare Algebra lernen, jetzt auch noch Quantenmechanik!*

Ja, bitte nehmen Sie mégliche Anwendungen interessiert zur Kenntnis!
Der Blick tber den Tellerrand lohnt sich, gerade an der Uni Stuttgart.

Sind solche Exkurse Ubertrieben? ablenkend? oder gar Uberfordernd?
Ich nenne drei Griinde fir akademische Neugier und Abenteuerlust:

1. Wir sollten uns freuen, dass mathematische Begriffe und Techniken
so Uberraschend vielseitig anwendbar sind: Was Sie in einem Gebiet
lernen, kdnnen Sie in vielen anderen Gebieten wiederverwenden.

2. Speziell im Fall des Quantencomputing ist realistisch absehbar,
dass dies lhr Leben nachhaltig beeinflussen wird. Ich will daher nicht
kommentarlos an diesem wichtigen Anwendungsbeispiel voribergehen.

3. Das Studium mathematischer Grundlagen ist fundamental wichtig.
Wir wollen abstrahieren, um zahlreiche Einzelfalle zusammenzufassen,
zugleich auch motivieren, konkretisieren, illustrieren. Nur so geht es!

Der Spagat zwischen diesen beiden Polen ist eine fragile Kunst:
Einerseits die abstrakten Grundlagen: einfach, elegant, allgemein.
Andererseits die konkreten Einzelfélle: verwirrend, sonderbar, speziell.

Manche vertauschen hier die Adjektive, das halte ich fir einen Fehler.
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfalle.

Studierende fordern zu Recht motivierende Beispiele, Querverbindung
zwischen den Themen und auch Bezug zu méglichen Anwendungen.
Wir sollten uns also Uber jede Gelegenheit freuen, wo dies gelingt!

Be careful what you wish for, it might just come true!

Wird der Wunsch nach Beispielen und Anwendungen ernsthaft erfllt, so
fangen erfahrungsgeman leider auch immer einige an zu jammern:
Der Ruf nach Anwendungsbeispielen entsprang nicht ihrer Neugier,
sondern der naiven Sehnsucht nach Einfachheit. Die ist oft unerfullbar:
Ehrliche Anwendungen sind meist nicht leichter zu verstehen, sondern
komplizierter als die Ubergeordnete Theorie. Sie bendtigen beides!
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Ich bin Uberzeugt, naturwissenschaftlich-technische Neugier und
Allgemeinbildung sind wichtige Bildungsziele unserer Universitat.
Dazu mdchte ich Gelegenheiten bieten, als wohimeinendes Angebot.

Man kann das Pferd zum Wasser fiihren, aber nicht zum Trinken zwingen.

Ich weif3 auch, dass unser Bildungssystem zumeist nicht Neugier und
Lernfreude férdert, sondern Auswendiglernen und Nachbeten erzwingt.

Intrinsische Motivation gelingt nur aufwandig mit viel Mihe und Geduld,
extrinsische Zwéange hingegen sind sofort und kostenglinstig zu haben.

Auch hier macht die Mischung den Erfolg. Einseitige Lerndressur fuhrt
junge Menschen leider zu fatalem Desinteresse an ihrer Bildung:

Ein gutes Pferd springt nur so hoch, wie es muss.

Kurzum, bevor Sie fragen: Dieser Abschnitt ist nicht klausurrelevant.
Bitte nutzen Sie Ihre Freiheiten weise und entscheiden Sie selbst!

Habe Mut, dich deines eigenen Verstandes zu bedienen!

Zum Spannungsfeld von Theorie und Anwendung, zur Wechselwirkung
von Grundlagenforschung und technischer Umsetzung zitiere ich Albert
Einstein aus seiner Rede anlasslich der Eréffnung der 7. Deutschen
Funkausstellung in Berlin 1930 (siehe youtu.be/VqvGRVM2jk8).

Verehrte An- und Abwesende!
Wenn Ihr den Rundfunk horet, so denkt auch daran, wie die Menschen in
den Besitz dieses wunderbaren Werkzeuges der Mitteilung gekommen sind.
Der Urquell aller technischen Errungenschaften ist die gottliche Neugier
und der Spieltrieb des bastelnden und griibelnden Forschers und nicht
minder die konstruktive Phantasie des technischen Erfinders.
[...]
Sollen sich auch alle schidmen, die gedankenlos sich der Wunder der
Wissenschaft und Technik bedienen und nicht mehr davon geistig erfasst haben

als die Kuh von der Botanik der Pflanzen, die sie mit Wohlbehagen frisst.
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Als wunderschdnes Video von MinutePhysics, youtu.be/owPC60Ue0BE.

A single quantum cannot be cloned

If a photon of definite polarization encounters an excited atom,
there is typically some nonvanishing probability that the atom
will emit a second photon by stimulated emission. Such a photon
is guaranteed to have the same polarization as the original
photon. But is it possible by this or any other process to amplify
a quantum state, that is, to produce several copies of a quantum
system (the polarized photon in the present case) each having
the same state as the original? If it were, the amplifying process
could be used to ascertain the exact state of a quantum system:
in the case of a photon, one could determine its polarization
by first producing a beam of identically polarized copies and
then measuring the Stokes parameters’. We show here that the
linearity of quantum mechanics forbids such replication and
that this conclusion holds for all quantum systems.

Abstract des vielzitierten Artikels von W.K. Wootters, W.H. Zurek:
A single quantum cannot be cloned. Nature 299 (1982) 802—-803

In Nature ist selbst eine kurze Notiz eine beachtliche Publikation;
zur Geschichte siehe en.wikipedia.org/wiki/No-cloning_theorem.

Anwendung: das No-Cloning-Theorem o Anwendung: das No-Cloning-Theorem o
Das beriihmte No-Cloning-Theorem der Quantenmechanik besagt: Beweis: Angenommen, es gabe solch eine lineare Abbildung 7'.
Es ist unméglich, ein quantenmechanisches System perfekt Wir wéhlen eine Basis (a, b, ...) von V und betrachten den Zustand
auf ein zweites zu kopieren, ohne dabei das erste zu verdndern. s=(la)+ b)) ®|e) €Vl
Dies beruht auf einer einfachen Rechnung der Linearen Algebra: Rechenweg 1: Wir multiplizieren erst aus und wenden dann T an.
Sa.tz S1 E: das No-CIonlng-T.heore.m | T(s) g T[(!a> ) ® |€>]
Sei V elljl l.(—Vek.torraum. der Dlmer.15|on dimV >2undecV \.{0}. L T(la)@e)) + (1b) @ e))]
— . Lin
Dann existiert keine K-lineare Abbildung 7': V @ V — V ® V mit = T[la)®|e)] +T[|b) ©e)]
T[lv)®le)] = |v) ® |v) = (la)®]a)) +(|b) ® b))
fiir alle moglichen Zustande v € V. Rechenweg 2: Wir wenden erst 7" an und multiplizieren dann aus.
© Es geniigen die grundlegenden Rechenregeln aus Definition S1B. T(s) D:l T[(la) +[b)) @ e} ]
Die Rechnung ist erschitternd einfach, die physikalische Interpretation j (la) +10)) ® (la) +[0))
ebenso erschiitternd tiefsinnig, siehe hierzu das oben zitierte Video. = (la)®la)) + (la) @ [b)) + (|b) ® a)) + (|b) @ [b))
Ubung: Versuchen Sie es bitte zunachst selbst, bevor Sie weiterlesen. Der Koeffizientenvergleich (dank S18) fiihrt zum Widerspruch.
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EPR: das Einstein—Podolsky—Rosen—Paradox

Wir betrachten unser Zwei-Teilchen-System V = V; ® V4 im Zustand
s=a|00) 4+ 4]01) +~]10) + & |11).
Die Basiszustande bilden die Orthonormalbasis (|00),[01),]10),|11)).

P A:{Ool } Wkt | 0 | 1 B:{Olo } Q)
o 0 |laf* |8 o
\ Alice misst 3 3 Bob misst
a€{0,1}. 1| [v* 19 b e {0,1}.

Mit A misst Alice das erste Teilchen und erhalt den Messwert a € {0,1}.

Das zerlegt V= Ey @ E; in die Eigenrdume E, = C|a) ® V5 und somit
s=s0+s1insg=a|00)+ []01) € Egund s; =v|10) +J|11) € E;.

Postulate der Messung (S1F): Alice misst den Wert a € {0, 1} mit Wkt
_ lsall? of” + 67 bzw. |4* 4[4
T sl? af® + B2 + [v[* +[6]?

Durch die Messung des Wertes a kollabiert der Zustand von s zu s,.

Sie kennen solche Vierfeldertafeln aus der Schule. In der Stochastik
stellen Sie so die gemeinsamen Wkten von zwei Ereignissen A und B
Ubersichtlich dar, hier entsprechend flr unsere beiden Zufallsvariablen.
Damit beantworten Sie Fragen zu Korrelation und Unabhé&ngigkeit.

In unserem Beispiel werden jeweils nur zwei Werte angenommen,
namlich 0 oder 1; diese Miniatur ist der kleinste interessante Fall.
Ganz genauso beschreiben wir jedes endlich-dimensionale System;
den unendlich-dimensionalen Fall fihrt die Funktionalanalysis fort.

Die komplexen Koeffizienten «, 3,~, 6 € C werden auch Amplituden
genannt und entsprechen den Wahrscheinlichkeiten |a|?, | 5|2, |v]2, |5]2.
Damit diese sich zu 1 summieren, dividieren wir durch das Normquadrat

Isll* = lof* + 1B + [41* + 6.

Das kann ganz am Ende geschehen. Oft nimmt man dies schon anfangs
vorweg, indem man den Zustandsvektor s auf Lange ||s|| = 1 normiert.
Genau so habe ich fir unsere obige Tabelle alles vorsorglich normiert.
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Wir betrachten zwei unabhangige Teilchen, also einen reinen Tensor:
S=uUuRv = (a0\0> + 041‘1>) &® (50‘0> +51‘1>)
= a/3]00) + apB1]01) 4 a1 fo|10) + 1 B1]11)

Zur Vereinfachung normieren wir zu |o3| + || = |82 + |57 = 1.
Das erste Teilchen transportieren wir zu Alice, das zweite zu Bob.

P A—{Ool } Wkt| 0 1 B_{Olo} ﬂ
1 2. 132 21 132 1
~ Alice misst 0 |ag| |5g| ‘ag| \5§| Bob misst
L aefo,1}. L {log]- 185l ] legl - 1BT1] | b e {o,1}.

Alice misst den Zustand und findet den Wert a € {0, 1} mit Wkt |a, |%.
Dadurch kollabiert der Zustand von s zu s, = «,(5p|a0) + Bi|al)).
Daraufhin misst Bob und findet den Wert b € {0, 1} mit Wkt |3;|%.
Fazit: Die Messergebnisse von Alice und Bob sind unabhéangig.

© Das entspricht unserer Intuition: klassisch, unabhangig.

Wir bringen unsere beiden Teilchen in den verschrankten Zustand

1 1
§s=—=-100)+0-/01)+0-[10) 4+ —-|11).
7 100) 01) 10) 7 [11)
Dieser Zustand lasst sich nicht als reiner Tensor u ® v darstellen.
Das erste Teilchen transportieren wir zu Alice, das zweite zu Bob.

~ A:[OOI} Wkt] 0 [ 1 B:[Olo} )
LU0t 0 | 50% | 0% U1
\ Alice misst S Bob misst
a € {0,1}. 1 | 0% |50% be {0,1}.

Alice misst den Zustand und findet a € {0, 1}, jeweils mit gleicher Wkt.
Bob misst den Zustand und findet b € {0, 1}, jeweils mit gleicher Wkt.
Hier sind die Messergebnisse von Alice und Bob immer identisch!
Wie kann das sein, instantan tber beliebig gro3e Distanzen?

/A Der Wesenskern der Quantenmechanik ist die Superposition.
Daflr gibt es keine klassische Entsprechung oder Anschauung.
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Warum gilt diese einfache Rechnung als paradox?
Das liegt ganz allein an der physikalischen Interpretation:

Alice und Bob kdnnen beliebig weit entfernt sein! Alice’ Messung
entspricht einem Manzwurf, mit Ergebnis 0 fur Kopf und 1 fur Zahl.
Auch Bobs Messung entspricht einem Manzwurf. Diese sind jedoch
nicht unabhangig, sondern beide Ergebnisse stimmen immer Uberein.

Wie kann das sein? Wird hier Information von Alice zu Bob Ubertragen,
und zwar instantan und somit schneller als Lichtgeschwindigkeit?
Einstein wollte sich mit dieser ,spukhaften Fernwirkung® nicht abfinden.
Aus dieser Sicht wird die obige Rechnung als ,paradox“ bezeichnet.

Das Phanomen ist sicherlich unerwartet und unintuitiv,
aber Experimente bestatigen genau diese Vorhersage.
Information wird hier nicht Gbertragen, denn Alice kann
ihren Wert zwar messen, doch nicht willkirlich vorgeben.

Auch hier ist die Rechnung erschitternd einfach, vor allem dank des
zugrundeliegenden, sehr eleganten Tensorkalkuls. Die physikalische
Interpretation jedoch ist ebenso erschitternd tiefsinnig und schwierig.

If people do not believe that mathematics is simple,
it is only because they do not realize how complicated life is.
John von Neumann (1903-1957)

=&+ 19) —0 |1
D)ty ek e,

Video von 3Blue1Brown und MinutePhysics, youtu.be/MzRCDLrelb4,
und ebenso sehenswert von Veritasium, youtu.be/ZuvK-o0d647c.
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MAY 15, 1935 PHYSICAL REVIEW VOLUME 47

Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?

A. EINsTEIN, B. PopoLsky AND N. ROSEN, Institute for Advanced Study, Princeton, New Jersey
(Received March 25, 1935)

In a complete theory there is an element corresponding
to each element of reality. A sufficient condition for the
reality of a physical quantity is the possibility of predicting
it with certainty, without disturbing the system. In
quantum mechanics in the case of two physical quantities
described by non-commuting operators, the knowledge of
one precludes the knowledge of the other. Then either (1)
the description of reality given by the wave function in

quantum mechanics is not complete or (2) these two
quantities cannot have simultaneous reality. Consideration
of the problem of making predictions concerning a system
on the basis of measurements made on another system that
had previously interacted with it leads to the result that if
(1) is false then (2) is also false. One is thus led to conclude
that the description of reality as given by a wave function
is not complete.

Warum erz&hle ich Ihnen das hier, in der Linearen Algebra?

Ist Quantenmechanik nicht viel zu schwer und unanschaulich?

Ja, Quantenmechanik ist unanschaulich, doch von fundamentaler
Bedeutung: physikalisch, mathematisch, technisch, philosophisch, ...

Vor allem aber kénnen wir an solchen Anwendungen viel lernen,
vielleicht sogar etwas Physik, ganz sicher aber viel Mathematik!

Ich prasentiere lhnen diesen faszinierenden Exkurs, um zu illustrieren,
dass Sie die mathematischen Grundlagen lhrer Linearen Algebra sehr
vielseitig anwenden kdnnen, in der Physik und auch Gberall sonst.

Ich betone dabei nochmals: Die Mathematik ist zunachst nicht einfach,
doch in lhrer Reichweite und mit Ubung gut erlernbar und verstéandlich.
Es lohnt sich daher in solide mathematische Grundlagen zu investieren.

Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfalle.
In den Anwendungen hingegen tobt das Leben, prall und verwirrend.

Die obigen Miniaturen zum No-Cloning-Theorem und dem EPR-Paradox
zeigen eindrucklich: Die mathematischen Grundlagen der Rechnungen
sind ,einfache Lineare Algebra®, wie Physiker/innen gerne sagen.

Und das zu Recht. Die (abstrakten) mathematischen Werkzeuge muss
man nur einmal erlernen, sie kosten anfangs etwas Geduld und Muhe,
doch das ist gut investiert: sie lassen sich Uberall (konkret) anwenden.



youtu.be/MzRCDLre1b4
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Definition S1F: Postulate der Quantenmechanik
Die Quantenmechanik wird durch folgende Postulate zusammengefasst:

1 Der Zustand eines Systems wird beschrieben durch einen Vektor
¥ € V in einem Hilbert-Raum V' Uber C, genannt Zustandsraum.

2 Jede physikalisch messbare Grdfe, kurz Observable genannt,
wird beschrieben durch einen hermiteschen Operator A:V — V.

3 Das Ergebnis jeder Messung von A ist ein Eigenwert ¢ € R von A.
(Wenn wir dim V' < oo annehmen, so wissen wir V.= D),y Ea.)

4 Die Wkt des Messwerts a im Zustand 1 ist P(a|v) = ||1al?/]]2]1
geman der orthogonalen Zerlegung V = E, @ E und ¢ = 1, + /..

5 Nach der Messung von a befindet sich das System im Zustand ,,.
Das ist die orthogonale Projektion von V' auf den Eigenraum E,.

6 Die Schrédinger—Gleichung ik 0,4 (t) = H (t)y(t) beschreibt die
zeitliche Entwicklung; die Observable H(t) ist die Gesamtenergie.

© Die Postulate (1-5) prazisieren die grundlegenden Rechenregeln
der Quantenmechanik in der vertrauten Sprache der Linearen Algebra!

So formulierte Werner Heisenberg 1925 seine Matrizenmechanik
und Erwin Schrédinger im selben Jahre seine Wellenmechanik;
dafur erhielten sie 1932 bzw. 1933 den Nobelpreis fir Physik.

/\ Zur Vereinfachung méchte ich im Folgenden dim V' < oo annehmen.
Die zur Quantenmechanik nétige Mathematik liegt dann vollstédndig

im Rahmen der Linearen Algebra. Der allgemeine Fall ist noch viel
faszinierender, benétigt aber stéarkere Werkzeuge der Analysis.

Diese Postulate der Quantenmechanik kann man wohl kaum intuitiv
verstehen, wohl aber gut nutzen: Sie beschreiben die Experimente!

I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics.
Richard P. Feynman, The Character of Physical Law (1965)

Ich betone nochmals: Die wesentliche Schwierigkeit liegt nicht in der
mathematischen Formulierung, dazu haben Sie nun alle Werkzeuge.
Das Verrickte ist einzig und allein die physikalische Interpretation.
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Aufgabe: Lésen Sie die Schrédinger—Gleichung im Falle dim V' < oo.
Der Schrédinger—Hamilton—Operator H : V' — V sei zeitlich konstant:

ihdup(t) = Hy(t), h(to) = ¢°

Lésung: Dank Spektralsatz existiert eine Orthonormalbasis (v1, ..., v,)
von V' aus Eigenvektoren, also Hvy, = Eyv, mit B, e Rfark=1,...,n.

Wir untersuchen nun ¢: R — V :t — 1) (t) als zeitabhangigen Zustand.
Zu jedem Zeitpunkt ¢ € R zerlegen wir den Zustand ¢ (t) = >, ¥r(t)vs
als Summe orthogonaler Eigenvektoren, also ¢y (t) = (v | ¥(t)) € C.
Die allgemeine Schrédinger—Gleichung ik 0y (t) = H (t)(t) wird nun

entkoppelt zu i dpx(t) = Extbr(t). Aus ¥(tg) = Y, vy folgt somit:

() = 3y e OBy,

Alternative: Mit der Matrix-Exponentialfunktion (N3B) kbnnen wir
die eindeutige Lésung zusammenfassen durch v (t) = e!(t=t) H/h (),

© Die explizite Losung gelingt tiberraschend leicht: Wir benétigen dazu
nur eine Orthonormalbasis (vy,...,v,) von V aus Eigenvektoren von H.

Wie der Schrédinger—Operator H genau aussieht, hangt vom konkreten
Modell ab. Die L6sungsmethode hingegen ist universell anwendbar!

© Wir erkennen hier eine erstaunlich simple zeitliche Entwicklung:
Die Amplitude 1 (t) = e~i(t=10)Ek/h 0 pleibt im Betrag immer gleich,
nur die Phase &ndert sich um den Faktor e~ i(*~%0)Ek/h ¢ ST = U, C.
Die Geschwindigkeit E}/h dieser Phasenanderung ist die Energie Ej
des Eigenzustands v geteilt durch eine universelle Naturkonstante,
das Plancksche Wirkungsquantum i = h/2m =~ 1.055 - 1034 Js.

© Die Wkten |4 (t)|? € [0, 1] &ndern sich nicht, lediglich die Phase!
Die Phase ist nicht direkt messbar, spielt aber dennoch eine wichtige
Rolle: Bei der Addition (Uberlagerung, Superposition) fiihrt sie zu
Verstarkung oder Ausléschung; man spricht hier von Interferenz.

Die Wkten |y (t)|? € [0,1] alleine genligen daflr nicht!
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Aufgabe: Sei V' ein C—Vektorraum mit Skalarprodukt ( — | —) und
dim V' = n < oo und hierauf A:V — V ein hermitescher Operator.

Wir interpretieren V' als Zustandsraum und A als Observable.
Berechnen Sie gemaf den Postulaten der Quantenmechanik (S1F)
Erwartung und Varianz des Operators A im gegebenen Zustand ¢ € V.

Loésung: Dank Spektralsatz existiert eine Orthonormalbasis (v1, ..., v,)
von V' aus Eigenvektoren, also Av; = a;v; mita; e Rfuri=1,... n.
Wir zerlegen den Zustand ¢ = " | v;v; in eine Summe orthogonaler
Eigenvektoren. Die Koeffizienten hierfir sind ¢; = (v; | v ) € C (P10).
Die Betragsquadrate |¢?| entsprechen Wkten. Wir normieren daher
den Zustand ¢ und erhalten so die Gesamtwkt 1 = ||9||> = Y7, |7].
Bei vorgegebenem Zustand ¢ € V mit ||¢|| = 1 interpretieren wir

die Messung durch den hermiteschen Operator A als Zufallsvariable.

(Etwas nachlassig doch bequem bezeichne ich im Folgenden beides,
den Operator A und die Zufallsvariable A, mit demselben Symbol.)

Die Erwartung i der Messung durch A ist demnach:
p=E(A) =3 ai|v?] =Y ai{i | i) = Y ai( 0 | ¢y)
= (V| AY) = (¢ |Al¢)=:(A)

Hierbei ist ( A ) die bequeme Kurzschreibweise zum gegebenen Zustand
1. Die Erwartung von A? ist entsprechend:

E(A%) = (A*) = (¢ | A | ¢) = (Ap | Ay)

Daraus erhalten wir wie Ublich die Varianz der Zufallsvariable A
als Erwartung der quadratischen Abweichung vom Mittelwert:

o? = V(A) = B((A - p)*) = B(4? - 2ud + 1?)
— B(A%) - 2uB(A) + > = B(4?) — B(4)® = (4%) — (A)?

© Hier verbinden sich Lineare Algebra, Skalarprodukte und
Wahrscheinlichkeitsrechnung wunderbar einfach und elegant.
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© Zusammenfassend erhalten wir das folgende schéne Ergebnis:

Satz S1G: Erwartung und Varianz
Sei V ein Hilbert—Raum tber C; zur Vereinfachung gelte dim V' < oc.

Gegeben sei ein hermitescher Endomorphismus A: V' — V und ein
Vektor ¢) € V. Nach den Postulaten der Quantenmechanik (S1F)
interpretieren wir die Messung durch A als eine Zufallsvariable.

(1) Erwartung und Varianz sind dann gegeben durch:
p=E(A)=(A):=(¢[A])

E(A%) = (A%) = (¢ | A% |p) = (Ay | AY)
0? = V(A) = E(A%) - E(4)? = (A%) — (A)®

Dieser Satz gilt sinngeman genauso in unendlicher Dimension;
die dazu nétige technische Ausfihrung diskutieren wir hier nicht.

© Mégliche Messwerte sind die Eigenwerte von A, und ihre Wkten sind
verteilt geman . Der Erwartungswert 1 € R ist der Schwerpunkt dieser
Verteilung, und die Streuung o € R>o misst die typische Breite.

© Bitte beachten Sie den geschickten und flieBenden Ubergang von
,koordinatengebundener” zu ,koordinatenfreier” Formulierung: Unsere
Rechnungen nutzen eine Eigenbasis von A, das Ergebnis jedoch nicht!

A\ Auf dem Zustandsraum V arbeiten wir im Allgemeinen mit mehreren
verschiedenen hermiteschen Operatoren A, B, . ... Es hat daher meist
keinen rechten Sinn, sich auf eine Basis festzulegen: Jeder hermitesche
Operator erlaubt zwar eine Eigenbasis, doch bei jedem Wechsel des
Operators missen wir im Allgemeinen auch die Basis wechseln.

© In konkreten Rechnungen ist meist die Wahl einer Basis hilfreich;
genau so haben wir oben die Erwartung definiert und berechnet.

© Fur die Ergebnisse sind basisfreie Formulierungen am schénsten;
genau so haben wir den obigen Satz S1G formuliert.
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Wann kdnnen wir mit einem ,scharfen“ Messergebnis rechnen?
Darauf antwortet die folgende Erganzung des obigen Satzes:

Satz S1G: Erwartung und Varianz
(2) Genau dann gilt V(A) = 0, wenn ¢ ein Eigenzustand von A ist.

In diesem Fall ist E(A) = u der zugehdrige Eigenwert, also Ay = u.

Aufgabe: Beweisen Sie diese Aquivalenz.

Lésung: ,<": Angenommen, ¢ € V ~ {0} erfullt Ay = pyp mit p €

R.

Zudem gelte ||| = 1. Dann Qit E(A) = (¢ | A | ¢ ) = o und ebenso

B(42) = (4 | A% | ) = 22, also V(4) = B(42) — B(4)? = 0.

.= . Als Kontraposition zeigen wir: Ist 1) kein Eigenzustand, so gilt

V(A) > 0. Zun&chst normieren wir ||| = 1. Da A hermitesch ist und
dim V' < oo, zerféllt V' in die orthogonale Summe von Eigenrdumen.
Wir zerlegen ¢ = 3"} ;| ¢y, in Eigenzusténde v, # 0 mit Ay, = A\

und A\ # A flr k # 4. Gilt dabei m > 2, so folgt flr die Varianz
V(A) =E((A - p)*) = 30 (O — w?[9]l > 0.

Satz S1H: Unscharferelation, Heisenberg 1927, Robertson 1929

Sei V ein Hilbert—Raum uber C; zur Vereinfachung gelte dim V' < co.
Gegeben seien hermitesche Operatoren A, B:V — V. lhr Kommutator
[A, B] = AB — BA misst somit die Abweichung von der Kommutation.

Flr jeden Zustand ¢ € V gilt dann die Ungleichung

V(4)V(B) > {(14,B])

Im Falle E(A) = E(B) = 0 bedeutet das ausgeschrieben:

(0142 |9 (| B [w) > (| 14,B] )]

Beweis: Zur Vereinfachung der Rechnung zentrieren wir A und B zu
A=A —E(A)und B' = B — E(B). Damit verschieben wir die beiden
Erwartungswerte zu 0, doch Varianz und Kommutator &ndern sich nicht.
Wir kdnnen und werden im Folgenden E(A) = E(B) = 0 annehmen.
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Wir nutzen Hermitizitat und die Cauchy—Schwarz—Ungleichung:
(A%)(B?) = (
> [(Ay | By)|* = [(¢ |ABY)]? = [(AB)[.
Wir zerlegen AB = 1{A, B} + 1[A, B] in die Summanden
{A,B} = AB+ BA und [A,B]=AB— BA.

Der Antikommutator { A, B} ist hermitesch, also ({A, B} ) reell,
der Kommutator [A, B] ist antihermitesch, also ([A, B]) imaginar.

(AB)] = |5({A.BY) + 5[4 B)| = Z[(14.B])]

Zusammengefasst erhalten wir die allgemeine Unscharferelation:

(42)(B%) > 1|(14,B)[*

Das beweist die behauptete Ungleichung.

V[ A%) (Y | B*) = (Ap| A) (BY | BY)

Auch hier ist die mathematische Behandlung vergleichsweise leicht,
die physikalische Interpretation jedoch erwies sich als revolutionar:
Falls die beiden hermiteschen Operatoren A und B kommutieren, also
[A, B] = 0 erfillen, so lassen sie sich simultan diagonalisieren (M4B).
Andernfalls gilt [A, B] # 0, und die Unschérferelation S1H besagt,
dass beide Messwerte nicht gleichzeitig exakt bestimmt sind.

Diese Unscharfe beruht nicht auf einem technisch behebbaren Mangel
eines ungenugenden Messinstruments, sondern ist prinzipieller Natur!

Heisenbergs urspringliche Formulierung einer Unscharferelation betraf
Ort 2 und Impuls p eines Teilchens: In geeigneter Darstellung gilt dabei
p = (h/i)0,, daraus folgt [z, p] = ik, also o(x) - o(p) > h/2. Das heif3t:
Es ist prinzipiell unmdglich, den Ort und den Impuls eines Teilchens
gleichzeitig beliebig genau zu messen. Anders gesagt bedeutet das:

Es ist unmdglich, einen quantenmechanischen Zustand herzustellen, bei
dem der Ort und der Impuls beliebig genau definiert sind.
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Unser Vorbild ist die Multiplikation von Matrizen passender GroB3e:

g K0 x K¢ K9%€ 0 (u,0) s w = usv, wij = Z?:1Ui,j'vj,k:

Hier ist U = K**® ein linearer Raum Gber dem Ring R = K®*¢ von links
und tiber dem Ring S = K®*? von rechts, und beide sind kompatibel:

(reu)es=re(u-s) firallere R,ueU,se S

Wir sagen U ist ein (R, S)-linearer Raum oder ein (R, S)-Bimodul.

Ebenso V = K"*¢ (ber (S,T) und W = K< (iber (R, T) mit T = K¢

Die Produktabbildung  ist biadditiv, sogar (R, S, T')-bilinear:
plu+u,v)=(u+u)v=(u-v)+ (v -v)
p(u,v+v) =u-(v+0) = (u-v)+ (u-v)

p(u,v) + p(u',v),
p1(u,v) + p(u,v'),

wev)

p(reu,v) = (reu)v =r-(u-v) =7« pu(u,v),
plu,vet) =we(vet) = (u-v)-l = u(u,v)+t
plues,v) = (u-s)-v =wu-(s-v) = u(u, s+v),

fur alle Vektoren u,v’ € U, v,v" € V und Skalarer € R, s S,t € T.

Wir betrachten Matrizen als zentrales Beispiel und extrahieren daraus
die folgenden allgemeinen Begriffe. Die so entstehende Darlegung zu
Tensorprodukten wird einerseits recht ,einfach und konkret“ verlaufen:
Was wir am zentralen Beispiel erkennen, formulieren wir nun allgemein.

Sie kénnen, wenn Sie mdchten, die folgenden Definitionen und Satze
auch ohne diese Einbettung in den konkreten Beispielkontext lesen.
Das macht logisch keinen Unterschied, psychologisch hingegen schon:
Die Darstellung wirkt dann vermutlich eher ,abstrakt und schwierig®.

Ich pladiere daflr, wie bei nahezu allen mathematischen Themen,
zunachst von einem gut gewahlten, konkreten Beispiel auszugehen.
Daraus schalen wir dann den allgemeingultigen, wahren Kern heraus.
Von diesem héheren Standpunkt schreiten wir dann zu Anwendungen.

Allgemein gilt der Erfahrungsgrundsatz: Ein gut verstandenes Beispiel
nutzt Ihnen mehr als drei schlecht verstandene Satze. Umgekehrt gilt:
Ein gut verstandener Satz biindelt 1000 Beispiele. Nutzen Sie beides!

Beidseitig lineare Rdume aka Bimoduln .
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Definition S2A: beidseitig linearer Raum aka Bimodul

(1) Seien R, S Ringe. Ein (R, S)-linearer Raum (U, +,,+) ist linkslinear
Uber R und rechtslinear Gber S und beide Operationen sind kompatibel:
(reu)ss=re(u+s) firallere R,ueU,se S

Wir nennen U auch linear liber (R, S) oder einen (R, S)—Bimodul.
Zur Betonung schreiben wir ,Ug fir den (R, S)-linearen Raum U.

(2) Seien U und U’ lineare Raume Uber (R, S). Eine (R, S)-lineare
Abbildung f:U — U’ ist linkslinear Giber R und rechtslinear tber S:

flutw)=flw)+f(v), [flrew)=r-flu), fluzs)=f(u)*s

fir alle u,v € U, r € R, s € S. Zusammenfassend schreiben wir:

Hom p s)(U,U") = { f:U — U’ linear lber (R, S) }

Es gelten die tblichen Rechenregeln fir Homomorphismen (11G).

Ausflhrlich haben wir hier zwei Skalarmultiplikationen (11B):

«: RxU—=U: (rbu)—reu
S UXxS—>U : (u,8)—u-s

Wir fordern einerseits, dass (U, +, +) linkslinear Uber (R, +, -) ist:

re(u+u)=(reu)+(r-u), lp+u=u,

(r+r')-u= reu)+ r'-u, (7“-7’/)°u=7°°(?°/'u).

Wir fordern andererseits, dass (U, +,) rechtslinear tber (S, +, -) ist:

(u+u)vs=(uvs)+ (u'vs), u~lg = u,

us(s+s)=(uvs) + (u+s), us (s s)=(uvs)7s.
Dies gelte fir alle Skalare r,7" € R, s, s’ € S und alle Vektoren u, v’ € U.
/\ Zudem fordern wir die Vertraglichkeit (r-u)=s =7+ (u+s).

© Die Linearitat tber (R, S) ist demnach aquivalent zur Linkslinearitét
Uber dem Ring R x S°P und ebenso zur Rechtslinearitat Gber R°P x S.
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Beispiel S2B: Links-Rechts-Symmetrie
Sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und (U, +,+) linkslinear Uber R mit

c: RxU—=U: (r,u)—r-u.
Dann ist (U, +,*) ein rechtslinearer Raum Uber R mit
T UXR—U: (u,s) —uss:=s-u.

Dies ist eine Rechtsoperation, denn fiir alle uw € U und s, s’ € R gilt

Def

! ]):L' S'(SI'U) ‘g (3.3/).u(‘\:]m (SI‘S)"U, = U:(SI‘S)-

(u*

s)es
Damit ist (U, +,,*) sogar ein (R, R)—linearer Raum (Bimodul), denn

10p Com 10p Def

(r-u)Ts[ se(reu) = (s r)eu = (r-s)eu=r-(s-u) =r-(uss).

Dasselbe gilt, wenn wir mit einem rechtslinearen Raum beginnen.

Wir nennen die Links-Rechts-Operation mit r - v = u+r kommutativ.
Das ist die Standardkonvention, sofern nichts anderes vereinbar wird.

In Beispiel S2B haben wir eine Linksoperation vorausgesetzt mit

re(u+u) = (reu)+ (reu), lp+u=u,

(r+r)eu=(reu) + (r'-u), (r-rYeu=r«("u).
Wir definieren die Rechtsoperation u =+ s := s+« und folgern daraus

(u+u)vs=(uvs)+ (u'vs), uslg = u,

us(s+8)=(uvs)+ (uvs), u=(s-s)=(uvs)vs.

Die ersten drei sind leicht nachzurechnen: Versuchen Sie es als Ubung!
Oben habe ich nur die letzte und einzig kritische Gleichung gezeigt,

denn hier bendétigen wir entscheidend die Kommutativitat von R.

© Uber jedem kommutativen Ring, speziell (iber jedem Kérper,

ist es bequem, die Skalare auf beiden Seiten schreiben zu kénnen.
Die obige Uberprifung rechtfertigt, dass wir dies problemlos dirfen.

© So reiht sich die vertraute kommutative Notation harmonisch
in den allgemeinen, nicht-notwendig-kommutativen Kontext ein.
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© Es gibt gute Griinde, auch nicht-kommutative Ringe zu betrachten:

Beispiel: Sei K ein Ring. Dann ist U = K?*9 ein (R, S)-linearer Raum
uber dem Ring R = KP*P von links und dem Ring S = K9*¢ von rechts.

Beispiel: V = K™*! ist rechtslinear Uber K und linkslinear Gber K™*".
Ebenso ist K> ist linkslinear tGiber K und rechtslinear Gber K™*",

© Diese erste Beispielgruppe nutzen wir schon lange erfolgreich in der
Matrizenrechnung: Hier unterscheiden wir natirlich links und rechts!

Als Skalare kénnen wir immer den Ring Z der ganzen Zahlen einsetzen:

Beispiel: Ist U linkslinear Uber R, so auch (R, Z)-linear. (I11K)
Ist R kommutativ, so ist U linear Uber (R, R) dank w «r := r + u. (S2B)

Beispiel: Ist U rechtslinear Gber R, so auch (Z, R)-linear. (I11K)
Ist R kommutativ, so ist U linear Uber (R, R) dank r «u := u +r. (S2B)

© Letzteres nutzen wir ebenso intuitiv: Uber einem kommutativen Ring,
etwa einem Korper, missen wir links und rechts nicht unterscheiden.

Beispiel S2c¢: Links-Rechts-Vertauschung

(1) Seien R, S kommutative Ringe und (U, +,+, ) linear Uber (R, S)
Dann erhalten wir den (S, R)-linearen Raum Uy = ¢ Uy mit

c: SxXU—=U :(s,u)—s*u:=u-s,
c:UXxR—-U : (ur)—usr:=r-u.

(2) Allgemein seien Anti-Involutionen (R2H) auf R und S gegeben:
" :R—>R:r—7 und T :S5—S5:s5—35.
Dann erhalten wir den (S, R)-linearen Raum Uy = 4 Uy mit
c: SXU—=U :(s,u)r—ssu:=u-s,
c:UXxR—->U : (ur)—usr:=7-u.

Fir jeden kommutativen Ring ist die Identitat eine Anti-Involution.
Wir erhalten so die Vertauschung (1) als Spezialfall von (2).
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Definition S2D: bilineare Abbildung und interner Ausgleich

Gegeben seien Ringe R, S, T und lineare Raume pUg, ¢V, gWp.
Eine Abbildung B: U x V. — W hei3t (R, T")-bilinear, falls gilt:

1 Firjedesv € VistU — W :u — B(u,v) linkslinear Uber R.
2 Firjedesu e UistV — W :v+— B(u,v) rechtslinear Gber T'.
Wir nennen B ausgeglichen Uber S (engl. balanced), falls gilt:
8 B(u+s,v) = B(u,s-v)furalleuecU,veV,seS.
Gelten alle drei Bedingungen, so nennen wir B kurz (R, S, T)-bilinear:

Bil(g g7 (U, V;W) = { B:U x V. — W bilinear tber (R, S,T) }

Beispiel: Sei R kommutativ und U, V, W lineare Rdume Uber R (S2B).
Ist B:U x V — W bilinear tber (R, R), dann auch Uber (R, R, R):

B(u+r,v) = B(reu,v) = r+B(u,v)
= B(u,v)er = B(u,ver) = B(u,r-v)

Beispiel: Die Matrixmultiplikation ist bilinear, wie auf Seite S201 erklart;
das war unser motivierendes Beispiel, das wir als Leitbild voranstellen:

s KOO 5 KP%¢ 5 K€ (u,0) v w = uev, wiy, 22221 Ui j* Vjk

Hier operieren die Ringe R = K®**und S = K®*® und T = K°¢*¢

auf den Raumen pUy = K¥® und V. = K¢ und jW, = K%*¢,

Die Produktabbildung p: U x V' — W ist (R, S, T)-bilinear, denn es gilt
p(rew,v) =rep(u,v),

/J(U, ve t) = ,u(u, U) .1,
p(uss,v) = p(u,s-v)

p(u + ulv v) = p(u,v) + M(u/7 v),
plu, v +0') = plu, v) + p(u, '),

fur alle Vektoren u, v’ € U, v,v' € V und Skalarer ¢ R,s € S,t € T.

© Wir wollen nun jede bilineare Abbildung 1.: U x V — Z linearisieren:
Uns genugt eine einzige, universelle bilineare Abbildung 7: U x V — W,
um jede bilineare Abbildung 1.: U x V' — Z auf eine lineare Abbildung
f:W — Z zu reduzieren, sodass i = f o 7 gilt.

Das Tensorprodukt und seine universelle Eigenschaft =
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Definition S2E: Tensorprodukt

Gegeben seien Ringe R, S,T und lineare Raume U und gV .

(1) Ein Produkt des Paars (U, V) Gber (R, S,T) mit Werten in ,Z,,

ist eine (R, S, T)-bilineare Abbildung p: U x V — Z.

(2) Ein Tensorprodukt des Paars (U, V') Gber (R, S,T) ist ein Produkt
7:U x V — W mit der folgenden universellen Abbildungseigenschaft:

T

UxV —— W
bilinear :

bij, =

//”7@c7r arf } 2

12 3

Z

Jedes Produkt n: U x V' — Z faktorisiert eindeutig Uber 7, das heif3t es
existiert genau eine (R, T')—lineare Abbildung f: W — Z mit u= for.

Diese Forderung ist aquivalent zur Bijektivitat der nattrlichen Abbildung

(I>Z

T

: Homp 7y(W, Z) — Bil g s\(U,V;Z) : fropu=for

© In anderen Worten bedeutet das: (1) 7 ist ein Produkt und
(2) jedes Konkurrenzprodukt p faktorisiert eindeutig Gber 7.

© Die Bijektivitat von ®Z bedeutet, dass wir jede bilineare Abbildung
w:U xV — Zin eine lineare Abbildung f: W — Z umrechnen kénnen.

© In Satz S2H zeigen wir die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie.
FUr das Tensorprodukt von U,V Uber (R, S,T') schreiben wir dann

R :UXxV->URsV : (u,v) » uw.

In dieser Schreibweise gilt (u,v) = f(u®wv) firalleuw e Uundv € V.

/\ Das Symbol ,@* hat hier zwei Bedeutungen: Einerseits ist « ® v das
Tensorprodukt der beiden Vektoren v € U und v € V im Raum U ®< V.
Andererseits ist U ® s V' das Tensorprodukt der beiden Raume U und V.

Wenn der Ring S aus dem Kontext klar ist, missen wir ihn nicht explizit
wiederholen. Erfahrungsgeman ist dies jedoch anfangs meist hilfreich.
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Das Tensorprodukt und seine universelle Eigenschaft

Definition S2E: einfache Tensoren

(3) Fur Tensorprodukte vereinbaren wir folgende Sprechweisen.
Jedes Element w € U ® V des Tensorraums nennen wir einen Tensor.

Hat w € U ® V die besonders einfache Form w = v ® v mit v € U und
v € V, so nennen wir den Tensor w einfach oder elementar oder rein.

Anders gesagt, die Menge der einfachen Tensoren ist das Bild der
Produktabbildung ®: U x V' — U ® V. Diese ist i.A. nicht surjektiv!

Der Tensorraum entsteht aus allen Summen einfacher Tensoren;
solche Summen sind im Allgemeinen keine einfachen Tensoren.

Wir haben dies zuvor bereits im Anschluss an Definition S1B diskutiert
und illustriert. Wir werden diese Frage spater wiederholt aufgreifen.

© Uber einem Kérper K kdnnen wir jedes Tensorprodukt sehr konkret
erklaren durch die universelle Basiseigenschaft, siehe Definition S1B.

@ Fur lineare Raume Uber beliebigen Ringen verfligen wir meist nicht
Uber Basen, daher ist diese Sichtweise hier nicht mehr hilfreich.

© Wir voliziehen daher den nétigen Perspektivwechsel und nutzen zur
allgemeinen Definition S2E die universelle Abbildungseigenschaft.

/\ Statt einer expliziten Definition durch Konstruktion (wie etwa in S1A)
folgen wir der inneren Logik und den &uf3eren Zwangen und formulieren
eine implizite Definition durch eine charakterisierende Eigenschaft.

Das ist mathematisch gesehen der beste Weg: effizient und elegant.
Beim ersten Kontakt ist es ungewohnt und bedarf der Gewdhnung;
wie immer gelingt dies am besten durch aktive Eintbung.

Die elegante Definition S2E mittels UAE zieht sofort Arbeit nach sich:
Existenz und Eindeutigkeit missen anschlielBend noch gezeigt werden.
Auch mit diesen Konstruktionen tGben Sie Verstandnis und Anwendung.

Das Tensorprodukt und seine universelle Eigenschaft e
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Beispiel S2F: Polynommodell
Sei K ein kommutativer Ring. Wir betrachten U = V = K[X]| und
vergleichen zwei Produkte nach W = KX, Y] und Z = K[X]:

7 K[X]x K[X] = K[X,Y] : (u,v) = w(X)v(Y).

po KX x K[X]— K[X]  : (u,0) = u(X)v(X).

Das erste Produkt 7 hat die universelle Abbildungseigenschaft (S2G).
Wir wenden dies speziell auf das Konkurrenzprodukt . an:

UxV ——— s W Xiyd
bilinear \
Oing,,  31f 325'?, 1
© 3
7 Xt

Das zweite Produkt 4 faktorisiert eindeutig Gber - gemali p = f o 7.
Flr jedes solche f gilt f(X'Y7) = f(r(X? X)) = p(X?, X7) = X+,
Dank PLF (K1B) existiert f: W — Z: X'YJ — X'*J linear tber K.

© Wir rechnen gleich in Satz S2aG allgemein nach, dass unser Beispiel
7:U x V — W tatsachlich die universelle Abbildungseigenschaft hat.

Zur lllustration vergleichen wir 7 mit dem zweiten Produkt pn: U x V. — Z
und konstruieren explizit die lineare Abbildung f:W — Z mitu = for.

Alle Daten liegen explizit vor, daher gelingt uns diese Rechnung leicht:

Sowohl die Eindeutigkeit als auch die Existenz von f sind offensichtlich.
© Hinter diesem schén einfachen Beispiel steht ein niitzliches Prinzip
Uber jedem kommutativen Ring, insbesondere Uber jedem Korper:

Fir Raume mit Basis ist die universelle Abbildungseigenschaft S2
des Tensorprodukts &dquivalent zur universellen Basiseigenschaft S1B.

Der folgende Satz formuliert dies detailliert aus.
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Das Prinzip der bilinearen Fortsetzung e

Satz S2aG: Prinzip der bilinearen Fortsetzung
Gegeben seien Ringe R, T sowie lineare Rdume U und V, und ;..

(1) Gegeben seien Basen (u;);er von U und (v;);es von V sowie eine
beliebige Familie (w; ;) jyerxs in W, die Gram—Matrix. Dann existiert
genau eine bilineare Abbildung 7:U x V' — W : (u;,v;) — wj ;, n@mlich

T( Z iU, Z thj > = Z T wm- tj

iel jeJ (4,5)eIxJ

fiir alle Linearkombinationen mit Koeffizienten » € RY) und ¢t € 7).

(2) Sei zudem R = T kommutativ und U, V, W linear Uber R (S2B).
Genau dannist 7: U x V — W ein Tensorprodukt, erfullt also die
universelle Eigenschaft S2E, wenn (w; ;) (; j)erxs €ine Basis von W ist.

/\ Warnung vor Missverstandnis: Ist 7: U x V — W bilinear, so bildet 7
die Basisvektoren (u;,0) und (0,v;) von U x V alle auf 0 in W ab.

Beweis: (1a) Eindeutigkeit: Sind 7,7": U x V. — W : (u;,vj) — w;

bilinear, so folgt 7 = 7/, denn fur alle w = >, rju; und v = Zj vt; gilt:
(i, Yo vits) = 3 i (ua vty = 3, riwi gt

= Zz Zj TZ'T/(UZ', Uj)tj 4 T/(Zi iUy, Zj thj)

(1b) Existenz: Diese Formel definiert eine Abbildung 7:U x V — W,
sie erfullt (u;, vj) — w; ; far alle (i,7) € I x J und ist (R, T)-bilinear.

>

(2a) ,«<=": Sei (wi ;) jyerxs €ine Basisvon W. Sei p:U x V — Z
bilinear. Dank PLF (K1B) existiert genau eine R—lineare Abbildung
fW — Zmit f(w; ;) = p(ui, v5). Dank (1a) gilt dann = for.

(2b) ,="“: Angenommen 7:U x V — W erflllt die UAE (S2E).

Der R-lineare Raum W’ = R*Y) hat die R-Basis (e;,;) (i jyerx.-
Dank (1b) existiert 7/: U x V. — W': (u;, vj) — e; ; bilinear Gber R.
Dank (2a) ist 7’ ein Tensorprodukt, erflllt also ebenfalls die UAE.

~

Der folgende Satz konstruiert den R—Isomorphismus f': W/ = W mit
7= f'o7’. Somit ist (’LUZ'J = f/(ei,j))(i,j)elxj eine R—Basis von .

Das Tensorprodukt ist eindeutig bis auf Isomorphie. e

Das Tensorprodukt ist eindeutig bis auf Isomorphie. -

w Eindeutigkeit trotz Wabhlfreiheit:
Alice und Bob konstruieren ihre
[ Tensorprodukte wie sie mdgen.
Je zwei Tensorprodukte lassen
W’ sich eindeutig Ubersetzen.

Satz S2H: Eindeutigkeit des Tensorprodukts
Gegeben seien Ringe R, S, T sowie lineare Raume ,Ug und V. .

Dann sind je zwei Tensorprodukte 7:U x V — Wund 7/:U x V — W'
eindeutig isomorph: Es existiert genau ein (R, T")—lsomorphismus
(f, f):W=2W' firden 7 = forund = f o7 gil.

Far das Tensorprodukt von U, V Uber (R, S, T') schreiben wir fortan

Q:UxV=2URsV : (u,v) »u®w.

Wir schreiben kurz U ® V, falls der Ring S aus dem Kontext hervorgeht.

Beweis: Wir konstruieren (f, /') durch vierfache Anwendung der UAE:

B W i} w ~ w’
UxV a3 UxV dw||l9 UxV idy || g’

w’ W w’
(a) Dank der UAE des Tensorprodukts 7 angewendet auf 7/ existiert
genau eine (R, T)-lineare Abbildung f:W — W' mit7’' = for.

(b) Dank der UAE des Tensorprodukts 7/ angewendet auf + existiert
genau eine (R, T)-lineare Abbildung f': W' — W mitT = f o 7.
(c)Firg=f'of:W - WgitgoT =7 =idy or, also g = idy

dank Eindeutigkeit / UAE des Tensorprodukts = angewendet auf 7.
(d)Flirg' = fof' W — W'qilt ¢ o7 =7/ = idy o7/, also ¢’ = idy~
dank Eindeutigkeit / UAE des Tensorprodukts 7/ angewendet auf '.
Somit gilt ' o f = idy und f o f' = idy~, also (f, f/): W = W'.
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Erinnerung: die Rechenregeln fir Tensoren

Gegeben seien Ringe R, S,T und lineare Rdume Uy und (V- .

Wir wissen, dass das Tensorprodukt U @ V' eindeutig ist, genauer:

Je zwei Tensorprodukte sind eindeutig isomorph. Wir wollen nun die
Existenz eines solchen Tensorprodukts zeigen. Hierzu missen wir eine
Konstruktion durchflihren. Zuvor erinnern wir uns nochmal an unser Ziel:

(1) Wir nennen @ : U x V. — W ein Produkt, falls gilt:
(u+d)Y@v=uv+u v,
u@+v)=uRv+uxr,

(uss)@V=u® (s+v)

(reu)@v=r-(u®v),
u® (vet) = (u@v)-t,

fir alle Vektoren u,v' € U, v,v" € V und Skalarer € R, s S,t € T.
(2) FUr ein Tensorprodukt fordern wir genau diese Eigenschaften,
doch sonst keine weiteren, also tberflissigen Relationen (UAE).

© Das ist die Forderung der universellen Abbildungseigenschaft!
Genau so wollen wir daher in der folgenden Konstruktion vorgehen.

Satz S21: Existenz des Tensorprodukis
Zu (U,V) Uber (R, S, T) existiert ein Tensorprodukt 7:U x V' — W.

Dieser abstrakte Existenzsatz ist zwar beruhigend, doch fir sich alleine
noch langst nicht so hilfreich, wie wir es gerne hatten und benétigen.

Hermann Weyl schrieb hierzu in seinem Artikel Uber die neue
Grundlagenkrise der Mathematik 1921 die weisen Worte:

Ein Existenzsatz verkiindet
das Vorhandensein eines Schatzes,
ohne jedoch zu verraten, an welchem Ort. |[...]
Nicht das Existenztheorem ist das Wertvolle,
sondern die im Beweise gefiihrte Konstruktion.

© Die folgende Konstruktion erlaubt uns, den Schatz zu heben!
Sie liefert eine explizite Prasentation durch Erzeuger und Relationen,
und erlaubt uns damit eine genauere Untersuchung der Feinstruktur.

Existenz des Tensorprodukts durch explizite Konstruktion o
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Existenz des Tensorprodukts durch explizite Konstruktion

Satz S2I: Existenz des Tensorprodukits
Zu (U, V) Uber (R, S, T) existiert ein Tensorprodukt 7: U x V' — W. \

Wir betrachten die Menge U x V aller Paare (u,v) mitu € Uundv € V.
Sei F = ZU*Y) der Z-lineare Raum mit Basis U x V: Jedes Element
o € F ist eine Z—Linearkombination o = o1 - (u1,v1) + -+ 4+ op - (un, vp)
von Paaren (u;,v;) € U x V mit Koeffizienten o; € Z. Hierin setzen wir
(u+u',v) — (u,v) — (u',v) |u,u’ €U
G := < (u,v +0") = (u,v) — (u,v') |v,0" €V > <F
(ues,v) = (u,s+v) sesS Z
(0) Wir erhalten die Quotientenabbildung ¢: F' — W := F/G:0 + [o].
(1) Die abelsche Gruppe W wird zu einem (R, T")—linearen Raum durch
ct RXW =W : re[(u,v)] = [(ru,v)],
W XT - W : [(u,v)]t =[(u,v-1)].
(2) Damitist 7: U x V — W: (u,v) — u ® v := [(u,v)] ein Produkt
(8) und erfullt zudem die universelle Abbildungseigenschaft S2E.

© Wir préasentieren hier W = F/G durch Erzeuger und Relationen:
Dazu beginnen wir mit einem freien Objekt F', ohne jegliche Relationen,
und erzwingen die gewlnschten Relationen G durch Quotientenbildung.

/A Wir miissen nun noch sorgsam und geduldig nachrechnen,
dass diese Konstruktion das gewlinschte Ziel tatsachlich erreicht.
Genau dies ist Gegenstand des folgenden Beweises.

© Das ist eigentlich Routinearbeit — nachdem man es ein paar Mal
durchexerziert hat. In diesem Zusammenhang schrieb Hermann Weyl:

Nicht im Beweis einer gegebenen Konstruktion,
sondern in der Erfindung der Konstruktion liegt
in den meisten Fdllen die eigentliche Schwierigkeit.

Da dieser routinierte Nachweis fir Sie eine der ersten Gelegenheiten ist,
und Sie genau diese Sorgfalt und Routine erst noch erlernen sollen,
maochte ich hier ein gutes Vorbild geben und dies fiir Sie vorfihren.
Zudem konnen wir so Verstandnisschwierigkeiten klaren.
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Existenz des Tensorprodukts durch explizite Konstruktion

Lésung: (1) Auf F' = ZY*V haben wir die Linksoperation

re(u,v) =

Flr jeden Skalar r € R gilt r« G C G, denn dies gilt auf den Erzeugern:

«:RxF—F: (reu,v).

rel(u+u,v) = (u,0) — (W, 0)] = (reutreu,v) = (reu,v) — (r-u,v)
rel(u,v+ ") — (u,v) — (u, )] = (rew,v+0) — (reu,v) — (r-u,v)
ref(u-s,v) = (u,sv)] = ((reu)+s,v) = ((r-u),s-v)

Somit erhalten wir auf W = F'/G die wohldefinierte Linksoperation

7 [(u, 0)] = [(reu,v)].

Ebenso operiert der Ring 7" von rechts auf W = F'/G vermdge

v)]+t = [(u,v-1)].
Damit ist W ein (R, T)—Modul: Rechnen Sie es nach!

st RxW =W

W xT W [(u,

(1a) Die Linksoperation «: R x F' — F:r+(u,v) =
(u,v)
Demnach folgt fir-: R x W — W ebenso

Lg [(u, v)] = [(u, v)] (rer) = [(u,v)] =7+ (r" - [(u,0)]).
Die Operation ist zudem links-distributiv auf F', also auch auf W:
relo]+r-o]

Die Operation ist nicht rechts-distributiv auf ', sondern erst auf W:

(reu,v) erfallt

1« (u,v) = und  (r-7') e (u,v) =7 (1"« (u,v)).

und

relo+d=[reoc+r-d|=[r-o]+r-o]=

(r+7")[(u,v)] = [(reu-+1"-u,v)]

[(rew, )] + [0 w,0)] = 7+ [(w,0)] + 77+ [(u, V)]
(1b) Far die Rechtsoperationen «: F' x T' — F': (u,v) <t = (u, v+ t)

und «: W x T — W :[(u,v)] «t = [(u,v+t)] gilt entsprechend dasselbe.
(1c) Beide sind kompatibel, offensichtlich auf F', somit auch auf .

Existenz des Tensorprodukts durch explizite Konstruktion =

Existenz des Tensorprodukts durch explizite Konstruktion oo

@)Unser7:U xV — W :(u,v) — u®wv:= [(u,v)] ist ein Produkt:
Far alle u,v' e U,v,v" € V,r € R, s € S, t € T gilt nach Konstruktion
(u+d)@v=uv+u v,
u@W+v)=uv+ue,
(uss) @V =u® (s+v).

(reu)@v=r-(u®v),
u@ (vet) = (u®v)-t,

(3) Unser Produkt = hat die universelle Abbildungseigenschaft S2E:

T

UXxV —— W
bilinear \

| =

b///,7e Ellf } i

12 N

Z

Sei u:U x V — Z ein weiteres Produkt. Wir zeigen, dass genau
eine (R, T)-lineare Abbildung f: W — Z mit u = f o T existiert.

(3a) Eindeutigkeit: Vorgelegt seien f,g:W — Zmityu= for=gor,
also f(u®v) = f(r(u,v)) = g(7(u,v)) = g(u @) fir (u,v) € U x V.
Daraus folgt f = g, denn W wird erzeugt von (u ® v)yv)erxv (K1A).

v, F

&u«
\\2
M H!N
\% T w
Z

(3b) Wir nutzen F = Z(U*V) mit Basis U x V lber Z. Dank PLF (K1B)
existiert genau eine Z-lineare Abbildung p: F' — Z: (u,v) — u(u,v).
Da . ein Produkt ist, gilt ker(p) O G. Demnach induziert p die Z-lineare
Abbildung f: W — Z mit p = f o ¢ (I12E). Somit gilt f(u ® v) = p(u,v)
fir alle w € U und v € V. Insbesondere ist f damit linear tber (R, T),
denn f(re(u®uv)t) = p(reu,vet) =rep(u,v) st =r«fu®uv)t
Homogenitat qilt flr alle einfachen Tensoren, also fur alle Tensoren.

U x
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Die einfachen Tensoren erzeugen den Tensorraum.

Korollar S2J4: Einfache Tensoren erzeugen alle Tensoren.
Vorgelegt seien Ringe R, S, T sowie lineare Raume ,Ug und ¢V, .
(1) Die einfachen Tensoren u ® v erzeugen den Tensorraum U ®@g V.

Jeder Tensor w € U ®g V ist eine endliche Summe w = Y%, ux ® vg
einer Lange ¢ € N mit Faktoren uy,...,up € U und vy,...,vp € V.

Beweis: (1) Dies folgt aus der Konstruktion von Satz S21I.

/\ Diese Darstellung von w ist im Allgemeinen nicht eindeutig!
/\ Nicht einmal die Lénge ¢ dieser Summe ist eindeutig!
w=u®v=(u+u) ® (v1 + v2)
=(u1 ®v1) + (U ®v2) + (U2 ®v1) + (U2 ® v2).
© Minimale Lange ¢ = 0 entspricht dem Nullelement w =0in U @4 V.
© Minimale Lange ¢ = 1 entspricht einfachen Tensoren w = u ® v # 0.

Zuw € U ® V ist der Tensorrang rang(w) die Minimale Lange ¢ € N
aller Summendarstellungen w = _%_, ux ® v, durch einfache Tensoren.

Korollar S2J: Einfache Tensoren erzeugen alle Tensoren.

(2) Angenommen, (u;);cr erzeugt U Uber R und (v;),cs erzeugt V'
Uber T', dann wird der Tensorraum U ®g V' Uber (R, T) erzeugt von

(u; ® i) (i j)erxJ-

Jeder Tensor w € U ®g V ist eine Summe w = 3%, rpui, © vj, ti
mit endlicher Léange ¢ € N sowie rq,...,r, € Rund tq,...,t; € T.

Beweis: (2) Gemal (1) ist jeder Tensor w € U ®g V eine Summe
einfacher Tensoren u ® v. Dabei gilt u = Z%Zl Tmli,, Mitr, € R
und v = Zﬁle Vj tn Mitt, €T, AlSOu®@v =3 rmi, ®vj,ty.

© So konstruieren wir geeignete Erzeugendensysteme von U ®@g V,
am besten mdglichst kurz und somit effizient fir unsere Rechnungen.

© In glinstigen Fallen erhalten wir sogar eine Basis (S2G),
insbesondere Uber einem kommutativen Ring R =S =T.

Universelle Eigenschaft, Eindeutigkeit und Existenz -
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Universelle Eigenschaft, Eindeutigkeit und Existenz

Das Tensorprodukt illustriert ein allgemein sehr nttzliches Vorgehen:
1 Die universelle Eigenschaft S2E prazisiert, was wir eigentlich wollen.
2 Die Eindeutigkeit S2H zeigt, dass unser Ziel damit charakterisiert ist.
3 Die Konstruktion S2i zeigt, dass/wie unser Wunsch erfillbar ist.

Damit verfigen wir Uber zwei sich erganzende Werkzeuge:

© Die Prasentation F/G ist konkret, leider meist schwer zu nutzen.

© Die universelle Eigenschaft ist abstrakt, dafiir meist leicht zu nutzen.
Mathematische Objekte (wie lineare Rdume, ...) lassen sich meist am
besten verstehen und nutzen, wenn wir beide Sichtweisen anwenden:

intern, konkret, Rechnen mit Elementen (Basen, Matrizen, ...) und
extern, abstrakt, mit Abbildungen (Homomorphismen, PLF, ...).

Je nach Anwendung nutzen wir mehr die eine oder die andere, meist
jedoch benétigen Sie beide Sichtweisen flr die erfolgreiche Lésung.

Mathematische Objekte betrachten wir oft auf diese zwei Arten,

da sie zueinander komplementar sind und sich wunderbar erganzen.
Das gilt nicht nur, aber ganz besonders fir algebraische Objekte, wie
Monoide und Gruppen, Ringe und Kérper, oder hier lineare Raume:

Objekt X mit Morphismen
externe Eigenschaften von X
Beziehung zu anderen Objekten
Verhalten, Semantik, Axiome
Was tut X? Was leistet X flir uns?
abstrakt und angewandt
bequeme Bedienungsanleitung
universelle Eigenschaft
Definition = Eindeutigkeit

Menge X mit Struktur
interne Beschaffenheit von X
Beziehung zwischen Elementen
Datenstruktur, Implementierung
Was ist X? Wie ist X aufgebaut?
konkret und theoretisch
explizite Bauanleitung
Erzeuger und Relationen
Konstruktion = Existenz
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Satz S2k: Assoziativitat des Tensorprodukts

Gegeben seien drei lineare Raume pUg und gV und . W, .

(0) Genau wie fir zwei Faktoren (U, V') bzw. (V, W) erklaren

wir auch flr drei Faktoren (U, V, W) das Tensorprodukt:
T:UXVXWo>UQsVrW

(1) Hierzu existieren eindeutig die natirlichen (R, @)—Isomorphismen

(U s V) @0 W U®s (VerWw),

= UsVerw
(u®v) ®w = u® (v®w).

UR VW =

Die Eindeutigkeit ist klar (K1A), denn die einfachen Tensoren erzeugen
den Tensorraum (S2J). Die Existenz der ersehnten Abbildungen muss
jedoch sorgsam nachgewiesen werden, und zwar durch Konstruktion!

/\ Wir kdnnen nicht einfach irgend etwas auf den einfachen Tensoren
vorschreiben, sondern missen zudem auch alle Relationen erfillen.
Ein drastisches Gegenbeispiel ist das No-Cloning-Theorem S1E!

Aufgabe: Beweisen Sie die Existenz durch Konstruktion dank UAE!

(UXV)XW:/>UXVXW<~:>UX(VXW)

TU’VXidWi

J(idU XTV,W

UesV)x W U x (V@r W)

- /\ /\ [

UsV)Re W ——— —> URsgV @rW &——= <— U®s (VarWw)

Z r

Wir haben (ay,a)): (U X V) x W =U xV x W:((u,v),w) 2 (u,v,w).

Die Komposition p = mygyw o (to,v x idw) o & ist (R, S, T, Q)—trilinear,

induziert dank UAE also o) :u @ v ® w — (u ® v) ® w, wie ersehnt.

Die Komposition ¢ = myy,w o @ ist (R, S, T)—bilinear in U x V, induziert

dank UAE also r. Letzteres ist (R, T, Q)-linear, induziert dank UAE also
(u ®v) @ w — u®v®w, wie ersehnt. Demnach gilt o, o ay = id und

ay o oy, = id auf den einfachen Tensoren, also auf allen Tensoren (S2J).
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Assoziativitat des Tensorprodukts

Ausfihrung

Wir diskutieren vertraute Rechenregeln, hier fir das Tensorprodukt:
Assoziativitat, Kommutativitat, Neutrales und Distributivitat.

Unter diesen ist die Assoziativitat die aufwandigste; wir fihren sie
detailliert aus, die weiteren Rechnungen sind dann leichtere Ubungen.
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Satz S2L: Kommutativitat des Tensorprodukis
Gegeben seien Ringe R, S,T und lineare Raume U, und gV .
(1) Ist R = S = T kommutativ, so haben wir den Isomorphismus

URsV=2VRsU : u®@v'zv®u.
(2) Zu gegebenen Anti-Involutionen auf R, S, T haben wir ebenso
UesV2VesU :uuv'zv®u.

Typische Anwendungsbeispiele dieses allgemeineren Falls sind

die Konjugation auf C oder H oder die Transposition auf Matrizen.

Aufgabe: Konstruieren Sie diese Isomorphismen dank UAE.

Loésung: Es gendgt statt (1) gleich den allgemeineren Fall (2) zu zeigen.
Die Konstruktion verlauft von oben nach unten in folgendem Diagramm:

o
UxV X

<

Q\

<\
®
Q

Neutrales zum Tensorprodukt
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Satz S2M: Neutrales zum Tensorprodukt
Gegeben seien Ringe R, S,T und lineare Rdume Uy und (V- .
Dann wirkt der Raum ¢S neutral bezlglich des Tensorprodukts:

URsS=2U :u®s'uss
SRsVEV :sQuims.v

Aufgabe: Konstruieren Sie diese Isomorphismen dank UAE.

Loésung: Die Konstruktion verlauft von oben nach unten:

UxS

U®sS ﬁ U Vv i S®gV
w w

Zum (R, S)-linearen Raum U ist die Skalarmultiplikation von rechts
f:U xS — U:(u,s)— u-s bilinear Ober (R, S, S). Dank UAE S2E
induziert sie die (R, S)—lineare Abbildung 11: U ®g S:u® s+ u-s.
Umgekehrtist auch i/ :U — U ®¢ S:u — u ® 1g linear Gber (R, S),
dennesgilt i/ (reu) = (r-u) ® lg =r-(u®lg) =r+pu (u) und
pues)=(us)®@lg=u®s=p(u)-sfiruelU,r e R, seS.
Nach Konstruktion gilt 1/ o = id und p o ¢/ = id auf den einfachen
Tensoren, also auf allen Tensoren (S2J).
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Satz S2N: Distributivitéat des Tensorprodukts

Gegeben seien Ringe R, S, T und lineare Raume ,(U;)g und ¢(V;)

(1) Dann ist das Tensorprodukt distributiv Gber die direkte Summe:

(o) VU, eV)® U0V)
Ue(MioV)=({UsW)e(UsV)

(2) Dies qilt ganz allgemein sogar fur beliebige direkte Summen:
(Bic1 Vi) ® (DBjes Vi) = BiijersUi®Vs)
Z(i,j)e]xj(ui ®v;) & Z(i,j)eIxJ(ui ® vj)

Alle Tensorprodukte werden hier Uber dem mittleren Ring S gebildet.

Ich schreibe statt ®¢ lieber ®, um die Symmetrie zu & zu betonen.
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Eigenschaften des Tensorprodukts
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Eigenschaften der direkten Summe enaverning| | Eigenschaften der direkten Summe Erléuterung
Ubung: Auch die direkte Summe (U, V) — U @ V ist bis auf Isomorphie

assoziativ und kommutativ, und der Nullraum 0 ist beidseitig neutral.

Eigenschaften der direkten Summe Erauiorang Eigenschaften der direkten Summe Erauiorang
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Satz S20: Funktorialitat
(0) Sei f:U — U’ linear Gber (R, S) und g:V — V' linear Uber (S, T).
Dann induzieren f und g eine eindeutige (R, T)—lineare Abbildung

fRg:URsV=2U sV :u®ve f(u)g(v).

Beweis: Die Konstruktion nutzt die universelle Eigenschaft S2E:

h: (u,0)=(f (u),g(v))

UxV » U x V!

\‘\

R B

0 =

= <,

L 4

¢ g
UV fBg:usv fSI) T o {/,

Die Komposition 7’ o h ist bilinear Gber (R, S, T') und induziert dank

idy ® id Lo !
UV #; UssV —120 . v as v L20, prag v
dygv \_/

(f'@g')o(feg)

Satz S20: Funktorialitat

(1) Fur die Identitaten qilt idy ® idy = idygy -

(2) Seien f:U — U’ und f":U’" — U" linear Uber (R, S)

sowie g:V — V' und ¢': V' — V" linear uber (S,T). Dann gilt:

(ffegd)o(feg = ofle(doyg)

Aufgabe: Was ist hier zu zeigen? Zeigen Sie es!

Lésung: Die beiden (R, T')-linearen Abbildungen links und rechts sind
bereits konstruiert, wir miissen sie nur noch vergleichen. Die Gleichheit
gilt auf den einfachen Tensoren, also auf allen Tensoren (S2J).

der UAE von 7 die ersehnte (R, T')—lineare Abbildung f @ g.
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Das Kronecker—Produkt von Matrizen
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Definition S2P: Kronecker—Produkt
Fir A € R™>*™ und B € R"*" definieren wir das Kronecker—Produkt
ai1B ... a1mB
A® B := : c & Jalow'e Jsmm),
am/',lB ... am/:mB

Ausgeschrieben bedeutet das:

Ubung: Es gibt Spezialfille, in denen das Kronecker—Produkt gleich
dem Ublichen Matrixprodukt ist. Welche sind das? (Matrixmodell S1¢)

Satz S2pP: Kronecker—Produkt

Sei R = S = T kommutativ, A = (uy,...,uy) eine Basis von U und
B = (v1,...,v,) eine Basis von V. Dank S2G erhalten wir daraus die
Produktbasis A @ B = (41 @ v1,...,U1 @ Upy ..oy U @ V1, ..oy U @ Up).

Fir Basen A’ = (u},...,u} ) von U und B’ = (v},...,v),) von V'
[ a11bin ... aiabin .. aimbii ... aimbin | nutzen wir ebenso die lexikographische Ordnung fiir die Produktbasis
: : A @B =@ @v,..., v ®v,,...,u, Qup,...,u_, Qul,).
a1pbp 1 oo aabpn oo @mbpa . Glmbun Fir je zwei R—lineare Abbildungen f:U — U’ und g:V — V’ gilt dann:
A®B = A'RB Al '
® Miss (f ®9) = MA'(f) ® M3 (g)
am/71b171 e am/,lbl,n RN am/7mb171 e am/,mbl’n
: : © Damit haben wir fir f ® ¢ eine konkrete Darstellung als Matrix.
Far Matrizen haben wir unsere bewahrten, effizienten Werkzeuge.
_am/71bn/71 ce am’,lbn’,n ce am/’mbn/J ce am’,mbn’,n_
. S255 . S256
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Ubung: Esgilt A® (B®C)=(A® B)® C aberi.A. A® B+# B® A;
Gleichheit gilt nach geeigneter Permutation der Basis (Zeilen&Spalten).

Bei Transposition gilt (A ® B)T = AT ® BT, bei gleicher Reihenfolge!

Beim Kronecker—Produkt erflllt die Spur tr(A ® B) = tr(A) - tr(B).

Fir A e K"™*™und B € K™ gilt det(A ® B) = det(A)™ det(B)™.

Fur die Spektren gilt: Aus o(A) = {\1,..., \ntund o(B) = {u1,. .., tn}
folgtc(A® B) ={ \ipj |i=1,...,m,j7=1,....,n}

Fur die zugehdrigen Eigenrdume gilt E(4; \) @ E(B; u) € E(A® B; Au),
somit git E(A® B;v) 2 @AH:V E(A; ) ® E(B; i), aber i.A. nicht ,C*.
Gegenbeispiel: Wir betrachten A = B = [{ 1 ]. Dann ist neben e; ® ¢;
auch e; ® ea — ez ® e ein Eigenvektor von A ® B zum Eigenwert \2.
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Definition S2Q: multilineare Abbildung und interner Ausgleich

Sei R = (Ry, Ry, ..., Ry,) eine Familie von Ringenund U = (Uy,...,U,)
T = gy(U1)gr, ® g, (U2)R, ® - ® g,_,(Un)g,- eine Familie linearer Rdume Uber R, wobei U; linear Uber (R;_1, R;) ist.
Sei pu: [[;, Ui — W eine Abbildung in einen (Ry, R,,)-linearen Raum.

Genau wie fir zwei Faktoren erklaren wir das n—fache Tensorprodukt

Gegeben seien hierzu Ringe Ry, Ry, R, ..., R, und lineare Rdume . . . e -
UL, Us, ..., Un, wobei U linear tiber (R;_1, R;) ist, wie oben vermerkt. (1) Wir nennen p multiadditiv, falls ¢ additiv in jedem U ist:
Ubung zur Wiederholung: Formulieren Sie die Definitionen S2b / S2E pCoyui gy ) =ty ) (g, )
und die anschlieBenden Séatze fir das mehrfache Tensorprodukt. (2) Wir nennen 1 multihomogen tiber R = (Ry, ..., Ry,) falls gilt:
© Alle Definitionen und Satze verlaufen parallel zum vorigen Fall n = 2. _

M(TO'U17U/2"'~7U/TL) _TO'M(ULU‘Q:"'aun)
Warum, so fragen Sie, habe ich das nicht gleich allgemein ausgefihrt? (e s o T Wigt, ) = e Ui T Ui, - )
Nun ja, beim ersten Durchgang kostet schon der einfachste Fall n = 2 _

(UL e U1y Uy o T) = (UL, e ey Up—1, Up ) * Ty

die wissbegierig Lernenden viel Mihe, und die zusatzliche Schreibarbeit
flr den allgemeinen Fall n € N ist dabei nur Ballast ohne Mehrwert. in jeder Stelle 4, fur alle Skalare r; € R; und Vektoren u; € U;.

© Beim zweiten Durchgang ist der allgemeine Fall dann leicht, daher I () emel (), €0 monme e o LUz i e

formuliere ich die Ausfiihrung als lehrreiche Ubung zur Wiederholung. Mulg(U; W) = { pu: [T\, U; — W multilinear tiber R }

S259 S260
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Beispiel: Gegeben sei ein kommutativer Ring R und lineare Raume Definition S2R: das mehrfache Tensorprodukt

Ui,...,U,, W Uber R (S2B). Wir betrachten eine n—stellige Abbildung Sei R = (Ry, ..., R,) eine Familie von Ringenund U = (U4, ...,U,)
eine Familie linearer R&ume, wobei U; linear Uber (R;_1, R;) ist.

(1) Ein Produkt p: []"_, U; — Z ist eine R—multilineare Abbildung.

Genau dann ist » multihomogen tber (R, R, ..., R), wenn gilt: (2) Ein Tensorprodukt von U Uber R ist ein Produkt 7: [/, U; — W
mit der folgenden universellen Abbildungseigenschaft:

/LZU1XU2X"-XUTL—>W

p(oosreui, ) =reop(oo ug,...)

in jeder Stelle ¢, fr alle Skalare » € R und Vektoren u; € U;. U X Un P4
. ) /UU/[////;@a E'f i %
Ubung: Beweisen Sie diese Aquivalenz (zun&chst firn =2,3,...). - v

Z

© Uber jedem kommutativen Ring R erhalten so den vertrauten Begriff
der Multilinearitat, wie wir ihn etwa von der Determinante (L2A) kennen.

/\ Fir nicht-kommutative Ringe miissen wir behutsamer vorgehen.
Hier ist die oben formulierte Definition S2D bzw. S2a die richtige.

© Im kommutativen Fall stimmen beide Definitionen tberein. ®Z : Homgy g,)(W,Z) = Mulg(U; Z) : f>p=for.

Jedes Produkt 1 : []7, U; — Z faktorisiert eindeutig tber 7:
Es gibt genau eine (Ry, R,,)-lineare Abbildung f: W — Z mitu= for.
Diese Forderung ist &quivalent zur Bijektivitat der nattrlichen Abbildung
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Satz S2s: Prinzip der multilinearen Fortsetzung

Seien Uy, ...,U,, W lineare Raume lGber dem kommutativen Ring R.
Zui=1,...,nsei(u;;)jcs, €ine Basis von U; sowie (w;);ecs €ine
beliebige Familie in W, indiziert durch J = J; x - - X J,.

(1) Dann existiert genau eine R—multilineare Abbildung

T:Uh x---xU,—>W: (uljjl,...,un7jn)»—>wj1 77777 Gns namlich
T( : )\17j1u17j17 Tt : : Anvj’ﬂunr.jn > - S )\1’-71 T Anvjnw]‘

fiir alle Linearkombinationen mit Koeffizienten \; € R\ firi =1,...,n.

(2) Genau dann ist 7 ein Tensorprodukt, erfiillt also die universelle
Abbildungseigenschaft S2E, wenn (w;);e.; eine Basis von W ist.

Ubung: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Satz S2G.
SchlieBen Sie daraus das folgende schéne Anwendungsbeispiel.

Beispiel S2T: Polynommodell des mehrfachen Tensorprodukts

Sei K ein kommutativer Ring. Wir betrachten U; = - - - = U,, = K[X]
und hierzu die vertraute Polynommultiplikation

7 K[X] % x K[X] = K[X1,. .., X
(U, . ytn) = up(X1) - un(Xp).

Dieses Produkt = hat die universelle Abbildungseigenschaft (S2s).

Satz S2u: Eindeutigkeit des mehrfachen Tensorprodukts

Sei R = (Ry,..., R,) eine Familie von Ringenund U = (U4, ...,U,)
eine Familie linearer Rdume, wobei U; linear tber (R;_1, R;) ist.

Dann sind zu diesen Rdumen je zwei Tensorprodukte 7: [, U; — W
und 7’: [[i, U; — W’ eindeutig isomorph: Es existiert genau ein

(Ro, Ry,)—-lsomorphismus (f, f/):W =2 W' mit7 = forund 7= f'o7'.

Ubung: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Satz S2H.
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Satz S2v: Existenz des mehrfachen Tensorprodukts

Sei R = (Ry, ..., R,) eine Familie von Ringenund U = (Uy,...,Uy)
eine Familie linearer R&ume, wobei U; linear Gber (R;_1, R;) ist.

Zu U Uber R existiert ein Tensorprodukt 7: [, U; x V. — W.

Ubung: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Satz S21.
Aus dieser langlichen, aber expliziten Konstruktion folgt sofort:

Korollar S2w: Einfache Tensoren erzeugen alle Tensoren.

Die einfachen Tensoren u; ® - - - ® u,, Mit uy € Uy, ..., u, € U, erzeugen
den Tensorraum U; ® - - - ® U,,. Ausfihrlich bedeutet das:

Jeder beliebige Tensor w € U; ® - - - ® U, ist eine endliche Summe
w=3"4_ Ui, ® - ®u,y, mit einer gewissen Lange ¢ € N und
geeigneten Faktoren u; , € U; firi=1,...,nund k=1,... (.
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Beispiel S3A: Reellifizierung und Komplexifizierung
(1a) Jeder C—Vektorraum V- wird zu einem R—Vektorraum V3 durch
Einschrankung der Skalare von C zu R, also die Einschrankung von

:VxC—=V zZu e VXR—=V.

(1b) Ist (v;),cs eine C—Basis von V, soist (v; + 1,v; +1);c €ine
R—-Basis von V. Flr die Dimensionen folgt dimg (V') = 2 dim¢(V).

(1c) Jede C—lineare Abbildung f:V — V' ist auch R—linear.

(2a) Zu jedem R—Vektorraum Uy erhalten wir den C—Vektorraum

V’j = U‘lj ®R f;(C: 0

(2b) Ist (u;)es €ine R—Basis von U, soist (v; = u; ® 1)c €ine
C-Basis von V. Fur die Dimensionen folgt dimg (U) = dim¢ (V).

(2c) Jede R-lineare Abbildung fi : Ur — U/, induziert eine zugehdrige
C—lineare Abblldung gc = fr®ide: Ve = Urp Qr Cec — UY Rr Cc = Vf

Die Ubergang von C nach R ist leicht, hier geniigt die Einschrénkung.
Umgekehrt ist die Erweiterung von R nach C keineswegs offensichtlich!

Warum wollen wir das? Der Kérper C hat bessere Eigenschaften,
insbesondere zerfallt jedes Polynom Uber C in Linearfaktoren.

Diesen Trick haben wir daher schon oft angewendet, mangels
allgemeiner Werkzeuge jedoch zunachst noch recht umstandlich:

Wir stellen fr :Ur — U], als eine reelle Matrix A € R™*™ dar,

und betrachten diese dann als eine komplexe Matrix A € C™*".

Hier sehen Sie nun, was wirklich dahinter steckt: Mit dem Tensorprodukt
kdnnen wir die Komplexifizierung allgemein und basisfrei erklaren!

So erhalten wir nicht nur die komplexifizierte Matrix, sondern auch die
C-lineare Abbildung gc = fr ®idc: Vi = U ®g Co — UL ®g Co = V.

Dieser Trick funktioniert allgemein fir jede Ringerweiterung S < R.
Dies fuhrt uns zum folgenden allgemeinen Satz.
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Erweiterung des Grundrings Die Erweiterung des Grundrings ist funktoriell. Erlauterung
Satz S3B: Erweiterung des Grundrings U idy I f U f! U
Seien S < R Ringe und U ein (rechts)linearer Raum Gber S. -
(1) Die Erweiterung der Skalare ergibt einen linearen Raum Uber R: Tt
idy ®id
Vi = (Us) ®3 (R UesR == Uos R —— U'®s R L2, gr e R
) S 1 id UR®R

(2) Wir haben die nattrliche S—lineare Abbildung (i.A. keine Einbettung)

id ® inc

1 Us 5 Us®Q® S ——Us®@®<R=Vp :u—v=u® 1pg.

(8) Freie Rdume bleiben frei: Ist (u;);c; eine Basis von Us Uber S,
dannist (v; = u; ® 1r);cs €ine Basis von V}; Uber R, und ¢ ist injektiv.

(4) Jede S-lineare Abbildung fs:Us — U’ induziert eine zugehdrige
R-lineare Abbildung gr = fs ® idr:Vr = Us ®s Rp — U, ®s Rr = V.

(5) Die darstellenden Matrizen sind dieselben in S™*™ < R™*",

Dasselbe gilt entsprechend fir linkslineare Raume.

(f'®idr)o(f®idr)=(f'of)®idr
Satz S3B: Die Erweiterung des Grundrings ist funktoriell.
(6) Fur die Identitat idy : U — U qilt
idy ®idg = idygr =idy : V = V.
(7)Fir f:U - U'und f':U" — U" und f' o
(f' ®idr) o (f®idRr) = (f o f) ®idg.

f:U = U"qilt

Ubung: Alle Daten liegen explizit vor. Rechnen Sie es nach!
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Tensorieren mit Q

Aufgabe: Welche Q—-Dimension hat Z @7z Q? allgemein (Z/n) @z Q?

Satz S3c: Tensorieren mit Q
(1) Dank S2Mm haben wir den Isomorphismus

Z®7Q=Q : (a®b) — abd.

(2) Fur alle n € N>; hingegen gilt

(Z/n) ®2Q =0.

Beweis: (2) Die einfachen Tensoren erzeugen den Tensorraum (S2J)
und [a) @ b= [a] ® (n+b/n) = ([a] +n) @ (b/n) =0& (b/n) = 0.
Anwendungsbeispiel: Fir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe
VZ'eoZ/n & - BZL/ny
.,n; > 2 extrahiert Tensorieren mit Q den freien Anteil:
Ve,0=2Q" r = dimg(V ®z Q).

mit nq, ..

und

© Unter diesem Isomorphismus wird die kanonische Basis (e, . .
von Z" abgebildet auf die kanonische Basis (eq,...,¢e,) von Q".

Der Torsionsteil Z/ny @ - - - & Z/n, hingegen wird auf 0 abgebildet.
Hierzu nutzen wir (2) und die Distributivitat des Tensorprodukts (S2N).

.yer)

A\ Die natlrliche Abbildung ¢ ist im Allgemeinen keineswegs injektiv.
Wir illustrieren Ringerweiterungen hier mit dem Ubergang von Z zu Q:

Uber Z kann das Tensorieren mit Q einige Information vernichten.
Manchmal méchten wir genau das, so wie hier illustriert.

@ Uber einem Kérper wie Q hat jeder lineare Raum eine Basis.
Uber dem Ring wie Z hingegen qilt diese Eigenschaft leider nicht.
Zur Vereinfachung kénnen wir daher Uber Z mit Q tensorieren;
wir verlieren dabei Information, aber gewinnen starkere Satze.

Diese grundlegende Beobachtung fuhrt uns zu folgender Definition.

Der Rang einer abelschen Gruppe

Erlduterung
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Der Rang einer abelschen Gruppe

Wie kénnen wir den ,Rang® einer abelschen Gruppen erklaren?

Definition S3D: Rang einer abelschen Gruppe

Sei (V, +) eine abelsche Gruppe, also ein Z-linearer Raum.
Der Rang von V, genauer der Q—Rang, ist dann definiert durch

rangg (V) := dimg(V ®z Q).

Dasselbe gilt fir jeden Kérper K, etwa K = F,, = Z/p mit p prim:

rangg (V) := dimg (V ®z K).

Anwendungsbeispiel: Fir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe
VZ'oZ/n®- - OZL/ny

mit ny,...,ny > 2 gilt rangg (V') = r wie oben und zudem

ranng(V):7“+ti{i€{1,...7t}}p|ni}.

Wir gehen hier von Z zu einem Kérper K Uber, die natirlichen
Kandidaten hierzu sind neben dem Bruchkérper Q = Frac(Z)
vor allem die Quotientenkérper Z —» Z/p = I, flr p prim.

Der Vorteil eines Korpers K ist, wie oben motiviert, dass wir allgemein
Uber Basen verfligen und von der Dimension Uber K sprechen kénnnen.
Unsere grindliche Arbeit zu Vektorrdumen zahlt sich hier aus!

Beispiel: Fir V = 7" & Z3 ® Zs ® 73 ® Zq gilt rangg (V) = 7 sowie
rang, (V) = 12 und rangg, (V') = 10 und rangp (V') = 7 fur alle p > 5.

Fir die Rechnung bendtigen wir das Tensorprodukt (Z/p) ®z (Z/q).
Dies flihrt uns zu dem nachsten schénen Satz.
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Aufgabe: Wie viele Elemente hat (Z/5) @z (Z/9)?

Losung: Wirfinden 5-2=1mod 9. In (Z/5) ® (Z/9) folgt daraus:
[a] @ [b] = [a] ® (5-2-[b]) = (la] -5) ® (2-[b]) =0® (2-[b]) =0

Daher qilt (Z/5) ®y (Z/9) = 0. Was steckt allgemein dahinter?

Satz S3E: das Tensorprodukt (Z/p) ®z (Z/q)
Far p,q € Nund r = ggT(p, ¢) haben wir den Isomorphismus

Z/p) ®z (Z/q) =

Z/r) : lal, ® [bly = [ad], [c], ® [1]; = [c]

Wichtiger Spezialfall: Gilt ggT(p, q) = 1, so folgt (Z/p) ®z (Z/q) = 0.

Aufgabe: Warum ist die Umkehrfunktion [¢], ® [1], <= [c|, wohldefiniert?

Lésung: Dank Bézout (A21) existieren u,v € Z mit r = pu + qv, also
[rle = Il @ [1], = ([v], - @) @ [1], = [v], ® (¢ [1]y) = [v], ® [0], = 0.

© Beim Tensorprodukt multiplizieren sich die Dimensionen (S1B).

Naiv wirde man daher flr (Z/5) ®z (Z/9) vielleicht 5 - 9 = 45 Elemente
vermuten; das gilt tats&chlich fir das kartesische Produkt (Z/5) x (Z/9).

/\ Das Tensorprodukt hingegen verhélt sich deutlich anders!
Hierzu rechnen wir sorgféaltig mit Erzeugern und Relationen.

/\ Dieselbe Notation [...] fiir Aquivalenzklassen bedeutet hier dreimal
Verschiedenes! Zur Betonung habe ich die Indizes p, ¢, » hinzugeflgt.

Aufgabe: FUhren Sie die Konstruktion des ersehnten Isomorphismus
(1) (Z)p) @7 (Z/q) = (Z)7) : [a] @ [b] ‘= [ab] detailliert aus.
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Beweis: Wir nutzen auch hier die universelle Abbildungseigenschaft:

i (a,b)—ab
Z X7 Z

(c,1)<c: i/
quox qqu !
quo

Z/p) x (Z/q P

Tl - h
Z/p) 2 m% Z)r

Die Abbildung fi:Z x Z — Z: (a,b) — ab ist bilinear. Die Komposition
g = quo o [ erflllt zudem g(p,0) = ¢g(0,¢) = 0. Somit induziert ¢ die
Abbildung h:(Z/p) x (Z/q) — (Z/r) : ([al, [b]) — [ab], ebenfalls bilinear.
Dank UAE erhalten wir i (Z/p) ®z (Z/q) — (Z/7) :[a] @ [b] + [ab].

Die Abbildung f:Z — (Z/p) ®z (Z/q) : c — [c] ® [1] erflllt ker(f) D rZ,
wie wir oben dank Bézout—Koeffizienten bereits nachgerechnet haben.
Sie induziert somit i/ : (Z/r) — (Z/p) ®z (Z/q) : [c] — [¢] ® [1].

Damit gilt ¢/ o = id und p o i/ = id. (Nachrechnen!)
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© Diese Schreibweise ist tibersichtlich und effizient, insbesondere

: morphismen ,
SEfR S8R DESIEIUTZ VN e e wenn der Rang r klein ist gegentber den Dimensionen m und n.

Seien U, V rechtslineare Rdume uber dem Ring R. Wir betrachten dazu o ] }
Beispiel S3G: Singularwertzerlegung

D3 Vgl = Homp ({05 V) & Sg@e)e) = v-pl) Die obige Darstellung kennen wir von der Singularwertzerlegung:

(1) Hat U eine endliche Basis (u1,...,u,), so ist ® bijektiv mit Inverser

¥ : Homp(U,V) = V@rU* : f =370 fluj) ®uj.

ooy ®ul) = S0 P(v; @ ul)

Hierzu betrachten wir eine lineare Abbildung f:U — V Uber K = R, C.

(2) Hat V eine endliche Basis (v1, ..., v,,), SO ist ® bijektiv mit Inverser Die beiden Vektorraume U und V' tragen jeweils ein Skalarprodukt.
Zu f sind o1 > --- > 0, > 0 die Singularwerte, die Singularvektoren
. * m i * * r
¥ 2 Homp(U, V) = VORU™ : f = 3052, v ® f1(1]). vi,...,v, € Vund uyg,...,u, € U bilden zwei orthonormale Familien,
(3) Gilt (1) und (2) mit R kommutativ, s ist (e;; = ®(v; ® w}))i=; "7 und uj = (u; [ —) € U™ ist die zu u; gehdrige Linearform.
eine Basis von Hompg(U, V) = R™*™, wie von Matrizen vertraut. Damit schreibt sich die lineare Abbildung f geméan
(4) Ist R ein Korper, so ist @ injektiv, und das Bild in Homg(U, V') FiUSVium S o (u | u).

sind genau die Homomorphismen mit endlichem Rang:
Speziell fir die euklidischen Raume U = K™ und V = K" erhalten wir

Yim Vi ® @i = i O(vi © @i) die Matrixdarstellung M(f) = 3_7_, oyv;u} beziiglich der Standardbasen.
. . S
Darstellung von Homomorphismen Erauioning Darstellung von Homomorphismen Evautorung

Aufgabe: Alle Daten liegen explizit vor. Rechnen Sie Satz S3F nach!
(0) Warum ist ® wohldefiniert? (1,2) Gilt ® o ¥ = id und ¥ o & = id?
(3) Warum sind ® und ¥ nun R-linear? (4) Was sind Kern und Bild?
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