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Von linearen zu quadratischen Gleichungen Uberblick

Bislang haben wir fast ausschlie3lich lineare Objekte untersucht:
lineare Raume V, W und ihre linearen Abbildungen f:V — W.

Die Lésungsmenge L jedes linearen Gleichungssystems Ax = 0 bzw.
Ax = b kdnnen wir effizient berechnen mit dem Gauf3—Algorithmus.

Zudem kennen wir Form und Gré3e von L: Dies ist ein linearer bzw.
affiner Teilraum, und wir kdbnnen seine Dimension bestimmen.

Strukturell gilt dasselb fuir den Kern ker(f) = f~1({0}) bzw. allgemein
die Urbildmenge f~1({b}) jeder linearen Abbildung f:V — W.

Statt linearer Gleichungen kénnen wir allgemein Polynome von Grad
2,3,4,... betrachten und deren Nullstellenmengen untersuchen.

Als wichtiges Beispiel kennen wir die Determinante det: K™*" — K. Die
Determinante einer quadratischen Matrix A ist nicht linear in A, sondern
multilinear in den Spalten bzw. Zeilen von A, und insgesamt ein
homogenes Polynom von Grad n in den Koeffizienten von A.

Seine Nullstellenmenge sind die nicht-invertierbaren Matrizen.
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Von linearen zu quadratischen Gleichungen Uberblick

In diesem Kapitel geht es grundlegend um quadratische Polynome;
deren Nullstellenmengen hei3en Quadriken. Erfreulicherweise sind
quadratische Polynome noch recht nah am linearen Fall, und wir kbnnen
die bewahrten Methoden der Linearen Algebra wunderbar anwenden.

Uber K = R, C gelingt uns so eine vollstdndige Klassifikation aller
Quadriken im Raum K" bis auf Affinitat, also Koordinatenwechsel.
Schon in der Ebene R? und im Raum R3 begegnet uns dabei eine
bewundernswerte Vielfalt. Die Klassifikation schafft Uberblick und
wohltuende Klarheit, dazu passt das Eingangszitat dieses Kapitels:

Bildung ist nicht nur das Lernen von Fakten,

sondern die Schulung des Geistes zu denken.
Albert Einstein (1879-1955)

Wir folgen dem Lernbuch von Fischer, 4. Auflage 2019
(mit Prazisierungen und Erganzungen).

A\ In der aktuellen Version bietet dieses Kapitel nur eine
knappe Zusammenfassung zentraler Begriffe und Ergebnisse.
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Zusammenfassung: Homomorphismen vs Bilinearformen

Sei K ein Korper sowie U, V' Vektorraume Gber K mit Basen A, B.

K" > K™ K™ x K™ > K
r—y=Az (z,y)—zxT Ay
> Oy ﬁ Py | N‘/(I)AX(I)B :H idg
v v—u=f(v) U UV (u,v)—s(u,v) D K

(1) Wir kbnnen jede K—-lineare Abbildung f:V — U darstellen durch
eine Matrix A = My (f) € K™*". Dies definiert den K—Isomorphismus

(M, L) « Hompg (V,U) =2 K™*™,

(2) Wir kbnnen jede K—Bilinearform s: U x V — K darstellen durch eine
Matrix A = M, s(s) € K™*". Wir erhalten so den K—Isomorphismus

(MA,'B,FA,B) : BﬂK(U, V,K) = Kan.

/A\ Wir nutzen dieselben Matrizen fiir zwei ganz verschiedene Dinge!
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Zusammenfassung: Homomorphismen vs Bilinearformen Erléuterung

In jedem dieser beiden Fallen formuliert das kommutative Diagramm
die wesentliche Eigenschaft und legt damit auch die Definitionen fest.

(1) Gegeben ist im ersten Fall eine K—lineare Abbildung f:V — U.

Fir die darstellende Matrix A = M} (f) € K™*™ betrachten wir die
Basis B = (b1, ..., b,) des Startraums V und schreiben zu jedem Vektor
b; sein Bild f(b;) = > ", bla; ; im Zielraum U als Linearkombination der
Basis A = (b}, ...,b;,). Dies definiert die Matrix A = (a; ;)i ;-

/\ Per Konvention lassen wir Abbildungen und Matrizen hier von links
auf Vektoren operieren, das impliziert dann alle weiteren Indexregein.
(Die Notation ware noch etwas schdner bei Operation von rechts.)

(2) Gegeben ist im zweiten Falle eine K—Bilinearform s:U x V — K.
Fir die Matrix A = My g(s) betrachten wir die Basen A = (b/,...,b;,)
von U und B = (by,...,b,) von V und setzen a; ; = s(b}, b;) fur alle i, j.

A\ Auch dies definiert eine Matrix A € K™*", aber mit einer véllig
anderen Herkunft und Bedeutung als im ersten Fall.
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Zusammenfassung: Endomorphismen vs Bilinearformen

Wir betrachten speziell U = V' mit gemeinsamer Basis:

K" AT Knox Kn 0T

~|d, Dy | >~ | P axPy idg

‘\} w—sv=f(u) > V v >< v (u,v)—>s(u,v) e

=~ | by bp | >~ | Py x Dy idg

Fon 'y’ =Bz’ . g KN Ko (="' )—a'T By’ K
(1) Ahnlichkeit A ~ B = S~1AS (2) Kongruenz A ~ B = STAS

Basiswechsel S = T% € GL,(K) mitx — 2’ = Sz = (®5' o &) ().
Endomorphismus: ¢/ = B2’ & (Sy) = B(Sz) & y=(S"1BS)x
Bilinearform: 2'TBy’ = (Sxz)TB(Sy) = T(STBS)y

/\ Verschiedene Bedeutung und anderes Transformationsverhalten!

2 = 0204
Zusammenfassung: Endomorphismen vs Bilinearformen

Wir erklaren Isomorphie fur Endomorphismen und Bilinearformen:

v—u=f(v) (u,v)—~s(u,v)

1% vV VXV y K

h‘/’\’/l\h’ h"\:l\h’ hx h‘/’;l\h’ xh/ idg

u'—v'=f"(u') (v W)—=s' (u' ')

y V! VI x V! y K

Zwei Endomorphismen f:V — V und f': V' — V' Gber K hei3en
isomorph oder aquivalent, falls ein Isomorphismus (h,h'): V =V’
mit ho f = f' o h existiert, also f' = ho foh tbzw. f =h~ 1o f o h.

Zwei Bilinearformen s:V x V — K und s': V' x V' — K (Uber K heiBBen
isomorph oder isometrisch, falls ein Isomorphismus (h,h") : V =V’
mit s = s’ o (h x h) existiert, also s(u,v) = s'(h(u), h(v)) fir alle u,v € V.

Klassifikation: Wie erkennen wir Isomorphie moglichst effizient?
Hier helfen uns Normalformen und Invarianten!
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Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen

Satz O2A: Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen

Sei K ein Kérper mit char K # 2, hierlber sei V' ein Vektorraum mit
n=dimgV < occunds:V x V — K eine symmetrische Bilinearform.

(1) Dann existiert eine orthogonale Basis B = (vy,...,v,) von V, mit
s(vi,v;) =0 faralle i # j.

Die darstellende Matrix von s bezlglich B ist demnach diagonal:

b0 ... 0
Mgps(s) = (s(vi,v)))i; = O -b.2 O
0 ... 0 b

(2) Jede symmetrische Matrix A € K™*™ ist GL,,(K)—kongruent
zu einer Diagonalmatrix: Es existiert S € GL,(K), sodass

A~ B = STAS = diag(bi, ba, . .., bp).

. - . - 0206
Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen Erléuterung

© Diesen Satz kdnnen wir auf zwei Arten beweisen (siehe Fischer):
(1) Einerseits per Induktion tber die Dimension n = dimg (V).

(2) Andererseits durch den symmetrisierten Gauf3—Algorithmus.
Beide Beweise leisten im Wesentlichen dasselbe, betonen aber
komplementare Aspekte und erganzen sich wunderbar.

© Zum Kontrast blicken wir nochmal zurlick auf die Diagonalisierung
eines Endomorphismen f:V — V. Diese ist wesentlich schwieriger und
aufwandiger: charakteristisches Polynom, Zerfallung, Eigenraume, ...

&) Die Diagonalisierung eines Endomorphismus gelingt nicht immer,
daher haben wir ausfthrlich auch die Jordanisierung untersucht.

© Die Diagonalisierung einer symmetrischen Bilinearform
s:V x V — K gelingt immer, einzige Voraussetzung ist char K # 2.




Klassifikation symmetrischer Bilinearformen tber C o

Satz O2B: Klassifikation symmetrischer Bilinearformen Uber C
(1) Zu jeder symmetrischen Bilinearform s: V' x V' — C Uber C von
Dimension n und Rang r existiert eine Basis B = (v1,...,v,) von V mit
s(vi,v5) =1 furi=je{1,...,r},
s(vi,v;) =0 far alle anderen (7, j).

Die darstellende Matrix von s beziiglich B ist demnach

Def w0 | lexe Opxd| b o
MB,B(S) — (S(’Uz,?)]))l,j — |:Od><r ded:| — ann'
(2) Jede symmetrische Matrix A € C"*" ist GL,,(C)—kongruent zu
genau einer solchen Modellmatrix: Es existiert S € GL,,(C), sodass

A~ B=STAS =diag(1,...,1,0,...,0).

(3) Genau dann sind zwei symmetrische Bilinearformen s, s’ Glber C
isometrisch, bzw. zwei symmetrische Matrizen A, A’ Giber C kongruent,
wenn Sie dieselbe Dimension und denselben Rang Gber C haben.

g . . i . 0208_
Klassifikation symmetrischer Bilinearformen tber C Erléuterung

© Diese Klassifikation gilt wortlich genau so tiber jedem Kérper K, in
dem jedes Element ein Quadrat ist. Dies gilt insbesondere Uber jedem
algebraisch abgeschlossenen Kérper, etwa den komplexen Zahlen C.

Beweis: (1) Dank der oben erklarten Diagonalisierung (O2A)
existiert zu s eine diagonalisierende Basis (u1,...,u,) von V

mit s(u;, u;) € K> furi=j e {1,...,r} und s(u;, u;) = 0 sonst.
Firi=1,...,r wahlen wir eine der beiden Quadratwurzeln a; € K
mit a? = s(u;,u;) und setzen v; = u;/a;. Damit gilt s(v;, v;) = 1.

Die Basisvektoren v; = u; firi =r 4+ 1,...,n &ndern wir nicht.

(2) Dies ist die aquivalente Matrixformulierung der Aussage (1).

(3) ,="“: Die Dimension und der Rang sind Invarianten unter Isometrie
symmetrischer Bilinearformen bzw. Kongruenz symmetrischer Matrizen.

,~<=": Haben s, s’ dieselbe Dimension und denselben Rang, so finden wir
diagonalisierende Basen B, B’ wie in (1), und diese liefern die ersehnte
Isometrie (h,h'): (V,s) = (V') &) 1 v; 2 vl

7




Klassifikation symmetrischer Bilinearformen tber R o

Satz O2c: Klassifikation symmetrischer Bilinearformen Uber R
(1) Zu jeder symmetrischen Bilinearform s: V x V — R Uber R von
Dimension n und Rang r existiert eine Basis B = (vy,...,v,) von V mit

s(vi,vj) =41 furi=j5€e{l,...,r+},

s(vi,v) =—1 furi=je{ry+1,...,r4 +r_},

s(vi,v;) =0  far alle anderen Paare (i, j).

Die darstellende Matrix von s bezlglich B ist demnach

: I ]-?“_|_ XT4 OT"+ XTr_— ()I"+ XT0

Def (D ~

Mg s(s) = (s(vi,v5))i; = |Or_xry —lr_xrm  Or_xr
() o XT4 ()7"() X7r_ 07“0 XTo

(2) Jede symmetrische Matrix A € R™*" ist GL,,(R)—kongruent
zu einer solchen Modellmatrix: Es existiert S € GL,,(R), sodass

A~ B=STAS =diag(+1,...,+1,—-1,...,—1,0,...,0).

Klassifikation symmetrischer Bilinearformen Gber R .

Satz O2c: Klassifikation symmetrischer Bilinearformen Gber R
(3) Sei B’ = (v},...,v]) eine weitere Basis von V mit
s(vj,v;) = +1 fari=je{1,...,7},
(W, v))=—-1 furi=je{rL +1,...,rL +r_},
(03]

»

J

s(v;,v;) =0  fur alle anderen Paare (i, j).

Dann gilt (ro,r_,79) = (r'., 7", ) dank Sylvesters Tragheitssatz.
+ 0

Wir nennen diese Invariante (r;,r_, r9) das Signaturtripel von s,
mit dem Positivitatsindex . und dem Negativitatsindex r_.
Ihre Differenz sign(s) := r+ — r— heif3t auch die Signatur

und null(s) := ro die Nullitat der reellen Bilinearform s.

(4) Genau dann sind zwei symmetrische Bilinearformen s, s’ Giber R
isometrisch, bzw. zwei symmetrische Matrizen A, A’ iber R kongruent,
wenn Sie dieselben Signaturtripel haben, (ri,r_,79) = (r, 7, 1().
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Klassifikation symmetrischer Bilinearformen Erléuterung

© Diese Klassifikation gilt wortlich genau so tiber jedem geordneten
Kérper (K, <), in dem jedes positive Element a > 0 ein Quadrat ist.

Beweis: (1) Dank O2A existiert eine Basis (uy,...,u,) von V

mit s(u;, u;) € K> furi=j € {1,...,r} und s(u;, u;) = 0 sonst.
FlUri=1,...,r wahlen wir eine der beiden Quadratwurzeln a; € K
mit a? = |s(u;, u;)| und setzen v; = u;/a;. Damit gilt s(v;, v;) = +1.
Die Basisvektoren v; = u; furi =r + 1, ..., n andern wir nicht.
Schlie3lich sortieren wir die Basis (v, ..., v,) wie angegeben.

(2) Dies ist die aquivalente Matrixformulierung der Aussage (1).
(3) Dies ist die Aussage des Tragheitssatzes von Sylvester.

(4) ,=“: Uber K ist das Signaturtripel eine Invariante unter Isometrie
symmetrischer Bilinearformen bzw. Kongruenz symmetrischer Matrizen.

<" Haben s, s’ dasselbe Signaturtripel, so finden wir hierzu
diagonalisierende Basen B, B’ wie in (1), und diese liefern

die ersehnte Isometrie (h,h'): (V,s) = (V',¢'):v; ‘& vl
Klassifikation symmetrischer Bilinearformen tber R ooy

Ausblick: Ganz analog kdnnen wir nach der Klassifikation
quadratischer Formen Uber jedem kommutativen Ring K fragen.
Von zentralem Interesse sind die klassischen Falle Z,F,, Q, R, C.

© Die Falle R und C haben wir oben vollstandig klaren kdnnen.
Dies ist insbesondere fur geometrische Anwendungen wichtig.

Uber jedem endlichen Kérper IF, sowie {iber den rationalen Zahlen Q
ist die Klassifikation ebenfalls bekannt, doch wesentlich aufwandiger.

[ [] L.J. Gerstein: Basic Quadratic Forms. Amer. Math. Soc. 2008
J. Milnor, D. Husemoller: Symmetric Bilinear Forms. Springer 1973
J.-P. Serre: A Course in Arithmetic. Springer 1973

Uber den ganzen Zahlen Z ist die Untersuchung quadratischer Formen
ein klassisches Problem, extrem facettenreich und faszinierend.

[ [ 1 J.H.Conway, N.J.A. Sloane: Sphere Packings, Lattices and Groups.
Springer 1999, ch. 15: On the Classification of Integral Quadratic Forms.
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Quadratische Polynome und zugehdrige Quadriken

© Eine Quadrik ist die Ldsungsmenge einer quadratischen Gleichung.

Sei K ein Korper, geometrisch denken wir insbesondere an K = R, C.
Wir betrachten ein Polynom P € K[ X, ..., X,] vom Grad < 2:
P= ap + 230 00X + 2 1cicicn @i XiX; + Yo @i X?

[
Konstante lineare Terme gemischte Terme quadratische Terme

Die Koeffizienten fassen wir in zwei symmetrischen Matrix zusammen:
A — (alj)gzll,,’g c Knxn Und A/ — (aZj)g:(?),’g c Kn/xm

Hier ist XTAX der homogene Teil in Grad 2: die quadratische Form.

Es gilt P = X'TA’ X’ in homogenen Koordinaten X'T = (1, X1,..., X,,).

Im Falle A = 0 ist P nur ein Polynom vom Grad < 1, also affin-linear.

Wir werden daher meist stillschweigend A # 0 annehmen.

Definition O3A: Quadrik

Sei P € K[Xy,...,X,] ein quadratisches Polynom. Die zugehdrige
Nullstellenmenge Q = { x € K™ | P(x) = 0 } nennen wir eine Quadrik.

Beispiele: reelle Quadriken in der Ebene R? 0302

Kreis / Ellipse q Punkt
o
2+ 4% =1 4 2 +y?=0

schneidendes

Hyperbel \ Geradenpaar
4% — 3yt =1 z? —y? =0
paralleles

leere Menge Geradenpaar

Parabel Gerade
N | S

‘= 2y 22 =0
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Affine Abbildungen Erlauterung

Sei K ein Kborper sowie A € K™*™ und v € K™. Wir nennen
f:K'—> K" :z—y=Ax+u
eine affine Abbildung oder auch affin-lineare Abbildung.

Das entspricht der Komposition der linearen Abbildung x — = = Ax
mit der anschlieBenden Verschiebung z — y = = + u um den Vektor w.
Der Spezialfall w = 0 entspricht einer linearen Abbildung = — y = Ax.

In der obigen Konvention identifizieren wir K™ mit {1} x K" c KT
und erhalten so f/: {1} x K" — {1} x K™ :2' — ¢/ = A’x' mit
' = (1,21,...,2)Tund ¢’ = (Ly1,...,ym)Tund A’ = [ 1 G].

Ubung: (1) Die Identitat id’: 2’/ — 2’ ist eine affine Abbildung,

mit der Einheitsmatrix I’ = |} 9] als darstellender Matrix.

(2) Die Komposition von zwei affinen Abbildungen f/:2' — ¢/ = A’2/
und ¢’ : ¢/ — 2/ = B’y ist die affine Abbildung ¢’ o f': 2’ — 2/ = B'A’2/,
wobei [L9][10] =11 9] mitC=BAundw=v+ Bugil.

T . . 0304
Affinitaten aka affine Isomorphismen Erlauterung

Wir nennen f eine Affinitat, wenn f zudem bijektiv ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn A € GL, (K) gilt. In diesem Falle ist die Inverse
fTLiK" K"y o =AYy —u) = A~y — A~ 1w selbst affin.

Somit gilt f/~1: {1} x K™ — {1} x K":¢/ — 2’ = A"y,

Ubung: Die Affinitiaten von K™ bilden eine Gruppe, kurz (GA(K™), o),
genauer: eine Untergruppe in der symmetrischen Gruppe (Sym(K™), o).
Farn=1qitGA(K)={f: K S K:z—ar+u|ae K*,ue K }.

In obiger Matrixdarstellung definieren wir hierzu die Matrixgruppe

GAL(K):={T' =[10]| T € GLy(K), u € K" } < GLp41(K).
Wir erhalten so eine kurze exakte Sequenz von Gruppen:
1 — 5 K" —' 4 GAL(K) —2— GL,(K) —— 1
j

miti(u) = |1 9] und p(| L &]) =T sowie j(T') = |} &].
Spe2|ellfurnzlg|ltGA1(K) {19 ue K, ae K*}.
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Transformation unter Affinitaten Erlauterung

© Unsere obige Definition einer Quadrik Q C K™ ist unabhangig von
den willktrlich gewéhlten affinen Koordinaten: Jedes Bild der Quadrik @
unter einer Affinitat f: K" — K™ ist wieder eine Quadrik. Genauer gilt:

Satz O3B: Transformationsformel fir Quadriken

(1)SeiQ ={z e K" | 2TAz' =0} die Quadrik zu A’ € K" >,
Sei f: K™ — K™ eine Affinitat gegeben durch S € GA,,(K) mit der
Inversen 7" = S’~1. Dann ist auch die Bildmenge f(Q) C K" eine
Quadrik, némlich f(Q) ={z € K" |2TB'2’ =0} mit B =T'TA'T".
(2) Dies definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf K™ *"".

Wir betrachten A’, B’ € K™ *" als affin-aquivalent, kurz A’ ~ B’
wenn es eine Matrix 7" € GA,,(K) gibt, sodass B’ = T'TA'T’ gilt.

Wir nutzen durchgehend erweiterte Matrizen A’ = [§% ] € K>
und die erweiterte Dimension n’ = n + 1 als bequeme Abkurzungen.

. - 0306
Transformation unter Affinitaten Erlauterung

Aufgabe: Diese Rechnung ist Routine. Fihren Sie sie aus!
Losung: (1) Fur ¢y’ = f/(2) gilt ¢/ = 5’2’ und umgekehrt 2/ = T"y/'.

ye fQ) «— z=f1y e€qQ — 2TAZ =0

— (T'y)TA(T'y) =0 = T (TTAT )y =0

Also gilt f(Q) ={y € K" |y 7B’y }, wie behauptet.
(2) Die Aquivalenzeigenschaften folgen aus den Gruppeneigenschaften:
Reflexivitét: Es gilt A’ = I'TA'T" dank der Identitat 1" = |} 9].
Symmetrie: Aus B’ = T'TA'T' folgt A’ = S'TA’S’ dank §' = T'~1.

Transitivitat: Aus B = T'TA"T" und ¢/ = U'TB'U’ folgt C"' = V'TA'V
dank V! = T'U’, denn UTT'TA'T'U" = UTB'U" = C".
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Affinitaten und Skalierungen Erlauterung

Die Nullstellenmenge Q@ = { x € K™ | P(x) = 0 } andert sich nicht,
wenn wir das Polynom P mit einem Skalar A € K* multiplizieren.

Neben Koordinatenwechsel durch Affinitaten erlauben wir daher im
Folgenden auch Skalierungen P — AP bzw. A" — \A’ mit A € K*.

Definition O3¢: Aquivalenz unter Affinititen und Skalierungen

(1) Wir betrachten A’, B’ ¢ K™ *" als affin—skalierungs—aquivalent,
geschrieben A’ = B’, wenn es einen Skalar A € K* und eine Matrix

T" € GA,(K) gibt, sodass B’ = AXT'TA'T’ gilt.

(2) Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™ "' der Matrizen.
Wir bezeichnen mit [A’] die Aquivalenzklasse von A’ bezlglich =.

v
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Affinitaten und Skalierungen Erlauterung

Wir suchen im Folgenden eine Klassifikation aller Quadriken Q C K™,
genauer gesagt: der sie definierenden quadratischen Polynome
P € K[Xy,...,X,], modulo Affinitaten und Skalierungen.

Anders gesagt, wir wollen die Quotientenmenge aller Matrizen K™ <"
modulo = verstehen, also modulo Affinitdten und Skalierungen.

© Die folgende Klassifikation verschafft uns eine einfache Ubersicht,
zunachst allgemein Uber jedem Korper der Charakteristik char K # 2.

© AnschlieBend wollen wir dies speziell flir K = C, R prazisieren,
indem wir die Formel weiter vereinfachen und so eindeutig machen.




Affine Klassifikation der Quadriken

Satz O3D: affine Klassifikation der Quadriken

Sei K ein Kdrper der Charakteristik char K # 2.

Gegeben sei eine Quadrik Q = {x € K™ | 2TA'2’ =0 }.

(0) FUr r :=rang A und 7’ :=rang A’ gilt 6 := ' —r € {0, 1, 2}.
(1) Es existiert eine Affinitat f: K™ = K™, sodass f(Q) C K"
gegeben ist durch eine Gleichung in Standardform

0 falls 6 = 0 (kegeliger Typ),
a4 +ay? =41 falls § =1 (zentraler Typ),
= a(u1, - ur) 2y,+1 falls § =2 (parabolischer Typ).

Hier ist ¢ eine diagonale quadratische Form vom Rang r; es genugt
ein Reprasentant modulo Kongruenz und (flr § # 1 auch) Skalierung.

0309

Wir interessieren uns hier zunachst nur fur die Nullstellenmenge @,
und eine Skalierung A’ — XA’ mit A\ € K* andert diese nicht.

Affine Klassifikation der Quadriken

NN * | x % % % x| 0 0 % x
* |k % k% «l 0 0 O 0O N
A= %% = = = |3 «|lomo o] 3o |
* | ok x k% x| 0 0 0 O *
|k |k ok ok ok |0 0 0 0 | x |
[ 0 ] [ ¢ | i —1 0 |
H . H . H
“ | S | 5 |
o S| 4

Beweis: (1) Wir bringen P = X'TA’ X’ in die gewlinschte Standardform:
(a) Dank Satz O2A diagonalisieren wir zunachst die quadratische Form.
(b) Damit 16schen wir soweit méglich den linearen Teil (links und oben).
(c) Wir unterscheiden § € {0, 1,2} und verschieben wie angegeben.

(d) Im Falle § = 1 nutzen wir zudem eine Skalierung zum Wert ¢ = 1.
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Affine Klassifikation quadratischer Polynome oot

Satz O3D: affine Klassifikation quadratischer Polynome

(2) Die symmetrische Matrix A € K™*" ist GL,,(K)—kongruent
zu einer Diagonalmatrix (O2A): Es existiert S € GL,,(K), sodass

A~ B = STAS = diag(b1,...,bs,0,...,0) mit br,... b, #0.

(3) Es existiert eine Affinitat f: K™ — K":2' — ¢/ = T/~ 12’ mit
T =[1%] € GA,(K), sodass B’ = T'TA'T’" gegeben ist durch

y/TB,y/ - bly% +oee bryg - { U & 2y7‘—}—1 }
(4) Nach Skalierung erhalten wir ¢/ = A\U'TA’'U’ mit U’ € GA,,(K) und
210 =12+ 4,22 —{0,1, 22,41 }.

Im Falle 6 = 1 nutzen wir A = ¢! und U’ = T". Im Falle 6 # 1 kbnnen wir
A € K* beliebig wahlen; flr § = 2 kompensieren wir durch z,11 = Ay,11.

Genauer als nur die Nullstellenmengen in (1) untersuchen wir in (2,3,4)
quadratische Polynome modulo Kongruenz, Affinitat und Skalierung.
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Affine Klassifikation quadratischer Polynome Erlauterung

& Fir die Quadrik sind Skalierungen des Polynoms unerheblich.
Far die Polynome selbst macht es jedoch einen Unterschied.

/\ Vorsicht, hier irrt das Lernbuch von Fischer (in der aktuellen
4. Auflage von 2019), da es die Aussagen (1) und (2,3,4) vermischt.

Allein durch Affinitat ist die Standardform (4) fir das Polynom nicht zu
erreichen. Dennoch restimiert Fischer auf Seite 430 etwas kryptisch:

Affine Normalform der Gleichung eines Kegelschnitts Ist Q C R? ein Kegelschnitt, so
kann man seine Gleichung durch eine affine Transformation auf genau eine der oben angegebenen
N ormalf ormen bring en. \ \Gemeint ist eine affine Bijektion, also eine Affinitét.

Wann sind zwei Gleichungen gleich? Ist hier das Polynom gemeint? Dann wére es falsch.

& Wir klassifizieren anschlieBend alle Quadriken tber C und Uber R.
Die positiven Konstanten «, 5, > 0 kdnnen wir dabei frei wahlen.
Zur affinen Normalform setzen wir tberall « = 8 = v = 1.

/\ Vorsicht, auch auf Seite 436 irrt das Lernbuch von Fischer:
Das Signaturtripel ist nur im Falle § = 1 eindeutig festgelegt. Im Falle
0 # 1 konnen wir durch Skalierung mit —1 alle Vorzeichen umklappen.




Affine Klassifikation quadratischer Polynome Gber C o

Satz OGE: affine Klassifikation quadratischer Polynome Uber C
Gegeben sei die symmetrische Matrix A’ € C**"" und damit

das quadratische Polynom P = X'TA’X’ € C[X4, ..., X,].

(0) FUr r := rang A und 7’ :=rang A’ gilt 6 := ' —r € {0, 1, 2}.

(1) Durch Affinitat und Skalierung kénnen wir das Polynom P

in genau eine der folgenden Normalformen Uberflhren:

0 falls 6 = 0 (kegeliger Typ),
y% - yf — <1 falls 9 =1 (zentraler Typ),
2yr+1 falls § =2 (parabolischer Typ).

(2) Die beiden Zahlen (r,r’) bilden somit ein vollstandiges System
von Invarianten fur diese algebraische Klassifikation Gber C.

& Im Vergleich zu Satz O3D erhalten wir Giber C zwei Verbesserungen:
Erstens, die Gleichungen fir Quadriken werden noch weiter vereinfacht.
Zweitens, die oben angegebene Normalform ist nun sogar eindeutig!
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Affine Klassifikation quadratischer Polynome Uber R

Satz O3F: affine Klassifikation quadratischer Polynome Uber R
Gegeben sei die symmetrische Matrix A’ € R™ *"" und damit

das quadratische Polynom P = X'TA' X’ € R[ X, ..., X,].

(0) FUr r := rang A und 7’ := rang A’ gilt 6 := ' —r € {0, 1, 2}.

(1) Durch Affinitat und Skalierung kbnnen wir das Polynom P
in genau eine der folgenden Normalformen Uberfihren:

0 falls 6 = 0,
2

y%+---+y§—y§+1—---—yr— 1 falls § =1,
2y,11 falls § = 2.

Dabeigilt 0 <p <rfallséd =1undr/2 <p < rfalls§ # 1.

(2) Die drei Zahlen (r, 7', p) bilden somit ein vollstandiges System
von Invarianten fir diese algebraische Klassifikation Uber R.

© Im Vergleich zu Satz O3E erhalten wir (iber R als weitere Invariante
sign(A)|, den Betrag der Signatur der symmetrischen Matrix A € R™*".




Klassifikation der reellen Quadriken in der Ebene R?
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Klassifikation der reellen Quadriken im Raum R?
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Reelle Quadriken im R3: Ellipsoid
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Reelle Quadriken im R3: einschaliges Hyperboloid

4a? +4y? — 322 =1
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Reelle Quadriken im R3: zweischaliges Hyperboloid

—152% — 15y? + 1622 = 1

EN7AN
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Reelle Quadriken im R3: elliptisches Paraboloid 0320
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Reelle Quadriken im R3: hyperbolisches Paraboloid

0321

z = 22 — y?, in Normalfor
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Reelle Quadriken im R?: hyperbolisches Paraboloid

0322

z = xy, als Variante
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Reelle Quadriken im R?: elliptischer Doppelkegel

. . 0324
Ree”e Quad“ken Im Rg Erlduterung

Alle Graphiken zeigen den Standardwrfel [—1, 1].
Der Asthetik halber spare ich alle Beschriftungen,
da sie sich ohne jede Mlhe rekonstruieren lassen.
Die Skalierungskonstanten «, 3,y € R~ wahle ich
jeweils so, dass ein harmonisches Bild entsteht.

Unter einer typischen Quadrik im R? stellen wir uns eine Flache vor.
Die leere Menge, Punkt und Gerade sehen jedoch recht mager aus.
Es gibt in diesen Fallen allerdings noch viele Punkte im Komplexen,
also Lésungen in C3, die wir im Schnitt mit R? ¢ C3 nicht sehen.

Die folgenden Polynome enthalten nicht alle drei Variablen z, y, z,
sondern nur zwei Variablen x, y oder gar nur noch eine Variable z.
(Ganz ohne Variablen kénnten wir auch noch 0 und 1 hinzuftgen.)
Die zugehdrige Quadrik ist daher ein Zylinder Gber einer Quadrik
in kleinerer Dimension. Wir erkennen hier die zuvor diskutierte
Klassifikation der reellen Quadriken in der Ebene R2,
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Reelle Quadriken im R3: elliptischer Zylinder

22+ =1
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Reelle Quadriken im R?: parabolischer Zylinder 0920

y=x
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Reelle Quadriken im R3: hyperbolischer Zylinder

922 — 8y? =1

0328

Reelle Quadriken im R3: schneidendes Ebenenpaar
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Reelle Quadriken im R3: paralleles Ebenenpaar

402 =1
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Reelle Quadriken im R3: Ebene

([T T TN




Die affine Klassifikation der reellen Quadriken u%ﬁ’ﬁ;

Ubung: Machen Sie sich mit der Klassifikation 0316 vertraut: Nehmen
Sie sich die Liste aller Normalformen und fertigen Sie jeweils selbst eine
Skizze an. Umgekehrt: Ubersetzen Sie die Abbildungen in Gleichungen.

Anleitung zum Zeichnen von solchen Nullstellen- / LOsungsmengen:
Lege eine Koordinate fest, etwa z = const, und zeichne den Schnitt;
wiederhole so oft wie notig oder gewiunscht, bis ein Bild entsteht.

Ubung: Sind wirklich alle Félle aus der Klassifikation O3F abgebildet?
Welche Quadriken fehlen? Welche Quadriken treten mehrfach auf?
Beschreiben z = z? — y? und z = zy affin-aquivalente Quadriken?

Ubung: Bei Quadriken 2/TA’2’ = 0 verlangen wir normalerweise A # 0.
Welche Quadriken kommen noch hinzu, falls wir A = 0 erlauben?
Klassifizieren Sie alle Quadriken Q ¢ R! in Dimension 1.

Ubung: Welche Quadriken @ ¢ R? sind Vereinigung von Geraden?
Bei den meisten ist dies offensichtlich, doch bei zweien Uberraschend!
Hinweis: Es gibt eine mit (r,r") = (3,4) und eine mit (r,7’) = (2,4).
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Die affine Klassifikation der reellen Quadriken (bung

Fir n = 1,2,3 betrachten wie die Klassifikation von A’ € R *"" modulo
der Aquivalenz = unter Affinitaten und Skalierungen, wie in O3cC erklart.

Ubung: Bestimmen Sie jeweils r = rang A und ' = rang A" sowie
s = |sign A| und s’ = |sign A’|. Sind dies Invarianten unter Aquivalenz?
Kénnen Sie damit bereits alle Aquivalenzklassen [A’] unterscheiden?

Ubung: Wenn Sie die Koeffizienten der Matrix A’ zuféllig wéhlen
(unabhangig, stetig verteilt), welchen Typ § € {0, 1,2} erwarten Sie?

Ubung: Welche Ag’klassen [A’] sind stabil bei kleinen Stérungen?
Das heif3t: Liegt B’ genitigend nahe bei A’, so ist B’ aquivalent zu A’.

Ubung_; Wir sagen [A’] liegt im Rand von [C'] wenn gilt: Es gibt beliebig
kleine Anderungen von A’ zu einem B’, sodass B’ aquivalent zu C" ist.

Anschaulich sagen wir auch: Die Klasse [C’] degeneriert zu [A].
Beispiel: Beide Hyperboloide degenerieren zum Doppelkegel.

(1) Diese Relation ist reflexiv und transitiv, also eine Praordnung (F1A).
(2) Bestimmen Sie diese Praordnung fur die obigen 3, 8, 15 Klassen.
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