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Kanonische Darstellung eines Endomorphismus Uberblick

Worum geht es bei der kanonischen Darstellung von Endomorphismen?
Vorgelegt sei eine lineare Abbildung f: V' — V Uber einem Koérper K.
Unser Ziel ist eine méglichst einfache und Ubersichtliche Darstellung von
f als Matrix bezuglich einer Basis von V' — geschickt zu f angepasst!

Im vorigen Kapitel M haben wir zuerst die Diagonalisierung geklart:
Bezuglich einer Eigenbasis B = (v;)icr gilt f(v;) = A\v; fir alle i € 1.
Das ist der Idealfall: In endlicher Dimension ist die darstellende Matrix
dann diagonal, also M3 (f) = diag()1, . . ., A,). Einfacher geht es nicht.

Leider ist nicht jeder Endomorphismus f:V — V diagonalisierbar!

Wir konzentrieren uns auf endliche Dimension dimg V = n < oo.
Notwendig ist, dass das charakteristische Polynom y; € K[X]}
Uber K in Linearfaktoren zerféllt. Hinreichend wird dies jedoch erst,
wenn die geometrische Vielfachheit die algebraische erreicht (M3w).

In diesem Kapitel N I6sen wir alle verbleibenden Faélle, in denen zwar x;
Uber K zerféllt, aber dennoch zu wenige Eigenvektoren zu f existieren.
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Naturwissenschaftlich-technische Anwendungen Uberblick

Die Jordan—Form ist ein grundlegendes Ergebnis der Linearen Algebra
und zugleich ein Universalwerkzeug in ihren zahlreichen Anwendungen.
Sie ist benannt nach dem franzésischen Mathematiker Camille Jordan
(1838—-1921), der sie 1870 verodffentlichte. Karl Weierstraf3 (1815-1897)
hatte kurz zuvor bereits 1868 ein dquivalentes Ergebnis vorgestellt.

Genutzt wird die Jordan—Form nicht nur in der Algebra, sondern auch in
der Analysis. Anwendern in den Natur- und Ingenieurwissenschaften ist
sie hdéchst willkommen zur Lésung von linearen Differentialgleichungs-
systemen @ = Au mit A € C™*". Der Ingenieur Yvon Villarceau léste
1870 den Fall von n = 2 Variablen, doch fehlten ihm die algebraischen
Werkzeuge flir das allgemeine Problem. Jordan antwortete ihm 1871,
wie die Normalform dieses Problem I6st, und Gbernahm diese Lésung
in die zweite Auflage seines Lehrwerks Cours d’analyse von 1887.

Auch diese wichtigen Anwendungen will ich hier geblhrend beleuchten.
Zeit und Mihe sind gut investiert, denn dadurch werden Motivation,
Anwendungen und Techniken wesentlich besser verstandlich.
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Ist jede quadratische Matrix trigonalisierbar? Erinnerung

Welche quadratischen Matrizen A € K™*"™ sind trigonalisierbar?
Hindernis: Zerfallt das charakteristische Polynom x 4 in K[X]?
Far n > 2 gilt dies i.A. nicht, typisches Gegenbeispiel tiber R:

A:[‘Z _ab}esz = xa=(X—-a)?+V*cRX]}

In C[X] gilt xa(X) = (X = A\)(X —X) mitg(A;C) = {\, A} = {a £ib}.
Fur b # 0 hat x 4 keine reelle Nullstelle, zerféllt also nicht in R[.X].

() Somit ist A fir b # 0 Uber R nicht trigonalisierbar, A % [4 1 ].

© Zur Trigonalisierung ist dies bereits das einzige Hindernis:

¢ Satz M3B: Trigonalisierung < Zerfallung

Genau dann ist eine Matrix A € K™*" Uber K trigonalisierbar,
wenn ihr charakteristisches Polynom y 4 € K[X] Uber K zerfallt.

/\ Das hangt sowohl von der Matrix A als auch von dem Kérper K ab.
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Ist jede quadratische Matrix trigonalisierbar? Erinnerung

© Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K, etwa C (A3C),
zerfallt jedes Polynom in Linearfaktoren (M2L), dieses erste Hindernis
tritt Gber K demnach nie auf, und jede Matrix ist Uber K trigonalisierbar.

© Im Allgemeinen ist der Kdrper K nicht algebraisch abgeschlossen.
Notfalls, wenn x; Gber K nicht zerféllt, kbnnen wir in einer geeigneten
Korpererweiterung K > K arbeiten, sodass y s Uber K zerféllt.

Beispiel: Bei der Untersuchung der Fibonacci—Folge inN C Z C Q
tritt die folgende Matrix A auf als Darstellung des Verschiebeoperators:

Azﬁ) ﬂ = ya=X’-X-1

Das charakteristische Polynom zerfallt nicht tber Q, dies gelingt jedoch
Uber der Kérpererweiterung Q[v/5]: Die beiden Nullstellen von y 4 sind
¢ = (1 ++/5) und ¢ = (1 — v/5). Somit lasst sich die Matrix A Tber
dem Kérper Q[+/5] diagonalisieren und so die Fibonacci—Folge durch die
einfache geschlossene Formel f,, = (¢" —¢™)/(¢ — 1) darstellen.
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Ist jede trigonalisierbare Matrix diagonalisierbar? Erinnerung

Welche quadratischen Matrizen A € K™*™ sind diagonalisierbar?
1. Hindernis: Zerféllt das charakteristische Polynom y 4 in K[X]?
2. Hindernis: Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische?

¢ Satz M3w: Kriterien fir Diagonalisierbarkeit
Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung und dimg V = n < oc.
Dann sind die folgenden Bedingungen &quivalent:

1 Der Endomorphismus f:V — V ist diagonalisierbar.

2 Es gilt die Eigenraumzerlegung V' = D, , (s Eig(f, A).

3 Es gilt die Dimensionsformel n =3, » d1mK Eig(A,\).

4

Das charakteristische Polynom x; zerfaIIt Uber K in Linearfaktoren
und far jeden Eigenwert A € o(f) gilt dimgx Eig(f, A) = ord(xy, A).

5 Das Minimalpolynom ., zerféllt einfach Gber K,
ausgeschrieben iy = [[ e (p)(X = A).

Ubung: Beweisen Sie diesen Satz zur Wiederholung.



NO008

Ist jede trigonalisierbare Matrix diagonalisierbar? Erinnerung

© Das erste Hindernis tritt Gber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper wie C nie auf. Uber jedem nicht-abgeschlossenen Kérper K
l&sst es sich durch eine geeignete Kérpererweiterung K > K lésen.

/\ Das zweite Hindernis ist noch ernster und I&sst sich nicht umgehen.
Typisches Gegenbeispiel ist ein Jordan—Block der Dimension n > 2:

A1 0 0 01 0 0
Clooa -0 e oo o
B=1pg o -. 1| €K = B-AM=1, 4 .7

00 0 A 00 0 0

Aufgabe: Bestimmen Sie zu B das Spektrum und die Eigenrdume.

Loésung: FUr u # X ist B — ul invertierbar, also Eig(B, u) = {0}.

Es bleibt nur Eig(B, \) = Key, also erlaubt B keine Eigenbasis.

Das Polynom xp(xz) = (X — A\)™ hat die Nullstelle A\ mit Vielfachheit n.
Der zugehdrige Kern ker(B — A\I) = Ke; hat aber nur Dimension 1:
Die geometrische Vielfachheit ist hier kleiner als die algebraische!
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Jordan—Bldécke und Hauptvektorketten

© Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K, etwa K = C,
zerféllt jedes Polynom. Somit ist jede Matrix in K™*™ trigonalisierbar.

@ Leider ist dennoch nicht jede Matrix in K™*" diagonalisierbar:

A1 0 0
B=J(n,\) = 8 3 _:' ? e Knxn
00 0 X

@ Es gibt nicht genug Eigenvektoren zu B fiir eine Basis von K.
© Wir nutzen das Nachstbeste, die Hauptvektorkette (e, e, ..., e,):
0 B2 o B B—X B=X

€1 €9 En

Definition N1A: Hauptvektoren
Sei f € Endg (V) und X € K. Eine Hauptvektorkette / Jordan—Kette

f—A f=A f—=A f=A
0< XU 1 Vg o :

Ve

besteht aus Vektoren vy = 0 # vy,...,vp € Vmit (f — \)(vx) = vg—1.
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Jordan—Blécke und Hauptvektorketten Erlauterung

Wir schreiben kurz B — A fir B — AT und f — A fUr f — Aidy.
Wir nennen vy, einen Hauptvektor kter Stufe. Das bedeutet:

(f = Nf(o) =0 aber vy =(f—N""(vp) #0

Die Eigenvektoren v; von f sind genau die Hauptvektoren 1. Stufe:

(f =M (v1) =0 aber vy = (f—X\°v1)#0

Jeder Vektor v mit (f — \)(v2) = vy ist ein Hauptvektor 2. Stufe.
Jeder Vektor vs mit (f — A)(v3) = v ist ein Hauptvektor 3. Stufe, usw.
Daher heil3en Hauptvektoren auch verallgemeinerte Eigenvektoren.

Jordan—Blécke spielen im Folgenden die zentrale Rolle: Sie zeigen
einfach und eindrlcklich, dass nicht jede Matrix diagonalisierbar ist.
Die gute Nachricht: Jordan—Bldcke sind auch schon das Schlimmste,
was uns passieren kann (wie immer vorausgesetzt, x s zerfallt Gber K).

Jeder Jordan—Block der GréBe n x n entspricht einer Hauptvektorkette
der Lange n und umgekehrt. Der folgende Satz N1B besagt, dass wir zu
f:V — V eine Basis aus Hauptvektorketten konstruieren kénnen.
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Jordan—Basen und Jordan—Normalform

Beim Diagonalisierungsproblem sind Jordan—Blécke unvermeidlich.
Muissen wir zudem noch mit schlimmeren Komplikationen rechnen?
Nein, glicklicherweise sind sie bereits alles, was passieren kann:

Satz N1B: Jordan—Basis eines Endomorphismus
Sei f € Endg (V) mitdimg V =n < oo und x; € K[X] zerfalle Uber K.

(1) Dann existiert zu f eine Basis B von V' aus Hauptvektorketten.
Wir nennen jede solche Basis B von V' eine Jordan—Basis zu f.

So wird f dargestellt als Diagonalmatrix von Jordan—-Blocken:

By Ao 1

Bo

ME(f) = mit B, — | e ko

1
Bk >\i

(2) Wir nennen diese Darstellung die Jordan—(Normal)Form von f,
kurz JNF; sie ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordan—Bl&cke.
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Jordan—Basen und Jordan—Normalform Erlauterung

Far jeden Endomorphismus f tGber C zerfallt das charakteristische
Polynom, also x¢(X) = (X —Ay)--- (X = Ap) mit Aq,..., A, € C.
Sind alle Nullstellen verschieden, so ist f diagonalisierbar (M2N).

/\ Bei mehrfachen Nullstellen miissen wir genauer hinschauen:
Méglicherweise ist f diagonalisierbar (M1cC) oder auch nicht (M1D).

Gegenbeispiel: Flr die Matrix B existieren nicht genug Eigenvektoren,
um eine Basis zu bilden. Mit der Verallgemeinerung zu Hauptvektoren
kénnen wir dieses Problem allgemein 16sen. Die Matrix kommt zwar
nicht in Diagonalform, wird aber immerhin so einfach wie méglich.

Jeder r—fache Eigenwert \ erlaubt mindestens einen und héchstens r
linear unabhangige Eigenvektoren; alle Méglichkeiten kénnen auftreten.
Hingegen existieren zu A immer r linear unabh&ngige Hauptvektoren!
Genauer besagt Satz N1B: Es gibt eine Basis aus Hauptvektorketten.

Die nachsten Folien erklaren das Standardverfahren zur Jordanisierung;
der Beweis arbeitet die nétigen Argumente anschlieBend sorgféltig aus.
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudoku!

Us
Vs vl v2 }Ws
% L [ Us
Vs v% v% vg’ vf)f }Wg
vV If*k Iff)\ IffA IffA
Va vl v2 v3 v5 }WQ
V L Lo EE I U
Vi { vi v3 v3 v} v3 }Wl

Kurzfassung: Zu jedem Eigenwert A von f:V — V konstruieren wir
ein solches Young—Diagramm und lesen daraus die Jordan—Form ab.

Langfassung: Wir fUllen die Kastchen geschickt mit Hauptvektorketten
und erhalten daraus wie ersehnt eine Jordan—Basis von V' zu f.



N106

Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudoku!  ensuerung

Sei K ein Kérper, V ein K—Vektorraum mit n = dim V' < oo und
f:V — V ein Endomorphismus. Nach folgendem Verfahren finden
wir eine Jordan—Basis von V' zu f und somit die Jordan—Form von f.

(Einzige Voraussetzung ist, dass das charakteristische Polynom s Gber
K in Linearfaktoren zerfallt. Der Beweis von Satz N1B ist nichts anderes
als dieser Algorithmus plus Nachweis der Korrektheit aller Schritte.)
Zunachst bendétigen wir alle Eigenwerte von f:

1 Bestimme das charakteristische Polynom x s € K[X].

2 Bestimme die Eigenwerte \; € K mit Vielfachheiten r; € N>4.

Abbruch: Falls x ¢ nicht zerféllt, so ist f nicht jordanisierbar (M3B).
Vereinfachung: Falls x s einfach zerfallt, so ist f diagonalisierbar (M2N),
also V = @, Eig(f, \i). In diesem Falle genlgt das Standardverfahren
zur Diagonalisierung (M21). Allgemein jedoch miissen wir jordanisieren.
(Keine Sorge: Das folgende Standardverfahren zur Jordanisierung
beinhaltet die Diagonalisierung als besonders einfachen Spezialfall.)
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudoku!  ensuterung

FOr jeden Eigenwert A mit Vielfachheit r setze g := f — Aidy : V =V
und fihre die folgenden Schritte (3) und (4) sowie bei Bedarf (5) aus:
8 Firi=0,1,...,s setze V; := ker g = ker(f — Aidy ) und bestimme
die Dimension k; := dim V; bis schlie3lich k5 = r gilt (dank N1m).

Visualisierung: Diese Daten stellen wir wie oben als Young—Diagramm
Ubersichtlich dar; die Zeile : = 1, ..., s enthélt z; := k; — k;_1 Kastchen.
Dabei gilt 21 > 29 > - -+ > z,: Kein Kastchen hangt in der Luft (N1J).

4 Lies die Jordan—Form diag(Bs, ..., B;) ab: Die jte Spalte der Héhe ¢
zum Eigenwert )\ steht flr eine Hauptvektorkette der Lange ¢ und
somit fur den Jordan-Block B; = J(¢, \). Diese Jordan—Form ist
eindeutig bis auf die willkirliche Reihenfolge der Eigenwerte.

Kurzfassung: Wenn zu f nur die Jordan—Form J = M‘g(f) gefragt ist,
so sind wir an dieser Stelle schon fertig.

Langfassung: Falls zudem eine explizite Jordan—Basis J gesucht ist,
so gelingt uns dies wie folgt: In den griinen Késtchen stehen

die Startvektoren der Hauptvektorketten. Diese suchen wir!
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudoku!  ensuterung

5 Firi=s,...,1wahleinV; zu V;,_; & g(W;4+1) ein Komplement U;,
sodass V; = V;_1 & g(W;11) & U; qilt, und setze W; = g(W;11) & U;.
Anfangs gilt W1, = 0, also Uy = W,. Wahle eine Basis von U; und
lasse diese Startvektoren zu Hauptvektorketten runterrieseln (N1J).

Konkrete Rechnung mit Basisvektoren: In jeder Schichti = s,...,1
konstruieren wir eine Basis von W;. Zuvor berechnet ist eine Basis

wi, ..., w, der darlberliegenden Schicht W;;. (Anfangs Wy, = 0.)
Runterrieseln liefert eine Basis g(w:1), ..., g(w,) des Bildes g(W;1).
Wahle eine Hilfsbasis v1, ..., v, von V;_; und setzte diese zur Basis
U1, U, g(wh), - .., g(wg) von Vo @ g(W;) zusammen. Ergénze diese
schlieBlich zu einer Basis vy, ..., vy, g(w1), ..., g(wg), u1, ..., us von V.
Trage die Startvektoren uq, ..., uy in die grinen Kastchen ein und lasse
runterrieseln. Unsere Basis von W; ist nun g(w1), ..., g(wg), u1, ..., us.
Mit diesen Daten gehen wir weiter zur darunterliegenden Schicht ¢ — 1.

6 Lies die Jordan—Basis J zu f ab: Alle Spalten von links nach rechts,
jede Spalte von unten nach oben (in der Konvention von Satz N1B).
Flge diese Jordan—Ketten fiir alle Eigenwerte zur Jordan—Basis J.



N109

Beispiele: Welche Jordan—Formen sind mdglich?

Aufgabe: Gegeben sei eine Matrix A € R™*™ mit charakteristischem
Polynom y 4 € R[X].. Welche Jordan—Normalformen sind méglich?

(1) xa = (X = 1)(X —2)(X - 3) sowie (2) xa = (X —1)(X —2)*(X - 3),
(3) xa = (X —2)*(X —3)?, (4) xa = (X —2)3(X = 3), (5) xa = (X - N)*
Loésung: (1) Die Matrix A ist diagonalisierbar (M2N). Durch die Wahl
einer Eigenbasis (vy,vo,v3) von R3 zu A erhalten wir T € GL3 R mit

1
A ~ T7'AT =

3
(2) Die Matrix A ist eventuell diagonalisierbar. .. oder sie ist es nicht:
1 1
A~ oder A~
3 3

© Diese beiden Normalformen sind die einzigen Méglichkeiten (N1B).
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Beispiele: Welche Jordan—Formen sind moglich? Erlauterung

© Der einfachste Fall sind n paarweise verschiedene Eigenwerte.
Hier greift Satz M2N und garantiert uns die Diagonalisierbarkeit:

@ Leider ist nicht jede Matrix so einfach zu durchschauen, es kénnen
mehrfache Eigenwerte auftreten. Dann steht die Diagonalisierbarkeit in
Frage (M3w): Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische?

© Dank der Jordan—-Normalform (N1B) kdnnen wir alle méglichen Falle
einfach und Ubersichtlich darstellen, egal ob diagonalisierbar oder nicht.
Das ist eine enorme Vereinfachung und sehr nitzliche Struktur.

Im vorliegenden Beispiel (2) gibt es genau zwei Moglichkeiten:

Dank Satz N1B ist jede Matrix A mit charakteristischem Polynom

xa = (X — 1)(X —2)%(X — 3) entweder &hnlich zur Diagonalmatrix links
oder ahnlich zur hier gezeigten Jordan—Matrix rechts.

Auch in den folgenden Beispielen gibt es jeweils nur endlich viele
Méglichkeiten, und wir kdnnen diese leicht vollstandig aufzahlen.
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(8) Bei x4 = (X —2)%(X — 3)? sind vier Normalformen maglich:

2 2 1 2 2 1
2 2 2 2
3 1|’
3

A~ 31

3 3

(4) Bei x4 = (X — 2)3(X — 3) sind genau drei Normalformen méglich:

2 1 21 21
2 2 2 1
A~ 2 0]’ 2 0]’ 2
i 3 3 3
(5) Bei xa = (X — \)* sind genau finf Normalformen méglich:
A (A 1 Al Al Al
A A Al A Al
A ’ A ’ A ’ A1 A
AL A A A

1
A
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Beispiele: Welche Jordan—Formen sind moglich? Erlauterung

/\ Die Reihenfolge der Eigenwerte )y, ..., \; € K ist dabei beliebig;
in (R, <) kdnnen wir sie zum Beispiel der Gré3e nach anordnen.
Im Allgemeinen jedoch gibt es hierzu keine sinnvolle Konvention.

Die Konstruktion aller méglichen Jordan—Matrizen ist denkbar einfach.
Dank Satz N1B haben wir neben der Existenz auch die Eindeutigkeit!

Zu jedem Eigenwert A € K mit Vielfachheit » > 1 Oberlegen wir uns,
wie wir die gegebene Dimension r in Jordan—Blécke aufteilen kénnen.
Das entspricht den Zahlpartitionen, wie anschlieBend in N1cC erklart.

Zu jedem Eigenwert sortieren wir die Jordan—Bl6cke nach ihrer Gréfe,
und zwar absteigend wie im Young—Diagram. Diese Ubliche Konvention
ist zwar etwas willklrlich, aber doch sehr nitzlich und Gbersichtlich.

Ubung: Umordnung der Jordan—Bldcke fiihrt zu einer dhnlichen Matrix.

© Da wir aus jeder Ahnlichkeitsklasse genau einen Reprasentanten
auswahlen wollen, verhelfen uns die hier erklarten Konventionen zur
(weitgehenden) Eindeutigkeit, wie in den Beispielen (3-5) zu sehen.
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Kombinatorik: Wie viele Jordan—Formen gibt es? Erlauterung

Aufgabe: Gegeben sei eine Matrix A € K™*™ mit charakteristischem
Polynom x4 = (X — \)"™. Wie viele Jordan—Formen gibt es hierzu?

Loésung: Zur systematischen Aufzéhlung zerlegen wir n € N in eine

Summe n =n; +---+n, Mitng,...,n, € N>q. Da die Reihenfolge

keine Rolle spielt, kdnnen wir die Summanden absteigend ordnen:

Definition N1C: (ungeordnete) Zahlpartition

Eine Partition der Zahl n € N als Summe von k£ € N (ungeordneten,

umsortierbaren) Summanden ist ein Tupel (n1,n2, ..., n;) € NF mit
n=ni+ne+---+n, und ny >ng>--->n; > 1.

lhre Menge bezeichnen wir mit P(n, k) und P(n) = | |;_, P(n, k),
ihre Anzahl mit p(n, k) = §P(n, k) und p(n) = §P(n) = > ;_, p(n, k).

So zahlt P(n, k) die Young—Diagramme mit n Kastchen und & Spalten.
Mit dieser hilfreichen Notation kénnen wir auch fir gro3e »n die Anzahl
der méglichen Jordan—Formen Ubersichtlich darstellen und berechnen.



N114

Kombinatorik: Wie viele Jordan—Formen gibt es? Erlauterung

Partitionen spielen in Kombinatorik und Informatik eine wichtige Rolle.
Auch in der Linearen Algebra treten sie ganz natdrlich auf, wie hier bei
der Aufzahlung von Jordan—Normalformen. Zur Betonung sagen wir
Zahlpartition in N1c im Gegensatz zu Mengenpartition in E2K.

Beispiele: Fir n = 2,3, 4, 5 erhalten wir die folgenden Zahlpartitionen:
n=2=1+1
n=3 =2+1=14+1+1
n=4=3+1=24+2=24141=14+14+1+1
n=5=441=34+2=3+14+1=2+2+1
=2+14141=1+1414+1+1

Im letzten Beispiel finden wir also P(5,0) =0, P(5,1) = {(5)},
P(5,2) ={(4,1),(3,2)}, P(5,3) ={(3,1,1)),(2,2,1)},

P(5,4) ={(2,1,1,1)}, P(5,5) ={(1,1,1,1,1)}.

Wir suchen nun eine mdglichst effiziente Methode, um die Anzahlen
p(n, k) und auch die Mengen P(n, k) systematisch zu konstruieren.
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Kombinatorik: Wie viele Jordan—Formen gibt es? Erlauterung

Flr die ersten Partitionszahlen erhalten wir somit folgende Werte:

n | p(n) |p(n,k)
k=0 1 2 3 4 5 6
0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0 0
2 2 0 1 1 0 0 0 0
3 3 0 1 1 1 0 0 0
4 ) 0 1 2 1 1 0 0
) 7 0 1 2 2 1 1 0
6 11 0 1 3 3 2 1 1
Hierbei gilt P(n) = | I;_, ( k), also p(n) = tP(n) = > p_, p(n, k).
Fur k = n gilt P(n,n) = {(1,1,...,1)}, und somit p(n,n) = 1.

Fur k& > n gilt P(n, k) =0, und somit p(n, k) = 0.

Bemerkung: Fir alle & mit n/2 < k < n gilt zudem p(n, k) = p(n — k):
Wenn wir zunachst jeden Summanden mit 1 belegen, so bleibt noch
n — k < k zu verteilen. Hierflr gibt es genau p(n — k) Mdglichkeiten.
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Kombinatorik: Wie viele Jordan—Formen gibt es? Erlauterung

Wie berechnen wir die Partitionszahlen p(n, k) und p(n) geschickt?
Eine Mdglichkeit ist die explizite Konstruktion von P(n, k). Effizienter:
Satz N1D: Rekursionsformel flr Partitionszahlen

(0) Fur k£ = 0 gilt p(0,0) = 1 sowie p(n,0) = 0 fur alle n € N>;.
(1) Faralle1 <k <ngdgilt p(n,k) =p(n—1,k—1) +p(n — k, k)

Aufgabe: Beweisen Sie die Rekursionsformeln des Satzes.
Lésung: (0) Nach Definition N1c gilt P(0,0) = {()} und P(n,0) = {}.
(1) Wir zerlegen P(n, k) = Pi(n, k) U Py(n, k) in disjunkte Teilmengen
® Pi(n,k):={(ny,...,ng) € Pn,k) | np=1}=Pn—1,k—1),
vermdge der Bijektion (n1,...,nk-1,1) ‘2 (n1,...,n4-1), und
@ Py(n,k):={(n1,...,nx) € P(n,k) | n >2}=P(n—k,k),
vermdge der Bijektion (ny,...,nx) 2 (ng — 1,...,nk — 1).
Ubung: Fillen Sie damit die Tabelle fir 0 < k < n < 10 aus! Zur Probe:
n 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
p(n) 1 1 2 3 ) 7 11 15 22 30 42
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Minimalpolynom aus der Jordan—Form

Aufgabe: Bestimmen Sie das Minimalpolynom der Matrizen
2 2 1 2 1

Loésung: Das char. Polynomist x4 = x5 = xc = (X —2)3(X — 3)2.
Das Minimalpolynom folgt aus der max. Gré3e der Jordan—Blécke:
pa=(X-2)(X-3),
pp = (X —2)*(X - 3)%,
pe = (X —2)*(X - 3)".
Aufgabe: Setzen Sie A, B,C in (X — 2)¥(X — 3)* ein und bestimmen
Sie die minimalen Exponenten & und ¢, fir die Matrix annulliert wird.

Aufgabe: Formulieren Sie hierzu eine allgemeine, einfache Merkregel:
Wie extrahieren Sie das Minimalpolynom aus der Jordan—Form?
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Minimalpolynom aus der Jordan—Form

Satz N1E: charakteristisches Polynom und Minimalpolynom
Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung und dimg V = n < oc.
(1) Angenommen, x s zerféllt in Linearfaktoren Gber K. Dann gilt

Xf= (X =A)" - (X =)™ mit\; # A flri # j und
pr= (X =A)% (X = X)% mitl <s; <y fur alle 4.

(2) Der Exponent s; ist die maximale GréBe aller Jordan—Blécke zu \;.
Der Exponent r; ist die Summe der GréBen aller Jordan—Blécke zu A;.
(3) Genau dann ist der Endomorphismus f Uber K diagonalisierbar,
wenn sein Minimalpolynom p; € K[X] Gber K einfach zerfallt.

w

Beweis: Diese Zusammenfassung ist eine unmitteloare Anwendung der
zuvor erarbeiteten Satze (1) M3R und (2) M30 und (3) M3w.

Ubung: Fiihren Sie zur Wiederholung die Aussage (2) sorgfaltig aus:
Warum hat das Minimalpolynom genau diese schéne einfache Form?



Jordan—Formen zu gegebenem Minimalpolynom
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Aufgabe: Welche Jordan—Formen sind méglich mit charakteristischem

Polynom y 4 = (X — X\)® und Minimalpolynom p4 = (X — \)*?
Losung: (1) Im Falle u4 = (X — \)' ist A diagonalisierbar:
A

A ~ T'AT = A

Young-Diagramm )\

W A

In diesem Fall ist A selbst diagonal, denn A = T(AI)T~! = \I.

(2) Im Falle 4 = (X — \)? gibt es genau zwei Mdglichkeiten:

Al Al
A A
A~ A oder A~ Al

0
Qooo A A

00
|
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Jordan—Formen zu gegebenem Minimalpolynom

(3) Im Falle 14 = (X — )\)3 gibt es genau zwei Maglichkeiten:

Al Al
A1 A1
A~ A oder A~ A
E A Al ED
[N A A O]
(4) Im Falle 14 = (X — X\)* bzw. 4 = (X — ) bleibt nur
A1l Al =
Al Al
E A~ Al bzw. A~ Al E
O] A Al O]
| A A J

© Das Minimalpolynom biindelt niitzliche Informationen zur GréBe
der Jordan—Blécke und damit insbesondere zur Diagonalisierbarkeit.
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Die Zerlegung J = D + N in diagonal plus nilpotent

Bemerkung N1F: Potenzen der Jordan—Form J = D + N

Die Jordan—-Form T-'AT = J = D + N ist Summe der Diagonalmatrix
D und der nilpotenten Matrix N, und beide kommutieren: DN = N D.

Angenommen N* = 0. Dank binomischem Lehrsatz E2J gilt dann:

s—1
J'=D+N)" =Y (Z) Dk N
k=0

Aus A = TJT~! folgt dann A™ = TJ*T~! fir jeden Exponenten n € N.
Dies ergibt eine geschlossene Formel fir jeden Koeffizienten von A™.

Beweis: Jeder Jordan—Block operiert auf seinem zyklischen Unterraum.
Dank der Zerlegung als direkte Summe kommutieren sie untereinander.
In jedem einzelnen Jordan—Block D + N qilt D = A1, also DN = ND.
Induktion Gber n: Firn =0 gilt A = T und TJT"! = TIT! = 1.
Flirn > 1gqilt A" =A- At =gt . Tt~ = T g1,



Die Zerlegung J = D + N in diagonal plus nilpotent
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lllustrative Beispiele:

A1
A

> =

—_

n

\n

)\’VL

nA”_l
A’n

)\’Vl

‘An nAn41 (g)An72

nA"1
ATL

(532
nAnfl
A"

‘An nAn41 (g)An72

nAn—l
)\TL

(

Han-s

e

nA? !
)\n

(et

(

e
nA 1

)\TL
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Del’ SpeZ|a|fa” A — )\[ —|— N m|t N nl|p0ten’[ Erlauterung

Bemerkung N1G: Speziallfall A = AT + N

Angenommen, fir A € K™*" gilt uy = (X — \)". Dannfolgt A=A+ N
mit N° = 0 fir ein s € {1,...,r}. Dank binomischem Lehrsatz E2J gilt:

s—1
AV= AL+ N =Y (Z) Ak Nk
k=0

Dies ergibt eine geschlossene Formel fir jeden Koeffizienten von A™.

Beweis: Aus der Jordan—Form T—'AT = J = A\I + M mit M* = 0 folgt
A=TJT ' =X+ Nmit N =TMT~, also ebenso N* = 0.

1 2 =5
A= |14 10 -18
1 9 =17

Aufgabe: Fir die obige Matrix A € R3*3 gilt 4 = (X — )\)3. Bestimmen

Sie eine geschlossene Formel fiir jeden Koeffizienten von A™ = (a{").
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Del’ SpeZ|a|fa” A — )\[ —|— N m|t N nl|p0ten’[ Erlauterung

Standardverfahren: Bestimme die Jordan—-Form T-'AT = J = D + N.
Rucktransformation ergibt A™ = TJ"T~! =T [Y"5 24 () D" FN*¥ 71,

© Aligemein und gelingt immer: Wir berechnen .J sowie 7' und 7!,
@ Die Berechnung ist aufwéndig. Geht es vielleicht auch kiirzer?

1 2 =5
A= 114 10 -—-18
1 9 -17

Im Spezialfall haben wir den kurzen Weg: A = A\l + N mit N nilpotent.
Aus tr(A) = —6 lesen wir A = —2 (M3F). Somit ist N = A + 21 nilpotent:

3 2 -5 —18 —15 24
N=114 12 —-18] =— N?=1]12 10 -16| = N3=0
11 9 -—15 -6 -5 8

© Damit ist auch die Annahme 4 = (X — \)? nachtréglich bewiesen.

© Wir erhalten so A™ = A"NO + nA"~INT 4+ (7)A\"~2N? fir alle n € N.
Das ist eine einfache geschlossene Formel fir die Koeffizienten von A™.
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Zum Beweis: Jordanisierung gelingt! Erlauterung

Warum kdnnen wir jeden Endomorphismus f:V — V Uber K
jordanisieren, vorausgesetzt dimg V' < oo und x y zerféllt Gber K?

Zum Konstruktion einer Jordan—Basis bendtigen wir zwei Bausteine:
1 Der Vektorraum V ist die direkte Summe der Hauptraume (N1m).

2 Jeder Hauptraum erlaubt eine Basis aus Hauptvektorketten (N1L).

Es gibt nicht immer genug Eigenvektoren, um eine Basis zu bilden.
Aussage (1) garantiert, dass es immer genug Hauptvektoren gibt.

Dank (2) kdnnen wir diese sogar zu Hauptvektorketten anordnen.
So finden wir eine Jordan—Basis, bestehend aus Hauptvektorketten.

Das Standardverfahren zur Jordanisierung haben wir als Algorithmus
erklart (ab Seite N106). Wir wollen nun seine Korrektheit beweisen.
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Zum Beweis: Jordanisierung gelingt! Erlauterung

Wir beweisen den Satz von Jordan (N1B) wie folgt:

Zuerst halten wir fest: Hauptvektorketten sind linear unabhéngig (N1H).
Das ist flir konkrete Rechnungen eine hilfreiche Gewissheit.

AnschlieBend erklaren wir die Hauptraume (N11) von f:V — V als
verallgemeinerte Eigenrdume und klaren ihre interne Struktur (N1J).

Daraus folgt sofort die Eindeutigkeit der Jordan—Form (N1K)
und die Jordanisierung flr nilpotente Endomorphismen (N1L).

Die Hauptraumzerlegung (N1m) vollendet schlief3lich den Beweis:
Existenz einer Jordan—Basis und Eindeutigkeit der Jordan—Form.

Erst in diesem letzten Schritt._benétigen wir, dass das charakteristische
Polynom x; Gber K zerféllt. Uber K = C ist dies immer garantiert.
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Hauptvektorketten sind linear unabhangig. Erlauterung

Satz N1H: Hauptvektorketten sind linear unabhangig.
Sei f:V — V eine lineare Abbildung Uber K und A € K ein Skalar.
(1) Jede Hauptvektorkette F = (v1,...,v¢) zu A ist linear unabhéngig.

f—=Xx =X =X =X
{ i V9 l 000 i

0 V1 (7

(2) Eine Familie von Hauptvektorketten & = (v{, ..., vf ;...; v, ..., v})
zu X\ ist genau dann linear unabhangig, wenn die zugrundeliegenden
Eigenvektoren & = (v1,...,v¥) linear unabhéngig sind.

-2 -2 -2 -2
02 i =2, 3 12, L 'Ul}l
02 oF 12, vy 12, L vp,

© Alle Vektoren in einem korrekt ausgefiillten Young—Diagramm,
wie auf Seite N105 dargestellt, sind demnach linear unabhangig.
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Hauptvektorketten sind linear unabhangig. Erlauterung

Beweis: (1) Wir fihren Induktion Uber die Léange ¢ der Hauptvektorkette.
Der Fall ¢ = 1 ist klar (11D), denn es gilt v; # 0 nach Definition N1A.

Sei also ¢ > 2. Gegeben seien Koeffizienten aq,...,a,_1,a; € K mit
a1v1 + -+ ap_qve_1 + apvp = 0. Wir zeigen 0 = a1 = - - = ay_1 = ay.
Die Anwendung von (f — \)¢~! ergibt zunachst a,v; = 0, also gilt a, = 0.
Die reduzierte Familie ' = (v, ..., v,_1) ohne v, ist linear unabhangig
nach Induktionsvoraussetzung. Wir schlieBen 0 =a; = --- = ay_1 = ay.

(2) Wir fuhren Induktion Uber die maximale Lange ¢ = max{/¢1,...,{x}.
Der Fall ¢ = 1 ist trivial, denn hier ist F = € linear unabhangig.

Wir kbnnen ¢ = ¢; = =/, > €r+1 > >4 >1 annehmen
Gegeben seien Koeff|2|enten aj € K mit ZZ 1 Z] 195 ] =0.

Die Anwendung von (f — \)‘~ / reduziert dies zu Y__, alvi = 0.

Da die Familie € linear unabhangig ist, folgt a} = - - = a} = 0.

Die Familie 3’ entsteht aus F durch Léschung von v}, ..., v}.

Nach Induktionsvoraussetzung ist ¥’ linear unabhangig,

also gilt a;'- = 0 fr alle 4, j. Das war zu zeigen.
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Hauptraume eines Endomorphismus Erlauterung

Definition N11: Hauptraume eines Endomorphismus
Sei f:V — V eine K—lineare Abbildung und A\ € K ein Skalar.
(1) Der Hauptraum der Stufe s =0,1,2,... von f zu \ ist

Vs :=ker(f — Aidy)®.
(2) Wir erhalten so eine aufsteigende Kette f—invarianter Unterrdume:
{0} =V <Vi<Va<W<---<V und f(V;) CV,

Hierbei ist V; = ker(f — Aidy ) der Eigenraum von f zu ),
und V; heif3t auch verallgemeinerter Eigenraum der Stufe s.

(3) Der Hauptraum von f zu A (ohne Einschréankung der Stufe) ist
Hau(f,\) := U ey ker(f — Aidy)®.

(4) Dank (2) ist Hau(f, \) ein f—invarianter Unterraum von V. Er besteht
aus allen Vektoren v € V mit (f — Xidy)*(v) = 0 fur einen hinreichend
grofBen Exponenten s € N, der im Allgemeinen von v abhdngen wird.
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Hauptraume eines Endomorphismus Erlauterung

Aufgabe: Zeigen Sie die Aussagen (2) und (4). (Streng genommen
sollte eine Definition keine Behauptungen enthalten, doch hier will ich
davon abweichen und sofort die grundlegenden Eigenschaften nennen.)

Lésung: (2) Wir setzen abklrzend g := f — A, genauer g = f — Aidy.
Sei v € V;. Daraus folgt ¢* ™1 (v) = g(g°(v)) = g(0) = 0, also v € Vi 1.
Dank go f = fogfolgt g°(f(v)) = f(g°(v)) = f(0) =0, also f(v) € V.
(4)Ist V) <Vp3 < Vo <--. <V eine Kette von Unterrdumen in V,

dann ist ihre Vereinigung | J,. Vs ebenfalls ein Unterraum in V.
Beweisen Sie dies als Ubung, oder konsultieren Sie Satz 11z.

Bemerkung: Ist V' endlich-dimensional, so auch jeder Unterraum
Vo<W <Vo<.-- <V

und diese Kette stabilisiert, das hei3t es existiert ein Index s € N,
sodass Vs =V, flr alle r > s gilt, also Hau(f, \) = ker(f — Aidy)®.

Der folgende Satz klart die interne Struktur des Hauptraumes Hau(f, A),
so wie wir sie im Standardverfahren zur Jordanisierung (N106) nutzen.
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Interne Struktur eines Hauptraums Erlauterung

Satz N1J: interne Struktur eines Hauptraums
Sei f:V — V linear Uber K sowie A € K ein Skalarund g = f — Aidy.
(0) Fir die Hauptrdume V; := ker ¢* der Stufe i = 0,1, 2, ... gilt

{0}= <V <V <. <V

Flr die Dimensionen k; := dim V; folgt somit 0 = kg < ky < ko < ....

Fir alle 7 > 1 wahlen wir eine Basis von V,_;, ergédnzen diese zu einer
Basis von V; und erhalten so eine Summenzerlegung V; = V;_1 & W;.

(1) Dann ist g injektiv auf ;1. Zudem gilt V;_1 N g(W; 1) = {0}, also
g:Wiv1 = g(Wiy1) und Vi1 © g(Wiy1) < Vi.

Insbesondere folgt daraus dim W;, 1 < dim W;.

(2) Sei zudem ky = dim V4 = dim W3 endlich. Per Induktion tGber i € N
folgt aus (1), dass auch dim W; < k; und dim V; < ¢k, endlich sind.

Fir die Zuwéchse zi = k; — ki—1 = dimW; gllt 212292232 ...
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Interne Struktur eines Hauptraums Erlauterung

Beweis: Aussage (0) haben wir bereits zuvor in N11 geklart.

Durch Basiswahl und Erganzung erhalten wir V; = V;_; & W;.

(1) Fir w € Wiz1 ~ {0} gilt w ¢ V;, also 0 # g'(w) = ¢" ' (g(w)).

Das bedeutet g(w) # 0 und g(w) ¢ V;_1, also g: Wiy1 = g(Wiy1)

und V;_1 & g(W;41) < V;. Daraus folgt dim W;;1 < dim W;.

(2) Dies folgt sofort per Induktion Gber i € N.

© Dies rechtfertigt die Darstellung als Young—Diagramm (Seite N105).
Jede Zeilei =1,...,senthalt z; := k;, — k;_1 = dim W; Késtchen.
Dabei gilt 21 > 29 > - -+ > z,: Kein Kastchen hangt in der Luft.

© Zudem prazisiert Satz N1J auch die Stabilisierung:
Gilt V;, = V44 flr ein s € N, so folgt V; = V. fir alle r > s.

© Unser Satz N1J gilt auch fiir unendliche Dimension.
Im Falle k1 < oo erhalten wir die lineare Schranke k; < ik;.
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Elndeut|gke|t der JOI’dan—FOI’m Erlauterung

Satz N1K: Eindeutigkeit der Jordan—Form
Vorgelegt seien in K™*™ zwei Jordan—Matrizen

By C1
By und C = _
By Cm

Co

mit Jordan—Blécken B; = J(¢;, \;) und C; = J(mj, p;) far alle 4 und j.

(1) Sind B und C &hnlich, also C = T~'BT firein T € GL,, K,
dann gilt = m und nach Umordnung B; = C; firallei =1,...,¢.

(2) Genauer: Die Anzahl n(B; /¢, \) der Blécke J(¢, \) der Matrix B ist

n(B; 2, \) = 2dimker(B—\)’ — dim ker(B—))*"! — dim ker(B—\)*!

Diese Anzahl ist eine Invariante unter Ahnlichkeit B ~ C von Matrizen:
Aus C = T~ BT folgt n(C;¢,\) = n(B; ¢, )\) fur alle A € K und ¢ € N>;.




N134

Elndeut|gke|t der JOI’dan—FOI’m Erlauterung

Beweis: (2) Jeder Jordan—Block J(¢, \) der GréBe ¢ x ¢ entspricht einer
Hauptvektorkette der Lange ¢, und umgekehrt. Zur Matrix B definieren
wir k¢ := dim ker(B — \)* und setzen z, := ky, — k,_; wie in Satz N1J.
Die Zahl z, € N ist die Breite der Zeile £ im Young—Diagramm (N105)
zum Hauptvektorraum Hau(B, \). Dies ist zugleich die Anzahl der
Hauptvektorketten der Lange > ¢. Somit ist n(B; ¢, \) = zp — zp11

die gesuchte Anzahl der Hauptvektorketten der Lange genau /.

Aus C = T~1BT folgt (C — \)* = (T'BT — \)! = T-Y(B - \)T,

also dim ker(C' — \)* = dimker(B — \)¢ fur alle A € K und ¢ € N.

Nach obiger Rechnung folgt demnach n(C; ¢, \) = n(B; ¢, \).

Daraus schlieBen wir Aussage (1).

© Fur alle jordanisierbaren Matrizgn haben wir damit
das Klassifikationsproblem bis auf Ahnlichkeit geldst.

© Uber jedem algebraisch abgeschlossenen Kérper wie C
ist jede Matrix jordanisierbar, wie wir nun zeigen werden.
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Jordanisierung eines nilpotenten Endomorphismus Erlauterung

Satz N1L: Jordanisierung eines nilpotenten Endomorphismus

(1) Sei g: V — V linear Gber K und nilpotent, ¢° = 0. Dann existiert zu g
eine Jordan—Basis von V, also eine Basis aus Hauptvektorketten.

Beweis: Die Konstruktion haben wir ab Seite N106 ausgefihrt.

® Fliri=0,1,...,s setze V; := ker ¢* und bestimme die Dimension
k; := dim V;. Den Struktursatz N1J mit diesen Daten visualisieren wir
als Young—-Diagramm, wie auf Seite N105 gezeigt.

@ Firi=s,...,1wéahleinV; zu V,_1 @ g(W;+1) ein Komplement U,
sodass V; = V;_1 @ g(W;11) @ U; gilt, und setze W; = g(Wi41) & Us.
Anfangs gilt W1 = 0, also Us; = Ws. Wéhle eine Basis von U; und
lasse diese Startvektoren zu Hauptvektorketten runterrieseln.

Das Gelingen dieser Konstruktion verdanken wir dem Struktursatz N1J.
Das so ausgefillte Young—Diagramm liefert eine Basis von V.
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Jordanisierung eines nilpotenten Endomorphismus Erlauterung

Satz N1L: Jordanisierung eines nilpotenten Endomorphismus

(2) Sei f:V — V linear Uber K. Dann erlaubt jeder Hauptraum
Hau(f, \) eine Jordan—Basis, also eine Basis aus Hauptvektorketten.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung g = f — \; auf dem Hauptraum
Hau(f, A). Dieser Endomorphismus ist nilpotent. Dank (1) kénnen wir
eine Jordan—Basis zu g konstruieren, und damit zu f.

© Damit kdnnen wir jeden nilpotenten Endomorphismus ¢
jordanisieren, und allgemein f auf jedem Hauptraum Hau(f, \).

Es bleibt schlie3lich noch die Hauptraumzerlegung zu klaren.
Das ist der Inhalt des folgenden, abschlieBenden Satzes.

Erst in diesem letzten Schritt._benétigen wir, dass das charakteristische
Polynom x  Uber K zerfallt. Uber K = C ist dies immer garantiert.
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Die Hauptraumzerlegung Erléuterung

Satz N1M: Hauptraumzerlegung

Vorgelegt sei f:V — V linear Uber K mit n = dimg (V) < oo.
Das charakteristische Polynom von f zerfalle Gber K gemaf3

X(X) = (X =) (X = X)2 - (X = Ap)™"

wobei A, Mg, ..., A\ € K und \; # \; fur i # j gelte.
(1) Dann haben wir die Summenzerlegung in Hauptraume:

V = Hau(f, A1) ® Hau(f, A2) @ - - - & Hau(f, Ar)

Dabei gilt Hau(f, A;) = ker(f — \;idy )™ und dimg Hau(f, \;) = 7.

© Das erinnert uns an die Eigenraumzerlegung aus Satz M11.

Der entscheidende Vorteil gegenlber Eigenrdumen Eig(f, A;) ist,

dass die Hauptraume Hau( f, \;) immer eine Summenzerlegung von
ganz V ergeben. Insbesondere hat jeder Hauptraum Hau( f, \;) immer
die richtige Dimension, namlich genau die algebraische Vielfachheit r;.
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Die Hauptraumzerlegung Erléuterung

Aufgabe: Beweisen Sie dies mit dem Satz M3k von Cayley—Hamilton
und der Kernzerlegung M3v dank Bézout wie in Kapitel M vorbereitet.

Losung: Dank Cayley—Hamilton M3k gilt x ¢(f) = 0. Wir setzen voraus,
dass x s Uber K zerfallt. Die zugehdrige Kernzerlegung M3V ergibt

V =ker(f — A1) @ker(f — M) @ -+ @ ker(f — A)™.

Furi e {1,..., k} betrachten wir den Summanden H; := ker(f — \;)"
und seine Dimension s; = dim H;. Auf H; ist f — \; nilpotent, also hat
fi == f|§ : H; — H, das charakteristische Polynom (X — X;)® (M3T).
Auf der direkten Summe V' = @, H; gilt somit x5 = [[,(X — A\;)*.

Der Polynomvergleich zeigt s; = r; fir alle 4, also dim H; = r;.

Wir haben somit H; = ker(f — X)) < ey ker(f — A\i)® = Hau(f, \).
Auf H; mit j # i ist f — A; ein Isomorphismus, also gilt Hau(f, \;) < H;.
Damit ist die ersehnte Hauptraumzerlegung V' = @, H; bewiesen,

mit H; := ker(f — )\Z)T‘ = Hau(f, )\1) und dim H; = r;.
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Die Hauptraumzerlegung Erléuterung

Satz N1m: Hauptraumzerlegung
(2) Sei A; eine Basis von Hau(f, \;). Zusammengesetzt erhalten wir
eine Basis A von V. Die Abbildung f wird dann dargestellt durch

Ay
; A
A=Min= |0
Ap

Hierbei gilt A; = A\ E,, + N; mit einer nilpotenten Matrix N; € K"i*",
Somit erhalten wir die Zerlegung A = D + N mit D, N € K™*",
wobei D diagonal und N nilpotent ist und zudem DN = N D qilt.

(3) Fur jeden Hauptraum kénnen wir eine Jordan—Basis wahlen.
So wird f dargestellt als Diagonalmatrix von Jordan—Blécken:

AZ' = diag(J(rM, )\Z'), J(T@Q, )\Z'), ey J(ri,km AZ))

Mitr;1 >rio> -2 Undr;=ri1+rm2+- -+ 7.
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Ruckblick auf den Satz von Jordan Erlauterung

© Damit haben wir den Satz von Jordan (N1B) bewiesen, also die
Existenz einer Jordan—Basis und die Eindeutigkeit der Jordan—Form.

Die sorgsame Ausflihrung des Beweises beschert uns ein genaues
Verstandnis und dariiber hinaus als Bonus noch weitere Erkenntnisse:

© Zugleich haben wir das Standardverfahren zur Jordanisierung als
Algorithmus erklart (ab Seite N106) und seine Korrektheit bewiesen.

Das beweist insbesondere die Existenz einer Jordan—Basis
und ist zudem eine Anleitung fir die konkrete Berechnung.

© Jordan—Basen gibt es viele, doch die Jordan—Form ist eindeutig
(bis auf Umordnung der Jordan—Blécke). Dies folgt aus den Invarianten
n(f;¢,\) aus Satz N1K, diese z&hlen die Jordan—Blécke J (¢, \) von f.

Diese Invarianten ermdglichen insbesondere die Kurzfassung des
Standardverfahrens, wenn nur die Jordan—Form ohne Basis gefragt ist.



Kern und Defekt einer Komposition
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Lemma N2A: Defekt-Ungleichung
(1) FUr jeden Endomorphismus f:V — V Uber K gilt

dimg ker(f") < r - dimg ker(f).
(2) Allgemein seien f:U — V und g: V — W lineare Abbildungen,

v— v .w

(2a) Daraus erhalten wir die kurze exakte Sequenz

’ /

0 — ker(f) e, ker(g o f) e f () ngg(v)

(2b) Insbesondere qilt fir die Dimensionen:

dimg ker(go f) = dimg ker(f) + dimg [im(f) Nker(g)]
< dimg ker(f) 4+ dimg ker(g)

im(f) Nker(g) ——— 0
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Kern und Defekt einer Komposition

Aufgabe: Treten alle numerisch méglichen Falle tatsachlich auf?
Ausflhrlich: Gegeben seien k,¢,m € Nmit k <m < k + £. Finden Sie
f:U—=V mit dimker(f) =k,

g:V—W mit dimker(g) =¢,
h=gof mit dimker(h)=m.
Das zeigt: Die Abschatzung des Lemmas Iasst sich nicht verbessern.

Bemerkung: Das ist eine offene Frage. Gesucht ist eine Konstruktion,
maoglichst einfach und elegant. Hier kénnen und sollen Sie kreativ sein!
Bitte machen Sie sich die Freude und versuchen Sie es zunachst selbst.

Losung: Firn :=k + ¢ —m gilt 0 < n < £. Wir betrachten die Matrizen

1 0
A= |: £xL EXk:| , B = []_an Onxg] R BA = [1n><n Onxm] .
Onxﬁ OnXk

Diese definieren lineare Abbildungen f: K% — Ky — Au und
g: K" 5 K":v— Bumith =go f: K% - K" wie gewiinscht.
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Kern und Defekt einer Komposition Erléuterung

Zur Erinnerung: Die Dimension des Kerns heif3t abklirzend auch Defeki.
Daher nenne ich die Aussagen (1) und (2b) griffig Defekt-Ungleichung.
Aussage (2a) formuliert dies bequem und préazise als exakte Sequenz.

Aufgabe: Beweisen Sie die Defekt-Ungleichungen des Lemmas.

Bemerkung: Das ist eine geschlossene Frage. Gesucht ist ein Beweis,
maoglichst einfach und elegant. Hier kdnnen und sollen Sie akribisch
die Begriffe einliben und die nétigen Argumente sorgsam ausfihren.
Bitte machen Sie sich die Freude und versuchen Sie es selbst.

Loésung: (1) Anschaulich, in endlicher Dimension dim V' < oo:

Wir nutzen das Young—Diagramm des Hauptraums zum Eigenwert 0.
Das Fundament der Breite z; = dimg ker(f) erlaubt weitere Schichten
der Breite z; > z5 > - -+ > z,, somit dimg ker(f") = 21 + -+ - + 2z, < rz;.

© Den allgemeinen Fall (1) entnehmen wir Satz N1J.

© Alternativ folgt (1) aus Aussage (2), die wir nun beweisen.
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Kern und Defekt einer Komposition Erléuterung

(2a) Zunéchst ist die Sequenz wie angegeben tatsachlich wohldefiniert:
Fur u € ker(f) gilt g(f(u)) = ¢g(0) = 0, somit ker(f) < ker(go f).
Fir u € ker(g o f) gilt f(u) € im(f) Nker(g), denn g(f(u)) = 0.

Zur Erinnerung, Exaktheit bedeutet ,Bild gleich Kern* an jeder Stelle:
Das Bild von links ist gleich dem Kern nach rechts. (Definition 12H)

Exaktheit links ist klar, denn die Inklusion ker(f) < ker(g o f) ist injektiv.

Die Exaktheit rechts entspricht der Surjektivitat der Abbildung f’.
Jedes Element v € im(f) Nker(g) hat die Form v = f(u) mit g(v) = 0.
Somit existiert u € ker(g o f) mit v = f/'(u). Das heif3t, f’ ist surjektiv.

Die Exaktheit in der Mitte bedeutet ker(f’) = ker(f):
Dies gilt, denn ker(f) < ker(g o f), und f” ist die Einschréankung
von f auf den Startraum ker(g o f) und den Zielraum im(f) N ker(g).

Die Aussage (2b) folgt aus (2a) dank der Dimensionsformel J2M.
Aus (2b) schlieBlich folgt (1) mit g = f"—! und Induktion Gber r.
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Die diskrete Ableitung und ihre Hauptfolgen

Sei K ein Korper, etwa K = Q, R, C. Wir arbeiten im Vektorraum K aller
Folgen f:N — K:n — f(n) mit Indexmenge N und Werten in K.

Wir betrachten den Differenzenoperator (aka die diskrete Ableitung):

A:KYSKY: f Af mit (Af)(n) = f(n+1) = f(n).
Aufgabe: (1) Bestimmen Sie V; = ker A" und V = [,y V> in K.
(2) Nennen Sie eine Basis aus Hauptvektorketten von V,. und V.

© Hier haben wir eine aufsteigende Kette von Untervektorréumen
Vo < Vi < Vi <...inKY, daheristihre Vereinigung V =
ebenfalls ein Untervektorraum von KY. (Warum? Ubung!)

Lésung: (1a) Fur r = 0 haben wir A® = id, also V; = {0}.

(1b) Die Gleichung Af = 0 bedeutet f(n+ 1) — f(n) =0 fir alle n € N.
Somit gilt V1 =ker A = (1 >}K mit der konstanten Funktion 1 = Constll\l.

(1c) Aus dimg ker A = 1 folgt dimg ker A™ < r fir alle » € N. (N1J/N2A)

TEN
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Die diskrete Ableitung und ihre Hauptfolgen

(1d) Wir erinnern uns an die Binomialkoeffizienten und betrachten

fr i NS K 1 fi(n) = (Z) :n(n—l)..l;:!(n—k+1)

Hier qgilt fo(n) =1 und fi(n) = nund fa(n) = n(n —1)/2 usw.
Far die diskrete Ableitung finden wir:

A = fn+ 1= = (7)< ()2 (") 2

(1e) Wir haben also eine (unendlich lange) Hauptvektorkette
A

0  fo Ry e By B

Jede Hauptvektorkette ist linear unabhangig.

A

(2) Somit erhalten wir die ersehnten Basen aus Hauptvektorketten:

W:kerAr:<f07---7fT—1 >]'K7
V=UenVr=(fel keN)
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Die diskrete Ableitung und ihre Hauptfolgen

(ln=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k=0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 0 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45

3 0 0 0 1 4 10 20 35 56 84 120

4 0 0 0 0 1 5 15 35 70 126 210
Satz N2B

Wir betrachten den Differenzenoperator / die diskrete Ableitung
A:KYSKY: fs Af mit (Af)(n) = f(n+1) — f(n).
Zum Eigenwert 0 sind die Hauptrdume der Stufe » = 1,2,3,... dann

ker(A") = ( fi |k <7)y mit fu(n)=(}) und
A A A A A A
' [3 1 fa =

0 ' fo ' f1 1 fa
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Die diskrete Ableitung und ihre Hauptfolgen Erlauterung

© Wir sehen an diesem Zahlenbeispiel sehr schén, warum der
Differenzenoperator auch als ,diskrete Ableitung“ betrachtet wird:
Die Folge f = AF mit f(n) = F(n+ 1) — F'(n) gibt in jedem Punkt
die ,Steigung“ von F' an, also die Differenz zum néachsten Wert.

© Umgekehrt entsteht F aus f durch ,diskrete Integration®:

Wir geben die Folge f:N — K sowie den Startwert F'(0) = 0 vor
und erhalten alle weiteren Werte F'(n) firn = 1,2,3,... rekursiv
durch Aufsummieren gemaB F(n + 1) = F(n) + f(n) fir alle n € N.

Genau dies ist die Definition der Summe F(n) = Y72, f(k).

© Die so entstehende Tabelle ist gerade das Pascalsche Dreieck!
Die Darstellung haben wir der vorliegenden Situation angepasst:
In jeder Zeile halten wir k& € N fest und lassen n € N laufen.
(Ublicherweise ist n € N die Zeile und k € {0,...,n} lauft.)

© Eine Art diskrete Ableitung macht im Young—Diagramm aus dim V},
die Breite dim W}, = dim V}, — dim V},_; der Schichten und daraus
schlie3lich die Anzahl der Startvektoren, dim U, = dim Wy, — dim Wy 4.



N209

Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen

Auf dem Folgenraum K" betrachten wir den Verschiebeoperator
s: KN S KN . fssf mit (sf)(n) = f(n+1).

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptrdume V, = ker(s — \)" der Stufe
r=1,2,3,.... Nennen Sie eine Basis aus Hauptvektorketten.

Loésung: (a) Sei A € K. Stufe » = 1 ist der Eigenraum (M247):
Eig(s,)\):<f0>]!K mit fo: N=>K:n— A"

(b) Aus dimg ker(s — A) = 1 folgt dimg ker(s — A\)" < r dank N1J/N2A.
(c) Wir inspirieren uns an der vorigen Aufgabe und N1F und betrachten
fe : N=>K:n— (Z)/\”_k.

Dank Rekursionsformel der Binomialkoeffizienten E229 finden wir:
(s = N fi(n) = ("EHAHTE — (AR = (2 )A 0D = £y (n)
(d) Wir erhalten also auch hier eine unendlich lange Hauptvektorkette:

s—A ’f() s—A ‘fl ’f2 ‘f3

s—A s—A s—A .

0
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Anwendung: lineare Rekursionsgleichungen Erléuterung

© Das ist ein sehr effizientes und elegantes Vorgehen:

Wir bestimmen zuné&chst den Eigenraum V; = Eig(s, \).

Daraus folgt die Abschatzung dimg ker(s — A\)" < r fur alle r € N.
Durch explizite Konstruktion finden wir eine Hauptvektorkette,
somit eine Basis von V., und daraus folgt dimg ker(s — \)" = r.

© Ich zelebriere diese Anwendung hier betont ausfihrlich, da es sich
um allgemein wichtige Operatoren handelt, und all unsere Werkzeuge
der Linearen Algebra hier zur Blite kommen und Friichte tragen.

Die Formel (c) féllt nicht vom Himmel, sieche Bemerkung N1F.

Ubung: Was genau passiert im interessanten Sonderfall A = 0?
Wie ist die Formel fi(n) = (7) A" " hier zu interpretieren?

© Zusammenfassend formuliere ich hierzu den folgenden Satz zum
Verschiebeoperator und den Lésungen von Rekursionsgleichungen.
AnschlieBend werden wir dieses erfolgreiche Rezept genauso

auf die Ableitung und Differentialgleichungen anwenden.
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Satz N2c: Hauptfolgen des Verschiebeoperators
Auf dem Folgenraum K" betrachten wir den Verschiebeoperator

s KNS KN fissf mit (sf)(n) = f(n+1).

(1) Zum Eigenwert X sind die Hauptraume der Stufe r = 1,2,3,... dann

ker(s — A)" = ( fx | k<r >]'K mit  fi(n) = (})A"* und

- - s—A S—A S—A
0= - 1 f2 1 f3 1 fa

t fo < + f1

s—A )

(2) Vorgelegt sei ein normiertes Polynom
P=X"4a, 1 X" 4. 4a0X0= (X =2)" (X = \p)™.
Dann hat L = ker P(s) < K" eine Basis aus Hauptvektorketten:

L =ker(s—X\)" & --- P ker(s — Ag)™

Damit kdnnen wir jede lineare Rekursionsgleichung P(s)f = 0 I6sen.
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen

Satz N2c: Hauptfolgen des Verschiebeoperators
(3) Die Auswertung stiftet den K—Isomorphismus
q: LK : fe (£0), f(1), f(2),..., f(r=1)).

Damit kdnnen wir jedes Anfangswertproblem I6sen, das heif3t,
die eindeutige Lésung als einfache, geschlossene Formel darstellen.

© Damit kdnnen Sie lineare Rekursionsgleichungen P(s) f = 0 ldsen,
nun fir alle Polynome P € K[X]!, auch mit mehrfachen Eigenwerten!

© Dasselbe gilt entsprechend fir die diskrete Ableitung A = s — id:
Nur die Eigenwerte verschieben sich, denn A — A =s — (1 + \).
Beweis: (1) Die Hauptraume kennen wir aus der vorigen Aufgabe.
(2) Diese direkte Summe ist die Kernzerlegung aus Satz M3v.

(3) Auswertung und Dimension kennen wir aus Satz M2R:
Zu je r beliebig vorgegebenen Startwerten fy, ..., -1 € K
existiert genau eine P—rekursive Folge f = (fo, ..., fr—1, frs- - ).
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen Ubung

Aufgabe: Wie I6sen Sie mit Satz N2¢ lineare Rekursionsgleichungen?
Erklaren Sie hierzu das Standardverfahren (ohne & mit Anfangswerten).
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen Ubung
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen Ubung
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen Ubung
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Die Ableitung auf Polynomen und ihre Hauptfunktionen

Uber dem Kérper K betrachten wir die Ableitung auf Polynomen:
0:KX]=»KX]: P=Y" pX +— 0P =31 ip X"
Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptrdume V. = ker(0 — \)" der Stufe

r=1,2,3,.... Nennen Sie eine Basis aus Hauptvektorketten.
Loésung: Wir betrachten die Eigenvektorgleichung 0P = AP.

Sei X # 0. FUr P # 0 gilt deg(0P) < deg(AP), also Eig(d, \) = {0}.
Somit bleibt nur A = 0 als einzig méglicher Eigenwert von 0.

(0a) Charakteristik char K = 0: Wir finden ker(9) = { X° )k.

(Ob) Aus dimg ker(9) = 1 folgt dimg ker(9") < r fir r € N. (N1J/N2A)
(0c) Die Polynome Fj, = X*/k! € K[X] bilden eine Hauptvektorkette:
d o 9

0 o

0 =F3\

%FO ’Fl :F2

(0d) Dank linearer Unabhéangigkeit finden wir so:

ker(9") = K[X]<, = <Fk ‘ k<r >]'K
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(1a) Charakteristik char K = p > 0 verhalt sich anders!
ker(9) = ( X0, XP, X% X3 . Vi

(1b) Fur die Polynome F,, ;, = X™** /kImitk =0,1,...,p — 1 gilt:

19} 0 0 19}
0 f FO,O { F()’l ... f FO,p—l
1%} 0 0 1}
0 "Fl,O 4F171 ... "Fl,pfl
) 9 o P
0 t Fino t it ... t Fpp—1

(1c) Wir finden hier eine Basis aus mehreren Hauptvektorketten:
ker(9") <ka‘mEN k:<r>
Dies gilt fir r = 0,1, ..., p, wobei ker 8° = {0} und ker 9” = K[X].

/\ Die Ableitung von Polynomen definieren wir Giber jedem Korper K.
In positiver Charakteristik verhalt sie sich jedoch recht ungewohnt.

Umso erfreulicher ist es, auch hier einfache Strukturen zu finden.
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Lineare Differentialgleichung und Exponentialfunktion

Zu lésen sei die folgende Differentialgleichung mit Anfangswert:

u'(t) =au(t) mit u(0)=wv

Diese Aufgabenstellung nennt man Anfangswertproblem, kurz AWP,
oder auch Cauchy—Problem. Wir arbeiten Uber dem Kérper K = R, C.

Gegeben ist die Konstante a € K und der Anfangswert v € K.
Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen u: R — K:t — u(t),
die u(0) = v und die Gleichung «'(t) = au(t) fur alle ¢t € R erflllen.

Aufgabe: (1) Existenz: Finden Sie eine Losung u: R — K: ¢ — u(t).
(2) Eindeutigkeit: Finden Sie alle Lésungen des Anfangswertproblems.
Losung: (1) Die Funktion u: R — K: u(t) = e'%v ist eine Lésung.

(2) Sei u: R — K eine weitere Losung. Wir betrachten w(t) = e~ "au(t).
Dank Produktregel erhalten wir w'(t) = —ae™ - @(t) + e~ - at(t) = 0.
Dank Mittelwertsatz ist w: R — K konstant v, also a(t) = e"v = u(t).

© Es gibt genau eine Lésung u: R — K, namlich u(t) = et?v.
gibt g g : (t)
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Lineare Differentialgleichung und Exponentialfunktion Erléuterung

@ Aus der vorigen Aufgabe wissen wir, dass Polynomfunktionen nicht
zur Lésung der Differentialgleichung «/(¢) = au(t) mit a # 0 taugen.

© Die Exponentialfunktion erweitert unser Arsenal ganz wesentlich:

exp : K=K : 20 exp(z) =Y 50, 2"/k!

Analysis: Diese Potenzreihe konvergiert absolut in jedem Punkt x € K.
Wir dlrfen termweise ableiten, wie Polynome, und erhalten exp’ = exp.
Dank Kettenregel ist die Ableitung von ¢ — exp(ta) dann t — aexp(ta).

© Neben der Existenz erhalten wir auch die Eindeutigkeit der Lésung.
Damit ist dieses grundlegende Problem geldst, darauf bauen wir auf.

Wir gehen genauso vor wie in der Rechnung zur diskreten Ableitung
und bestimmen alle Hauptrdume durch eine explizite Konstruktion.

Lineare Algebra: Ausgestattet mit diesen grundlegenden Daten I6sen
wir routiniert jede Differentialgleichung héherer Ordnung (gemeint ist:
homogen lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten).
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Auf > = ¢>°(R,K) Uber K = R, C haben wir den Ableitungsoperator
0 :6° =€ : f—f.
Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptrdume V, = ker(0 — \)" der Stufe
r=1,2,3,.... Nennen Sie eine Basis aus Hauptvektorketten.
Losung: (a) Sei A € K. Stufe » = 1 ist der Eigenraum (N219):
Eig(s,\) = ( fo )y mit fo: R =K : ¢ e
(b) Aus dimg ker(9 — \) = 1 folgt dimg ker(9 — \)" < r dank N1J/N2A.
(c) Wir inspirieren uns an vorigen Beispielen und betrachten
fr 1 R—=K: tr—>%eﬂ.

Dank Produktregel der Ableitung finden wir:

(@ - Nfut) = gome® A e = A = fia()
(d) Wir erhalten also auch hier eine unendlich lange Hauptvektorkette:
AP fo < -\ " -\ o -\ s 92
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Satz N2D: Hauptfunktionen des Ableitungsoperator

Auf > = ¢ (R, K) Uber K = R, C haben wir den Ableitungsoperator

0:C° =€ : ff.

(1) Zum Eigenwert X\ sind die Hauptraume der Stufe r = 1,2,3,... dann

ker(d — A = ( fi |k <7 )i mit fi(t) =Xtk /k und

H—\ 9—\ -\ -\ 9—A\ 9—\
0 t fo ' f1 ' fa 4 1 f3 ' f4 |

(2) Vorgelegt sei ein normiertes Polynom
P=X"4a, 1 X" 14+ . 4aeX0=(X =) (X = \)™.
Dann hat L = ker P(9) < ¥° eine Basis aus Hauptvektorketten:

L=ker(d—A)" @ ®ker(d — )™

Damit kdnnen wir jede lineare Differentialgleichung P(0)f = 0 l6sen.




N223

Der Ableitungsoperator und seine Hauptfunktionen

Satz N2D: Hauptfunktionen des Ableitungsoperator
(3) Die Auswertung zum Zeitpunkt ¢ = 0 stiftet den K—lsomorphismus

q: LK fe (£(0), £(0), £7(0),..., f"71(0)).

Damit kdnnen wir jedes Anfangswertproblem Iésen, das heif3t,
die eindeutige Lésung als einfache, geschlossene Formel darstellen.

(4) Fur jede Hauptfunktion f;, zu A gilt £{™(0) = (})\"~* fiir alle n € N.

Beweis: (1) Die Hauptraume kennen wir aus der vorigen Aufgabe.

(2) Diese direkte Summe ist die Kernzerlegung M3v.

(3) Dank (4) und Satz N2c bildet ¢: L — K" eine Basis von L

auf eine Basis von K" ab. Somit ist ¢ ein Isomorphismus.

Aufgabe: Berechnen Sie f{™)(t) mit Auswertung f{™)(0) = (})A"*
zundachst far kleine Beispiele und dann allgemein per Induktion.



N224

Der Ableitungsoperator und seine Hauptfunktionen Erléuterung

Lésung: Wir wissen 0f, = Afi + fr_1. Per Induktion zeigen wir:

n

"= (?) i =3 (7;) X" s

1EL 1=0

Zu einfacheren Schreibweise setzen wir f;, := 0 fir k € Z .
Die Aussage qilt fir n = 0. Induktionsschritt von n — 1 auf n:

0" fr = 00" fir) = 8[ > (n ; 1) S ]
iz
Z( >)\" - ,+Z< ))\” i

1€EZ JEZ
=> ( >A" i+ Z ( )A”—ifk_i => (ﬁ) A fr
€L IEL

Wir nutzen die Indexverschiebung i = j + 1 bzw. j =i — 1. SchlieBlich
gilt fo(0) = 1 und f,(0) = 0 fur alle k # 0, also (9" fx)(0) = (})A"~*.
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Konjugiert-komplexe Lésungen

A Anwendungen erfordern oft reelle Losungen u: R — R.
Zu lésen sei Uber R die homogene lineare Differentialgleichung

P(d) u(t) = 0.

Hierzu sei P(X) = ap + a1 X + --- 4+ a, X" € R[X] ein reelles Polynom.
Ist A\ = o + iw mit o, w € R eine Nullstelle von P, dann auch A = o — iw.
Unsere DG hat dann die beiden konjugiert-komplexen Lésungen

z1(t) = eM = &7 et = 7! (cos(wt) + isin(wt)),

2(t) = M = et oIt — o7t (cos(wt) — isin(wt)).
Basiswechsel: Hieraus kombinieren wir die beiden reellen Losungen
ur(t) = Re[z1(t)] = 3 [21(t) + 22(1)] = " cos(wt),
up(t) =TIm[z1(t)] = 5 [21(t) — z2(t)] = e sin(wt).

Im Falle w # 0 sind diese beiden Lésungen linear unabhéngig.
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Anwendungsbeispiel: komplex vs reell Ubung

Aufgabe: Lésen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem
u”(t) 4+ 2u/(t) +5u(t) =0 mit w(0) =1, «'(0) =3

Lésung: (a) Das charakteristische Polynom ist P(X) = X2 +2X + 5.
Die Nullstellen A, = —1 4+ /1 — 5 = —1 = 2i sind komplex-konjugiert.

Komplexes Fundamentalsystem: e(-1420)t  ¢(=1-20)t

Komplexe Lésungen: z(t) = c; e~ 12t 4 ¢y e=1=2t mit ¢1, ¢y € C
Reelles Fundamentalsystem: e~ cos(2t), e ! sin(2t)

Reelle Losungen: u(t) = aj et cos(2t) + ag e sin(2t) mit ag, a0 € R

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:
u(0) =y =1 a; =1
, =
u(O):—a1+2a2:3 g = 2
Probe! Die eindeutige L6sung des Anfangswertproblems ist demnach

u(t) = e~*(cos(2t) + 2sin(2t)).

© Uber die komplexe Lésung kommt man zur selben Ldsung des AWP.
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Mehrfache konjugiert-komplexe Lésungen

Zu lésen sei Uber R die homogene lineare Differentialgleichung
P(9)u(t) =0.

Hierzu sei P(X) = ap+ a1 X + -+ a, X™ € R[X] ein reelles Polynom.

Ist A = 0 4+ iw mit o,w € R und w # 0 eine k—fache Nullstelle von P,
dann auch die komplex-konjugierte Zahl A\ = o — iw.

Unsere DG hat dann die 2k konjugiert-komplexen Lé6sungen

ANt oMt th—1
evt,..., e =NE

At ALy )\t th—1
3 (k- 1)!

Basiswechsel: Hieraus kombinieren wir die 2k reellen Losungen

t

e cos(wt), e’ cos(wt) t, ..., e cos(wt) e

k-1
k=1
(=R

e’ sin(wt), e’ sin(wt) t,..., e sin(wt)

Dank w # 0 sind diese 2k Lésungen linear unabhéngig.
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Ubung

Aufgabe: Finden Sie ein reelles Fundamentalsystem der Gleichung

u™ (t) + 8u” (t) + 16u(t) = 0.

Lésung: Das char. Polynom unserer Gleichung P(9) v = 0 ist
P(X)=X"4+8X2+16= (X?+4)? = (X — 20)}(X + 2i)%.

Doppelte Nullstellen 2i, —2i. Ein komplexes Fundamentalsystem ist

e21t’ e—21t7 ttet, te_QIt.

Probe! Hieraus gewinnen wir das reelle Fundamentalsystem
cos(2t), sin(2t), tcos(2t), tsin(2t).
Basiswechsel! Jede reelle Lésung hat demnach die Form
u(t) = cos(2t)(a1 + aaot) + sin(2t) (s + aq t)
mit eindeutig bestimmten Konstanten a1, as, as, oy € R.
© Wie immer gilt: Anfangswerte u(tg), v (to), u” (to), u" (tp) € R

zu einem Startzeitpunkt ¢y kbnnen beliebig vorgegeben werden;
sie legen die freien Konstanten aq, as, a3, aq € R eindeutig fest.
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Der Ableitungsoperator und seine Hauptfunktionen Erléuterung

Aufgabe: Wie I6sen Sie mit Satz N2D lineare Differentialgleichungen?
Erklaren Sie hierzu das Standardverfahren (ohne & mit Anfangswerten).
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Der Ableitungsoperator und seine Hauptfunktionen Erléuterung
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Der Ableitungsoperator und seine Hauptfunktionen Erléuterung
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Der Ableitungsoperator und seine Hauptfunktionen Erléuterung
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Inhomogene lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung tUber K = R, C:

u™ () + an 1 V(@) 4 -+ ap v/ (£) + ag u(t) = b(t)

Gegeben sind die konstanten Koeffizienten a9, a1,...,a,_1 € Kund
als rechte Seite die stetige Funktion b: R D I — K auf einem Intervall.

Mit P(X) = X"+ a, 1 X" 1 + - 4+ a1 X + ag blndeln wir dies zu
P(9) u(t) = b(t).

Gesucht sind als Lésungen alle Funktionen u: I — Kin ¢"(I,K),
die die Gleichung P(9) u(t) = b(t) in jedem Punkt ¢ € I erflllen.

Beim Anfangswertproblem sind zudem die Anfangswerte in ¢ty €

vorgegeben durch u(ty) = vo, v/ (tg) = v1, ..., u D (ty) = v, € K.
Far b = 0 erhalten wir die homogene Differentialgleichung
P(9)u(t) =0.

© Letztere kdnnen wir bereits vollstandig und explizit Idsen (N2D).
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Inhomogene lineare Differentialgleichungen Erléuterung

Ubliche Bezeichnung in den Anwendungen und in der Mathematik:

Gleichung Bezeichnung Struktur
PO)u(t)=0 homogene lineare DG linear
P(9)u(t) = b(t) inhomogene lineare DG affin-linear

Bezeichnung und Struktur entsprechen linearen Gleichungssystemen:
Ar =0 homogenes LGS linear
Ax =b inhomogenes LGS affin-linear

/\ Der Funktionenraum ¢"(1,K) ist unendlich-dimensional, wir kénnen
daher nicht direkt auf die Matrizenrechnung zurtickgreifen! Schade.

© Homogene Differentialgleichungen P(9) u(t) = 0 kbnnen wir bereits
allgemein, vollstandig und explizit I6sen durch Hauptfunktionen (N2D).
Wie l6sen wir inhomogene Differentialgleichungen P(9) u(t) = b(t)?

© Satz N2G zeigt eine systematische Lésungsformel durch Integration.

Fir spezielle rechte Seiten gibt es einfache Lésungsformeln (N2E) bzw.
Lésungsansatze (N2F), die meist leichter und schneller zum Ziel fUhren.
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Lésungsformel fiir exponentielle rechte Seiten

Satz N2e: Lésungsformel fiir exponentielle rechte Seiten
Sei P € K[X] ein Polynom. Zu I8sen sei die Differentialgleichung

P(0)u(t) = et.

(0) Gilt P(u) # 0, so haben wir die kanonische Lésung

uo(t) = e/ P(u).

(1) Ist . eine k—fache Nullstelle des Polynoms P, so sprechen wir
von k—facher Resonanz und erhalten die modifizierte Losung

ug(t) = e t*/P®)(p).

(2) Dank Superposition I6sen wir damit auch rechte Seiten der Form

e’ cos(wt) = % [e(U+iw)t + e(ofiw)t}’

t 1 [e(cf—i-iw)t _ e(o—iw)t} .

e’ sin(wt) = 5
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Lésungsformel fiir exponentielle rechte Seiten Erlauterung

Aufgabe: Rechnen Sie die Lésungsformeln des Satzes sorgsam nach.
Lésung: (0) Wir haben 9% et = ¥ et und somit P(9) e = P(u) et
Im Falle P(u) # 0 erhalten wir die kanonische Losung ug(t) = e#t/P(p).
(1) Wir zerlegen P(X) = P(X)(X — p)* mit P(u) # 0 und erhalten
P(9) [e" tk] = P(3)(d — p)k e tk] = P(d) e" k! = P(u) e* k!
PRy =5 0o Pt)- 0"t — b = PE(u) = P(p)k!
Wir erhalten so die modifizierte Losung ug(t) = e t* /P¥) (1),
(2) Dank (0) und (1) finden wir Lésungen u+ mit P(9) u (t) = (@),
Dank Linearitat des Operators P(0) erhalten wir
P(O) 3 [uy(t) +u_(t)] = % [e(”+iw)t + e(U_iw)t] = e cos(wt),
P(0) 3 [ug(t) —u_(t)] = & [e(”+iw)t — e("_i‘“)t] = e sin(wt).

© All diese rechten Seiten kdnnen wir somit leicht und explizit I6sen!
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Lésungsansatz fir spezielle rechte Seiten Erlauterung

Satz N2F: Lésungsansatz flir spezielle rechte Seiten
Seien P, R € K[X] Polynome. Zu lésen sei die Differentialgleichung

P(9) u(t) = e R(t).

(1) Ist u eine k—fache Nullstelle von P, so existiert eine Lésung

up(t) = " t* Q(t)

mit einem eindeutigen Polynom @ € K[X] vom Grad deg @ = deg R.
(2) Speziell P(9) u(t) = et wird geldst durch ug(t) = etttk /PF) (1),

© Wir berechnen @ leicht durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich.
Hier ist k = 0 erlaubt; bei & > 0 sprechen wir von k—facher Resonanz.

© Dieser Ansatz gelingt ebenso fiir rechte Seiten e* R(t) = R(t) sowie
et cos(wt) R(t) = & [t 4 olo=i)t] R(1),
e sin(wt) R(t) = % [e(”‘Hw)t — e("_i‘”)t} R(t).
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Lésungsansatz flr spezielle rechte Seiten Erléuterung

Vorbereitung: Wir wollen Differentialoperatoren geschickt nutzen.
Dank Leibniz—Regel fir Produkte o(f - g) = (0f) - g + f - (0g) qilt:

0 e g(t)] = e [0+ ) g(1)]
O e ()] = e |(@+ )" g(0)]

Fur jedes Polynom P € K[X] und jede Konstante i € K gilt somit:

P(9) [ g(t)] = e [P0+ ) 9(1)]

Als typisches Beispiel haben wir insbesondere:

(0= NF e g(t)] = e [0 A+ )P g()]

Diese hilfreiche Verschiebungsregel vereinfacht unsere Rechnungen:

P(9) e = e P(O + )
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Lésungsansatz fir spezielle rechte Seiten Erlauterung

Beweis des Satzes: Der Satz erklart ein Lésungsrezept: ,Wenn das
Problem soundso gegeben ist, dann sieht die Lésung soundso aus.”

Wir zeigen, dass der genannte Ansatz tatsachlich immer gelingt.
Hierzu betrachten wir die Menge aller Polynome in t vom Grad < n:

K[ﬂ<n = { ag +ait+--- —I—an,lt”_l ‘ ag, a1, ...,ap—1 € K }

Dies ist ein K—Vektorraum der Dimension n. Die k—fache Ableitung
OF . K[t]<n, — K[t]<n_s ist surjektiv. Inr Kern ist der Unterraum K[t] .
Flr X # 0 hingegen ist (0 — \) : K[t]<,, = K[t]<, ein Isomorphismus:
Dieser Operator erhalt den Grad, hat trivialen Kern, ist somit injektiv,
dank endlicher Dimension auch surjektiv. Alternative und konkretere
Sichtweise: Bezliglich der Monombasis t°, ¢!, ..., t"~! schreibt sich
0 — X als obere Dreiecksmatrix mit Determinante (—\)™ # 0.

Nach Voraussetzung gilt P(X) = P(X) (X — p)* mit P(u) # 0, also
P0) [e" " Q(t)] = e P9+ p) [t Q)] = e P(0 + p) 0" [tF Q(1)].
Zunéchst senkt 9% den Grad um &, sodann erhalt 5(0 + 1) den Grad.
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Lésungsansatz fir spezielle rechte Seiten Erlauterung

Zusammenfassend erhalten wir also Vektorraumisomorphismen

~

o tPK[tlen = K[t]en,
P) : e tF K[t — M K[t]cn.
Far unsere Differentialgleichung bedeutet das ausfihrlich folgendes:
Zu jedem Polynom R(z) =g + rix + - -- + rp_12" ' € K[z]-, existiert
genau ein Polynom Q(z) = qo + 1z + . .. gu_12" ! € K[x] <,
das unsere Differentialgleichung P(9) [e#* z* Q(z)] = e#* R(z) 16st.
© Die praktische Berechnung gelingt durch Koeffizientenvergleich:

Die lineare Abbildung @ — R kénnen wir leicht ausrechnen, fiir ihre
Umkehrung R — @ nutzen wir die Methoden der Linearen Algebra.

Dies gelingt besonders leicht im wichtigen Spezialfall P(9) u(t) = et*:
P(9) [e" tk] = P(9)(0— p)k e tk] = P(d) e k! = P(u) e* k!
PO() =Y, (O P() - 0"t - b = PW(u) = P(u) M

© Somit wird P(d) u(t) = e geldst durch ug(t) = et t+/PF) (p).
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Greensche Losungsformel fir beliebige rechte Seiten

Satz N2G: Greensche Fundamentallésung und Lésungsformel

Sei P(X) = X"+ ap1 X" '+ -+ a1.X + ap € K[X] ein Polynom
und b:R D I — K stetig. Zu l6sen ist die Differentialgleichung

P(9) z(t) = b(t).

Die homogene Gleichung P(9) v = 0 hat genau eine Lésung u: R — K
mit den Anfangswerten «(0) = --- = (2 (0) = 0 und «*~1(0) = 1.
Wir nennen u die Greensche Fundamentallésung. Hieraus erhalten
wir eine Lésung der inhomogenen Gleichung P(9) x = b durch Faltung:

) = / u(t — 7Y b(r) dr.

=to

Genauer ist z: I — K die eindeutige Lésung der Gleichung P(0)x = b
mit verschwindenden Anfangswerten z(tg) = --- = (=1 (ty) = 0.

© Weitere erhalten wir durch Addition homogener Lésungen (N2H).
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Greensche Losungsformel fir beliebige rechte Seiten Erléuterung

Aufgabe: Zu l6sen sei, fir —7/2 < t < w/2, die Differentialgleichung

B(6) + (t) = & mit 2(0) = #(0) = 0.

Lésung: Die allgemeine homogene Lésung ist u(t) = ¢1 cost + casint,
Fundamentallésung mit «(0) = 0 und @(0) = 1 ist u(t) = sint. Wir falten:

t t
1
x(t) = / sin(t — 7) dr = / (sintCOST — costsin 7')
T 7=0

-0 cosT

dr

COST
t

t sinT .
:/ sint — cost - dr = [Tsmt+cost-lncos7'}
T 7=0

—0 COST
=tsint 4 cost - Incost
© Die Probe ist wie immer leicht und lohnend! Geduldig ausrechnen:
#(t) =sint +tcost —sint - Incost —sint
#(t) = cost — tsint — cost - Incost + sin(t)?/ cost

Einsetzen: i(t) + x(t) = cost + sin(t)?/ cost = 1/ cost. Alles passt!



N243

Greensche Losungsformel fir beliebige rechte Seiten Erléuterung

Aufgabe: Beweisen Sie Greens Lésungsformel durch Nachrechnen.
Lésung: (a) Fur die Ableitung nutzen wir die Leibniz—Regel:

d [ h(t) 5
= ft,)dr =R'(t) f(t h(t) + / 8{ (t,7)dr

T=to

Angewendet auf h(t) =t und f(t,7) = u(t — 7) b(r) erhalten wir

' (t) = ( +/ '(t — 1) b(7)dr,

~+

t
2(t) = )+ "(t — 1) b(7)dr,

I—l

2@ = w2(0)  b(t) + / u" D (t — 7)b(7) dr,

=0 T=to

™M@ = wD0) b(t) + / t u™ (t — 7)b(r) dr.

-1 T=t0
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Greensche Losungsformel fir beliebige rechte Seiten Erléuterung

Einsetzen dieser Ableitungen in unsere Differentialgleichung ergibt:

2™ (t) + an1 2™ V() + - + a1 2/ () + ag z(t)

t
=b(t) + / [u(") +an 1 u™ Y 4+ apd + ag ul(t —7)b(r)dr
T=to |

= 0, da u eine Lésung der homogenen DG ist
Somit ist x eine L&sung der inhomogenen Gleichung P(9) z = b.

(b) Die Anfangswerte x(tg) = 2'(to) = --- = 2" 2 (tg) = 2 D(t5) = 0
folgen sofort aus der Berechnung der Ableitungen (a) im Punkt ¢t = ¢,.

Anschauliche Erklirung wie sie in der Physik beliebt ist: Fiir alle ¢ < 0 sei das System in
Ruhelage u(t) = 0. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 gilt u(0) = v/ (0) = - -- = u("~?(0) = 0, und es
wird abrupt beschleunigt durch u(* =) (0) = 1. Man stellt sich dies als ,,Hammerschlag* vor.
Das System vollfiihrt als sogenannte Impulsantwort die Bewegung u(t) fiir alle Zeit ¢ > 0.

Entsprechend verschoben ist u(¢ — 7) b(7) ein Hammerschlag zum Zeitpunkt 7 mit Stirke b(7).
Das Integral iiber 7 ist die Summe dieser Beitrige: Wir nutzen Superposition dank Linearitit
und erhalten so z(t) = f::to u(t — 7) b(7) dr als Summe kleiner Hammerschlige b(7) dr.

Diese Intuition liefert tatsdchlich eine korrekte Losung: Wir haben es nachgerechnet!
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Affin-lineare Struktur des Lésungsraumes

Satz N2H: Struktursatz fur lineare Differentialgleichungen

Gegeben seien P € K[X]! und b: I — K stetig auf dem Intervall I C R.
Wir untersuchen die Lésungsmenge L = {u € ¢"(I,K) | P(0)u=10}.
(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Anfangsdatum
(to,vo,--.,vp—1) € I x K" existiert genau eine Lésung u € L mit

u(to) = vo, - .., ™ (ty) = v,_1. Wir haben also eine Bijektion:

Uy : LS5KY :ur—s (u(to),u’(to),...,u("*l)(to))

(1) Lo ={w| P(0)u =0} ist ein Vektorraum der Dimension n Uber K.
Wir finden ein Fundamentalsystem w4, ..., u, € Lo, also eine Basis:

LOZ{01U1+..-+cnun’Cl,...,anK} ~ KN

(2) L={wu| P(9)u=>0}istein affiner Raum der Dimension n Uber K.
Flr jede Partikularlésung v € L gilt L = ug + Lo, ausgeschrieben:

L:u0+L0:{u0+clu1—|—---+cnun‘cl,...,anK}
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Affin-lineare Struktur des Lésungsraumes Erlauterung

© ,Allgemeine Lésungen = partikulare Lésung + homogene Lésungen®
Sie kennen diese Strukturaussagen von linearen Gleichungssystemen!
Diese gilt allgemein fiir lineare Abbildungen, also auch P(9): 6™ — €°.

/\ Die Menge ¥™(I,K) aller n—mal stetig diff'baren Funktionen ist ein
K—Vektorraum. Allerdings ist er unendlich-dimensional; daher greifen
die so erfolgreichen Methoden der Matrizenrechnung wie etwa der
GauB—Algorithmus hier nicht. Wir miissen genauer hinsehen!

© Gllicklicherweise ist unser Losungsraum L endlich-dimensional,
und wir kénnen allgemein die Dimension dimg (Ly) = n bestimmen.
Bei jeder konkreten Berechnung wissen wir daher genau, wie viele
Lésungen wir suchen missen und wann wir alle gefunden haben!

/\ Die Dimension dimg(Lg) = n besagt Lo = K". Darber hinaus sind
die konkreten Isomorphismen interessant, insbesondere ¥, : Ly — K".

© Zu Verstandnis und Lésung von Differentialgleichungen arbeiten
Analysis und Lineare Algebra wunderbar zusammen. Hier wie Uberall
lohnt sich lhre Investition in solide mathematische Grundlagen.
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Affin-lineare Struktur des Lésungsraums Erlauterung

© In der Analysis lernen Sie diesen Satz von anderer Seite kennen,
meist Uber den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindel6f.

© Wir kommen hier (beinahe) ausschlieBlich mit Linearer Algebra aus,
bendtigen lediglich die Exponentialfunktion (N2D) und die Greensche
Lésungsformel (N2G). Auch das ist raffiniert, priifen Sie die Argumente!

Aufgabe: Wiederholen Sie gewissenhaft die bisher bewiesenen Satze
zu Differentialgleichungen und zeigen Sie damit den Struktursatz N2H.



N248

Affin-lineare Struktur des Lésungsraums Erlauterung
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Beispiel: mechanische Schwingung Beispiel

Schwingung einer Masse an einer Feder:

Zeit t € R, Auslenkung z(t) aus Ruhelage, Ruckstellkraft F = —k x,
zusatzlich noch Reibung / viskoser Strdomungswiderstand F;, = —c .

Newtons Bewegungsgesetz mi = Fy + Fy,alsomi +ci + kx = 0.
Dies fiihrt zu einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

B(t) + 28 &(t) + wa z(t) =0

mit konstanten Koeffizienten § = ¢/2m > 0 und w3 = k/m, wy > 0.
Bei duBerer Anregung durch eine Kraft F'(t) = m f(t) gilt:

B(t) + 20 &(t) + Wi x(t) = f(2)

Allgemein suchen wir alle méglichen Lésungen z:R — R:t — z(t),
speziell die Lésung x zu vorgegebenen Anfangswerten x(¢9) und & (to).
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Beispiel: elektrischer Schwingkreis Beispiel

Diese Differentialgleichung begegnet uns in sehr vielen Situationen.
Sie ist daher grundlegend wichtig in Naturwissenschaft und Technik.
Elektrischer Schwingkreis (RLC), Radioempfénger:
Beziehungen zwischen Strom I und Spannung U:

@ Ohmscher Widerstand: Ur = R1,

@ Selbstinduktivitat der Spule: U, = L I,

@ Kapazitat des Kondensators: I = C Ug.

In der Reihenschaltung summieren sich diese Spannungen zu Null:
U + Ugr + Uc = 0. Wir erhalten LI(t) + RI(t) + £1(t) = 0, also

B(t) + 28 &(t) + wiz(t) =0

mit z(t) = I(t) sowie § = 4+ und w3 = 7. Bei duBerer Anregung gilt:

B(t) + 20 () + Wi 2(t) = f(t)

Wir suchen Lésungen z(t), speziell zu Anfangswerten x(0) und z(0).
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Beispiel: das mathematische Pendel Beispiel

Die Riuckstellkraft ist hier nicht-linear:
F(t)=—m - g-sinp(t)

m = Masse des Pendelkérpers
g = 9.81m/s? Erdbeschleunigung
Fg = mg Gravitationskraft zur Masse m

¢ = Lange des Pendelstabes
©(t) = Winkelauslenkung
¢ p(t) = Auslenkung

Newtons Bewegungsgesetz F'(t) = m ¢ ¢(t) fuhrt zu

B(t) = =7 sing(t).

Anders als vorige ist dies eine nicht-lineare Differentialgleichung.
Gegeben sind die anfangliche Position ¢(0) und Geschwindigkeit ¢(0).
Fragen: Wie sieht die Trajektorie aus? Wie lang dauert eine Periode?
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Beispiel: Pendel bei kleinen Amplituden Beispiel

/\ Wir vereinfachen etwas: punktférmige Masse des Pendelkdrpers,
vernachlassigbare Masse des Stabes, reibungsfreie Aufhangung, etc.
Fir kleine Auslenkungen gilt sin(y) = . (Faustregel flr || < 5°)
Dies fiihrt uns zur linearisierten Differentialgleichung:

B(t) = T o)

Diese Differentialgleichung ist viel einfacher, denn sie ist linear in ¢:

B(t) = —wo(t) mit w= %

Dies ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators:
o(t) = pocos(wt + a), @(t) =—po w? cos(wt + ).

Fur kleine Auslenkungen ist demnach die Periodendauer T' = 27+/¢/g.
Die Anfangsdaten bestimmen die Auslenkung g und die Phase «.

/\ Fur groBe Auslenkungen brauchen wir eine genauere Rechnung!
Die L&sung ist schwieriger und wird im ndchsten Abschnitt diskutiert.



N253

Freie harmonische Schwingung

Aufgabe: Finden Sie alle Lésungen «: R — R der Differentialgleichung

i(t) + 20 u(t) + wd u(t) = 0.

Wir nennen dies die Gleichung des harmonischen Oszillators
mit Dampfung 6 > 0 und ungedampfter Eigenfrequenz w, > 0.

Dies ist eine lineare DG zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
In diesem einfachen aber sehr wichtigen Spezialfall zeigen sich bereits
alle Techniken dieses Kapitels, wenn auch erst in embryonaler Form.

Lésung: Der Exponentialansatz u(t) = e fuhrt zur char. Gleichung

(N +200+wi) e =0 =  A=-0+,/62-w} e C.

L ]
Eigenwerte des Systems

charakteristisches Polynom

Je nach Diskriminante beobachten wir verschiedene Reaktionen:

0 < wp: schwache Dampfung, zwei komplex-konjugierte Nullstellen
0 > wp: starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen \; < —0 < Ay <0

0 = wp: kritische Dampfung, doppelte reelle Nullstelle A\; = Ay = —¢
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Freie harmonische Schwingung Eduterung

Physikalische Anwendungen fordern meist reelle Lésungen «: R — R.
Oft vereinfachen sich Rechnungen und Formulierungen von Satzen,
wenn wir allgemeiner auch komplexe Losungen «:R — C zulassen
und anschlieBend in reelle Lésungen umrechnen.

Die Bewegung u(t) wird durch die Startwerte «(0) und (0) festgelegt.
Die Anfangswerte sind beliebig, wir haben daher zwei Freiheitsgrade.

Als Lésungsraum erwarten wir einen Vektorraum der Dimension 2:
Diese mathematische Aussage haben wir oben im Struktursatz N2H
zusammengefasst und zuvor explizit und konstruktiv hergeleitet.

Das charakteristische Polynom der DG ist P(X) = X2 + 20X + w?.
Die Losungsformel beschert uns die Eigenwerte A\, , = —0 & V02 — wi
und so linear unabhéngige Lésungen u;(t) = eM und us(t) = e*?t.
Hierbei unterscheiden wir den komplexen Fall § < wy und den reellen
Fall § > wg; anschlieBend I6sen wir auch den kritischen Fall 6 = w.

Wir diskutieren zunachst die homogenen Gleichung: rechte Seite f = 0,
anschlieBBend eine harmonische Anregung der Form f(¢) = cos(wt).
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Schwache Dampfung: 0 < wy

Im Fall 0 < § < wq gibt es zwei komplex-konjugierte Nullstellen

AMp=—0Fiw mit w=,/wd-6, 0<w<w.

Die komplexen Lésungen u: R — C der Differentialgleichung sind

MUy et mit eq, e € C.

u(t) =cre

© Diese Ldsungen bilden einen zweidimensionalen C—Vektorraum.
© Uber den komplexen Zahlen ist die Rechnung leicht. Physikalische
Anwendungen fordern meist die Umrechnung in reelle Lésungen:

Die reellen Lésungen «: R — R der Differentialgleichung sind

u(t) = e~ [ cos(wt) + agsin(wt)]  mit o, a2 € R.

© Diese Lésungen bilden einen zweidimensionalen R—Vektorraum.
© Sie entsprechen Real- und Imaginarteil der komplexen Lésungen.
Flr 6 = 0 haben wir eine ungedampfte Schwingung mit w = wy.
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Schwache Dampfung: 0 < wy

Die Masse wird durch die Federkraft zur Ruhelage zurtickgezogen,
aufgrund ihrer Tragheit schwingt die Masse jedoch darlber hinaus.

1
— e % cos(wt)
\ o — e sin(wt)
- e
0 @

0 27 Jw 47 Jw 67 /w
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Starke Dampfung: § > wy

Im Fall 6 > wq gibt es zwei reelle Nullstellen \; < Ay < 0, n@mlich

A= —0— 52*(.«)3 < - < )\2:—5+\/527w8 < 0.

Hierzu gehdren die Lésungen et und e*2* als Eigenfunktionen.
Die allgemeine Lésung erhalten wir durch Linearkombination:

u(t) = c1 €M + ¢y e

© Diese Lésungen bilden einen zweidimensionalen K—Vektorraum:
FOr reelle Lésungen u: R — R dirfen wir die Konstanten ¢q, co € R frei
wahlen, fir komplexe Lésungen u: R — C entsprechend c1, co € C.

Zahlenbeispiel: Die Differentialgleichung ii(¢) + 4 u(t) + 3u(t) =0
fihrt zur Gleichung A2 + 4\ +3 =0, also A\; = -3 und Xy = —1.
Linearfaktorzerlegung (9; + 3)(0; + 1) u(t) = 0, Lésungen e3¢, e,
Die DG hat als reelle Lésungen u(t) = ¢ e 3! + coe™t mit ¢y, ¢y € R.
Anfangswerte «(0) = 1 und @(0) = 0 filhren zu u(t) = 3 e~ — 2 e 3.

Anfangswerte u(0) = 0 und @(0) = 1 fihren zu u(t) = 3e~" — L e 3.
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Starke Dampfung: § > wy

Dies nennt man auch den Kriechfall: Es gibt keine Schwingung,
das System kriecht nach einer Auslenkung zur Ruhelage zurick.

— ul(t) =
1 —up(t) =

et —3e™3 w1 (0)=1, 4 (0) =0
et —3e73 uy(0) =0, U 1
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Kritische Dampfung: § = wy

Im Fall 6 = wg gibt es eine doppelte reelle Nulistelle A = —6.
Wir finden die Losung e und zusétzlich ¢ e* als Hauptfunktionen.
Die allgemeine L6sung der Differentialgleichung ist in diesem Fall:

u(t) = e (e + eat)

© Diese Ldsungen bilden einen zweidimensionalen Vektorraum:
Far reelle Lésungen u: R — R dirfen wir die Konstanten ¢, ¢ € R frei
wahlen, fir komplexe Lésungen u: R — C entsprechend ¢y, co € C.

Nachrechnen: Zu lésen ist hier ii(t) — 2X4(t) + A2 u(t) = 0.
Linearfaktorzerlegung (0 — \)(0; — A) u(t) = 0. Einsetzen:

(0 — N0 — A) [eM] = (9 — N) [AeM — XeM]
= (9 — ) [0] =0
(0 = N)(0r — N) [teM] = (8 — ) [eM + AteM — Mt e]
== (Gt - )\) [e/\t] =0

© Damit sind zwei linear unabhéngige Lésungen gefunden.
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Kritische Dampfung: § = wy

Dies nennt man den aperiodischen Grenzfall: Er liegt genau
auf der Grenze zwischen gedampfter Schwingung und Kriechfall.

—u(t) = (L+t)e ", ur(0) = 1,1 (0) = 0
1 S UQ(t) =tet ,UQ(O) = 0,&2(0) =1
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Erzwungene harmonische Schwingung

Aufgabe: Bei Anregung durch f(t) = a cos(w;t) ist als DG zu I6sen
i(t) + 26 U(t) + wd u(t) = acos(wit).

Gesucht ist eine reelle Losung der Form u(t) = A cos(wt — ¢),
zu bestimmen sind hierbei die Amplitude A und die Phase ¢.

Losung: Dies ist der Realteil der komplexen Differentialgleichung
B(t) + 20 2(t) + W 2(t) = aert.

Der Exponentialansatz z(t) = cel“! fihrt uns zur Gleichung
[—w2 + 20 iw + wé] cet = gelrt,

Damit finden wir w = wy und ¢ = a/(w3 — w? + 26 iw) = Ae ¥,

Das System reagiert mit derselben Frequenz wie die Anregung!
In Polardarstellung ¢ = A e~ erhalten wir z(t) = A e!(“1t=%) mit

A= , = arctan
Vg —wp iy © W = o

© Damit haben wir die reelle Losung u(t) = A cos(wt — ¢) gefunden.

a 20w {0 far w1 < wo,
+

m flr wy > wp.
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Erzwungene harmonische Schwingung

Amplitude A(w;) der Schwingung

0 0 wo 2wo 3wo

Frequenz w; der duBeren Anregung f(t) = a cos(wit)

Die Amplitude ist maximal fir w? = w3 — 262 bzw. wy = 0 falls 262 > w?.
Die Resonanz ist dabei umso starker, je kleiner die Dampfung ¢ ist.
FlOr § ~ 0 und w1 ~ wy kommt es zur Resonanzkatastrophe.
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Erzwungene harmonische Schwingung Erlauterung

/A Im Sonderfall § = 0 und w; = wy schlagt unser Ansatz ce“? fehl!
E(t) +wi 2(t) = [wg —w?] ce®t £ ael!

Zur Gleichheit muss w = wy gelten, aber dann verschwindet [wi — w?].
In obiger Formel fiir ¢ ist das genau die Polstelle! Modifizierter Ansatz:

2(t) =cte,  i(t) = ce™ +ctiwe™, 3(t) = 2ciwe™! — ctw? et
= () +wp 2(t) = [2iw + t (wh — w?)] ce’ = gelwot
Durch Vergleich finden wir die Werte w = wp und ¢ = a/(2iwp). Also:

telwot gt t) + iat sin(wot ¢ ¢
A(t) = a .e _a cos(wp ).—i—la sin(wot) _a sin(wot) — i a cos(wot)
2iwg 2iwg 2w 2w

Der Realteil u(t) = (a/2wq) tsin(wot) 16st ii(t) + w3 u(t) = a cos(wot).
/\ Das System reagiert mit derselben Frequenz w wie die Anregung,
aber die Amplitude wachst unbeschrankt: Man nennt dies Resonanz.

© Anschaulich: Jedes Kind lernt dieses Phanomen beim Schaukeln.
Die Anregungsfrequenz trifft genau eine Eigenfrequenz des Systems!
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Amp“tUde Und ReSOI’]anZ Erlauterung

Erzwungene Schwingungen sind ein weit verbreitetes Phanomen:

@ Mechanik: Schaukel, Briicke bei gleichmaBigen Schritten / Wind,
Vibrationen von Fahrzeugteilen bei bestimmten Drehzahlen,

@ Akustik: Tonerzeugung in Musikinstrumenten, Resonanzkérper,

Mitschwingen einer nicht gespielten Saite oder einer Stimmgabel,
@ Elektrotechnik: elektrischer Schwingkreis, Radioempfang, WLAN,
@ Hydromechanik: Tideresonanz der Ozeane und gro3en Meere.

Auch die (Hochschul-)Didaktik zeigt Resonanzphidnomene: Jede Lernende folgt ihrem eigenen
kognitiven Bewegungsgesetz (Riickstellkraft, Tragheit, Vergessen), wird von aufien durch die
Lehrende angeregt auf einer vorgegebenen Frequenz (als erzwungene Bewegung, extrinsich).
Trifft die anregende Frequenz in etwa eine Eigenfrequenz (intrinsisches Interesse), so kommt es
zur Resonanz: Das ist die ideale Lern- und Lehrsituation! Anregung mit zu niedriger oder zu
hoher Frequenz hingegen zeigt kaum Wirkung. Auch das kennen Sie aus eigener Erfahrung.

Bei hunderten Teilnehmern sind die individuellen Eigenfrequenzen meist sehr breit gestreut.
Egal auf welcher Frequenz ich sende, nur bei einen kleinen Teil bringt es eine Saite zum Klingen.
Dieses Phinomen ist mir schmerzhaft bewusst, aber unter den gegebenen Bedingungen wohl
unvermeidlich. Das erklirt auch die Bedeutung, sich aufeinander einzustellen. Ich versuche, auf
verschiedenen Frequenzen zu senden, und lausche den Reaktionen. Das eigentlich Erstaunliche
ist nicht, wie oft die Ubertragung misslingt, sondern dass sie manchmal tatsichlich funktioniert.
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Zusammenfassung: freie harmonische Schwingung

Gegeben seien reelle Konstanten 6, wp € R>( sowie wy,a € Ryy.

Satz N2i: freie harmonische Schwingung
(1) Die homogene lineare Differentialgleichung

ii(t) + 28 a(t) + wi u(t) = 0

hat einen zweidimensionalen Lésungsraum; die allgemeine Lésung ist

u(t) = crun (t) + couz(t) mit freien Konstanten ¢y, c; € K
o6t [Cl cos(wt) + ¢o sin(wt)} fir 6 < wound w = \/m,
= qe % [cre M + cpeM] flir § > wo und A = /62 — w2,
e [e1 + cat] fiir 6 = wp (kritische Dampfung).

Diese Losungen sind reell, also eine Basis tber R, ebenso Uber C.

Anfangswerte u(ty) und u(to) kdnnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten ¢, ¢, eindeutig fest (und umgekehrt).




Zusammenfassung: erzwungene harmonische Schwingung
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Satz N2I: erzwungene harmonische Schwingung
(2) Die inhomogene lineare Differentialgleichung

i(t) + 26 U(t) + wd u(t) = acos(wit)

hat einen zweidim. affinen Lésungsraum; die allgemeine Lésung ist

u(t) = uo(t) + crui(t) + coua(t) mit freien Konstanten ¢;, c2 und
Acos(wit — ) flré > 0 oder wy # wp (generisch N261),
Amplitude A = a/+/(wg — w})? + 46%w3,
uo(t) = Phase ¢ = arctan [20w: /(w§ — w?)] (+7),

;—t sin(wi?)  for 6 = 0 und wi — wo (Resonanz N263).
w1

LAllgemeine Lésungen = partikuldre Lésung + homogene Lésungen®

Anfangswerte u(ty) und u(tg) kbnnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten ¢, ¢, eindeutig fest (und umgekehrt).
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Freie und erzwungene harmonische Schwingung

Typische Beispiele: Bei schwacher Dampfung 0 < § < wy gilt

u(t) = Acos(wit —¢) + e % [e1 cos(wt) + ¢z sin(wt)]
: periodische Lésung ! : Einschwingvorgang — 0 fir t — oo

Nach Einschwingzeit sehen wir nur noch die periodische Losung u:
Das System reagiert mit derselben Frequenz w; wie die Anregung,

mit konstanter Amplitude A und Phasenverschiebung ¢ wie berechnet.
Flr w; — 0 gilt A — 1/w?: Niedrige Frequenzen werden gedampft.

FOr w; — oo gilt A — 0: Hohe Frequenzen werden verschluckt.

Der Sonderfall § = 0 und w; = wy fUhrt zur Resonanz(katastrophe):

at . .
u(t) = S sin(wot) + ¢1 cos(wot) + c2 sin(wot)
L O ] L ]

Amplitude wachst unbeschrankt periodisch, insbesondere beschrankt

Manchmal ist genau dies erwunscht, etwa beim Radioempfang.
© Mit unseren Techniken lésen Sie alle Falle vollstandig und explizit.
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Freie und erzwungene harmonische Schwingung Erlauterung

Die allgemeine Lésung / Schwingung u: I — R ist die Uberlagerung
einer inhomogenen Lésung / erzwungenen Schwingung uy und
einer homogenen Lésung / freien Schwingung ciu; + cous.

Die Konstanten c1, c5 € R ergeben sich aus Anfangsdaten w(t), u(to).
Bei Dampfung 6 > 0 klingen w; (t) — 0 und uz(t) — 0 exponentiell ab.
Der Einfluss der Startwerte ist nach gewisser Einschwingzeit kaum
noch spurbar, es bleibt schlieBlich nur die periodische Losung uy.

Im dampfungsfreien Fall 6 = 0 klingen die freien Schwingungen
u1(t) = cos(wot) und us(t) = sin(wgt) nicht ab. Zudem fihrt eine
auBere Anregung mit Frequenz w; = wy zur Resonanzkatastrophe:
Die Amplitude der Schwingung wachst (theoretisch) unbegrenzt.

Far praktische Zwecke qilt dies bereits flr 6 ~ 0: Die Schwingungen
u, uz Klingen sehr langsam ab, bei realistischer Beobachtungsdauer
sind Dampfungsverluste kaum wahrnehmbar. Bei Anregung mit w; =~ wy
kommt es zu sehr starker Resonanz, die Amplitude der erzwungenen
Schwingung wéchst schlie3lich Uber die Belastbarkeit des Materials.
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Warum zelebriere ich dieses Beispiel so ausfuhrlich? Erlauterung

Aus rein mathematischer Sicht ist die Gleichung des harmonischen
Oszillators lediglich ein einfaches Beispiel unserer allgemeinen Theorie.
Dennoch haben wir gute Griinde, dies hier geblhrend zu feiern:

© Phanomene von Schwingungen und Resonanzen treten auch im
Alltag sehr haufig auf: Achten Sie darauf und lernen Sie zu staunen!

© Die Frage und die Antwort sind anschaulich, motivierend und intuitiv:
Anders als bei anderen Gleichungen kénnen Sie die Lésungen splren!
© In zahlreichen naturwissenschaftlich-technischen Anwendungen ist
der harmonische Oszillator zentrales Modell und leuchtendes Vorbild.

© In embryonaler Form enthélt das Beispiel alle Schwierigkeiten und
Schénheiten der allgemeinen Theorie linearer Differentialgleichungen.
© Insbesondere zeigt es die Eleganz und geradezu die Notwendigkeit
der komplexen Zahlen: Erst Gber C wird die Sachlage klar und einfach.
© Selbst einfache Beispiele entfalten eine beachtliche Komplexitat.
Erst mit der zugrundeliegenden Theorie verschaffen wir uns Uberblick.
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Warum sind Existenz und Eindeutigkeit so wichtig? Erlauterung

In der Geschichte der Mathematik wurde das Problem der Existenz und
Eindeutigkeit von Lésungen erst erstaunlich spat entdeckt. .. und geldst.

Im 17. Jahrhundert entwickeln Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716)
und Isaac Newton (1642—1726) und andere die Infinitesimalrechnung.
Aus physikalisch—geometrischen Anwendungen treten dabei unmittelbar
Differentialgleichungen in den Fokus des mathematischen Interesses.
Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen standen dabei nie in Zweifel.
Umso schockierender waren daher die ersten Gegenbeispiele von
Gleichungen mit mehrdeutigen Lésungen oder ganz ohne Lésung.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) und seine Nachfolger begriindeten
die bis heute Ubliche mathematische Strenge. Existiert eine Lésung?
Erst dann lohnt sich (iberhaupt danach zu suchen. Ist sie eindeutig?
Haben wir eine, so brauchen wir nicht nach weiteren zu fahnden.

/\ Erst nach Klarung dieser grundlegenden Fragen kénnen wir uns
weiteren Eigenschaften und numerischen Naherungen zuwenden.
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Abstrakt bedeutet. .. vielseitig anwendbar! Erlauterung

Das einleitende Beispiel einer mechanischen Schwingung ist besonders
anschaulich und sinnlich direkt zuganglich. Wir alle haben dies schon
als Kinder spielerisch gelernt: beim Schaukeln, Seilspringen, usw.

Der elektrische Schwingkreis ist weniger sinnlich-anschaulich, doch er

fihrt zu genau derselben Differentialgleichung! Dieselben Gleichungen
und Lésungsmethoden lassen sich auf zahlreiche Probleme anwenden,
die zundchst sehr verschieden anmuten, aber doch einen gemeinsamen
Kern haben. Das ist das Gitesiegel fur Effizienz und Denkékonomie!

Wir bestaunen und bewundern hier ein Paradebeispiel fir die viel zitierte
Abstraktion in der Mathematik: Sie ist kein Schimpfwort fr ,fern jeder
Anwendung®, sondern eine Auszeichnung fir ,vielseitig anwendbar*.
Zumindest sollte dies meiner Ansicht nach so sein. Achten Sie darauf,
wenn jemand Uber ,abstrakten Quatsch* schimpft, vielleicht Sie selbst:
Meist ist dies weniger eine objektive Aussage Uber den Gegenstand,
sondern vielmehr das offene Bekenntnis der eigenen Ignoranz.
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Grundlegende Theorie, gro3e praktische Wirkung Erlauterung

So einfach der elektrische Schwingkreis auch erscheinen mag, er hat
doch phantastische Anwendungen hervorgebracht wie den Funkverkehr,
engl. radio communication, die unser heutiges Leben nachhaltig pragen.

Guglielmo Marconi (1874—1937) war ein italienischer Erfinder und
Unternehmer. Als erstem gelangen ihm drahtlose Verbindungen Uber
gréBere Entfernungen, 1903 die erste transatlantische Funkverbindung:
GruBbotschaften zwischen Kénig Edward VII. in England und Prasident
Theodore Roosevelt in den USA. Marconi begriindete unter anderem
den Seefunkverkehr und bekam fir seine Verdienste im April 1912 eine
kostenlose Passage flr die Jungfernfahrt der RMS Titanic angeboten;
da er jedoch Schriftverkehr erledigen wollte, nahm er drei Tage friiher
die RMS Lusitania, da es an Bord dieses Schiffs eine Stenografin gab.
Im Jahre 1930 grindete er gemeinsam mit Papst Pius XI. Radio Vatikan.

Flr seine praktischen Arbeiten erhielt er 1909 den Nobelpreis flr Physik,
zusammen mit Ferdinand Braun, der die theoretischen Grundlagen dazu
erarbeitete. (de.wikipedia.org/wiki/Guglielmo_Marconi)


de.wikipedia.org/wiki/Guglielmo_Marconi
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Was sind Differentialgleichungssysteme?

Wir arbeiten Gber dem Koérper K = R, C der reellen/komplexen Zahlen.

In vielen Anwendungen geht es statt einer einzelnen GréBe z(t) € K
um mehrere GréBen z1(t),...,z,(t) € K, deren zeitliche Entwicklung
durch gekoppelte Differentialgleichungen beschrieben wird:

2y (t) = fi(t,z1(t), za(t), ..., xn(t)),
2y (t) = fo(t,z1(t), z2(t), ..., zn(t)),

x;(t). = fu(t,21(t), 22(t), ..., n(1)).

Mit z = (x1, z2,...,2,) Und f = (f1, fo,..., fn) bUndeln wir dies kurz
und Ubersichtlich zu einer vektorwertigen Differentialgleichung:

2'(t) = f(t,x(t))
Bei einer autonomen Differentialgleichung hangt f nicht von ¢ ab:
a'(t) = f(z(t))

Wir kdnnen autonomisieren durch Einfihrung von o = ¢t und fy = 1.
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Was sind Differentialgleichungssysteme? Erléuterung

Gegeben ist als rechte Seite die stetige Funktion f:R x K" D G — K"
auf einem Gebiet G C R x K™, zumindest mit nicht-leerem Inneren.

Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen z: I — K" auf einem
(maximalen) Intervall I C R, die zun&chst die Bedingung (¢, z(t)) € G
und dort die ersehnte Gleichung 2/(t) = f (¢, x(¢)) fur alle ¢t € I erflllen.

Zeitinvarianz: Bei einer autonomen Differentialgleichung 2/ = f(x) ist mit
jeder Losung z: I — K" auch die um 7 € R verschobene Funktion
z:1 - K":2(t) = z(t — 7) auf dem Intervall I = I + 7 eine Lésung.
Dies fuhrt uns zu den Grundfragen der Differentialgleichungen:

@ Gibt es immer eine Lésung? mehrere?

@ Wie finden wir eine Lésung? gar alle?
Wir bendtigen wie immer zwei sich erganzende Lésungsmethoden:

@ Leistungsstarke Lésungstheorie als Grundlage

@ Erprobte Rezepte fir spezielle Gleichungen
FUr manche f kénnen wir die DG exakt I6sen, sonst nur numerisch.



N303

Was sind lineare Differentialgleichungssysteme?

Jedes lineare Differentialgleichungssystem ist von folgender Form:

() = a1 (t) z1(t) + a12(t) x2(t) + - - - + a1n(t) xn(t) + b1 (t)
5 (t) = agi(t) 21(t) + aga(t) w2(t) + - - + azn(t) 24 (t) + ba(t)

/

:En(t) = an1(t) v1(t) + an2(t) x2(t) + - + ann(t) n(t) + bn(t)

Gegeben sind die Koeffizienten a;; : I — K und die rechten Seiten
b; : I — K als stetige Funktionen auf einem Intervall I C R, gebindelt:

2'(t) = A(t) z(t) + b(t)

Gesucht sind als Losungen alle Funktionen z: I — K" in €1(I,K"),
die die Gleichung «/(t) = A(t) z(t) + b(t) in jedem Punkt ¢ € I erfillen.
Die zugehérige homogene Gleichung erhalten wir fiir b = 0:

o' (t) = A(t) z(t)

Beim Anfangswertproblem ist zudem z(¢y) = v € K" vorgegeben.
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Was sind lineare Differentialgleichungssysteme? Erlauterung

Wir nennen A(t) die Koeffizientenmatrix oder die Systemmatrix.
Die rechte Seite b(¢) heif3t auch Inhomogenitat oder Stérterm.

Unser Ziel ist die Berechnung einer Basis des Losungsraumes.
Dazu kénnen wir explizite Lésungsformeln angeben und fur wichtige
Beispiele ausrechnen. Hierzu benétigen wir geeignete Techniken
aus der Analysis, insbesondere die allgegenwértige Integration.

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
sind der allereinfachste Fall: Die Lésung der Gleichung z’(t) = A z(t)
gelingt uns vollstandig bereits mit den Techniken der Linearen Algebra:
Wir finden eine Basis des Lésungsraums mit Hilfe der Hauptvektoren
einer Jordan—Basis; die Integration tritt dabei in den Hintergrund.

Wir mobilisieren nahezu alle bisherigen Begriffe und Techniken:
Vektorraum, Basis, Dimension, lineare Abbildung, Kern und Bild,
Darstellung durch Matrizen, Determinante, charakteristisches Polynom,
Eigenvektoren und Diagonalform, Hauptvektoren und Jordan—Form.
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Reduktion eines DGSystems auf erste Ordnung Erlauterung

© Differentialgleichungen erster Ordnung sind universell: Wir kénnen
jede DG nter Ordnung auf ein DGSystem erster Ordnung reduzieren!

Reduktion: Vorgelegt sei eine Differentialgleichung nter Ordnung:

(M 2M() = f(ta(t), ' (1), 2D (2))
Diese kénnen wir umformulieren in ein DGSystem erster Ordnung:
ro(t) = x(t)
zi(t) = ()
(2) :
Tpoo(t) = zna(t)
:L"//L—l(t) = f(t,2o(t), z1(2),. .., 2n-1(1))

Ubung: Rechnen Sie diesen genial-einfachen Trick sorgsam nach:

Lost z: I — K die DG (1), so I6st (z, 2, ...,z 1)) das DGSystem (2).

Lost (zo,...,xn—1): I — K" das DGSystem (2), so l6st = die DG (1).
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Einfachste DGSysteme: entkoppelte Gleichungen Erlauterung

© Es genligt daher, DGSysteme erster Ordnung zu untersuchen!
Diese Formulierung ist einfacher und erlaubt starke Werkzeuge:

In jeder Dimension n gilt Existenz & Eindeutigkeit & Stabilitat dank
des Satzes von Picard—Lindel6f, den Sie in der Analysis kennenlernen.

© Der einfachste Fall sind entkoppelte Gleichungen:

2 (t) = fi(t,z1(t))
2 (t) = fa(t, z2(t))

(1) = fu(t, za(t))
Hierzu l6sen wir n eindimensionale Differentialgleichungen.

A\ Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
Flr dieses Problem bendtigen wir daher passende Rechenmethoden.
Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und der Linearen Algebra,
insbesondere Eigen- und Hauptvektoren, wie wir gleich sehen werden.



Reduktion eines linearen DGSystems auf erste Ordnung
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Zu lésen sei eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung:
(1) 2@ +an 1 () 2™ V@) + -+ ar () 2 (t) + ao(t) z(t) = b(t)

Diese ist &quivalent zu einem linearen DGSystem erster Ordnung:

) = T
(2) ) -
Lp—2 - Tn—1
/
Tp_1 = —QoTo —Aa1T] ... —Qp—1Tp—1 b

Das entspricht z/(t) = A(t) z(t) + B(t) mit zugehdriger Systemmatrix

0 1 0 0
Ay =| | - (')' ) und B(t) = 6
“ap(t) —ar(t) ... —an_1(t) b(t)

Beispiel: Wir nutzen dies flir gekoppelte Oszillatoren, siehe N325.
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Lineare DGSysteme: entkoppelte Gleichungen Erlauterung

© Besonders wichtig und gut zu l6sen sind lineare DGSysteme
2/ (t) = Ax(t) + b(t) mit konstanter Koeffizientenmatrix A € K"*".

© Der einfachste Fall sind auch hier entkoppelte Gleichungen:

) (t) = a1 x1(t)
Th(t) = ag wo(t)

£(1) = an 2 (1)

Die Losungen () = ¢, e kdnnen wir sofort ausschreiben!

© Oft lassen sich komplexe Lésungen e(“+“) |eichter berechnen
und dann in reelle Lésungen e* cos(wt) und e sin(wt) umrechnen.
Wir nutzen dies oben fiir den harmonischen Oszillator, siehe N253.

/A Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
Far dieses Problem bendtigen wir daher passende Rechenmethoden.
Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und der linearen Algebra!
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Der harmonische Oszillator als dynamisches System Beispiel

k1 m )

— u(t)
Aufgabe: Formulieren und Iésen Sie den harmonischen Oszillator. . .
(1) als eine eindimensionale Differentialgleichung zweiter Ordnung,
(2) als ein zweidim. Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

Lésung: (1) Zeit t € R, Position u(t) € R, Geschwindigkeit u(t) € R,

Beschleunigung ii(t) € R, Kraft —w? u(t) — 26 u(t), Bewegungsgesetz:

ii(t) + 28 a(t) + wi u(t) = 0

Losung u(t) = e~%[cy cos(wt) + casin(wt)] falls w = /wZ — 62 > 0.
Die Anfangsdaten (u(tp), u(tg)) bestimmen die Konstanten ¢y, co € R.

(2) Zustand (1 (t), 72(t)) = (u(t), u(t)), Zustandsraum R?, DGSystem:

1S S | SRR 1)
Ty = —wgscl —20x9 Z2 —W(z) =20 |x2
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Der harmonische Oszillator als dynamisches System Erlauterung

© Aligemeiner Trick: Reduktion von héherer auf erste Ordnung!
© DGSystem erster Ordnung = Vektorfeld auf dem Zustandsraum!

Der harmonische Oszillator dient uns weiterhin als zentrales Modell:
Es ist besonders einfach und anschaulich, l1asst sich leicht 16sen,
und zeigt im Prinzip bereits alle wesentlichen Phanomene!

Wir schreiben seine Differentialgleichung zweiter Ordnung hier neu als
System erster Ordnung: Das ist ein Vektorfeld auf dem Zustandsraum!

Jedes solche Richtungsfeld ist geometrisch besonders anschaulich als
ein ,Fluss®, und dies nitzt ebenso in der Analysis und der Numerik.

Lésungskurven des DGSystems sind die Trajektorien: Die néchsten
beiden Graphiken zeigen den nicht bzw. schwach gedampften Fall.
Hierzu kennen wir bereits die exakten Losungen.

Die dritte Graphik zeigt mehrere numerische Naherungen durch das
Euler—Verfahren: Solche Naherungen sind nitzlich, wenn wir keine
exakte Lésung kennen oder milhsam beschaffen wollen, und nétig,
wenn gar keine Lésungsformel in geschlossener Form existiert.
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Beispiel
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Kein Energieverlust, daher sogar Ruckkehr in den Anfangszustand.
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Beispiel
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Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R?

Echter Energieverlust, daher keine Rickkehr in den Anfangszustand.
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Beispiel
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren

Wir erkennen graphisch den Rechenaufwand und Approximationsfehler.
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren Erlauterung

Zu I6sen sei ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung:
o(t) = f(t,2(t), «(0) =m0

© Dies ist im Wesentlichen ein Vektorfeld f auf dem Zustandsraum!
Gesucht ist eine Lésungskurve z(t), die die obige Gleichung erfillt.
Das Euler—Verfahren verschafft uns eine numerische Naherung z:
Wir wahlen Zeitschritte 0 = tg < t1 <to <tz < ... mit At; =t — t;.
Am einfachsten &quidistant ¢; = ¢y + ¢At mit fester Schrittweite At > 0.
Die Ableitung & approximieren wir durch den Differenzenquotienten:

z(tiy1) — z(t;) : i ,
ﬁ @(t;) = f(t,x(ts))

Damit berechnen wir Naherungswerte z(t1), Z(t2), Z(t3), ... rekursiv:

i'(ti—i-l) = Lf(tz) + f(tl,ﬂ?(tl)) G (ti—i-l = ti) firi=0,1,2,3,...

Unter geeigneten Bedingungen existiert genau eine Lésung z(¢) und die
Euler—Approximation z(¢) kommt fur kleine Schrittweiten beliebig nahe.
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren Erlauterung

Geometrische Voraussetzungen flr das Euler—Verfahren:

Sei I = [to,to + T] C R ein Zeitintervall der Lange T > 0. .
0 »é

Sei K = B(zg,r) C K" der Ball um z mit Radius r > 0.
Sei f: I x K — K" stetig, somit beschrankt, also |f| < M.
Hierbei gelte T'- M < r, notfalls verkleinern wir T und 1. T
Dies garantiert, dass Lésungen nicht vorzeitig aus K rauslaufen.

Gesuchtist x: I — K diff’bar mit z(t9) = xo und &(t) = f(t, z(t)).

Das heif3t: In jedem Punkt (¢, z(¢)) ist die Tangente &(t) = f(t, z(t)).

Euler—Approximation: Wir wéhlen eine Partition des Zeitintervalls
P={tg<t1 < - <ty=to+T}.

Wie oben illustriert definieren wir hierzu den Euler—Polygonzug

- to t1 to ... t o Titl — Ty .
i=|0 1 2 N omit ST ) )
g 1 T2 ... TN tit1 —

© Praktisch: Aus %, = x¢ berechnet man schrittweise 7, Z, ..., Zn:
Im Punkt (¢;, Z;) wird die Kurve in Richtung f(t;, ;) weitergeschickt.
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren Erlauterung

Satz N3A: Existenz von Lésungen, Peano 1890
Zu |6sen sei die Differentialgleichung z(¢) = f(¢, z(t)) mit z(to) = xo.
Unter den oben erklarten geometrischen Voraussetzungen gilt:

Es existieren Partitionen Py, P», P3,... C I, deren Euler—Polygonzlge
Z1,%9,%3,...:1 — K gegen eine Lésung = : I — K konvergieren.

© Dies garantiert Existenz von Ldsungen, @ keine Eindeutigkeit.
© Die Rechnung ist fir At = T'/N sehr leicht zu implementieren.
& Préazision verlangt groBes N, damit wichst der Rechenaufwand.

& Praktisches Problem: Der Satz ist nicht konstruktiv! Gegeben ¢ > 0,
wie wahlt man eine Partition P, um eine e—Approximation zu erhalten?
© Die Numerik untersucht und optimiert solche N&herungsverfahren.
Ziel: gute Fehlerschranken und hohe Prazision bei geringem Aufwand.

Die Numerik der gewdhnlichen Differentialgleichungen ist ein hoch
entwickeltes Gebiet und stellt umfangreiche Werkzeuge zur Verfligung.
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Newtons Himmelsmechanik: die Bewegungsgleichung

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse m;, > 0, Position ux(t) € R? und Geschwindigkeit v (t) € R3.

Lésung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

U =vg, U= fr(u) = Z#k v m; m
J

Vorgegeben sind die Anfangssdaten u(0) und v (0) zur Zeit ¢t = 0.

Als Losung gesucht ist die Bewegung (ug, v, .. ., Uy, vy) : [0, T[ — RO,
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Lésung? Ja, das ist
der zentrale &E-Satz! Kollision oder Expulsion nach oo sind méglich:
Eventuell existiert die L6sung nur fir eine kurze Zeit T' > 0. Fir manche
Startwerte sind Lésungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Glick!
© Den Fall n = 2 I16sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
&) Firn > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen lésen!
© Euler-Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 =ty < t; <ty <tz < ...,

ug(tiv1) = ug(ts) + vi(t) - (L1 — ti),
vg(tiv1) = v(ti) + fe(u) - (tiv1 — ti).
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Newtons Himmelsmechanik: der historische Triumph Erlauterung

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit!

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.
Neben den zahlreichen ,,Fixsternen* (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,,Wandelsterne*
(Planeten unseres Sonnensystems). Ihre Bewegung lédsst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zunichst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der groen Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus’ heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prizisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst Isaac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-Korper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkldiren, ja herleiten. Newtons revolutionire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erkldrt die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auBerirdische Phinomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Newtons Himmelsmechanik: die Herausforderung Ausfihrung

Allein schon das obige Differentialgleichungssystem zu formulieren, ist eine Meisterleistung der
Mathematik und Physik der Neuzeit. Wir nennen dies Himmelsmechanik und sind vollig zu
Recht stolz auf sie: Mathematische Sprache und Werkzeuge erleuchten die gesamte Entwicklung
und ebnen den Weg von Beobachtung iiber Erklérung und Berechnung bis zur Raumfahrt.

Auch nach tiber 300 Jahren sind Newtons Gleichungen immer noch niitzlich wie am ersten Tag!
Daten dndern sich, Methoden bleiben bestehen. Solide mathematische Arbeit hat eine extrem
lange Wirksamkeit. Daher lohnt es sich auch fiir Sie heute, in mathematische Grundlagen zu
investieren und diese wirksamen Werkzeuge zu erlernen, anzuwenden und fortzufiihren.

Die drei Fille n = 1 und n = 2 sowie n > 3 sind sehr verschieden! Fiir einen einzigen Korper
(n = 1) enthalten Newtons Gleichungen %1 = v; und ¥1 = 0 keine gravitative Wechselwirkung.
Thre Losung ist eine geradlinige Bewegung, namlich w1 (t) = u1(0) + v1t.

Ein Zwei-Korper-System (n = 2) wie Sonne-Erde oder Erde-Mond ist bereits ausgesprochen
interessant. Newton konnte seine Gleichungen hier gut 16sen, sie ergeben Ellipsenbahnen und
erkldren die Keplerschen Gesetze. Allgemeiner sind auch Parabeln und Hyperbeln als Losungen
moglich, je nach Anfangsdaten u1(0), v1(0), u2(0), v2(0). In allen Fillen gelingt die Losung
hier noch in geschlossener Form. Man nennt ein solches System vollstindig integrabel.

Newton betrachtete anschliefend das Drei-Korper-System Sonne-Erde-Mond. Dies entzog sich
jedoch hartnéckig einer Losung und wurde zum beriihmtesten offenen Problem der Mathematik.
Das Drei-Korper-Problem gilt bis heute als eines der schwierigsten Probleme, die zahlreichen
Anstrengungen zu seiner Losung erfordern und erzeugen immer wieder wichtige neue Methoden.
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Newtons Himmelsmechanik: mdgliche Lésungsmethoden  austinrung

Fiir kiinstliche Satelliten wird das zirkulére restringierte Drei-Korper-Problem (CR3BP) sehr
ausgiebig untersucht: Zwei massereiche Korper umkreisen sich kreisformig, wihrend der dritte
Korper nahezu masselos ist. Hier findet man die berithmten fiinf Lagrange—Punkte.

Nur wenige und sehr spezielle Sonderfille des n—Korper-Problems sind geschlossen 16sbar.
Auch diese haben ihren eigenen Reiz: Seit 1994 wurden zahlreiche Choreographien entdeckt,
in denen n Korper symmetrisch angeordnet werden und dann periodische Bahnen durchlaufen.
Fiir generische Anfangsdaten hingegen ist die Bewegung chaotisch und kann nur numerisch
anndhernd berechnet werden. Siehe Solving the Three Body Problem, youtu.be/et7XvBenEo8.

Zum Kontrast untersuchen und vergleichen wir zwei klassische Anwendungen der Mechanik:
Einerseits gekoppelte lineare Systeme wie harmonische Oszillatoren [N381], andererseits
Planetenbewegung und dhnliche nicht-lineare Systeme. Nicht-lineare Systeme sind schwierig
und verhalten sich oft chaotisch. Lineare Systeme sind besonders gutartig und einfach zu 16sen.
Daher sollten Sie Linearitit wertschitzen, verstehen und nutzen lernen!

Auch nicht-lineare Systeme lassen sich mitunter gut 16sen, wie einfache Beispiele zeigen. Dies
sind aber Ausnahmen und seltene Gliicksfille. Typischerweise sind nicht-lineare Systeme nicht
geschlossen 1osbar. Es bleibt dann nur die numerische Approximation mit Hilfe geeigneter
Niherungsverfahren, z.B. das Euler—Verfahren oder besser gleich das Runge—Kutta—Verfahren.
Mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik. Aufbauend auf den mathematischen Grundlagen
konnen Sie die Numerik von Differentialgleichungen nutzen und wo nétig vertiefen.

Allgemeine Grundlagen und konkrete Anwendungen ergiinzen sich wunderbar.


http://youtu.be/et7XvBenEo8
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Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System

k1 mi ko ma ks

— u(t) — v(t)

Zwei Massen my, my > 0 sind durch Federn k1, ko, k3 > 0 verbunden.

Aufgabe: Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System. ..
(0) als Bewegungsgleichung sowie (1) als DGSystem erster Ordnung.
(2) Welche Struktur hat die Lésungsmenge? (a) ,Form® und (b) ,Gr6Be*?

Lésung: (0) Auslenkungen u(t), v(t) aus der Ruhelage. Kraftebilanz:
Fi(t) = —kyu(t) — ko [u(t) — v(t)]
Fy(t) = —ksv(t) — ko [v(t) — u(t)]
Bewegungsgesetz: mqii(t) = Fi(t) und mqt(t) = F5(t). Hieraus folgt:

ii(t) = B2y 42
()= i) Rtk

© Zur Vereinfachung betrachten wir keine Reibung oder duBere Kréfte.
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Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System

(1) Wir haben ein (lineares) DGSystem zweiter Ordnung:

i(t) = au(t) +bu(t)
U(t) = cu(t) + do(t)

Neue Variablen z1 = u, 29 = v, 23 = u, x4 = © reduzieren dies zu:

1 0 0 1 0] [x1

2| [0 0 0 1| |x2 .

is| = la b 0 o |z kurz ©=Ax
Ty c d 0 0] [x4

Das DGSystem (1) ist einfacher als (0), da erster Ordnung. Unser System & = Az ist homogen
linear mit Systemmatrix A € R***. Hier sind die Koeffizienten konstant, das heiBt, sie hiingen
nicht von der Zeit ¢ ab. Fiir solche homogen-linearen DGSysteme mit konstanten Koeffizienten
entwickeln wir mit Hilfe der Linearen Algebra exakte und zudem effiziente Losungsmethoden:
Wie in der folgenden Aufgabe nutzen wir dazu Eigenvektoren und alle zugehorigen Techniken.
Der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz N3G erklirt ganz allgemein die Struktur:

(2) Die Lésungsmenge ist (a) ein R—Vektorraum (b) der Dimension 4.
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Gekoppelte Oszillatoren: Symmetrie und Ansatz

Aufgabe: (3) Lésen Sie den symmetrischen Fall my; = mo, k1 = ks.
(4) Welche Bewegung folgt aus «(0) = 2, v(0) = 0, @(0) = ©(0) = 07?

Losung: Einstweilen nutzen wir unsere physikalische Anschauung!

(3a) Der Ansatz u = v entkoppelt zu ii = — 2, i = — XLy,
Losungen: u; (t) = cos(wit) und ug(t) = sin(wit) mit wf = £,
(3b) Der Ansatz u = —v entkoppelt zu i = — 52Kz, § = —Rit2h2,,

Lésungen: usz(t) = cos(wat) und ug(t) = sin(wot) mit w3 = Fit2ke

mi

Sind wir schon fertig? Ja! Jede Lésung ist eine Linearkombination
u(t) . uy (t) N ua(t) N us(t) N ug(t)
o] = ] +x [0 oo 1] e [65)

© Als Anfangswerte zur Zeit ¢, kénnen Position und Geschwindigkeit
u(to),v(to), u(to), v(to) € R beliebig vorgegeben werden: Sie legen die
freien Konstanten aq, as, as, ay € R eindeutig fest (und umgekehrt).
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Gekoppelte Oszillatoren: Symmetrie und Ansatz Erlauterung

© Unser DGSystem ist sehr einfach: Die Gleichungen sind linear!
Linearkombinationen von Lésungen sind daher wieder Lésungen.
Mit anderen Worten: Der Lésungsraum ist ein Vektorraum Gber R.

© Unser geschickter Ansatz entkoppelt das Gleichungssystem:
Eindimensionale Differentialgleichungen kdnnen wir bereits |6sen!

Die einfache Rechnung bestatigt und prazisiert unsere physikalische
Anschauung: Die Probe ist nun leicht: Einsetzen und Ausrechnen!

© Wir haben vier Lésungen gefunden. Diese sind linear unabhangig.
Der Lésungsraum hat also Dimension > 4. Gibt es noch mehr?

/\ Wir wiinschen uns ein einfaches Kriterium fiir Dimension = 4.
Dann wassten wir sicher: Wir haben alle L6sungen gefunden!
Physikalisch ist das plausibel: Jede Masse hat zur Zeit ¢y eine Position
und eine Geschwindigkeit. Diese Daten sollten den weiteren Verlauf
eindeutig festlegen. Wir hatten demnach genau 4 Freiheitsgrade.

© Diese Heuristik l&sst sich mathematisch formulieren und beweisen:
Es qilt der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz N3G!
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Gekoppelte Oszillatoren: gleichsinnige Eigenschwingungen

lllustration fir den Fall m; = mo = 1und k1 = ko = k3 = 1.
Gleichsinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w; = 1:

\ \\“2 // /< A ¢
RN >/ s \\ \

N \\ U2 // A < AN t
A A
© Die Eigenschwingungen unseres Systems sind besonders leicht

zu berechnen. Zudem erweisen sie sich als einfach und Ubersichtlich:
Harmonische Schwingung: Jede dieser vier Lésungen ist periodisch.
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Gekoppelte Oszillatoren: gegensinnige Eigenschwingungen

lllustration fir den Fall m; = mo = 1und k1 = ko = k3 = 1.
Gegensinnige Eigenschwingungen zur Frequenz wy = v/3:

NS |
X
~

Y
/N

4

f\

N

© Die Frequenz der gegensinnigen Schwingung ist deutlich gréBer
als die der gleichsinnigen Schwingung. Das ist anschaulich plausibel;
probieren Sie es mal aus! Nun kénnen wir es sogar prazise ausrechnen.

U3

C
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Uberlagerung von Eigenschwingungen

(4) Diese Linearkombination von Eigenschwingungen I6st das AWP:

u(t) = cos(t) + cos(V3t), u(0) =2, u(0)=0
v(t) = cos(t) — cos(V3t), v(0)=0, 0(0)=0

N\ il
/ i Lo

i N4 N

<

—~
<+~

i
D

/

i s

aNaa7

N/

A\ Diese Bewegung ist nicht periodisch! Sie scheint zuerst kompliziert,
ist aber nur die Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen.
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Erlauterung

Uberlagerung von Eigenschwingungen
Zur lllustration eine weitere Linearkombination von Eigenschwingungen:
u(t) = cos(t) + & sin(v/3t)

v(t) = cos(t) — %sin(\/gt)

~

— T \ / t

N

© Die Anfangswerte (0), %(0) sowie v(0), ©(0) kénnen beliebig
vorgegeben werden; sie legen den weiteren Verlauf eindeutig fest.
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Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen. Erlauterung

Aufgabe: (5) Was geschieht bei schwacher Kopplung? Anschaulich?
Nehmen Sie weiterhin m; = ms und k1 = k3 an, zudem 0 < ko < k.

(6) Berechnen und diskutieren Sie ein konkretes Zahlenbeispiel mit den
Massen m; = mg = 1 und den Federn k; = k3 = 400 und ky = 20.5.
Welche Bewegung folgt nun aus «(0) = 2, v(0) = 0, ©(0) = ©(0) = 0?

Losung: (5) Zunachst die qualitativ-anschauliche Erkldrung: Die beiden

Eigenfrequenzen wy = /k1/my und wo = +/ (k1 + 2k2)/m1 unseres

Systems liegen nahe beieinander, da wir 0 < ky < k1 annehmen.

Wir erwarten eine Schwebung: in der Uberlagerung cos(w;t) + cos(wat)
nimmt die gesamte Amplitude der Summe periodisch zu und ab, additive
Phasen und subtraktive Phasen wechseln sich ab.

(6) Quantitativ-numerisches Beispiel: Wir finden w; = 20 und w, = 21.
Das Anfangswertproblem «(0) = 2, v(0) = 0 und %(0) = ©(0) = 0 wird
gelést durch wu(t) = cos(20t) + cos(21t) und v(t) = cos(20t) — cos(21t).
Die folgenden Graphiken illustrieren den zeitlichen Verlauf flr ¢ € [0, 12].
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Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen. Erlauterung

Anschaulich geschieht hier folgendes: Wir kénnen den linken Oszillator
auslenken und dann loslassen. Er schwingt daraufhin nahezu frei, doch
nach und nach Gbertragt sich (fast) seine gesamte Energie auf den
rechten Oszillator, anschlieBend geschieht dasselbe umgekehrt.

Aufgabe: (7) Erklaren Sie das oben skizzierte Phanomen der
Schwebungen mit Hilfe der trigonometrischen Additionstheoreme.

Lésung: Aus der Euler—-Gleichung e'® = cos a + isin o und der
Homomorphie e* ™% = e* e* erhalten wir (nach kurzer Rechnung):

cosa +cosff = QCosagﬁcosa;B

. a—f . a+f
cosa — cos f = —2sin 5 Sin—
sina +sin 8 = 2cosa;Bsina;rﬁ
sina —sin 8 = 2sina;BcosoH2_ﬂ
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Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen. Erlauterung

In unserem Zahlenbeispiel erhalten wir:

u(t) = cos(20t) + cos(21t) = 2 cos(0.5t) - cos(20.5¢)
v(t) = cos(20t) — cos(21t) = —2sin(0.5¢) - sin(20.5¢)

Wir interpretieren daher die Uberlagerung u(t) = A(t) cos(20.5t) als eine
Grundschwingung der mittleren Frequenz @ = 3 (w; + wy) = 20.5 mit der
variablen Amplitude A(t) = 2cos(0.5t); diese hat die deutlich niedrigere
Frequenz § = J|w; — wa| = 0.5, sodass wy ;o = @ F 4 gilt.

[\

Diese Rechnung ist in der obigen Graphik schén anschaulich illustriert
durch die Tragerschwingung cos(20.5t) und die Einhlllende £2 cos(0.5t).

Das Phanomen der Schwebung entsteht immer, wenn sich zwei dhnlich
groBe Schwingungen mit nahezu gleichen Frequenzen tberlagern.

In der Akustik sind solche Schwebungen deutlich zu héren: Der Ton ist
moduliert, seine Lautstarke schwankt mit der Schwebungsfrequenz, was
mitunter als recht unangenehm empfunden wird. Das ist keine
akustische Tauschung, sondern ein reales physikalisches Phanomen.
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Erlauterung

Anwendung in Wolkenkratzern: Schwingungstilger
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Anwendung in Wolkenkratzern: Schwingungstilger Erlauterung

Gebéaude werden zu Schwingungen angeregt, extern durch Wind oder
Erdbeben, intern durch Menschen oder Maschinen. Dagegen helfen
Schwingungstilger, justiert auf die Eigenfrequenz des Gebdudes.
Berlins Fernsehturm hat in seiner Spitze ein 1.5-Tonnen-Tilgerpendel.
Londons Millennium Bridge, 2000 eréffnet und wobbly bridge genannt,
wurde nachtraglich mit 52 kleinen tuned mass dampers ausgestattet.

Das Taipei Financial Center in Taiwan hielt ab 2004 den Rekord des
héchsten Geb&udes der Welt, bis es 2009 vom Burj Khalifa Uberholt
wurde. Zwischen dem 88. und 92. Stockwerk befindet sich eine 660
Tonnen schwere Stahlkugel als Pendel mit élhydraulischer Da&mpfung.
Es ist 6ffentlich zuganglich und eine beliebte Touristen-Attraktion.

Das Gebaude Ubertragt Schwingungsenergie auf diesen Oszillator,
der sie absorbiert und dann durch Dampfung in Warme umwandelt.
Die maximale Beschleunigung bei Stirmen wird so etwa halbiert!
(Taiwan ist sowohl aktive Erdbebenregion als auch Taifungebiet.)
Ein Video sagt mehr als tausend Worte: youtu.be/f1U4SAgy60c.


youtu.be/f1U4SAgy60c
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Anwendung im Schiffsbau: frahmscher Schlingertank Erlauterung

Wasserwellen regen ein Schiff zu Schwingungen an:

1 Das Schiff ,rollt* um seine Langsachse,
kippt also nach links (Backbord) und rechts (Steuerbord).

2 Das Schiff ,stampft* um seine Querachse,
neigt sich also nach vorne (zum Bug) und hinten (zum Heck).

Wenn die anregende Frequenz des Seegangs unglicklich nah an
der Eigenfrequenz des Schiffes liegt, so kommt es zur Resonanz.
Um eine Katastrophe zu verhindern, méchte man vorsorgen und

die auftretenden Resonanzen so weit wie méglich abschwéachen.

Far die Rollbewegung um die Langsachse gelingt dies recht effizient
mit zwei raffiniert gekoppelten Schwingungen. Hierzu entwickelte der
deutsche Schiffsbauer Hermann Frahm (1867—1939) um 1900 den
sogenannten frahmschen Schlingertank. Dieser besteht aus zwei
Wassertanks an den Langsseiten des Schiffes, die méglichst hoch
liegen und Uber Rohre kommunizieren. Hierin fiillt man Wasser,

bis die Eigenfrequenz des Tanks der des Schiffes entspricht.
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Anwendung im Schiffsbau: frahmscher Schlingertank Erlauterung

Seitlich auftreffende Wellen regen das Schiff zum Rollen an.

Im Resonanzfall erzwingt dies eine Schwingung des Schiffes mit der

Phasenverschiebung um 7 /2 gegeniber der Anregung. Das rollende
Schiff 1&sst nun seinerseits das Ballastwasser im Tank periodisch hin-
und herstrémen, ebenso mit einer Phasenverschiebung um 7 /2.

Die &uBere Anregung und die innere Schwingung des Tanks sind daher
gegenphasig. Die so wirkenden entgegengesetzten Drehmomente
heben sich weitgehend auf, was die Rollbewegung deutlich verringert.

Die Grundidee ist genial-einfach und in unserem mathematischen
Modell gut nachzuverfolgen. Die technische Ausfihrung erfordert
die geeignete Kalibrierung der Parameter und ist eine eigene Kunst.

Das gesamte System ist in Wirklichkeit nicht-linear: Die Frequenz des
Schiffes und des Ballastwasser hangen von der Amplitude ab, dadurch
wird ihr Zusammenspiel recht kompliziert. Das Prinzip ist jedoch gleich.
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Existenz und Eindeutigkeit dank Exponentialfunktion

Zu lésen sei das folgende Differentialgleichungssystem mit konstanten
Koeffizienten A € K™*" und vorgegebenem Anfangswert v € K":

u'(t) = Au(t) mit u(0)=v

Aufgabe: (1) Existenz: Finden Sie eine Lésung u: R — K" : ¢ — u(t).
(2) Eindeutigkeit: Finden Sie alle L6sungen des Anfangswertproblems.

Idee: Fir n = 1 haben wir die Exponentialfunktion a — e* genutzt.
Nutzen Sie ebenso (noch naiv) die Matrix-Exponentialfunktion A — e4.
Lésung: (1) Die Funktion u: R — K" :u(t) = ' v ist eine Ldsung.
Probe: Es gilt u(0) = v und u/(t) = Ae*v = Awu(t) fir alle t € R.

(2) Sei @: R — K" eine weitere Lésung. Wir betrachten w(t) = et a(t).
Dank Produktregel erhalten wir w’(t) = —Ae 4 - a(t) +e tA Au( ) = 0.
Dank Mittelwertsatz ist w: R — K" konstant, also i(t) = e/t v = ul(t).

© Es gibt genau eine Losung u: R — K", namlich u(t) = etA v.
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Existenz und Eindeutigkeit dank Exponentialfunktion Erlauterung

/\ Wir nutzen die Exponentialfunktion und ihre guten Eigenschaften!
Diese Rechnung ist nicht nur ein eitles Glasperlenspiel, sondern sie 16st
zwei fundamentale Probleme: Existenz und Eindeutigkeit einer L6sung.

© Im vorigen Beispiel konnten wir vier unabhangige Lésungen raten,
dank physikalischer Anschauung durch unseren geschickten Ansatz.
Diese Konstruktion beweist insbesondere die Existenz von Lésungen!

/\ Dieser heuristische Lésungsansatz verrat uns jedoch noch nicht,
ob es nicht vielleicht noch weitere L6sungen gibt, die verborgen auf
uns lauern und uns womaéglich bése Streiche und Kummer bereiten.

© Unsere Rechnung mit der Matrix-Exponentialfunktion A — e
garantiert, dass es zu jedem Startvektor v genau eine Lésung gibt.
Dieses Argument beweist insbesondere die Eindeutigkeit der Lésung!

© Das ist schon raffiniert: Die Existenz der Matrix-Exponentialfunktion
beweist die Eindeutigkeit der Lésung zu jedem Anfangswertproblems.
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Die Exponentialfunktion fur Skalare a € K Erléuterung

Erinnerung: Sei a € K. Wir suchen eine Lésung u: R — K der
eindimensionalen Differentialgleichung «'(t) = a u(t) mit «(0) = 1.

Hierzu gibt es genau eine Lésung, namlich die Funktion u(t) = .
Wir nutzen dabei dankend die gute alte, vertraute Exponentialfunktion,
am schoénsten und bequemsten in ihrer Darstellung als Potenzreihe:

>k 22 23 g4
exp:K—)K:xHexp(x):Zk—_l—}—xﬂ-f-kyq_z_k
k=0

Diese Reihe konvergiert fir jedes Element = € K und definiert so
die Exponentialfunktion exp : K — K. Diese Funktion erfreut sich
vieler guter Eigenschaften, die Sie bereits kennen und lieben,
und in zahlreichen Anwendungen auch liebend gerne nutzen.

© Wir hatten so gerne diese Exponentialfunktion fiir Matrizen!
In der obigen Aufgabe haben wir ja schon ihren Nutzen erlebt.
Ebenso wird sie sich in weiteren Anwendungen bewahren.
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Die Exponentialfunktion fir Matrizen A € K™"*» Erlauterung

Allgemeiner: Sei nun A € K™*™ eine Matrix (zuvor n = 1, jetzt n > 2).
Wir suchen U :R — K™ mit U’(t) = AU(¢t) und U(0) = I.

/\ Wiinschen ist erlaubt, doch nicht alles, was wir definieren kénnen,
existiert auch. Den Nachweis der Existenz erbringen wir idealerweise,
indem wir das ersehnte Objekt konstruieren, so explizit wie méglich.

Als Lésung vermuten wir auch hier die Exponentialfunktion U (t) = et4.
Am bequemsten ware hierzu die Darstellung als Potenzreihe:
o
X+ X X3
. nxn nxn . _
exp : K" - K .XHkZO R S e TR

© Als schénes Video von 3Blue1Brown: youtu.be/0850WBJ2ayo
Das sieht verwegen aus, aber es funktioniert ganz wunderbar:

Wir wagen diesen mutigen Schritt und setzen Matrizen nicht nur
in Polynome P € K[X] ein, sondern hier auch in eine Potenzreihe.

Der folgende Satz garantiert, dass diese Exponentialreihe tatsachlich
fir jede Matrix konvergiert und alle ersehnten Eigenschaften hat.


youtu.be/O85OWBJ2ayo

Die Exponentialfunktion flr Matrizen
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Satz N3B: die Exponentialfunktion fir Matrizen
Wir arbeiten weiterhin Gber dem Koérper K = R, C.
0 Fur jede Matrix A € K"*™ konvergiert die Exponentialreihe
© Ak
exp(4) = A I+A+%A2+

N k!
k=0

1

1
3 4

1 Zudem gilt der Euler—Grenzwert (1 + 2 A)" — exp(A) fir n — cc.
Die so definierte Matrix-Exponentialfunktion exp : K"*" — K"*"?

erflillt die von exp: R — R und exp: C — C vertrauten Eigenschaften:

2 Die Nullmatrix wird auf die Einheitsmatrix exp(0) = I abgebildet.

38 Aus AB = BA folgt exp(A+B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

4 Insbesondere gilt exp(A) exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) = I.
Somit ist die Matrix exp(A) invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

5 Die Zuordnung ¢ — exp(tA) definiert eine differenzierbare Kurve
in GL, K ¢ K®*" mit 0 — [ und % exp(tA) = A exp(tA).
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Die Exponentialfunktion flr Matrizen Erlauterung

Satz N3B: die Exponentialfunktion flir Matrizen
Die Exponentialfunktion vertragt sich zudem mit Matrix-Operationen:
6 Transposition: exp(AT) = exp(A)T
7 komplexe Konjugation: exp(A) = exp(4)
8 Konjugation: exp(TtAT) = T~ exp(A)T
9 Determinantenformel: det(exp(A)) = exp(tr(A))

Ubung: Rechnen Sie alle Aussagen dieses Satzes sorgsam nach!

© Dies gelingt wértlich genauso wie fiir die reelle Exponentialfunktion!

Die Techniken der Analysis bendtigen Sie vor allem fir die Konvergenz
(0,1). Alle weiteren Aussagen (2-9) erhalten Sie, indem Sie termweise
rechnen — und dies dirfen Sie: Potenzreihen verhalten sich (innerhalb
ihres Konvergenzbereichs) wie Polynome (von unendlichem Grad).

A\ InK =R, C kommutieren je zwei Elemente, daher spiren Sie dort
von der Kommutativitéat (3) nichts. Fir Matrizen ist sie jedoch wesentlich.
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Konvergenz der Exponentialfunktion fir Matrizen Erléuterung

© Wir wollen die GréBe von Matrizen A € K™*" messen und damit
insbesondere Fragen der Konvergenz klaren. Dazu bendtigen wir eine

Matrixnorm, also eine Abbildung ||—|| : K"*"™ — R mit den folgenden

vier Eigenschaften fir alle Matrizen A, B € K"*™ und Skalare A € K:

NO: [[A4| > 0= 0] (Positivitat)
N1:  |JA| >0flar A#0 (Definitheit)
N2: |[AA] = A - || A] (Homogenitat)
N3: ||[A+ B < | Al + Bl (Dreiecksungleichung)
N4: ||A-B| < ||A]-|B] (Submultiplikativitat)

Beispiel: Die Frobenius—Norm entspricht der euklidischen Norm:
===l s K™ SR A [Allp = /30, T lay

Auf K™ ist dies eine Norm (NO-3) und zudem submultiplikativ (N4)
fur je zwei komponierbare Matrizen A € KP*? und B € K9*". (Ubung!)
Wir untersuchen Normen und Skalarprodukte spater noch genauer.
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Konvergenz der Exponentialfunktion fir Matrizen Erléuterung

Aufgabe: (0) Folgern Sie die Konvergenz der Matrix-Exponentialreihe.
Lésung: (a) Wir zeigen zuerst die absolute Konvergenz dieser Reihe:

ZH al = I Z”A”k = exp(lAl) < oo

(b) Der Raum K”X” ist Cauchy—vollstandlg bezlglich der Norm ||—||.
(c) Dank (a) konvergiert die Exponentialreihe >7° , A*/k! absolut, und
dank (b) konvergiert sie auch in K"*™. Zudem gilt die Abschatzung:

Jexp(A HZ < ZH 2 exp(lan

© Fur konvergente Potenzreihen gelten wunderschéne Rechenregeln:
Sie verhalten sich (innerhalb ihres Konvergenzbereichs) wie Polynome!
Insbesondere dirfen wir solche Reihen umordnen, termweise addieren,
multiplizieren und differenzieren — wie von Polynomen vertraut.
Genaueres hierzu lernen Sie im ersten Studienjahr der Analysis.

Wir wollen diese Uberaus nltzlichen Rechenregeln dankend nutzen.
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Beispiel: Diagonalmatrizen

Aufgabe: Berechnen Sie die Exponentialfunktion exp(A) einer
Diagonalmatrix A = diag(\1,..., A,) sowie exp(tA) furt € R.

Lésung: (0) Die Potenzen der Matrix A sind leicht zu berechnen:

A 0 PV 0
0 An 0 AE
(1) Hieraus berechnen wir ebenso leicht die Exponentialreihe:
Ak Zk 0 kl 0 eM 0
- 0 ko T ¢

(2) Mit dem Zeitparameter ¢ € R im Exponenten erhalten wir:

et 0
exp(tA) = [ . ]

0 elAn
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Beispiel: eine kleine Dreiecksmatrix Erlauterung

Aufgabe: Berechnen Sie exp(A) einer 2 x 2—Dreiecksmatrix.
Lésung: (0) Wir betrachten eine obere 2 x 2—Dreiecksmatrix:

2 3 (2 2
la ¢ 9 |a® (a+Db)c 3 |a® (a®+ab+b%)c
A_[O b],A_[O : ],A_[O b L

(1) Wir nehmen zunachst a # b an. Per Induktion finden wir dann

k —bk a e*—e’
@ o © a ¢ _1® e €
0 bk ] - exp[o b]_lo e ]

(2) Resonanz: Fur b — a gilt = =" . sa Fiir @ = b finden wir tatsachlich:

. a® ka* e e |® ¢l = e’ ce”
10 ak Plo al |0 e |
Flr groBe Matrizen ist diese Rechnung ebenso mdéglich, aber miihsam.

Im Folgenden werden wir hierflr Eigen- und Hauptvektoren nutzen.
Diese Werkzeuge erweisen sich auch hier als sehr effizient.

Ak =
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Beispiel: ein nilpotenter Jordan—Block

Aufgabe: Berechnen Sie exp(tN) einer nilpotenten Jordan—Matrix
01 00 0010 00 01
oo 1o > |00 01 5 0000
N_0001’N_0000’N_0000’
0 00O 00 0O 0 0 0O
Lésung: (1) Es gilt N* = 0. Die Exponentialreihe bricht hier ab:
0100 11 5 5
0010 N NONONO1 1 g
*Ploo o 1|00 T T T oo 11
0 00O 0 0 0 1
(2) Mit dem Zeitparameter ¢t € R im Exponenten erhalten wir:
1t b %
01 t L
tN) = pJ
SN =15 o 1 3
00 0 1



Beispiel: ein allgemeiner Jordan—Block
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Aufgabe: Berechnen Sie exp(tB) e
A1 00
0 A 10
B= 0 0 A 1
0 0 0 A
Losung: (1) Dank B = A\l + N und

exp(B) = exp(Al + N) = exp(A]) exp(N)

c KTLXR

IN = NI erhalten wir

1
1
0
0

(2) Mit dem Zeitparameter ¢t € R im Exponenten erhalten wir:

exp(tB) = e

S O O

S O =

2
2!
t
1
0

3

!
t2
2!

t
1

iner beliebigen Jordan—Matrix

e L [
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Beispiel: eine euklidische Drehmatrix Erléuterung

Aufgabe: Losen Sie das DGSystem z| = —x9 und 2, = ;.

Lésung: Wir I6sen das Differentialgleichungssystem 2/ = A 2 mit

fo -1, [-1 o0 s [0 1] 4 [t o
R ) e P R R EE e N

Hieraus berechnen wir mihelos die Matrix-Exponentialfunktion:

2 tt 3 5
-5t —--- —t—i-g—g—l—...

cost —sint
exp(td)= | T 1 A }
l—g+5—-- I—5+5—

sint cost

Die Probe ist leicht: Fir die Ableitung gilt wie gewlinscht

d —sint —cost

= [cost —Sint} = AX(Q).

© Das AWP 2/ = Az mit 2(0) = v wird gelést durch z(t) = exp(tA)v.
© Das Euler-Verfahren zur numerischen Naherung entspricht hierbei
dem Euler-Grenzwert (1 + 2 A)" — exp(A) wie in der Graphik illustriert.
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Erlauterung

Exponentialfunktion und Euler—Verfahren
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Beispiel: eine hyperbolische Drehmatrix Erlauterung

Aufgabe: Lésen Sie das DGSystem | = xz2 und 2}, = ;.

Lésung: Wir I6sen das Differentialgleichungssystem 2/ = A 2 mit

fo1] o [t 0] ,5 [01] 4 [t o0
R L e R P

Hieraus berechnen wir mihelos die Matrix-Exponentialfunktion:

l+b+b4. . o404

- [cosht Sinht}
S S LT Qe <

exp(td) = sinht cosht

Die Probe ist leicht: Fir die Ableitung gilt wie gewlinscht

d sinht cosht

axW= [cosht sinht} = AX(Q).

© Das AWP 2/ = Az mit 2(0) = v wird gelést durch z(t) = exp(tA)v.
© Das Euler-Verfahren zur numerischen Naherung entspricht hierbei
dem Euler-Grenzwert (1 + 2 A)" — exp(A) wie in der Graphik illustriert.
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Erlauterung

Exponentialfunktion und Euler—Verfahren

M=)
R

N R A/AIA!AN_MIF\A!A\\ _.bdl
N __4/4/4/4/ T et D -
N 2/4/ FIN R PA NN AN A/AfA!A?A\A\A\.ﬁnu.u nvm
N __/ A __ WROH R R R R S e <— (T M
e el e 1..3.1#! - =
SOV NG N “«
RN NN .
N SR WA UL N NN 1&. «
SRR AR & .
R | S S N 3 X% % -
VAANNNNRARRRX p
VANN NN NN p
VANAANNNNNNY P
S T S T ¥
i 77/»1 | S . -
I T S ¥
I T R S y
FSERERRERE ‘
I T W T O O i
et 4
Prrt ettt M
Prtrtrt ettt !
L A A N A o) Y
O A A N A .
[ 4 4 4 4 4 A A A4

AT N
A R
L A N
,,\\\\‘\\\\\ R
1 A A A A A A A

LA V. o
RN LN Q
AHAAAAALAA A At v v r oo
xxn/dx\\w&\\\\\ o
fh._\\ A A 5 =
V«x,__x AfAATT o
S L D e
AT A AT

AfAAAA AT




N357

Die Matrix—Exponentialfunktion Erlauterung

© Diese schénen Beispiele illustrieren die Konstruktion von exp(A) und
zeigen zugleich eindrtcklich, wie wir die Matrix-Exponentialfunktion in
vielen gunstigen Féllen ganz explizit und effizient berechnen kénnen.

So ermutigt beweisen wir nun die Aussagen (2-9) des Satzes N3B.
Die Aussagen (3) und (5) formuliere ich untenstehend als Aufgabe.

© Das ist eine gute Fingeriibung, die jede/r Mathematiker/in im Schlaf
beherrschen sollte: Die Rechnungen erweisen sich gleich als erfreulich
einfache Umformungen. Das eigentlich Knifflige und das mathematisch
Interessante sind die dahinterliegenden Rechenregeln fir Potenzreihen!

© Wir danken der Analysis fiir die Bereitstellung guter Werkzeuge.
Wer sie noch nicht gehért hat, darf sich ab jetzt schon darauf freuen.

Bemerkung: Die Konvergenz bezlglich der Matrixnorm ||—|| auf K™*"
ist aquivalent zur Konvergenz jeder Koordinate im Grundkérper K.

Far Konvergenzfragen sind daher alle Matrixnormen untereinander
aquivalent, und wir dirfen uns die jeweils bequemste aussuchen.
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Die Matrix—Exponentialfunktion Erinnerung

Den Euler—Grenzwert (1), also (1 + 2 A4)" — exp(A) fir n — oo, werde
ich hier nicht beweisen, sondern der Analysis Uberlassen — oder wenn
Sie es selbst versuchen wollen: lhrer mathematischen Abenteuerlust.

Die Aussage (2) des Satzes hingegen ist klar, denn wir haben:

o0

De Ok De
exp(0) = ZE = 1404+0+... = I
k=0 "

Dank Funktionalgleichung (3) folgt daraus die Inversionsformel (4):
exp(A)exp(—A) = exp(A—A) 2 1
Somit ist die Matrix exp(A) invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

Wir kommen nun zu den interessanten Aussagen (3) und (5).
Diese haben wir in den obigen Beispielen bereits in Aktion gesehen.
Nun wollen wir diese niitzlichen Rechenregeln allgemein beweisen.
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Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

Aufgabe: (3) FUr je zwei kommutierende Matrizen A, B € K"*" gilt:

exp(A+ B) = exp(A)exp(B) falls AB = BA.

Lésung: Dank (a) Umordnungssatz und (b) binomischem Lehrsatz gilt

Def Lin
k=0 £=0 k=0 £=0
(@) = Ak Bt Def 1l = (n k on—k
=YY Hw 2 ay(p)as
n=0 k-+4=n Kt 4 =0 " k=0 k
(b) = 1 n Def
o Zom(fH—B) = exp(A+ B).

© Dies entspricht dem Potenzgesetz, daher die Kurzschreibweise
et = exp(A) und eMB =B,

© Das ist wortlich die Rechnung fiir die reelle Exponentialfunktion!
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Die Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe: (5) Aus der Exponentialreihe folgt die Ableitungsregel

d
T exp(tA) = Aexp(tA).

Losung: Dank (a) Ableitungsregel fir Potenzreihen gilt

d cod Xt > dtk
—exp(td) = — ) —AF = — Ak
a oA = 2 dt k!
k=0 k=0
ooy P e w g e gepar
= k 1) = Zﬁ = Aexp(At).
—1 i—

Wir nutzen hier die Indexverschiebung k£ = j + 1, umgekehrt j = k£ — 1.
© In Kurzschreibweise erhalten wir die vertraute Formel
d
dt
© Das ist eine definierende Eigenschaft der Exponentialfunktion.
Genau diese nutzen wir zur Lésung von Differentialgleichungen!

etd = Aet4,



N361

Exponentialfunktion und Matrixoperationen Erlauterung

Aufgabe: Beweisen Sie sorgsam die Aussagen (6—9) des Satzes N3B.

Losung: (6) Die Transposition T:K"*" — K"*™ quadratischer Matrizen
ist ein Ringantiautomorphismus, denn es gilt (A + B)T = AT + BT und
(A-B)T = BT - AT sowie (AT)T = A flr alle A, B € K**". Daraus folgt:

Y (AT
p(an = i [S2EE] 2 [0

k=0
[i A’T = exp(A)T

! k!
= k=0

1=
=
Eond
2
|
—
_|

E

T

5 E

M=

==

R
E

Far die Gleichung (b) nutzen wir die Stetigkeit der Abbildung T.
Wir gehen bei dieser einfachen Rechnung bewusst kleinschrittig vor,
s0 sehen wir genau, welche Eigenschaften wirklich bendétigt werden:

Fdr jeden stetigen Ring(anti)homomorphismus @ : K™*" — K™*" gilt

exp(®(A)) = B(exp(A)).
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Exponentialfunktion und Matrixoperationen Erlauterung

(7) Die komplexe Konjugation =:C - C:z =z + iy~ z =z — iy ist ein
Kérperautomorphismus, dennesgit z+w=zZ+wundz-w =%z -w
sowie z = z fiir alle z, w € C. Flir Matrizen Uber C definieren wir die
komplexe Konjugation koeffizientenweise durch

— OV O A = (ay) — A = (@)

Dies ist ein Ringautomorphismus von (C™*™, +,-) und zudem stetig.

(Warum? Nachrechnen!) Wie in (6) folgt daraus exp(A) = exp(A).

(8) Fur jede invertierbare Matrix T' € GL,, K ist die Konjugation
conjp : CV" — C™" : A TTIAT

ein Ringautomorphismus von (K"*", +, -) und stetig. (Warum? Ubung!)
Wie in (6) folgt daraus exp(T1AT) = T~ exp(A)T.
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Exponentialfunktion und Matrixoperationen Erlauterung

(9) Wir zeigen schlieB3lich die bemerkenswerte Determinantengleichung
det(exp(A)) = exp(tr(4)).

(9a) Wir beweisen dies zunachst fir Dreiecksmatrizen. Hier gilt:
k

ail * * ay;  k *
A=1[0 . x = AF=10 .. =«
0 0 an 0 0 ap,
Damit erhalten wir ohne weitere Mihe:
ayl % * exp(aj;) *
detexp | 0 -, =% = det 0 *
0 0 apy 0 0 exp(ann)

= exp(ai) - - exp(ann)
= eXp(all + -+ ann)
= exp(tr(4))



N364

Exponentialfunktion und Matrixoperationen Erlauterung

(9b) Fir den allgemeinen Fall nutzen wir Satz M3B:

Uber K = C ist jede Matrix A € K™*™ trigonalisierbar,

es existiert also T' € GL,, C, so dass T~ AT trigonal ist.
Determinante und Spur bleiben dabei unverandert (M2F):

M2¥

det(exp(4)) = det(T lexp(A)T) = det(exp(T'AT))

(9a)

= exp(tr(T™1AT)) = exp(tr(A))

(9¢c) Jede Matrix A € R™ "™ kdnnen wir in C™*"™ betrachten.
Determinante und Spur bleiben dabei unverandert.
Dank (9b) gilt somit det(exp(A)) = exp(tr(A)).

© Wieder einmal fligen sich Theorie und Praxis wunderbar zusammen,
solide Grundlagen fuhren zu hilfreichen Rechenregeln. Dazu betone ich:
Im Beweis nutzen wir die Trigonalisierung, in Rechnungen jedoch nicht.

© Fur groBe Matrizen ist die Berechnung der Exponentialfunktion und
der Determinante im Allgemeinen sehr aufwandig. Die Berechnung der
Komposition det(exp(A)) = exp(tr(A)) hingegen ist erfreulich leicht!
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Von Eigenvektoren zu Eigenfunktionen Erléuterung

Aufgabe: Gegeben seien die Matrix A € K™*" und der Vektor v € K".
Zu lésen ist das Differentialgleichungssystem mit Anfangswert

u'(t) = Au(t), u(0)=.

Wie sieht die Lésung aus, wenn v ein Eigenvektor von A ist?

Loésung: Nach Voraussetzung gilt Av = Av mit dem Eigenwert A € K.
(1) Wie betrachten die Funktion u: R — K" : ¢+ u(t) = eM v.

Es gilt «/(¢) = Au(t) und Au(t) = Au(t), also 16st u die ersehnte
Differentialgleichung u/(t) = Au(t) mit dem Anfangswert «(0) = v.
Dank Eindeutigkeit ist dies die Lésung des Anfangswertproblems.

(2) Dieselbe Antwort erhalten wir, wenn wir die Exponentialfunktion e*4
auf den Eigenvektor v anwenden und u(t) = e*4 v vereinfachen:

oAy — [Zk‘Ak]v—i;(Akv)—iZ;(Ak) [igﬂvzeﬂ

Die Konvergenz klart man wie oben, etwa mit der Frobenius—Norm.
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Von Eigenvektoren zu Eigenfunktionen Erléuterung

Satz N3c: Lésung eines DGSystems durch Eigenfunktionen
Gegeben sei A € K"*". Zu l6sen sei das DGSystem v/ (t) = A u(t).
(1) Jeder Eigenvektor v € K™ mit Av = Av definiert eine Eigenfunktion

w: R =Kt u(t) =eMo.

Diese l6st das DGSystem «’/(t) = Aw(t) mit dem Anfangswert u(0) = v.
Zeitlich verschoben zu a(t) = u(t — to) gilt @'(t) = A a(t) mit a(ty) = v.
(2) Angenommen, die Matrix A ist Uber K diagonalisierbar, erlaubt also
eine Basis vy, ..., v, € K™ aus Eigenvektoren. Dann lésen wir unser
DGSystem durch eine Basis aus Eigenfunktionen uy,(t) = et vy

Jede Lésung des DGSystems «/(t) = Aw(t) ist eine Linearkombination
u = cruy + - - - + ¢ uy, Mit eindeutigen Koeffizienten ¢y, ..., ¢, € K.

© Ist die Matrix A diagonalisierbar, so ist damit die Lésung leicht!
@ Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar. Was tun? Hauptvektoren!



Von Hauptvektoren zu Hauptfunktionen
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© Eine wichtige Anwendung von Eigen- und Hauptvektoren ist die

exakte Losung linearer Differentialgleichungssysteme u/(t) = A u(t):

Satz N3D: Lésung eines DGSystems durch Hauptfunktionen

Gegeben sei A € K"*". Zu |6sen sei das DGSystem «/(t) = Awu(t).

. . A—)\ A—X A—X A—
Hierzu sei 0 X0 1 Vg < .

ug(t) = s Vg +tvg_1 + ﬁvk,Q SPeoe P tk;vl .
2 (k—1)!

Wie die Hauptvektoren bilden auch die Hauptfunktionen eine Kette:

A v eine Hauptvektorkette.
Diese I6st das DGSystem durch die Hauptfunktionen u, .. ., u, mit

A=) A-X  A-x A-)

0 Ul U
d—A\ o—A o—A d—X\
0 Uy I U o rup also  uh = Auy + up_1.

tup  also  Aup = Aup + up_1,

Es gilt ux(0) = vg; verschoben zu ay(t) = ug(t — to) gilt ax(to) = vg.




N368

Von Hauptvektoren zu Hauptfunktionen Erlauterung

Die Hauptvektoren vy, ..., v, € K" sind linear unabhangig, daher auch
die zugehdrigen Hauptfunktionen w1, ..., us: R — K", denn u(0) = vg.

Ist A diagonalisierbar, so existiert eine Basis aus Eigenfunktionen (N3cC).
Ist A nicht diagonalisierbar, so doch immerhin noch jordanisierbar:
Uber K = C finden wir immer eine Basis aus Hauptvektorketten!

Uber K = R erhalten wir daraus reelle Lésungen, siehe unten.

© Damit ist das zunéchst recht schwierige analytische Problem, ein
DGSystem «'(t) = Au(t) zu l6sen, zurlickgefuhrt auf das einfachere
algebraische Problem, Hauptvektoren der Matrix A zu berechnen.

© Das ist mitunter miihsam aber letztlich Routinearbeit. Es kann
insbesondere von Computer-Algebra-Systemen ausgefiihrt werden.
In glnstigen Fallen gelingt uns die Lésung direkt per Handrechnung.

© Wir erkennen hieran Stabilitat und Langzeitverhalten der Lésungen:
Fur Re(\) < 0 gilt exponentielles Abklingen, |u(t)| — 0 fir t — oc.

Fur Re(A) > 0 gilt exponentielles Wachstum, |u(t)| — oo fUr t — oc.
Fur Re(\) = 0 ist u; beschrankt, aber ug, ..., u, wachsen polynomiell.
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Anwendungsbeispiel zu Hauptfunktionen Erlauterung

Aufgabe: Finden Sie ein Fundamentalsystem aus Hauptfunktionen zu

! __ H _ >\ 0 I . o )\ ].
(1) U—AumltA—[O /\} und (2) U—BumltB—[O )\].

Wie verhalten sich die Lésungen fir ¢t — cound A < 0? A > 0? A =07?

Lésung: (1) Die Matrix A hat den doppelten Eigenwert .
Eigenvektoren bestimmen wir durch (A — A\)v = 0:
0 0 . . 1 0
[O 0} v =0, mogliche Lésungen v; = M , Ug = M :
Wir erhalten das Fundamentalsystem bzw. die Fundamentalmatrix:

w(t) = M H us(t) = &M m — @)= [egt e‘it}

© Jede andere Basis (v1, v2)T des C? wire hier ebenso maglich.
Sie flihrt zum Fundamentalsystem wu; (t) = e*vy, ua(t) = eMus.

/\ Eigenvektoren von A entsprechen Eigenfunktionen von v’ = A,
aber es sind verschiedene Objekte: Bitte sauber unterscheiden!
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Anwendungsbeispiel zu Hauptfunktionen Erlauterung

(2) Auch die Matrix B hat den doppelten Eigenwert \. Eigenvektoren:

0 1 . . 1
[0 0} v1 =0, eineLdésung v = [O] :

Wir suchen daher noch einen Hauptvektor v, Uber vy :

01 = eine Losun _|°
0 olv2= v guv = 1l

Wir erhalten das Fundamentalsystem bzw. die Fundamentalmatrix:

1 t eM  teM

ui(t) = eM M uy(t) = M M = U(t)=[0 ekt}

© Andere Wahlen sind maglich: Jeder Vektor v; = (a,0)T mit a # 0 ist
Eigenvektor, und jeder Vektor vy = (b, a)T liegt darlber als Hauptvektor.

u (t) = eM m () = e [at a+ b} U= [a SM (at :QQ e)\t:|

/\ Hauptvektoren von A entsprechen Hauptfunktionen von v/ = A,
aber es sind verschiedene Objekte: Bitte sauber unterscheiden!
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Anwendungsbeispiel zu Hauptfunktionen Erlauterung
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Anwendungsbeispiel zu Hauptfunktionen Erlauterung
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Von komplexen zu reellen Lésungen Erlauterung

Zur Vereinfachung rechnen wir meist Gber den komplexen Zahlen C.
Vorteil: Jede Matrix A € C™*™ hat n Eigenwerte \q,..., A, € C.

Far eine reelle Matrix A € R™*™ werden wir im Allgemeinen nicht n
reelle Eigenwerte finden: Wir brauchen auch komplexe Eigenwerte!

Fir reelle DGSysteme wollen wir aber meist nur reelle Lédsungen!
Diesen Zusammenhang kdénnen wir nun klaren, wie bereits gesehen:

Lemma N3E: Konjugation von Lésungen und Basiswechsel
(0) Sei A € C™*™, Zu lésen sei das DGSystem

u'(t) = Au(t).

Ist u Losung von «/(t) = Awu(t), so ist u Ldsung von @' (t) = Au(t).
(1) Genau dann ist die Matrix reell, also A € R™*", wenn A = A gilt.
In diesem Fall ist zu « mit «' = A auch w mit @’ = Aw eine Lésung.

Somit sind Reuw = £ (u+ @) und Imu = & (u — u) reelle Lésungen.

Dies entspricht einem Basiswechsel von (u, @) zu (Re u, Im u).




N374

Von komplexen zu reellen Lésungen Erlauterung

Satz N3F: reelle Lésungen

Gegeben sei A € R™*™. Zu l6sen sei das DGSystem u/(t) = A u(t).
Sei 0 A o AN A=)

Dannist 0 &= 77 ... A2 vy eine Hauptvektorkette zu A = o — iw.

1 vp eine Hauptvektorkette zu A = o + iw.

U1

Somit hat das DGSystem die folgenden 2/ reellen Losungen:

_ 2 k=1
Reu(t) = ' Re (e‘”t [vk +tvp_1 + 5 k-2 4+ + Mm])

) t2 k—1
Im uy(t) = e”* Im <e“"t {vk +tvg_1 + 5 V-2 + ... 4 Mm])

Im Falle w # 0 sind diese 2¢ Losungen linear unabhéangig. (Im Falle
w = 0 erhalten wir nur eine Kette von / linear unabhangigen Lésungen.)

© Wir erkennen hieran Stabilitat und Langzeitverhalten der Ldsungen,
wie oben erklart, je nach Vorzeichen o > 0 oder o < 0 oder o = 0.
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Anwendungsbeispiel: komplex und reell Erlauterung

Aufgabe: Zu |6sen sei das Differentialgleichungssystem
uy = —2uy + lug, ui(0) =1,
uhy = —luy — 2ug, u2(0) = 2.

(1) Finden Sie ein komplexes Fundamentalsystem und (2) ein reelles.
(3) Stabilitat: Wie verhalten sich die Lésungen fiir ¢ — oco?
(4) Losen Sie schlieBlich das AWP.

Lésung: In Matrix-Schreibweise gilt ' = Au mit A = [:? _12]
Das charakteristische Polynom der Matrix A ist:

—-2-A 1
-1 —2-A

Die Nullstellen sind \; », = —2 £+ /4 — 5 = —2 + i. Eigenvektoren?

' 1} vy =0, eineLbésung v = H

det(A—)\E):det[ ] =(-2-A)?+1=2+41+5

1 —i
i1
-1 i

Zu )\ = —2+1: [:

Zu oy = —2—1: [ ] vo =0, eine Lésung ve = [_11]
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Anwendungsbeispiel: komplex und reell Erlauterung

(1) Komplexes Fundamentalsystem des DGSystems:

_ (=2t 1 a2t +cost +1isint _ a(—2-i)t 1
w(t) =e L] ¢ [—sintJricost , uelt) =e i

(2) Reelles Fundamentalsystem des DGSystems:

cost
—sint

B R I

sint
cost

(3) Die allgemeine reelle Losung klingt exponentiell ab:

B 9t | cost  sint| |c1 . 1 2
z(t) = X(t)e=e [— sint cost] [Cz] i [02] “F

(4) Spezielle Lésung zu den gegebenen Anfangsdaten:

e |1 _ _9¢ |cost+2sint
z(0) = |:CQ:| o [2} = z(t)=e [2 cost —sint| "

© Dies l6st das Anfangsgwertproblem. Machen Sie die Probe!
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Lésungen eines homogenen Differentialgleichungssystems

Satz N3G: Lésungen eines homogenen DGSystems
Gegeben seien A € K™*". Wir betrachten die L6sungsmenge

L={ue?"(I,K") | v = Au}.

(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Anfangsdatum
(to,v) € I x K™ existiert genau eine Lésung u € L mit u(ty) = v:

u(t) = 104y

Die Auswertung ¥, : L = K" :u — u(tp) ist also eine Bijektion.

(1) L ={u|u = Au } ist ein Vektorraum der Dimension n Uber K.
Wir finden ein Fundamentalsystem uq, ..., u, € L, also eine Basis:

L:{c1u1—|—---+cnun‘cl,...,cneK} ~ K

(2) Uber C finden wir explizit eine Basis aus Hauptfunktionen (N3D),
Uber R entsprechend durch die zugehérigen reellen Losungen (N3F).
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Lésungen eines homogenen Differentialgleichungssystems  enauterung

/\ Die Menge ¢ (I, K) aller n—mal stetig diff'baren Funktionen ist ein
K-Vektorraum. Allerdings ist er unendlich-dimensional; daher greifen
die so erfolgreichen Methoden der Matrizenrechnung wie etwa der
GauB—Algorithmus hier nicht. Wir miissen genauer hinsehen!

© Gllcklicherweise ist unser Losungsraum L endlich-dimensional,
und wir kénnen allgemein die Dimension dimg (L) = n bestimmen.
Bei jeder konkreten Berechnung wissen wir daher genau, wie viele
Lésungen wir suchen missen und wann wir alle gefunden haben!

© Die Dimension dimg(L) = n besagt L = K", zunachst allgemein.
Besonders nitzlich sind die konkreten Isomorphismen ¥, : L = K".
Wir haben Existenz und Eindeutigkeit oben explizit durchgerechnet.

© Zu Verstandnis und Lésung von Differentialgleichungen arbeiten
Analysis und Lineare Algebra wunderbar zusammen. Hier wie Uberall
lohnt sich lhre Investition in solide mathematische Grundlagen.
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Lésungen eines homogenen Differentialgleichungssystems  enauterung
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Lésungen eines homogenen Differentialgleichungssystems  erauterung




Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen e

Wir untersuchen die Ausbreitung einer Welle, zum Beispiel einer Druck- oder Schallwelle,
zunichst als diskretes, endlich-dimensionales Modell: mit Federn verbundene Massenpunkte.
In diesem schonen Beispiel konnen wir alles explizit berechnen und anschaulich interpretieren.
Zudem konnen wir unsere Methoden der linearen Algebra und Analysis erproben und schérfen.

k k k k

— uq (t) - ug(t) > U (t)

Aufgabe: (1) Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System
als ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

(2) Welche Struktur hat die Lésungsmenge? (a) ,Form® und (b) ,Gr6Be*?
(3) Finden Sie alle Lésungen zum Produktansatz u;(t) = ¢! et

(4) Gewinnen Sie hieraus eine reelle Basis des Lésungsraumes.
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Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen Ubung

Losung: (1a) Auslenkung u;(t) € R aus der Ruhelage,
lineare Ruckstellkraft F; = k(ujt1 — uy) + k(uj—1 — uj ),
Newtons Bewegungsgesetz F; = mii;. Mit ¢ = k/m erhalten wir

’i),j (t) = 62 [’U,jfl(t) — 2Uj(t) + Uj+1 (t)] mit uo(t) = unJrl(t) =0.

Dies qilt fiir jeden der Massenpunkte j = 1,...,n im Inneren der Kette.
Randbedingung: Die beiden Enden ug = u,11 = 0 sind hierbei fixiert.

(1b) Diese Bewegungsgleichung ist zweiter Ordnung in n Unbekannten.
Wir reduzieren sie nun aquivalent zu erster Ordnung in 2n Unbekannten:

A fu@)] _ [e@)] _ | On Lo {u(t)
de |a@®)| — |a(t)| — [2Bn 0, |4(t)
Fir z = (u, u) ist dies eine homogene lineare Differentialgleichung

i(t) = Ax(t) mit der angegebenen Koeffizientenmatrix A € R2x2n,
Hier ist 0,, die (n x n)—Nullmatrix und I,, die (n x n)—Einheitsmatrix.



Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen
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Ubung

Die Bandmatrix B,, kodiert hierbei die geometrische Anordnung:

[—2

1
0

0

1
-2

0

1

c RTLXTL

(2) Wir suchen z: R — R?" mit &(t) = Az(t)und A= ( 2. 1).

B0

Die Menge aller Lésungen z: R — R?" ist ein R—Vektorraum.

Dank J&E-Satz N3G hat dieser Vektorraum die Dimension 2n.
Genauer: Dank Existenz und Eindeutigkeit gehért zu jedem Startwert
2(0) = (u(0),4(0)) € R?" genau eine Losungsfunktion z: R — R?",
© Diese Information strukturiert und erleichtert unsere Rechnung:

Wir missen jetzt nur noch 2n linear unabhéngige Lésungen finden.
Das DGSystem scheint kompliziert, doch wir kénnen es explizit [6sen!
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Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen Ubung

(3) Einsetzen des Produktansatzes u;(t) = ¢! ¢!/ ergibt:
— WP et glod = (2 [t elali=1) _ g giwt giaj | it eia(j+1)} also
w? = =2 (e — 24 &) = —2(e712 — &¥/2)2 = 42 sin(a/2)?
Zu jedem « erhalten wir w = +2¢sin(«/2). Reelle Lésungen sind:
sin(aj) cos(wt), cos(ay) cos(wt),
ui(t) = {sin(aj) sin(wt), cos(ayj) sin(wt),

Randbedingungen: Die beiden linken Lésungen erfillen uy(t) = 0,
und up41(t) =0fira=4¢r/(n+1)und ¢ =1,...,n. Eigenfunktionen:

ug,j(t) = sin(ogj) COS(Wet)} - {Oég =Ir/(n+1),

vg,(t) = sin(aej) sin(wet)

we = 2csin(ay/2).

(4) Dies sind 2n linear unabhangige Lésungen, also eine Basis!
Je zwei unabhéngige Eigenfunktionen, 82w, = —w?uy, 9}vy = —wjvp.
Die doppelten Eigenwerte w? < w3 < --- < w? sind verschieden.
Daher sind die zugehérigen Eigenfunktionen linear unabhéngig.
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Eigenfunktionen: Grundschwingung (¢ = 1)

Dies ist eine stehende Welle; Randbedingungen uo(t) = up+1(t) = 0.
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Eigenfunktionen: Oberschwingung (¢ = 2)

10
Auch dies ist eine stehende Welle; die Frequenz ws > wy wird gréBer.



Eigenfunktionen: Grundschwingung (¢ = 1)

Dieses Phanomen kennt jedes Kind vom Seilspringen. Probieren Sie es!
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Eigenfunktionen: erste Oberschwingung (¢ = 2)

=2

10
& Von der Intuition zur Prazision: Nun kdnnen wir alles ausrechnen!



Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten e

Der Fixpunkt ist Der Fixpunkt ist kritischer Fixpunkt
stabil / attraktiv. instabil / repulsiv. (hdhere Ordnung)
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Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten Erlauterung

Anfangsdaten sind oft zufélligen kleinen Schwankungen unterworfen,
etwa durch kleine duBBere Stérungen oder ungenaue Messdaten.

Wir wollen das Langzeitverhalten aller Trajektorien verstehen, die in
einer Umgebung des Fixpunktes xz, starten, also mit |x(0) — zg| < 4.

@ Gilt Abklingen |z(t) — x| — 0 flr t — c0? sogar exponentiell?
@ Gilt zumindest Beschrénktheit |x(t) — xo| < e fir alle t € R>¢?
@ Oder entkommt z(t) jeder kleinen e-Umgebung von z,?

/\ Instabile Fixpunkte sind meist Opfer des Schmetterlingseffekts!
Sie zeigen eine extrem sensible Abhangigkeit von den Anfangsdaten.
Typischerweise kdnnen kleine Stérungen exponentiell anwachsen.
Beispiele wie i(t) = a x(t) zeigen, dass dies tatsachlich vorkommt.

/\ Technische Anwendungen erfordern meist stabile Gleichgewichte!
Die Stabilitatstheorie untersucht die Auswirkung kleiner Stérungen,
die als Abweichung von Gleichgewichtszustédnden auftreten, etwa

in der Technischen Mechanik oder in der Regelungstechnik.
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Eindimensionale Dynamik um einen Fixpunkt Erlauterung

Aufgabe: (1) Wir untersuchen i(t) = a z(t) mit z(0) = zo und a € R.
Welches asymptotische Verhalten haben die Lésungen fiir ¢ — 0o?
(2) Welches Verhalten erwarten Sie fir eine nicht-lineare Gleichung
z(t) = f(xz(t)) mit 2(0) = zo und f(zo) = 07 Ist z( ein Fixpunkt?
Welche Rolle spielt die Ableitung f’(x¢) fir die Stabilitat?

Losung: (1) Dieses AWP hat als eindeutige Losung z(t) = zg e*.
Die Dynamik eindimensionaler linearer Systeme ist sehr einfach:

@ o > 0 streckt; Stérungen werden exponentiell verstarkt.
Der einzige Fixpunkt 0 ist instabil.

@ ¢ < 0 staucht: Stérungen werden exponentiell geddmpft.
Der einzige Fixpunkt 0 ist stabil.

@ Im Falle a = 0 ist jeder Startpunkt x( ein Fixpunkt.
(2) Nicht-lineare Systeme sind wesentlich komplizierter! In der Néhe

eines Fixpunktes kdnnen wir linearisieren und annahernd eine lineare
Dynamik erwarten. Diese Technik wird im Folgenden ausgefiihrt.
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Eindimensionale Dynamik um einen Fixpunkt Erlauterung
: o T=ax
; e a>0
: instabiler Fixpunkt L
‘ . : : 1
§ Kleine Abweichungen - ~
< werden verstarkt. - -
z i=ax
: a=20
: ot
, . - a<0
stabiler Fixpunkt - R
= = = = = = ~

Kleine Abweichungen -
werden gedampft.
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Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat

Wir betrachten ein autonomes Differentialgleichungssystem:

Hierbei sei f: R™ D G — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Die rechte Seite f(x)
héngt nicht explizit von der Zeit ¢t ab, daher autonom. Zu jedem Startpunkt x¢ € G existiert eine
eindeutige Losung z : [0, T[ — G fiir T > 0 mit z(0) = o und &(¢) = f(z(t)) fir t € [0, 7.
Fiir das maximale 7" gilt entweder T = oo oder f(t) — 0G U {oo} fiirt /T < 0.

Aufgabe: Was geschieht bei Start nahe einer Gleichgewichtslage?

Lésung: Jeder Startpunkt 2o mit f(z¢) = 0 ist ein Fixpunkt.
Fur kleine Auslenkungen z(t) = xo + u(t) kdnnen wir linearisieren:

u(t) = @(t) = f(x(t)) = f(zo +u(t)) = f(zo) + f'(wo) u(t) = Au(t)

Sei z: [0, T[ — G die Losung zum Startpunkt z:(0) = zo mit i(t) = f(z(t)) firalle ¢ € [0, T].
Ruhelage: Genau dann herrscht Konstanz z(t) = o fiir alle ¢ € [0, T'[, wenn f(zo) = 0 gilt.
Die Jacobi-Matrix A = f’(z0) € R™*" von f beschreibt das Verhalten um den Fixpunkt z:
Wir erhalten als Niherung die lineare Differentialgleichung 4 (¢t) = A w(t). Hierdurch erhalten
lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten ihre zentrale Bedeutung!



Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat et

© Kleine Auslenkungen aus der Ruhelage z folgen néherungsweise
dem linearen DGSystem mit konstanter Systemmatrix A = f/(zo):

nicht-linear &(t) = f(z(t)) ~» linear u(t) = Au(t)

© Linearisierung vereinfacht die urspriingliche Gleichung enorm!
Jede Loésung dieser Approximation ist von der Form u(t) = et uq.
Zu Eigenwerten A = o + iw gehéren Eigenfunktionen der Form

u(t) = e [cos(wt) v1 + sin(wt) va]
© Der allgemeine Fall von Hauptfunktionen wurde oben ausgefiihrt.
Damit erkennen wir die Stabilitat des Fixpunktes:

@ Re(\) < 0 staucht; kleine Stérungen werden exponentiell geddmpft.
Der Fixpunkt ist stabil, wenn Re(\) < 0 fir alle Eigenwerte gilt.

@ Re()) > 0 streckt; kleine Stérungen werden exponentiell verstarkt.
Der Fixpunkt ist instabil, wenn Re(\) > 0 fUr einen Eigenwert gilt.

Der Grenzfall Re(\;) = 0 bedarf genauerer Analyse (h6here Ordnung).
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Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat Erlauterung

¥
Dynamisches System: Dynamisches System:
® _ w ol _ w
W —(g/¢) sin p — 20w w —(g/l) sin p — 26w
Linearisierung um (0,0): Linearisierung um (7, 0):

f=lem 2B El= L L]

Der Fixpunkt (0, 0) ist stabil. Der Fixpunkt (7, 0) ist instabil.
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Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat Erléuterung
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Wir erkennen harmonische Oszillation um das untere Gleichgewicht A.
Der obere Scheitelpunkt B hingegen ist ein instabiles Gleichgewicht.
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt

Wir untersuchen das DGSystem 4(t) = A u(t) zur Matrix A € R?*2:
Polynom det(A — XI) = X? — 2aX + d, Eigenwerte A1 2 = a + Va2 — d.
Spur tr(A) = 2a, Determinante det(A) = d, Diskriminante A = a? — d.

Aufgabe: Skizzieren Sie die Dynamik je nach Lage der Eigenwerte
(14 Falle) und untersuchen Sie das Verhalten von |u(t)| flr t — oo.
@ Gilt Abklingen |u(t)| — 0 flr ¢ — co? sogar exponentiell?
@ Gilt Beschranktheit 0 < ¢y < |u(t)] < ¢1 < oo flr alle t € R>¢?
@ Oder wachst |u(t)| unbeschénkt? polynomiell? gar exponentiell?

Lésung: Wir unterscheiden zunéachst reelle und komplexe Eigenwerte:

a® < d: komplex-konjugiert A2 = a £ ib, A~ [Z —ab
9 ) . . A 0]
a® > d: zwei reelle Eigenwerte A1 < Ag, A~ 0
2_
, . A0 A 1]
2 JR— . ~Y Y
a® = d: ein doppelter Eigenwert A, A {0 /\} oder A [0 Al
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt Erlauterung

© Damit haben wir alle méglichen Fille vollstindig gelést!
Dank Eigen- und Hauptfunktionen wird alles klar und einfach.

Ahnlichkeit A ~ B bedeutet, dass A und B konjugiert sind (M2D) ,
also B = T—' AT firr eine geeignete Basiswechselmatrix 7' € GL; R.

Dies beschreibt den Ubergang zu unserer neuen Basis aus Eigen- bzw.
Hauptvektoren, in der sich das Problem wesentlich einfacher darstellt.

© Wir finden drei Klassen, je nach Vorzeichen der Diskriminante

A= 1(trA)? — det A.

Das Vorzeichen der Diskriminante unterscheidet, wie oben gesehen,
zwischen reellen Eigenwerten und (echt) komplexen Eigenwerten.

Der Fixpunkt ist stabil, wenn Re()\) < 0 fur beide Eigenwerte gilt.
Das bedeutet: Kleine Stérungen werden exponentiell gedampft.
Das gilt hier genau dann, wenn tr(A) < 0 und det(A4) > 0 gilt.
Die stabile Region ist griin gefarbt, die instabile Region rot.
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt

\

stabiler v det ~ instabiler
Fixpunkt & m\\ x' Fixpunkt

sion

ral-Expansion
A<O

nsformation

7S

lineare Expansion

Micl Eiser/-;
Universitat Stuttgart

Diskriminante A =
%(tr A)2 —det A

hyperbolische Transformation
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt Erlauterung

Diese schdne Graphik gibt einen guten Uberblick: Sie klassifiziert
die (linearisierte) Dynamik um einen Fixpunkt in der Ebene R?.

Im obigen Beispiel des mathematischen Pendels haben wir bereits
zwei Félle gesehen, einen stabilen und einen instabilen Fixpunkt.

Die folgenden Folien diskutieren alle gezeigten Einzelfélle im Detail,
wir zoomen also auf einzelne Punkte dieser Gesamtkunstwerks.

/\ Wir betrachten hier als einfaches Modell die linearisierte Gleichung.
Nicht-lineare dynamische Systeme sind meist wesentlich komplizierter!

Dennoch gibt uns das linearisierte Modell sehr nltzliche Auskunft,
denn im Kleinen verhalt sich das nicht-lineare Modell ganz ahnlich:

© Fir die Stabilitat des Fixpunktes zq genligt die Matrix A = f’(x),
falls alle Eigenwerte negativen Realteil haben (Satz von Lyapunov).

© In diesem Falle sieht die lokale Dynamik von i = f(z) topologisch
aus wie im linearisierten Modell & = Au (Satz von Hartman—-Grobman).

© Dieser Linearisierungssatz gilt ganz allgemein in jeder Dimension n
um jeden hyperbolischen Fixpunkt (ohne Eigenwerte mit Realteil Null).
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Wirbelpunkt: elliptische Transformation
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Instabiler Strudel: Spiral-Expansion
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Stabiler Strudel: Spiral-Kontraktion
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Stab| | |tat u nd E|genwerte Erlauterung

© Die ersten drei Falle komplex-konjugierter Eigenwerte zeigen bereits
den Einfluss auf das Langzeitverhalten und die Stabilitat der Lésungen:

@ Re()) < 0 staucht; kleine Stérungen werden exponentiell gedampft.
Der Fixpunkt 0 ist stabil, wenn Re()\) < 0 fur alle Eigenwerte gilt.

@ Re()\) > 0 streckt; kleine Stérungen werden exponentiell verstarkt.
Der Fixpunkt 0 ist instabil, wenn Re(\) > 0 fUr einen Eigenwert gilt.

© Wir diskutieren die verbleibenden Fille reeller Eigenwerte \; < \o:

Im Falle A1 < Ay unterscheiden wir finf Falle je nach Lage zu 0:
Die Matrix A ist hierbei wegen A\; # Ao immer diagonalisierbar.

Im Falle A\; = X2 unterscheiden wir drei Falle je nach Lage zu 0:
Im einfachsten Falle ist A ~ diag(\, \) diagonalisierbar (drei Falle);
andernfalls nutzen wir Hauptvektoren zur Jordan—Form (drei Félle).

© Dank unserer griindlichen Vorarbeit zu Eigen- und Hauptvektoren
kénnen wir alle 14 Félle vollstandig I6sen und Gbersichtlich darstellen.
Ebenso gelingt die Klassifikation linearer Dynamik in jeder Dimension!
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Instabiler Knoten: nodale Expansion
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Stabiler Knoten: nodale Kontraktion
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Sattelpunkt: hyperbolische Transformation

N3107

Zwei reelle Eigenwerte
A1 <0< Ao

Allgemeiner Fall
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Eigenwerte und Eigenvektoren forang

Erlauterung

© Die hier illustrierten Beispiele zeigen die typische ebene Dynamik
um den Fixpunkt (0,0)T im elliptischen und im hyperbolischen Fall:
Die Eigenwerte geben Auskunft Gber Dynamik und Stabilitat!

@ Sind beide Eigenwerte positiv, so erhalten wir eine Expansion,
typischerweise zwei Eigenrdume / Achsen: langsam und schnell.

@ Sind beide Eigenwerte negativ, so erhalten wir eine Kontraktion,
typischerweise zwei Eigenrdume / Achsen: langsam und schnell.

@ |st einer negativ und einer positiv, so erhalten wir eine stabile und
eine instabile Richtung, wie im hyperbolischen Fall gezeigt.

© Die nachsten Folien zeigen schlieBlich alle Rand- und Sonderfélle.
Zur Vereinfachung transformieren wir die beiden Eigen/Hauptvektoren
der Systemmatrix A auf (1,0)T und (0, 1)T; das ist Ubersichtlicher.

A\ Im Allgemeinen liegen diese beiden Achsen beliebig in der Ebene;
sie sind typischerweise verdreht und stehen nicht senkrecht zueinander.
Nach Koordinatenwechsel entsteht das hier gezeigte, einfache Bild.

Die Aufgabe auf Seite N3117 zeigt ein realistisches Beispiel.



Lineare Expansion
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Erlauterung
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Lineare Kontraktion
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Zentrale Expansion
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Erlauterung
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Zentrale Kontraktion
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Erlauterung
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Instabiler Knoten: parabolische Expansion
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Stabiler Knoten: parabolische Kontraktion
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Scherung
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Erlauterung
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Diagonalisierbar oder nicht diagonalisierbar? Erlauterung

Fir jede Matrix A € R?*2? mit doppeltem Eigenwert A gilt A € R sowie

A0 A1l
entweder A ~ [0 )\] oder A~ {0 /\}

Im ersten Fall existiert eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A.
Die Matrix A wird hierdurch diagonalisiert. Es gilt dann:

10
tA At
¢~ )

Andernfalls existiert eine Hauptvektorkette der Lange 2. Diese nutzen
wir als Basis des R? und erhalten obigen Jordan—Block. Es gilt dann:

tA a |1t
; e[OJ

© Nach demselben Schema kdnnen wir n—dimensionale autonome
Systeme analysieren: Fixpunkte, Linearisierung, Eigenwerte, Stabilitat.
Unsere griindliche Vorarbeit zu Eigen- und Hauptvektoren zahlt sich aus!



Ein einfaches nicht-lineares DGSystem
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Ein einfaches nicht-lineares DGSystem Obung

Aufgabe: Wir untersuchen folgendes Differentialgleichungssystem:

{a':z4—m—y
y=3—xy

(0) Skizzieren Sie das zugehdrige Vektorfeld und einige Flusslinien.

(1a) Finden Sie alle Fixpunkte. Es gibt genau zwei: (1,3) und (3,1).
(1b) Linearisieren Sie um jeden Fixpunkt: Welche Dynamik gilt hier?
Leichtere Teilfrage: Ist der betrachtete Fixpunkt stabil oder instabil?
Was bedeuten die zugehdrigen Eigenvektoren und die Eigenwerte?

(2) Erklaren Sie (qualitativ anhand Ihrer Skizze) fir jeden Startpunkt
(x(0),y(0)) € R? das Verhalten der Lésung (x(t), y(t)) flr t — oo.
(2a) Gibt es zu jedem Startwert eine Losung? Ist sie eindeutig?

(2b) Fir welche Startwerte konvergiert die Losung gegen (3,1)?
(2c) Fur welche Startwerte konvergiert die Lésung gegen (1, 3)?
(2d) Fur welche Startwerte divergiert die Lésung? gegen co?

Ist dieses Verhalten stabil? Wird das Ziel in endlicher Zeit erreicht?
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Ein einfaches nicht-lineares DGSystem Obung

Loésung: (1a) Fixpunkte sind die Nullstellen des Vektorfeldes:
f=4—z—y=0
y=3—zy =0
Die erste Gleichung bedeutet y = 4 — z, einsetzen in die zweite ergibt:
3—dr+2P=0 < zec{l,3}

© Die beiden einzigen Fixpunkte sind daher (1,3) und (3, 1). Probe!
(1b) Wir berechnen die Jacobi—Matrix in jedem der beiden Fixpunkte:

T 4—z—y x -1 -1
() e B () R
f,<[1}>_[_1 _1] . {det:—2<0, tr=—-2<0:

3 -3 -1 instabil! genauer: hyperbolisch
f,<[3}>:[_1 _1] . {det:+2>0, tr=-4<0:

1 -1 -3 stabil! genauer: nodale Kontraktion

© Vergleich mit der obigen Skizze: Das entspricht der Anschauung!
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Ein einfaches nicht-lineares DGSystem Obung

Die beiden Eigenvektoren entsprechen den Hauptachsen der Dynamik:
v:[ilgﬂ,)\:q:\/g—l U:[i\/?_l],)\::l:\f—Q

© Rechts ist die Jacobi—-Matrix symmetrisch, die EV daher orthogonal.
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