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Willkommen zur Fortsetzung der Linearen Algebra! Uberblick

Linear Algebra 2020/21 Linear Algebra 2020/21

WALCOME TO TRyNSFORM

|

0 1

THE MVTRIX! THH MATRIX!

There is a difference between I can only show you the door.
knowing the path and walking the path. You’re the one that has to walk through it.
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Das Ziel und der Weg

Mathematik ist schon und nutzlich, zwar anstrengend doch lohnend!

Five percent of the people think; ten percent of the people think they think;
and the other eighty-five percent would rather die than think.
Thomas A. Edison (1847-1931)

|

Sergey Pesterev, wikimedia:54046333

,,Because in the end, you won’t remember the time you spent working
in the office or mowing your lawn. Climb that goddamn mountain!“
Jack Kerouac (1922-1969)



http://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=54046333
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Ruckblick auf das Wintersemester: die Grundlagen Uberblick

Mathematische Algebraische Lineare
Grundlagen Grundlagen Strukturen
4 N N [ N\
Mathematische Logik Monoid e Lineare Raume und
und Beweistechniken onoide tund fartippen lineare Abbildungen
o AN AN J
4 N N [ N\
Mengen und Rin nd Korper Basis und Dimension
Abbildungen 'nge und Rorpe u
o AN AN J
4 N N\ D ‘t ”
Kombinatorik . , arstetiing
: Polynomringe linearer Abbildungen
und Quotienten :
durch Matrizen
o AN AN J
4 N N\ [ 2
Ordnungsrelationen Matrixri Signatur und
und Kardinalitat atrixringe Determinante
o AN AN J
o 5 M006
Ausblick auf das Sommersemester: weiterer Aufbau Uberblick
Normalformen Bilineare Euklidische Multilineare
fir Endos Algebra Geometrie Algebra
4 N [~ N [~ N [~ 2\
Diagonalisierung || Bilinearformen Skalarprodukte Dualitat
- RN AN RN J
4 N [~ N [ N [ 2
Jordanisierung Quadriken Spektralsatz Tensorprodukt
- AN AN AN J

Im Verlauf dieses Sommersemesters werden auch diese neuen Themen
fir Sie konkrete Gestalt annehmen. Weiterhin gilt: Die Mathematik
ist wunderschdn und nutzlich, darauf diurfen Sie sich freuen!




Wo finden Sie Materialien und Unterstitzung? o

Alle Angebote finden Sie in unserem liebevoll gestalteten llias-Kurs.
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Ausblick auf das zweite Semester

Wir unterstlitzen Sie auch digital bestmoéglich beim Lernen.
® Lehrvideos mit Skript, erganzend Lehrbucher
@ Gut abgestimmte Vorlesung und Ubungen
@ Ein erfahrenes und hochmotiviertes Team
Sprechen Sie mit uns! Nutzen Sie die vielfaltigen Kontakimdglichkeiten!

Tipps zum aktiven Lernen mit Vorlesungsvideos:
@ Nutzen Sie die Pausetaste. Justieren Sie lhre Geschwindigkeit.
@ Halten Sie Stift und Papier bereit. Machen Sie sich Notizen.
@ Fuhren Sie Nebenrechnungen aus nach lhrem Bedarf.
Studieren bereitet Freude und erfordert Disziplin!




M101

Kanonische Darstellung einer linearen Abbildung

Ziel: Wir wollen lineare Abbildungen mdglichst einfach darstellen.

Sei K ein Kérper und m,n,r € N mit r < min{m, n}.
Die Modellmatrix der Gré3e m x n vom Rang r ist

1 ... 00 --- 0]
D—Dr o O 1 O O _ 1r><7“ Oan’
. ¥ % 0 - 0 Om’xr Om’Xn’ .
0 00 o)

Die zugehorige K—lineare Modellabbildung ist
fpo: K" —= K" :(x1,....,%p,...,2n) — (T1,...,24,0,...,0).

Daran lesen wir insbesondere Bild und Kern ab:

im(fp) =im(D},.,) ={e,....,er ) < K™,

ker(fD) — kCr<D)rn><n> — < €r+1y---,€n >'K' < K".
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Kanonische Darstellung einer linearen Abbildung

In geeigneten Basen sieht jede lineare Abbildung genau so aus:

K" >y K™
fo:(xr, o me ooy
— (x1,...,2r,0,...,0)
by | Ppe |
vi—w; fare=1,...,r,
f:{'v,w%() firi=r+1,...,n
V > W

¢ Satz K2c: kanonische Darstellung einer linearen Abbildung

Sei f:V — W eine lineare Abbildung von K—-Vektorraumen endlicher
Dimension n := dimg (V) und m := dimg (W) mit Rang r := rang g (f).
Dann existieren Basen B = (vy,...,v,) von V und € = (wy, ..., wy)
von W mit f(v;)) =w; furi=1,...,rund f(v;) =0fari=r+1,...,n.
Somit wird f dargestellt durch die Modellmatrix D7, .., = M%(f).

v

Diese Matrix ist so einfach und Ubersichtlich wie moglich. Das bringt uns
zum allgemeinen Ziel dieses Kapitels: Wir wollen nun Endomorphismen
f:V — V so einfach wie mdglich durch eine ,Normalform* darstellen.
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GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung @
mit Gaél!

Mit Gaul3 wandeln wir jede Matrix A € K™*™ zur Modellmatrix D]

mxn-
A B=S"14

[ 3 6-6-6—1] [ 1 2 0 4 0]
—-2-4 3 1 5  Zeilen- O 0 1 3 O
—-1-2 3 5 4 \operationen/ 0 0 0 01

1 2 1 7 1 O 0 0 0 O
Spalten[operationen Spalten[opera’[ionen
1 0 0 0 0] 1 0 0 0 o]
0O 1f 0 0 O Zeilen- o 11 0 0 O
O 0 1/ 0 O operationen O O 1f 0 O
x[ 0 O O 0 0 0 O
D =S"1AT

© Wir habenim D = {e1,...,e. )i, und ker D = {e,41,. .., e )i ; dank
SD = AT folgt im A = ( Sey,...,Se; )i, und ker A = (Te i1, ..., Tep )i
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GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung Erléuterung

Ausfuhrlich haben wir hierzu das folgende, allgemeine Verfahren:

¢ Satz K2F: GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung

Sei A € K™*" eine Matrix Gber dem Korper K.

(1) Der GauB—Algorithmus K2F liefert hierzu invertierbare Matrizen
S,871 e GL,,(K)und T, T~! € GL,(K), sodass AT = SD’. ... qilt.

(2) Daraus folgt rang(A) = r und def(A) = n — r und explizit

1Il’l(A) <S€17"'aS€T‘>!K'7
ker(A) = (Teyq1,...,Ten .

© Dies ist ein Basiswechsel: Wir lesen die Matrix A € K™*™ in den
richtigen Basen, und schon vereinfacht sich A zur Modellmatrix D] ... !

mXxn*

Diese GaufB—Normalform (GNF) I6st das Klassifikationsproblem K2H.

& Die Bestimmung von Bild im(A4) und Kern ker(A) haben wir bereits
zuvor in Satz J1P geldst. Mit Satz K2F sehen Sie hier nun eine elegante
Umformulierung; beide Algorithmen tun im Wesentlichen dasselbe.
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Matrixdarstellung eines Endomorphismus

Wir betrachten einen Endomorphismus f:V — V Uber dem Korper K.
fp

K" . K7
Q)‘B\[u CI)B\LQ
% d .V

Wir suchen eine Basis B von V, sodass die darstellende Matrix
D = Mg(f) :=Ma(f) € K™
moglichst einfach wird. Die einfachsten Matrizen sind diagonal:

A0 0
D =diag(A,...,A\) =0 -, 0
0 0 M\
Zum Beispiel kdnnen wir die Potenzen von D leicht berechnen:
Moo
DF = diag(\¥,.... 0"y =10 . 0
0 0 M
Matrixdarstellung eines Endomorphismus Eriauerung

Strenger als im allgemeinen Fall f:V — W stimmen hier Startraum V'
und Zielraum W Uberein. Daher wollen wir statt zwei Basen B von V
und € von W nur eine Basis B = € von V = W verwenden.

Das klingt auf den ersten Takt trigerisch einfacher: Statt zwei Basen
mussen wir nur eine Basis wahlen. Tatsachlich ist es schwieriger:
Statt zwei Basen dlirfen wir nur eine Basis wahlen.

Damit haben wir weniger Moglichkeiten zur Anpassung unserer Basis,
weniger Freiheitsgrade zur Problemlésung, namlich nur ,halb® so viele!
Weniger ist mehr: Weniger Spielraum bedeutet mehr Herausforderung.

Die Vereinfachung auf Diagonalform wird dadurch tatsachlich spirbar
erschwert, und sie gelingt nicht immer. Auch das Klassifikationsproblem
wird dadurch kniffliger. Genau darum geht es in diesem Kapitel!

Diese Problemstellung der Diagonalisierung tritt sehr haufig auf,
und ihre Losung ist ein vielseitiges Werkzeug der Linearen Algebra.
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Matrixdarstellung eines Endomorphismus Erlauterung

Diagonalisierung ist nicht immer moglich. In diesem Falle weicht man
notgedrungen auf die ,nachstbeste” Moglichkeit aus und sucht eine
Darstellung als Blockdiagonalmatrix mit moglichst einfachen Blocken:

By

M) = |

By,

Diagonalisierung entspricht £ = n Blécken By, Bs, ..., B, € K = K>,
Das nachstbeste sind Jordan—Bldcke

A1

BZ:J(HZ,)\) = Ai 1 e Kmixm

Ai

Die Gré3en addieren sich hierbei gemalB n = ny +n9 + - - - + ng.
Diese Jordan—Normalform (JNF) diskutieren wir im nachsten Kapitel.
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Matrixdarstellung eines Endomorphismus Erléuterung

Der allgemeinste Fall ist die Frobenius—Normalform (FNF) mit Bl6cken

1 e —Pn;—1
B; = C(PZ> = 1 - —Pn;—2| € KX

! L =p1 |
Diese Matrix ist nicht ganz so simpel wie zuvor, doch von Ubersichtlicher
Struktur und mit erfreulich vielen Nullen. Dies ist die Begleitmatrix des

Polynoms P, = X" + p; X"~ + ... + p,, X" € K[X]}, , siehe M2a.

Jede lineare Abbildung f:V — V eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V' lasst sich so moglichst Gbersichtlich darstellen.
Das ist zwar nicht so schdn und einfach wie eine Diagonalmatrix,
aber wie gesagt das nachstbeste und daftr universell einsetzbar.

Nach diesem kurzen Uberblick beschaftigen wir uns nun in diesem
Kapitel mit dem schonsten und einfachsten Fall: der Diagonalisierung.
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Diagonalisierung eines Endomorphismus

Definition M1A: Diagonalisierung eines Endomorphismus

(1) Sei f:V — V linear Uber K. Eine diagonalisierende Basis zu f ist
eine Basis B von V, fur die die darstellende Matrix von f diagonal ist:

A1 00
Mz (f) = diag(Ai,..., M) = {0 . 0
0 0 M\

Hierzu sagen wir spater kurz Eigenbasis in der Sprechweise von M1B.
Existiert eine solche Basis B von V, so nennen wir f diagonalisierbar.

(2) Sei A € K™*™, Ein diagonalisierender Basiswechsel zu A Uber K
ist eine invertierbare Matrix T' € GL,,(K), so dass T~ AT diagonal ist:

M 00
T AT = diag(M\i,...,A) = |0 . 0
0 0 M\

Existiert eine solche Matrix T, so nennen wir A diagonalisierbar.
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Diagonalisierung eines Endomorphismus Erlauterung

(1) Wir interessieren uns besonders fur den endlich-dimensionalen Fall
dimg (V) = n < co. Dann hat jede Basis B von V' Lange n, und wir
kénnen f durch eine Matrix darstellen, wenn moglich diagonal.

Im Allgemeinen suchen wir zu f:V — V eine Basis B = (v;);e; von V,
mit der Eigenschaft f(v;) = A\v; und \; € K fOr jeden Index i € I.
Dies nennen wir eine diagonalisierende Basis zu f.

Je nach Anwendung darf diese Basis durchaus auch unendlich sein,
also dimg (V') = #I = oo. Speziell fur den endlichen Fall haben wir eine
besonders schéne Theorie, Satze und Techniken. Der unendliche Fall
findet spater in der Funktionalanalysis eine umfassende Behandlung.

(2) Die Spaltenvektoren der Transformationsmatrix T' = (vy, ..., v,)
bilden eine Basis von K™, und diese diagonalisiert die lineare Abbildung

fa: K" — K" : v— Av.

Aus T~ 'AT = diag(\1, ..., \,) folgt namlich T-1ATe; = \;e;, somit
A(Te;) = N\i(Te;). FUr v; = Te; gilt also Av; = Av;, wie gewlinscht.
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Diagonalisierung eines Endomorphismus Erléuterung

& Die obige Definition M1A erklart zunachst das angestrebte Ziel:
Wir wollen einen Endomorphismus f:V — V Uber K bzw.
eine quadratische Matrix A € K™*" Uber K diagonalisieren.

Im Folgenden erarbeiten wir uns nun die notigen Werkzeuge:

prazise Begriffe (Definitionen) und wirksame Methoden (Satze).

Wir wiederholen zunachst ein einfaches, aber illustratives Beispiel,

an dem Sie alle Techniken und das Vorgehen schon erkennen kénnen.

Dieses unorthodoxe Vorgehen — Anwendung vor Theorie — hilft lhnen
zur Orientierung, zumindest mdchte ich es so anbieten. Anschlie3end
fUhren wir die Techniken sorgsam aus, also Definitionen und Beispiele,
Satze und Beweise, und schlief3lich schone Anwendungsbeispiele,

so wie Sie es im mathematisch-logischen Aufbau erwarten.
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Diagonalisierung eines Endomorphismus Erlauterung

& Beachten Sie die logische Trennung von Ziel und Weg. Es lohnt sich,
zunachst das Ziel klar zu benennen, dann moégliche Wege zu suchen.
Es gibt im Allgemeinen mehrere alternative Losungsmaoglichkeiten,

die sollten Sie kennen, und dartber Ziel und Weg nicht verwechseln.

Manche winschen sich sofort am Anfang ein fertiges Rezept wie das
Standardverfahren zur Diagonalisierung (M21). Das erscheint zunachst
verlockend als entlastende Abklrzung, erweist sich anschlie3end jedoch
als verwirrend und ineffizient, als erschwerender Umweg:

Allein durch Auswendiglernen versteht man weder den Sinn noch die
Herleitung, weder nitzliche Zusammenhange noch korrekte Nutzung.
In realistischen Anwendungen bendtigen Sie jedoch genau dies!
Daher lohnt sich ein grindlicher, umsichtiger Aufbau.
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Erinnerung und Vorschau zur Diagonalisierung

Zuv = [7'] € R? betrachten wir die R-lineare Abbildung
fREoSR2 s ax—v-0T-a.

Aufgabe: (1) Finden Sie alle A € R mit nicht-trivialem Eigenraum
E(\) :={z eR*| f(z) = Az } =ker(f — Aid).

(2) Bestimmen Sie die Eigenraume. (3) Diagonalisieren Sie f.

Losung: (1) Zur Bestimmung von A nutzen wir die Determinante:
ker(f — Xid) # {0} <= det(f —Xid) =0

Zur Berechnung wéahlen wir eine Basis, etwa £ = (e, e2), und finden

A:Mg(f):[(l) é] det(A—)\I):‘_lA _1)\‘:)\2—1.

Dies ist das charakteristische Polynom von A bzw. von f.
Seine Nullstellen sind in diesem Beispiel A = +1 und A = —1.
Dies sind die Eigenwerte der Matrix A bzw. der Abbildung f.
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Erinnerung und Vorschau zur Diagonalisierung

(2) Wir bestimmen die Eigenraume E(+1) und E(—1) wie folgt:

E(4+1) = ker(f — id) = ker _11 _11 =Rb; mit b := ﬂ
B A £ S B . [
E(—1) = ker(f +id) = ker 141 T Rby mit by := B ]

Fir alle weiteren A € R ~ {+£1} gilt E(\) = {0} dank Satz L3D,
denn hier ist det(4 — \I) # 0, also A — \I in R**2 invertierbar.

(8) Wir erhalten R? = E(+1) ® E(—1) und die Basis B = (b1, b2) von R2.
Nach Konstruktion gilt f(b1) = +1 - b; und f(b2) = —1 - b2, und somit

B o +1 0
Auf Seite K237 haben wir bereits die Basiswechselmatrizen bestimmt:

1 -1
1] und T? = ]

&
TB: 1

NI N =
N[— N~
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Erinnerung und Vorschau zur Diagonalisierung

© In der angepassten Basis B = (by, by) kdnnen wir die Abbildung f
besonders einfach darstellen... Den Eigenrdumen sei Dank!

A

L2

f(b2) = <b2

Die Abbildung f:R? — R? ist die Spiegelung an der Hauptdiagonalen.
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Erinnerung und Vorschau zur Diagonalisierung Erlauterung

Eine solcherart angepasste Basis B zu f ist etwas ganz Besonderes:
Bezlglich B wird f durch eine Diagonalmatrix dargestellt, wie erhofft.

Wir nennen dies eine diagonalisierende Basis zu f, wie oben in
Definition M1A vereinbart, oder auch kurz eine Eigenbasis zu f.

© Auf jedem Eigenraum E()\) ist die Abbildung f besonders einfach:
Sie skaliert jeden Eigenvektor v € E(A) um den Eigenwert .
Gllcklicherweise erhalten wir hier R? = E(+1) @ E(—1), wie erhofft.

Die Eigenraume unserer Abbildung f: R? — R? sind etwas NatUrliches.
Die Wahl der jeweiligen Basen b; € E(+1) und b2 € E(—1) ist hingegen
etwas willkurlich; wir kbnnen auch Vielfache dieser Vektoren wahlen.

& Die so gewonnene Eigenbasis B zeigt uns, was f eigentlich tut:
Hier offenbart die Abbildung f ihr wahres Wesen, ihren Charakter,
ihr Wirken, hier erkennen wir f sofort als Spiegelung.
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Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus

Definition M1B: Eigenwerte und Eigenvektoren
Sei f:V — V eine lineare Abbildung tber dem Koérper K.
(1) Zu jedem Skalar A € K definieren wir den zugehodrigen Eigenraum

E(A) =Eig(f,\) :={veV | flv)= A} =ker(f —Aidy) < V.

Im nicht-trivialen Fall E(\) # {0} nennen wir X\ einen Eigenwert von f.
Die Dimension dimg E()) > 1 hei3t geometrische Vielfachheit von ).

(2) Die Menge aller Eigenwerte nennen wir das (Eigenwert)Spektrum
o(f)y=o(f; K)={Ae K|FweV~{0}:f(v) = v}

(3) Jedes Element v € E(A) \ {0} hei3t Eigenvektor zum Eigenwert .
(4) Eine Eigenbasis B ist eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f.
Im endlichen Fall heiB3t das, die darstellende Matrix Mz (f) ist diagonal.

Diese Begriffe nutzen wir ebenso fir jede Matrix A € K™*™ vermdge
der zugehorigen K—linearen Abbildung f = f4: K" — K" :v — Awv.

v
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Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus Erlauterung

Zu f € Endg (V) und X € K definieren wir den zugehdrigen Eigenraum
E(A) =Eig(f,\) :={ve V| f(v) =} =ker(f — Aidy).

Die meisten Skalare \ € K erweisen sich dabei als uninteressant,
denn meist ist der zugehorige Eigenraum trivial, also E(\) = {0}.

Wir betrachten daher nur die interessanten Werte A € K mit E(\) # {0}.
Einen solchen Skalar A € K mit E(\) # {0} nennen wir zur Betonung
einen Eigenwert von f, manche sagen charakteristischer Wert,

engl. eigenvalue oder proper value oder characteristic value.

Aus demselben Grund verlangen wir von einem Eigenvektor stets v # 0.

/\ Der Nullvektor erflillt £(0) =0 = X0 fiir alle A € K; diese Gleichung
gilt immer und ist ohne jedes Interesse. Anders gesagt: Der Nullvektor
gehort zu jedem Eigenraum E()), ist aber niemals ein Eigenvektor.

A\ Der Skalar A = 0 kann durchaus ein Eigenwert sein. Dies geschieht
genau dann, wenn f nicht injektiv ist, denn es gilt E(0) = ker(f).
Bitte lesen Sie die Definition aufmerksam durch und laut vor.
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Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus

Abkirzungen: EW = EWert = Eigenwert, EV = EVektor = Eigenvektor,
ebenso ER = ERaum = Eigenraum, EB = EBasis = Eigenbasis, etc.
Beispiel: Sei V # {0} und f = idy. Dann ist A = 1 der einzige EW,
Eig(f,1) = V ist der ER, die geometrische Vielfachheit ist dimg (V).
Jeder Vektor v € V' ~\ {0} ist ein EV. Jede Basis von V ist eine EB zu f.

Beispiel M1cC: eine Diagonalmatrix
Wir betrachten eine Diagonalmatrix

A 0 0
A =diag(A1,..., ) =0 -, 0| e K™

0 0 M\,

Hier gilt ker(A — \I) # {0} genau dann, wenn A € {A\1,..., A\, } = a(A).
Der Vektor ¢ ist EV zum EW )\, ebenso jedes Vielfache v € Ke; ~\ {0}.
Die Standardbasis (e, ..., e,) des Raums K™ ist eine Eigenbasis zu A.

Zum Skalar \ € K gehort der Eigenraum Eig(f,\) = (e; | \i = A )

Gilt \; # \; fUr ¢ # j, so haben wir n Eigenrdume Eig(f, \i) = (e ) -
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Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus

Beispiel M1D: Jordan—BIlocke sind nicht-diagonalisierbar.
In jeder Dimension n > 2 betrachten wir den Jordan—Block:

0 0 0

1
e K™ B\ = 8

> - OO
o = O O

(@)
OO > =

0
. 0 .
I 0 Al 00 0

Hier gilt Eig(B, \) = (e1 )% und Eig(B, u) = {0} fUr p #
also o(B) = {\}. Somit existiert zu B keine Eigenbasis.

Beispiel M1E: reelle Matrix ohne reelle Eigenwerte
Zu a,b € R mit b # 0 betrachten wir die Matrix

C:[a —ab] und a—\A —b

b a— A
Fir alle Skalare A\ € R gilt somit ker(C' — AI) = {0}, kurz o(C; R) = 0.
Hingegen ist A = a + ib € C ein Eigenwert, genauer o(C;C) = { a £ ib }.

':(a—)\)2+b2.




Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren
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Satz M1F: lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.
Ausfuhrlich: Sei f:V — V eine lineare Abbildung tGber dem Korper K.

1 Seien Vo, .-, U €V N {0} mit f(’UZ) = \;u; und \; 7é )‘j far ¢ 75 7.
2 Es gelte povg + - - - + prv- = 0 mit Koeffizienten pg, . . ., u € K.
Dann folgt g = --- = p,, = 0.

Beweis per Induktion uber » € N:
FOr » = 0 ist die Aussage klar, da wir vy # 0 voraussetzen (11D).

Sei nun r > 1. Auf Gleichung (2) wenden wir f — Ag an und nutzen (1):

1o Ao — Ao)vog + (A1 — Ao)vr 4+ -+ - 4+ pr(Ar — Ao)vp =0

Nach Induktionsvoraussetzung folgt p;(A\; — Xo) =0flri=1,...,7.
Dank der Voraussetzung \; # Ao folgt ; = O flrallei =1,...,r.

Von Gleichung (2) bleibt schlief3lich nur pgvg = 0, also g = 0.
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Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren Edlauterung

Beweis mit dem Vandermonde-Trick: Gegeben sind die Vektoren
w; = piv; € Big(f, A;) mit ug +uq + - - - + u, = 0. Wir wenden f* an:

Mug 4+ Mug + -+ Mo, = 0.

FOr k =0,1,...,r erhalten wir so das folgende Gleichungssystem:
A0 A0 A9 uo] [0
AL AL | o
A o] w0
Die Vandermonde—Matrix ist invertierbar dank Satz B3A:
ue] A9 A0 L A0 T (0]
I8 N YD VR Y I I

Daraus folgt up = w1 = - - - = u,, = 0, wie behauptet.
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Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren Erlauterung

Zur lllustration nenne ich zwei einfache doch grundlegende Beispiele,
die Lineare Algebra und Analysis elegant verbinden: die Eigenfolgen der
Verschiebung (M1G) und die Eigenfunktionen der Ableitung (M1H).

Beispiel M1G: Eigenfolgen der Verschiebung
Uber dem Kérper K betrachten wir den Vektorraum KN aller Folgen
f:N— K:nw— f,, kurz f = (fn)nen, mit dem Verschiebeoperator
st KN = K" ¢ (fo)new = (fat1)nen,
(e il Jg o o ) =0 (11 g iy - - - )
Zu jeder Konstanten \ € K haben wir die Folge ey = (A\"),.en-

Sie erflllt s(e)) = Aey, ist also eine Eigenfolge der Verschiebung.
Insbesondere ist die Familie (ey ) ex in K somit linear unabhangig.

Die lineare Unabhangigkeit ist nicht ganz leicht zu beweisen.
Alternativ gelingt dies direkt mit der Vandermonde—Matrix B3A.
Als Eigenfolgen erhalten wir Unabhangigkeit gratis dank Satz M1F.
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Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Beispiel M1H: Eigenfunktionen der Ableitung
Sei I =]a,b[ C R ein offenes Intervall der reellen Zahlen, etwa I = R.

Uber K = R, C betrachten wir den Vektorraum £>°(I,K) aller beliebig
oft differenzierbaren Funktionen f: I — K mit dem Ableitungsoperator

0:6° =€ : f—f.
Zu jeder Konstanten A € K haben wir die Exponentialfunktion
ex : I —>K: t— e

Sie erflllt dey = Aey, ist also eine Eigenfunktion der Ableitung.
Insbesondere ist die Familie (e))ck In €°° somit linear unabhangig.

Als Eigenfunktionen erhalten wir Unabhangigkeit gratis dank Satz M1F.
Versuchen Sie alternative Beweise zu formulieren (siehe etwa K143).

Dieses Beispiel ist eine nutzliche Beobachtung, die wir spater bei der
Lésung von linearen Differentialgleichungen nutzen und weiterfihren.
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Eigenraumzerlegung und Diagonalisierung

Wie kénnen wir effizient feststellen, ob f:V — V diagonalisierbar ist?

Satz M11: Eigenraumzerlegung und Diagonalisierung
Vorgelegt sei eine lineare Abbildung f:V — V Uber dem Korper K.
(1) Die Summe E := } , _ E(\) <V aller Eigenraume ist direkt, also

E=@\cxE(N) = @)\Ga(f) Eig(f, A).

(2) Genau dannist f: V — V diagonalisierbar, wenn E = V gilt, also

V= @,\ea(f) Eig(f, A).

(3) Im Falle dimg V' < oo ist dies aquivalent zur Dimensionsgleichung

Beweis: (1) Dies folgt aus der linearen Unabhangigkeit (Satz M1F).
(2) Es gibt genlgend Eigenvektoren, um eine Eigenbasis zu bilden.
(3) Dies folgt dank Additivitat der Dimension (Satz J2K und J20).

. . . M126
Eigenraumzerlegung und Diagonalisierung Erlauterung

Aufgabe: FUhren Sie den Beweis zu (1) detailliert aus.

Losung: (1) Die Definition 124 zur direkten Summe verlangt:

E(Ao) N <Z)\7é)\0 EO‘)) = {0}
Gegeben seien also Vektoren v; € E(\;) mit Aq,..., A € K N { o}
Behauptung: Aus vg = v; + - -+ + v, folgt vg = 0.
Beweis: Wir fihren Induktion Gber r. FUr » = 0 ist die Aussage Klar.
Sei nun r > 1. Wir wenden f — X\, an und erhalten nach Klrzung:

)\1 - )\r + 4 )\7‘—1 - )\7" v + )\r _ )\r
— 'U ¢ -V - r— /(/‘77
Ao — A Y VR P

Nach Induktionsvoraussetzung fir r — 1 folgt daraus vy = 0.

vo

Zur Deutlichkeit wiederhole ich hier den raffinierten Induktionsbeweis
von Satz M1F. Alternativ kdnnen Sie den Vandermonde—Trick nutzen
oder auch direkt die Aussage von M1F anwenden. Sehen Sie wie?
Wir werden in Satz M3V einen weiteren Beweis kennenlernen.
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Eigenraumzerlegung und Diagonalisierung

Erlauterung

& Diagonalisierbarkeit bedeutet anschaulich vereinfacht formuliert:
Es gibt gentgend Eigenvektoren, um eine Eigenbasis zu bilden.

Hierzu untersuchen wir auch die zweite Aussage noch etwas genauer:
(2) Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn V' = @, . ;- Eig(f, A) qilt.

Aufgabe: FUhren Sie den Beweis zu (2) detailliert aus.
Hierzu benotigen Sie keine Voraussetzung zur Dimension.

Lésung: Die Aquivalenz beweisen wir durch akribische Buchfiihrung.

,<="1 Zu jedem E(\) < V wahlen wir eine Basis By = (v;)icr, (J2B).
Wir kénnen I, N1, = 0 flr A # p annehmen und setzen I = | |, I».
Dank V = @, x E(X) erhalten wir eine Basis B = (v;);er zu V (J20).
Diese diagonalisiert f: V — V, denn es gilt f(v;) = \v; fir i € 1.
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Eigenraumzerlegung und Diagonalisierung

Erlauterung

=1 Sei B = (v;);c1 eine diagonalisierende Basis zu f, das heif3t

f(v;) = \jv; mit \; € K fur alle ¢ € 1. Wir zerlegen die Indexmenge
I=|lyexghiny={iel|X =X} Danngit E(\) = (v; | i € I, ).
() Die Inklusion ,2" ist klar: Flr jede Linearkombination v = » ., u;vi
mit Koeffizienten w; € K gilt f(v) = ) ;cp, pif (vi) = 3 i, pidvi = Av.
(b) Zum Beweis der Umkehrung ,C“ sei v € E(\) < V. Wir haben also
v=Y s mvimitp € KD und 0= f(v) — Av =3, (i — Ai)vs.
Da B linear unabhangig ist, folgt (\; — \)u; = 0 fUr jeden Index i € I.
Daraus folgt \; = A oder u; = 0dank 11D, also v € (v; | i € I, >’K.

Wir erhalten somit V =@, ;- (vi | i € I) )% = Dyrcxe E(N).
Das beweist die Aquivalenz (2) der Eigenraumzerlegung M11.
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Beispiel: Von der Eigenraumzerlegung zur Matrix

Aufgabe: (1) Sei vy = [2] und v, = [ ']. Finden Sie alle 4 € R?*? mit
Eig(A,~1) = (v1) und Eig(4,2) = (u).
(2) Hat A noch weitere Eigenwerte? (3) Bestimmen Sie o(A).

Losung: (1) Wir wissen Av; = —v; und Avy = 2v9. Dank dem Prinzip
der linearen Fortsetzung (K1B) gibt es genau eine solche Matrix A.
Da B = (v1,v2) eine Basis von R? ist, wird A durch B diagonalisiert:

T—lAT:D:[_O1 g]€R2X2 mit

2 1 171 1
_mé _ —1 B __ 1
T_Tig_[1 1] und T _Tg_gl_l 2],also

B o L2 —1][-1 o][1 1] [0 -2
A=TDT _3{1 1”0 2”—1 2]_[—1 1]‘
(2) Wir haben R? = E(—1) ® E(2). Fir A € R\ {—1, 2} folgt dank M11:

E(A) =EW\)NR*=EM\) N (E(-1) ® E(2)) = {0}
(3) Das Spektirum der Matrix A ist demnach o(A) = {—1, 2}.
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Beispiel: Von der Eigenraumzerlegung zur Matrix Erlauterung

© In (2) nutzen wir geschickt die Eigenraumzerlegung aus Satz M11.
FUr weitere nicht-triviale Eigenraume ist daher in R? kein Platz mehr.

Das Eigenwertspektrum der Matrix A ist demnach o(A) = {—1,2}:
Es gilt ,O“ nach Konstruktion, und ,C* dank Satz M11.

) Alternativ (aber umsténdlich) kdnnen Sie dies fiir jeden weiteren
Kandidaten A € R ~\ {—1,2} einzeln explizit ausrechnen, indem Sie
jeweils ker(A — AI) = {0} bestimmen. Das ist moglich, aber muhselig.

Zur Ubung kénnen Sie dies gerne ausprobieren und selbst spiren.
&) Am besten sparen Sie sich unnétige Arbeit mit der zugehérigen

Theorie, hier der Eigenraumzerlegung aus Satz M11. Das kostet anfangs
eine gewisse Investition, doch zahlt sich rasch aus.

Mit den passenden Werkzeugen arbeiten Sie effizienter.




Geometrische Bedeutung e

Sei f:V — V linear Gber K. Was bedeuten EV und EW geometrisch?

f() e

U

/O’U

Wir vergleichen einen Vektor v € V ~ {0} mit seinem Bild w = f(v) € V.
Im Allgemeinen besteht keine Relation, beide sind linear unabhangig.

Im Fall w = Av mit A € K sind sie linear abhangig, also parallel.
Der zugehdrige Eigenwert ) ist der Streckfaktor von v zu w.

Algebraische Bedeutung M132

Fdr jeden Eigenvektor v mit f(v) = Ao gilt

f*(v) = A"v.

Dies folgt sofort per Induktion tiber n € N:
fr) = F ) = FAT o) = AT () = AT e = A
Fir jedes Polynom P = Y% a; X" € K[X] gilt demnach

P(f)(v) = P(A)v.

Wir nutzen hier den Einsetzungshomomorphismus G3E:

P(f)(v) = (a0 + arf + -+ an f")(v)
=aov +arf(v) + - +anf"(v)
= agV + a1 A\v + -+ + ap A"
= (apv + a A+ - -+ ap,\")v = P(A\) v
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Beispiel: Von der Matrix zur Eigenraumzerlegung Ausprobieren

mit Gaél!

Aufgabe: Vorgelegt sei die Matrix
0 4 2
-2 6 2 .
4 -8 -2

(1) Bestimmen Sie die Eigenrdume E(\) fiur A =0, 1, 2, 3.
(2) Ist A diagonalisierbar? Falls ja, diagonalisieren Sie A.
(3) Hat A noch weitere Eigenwerte? Bestimmen Sie o(A).

Losung: (1) Fir A = 0 bestimmen wir E(0) = ker(A — 0I) = ker(A):

0 4 2 1 0 1 17!
A=1|-2 6 2 :Z—S'} 0 1 lp| = E(O)_< 1 >
4 -8 —2 00 0 —2

Fir A = 1 bestimmen wir E(1) = ker(A — 17) und finden:

A=

-1 4 2 1 00
A-1I=|-2 5 2| =25 10 1 0| = E@1)={0}
4 -8 =3 ™ o o1
Beispiel: Von der Matrix zur Eigenraumzerlegung Ausprobiores

mit Gagll
Fir A = 2 bestimmen wir E(2) = ker(A — 27) und finden:

—2 4 2 1 -2 -1 21 17 \!
—2 4 2| =22 10 0 0 :>E(2):< 1,0>
RZSF O 1

4 -8 -4 0O 0 O
Fir A = 3 wissen wir schon E(3) = ker(A — 3I) = {0} dank M11.

(2) Die Matrix A ist diagonalisierbar, etwa wie oben mit der Eigenbasis

(108

Daraus erhalten wir den zugehdrigen Basiswechsel zur Diagonalmatrix:
1 2 1

T=T,=|1 1 0| = T'AT = .
-2 0 1

o o O
S N O
N O O
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Beispiel: Von der Matrix zur Eigenraumzerlegung Erlauterung

© In diesem Beispiel hat der erste Eigenwert A = 0 die algebraische
Vielfachheit dimg E(0) = 1. Hingegen hat der zweite Eigenwert \ = 2
die algebraische Vielfachheit dimg E(2) = 2. Auch das kommt vor.

(3) Wir haben R? = E(0) @ E(2). Fur A € R . {0, 2} folgt dank M11:
E(A) = E(\) NR? =E(A\) N (E(0) 8 E(2)) = {0}

© Fur weitere nicht-triviale Eigenrdume ist daher in R3 kein Platz.
Das Eigenwertspektrum der Matrix A ist demnach o(A) = {0, 2}.
Es gilt ,0“ nach Rechnung, und ,C“ dank Satz M11.

© Alternativ kdnnen Sie A = 3 und weitere Beispiele explizit
ausrechnen. Am besten sparen Sie sich unnétige Arbeit mit der
passenden Theorie, hier der Eigenraumzerlegung aus Satz M11.

Diese Aufgabe hat als mogliche Eigenwerte die Kandidaten A = 0,1,2,3
vorgegeben. Diese enge Fragestellung dient hier als didaktischer Kniff,
um lhre Aufmerksamkeit auf die grundlegenden Definitionen M1A und

M1B sowie die omniprasente Eigenraumzerlegung M1F zu fokussieren.
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Beispiel: Von der Matrix zur Eigenraumzerlegung Erléuterung

Die Vorgabe von Eigenwerten kann manchmal durchaus sinnvoll sein,
doch in den allermeisten Anwendungen ist sie eher unrealistisch.

Oft haben Sie keine solche Anhaltspunkte oder Vorgaben.

Dann mussen die moglichen Eigenwerte selbst finden.

Flr das allgemeine Problem bendtigen Sie daher weitere Werkzeuge.
Dies gelingt uns im Folgenden mit dem charakteristischen Polynom.

A\ Definition M1B und Satz M1F gelten unabhangig von der Dimension,
egal ob endlich oder unendlich. Da wir nun Matrizen und Determinanten
nutzen wollen, werden wir uns auf endliche Dimension konzentrieren.

Das ist eine Weggabelung: Weniger Allgemeinheit, starkere Werkzeuge.

Ausblick: Die Funktionalanalysis zweigt hier in die andere Richtung ab
und betrachtet unendlich-dimensionale Vektorraume mit inren eigenen,
raffinierten Werkzeugen. Einfache Beispiele konnen wir jetzt bereits
bewundern, in Inrem Studium dirfen Sie sich auf noch viel mehr freuen.
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Was bedeutet ,Diagonalisieren Sie A*? Erléuterung

© Diese Standardaufgabe ist typisch fiir Ubungen und Klausuren.
Dabei stellt sich jeweils die Frage, was genau gefordert ist:
Welche Daten gehdren zu einer vollstandigen Antwort?

A\ Je nach Aufgabe bzw. Anwendung sind verschiedene Stufen der
Ausflhrung denkbar. Beginnen wir mit der maximalen Ausbaustufe:
Gegeben ist eine Matrix A € K™*™ Gber dem Korper K.
Gesucht ist im Sinne einer vollstandigen Analyse:

1 die Menge o(A) = o(A; K) aller Eigenwerte,
die Dimension jedes Eigenraums Eig(A; A) fur M11,
eine Basis By = (v;)cr, flr jeden Eigenraum Eig(A; \),
die daraus gebildete Basiswechselmatrix 1" = (vy,...,v,) € GL, K,
die hierzu inverse Matrix T—!, mit der Eigenschaft / Probe 71T = I,

die so gewonnene Diagonalmatrix D = T—1AT = diag(\1, ..., \n),
mit der Eigenschaft / Probe D = T-' AT bzw. AT = TD.

o o0 A W DN
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Verschiedene Hartegrade Erléuterung

Neben der vollstandigen Analyse gibt es mehrere kleinere Varianten:

Ist nur die Diagonalisierbarkeit von A gefragt, so gentgen (1) und (2).
Daran lasst sich die Diagonalisierbarkeit entscheiden und (6) D ablesen.
Die fehlenden Daten (3,4,5) lassen sich anschlie3end erganzen. ..

Ist ein diagonalisierender Basiswechsel gefragt, so genltigen
(4) T und (5) T—! und (6) D. Damit lassen sich die Eigenschaften
T-1T = I und T~ AT = D prifen und die Daten (1,2,3) ablesen.

Ist nur eine Eigenbasis zu A gefragt, so genugen (4) T und (6) D.
Damit lasst sich AT = T'D prufen und die Daten (1,2,3) ablesen.

In Klausuren geben wir die Fragen kleinschrittig vor und sagen genau,
was jeweils gefragt ist. Erfahrungsgemaf bereitet das keine Probleme.

Bei einer mindlichen Prasentation, etwa in Ihrer Gruppenlbung,
haben Sie mehr Freiheiten, Sie kdbnnen nachfragen und erganzen.
In solchen Fallen ist eine offene Fragestellung meist sinnvoller.
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Ergebnis und Zertifikat Erlauterung

Die algorithmische Sichtweise ist oft hilfreich. Hier geht es speziell um
die Frage der Spezifikation: Was ist die Eingabe? Was ist die Ausgabe?
Welche Eigenschaften missen garantiert bzw. Gberprift werden?

Spezifikation: Eigenbasis einer Matrix

Eingabe: eine Matrix A € K™*" Uber dem Korper K
Ausgabe: D = diag(\1,...,A\p) und T € GL,(K) mit AT =TD
oder notfalls die Antwort ,A ist nicht diagonalisierbar”

Allgemein gilt: Je mehr Daten die Spezifikation als Ausgabe verlangt,
desto aufwandiger die Berechnung, doch umso leichter ist die Prifung.

Umgekehrt: Wird von der Eingabe mehr verlangt, so ist dies schwerer
fur den Auftraggeber, doch umso leichter fur den Auftragnehmer.
Spezifikation: Eigenbasis einer diagonalisierbaren Matrix

Eingabe: eine diagonalisierbare Matrix A € K™*™ Uber K
Ausgabe: D = diag(A1,...,A\p)und T € GL,(K) mit AT =TD
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Was bedeutet ,Diagonalisieren Sie f“? Erléuterung

Welche Daten gehdren zu einer vollstandigen Antwort?

/\ Je nach Aufgabe bzw. Anwendung sind verschiedene Stufen der
Ausfuhrung denkbar. Beginnen wir mit der maximalen Ausbaustufe:
Gegeben ist f € Endg (V) und n = dimg (V) < oo.

Gesucht ist im Sinne einer vollstandigen Analyse:

die Menge o(f) = o(f; K) aller Eigenwerte,

2 die Dimension jedes Eigenraums Eig(f; \) far M11,

3 eine Basis B) = (v;)ier, fur jeden Eigenraum Eig(f; \),

4

5

—

die durch I = | |, I, gebildete Eigenbasis B = (v;);er von V,

die so gewonnene Diagonalmatrix D = M%(f) c K™xn,
Zur Diagonalisierbarkeit von f gentgen (1) und (2). Daran lasst sich
(5) ablesen und die fehlenden Daten (3,4) anschlie3end erganzen. ..

FUr eine Eigenbasis zu f genigen (4) und (5), daraus folgen (1,2,3).
Selbst im Falle dimg (V') = oo bleiben (1,3,4) ebenso sinnvoll.
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Wie finden wir alle Eigenwerte?

Wie finden wir alle Eigenwerte einer vorgelegten Matrix A € K™*"?

Satz M2A: Eigenwerte und Determinante

Sei K ein Korper, A € K™*™ eine Matrix und A € K ein Skalar.
Genau dann ist A ein Eigenwert von A, wenn det(A — A\I) = 0 gilt.

Beweis: Wir setzen die Definition ein und formen sorgsam um:

Eig(A, A) # {0}
= e K", v#0: Av=X\v
= e K", v#0: (A-X)v=0

= Jve K" v#0: ve&ker(A— M)

— ker(A — M) # {0}
= det(A— ) =0
. . . . M202
Wie finden wir alle Eigenwerte? Edlauterung

& Die Eigenwerte der Matrix A € K™*" sind demnach die Nullstellen
der charakteristischen Funktion K — K : X — det(A — AI).

Sie ordnet jedem Skalar A\ € K die Determinante det(A — A\I) € K zu
und zeigt an, ob der Kern von A — \I trivial ist oder nicht (Satz L2Q).

Diese Funktion wollen wir nun genauer untersuchen! Insbesondere
werden wir sehen, dass dies eine Polynomfunktion ist. Somit kénnen wir
all unsere Werkzeuge zu Polynomen hier nutzbringend anwenden!

A\ In Definition M1B haben wir zunachst erklart, was Eigenwerte sind.
Hier nun lernen Sie eine Rechenmethode mit der Determinante kennen.
Um Matrizen und Determinanten tGberhaupt einsetzen zu kGnnen,
werden wir uns auf endliche Dimension konzentrieren.

Bitte unterscheiden Sie Definition und Methoden, also Ziel und Wege!
Eigenwerte und Eigenraume lassen sich auch in vielen Situationen
erklaren und nutzen, in denen die Determinante nicht anwendbar ist,
insbesondere auch fir unendlich-dimensionale Vektorraume.
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Wie finden wir alle Eigenwerte?

Wie finden wir alle Eigenwerte eines Endomorphismus f:V — V?

K" A:z—Ax . KM
@B\[u (I)BJQ
v fro=f(v) Y
Im Falle dimg V' = n < co wdhlen wir eine Basis B = (vy,...,v,) von V

und stellen f dar durch die zugehérige Matrix A = My (f) € K™,
Jeden Vektor v € V stellen wir eindeutig dar durch seine Koordinaten
xr € K"mitv=ux1v1 + -+ z,v,. Aus obigem Diagramm lesen wir ab:
Bemerkung: Genau dann gilt f(v) = \v, wenn Az = Az.

/\ Die entscheidende Voraussetzung ist hier dimg V = n < oo.

In diesem Falle kbnnen wir Matrizen und die Determinante nutzen!

Auf unendlichen Vektorraumen ist die Sachlage schwieriger. . .
und weitaus interessanter (siehe Funktionalanalysis).
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Damit wird das Problem berechenbar dank der Determinante
und der charakteristischen Funktion von f bzw. A:

Eig(f, A) # {0}

= Fig(4,)\) # {0}

— det(A—A)=0

< det(f —Aidy) =0
Zur Determinante eines Endomorphismus f:V — V siehe L3D:
Dies gelingt in einer Basis durch Darstellung als Matrix A € K™*",
Meist interessiert uns eigentlich die lineare Abbildung f:V — V,
doch mit der Matrix A € K"*" konnen wir besonders gut rechnen.
Notation: Hierist I = £ = 1,,,, = diag(1,..., 1) die Einheitsmatrix.
Da E schon fir Eigenraume genutzt wird, schreibe ich hier lieber I.

FUr A — \I schreiben wir kurz A — X\, und fir f — Aidy ebenso f — A.
Diese Kurzschreibweise ist etwas nachlassig, aber manchmal bequem.
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Das charakteristische Polynom

Definition M2B: das charakteristische Polynom einer Matrix
Zur Matrix A € K™*™ definieren wir das charakteristische Polynom

PA(X) = xa(X) :=det(A — XI) € K[X].
Alternativ nutzen wir das normierte charakteristische Polynom

Py(X) = xa(X) :=det(XI — A) = (-1)" xa(X).

Dies ist tatsachlich ein Polynom, wie wir in Satz M2c nachrechnen.

/\ Beide Konventionen sind in der Literatur iblich, aber uneinheitlich.
Das normierte Polynom hat immer Leitkoeffizient 1, das ist schoner.

Die unnormierte Variante ist in Rechnungen oft bequemer, da die Matrix
A bereits vorliegt, und nur auf der Diagonalen jeweils X subtrahiert wird:
Das ist per Hand leichter zu schreiben und vermeidet Vorzeichenfehler.
&) Beide Varianten unterscheiden sich nur in ungerader Dimension.
Far die Nullstellen (also Eigenwerte) spielt das Vorzeichen keine Rolle.
Auch fir den Eigenraum gilt Eig(A, \) = ker(A — A\I) = ker(A] — A).
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Das charakteristische Polynom Erlauterung

Zur lllustration betrachten wir ein einfaches Zahlenbeispiel:

|

Der Ubergang von A zu A — X1 ist etwas leichter auszuschreiben:

A=

N O >
W = Ot

1
0
0

1-X 4 5
0 0—-X 1
0 2 3—X

A—-XI=

Der Ubergang von A zu XI — A erfordert etwas mehr Anderungen:
X—-1 -4 -5

-0 X-0 -1
-0 -2 X -3

XI—-A=

Far einen Computer ist der Unterschied unerheblich. Menschen jedoch
machen (Schreib-)Fehler, daher biete ich Ihnen hier beide Varianten an.
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Anwendungsbeispiel zum charakteristischen Polynom

Aufgabe: (1) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

(2) Finden Sie damit alle Eigenwerte, also das Spekirum o(A;R).
(3) Ist A Uber R diagonalisierbar? (4) Falls ja, diagonalisieren Sie A.

Losung: (1) Wir folgen der Definition und berechnen die Determinante:

1-X 4 5
XaX)=| 0 -X 1 |=01-X)[-XB-X)-1-2]

02 3=X __x)x2-3x-2)
= X3 4+4X%2-X -2

(2) Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4 = —xa:

#(4) = { M = L, ha = §3 = VD), As = 43+ VIT) )
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Anwendungsbeispiel zum charakteristischen Polynom Edlauterung

Summe von Monomen VS Produkt von Linearfaktoren
X3 4X24X42 +— (X—1)(X?-3X-2) — (X—-1D(X-X)(X—)3)

Das Ausmultiplizieren (hier nach links) ist eine leichte Routinetbung.
Das Faktorisieren (nach rechts) gelingt routiniert in kleinen Graden,
ist im Allgemeinen jedoch eine schwieriges Problem.

In Frage (1) wollen wir das charakteristische Polynom bestimmen.
Polynome kdnnen wir jedoch verschieden darstellen; implizit gemeint
ist meist die Monomform, dazu multiplizieren wir alles geduldig aus.

FUr die Frage (2) hingegen ist die Monomform nicht die beste Wahl!
Wir suchen hier Nullstellen unseres Polynoms, also Linearfaktoren.
Dazu geht das Ausmultiplizieren genau in die falsche Richtung; es ist
schlauer, die bereits vorliegende partielle Faktorisierung zu nutzen.

A\ In Klausuren ist das ein haufiger Fehler! Unnétige Umwege kosten
Zeit und erhéhen die Wahrscheinlichkeit von Rechenfehlern. Sie sollten
genau wissen, was Sie wollen und wie Sie es am besten erreichen.
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Grad und Koeffizienten des char. Polynoms

Satz M2c: Grad und Koeffizienten des char. Polynoms
Zu A e K™"™ist xa(X) = det(A — XI) ein Polynom von Grad n:

YaX)=ag—a1 X x4+ (=D la,_1 X" 4 (—=1)"X"
Normiert erhalten wir fir x 4(X) = det(X1 — A) demnach das Polynom:
Xa(X) = X" —ap 1 X" £+ (=1)" tag + (=1)"ag

Die extremen Koeffizienten erkennen wir wieder: ag = det(A) ist die

n

Determinante und a,,—1 = >, ; a;; =: tr(A) ist die Spur der Matrix A.

Beweis: Jeder Eintrag der Matrix C' = X1 — A € K[X]™*" hat Grad < 1.
Dank der Leibniz—Formel (L2G) hat x4 = det C' den Grad < n (G3B):

Xa=detC =) g sign(7) - cr1)1 - Cr2)2° " Crn)n

Der Summand (X —a11)(X —ag) (X —apn) = X" — X" 1tr A+ ...
fur = = id hat Grad n. Alle weiteren Summanden haben Grad < n — 2,
denn jede Permutation = # id hat héchstens n — 2 Fixpunkte.
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Die Koeffizienten ag = det A und a,,—1 = tr A haben eine besondere,
klare Bedeutung, die anderen haben keine so leichte Interpretation.

/\ Die charakteristische Matrix X — A ¢ K[X]"*" hat Koeffizienten im
Polynomring K[ X]. Wir rechnen also nicht mehr Gber dem Grundring K,
sondern im Ring K[X] der Polynome in der Variablen X Uber K.

& Dagzu ist alles vorbereitet, denn wir haben die Determinante
wohlweislich gleich allgemein Gber kommutativen Ringen erklart.

/A\ Manche Autoren arbeiten zunéchst nur Gber einem Kérper K,
insbesondere fur Matrizen und Determinanten, doch spatestens beim
charakteristischen Polynom gentgt dies genau genommen nicht mehr.

& Man kann sich mit verschiedenen Tricks aus dieser misslichen Lage
befreien, zum Beispiel kbnnen wir den Polynomring K[X| einbetten in
seinen Bruchkérper K (X) der gebrochen-rationalen Funktionen (siehe
Seite A139 und Satz E3L) und Uber diesem grdBeren Kérper arbeiten.

Das Naturlichste scheint mir jedoch die allgemeine Betrachtung Uber
kommutativen Ringen. Genau daflir haben wir alles sorgsam vorbereitet.
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Wie andert sich das charakteristische Polynom bei Basiswechsel?

Definition M2D: Konjugation und Ahnlichkeit von Matrizen

Sei K ein Ring und n € N> ;. Die allgemeine lineare Gruppe GL, (K)

operiert auf dem Matrizenring K™*™ durch Konjugation gemaf
K™ x GL,(K) = K™" : (A, T) — B =T AT.

Zwei Matrizen A, B € K™*™ hei3en ahnlich, oder GL,, (K )—konjugiert,
falls es eine invertierbare Matrix T' € GL,,(K) mit B = T~ AT gibt.

Der Ubergang von A zu B hei3t auch Ahnlichkeitstransformation
oder Konjugation vermoge T'. Dies entspricht einem Basiswechsel.

v

Ubung: Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™*™.

© Diese Aquivalenzrelation wollen wir nutzen, um Matrizen soweit wie
moglich zu vereinfachen: Wir wollen die vorgegebene Matrix A durch
eine ahnliche, aber schonere Matrix B ersetzen. Im aktuellen Kontext
geht es uns zunachst darum, dass B diagonal wird, falls moglich.

Konjugation und Ahnlichkeit von Matrizen
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Lemma M2k: Ahnlichkeit und Basiswechsel
Seien A, B € K™*™. Die folgenden Aussagen sind gleichbedeutend:
1 Die Matrizen A und B sind ahnlich, also GL,, ( K )—konjugiert.

2 Beide sind darstellende Matrizen eines Endomorphismus
f € Endg (V) bezilglich geeigneter Basis A und B von V.

K" > K"

AN A:M;{(f) A
Dy Dy
[a¥) f Y
T3 2 s v % T2 || T4
Dy Op
~ B:M(B (f) ~
B
K" >y K"

In K»*" habenwir B=T"'-A-TmitT =Tj und T~ = T%.
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Satz M2F: Invarianz und Wohldefiniertheit des char. Polynoms
Sei K ein Korper.

1 Sind A und B in K™*™ ghnlich, so folgt x4 = x5 in K[X].

2 Zu f € Endg (V) wie oben ist x ¢ := x4 = x5 wohldefiniert.

Beweis: (1) Wir haben B = T~ AT mit T € GL, (K). Daraus folgt:

15
o,
3
B
~
|
=
e

= xa(X)
(2) Fir A = M/(f) und B = My(f) wie in M2E gilt B = T~ AT.

© Die implizite Definition (2) formulieren wir nun explizit aus.
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Definition M2G: das char. Polynom eines Endomorphismus
Sei K ein Korper und V ein K—Vektorraum mit dimg (V) = n < oc.

Zu jedem Endomorphismus f:V — V Uber K definieren wir
sein charakteristisches Polynom x ; € K[X] wie folgt.

Wir wahlen eine Basis A von V und stellen f dar durch die zugehorige
Matrix A = M7 (f) € K™*". Damit definieren wir das Polynom:

xf = det(XI — A) € K[X]

Dank Satz M2F ist das Ergebnis x ; wohldefiniert,
da unabhangig von der willkirlich gewahlten Basis A.

& Sie sehen hier sehr schén: Manchmal kdnnen wir eine Definition erst
nach einem Satz aussprechen, der den Weg zum Begriff bereitet.

Das geschieht immer dann, wenn die Wohldefiniertheit zu klaren ist,
bzw. Existenz und Eindeutigkeit des zu definierenden Gegenstands.
So gesehen misste ich auch Definition M2B und Satz M2c umdrehen.
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Das char. Polynom ist keine vollstandige Invariante.

Je zwei ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.
Somit ist K™*" — K[X]!: A~ x4 eine Invariante unter Ahnlichkeit.

Sie ist jedoch noch keine vollstandige Invariante. Es gibt Matrizen, die
dasselbe charakteristische Polynom haben, aber nicht ahnlich sind.

Aufgabe: Sind die folgenden Matrizen ahnlich?
A0 A1
A= [O A] vs B= [O A]
Losung: (1) Die charakteristischen Polynome sind gleich:

xA=xB = (X = \)?

(2) Dennoch sind die Matrizen A und B nicht &hnlich:
A ist diagonal, doch B ist nicht diagonalisierbar (M1D).
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© Aus x4 # xp schlieBen wir, dass A und B nicht &hnlich sind.
Das ist der klare, einfache Fall und gilt allgemein far jede Invariante:
Sind x4 und x g verschieden, so kénnen A und B nicht &hnlich sein.

A\ Die Umkehrung gilt nicht: Aus x4 = x» kdnnen wir im Allgemeinen
noch nicht schlie3en, dass A und B ahnlich sind. Hierzu sind weitere
Untersuchungen notwendig. Genau das zeigt dieses Beispiel!

Bemerkung: Fur A\ = 0 ist dies besonders augenfallig:
0 0 0 1
A_{o 0] ve B_lo 0]

Auch der Rang einer Matrix ist invariant unter Ahnlichkeit A — T—1AT,
noch allgemeiner sogar unter Aquivalenz A — S—1 AT, siehe Satz K2H.

Hier gilt rang A = 0 und rang B = 1, also sind A und B nicht ahnlich,
nicht einmal aquivalent: B # S—'AT fur alle S,T € GLy K.
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/\ Fur das charakteristische Polynom gilt schon aus Gradgriinden:
XA-B # XA XB
© Die Determinante ist multiplikativ (Satz L2N)
det(A - B) = det(A) - det(B),
& die Spur jedoch nicht:
tr(A - B) # tr(A) - tx(B)

Ein besonders einfaches, wahrhaft minimalistisches Gegenbeispiel ist

1 0 0 0 . 0 0
A_{O 0] und B_lo 1] mit AB_[O O]'

Ubung: Um sich gegen solch naiven Irrglauben zu immunisieren,
erfinden und berechnen Sie selbst geeignete Gegenbeispiele!
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Flr die Determinante det : K™~ — K qilt dank Multiplikativitat L2N:
det(A - B) = det(A) - det(B) = det(B) - det(A) = det(A - B)

far alle A, B € K™*™. Die Spur tr: K™*"™ — K ist nicht multiplikativ, doch
dank Satz B1J ebenfalls invariant unter zyklischer Vertauschung:

tr(A- B) =tr(B - A).
Frage: Gilt dies sogar fir das gesamte charakteristische Polynom?
XAB = XBA

Teilantwort: Ist eine der beiden Matrizen A oder B inve__rtierbar,
so folgt dies aus der Invarianz M2F unter Konjugation / Ahnlichkeit:

XAB = XA-1(AB)A — XBA
XAB = XB(AB)B—! = XBA

&) Satz M2H verallgemeinert dies auf nicht-invertierbare Matrizen.
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Satz M2H: das charakteristische Polynom eines Produkts
(0) FUr je zwei rechteckige Matrizen A € K™*™ und B € K™*™ qilt

xAaB - X" =xBa - X"

(1) Far je zwei quadratische Matrizen A, B € K"*"™ qilt

XAB = XBA-

Aus (0) folgt (1) dank m = n und Kirzung des Faktors X = X".
Umgekehrt folgt (0) aus (1) durch Auffillen mit Nullzeilen/spalten.

Far Determinante und Spur ist die Aussage klar, wie zuvor erklart.
Dies sind beiden extremen Koeffizienten des Polynoms (Satz M2cC).

Die Koeffizienten zwischen Spur und Determinante in x4 = xBa
haben keine so leichte Interpretation, doch auch sie sind invariant
unter zyklischer Vertauschung der Matrixfaktoren von AB zu BA.
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Beweis: (0) Wir berechnen zunachst folgende Matrixprodukie:

XIy —A] [In A] o [XIn—AB 0
0 I,| |B XI,) | B X1,
XIp 0] [Ln, A7 o [XLn XA
-B I,] |B XIL| ~ | 0 XI,—BA

Dank Multiplikativitat der Determinante L2N und Satz L2V folgt:

now |[Im A m 0 m
det(XI,, — AB)X" = ‘ B XI, X" = det(XI,— BA)X
Das ist trickreich-raffiniert. Rechnen Sie es nach!

Das ist eine gefiirchtete Ubungsaufgabe (oder Klausuraufgabe?) aus
Paul Halmos, Finite dimensional vector spaces (1958), §53, exercise 13.

&) Ohne den Trick oder einen Hinweis ist es schwer, mit ist es leicht.
Liegen die Formeln erst einmal vor uns, so genugt Nachrechnen.
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Das Standardverfahren zur Diagonalisierung

Verfahren M21: Standardverfahren zur Diagonalisierung

Sei K ein Kérper und V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum.
Gegeben sei ein Endomorphismus f:V — V Uber K.

(1) Wahle eine Basis A von V und bestimme A = M4(f) € K™*"™.

(2) Berechne das charakteristische Polynom x; = det(X1 — A) € K[X].
(3) Bestimme alle Nullstellen, o(f) = o(f; K) ={ A€ K| xs(A) =0}
(4) Zu X\ € o(f) bestimme den Eigenraum Eig(f, \) = ker(f — \).

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn V' = @, Eig(f, A) gilt, also
die Dimensionsgleichung n = ZAGJU) dimg Eig(f, A) erfillt ist.

(5) In diesem Falle wahle eine Basis B von V' aus Eigenvektoren
und erhalte die ersehnte Darstellung Mz (f) = diag(A1, ..., An).

&) Schritte (1,2,4,5) sind Routineaufgaben der Linearen Algebra.
Hierzu kennen Sie effiziente Algorithmen (mit Aufwand < const - n).

@ Allein die Suche nach Nullstellen (3) ist im Allgemeinen schwierig.
Dieses Problem gehort zur (nicht-linearen!) Algebra bzw. Numerik.
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Dieses Verfahren kébnnen Sie immer anwenden, insbesondere wenn
keine weitere Information vorliegt. Zur Diagonalisierung miissen Sie
nicht so vorgehen, manchmal sind auch geschickte AbklUrzungen oder
raffinierte Tricks moglich. Diese sollten Sie erkennen, um sich unnétige
Arbeit und l&angliche Umwege zu ersparen, siehe Ubungen (etwa M313).

Beispiel: Ist der KOrper K klein doch die Matrix A € K™*™ recht grof3,
etwa §K < n, dann kann man Schritte (2) und (3) Gberspringen, und in
(4) alle Kandidaten A\ € K einsetzen und direkt ker(A — A\I) berechnen.

Das Standardverfahren verdeutlicht einige wichtige Eigenschaften:
Alle Schritte (bis auf Punkt 3) sind Routineaufgaben der Linearen
Algebra. Diese kdnnen von einem Computer tbernommen werden.
Der Rechenaufwand ist dabei polynomiell, hochstens const - n?.

Kritisch ist und bleibt einzig der Punkt 3: die Bestimmung der Nullstellen.
Wenn dieser gelingt, sei es durch ginstige Umstande der gegebenen
Daten oder durch zusétzliche Uberlegungen zur vorliegenden Struktur,
so ist das Diagonalisierungsproblem insgesamt gelost.
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Wie schnell kbnnen wir das charakteristische Polynom berechnen?

Satz M2J: Berechnung des charakteristischen Polynoms
Sei K ein Kérper mit Elementezahl 1K > n.

Zu jeder Matrix A € K™*™ kdnnen wir das charakteristische Polynom
x4 € K[X]! berechnen mit < n* arithmetischen Operationen in K.

Dies gelingt trickreich und genial-einfach durch Lagrange—Interpolation:

Algo M24J: Berechnung des charakteristischen Polynoms

Eingabe: eine Matrix A € K™*" Uber K, wobei {K > n
Ausgabe: das charakteristische Polynom y 4 € K[X].

1: Wahle n verschiedene Stutzstellen x4, ..., z, € K.
2: Berechne die Werte y;, = det(xx — A) dank Gaul3 L2X.
3: Rekonstruiere x4 € K[X]. dank Lagrange—Interpolation B3A.

Ubung: Fiihren Sie die Details aus und beweisen Sie den Satz.
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In Ubungsaufgaben und Klausuren berechnen Sie charakteristische
Polynome meist fur kleine Matrizen, etwa n = 2, 3, 4. Es gelingt auch
noch fur grof3e, strukturierte Matrizen, etwa Begleitmatrizen M2qQ.

&) Zur Behandlung von groBBen, unstrukturierten Matrizen nutzen Sie
sinnvollerweise ein Computer-Algebra-System (CAS). Damit stellt sich
die dringende Frage, auch flr Sie als Nutzer/in, wie der Computer damit
effizient umgehen soll, und welcher Rechenaufwand zu erwarten ist.

A\ Die Leibniz—Formel L2G und die Laplace—Entwicklung L2z erfordern
schlimmstenfalls exponentiellen Aufwand, namlich » - n! Operationen.
Das Uberfordert selbst Supercomputer fir moderate n, siehe L259.

& Die Berechnung mit n* Operationen ist zwar immer noch aufwéndig
fir sehr grof3e n, aber effizient genug fur viele Anwendungen mittlerer
Gro3e, genau so wie Gaul3: Fir typische Laufzeiten siehe B216.

© Der Algorithmus von Faddeev—LeVerrier erreicht dasselbe Ergebnis
unter der Voraussetzung char K > n. Fur Details verweise ich auf
de.wikipedia.org/wiki/Algorithmus_von_Faddejew-Leverrier.
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Definition M2K: Zerfallung von Polynomen in Linearfaktoren
(0) Das Polynom P € K[X] ~\ {0} zerfallt Uber K in Linearfaktoren, falls

P(X):C(X—)\l)(X—)\g)(X—)\n) mit)\l,)\g,...,)\nEK.

Wir sagen hierzu kurz, P zerfallt Gber K oder P ist K—zerfallend.

(1) Das Polynom P zerfallt einfach oder ist einfach zerfallend,
falls alle Nullstellen einfach sind, also \; # A; fur alle i # j gilt.

(2) Durch Zusammenfassen mehrfacher Nullstellen erhalten wir
P(X)=c¢(X —p1)™ - (X — pur)™ mit Nullstellen puq, ..., u, € K
und Vielfachheiten rq, ..., r, € N>y, wobei p; # p; fr 7 # j gilt.
Der Exponent r; =: ord(P, u;) hei3t (Nullstellen-)Ordnung oder
(algebraische) Vielfachheit der Nullstelle x; im Polynom P.

Beispiele: P = X2 — 1 € Q[X] zerfallt gemaB P = (X — 1)(X +1).
X? — 2 € Q[X] zerfallt nicht Uber Q, aber Uber R in (X — v/2)(X ++/2).
X? 4+ 1 € Q[X] zerféallt nicht Gber R, aber tber C in (X —i)(X +1i).
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Alle bisherigen Begriffe und Verfahren der Linearen Algebra sind
tatsachlich linear (im Sinne der mathematischen Struktur) und daher
algorithmisch recht einfach (im Sinne der informatischen Komplexitat).

Die Faktorisierung von Polynomen und speziell die Nullstellensuche
verhalten sich dagegen splrbar anders, mathematisch und informatisch:
Dieses Problem gehort zur (nicht-linearen!) Algebra bzw. Numerik.

Dieser Frage konnen wir nun nicht langer ausweichen. Alles weitere ist
wieder originarer Bestandteil der Linearen Algebra, doch um tberhaupt
weiter arbeiten zu konnen, mussen wir uns um Nullstellen kimmern.

Definition M2K klart zunachst die notigen Begriffe und benennt das zu
erreichende Ziel: Wir wollen jedes Polynom in Linearfaktoren zerlegen.

© Uber den komplexen Zahlen C lasst sich dies immer erreichen,
genau dies ist die Aussage des Fundamentalsatzes der Algebra.
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¢ Satz A3c: Fundamentalsatz der Algebra
Jedes komplexe Polynom P € C|X] zerfallt Gber C. Ausfuhrlich:

Zu jedem Polynom P(X) = X"+ c; X" 1+ ...+ ¢, mitey,...,c, €C
existieren Nullstellen zy, ..., 2, € Csodass P(X) = (X —z1)--- (X —2zp).

Definition M2L: algebraischer Abschluss

Seien C' > K Korper, zum Beispiel C > R. Wir nennen C' algebraisch
abgeschlossen, falls jedes Polynom P € C[X] Uber C zerfallt.

Die Korpererweiterung C > K ist algebraisch, falls jedes Element
a € C Nullstelle eines geeigneten Polynoms P € K|[X] ist.

Wir nennen C' > K einen algebraischen Abschluss der Korpers K,
falls C algebraisch ist Gber K und zudem algebraisch abgeschlossen.

Beispiel: Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen, R jedoch nicht.
Die Erweiterung C > R ist ein algebraischer Abschluss des Korpers R.
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& Daher arbeiten wir meist lieber mit dem Korper C statt mit R.
Gllcklicherweise ist solch ein Abschluss tUber jedem Koérper mdglich:
Satz M2M: Existenz und Eindeutigkeit

Zu jedem Korper K existiert ein algebraischer Abschluss C > K.
Je zwei algebraische Abschliisse C und C’ von K sind isomorph.

Ich zitiere dies hier vor allem zur Beruhigung und als schénen Ausblick:
Diese und weitere Konstruktionen lernen Sie in der Vorlesung Algebra.

) Es besteht also kein grundsétzliches mathematisches Problem:
Wir kdnnen prinzipiell jedes Polynom in Linearfaktoren zerlegen,
notfalls nutzen wir hierzu eine geeignete Korpererweiterung.

/\ Die algorithmischen Fragen hingegen sind tiberaus anspruchsvoll
und fahren zu zwei wichtigen, modernen und tiefliegenden Themen:
einerseits die Computeralgebra fir exaktes, symbolisches Rechnen,
andererseits die Numerik fur effiziente Naherungslosungen.

Beide gehoren zum mathematischen Werkzeugkasten.
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Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit.

Der folgende Spezialfall ist besonders einfach und sympathisch:

Satz M2N: Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit.
Angenommen f € Endg (V') hat ein einfach zerfallendes Polynom, also

Xf(X) = (X = A)(X = Ag) - (X = An)

mit n Nullstellen A\;, A2, ..., A\, € K, wobei \; # \; fur alle ¢ # j.
(1) In diesem Falle ist f diagonalisierbar, denn es gilt

(2) Wir erhalten eine Eigenbasis B = (v, ve, . .., v,) durch Wahl von
Eigenvektoren v; € Eig(f, A\;) ~ {0}. Somit wird f dargestellt durch

Mg (f) = diag(A, ..., An).

Beweis: Wegen dimg E()\;) > 1 hat E = @ E(\;) <V mindestens

die Dimension n. Andererseits gilt dimx V =n, also E = V.
Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit. Eriutorung

Im allgemeinen Fall muss das char. Polynom x; € K[X] nicht zerfallen,
siehe etwa das Beispiel M1E. Selbst wenn x; € K[X]| Uber K zerfallt,
kann es mehrfache Nullstellen haben, siehe Beispiele M1C und M1D.
In diesem Falle ist zur Diagonalisierung noch kein Urteil moglich:

f kann diagonalisierbar sein (M1cC) oder auch nicht (M1D).

Im Falle mehrfacher Nullstellen hilft letztlich nur die Bestimmung
der Eigenrdume und insbesondere ihrer Dimension (Satz M11):

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn V' = @, s Eig(f, A) gilt, also
die Dimensionsgleichung n = ZAGJU) dimg Eig(f, A) erfillt ist.

Das ist genau dann der Fall, wenn zu jedem Eigenwert \ € K die
geometrische und die algebraische Vielfachheit Gbereinstimmen (M20).

Hierzu zeigen wir die folgende nitzliche Ungleichung: Die geometrische
Vielfachheit ist immer kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.
Das ist eine recht einfache, aber ebenso grundlegende Beobachtung,
die wir anschlie3end in Theorie und Praxis Uberall nutzen werden.
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Satz M20: geometrische und algebraische Vielfachheit
(1) Fur jeden Eigenwert A € o(f) qilt

I < dimg Eig(f,A) <ord(xs,A) < dim V'

(2) Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn (a) x Uber K zerfallt und
(b) fur jeden Eigenwert X € o(f) gilt dimg Eig(f, A\) = ord(x ¢, A):

,Die geometrische Vielfachheit erreicht die algebraische.”

Beweis: (1) Wir ergénzen eine Basis B = (vy,...,v;) von Eig(f, \) zu
einer Basis A = (v, ..., v, ...,v,) von V und erhalten die Darstellung

B x .
A=My(f) = [0 O] mit B = \ - I.
Somit gilt x4 = x5 - xc = (X — A)*Q und dimg Eig(f, \) < ord(x, ).
(2) Dies folgt aus der Eigenraumzerlegung M11, dank der Gleichung

> reo(s) dimg Big(f, A) = Y sco(p ord(xs, A) = n = dim V.
Geometrische und algebraische Vielfachheit ooy

(2a) Die rechte Gleichung » )., s ord(xs, A) = n ist genau dann erfllt,
wenn das charakteristische Polynom x , zerfallt. Andernfalls enthalt

Xf= (X =A™ (X = Ap)™Q
einen nicht-trivialen Faktor Q € K[X] ohne Nullstellen in K. Aus

> xeo(f) Ord(xy, A) +deg@ = n
mit deg Q > 0 folgt somit ZAGJU) ord(x s, A) < n.
(2b) Die linke Gleichung

ZAEU(JC) dimg Eig(f,\) = ZAGU(JC) ord(x, A)
ist genau dann erfallt, wenn summandenweise
dim Eig(f, ) = ord(xs, \)

fr jeden Eigenwert A gilt. Dank (1) gilt ,<“ in jedem Summanden;
gilt hierbei auch nur einmal die strikte Ungleichung ,<“, so kann dies
durch die anderen Summanden nicht mehr ausgeglichen werden.
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Aufgabe: Ist A Uber R diagonalisierbar? Falls ja, diagonalisieren Sie Al

|

Losung: (1a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom:

A: , B:

N O >
W N Ot

1
0
0

N O >
W = Ot

1
0
0

1-X 4 5
0 - X 1
0 2 3-X

=(1-X)[-X(3-X)—1-2]
= (1-X)(X?-3X-2)
= X34 4X% - X -2

XA(X) =

(1b) Die Nullstellen von x4 = —x 4 sind die Eigenwerte von A:
c(A)={ =1 =3:B-V17), \3=L3+V17)}

(1c) Da x 4 einfach zerfallt, schlieBen wir, dass A diagonalisierbar ist.
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Anwendungsbeispiel zur Diagonalisierung

(1d) Die Diagonalisierung verlauft weiter nach Standardverfahren M2I:

1 0 0
3(3—V17) 0

0 5(3+V17)
115 —V17) 115+ V1T)
1(=3—=V17) (=3+V17)

D=T71AT =

oo~ oo~ o o

T =

_|_
3
M_;_)—‘
[\
3

Die Rechnungen sind Routine, etwa flr ein Computer-Algebra-System

(CAS), doch fur die Handrechnung nicht ganz kurz. Obwohl die Matrix A
liber Q gegeben ist, sind Rechnungen in der Kérpererweiterung Q[v/17]
notig. Auch das gelingt letztlich problemlos, wie wir in Kapitel A bereits

gesehen haben. Ubung: Machen Sie die Probe! Was ist zu priifen?
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Anwendungsbeispiel zur Diagonalisierung Erlauterung

Wir fuhren das Standardverfahren ebenso fir die Matrix B aus.
Losung: (2a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom:

1-X 4 5
xp(X)=| 0 -X 2 |=(1-X)[-X(B-X)-2-2]

0 2 3=&1 _1_x)x?-3X -4
= X3 44X?2+ X —4
(2b) Die Nullstellen von xp = —x g sind die Eigenwerte von B:
cB)={ =1 A=-1 A\3=4}
(2c) Da x g einfach zerfallt, schlie3en wir, dass B diagonalisierbar ist.

) Die Matrizen A und B unterscheiden sich nur an einer Stelle.
Die Rechnungen fur B sind dennoch spurbar einfacher.
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Anwendungsbeispiel zur Diagonalisierung Edlauterung

(2d) Die Diagonalisierung verlauft weiter nach Standardverfahren M2i:

(1 0 0
D=T7"'BT=1{0 -1 0
0 0 4
(1 3 14
T=10 -4 3
0 2 6

[~ 1 16

ST PO

5 10

0 -5 —73

© Alle Eigenwerte liegen in Q, das vereinfacht die Rechnung spiirbar!
Ubung: Machen Sie auch hier die Probe! Was ist zu priifen?
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Beispiel: symmetrische reelle Matrizen

Beispiel M2P: symmetrische reelle 2 x 2—Matrix
Zu a,b, c € R betrachten wir die symmetrische Matrix

A= % b c R2X2
b c '

Ist A Gber R diagonalisierbar? Ihr charakteristisches Polynom ist

a—X

XA = b

b | _ 2 2
C_X'—X (a+ )X + (ac — b7).

Die Diskriminante ist D = (a + ¢)? — 4(ac — b*) = (a — ¢) + 4b* > 0.

Somit zerfallt x4 = (X — A1)(X — A2) Mit Ao = 3(a+ c+ VD) €R.
@ Bei D > 0 zerfallt x 4 einfach, daher ist A diagonalisierbar (M2N).
@ Bei D =0gilt b =0 und a = ¢, somit ist A bereits diagonal.

© Jede symmetrische Matrix A € R?>*? ist R—diagonalisierbar.
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Beispiel: symmetrische reelle Matrizen Erléuterung

© Das ist ein sehr schones, allgemeines und niitzliches Ergebnis:
Wir betrachten eine symmetrische reelle Matrix A € R™"*", also AT = A.

Der erste interessante Fall ist die Dimension n = 2:
Das obige Beispiel zeigt, dass A diagonalisierbar ist.

Dies beweisen wir spater allgemein in jeder Dimension n € N:
Jede symmetrische reelle Matrix ist Uber R diagonalisierbar!

Die Ausflhrung der Diagonalisierung erfordert wie immer die explizite
Berechnung einer Eigenbasis. Im Falle n = 2 gelingt dies bereits jetzt
ganz direkt. Im allgemeinen Fall werden wir dies spater genauer noch
untersuchen und hilfreiche Werkzeuge erarbeiten.

Ubung: Diagonalisieren Sie die obige Matrix A im Falle b > 0.
(1) Untersuchen Sie einige konkrete Zahlenbeispiele.
(2) Entwickeln Sie eine allgemeine Formel.
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Normiertes Polynom und seine Begleitmatrix Erlauterung

Tritt jedes normierte Polynom als charakteristisches Polynom auf? Ja!

Satz M2Q: normiertes Polynom und seine Begleitmatrix
Sei K ein Korper. Gegeben sei ein normiertes Polynom

P=X"4+p X" 1+...4+p,X%c K[X]}.

Hierzu definieren wir die Begleitmatrix (engl. companion matrix):

0 0 ... 0 —pn

1 0 ... 0 —pn
C=C(P):=[0 1 - i —pp_o| € K™"

Lo, e D

0 ... 0 1 —p

(1) Inr charakteristisches Polynom ist P. (2) Genau dann ist C Gber K
diagonalisierbar, wenn P = (X — A\;)--- (X — \,) einfach zerfallt.

In diesem Falle gelingt die Diagonalisierung VCV ! = diag(A1, ..., An)
mit der Vandermonde-Matrix V = (\)/=)"~! € GL,(K), siehe B3A.

1=1,....n
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Normiertes Polynom und Begleitmatrix Erlauterung

Einfache Zerfallung ist immer hinreichend flr Diagonalisierbarkeit (M2N).
Satz M2qQ besagt speziell fur die Begleitmatrix C' = C'(P), dass einfache
Zerfallung auch notwendig ist und gibt explizit eine Eigenbasis an.

Ubung: (1) Berechnen Sie das Polynom, hier y~ = P, indem Sie die
charakteristische Matrix X1 — C nach der letzten Spalte entwickeln.

(2a) Fur jeden Skalar A € K gilt dim Eig(C, \) < 1,

denn die Matrix AI — C' hat mindestens Rang n — 1.

(2b) Wie folgt daraus das Diagonalisierbarkeitskriterium?

Warum ist es hier nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig?
(2c) Die Eigenvektoren finden wir auf ganz natdrliche Weise in den

folgenden Untersuchungen zur linearen Rekursionen. Sie kbnnen es
jetzt schon direkt versuchen, oder anschlie3end darauf zuriickkommen.

© Die inverse Matrix V! ist miihsam, wie so oft. Fir die Probe ist sie
gar nicht n6tig: Es genugt sicherzustellen, dass V invertierbar ist (B3A),
und statt VCV ! = D die aquivalente Gleichung VC = DV zu priifen.
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Anwendungsbeispiel: die Fibonacci—Folge

Die Fibonacci—Folge f:N — N:n — f, ist definiert durch die Startwerte
fo=0und f; =1 sowie fur n € N>, die Rekursionsvorschrift

fn — fn—l + fn—2-

Die ersten Werte sind demnach:

n 0 1 2 3 1 5 6 7 8 9
fn 0 1 1 2 3 5 8 | 13 | 21 | 34

Leonardo Fibonacci beschrieb damit im Jahr 1202 das Wachstum einer
Kaninchenpopulation; in der Natur ist sie ein recht haufiges Muster.

Far alle n € N gilt die phantastische Binet—Formel

(=) (5]

Ubung: (1) Wie beweisen Sie die gegebene Formel? Induktion! (C443)
(2) Wie finden Sie eine solche Formel? Eigenwerte und Eigenvektoren!

1
fn:ﬁ
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Anwendungsbeispiel: die Fibonacci—Folge Edlauterung

Naherungswerte sind ¢ = 1+—2*/5 ~ 1.618 und ¢ = 1‘2ﬁ ~ —0.618.

© Die geschlossene Formel fiir f,, zeigt das Wachstumsverhalten:
@ Der zweite Summand (1_7\/5)" konvergiert rasch gegen Null.
@ Die Fibonacci—Folge f,, wachst exponentiell, wie (%)”.

) Zun&chst handelt die Fragestellung von Zahlenfolgen und Rekursion.
Auf den ersten Blick hat das nichts mit Linearer Algebra, Matrizen oder
gar Eigenvektoren zu tun. Es zeigt sich jedoch, dass diese universellen
Werkzeuge auch hier wunderbar effizient angewendet werden kdnnen!

Das ist ein allgemeines und haufiges Phanomen: Die Problemstellung
deutet meist noch nicht die moglichen oder nétigen Werkzeuge an.
Zur Problemldsung braucht es daher Erfahrung und Kreativitat.

Man erblickt nur, was man schon weif3 und versteht. (Goethe)

& Erfahrung sammeln Sie durch Ubungen wie etwa der folgenden.
Vielfaltige Rechnungen und Erprobung der Werkzeuge tbt die korrekte
Anwendung und férdert Ihre Kreativitat bei zuklnftigen neuen Aufgaben.
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Der Folgenraum K" mit Verschiebeoperator

Sei K ein Korper, etwa K = Q, R, C. Wir betrachten den Vektorraum K~
aller Folgen f:N — K:n — f,, und hierauf den Verschiebeoperator

S KN%KN . (f07f17f27"°)'_>(f17f27f37"')'

Ausgeschrieben bedeutet das s(f) = g mit g,, = fr11-
Dies ist offensichtlich eine K—lineare Abbildung.

Aufgabe: Bestimmen Sie zu s alle Eigenwerte und Eigenraume.

Losung: Sei A € K. Die Gleichung s(f) = Af bedeutet ausgeschrieben
S<f) - (f17 f27 f37 c ) = ()‘f07 >\f17 )\f27 x ) — >\f

Das entspricht der Rekursionsvorschrift f,,.1 = Af, fur alle n € N.
Jede solche Folge f:N — K erflllt somit f,, = A" f, fur alle n € N.
Wir wahlen den Eigenvektor ey : N — K:n — A" und erhalten:

Eig(s,\) = {ex )i
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Der Folgenraum K" mit Verschiebeoperator Erlauterung

&) Hier ist jeder Skalar A € K ein Eigenwert, also o(s; K) = K.
Jeder Eigenraum ist eindimensional, das ist &uB3erst Ubersichtlich.
Die Eigenvektoren ey kbnnen wir bequem und explizit angeben.

/\ Hier ist der Vektorraum K unendlich-dimensional. Determinante
und charakteristisches Polynom stehen uns daher nicht zur Verflgung.
Dennoch kdnnen wir Eigenwerte und Eigenraume direkt berechnen.

Ubung: Ist der Verschiebeoperator s: KN — KN diagonalisierbar?
Auch wenn der Raum K" unendlich-dimensional ist, kbnnen wir uns
dennoch eine diagonalisierende Basis wiinschen. Ist dies hier erfillbar?
(Der endliche Fall K < o~ ist leicht, der allgemeine Fall etwas knifflig.)

Ubung: Im Falle K = R, C betrachten wir die Menge U = ¢ (N, K) der
beschrankten Folgen. Dies ist ein Unterraum von KY. Dieser Unterraum
ist s—invariant, das heif3t s(U) C U. Durch Einschrankung erhalten wir
den Verschiebeoperator s: U — U. Bestimmen Sie sein Spektrum.
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Anwendungsbeispiel zu rekursiven Folgen

&) Wir untersuchen nun die Fibonacci—Folge mit unseren Werkzeugen
der Linearen Algebra, hier also mit Eigenwerten und Eigenvektoren.

Wir betrachten in KN den Kern von s — s — id, also den Unterraum

V:{f:N—>K]VnEN:fn+2:fn+1+fn}'

Nach Konstruktion ist V' < KN zudem s—invariant, das hei3t s(V) C V.
Durch Einschrankung erhalten wir den Verschiebeoperator s: V — V.

Aufgabe: (1) Welche Dimension hat V? (2) Stellen Sie s als Matrix dar.
(3) Bestimmen Sie Eigenwerte & Eigenraume. (4) Diagonalisieren Sie s.
(5) Linearkombinieren Sie die Fibonacci—Folge aus Eigenvektoren.

Losung: (1) Wir betrachten die Projektion

q KNZV%Kz . (f07f17f27"')'_>(f07f1)'

Zu beliebigen Startwerten fj, f1 € K existiert genau eine Folge f € V.
Somit ist ¢: V' = K2 ein Isomorphismus, insbesondere dimg V = 2.
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Anwendungsbeispiel zu rekursiven Folgen

(2) Als eine Basis A = (a1, a2) von V wahlen wir a; = (1,0,1,1.2.3,.. )
und az = (0,1,1,2,3,5....). Es gilt s(a1) = as und s(a2) = a1 + as. Also:

A= M(s) = [g ﬂ |

(3) Aus dieser Matrix gewinnen wir das charakteristische Polynom:
=X 1 w2 v
XA—| 1 1—X|_X X -1
Die beiden Nullstellen sind ¢ = (1 + /5) und ¢ = (1 — v/5).
Als Eigenvektoren erhalten wir u = (¢")peny Und v = (") pen in V.
(4) Damit erhalten wir eine Eigenbasis B = (u,v) von s: V — V sowie
_ 0] . 1 1 _ 1 [—y 1
D=7"'AT = |? ]mltT:[ ]undle—[ ]
[0 (G ¢ P V5l —1

Obwohl die Matrix A Gber Q gegeben ist, sind Rechnungen in der
Korpererweiterung Q[v/5] nétig. Ubung: Machen Sie die Probe!
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Anwendungsbeispiel zu rekursiven Folgen

(5) Wir stellen die Fibonacci—Folge f = (0,1,1,2,3.5.8,...) € V dar als
Linearkombination der Eigenvektoren u = (¢")pen Und v = (") en:

_ 0 = ag” + by’ 0] _ . [a
f=au+bv <& {1:agb1+bwl} & [1]T[b]

Wir finden so die einzige Lésung flr die gesuchten Koeffizienten:

o= =

Explizit ausgeschrieben ergibt dies die Binet—Formel:

(=) ()]

) So I6sen Sie Rekursionsgleichungen durch geschlossene Formeln.
Dies gelingt mit den Werkzeugen der Linearen Algebra: Eigenvektoren!

Ubung: Priifen Sie die so gefundene Gleichung per Induktion (C443).

1
fn:ﬁ
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Anwendungsbeispiel zu rekursiven Folgen Edlauterung

Das hier gezeigte Verfahren gilt allgemein fur rekursive Folgen!
V={fNoK|Vk>n: fi+pife1+ - +0ufrn=0}
Dies entspricht der Rekursionsgleichung P(s)(f) = 0 mit dem Polynom
P=X"+p X" '+ +p,X° € KIX];.

Im Fibonacci—Beispiel haben wir P = X? — X — 1 betrachtet.

Allgemein ist P € K[X]. gegeben, wir haben also V' = ker P(s).
Dieser Unterraum V in K ist s—invariant, das heiBt s(V) C V.

Wir wollen den Verschiebeoperator s: V' — V diagonalisieren,
also eine Basis aus Eigenvektoren der Form (A\"),,cn bestimmen.

Falls P Gber K einfach zerfallt, so gelingt dies wortlich wie zuvor:
Zu beliebigen Anfangswerten finden wir so eine geschlossene Formel!

© Das ist das Standardverfahren M2| zur Diagonalisierung,
und es funktioniert auch fur Rekursionsgleichungen wunderbar.
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Lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen

Satz M2R: lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen
Sei K ein Kérper. Vorgelegt sei ein beliebiges normiertes Polynom

P=X"+p X" 1+... 49, X" e K[X]L.
Wir betrachten den Folgenraum K~ mit dem Verschiebeoperator

s KN = KN (fo, fi, 2, ) = (f1, f2, f3y -2 )

Darin liegt der K—Untervektorraum V < K" der P—rekursiven Folgen:
V =ker P(s) = {f:N%K‘Van ; fk—|—p1fk_1—|—---—1—pnfk_n:O}
Dieser Unterraum ist s—invariant, s(V') C V, mit Dimension dimg V' = n.

Genau dann ist der (so eingeschrankte) Verschiebeoperator s: V. — V
uber K diagonalisierbar, wenn das Polynom P Uber K einfach zerfallt,

Zu jedem Eigenwert X\ haben wir die Eigenfolge ey : N — K:n — \".
Wir erhalten so die Eigenbasis (e),, ..., ey, ) von V bezuglich s.
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Lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen

Einfache Zerféllung ist immer hinreichend fur Diagonalisierbarkeit (M2N).
Satz M2R besagt speziell fir den Verschiebeoperator, dass einfache
Zerfallung auch notwendig ist und gibt explizit eine Eigenbasis an.

Aufgabe: Beweisen Sie diesen allgemeinen Satz nach dem Vorbild
des Fibonacci—Beispiels. Bestimmen Sie (1) die Dimension von V,
(2) eine darstellende Matrix zu s: V — V, (3) alle Eigenwerte und
(4) Eigenraume, (5) eine Eigenbasis und (6) den Basiswechsel.

Losung: (1) Wir betrachten die Projektion
q: K>V K" fe (fo,.on s fao1)
Zu je n beliebig vorgegebenen Startwerten fy, ..., fn1 € K

existiert genau eine P—rekursive Folge f = (fo,---, fu—1, [0, ---)-

Somitist g: V' = K" ein Isomorphismus, insbesondere dimg V' = n.
Diese einfache Vorgehensweise ist ebenso elegant wie effizient.

& Durch diesen Isomorphismus ¢ bestimmen wir die Dimension
und erhalten nach Wunsch auch Basen, etwa (¢~ *(e1),...,q¢ 1 (en)).
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Lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen

(2) Den Verschiebeoperator s: V' — V kdnnen wir wie folgt darstellen:

S

V > V
| |
K" 4 Lk
 fo ] [ f1] [0 1 0 O 71T fol
J1 J2 0 0 1 : J1
fo | = |f3| = : : oo . 0 fo
: : 0 0 0 1 :
_fn—l_ _fn_ | —Pn —Pn-1 —Pn-2 ... —P1] _fn—l_

Das charakteristische Polynom ist x4 = P, dank A = C'(P)T und M2Q.
Wir sehen dim Eig(s, A\) < 1 und kdnnen direkt Satz M11 anwenden:

(3) Genau dannist s: V — V diagonalisierbar, wenn P einfach zerfallt,
PX)=(X—=-A1)-- (X =Ay) mitAq,...; A\, e Kund \; # A fUr ¢ # j.
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Lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen

(4) Es gilt Eig(s, \) = ( ey )i mit der Eigenfolge ey : N — K:n — A"

(5) Wir erhalten so die Eigenbasis (ey,, ..., ey, ) von V beziglich s.
(6) Hierdurch wird der Verschiebeoperator s: V' — V diagonalisiert:
A 0 ... 0] BN DY D

riar=|Y 22 (:) mit T = Aﬁ A An
0 ... 0 A LAt anet

© Die Basiswechselmatrix T = VDM(\1, Ao, ..., A\, )T ist die beriihmte
Vandermonde—Matrix (siehe Satz B3A), hier transponiert. Alles ist gut.

Ubung: Machen Sie die Probe AT = T'D.

& Die inverse Matrix 7! ist miihsam, wie so oft. Fiir die Probe ist sie
gar nicht notig: Es genugt sicherzustellen, dass T' invertierbar ist (B3A),
und statt T-! AT = D die aquivalente Gleichung AT = TD zu prufen.




0 0 c ; M301
Trigonalisierung eines Endomorphismus

Definition M3A: Trigonalisierung eines Endomorphismus
Sei K ein Ring, wir denken insbesondere an Korper wie C,R, Q,F,, .. ..

(1) Sei f:V — V linear Uber K. Eine trigonalisierende Basis zu f ist
eine Basis B von V, fUr die die darstellende Matrix von f trigonal ist:

)\1 * E S
Mz(f)=10 --. x
0 0 X\,

Existiert eine solche Basis B von V', so nennen wir f trigonalisierbar.

(2) Sei A € K™*", Ein trigonalisierender Basiswechsel zu A Uber K
ist eine invertierbare Matrix T' ¢ GL,,(K), so dass T~ AT trigonal ist:

)\1 E *
T AT = |0 -, =*
0 0 M\,

Existiert eine solche Matrix T', so nennen wir A trigonalisierbar.
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Trigonalisierung und Zerfallung

Wie kdnnen wir feststellen, ob f bzw. A trigonalisierbar ist?

Satz M3B: Trigonalisierung < Zerfallung

Sei f:V — V linear Gber dem Kérper K mit dimg V = n < oc.
Genau dann ist f Uber K trigonalisierbar, wenn x ¢ Gber K zerfallt:

XFX)=(X =M (X —A) Mith,... A\, €K

Dasselbe gilt flr die Trigonalisierung einer Matrix A € K™*™ Ober K.

Beispiel: Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum Uber C.
Dann ist jeder C—Endomorphismus f:V — V trigonalisierbar.

Beweis: ,=" Zu f sei B eine trigonalisierende Basis von V':

)\1 * *
B=Mz(f)={0 . =
0O 0 M\,

Demnach gilt xy = xp = det(XI — B) = (X — A1) --- (X = \p).
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Trigonalisierung und Zerfallung

~<=": Wir fihren Induktion Gber n. Fir n = 1 ist die Aussage trivial.
Sei nun n > 2, und die Behauptung flr n — 1 sei bereits bewiesen.

Zum Eigenwert \; € K existiert ein Eigenvektor v; € Eig(f, A1) < V.

Diesen erganzen wir zu einer Basis A = (v1, ua, ..., u,) von V. (J2B)
s | A1k k% | B | )g)l : « x|
¥ B 9 X *
pu— M pu—
] I | 00 0 A

|

Wir zerlegen V =U @ V' inU = (v1 Y und V' = (ug, ... up )y
Einschréankung und Projektion ergibt /' = py/ o fo vy : V! — V',
In der Basis A’ = (ug, ..., uy) gilt A’ = M%4,(f') wie oben gezeigt.
Wir haben x ¢ = (X — A1) - xy, also zerfallt auch das Polynom x .
Dank dim V’ = n — 1 greift nun unsere Induktionsvoraussetzung:

Zu f' existiert eine trigonalisierende Basis B’ = (vs, ..., v,) von V",
Die Basis B = (v1,v9,...,v,) VOn V trigonalisiert f:V — V.
Trigonalisierung und Zerfallung Eriutorung

) Um Induktion Uiber die Dimension flihren zu kdnnen, miissen wir
die Dimension reduzieren. Der entscheidende Konstruktionsschritt
ist hier die Projektion auf den strikt kleineren Teilraum V' < V:

f

V > V
LV’I lpv,
Vl _______ f _/ —————— > V,

Konkret bedeutet das: Zu jedem o' = >} _, aguy € V' betrachten wir

f(') = Bror + 37—, Brug und setzen f/(v') := S0, Bruy € V.
Wir ignorieren also ganz dreist-naiv den Stérterm gyv, € U.

©) Dass f': V' — V' linear ist, sehen wir an f’ = py+ o f oty

© Inder Zerlegung V = U @ V' als direkte Summe ist die Wahl des
Komplements V'’ willkdrlich. Mit dem Quotienten W = V/U gelingt dies
natdrlich und elegant, aber auch abstrakter. Dies fuhren wir nun aus.
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Trigonalisierung: der Quotiententrick Erléuterung

Lemma M3cC: Endomorphismus einer kurzen exakten Sequenz
Sei f:V — V linear Ober K und U < V ein invarianter Unterraum.

(1) Wir haben die Einschrankung g = f{/ und auf dem Quotienten
W = V/U die lineare Abbildung h: W — W:z+U — f(z) 4+ U.

U c i \ V q W
\[g fog. \[f \ \[h
U c i \ V q W\

(2) Aus je zwei Basen A von U und € von W erhalten wir eine Basis
B von V gemal3 Satz J2M. Fir die darstellenden Matrizen gilt dann:

Mi(g) = ]

FuUr die charakteristischen Polynome folgt somit x s = x4 - xn.

v
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Trigonalisierung: der Quotiententrick Erlauterung

Aufgabe: Beweisen Sie Lemma M3cC und damit erneut Satz M3B.

Beweis von Lemma M3c: (1) Wirerhalteng: U - Uund h: W — W
durch lineare Faktorisierung Utber eine Injektion I12F bzw. Surjektion I2E.
(2) Die Matrixdarstellung folgt aus (1) und der Konstruktion der Basis B.

Beweis von Satz M3B: Wir zeigen hier nur die Ruckrichtung <"
Wir fihren Induktion Gber n = dim V. Flr n = 1 ist die Aussage trivial.
Sei nun n > 2, und die Behauptung fir n — 1 sei bereits bewiesen.

Zum Eigenwert \; € K existiert ein Eigenvektor v; € Eig(f, A1) < V.
Der Unterraum U = (v; )} < V ist f=invariant. Lemma M3c beschert
uns die lineare Abbildung h: W — W auf dem Quotienten W = V/U.
Dabei gilt xr = (X — A1) - xn, also zerféllt auch das Polynom yy,.

Dank dimW = dim V — dim U < n greift die Induktionsvoraussetzung:
Zu h: W — W existiert eine trigonalisierende Basis C = (ws, ..., wy,).
Wir wahlen Urbilder vo, ..., v, € V mit ¢(v;) = w;. Dank Lemma M3cC
wird f durch die Basis B = (v1,vg,...,v,) trigonalisiert.
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Trigonalisierung: Fahne von Unterraumen Erlauterung

Definition M3D: Fahne von Unterraumen
(1) Sei V ein K—Vektorraum der Dimension n. Eine Fahne ist eine Kette

{0}=Vh<WVi<--- <V, =V

von Unterraumen. Dabei gilt 0 = dim V) < dimV; < --- < dim V, = n.
Eine vollstandige Fahne erflllt / = nund dimV; =i firi =0,1,...,n.

v

Die ersten Teilraume Vy < V; < Vo mit dim V; = ¢ entsprechen Punkt,
Gerade, Ebene; daher der geometrisch anschauliche Name ,Fahne®.

Beispiel: Ist (vy,...,v,) eine Basis von V Uber K, so definieren die
aufgespannten Unterraume V; = (wvy,...,v; )g fUri=0,1,...,n
eine vollstandige Fahne {0} =V < V1 <--- <V, = V.

Definition M3D: invariante Fahne von Unterraumen

(2) Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung.

Ein Unterraum U < V hei3t f—invariant, wenn f(U) C U qilt.
Eine Fahne (V;); heil3t f-invariant, wenn f(V;) C V; fur alle i gilt.

v
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Trigonalisierung: Fahne von Unterraumen Erlauterung

Lemma M3E: Trigonalisierung < invariante Fahne

Genau dann ist f: V' — V trigonalisierbar, wenn eine vollstandige,
f—invariante Fahne {0} =V, < V1 < --- <V, = V existiert.

_)\1 € % k|
0 X *x %
ME(f)=1{ , o ..
0 0 0 Ay

Aufgabe: Beweisen Sie dieses Lemma.

Losung: ,=": Angenommen, zu f existiert eine trigonalisierende Basis

(v1,...,vy) von V. Die Unterradume V; = (vy,...,v; )g fUri =0,1,...,n
sind eine vollstandige Fahne und zudem f—invariant, denn f(V;) C V;.
,~<="“: Durch schrittweise Erganzung erhalten wir eine Basis (v, ..., v;)

von V;. Die Basis B = (v, v, ...,v,) von V trigonalisiert f:V — V.
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Spur und Determinante aus Eigenwerten

Satz M3F: Spur und Determinante
Sei A € K™"*" eine Matrix mit zerfallendem charakteristischen Polynom

XA(X) = (X = A)(X = Ag) -+ (X = An).

(1) Die Spur von A ist die Summe der Eigenwerte:

tr(A) =AM+ X+ 4+ Ay

(2) Die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte:

det(A) = )\1 )\2>\n

© Die Spur tr(A) der Matrix A ist besonders leicht zu berechnen.
Wenn wir also n — 1 Eigenwerte kennen, so ist der letzte gratis!

© Uber C zerféllt jedes Polynom, die Voraussetzung ist also erfiillt.
Dasselbe gilt Gber jedem algebraisch abgeschlossenen Korper.

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz! (Zwei Wege sind méglich.)

Spur und Determinante aus Eigenwerten HETE

Erster Beweis: Wir multiplizieren zur Monomform aus:
XAX) = (X = A)(X = Ag) - (X = Ap)
= X" —a, 1 X" P 4 (=1)"a
Dank Satz M2c kennen wir die extremen Koeffizienten:
tr(A) = ap1 = M+ Aot F Ans
det(A) = a9 = A -Aa---Ap.

Zweiter Beweis: Dank M3B kénnen wir A trigonalisieren zu
)\1 S *
B=T1'AT =10 -.. x
0 0 M\,

Dank Satz M2F gilt dabei x4 = x5, also insbesondere

tr(A) = tr(B) = M4+ + A,
det(A) = det(B) = A1- Ao M.

© Der zweite Beweis ist noch schéner, dank starkerer Werkzeuge.
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Elementarsymmetrische Polynome Erléuterung

Der obige Satz M3F erklart die Spur tr(A) = A1 + A2 + - -- + A\, und die
Determinante det(A) = A1 A2 - - - A, @aus den Eigenwerten. Aligemein:
Definition M3G: elementarsymmetrische Polynome

Im Polynomring Z|T, X4, ..., X,] betrachten wir das Produkt

(T+X)(T+X2) (T+Xp) =T"+ 1 T" ' + 02T 2+ -+ + 0.

Der hier auftretende Koeffizient oy, € Z[ X1, ..., X, fUrk=1,2,... nist
das elementarsymmetrische Polynom vom Grad & in X7, Xo,..., X,:

01(X1,X2,..., Xp) = X1 + Xo+ -+ X,

O-k(Xla X27 <. 7Xn) - Zi1<i2<~--<ik XilXig tot sz

O-n(XlaX% 5o 7Xn) = X1 X0 Xy

Das Polynom o, ist die Summe von (}}) Monomen, jedes vom Grad k.
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Elementarsymmetrische Polynome Erléuterung

Satz M3H: Wurzelsatz von Vieta

Vorgelegt sei ein normiertes Polynom P € K[X]!, einerseits als Summe
von Monomen und andererseits als Produkt von Linearfaktoren:

P=X"+a X" 14+ .  4a,=X-2)X=X) (X =)
Dann gilt a;, = (=1)*ox (A1, A2, ..., \n), @lso ausgeschrieben
ak = (_1)k Zi1<i2<---<ik >‘i1)‘i2 T )\ik'

Dies qilt insb. flr das charakteristische Polynom und die Eigenwerte!

Aus den Nullstellen A4, ..., A, € K von P kbnnen wir also ganz leicht
die Koeffizienten ay, ..., a, € K bestimmen: Ausmultiplizieren genugt.

Umgekehrt bestimmen die Koeffizienten a4, ...,a, € K von P
eindeutig die Nullstellen A1, ..., \, bis auf die Reihenfolge.

Die Faktorisierung ist wesentlich schwieriger als das Ausmultiplizieren!
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Die Spur lesen: Der letzte Eigenwert ist gratis!

Aufgabe: Gegeben ist die Matrix A € R*** mit vier Vektoren:

18 —50 10 10] 0 —3 0 _1
4 11 -1 -3 1 1 1 0
A=1_19 30 10 4 |'0= |4l 0| 9= 2] ¢ |
2 2 2 -2 0 =1 3 1]

(1) Welche davon sind Eigenvektoren von A? Zu welchen Eigenwerten?
(2) Bestimmen Sie alle Eigenwerte, (3) Eigenrdume, (4) eine Eigenbasis.

Losung: (1) Wir setzen die Definition Av = Av ein und rechnen:

0 [—10] -3 —6
1 7 1 2

Ab=A 4 =1 g ¢ Rb, Ac=A ol = 1o = 2c,
0] | 10 |—1] (2]
0] [o] —1]  [-2]
1 0 0 0

Ad=A 5| = o = 0d, Ae=A N = 2e
3 10 | —1] | —2]

Die Spur lesen: Der letzte Eigenwert ist gratis! Eriauerng

© Teil (1) ist eine leichte Fingerlibung: Um zu priifen, ob v € K™ ein
Eigenvektor der Matrix A € K™*" ist, genugt es, die Definition Av = \v
einzusetzen. .. und im gunstigen Fall den Eigenwert X abzulesen.

/\ Es lohnt sich, die wertvollen Informationen aus Teil (1) zu nutzen!
Die hier angebotenen Daten sind nicht zufallig, sondern mit Bedacht
vorbereitet; in einer Klausur sind sie eine gezielte Hilfestellung.
Auch auB3erhalb von Klausuren kann diese Situation entstehen.

&) Alternativ, aber ungeschickt, kann man die hilfreichen Daten aus
Teil (1) ignorieren und flr (2—4) stur das Standardverfahren einsetzen:
Das charakteristische Polynom entwickeln und seine Nullstellen finden,
Eigenrdume berechnen und eine Eigenbasis wahlen. Das ist mihsam.

& Sie arbeiten umso effizienter, je genauer Sie verstehen, was Sie tun!
. insbesondere, was Sie schon haben und was Sie noch suchen.

Sie kbnnen dann geschickt vom Standardverfahren abweichen,

je nach konkretem Bedarf und moéglichen Abkuirzungen.
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Die Spur lesen: Der letzte Eigenwert ist gratis!

[—18 —50 10 10] 0] -3 0 —1
4 1 -1 -3 1 1 1 0
A=1_19 30 10 4|7 sl o |2 7 |
2 2 2 2] 0 |—1 3 -1
(2) Dank (1) wissen wir Eig(4,0) > (d )i und Eig(4,2) > (¢, e ).
Damit kennen wir drei der vier Eigenwerte: Ay =0, Ao = 2, A3 = 2,
Dank tr(A) = 1 bekommen wir den vierten gratis: Ay = —3.
Ohne weitere Mlhe schlieBen wir x4 = X(X — 2)%(X + 3).
(3) Wir berechnen den Eigenraum Eig(A, —3) wie Ublich mit Gauf3:
—15 —50 10 10] 10 0 1]
|4 14 -1 3| caws |0 1 0 —1lp
A+3I=1_19 39 13 4| wm [0 01 0
2 2 2 1 0 00 0 |
Demnach gilt Eig(A, —3) = ( f ) mit f = (=2,1,0,2)T.
(4) Damit haben wir zu A unsere Eigenbasis (d, ¢, e, f) gefunden.
Die Spur lesen: Der letzte Eigenwert ist gratis! Eriauering

&) Dank der Informationen aus (1) sind unsere Rechnungen (2—4) in
dieser Anwendung wesentlich effizienter als das Standardverfahren!

Vielleicht erscheint Ihnen die obige Aufgabenstellung etwas kinstlich,
das will ich gar nicht bestreiten. Ganz unrealistisch ist das Vorgehen
jedoch auch nicht, denn in Anwendungen verfliigen Sie manchmal
Uber Teilinformationen, und diese sollten Sie geschickt nutzen.

Das Standardverfahren M2i zur Diagonalisierung hat nattrlich trotzdem
seine Berechtigung: Wenn Sie keine weiteren Daten oder ldeen haben,
dann bietet es Ihnen eine allgemeine und verlassliche Methode,

um das Diagonalisierungsproblem zu IGsen.

Variantenreiche Beispiele wie das vorige zeigen lhnen jedoch ebenso,
dass Sie sich nicht stur auf vorgefertigte Rezepte verlassen sollten.
Manchmal sind geschickte Abkurzungen oder raffinierte Tricks moglich.
Diese sollten Sie erkennen, um sich unnétige Arbeit zu ersparen.

) Denken hilft!
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Das lokale Minimalpolynom

Sei f:V — V linear Uber dem Kdérper K und dimg (V) = n < oc.
(1) Jeder Vektor v € V erzeugt seinen f—zyklischen Unterraum

Z:={(ffv)|keN), <V

Wegen dimg (Z) < n sind fO(v), f1(v),..., f*(v) linear abhangig (J2K).
(2) Sei m € N minimal, sodass f°(v),..., f™(v) linear abhangig sind.
Somit ist die Familie f°(v), ..., f™ 1(v) noch linear unabhéngig,

und wir erhalten ag f°(v) + ... + am_1 ™ H(v) + f™(v) =0

mit eindeutigen Koeffizienten ag, ..., a1 € K.

Definition M3I: das lokale Minimalpolynom

Wir nennen = p% := ap + a1 X +--- + a1 X™ ' + X € K[X] das
lokale Minimalpolynom von f:V — V bezlglich des Vektors v € V.

Das Polynom P = p7% ist normiert und annulliert v gemas P(f)(v) = 0.
Unter allen Polynomen in K[ X] mit diesen beiden Eigenschaften hat es
den kleinsten Grad, daher der Name Minimalpolynom von f bzgl. v.
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Das lokale Minimalpolynom Erléuterung

Allgemein gilt f© = idy und f! = f sowie rekursiv f¥+1 = f o f*,
Dies sind die Potenzen von f:V — V im Endomorphismenring

(Endg (V), +,0,0,idy).

Firv e V gilt fO(v) = v und f1(v) = f(v) sowie f*1(v) = f(f*(v)).
Die Familie f°(v), f1(v), f3(v),... in V entsteht demnach aus dem
Startvektor v € V durch wiederholte Anwendung von f:V — V.

© Die obige Definition M31 erklart zugleich einen Algorithmus:

Algo M3i: Berechnung des lokalen Minimalpolynoms

Eingabe: ein Endomorphismus f:V — V und ein Vektor v € V/
Ausgabe: das lokale Minimalpolynom % € K[X]

1: Wabhle eine Basis von V' und schreibe f°(v), f1(v),..., f™(v) als
Spalten in eine Matrix M bis der Rang stagniert bei rang M = m.
2: Bestimme den Kern ker M = ( (ag,a1,...,0m-1,1)T).

3: return ,u;i —ag+a X+ +a, 1 X"+ X™
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Der Satz von Cayley—Hamilton

Lemma M3J: Cayley—Hamilton
Das lokale Minimalpolynom 4 teilt das charakteristische Polynom x .

Aufgabe: Beweisen Sie dieses Lemma nach folgender Anleitung:
(1) Berechnen Sie zu g = f|% das charakteristische Polynom .
(2) Vergleichen Sie dies mit dem charakteristischen Polynom .

Losung: (1) Wir nutzen weiterhin die obigen Bezeichnungen (M31).

Wir haben Z = ( f*(v) | k < m )% < V mit der Basis B = (f*(v))".
Nach Konstruktion gilt f(Z) C Z, das heif3t, der Raum 7 ist f—invariant.
Die Einschrankung g = f|Z wird dargestellt durch die Begleitmatrix

0 0 ... 0 — Qo

1 0 ... 0 -—a
B:=Mz(g)= |0 1 - —ag | =:C(u}).

Lo 0

_O 0 1 —Qm—1

Das charakteristische Polynomist x, = det(X — B) = u} dank M2Q.
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Der Satz von Cayley—Hamilton

(2) Wir erganzen die Basis B von Z zu einer Basis A von V.
Bezulglich dieser Basis wird f:V — V dargestellt durch die Matrix

B x

A=MI =

FUr diese Block-Dreiecksmatrix gilt (dank L2V)
xf = det(XT — A) = det(XI — B)det(XI —C) = x4 Q.

In Worten ausformuliert ist das genau die Behauptung: Das lokale
Minimalpolynom n7 = X, teilt das charakteristische Polynom .

Satz M3k: Cayley—Hamilton

Sei f € Endg (V) und dimg (V') < oco. Dann gilt x¢(f) = 0in Endg (V):
Das charakteristische Polynom von f annulliert den Endomorphismus f.

Beweis: Sei v € V. Dank obigem Lemma gilt xy = @ - u mit Q € K[X],
also x;(f)(v) = Q(f)u7(f)(v) = 0. Wir schlieBen x(f) = 0.
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Cayley—Hamilton far Matrizen: falscher Beweis Erléuterung

Der Satz M3K von Cayley—Hamilton fir Endomorphismen ist
aquivalent zu folgender Formulierung fir quadratische Matrizen:
Satz M3K: Cayley—Hamilton flir Matrizen

Flr jede Matrix A € K™ und x4 € K[X]! gilt xa(A) = 0in K™*";
Das charakteristische Polynom von A annulliert die Matrix A.

/\ Verlockend simpel, aber unsinnig, ist folgendes Scheinargument:
Das charakteristische Polynom ist definiert als die Determinante

xa(X) :=det(XT — A) € K[X].
Wenn wir formal X durch A ersetzen, so erhalten wir scheinbar
xA(A) = det(Al — A) = det(A — A) = det(0) = 0.

Aufgabe: Bitte schitzen Sie sich gegen solcherart (Selbst)Betrug!
Warum ist das kein Beweis von Cayley—Hamilton, sondern Unsinn?
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Cayley—Hamilton far Matrizen: falscher Beweis Erlauterung

Losung: Links ist x4(A) € K™*" eine Matrix: Diese entsteht, indem wir
in das Polynom y4(X) = X" —a, 1 X" 1 £ ... + (=1)"aq die Matrix
einsetzen, ausgeschrieben y4(A) = A® —a,, 1 A" 1 £ ... + (—1)"agA°.
Rechts hingegen ist det(AI — A) = det(0) = 0 € K ein Skalar.

Das obige Scheinargument behauptet, naiv oder frech, nach obskurer
Rechnung ,Matrix = Skalar” und ist deshalb offensichtlich unsinnig.

/\ Schon die rein syntaktische Typen-Prifung schlégt hier fehl!
Auf der linken und der rechten Seite stehen verschiedene Objekte.
Die frech-naiv behauptete Gleichung ,=* gilt ganz sicher nicht.

© Erstaunlicherweise lasst sich dieses unsinnige Scheinargument
reparieren zu einem Beweis (nach S. Lang: Algebra. 2002, §XIV.3):

Aufgabe: (1) Was erhalten Sie tatsachlich, wenn Sie in der Matrix
C(X) = (XI— A)T die Variable X durch die Matrix A ersetzen?

(2) Multiplizieren Sie die Matrix C'(A) mit dem Vektor (eq,...,en)T.

(3) Multiplikation mit der Adjunkten B(A) = adj C(A) zeigt x4(A) = 0.
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Cayley—Hamilton far Matrizen: reparierter Beweis Erléuterung

Losung: (1) Wir betrachten die Matrix C(X) = (XI — A)T, also

X—a11 —QAan1

O(X) = e KX

—aqn oo X —anpn
Wir ersetzen die Variable X korrekt durch die Matrix A und erhalten

A — CL11] ce —anll
C(A) = : : e K[A]™™.

—ay ] ... A—a

(2) Angewendet auf die Standardbasis e, ..., e, € K" gilt:

m

Wir arbeiten hier Uber dem kommutativen Ring K[A] < K™*™,
Der Ring K[A] operiert von links auf dem Raum K" = K<,

€1 A€1 —ai11€é1 — ... — an1€n

—Clln@l T e e e —|_ Aen - annen
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(3) Aus der Gleichung (2) folgern wir nun det C'(A) = 0.
Fir die adjunkte Matrix B(X) = adj C(X) gilt dank L2s:

xA(X) 0
B(X)-C(X)=detC(X)-I = e K[X]""
0 xA(X)
Wir ersetzen wieder X durch A und erhalten:
0 e1 e1 xA(A) 0 €1
| =C(A) | : | =B(A)-CA) | : ]| = :
0 en €n 0 xa(A)| |en

Somit gilt x4(A)e; = 0in K™ fir alle 4, also x4(A) = 0 in K™*",
& Diese Rechnung folgt der naiven Eingebung ,ersetze X durch A“.
Die korrekte Ausflhrung erfordert allerdings extrem genaue Notation.

©) Determinante und Adjunkte haben wir tiber jedem kommutativen
Ring, insbesondere also Uber unserem Matrixunterring K[A] < K™*".
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Das (globale) Minimalpolynom

Sei f:V — V linear Uber dem Korper K und dimg (V) = n < oo.

(1) Der Endomorphismenring Endg (V') =2 K™*™ ist ein K—Vektorraum
der Dimension d = n? (K11). Demnach sind in Endg (V) die Potenzen
1O, 1 £2 ..., f%linear abhangig Uber K (J2K).

(2) Sei m € N minimal, sodass f°, fi,..., f™ linear abhangig sind.
Somit ist die Familie f, f1,..., f™ ! noch linear unabhéngig,

und wir erhalten ag fO + a1 f1 + ...+ am1 f™ L+ =0

mit eindeutigen Koeffizienten ag,aq,...,a,m-1 € K.

Definition M3L: das (globale) Minimalpolynom

Wirnennen u = ps:=ap+ a1 X +- + ap1 X" 1+ X™ e K[X]
das (globale) Minimalpolynom des Endomorphismus f:V — V.

Das Polynom P = p¢ ist normiert und annulliert f gemai P(f) = 0.
Unter allen Polynomen in K[X| mit diesen beiden Eigenschaften
hat es den kleinsten Grad, daher der Name Minimalpolynom.

© Diese Definition erklart zugleich einen Algorithmus!
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Das (globale) Minimalpolynom Edlauterung

Algo M3L: Berechnung des (globalen) Minimalpolynoms

Eingabe: ein Endomorphismus f:V — V, wobei dimV =n < o
Ausgabe: das (globale) Minimalpolynom iy € K|[X]

1: Wahle eine Basis V = K" und somit Endg (V') = K™,

2: Schreibe f°, f1(v),..., f™(v) € Endg (V) so als Spalten
in eine Matrix M bis der Rang stagniert bei rang M = m.

3: Bestimme den Kern ker M = ( (ag,a1,...,0m-1,1)T).

4: return pr =ap + a1 X + -+ apm X™ L+ X™

Bemerkung: Der GauB3—Algorithmus zeigt: Das Minimalpolynom andert
sich nicht, wenn wir es in einem Erweiterungskorper K > K berechnen.

& Die Spalten haben hier die Lange n?; das ist spiirbar aufwandiger
als die Dimension n = dimg V beim lokalen Minimalpolynom (M31).

Fir den Polynomgrad haben wir zunéchst die grobe Schranke m < n?.

© Der folgende Satz M30 zeigt s | xs und reduziert dies zu m < n.
Diese Schranke ist eine enorme Verbesserung und scharf (M3Mm, M3N).
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Zahlenbeispiele zum Minimalpolynom

Aufgabe: Berechnen Sie das Minimalpolynom zu

2 0 2 1 2 1
A_lo 2], und B:[O 2] und 02[3 2].

Losung: Wir finden direkt nach Definition:

1 0 (2 0]
0o 1 — _
A__O 1_,A__0 )| — 4 =X -2
1 0] 2 1] (4 4
0 __ 1 2 . 2
B__O 1_,3__0 2_,3__0 4] — up=X°"—-4X+4
1 0] (2 1] (7 4
0o 1 2 _ 2
C__O 1_,0__3 2_,0__12 7]:>p,c_X 4X +1

Far 2 x 2—Matrizen wie A, B, C' sind die Rechnungen allzu einfach,
dennoch kénnen wir hieran schon die Definition M3L anwenden und
den zugehorigen Algorithmus M3L als allgemeines Verfahren illustrieren.
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Zahlenbeispiele zum Minimalpolynom Erléuterung

Um das Minimalpolynom von C' € K"™*™ zu bestimmen, suchen wir
die erste nicht-triviale Relation der Potenzen C°, C1, C?,... ¢ K™*".

Hierzu fullen wir die Koeffizienten der ersten m + 1 Matrizen C°,...,C™
spaltenweise in die Matrix M bis der Rang stagniert bei rang M = m:

12 7
1
0 3 12 )
M=|, | 4| = krM=K|-4| = puc=X>-4X+1
1 2 7 !

Allgemein nutzen wir Gau3 M — SM zur RZFS. Gilt rang M = m + 1,
so erweitere zu M’ = (M, v) — (SM, Sv), reduziere M’ — S'M’, usw.

Fur C € K™*" erwarten wir M € K™ X™ mit m < n2, bessernurm <n
dank M3o0. Fir grof3e n ist das aufwandig, aber es ist immer mdglich.

Die folgenden Beispiele zeigen willkommene Vereinfachungen fur
Jordan—Blécke M3Mm, Diagonalmatrizen M3N und Begleitmatrizen M3P.

Bemerkung: Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeit (M3Q).
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Strukturbeispiel: ein Jordan—Block

Beispiel M3M: ein Jordan—Block
In Dimension n € N betrachten wir den nilpotenten Jordan—Block

01 0 O
oo - 0 o
B=10 0 - 1| €8

00 0 0

In diesem Falle qgilt up = X™, und dies stimmt mit yz = X" Uberein.

Beweis: (a) Das Polynom P = X" annulliert B, denn es gilt B™" = 0.
(b) Fir jedes Polynom Q = ag + - - - + a,_1.X™ ! kleineren Grades gilt:

—ao ar ... an_l_

o 0 ago -

Q<B> _ 0 0 - ai
0 0 0 ap |

Demnach ist Q(B) = 0 und deg Q < n nur flr @Q = 0 mdglich.
Somit ist P = X™ tatsachlich das Minimalpolynom von B.
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Strukturbeispiel: ein diagonalisierbarer Endomorphismus

Beispiel M3N: ein diagonalisierbarer Endomorphismus
Sei f:V — V diagonalisierbar mit charakteristischem Polynom

X = (X =)™ (X = M)
wobei \; # A; fur i # j. FUr das Minimalpolynom gilt dann
Hp = (X = A1) (X = W),

Beweis: (a) Fur P = (X — A\y) --- (X — A\r) zeigen wir P(f) =0,
also P(f)(v) = 0 firalle v € V. Wir haben V = @"_, Eig(f, \).
Es geniigt also, Eigenvektoren v; € Fig(f, \;) zu betrachten:

P(f)(vi) = P(\i)v; =0

(b) Jedes Polynom @ # 0 vom Grad d < k hat héchstens d Nullstellen
dank Satz G3K. Demnach gilt Q(\;) # 0 fareini € {1,...,k}, also

Q(f)(vi) = Q(Ni) v; # 0.
Somit ist P tatsachlich das Minimalpolynom von f.
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.

© Minimalitat bezlglich Teilbarkeit und Grad stimmen Uberein:

Satz M30: uj teilt 1y teilt xr, kurz pf | py | xg

Sei f:V — V eine K—-lineare Abbildung und dimg V =n < cc.
Sei v € V ein Vektor und P € K[X] ein Polynom Uber K.

(1) Genau dann gilt P(f) = 0, wenn P ein Vielfaches von p ist.
P(f)=0 <« 3JQeKX]:P=Q- pus

(2) Das Minimalpolynom ¢ teilt das charakteristische Polynom x ¢.
Fdr den Polynomgrad gilt insbesondere m = deg uy < deg xs = n.

(3) Genau dann gilt P(f)(v) = 0, wenn P ein Vielfaches von % ist.
P(f)lv)=0 <= 3FJQeK[X]: P=Q pu}

(4) Das globale Minimalpolynom 1 ist das kleinste gemeinsame
Vielfache im Ring K[X] aller lokalen Minimalpolynome py farv e V.

Zur Berechnung genlgt ein K[f]-Erzeugendensystem (v;);c; von V.
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Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.

Beweis: (1) Sei P(f) = 0. Euklidische Division (G3H) von P durch ¢
ergibt P=pr-Q+ RmitQ,R € K[X]und deg R < deg j1f = m.
Daraus folgt 0 = P(f) = 1y (f)Q(f) + R(f) = R(f), da 11 (f) = 0.

Da 11y € K[X]}, minimalen Grad hat, bleibt nur R = 0.

(2) Dank Cayley—Hamilton (M3K) gilt x ¢(f) = 0. Dank (1) folgt z¢r | x¢-
(3) Sei P(f)(v) = 0. Wie in (1) folgt n%; | P durch euklidische Division.
(4a) Aus 1if(f) = 0folgt puf(f)(v;) = 0flri € I, dank (3) also pif | juy.
Das bedeutet, 1./ ist ein gemeinsames Vielfaches von (N?})UEV-

(4b) Sei P € K[X]| mit p¢' | P fur alle ¢ € I. Dank (3) gilt P(f)(v;) =0,
somit P(f)(v) =0furallev eV, also P(f) = 0. Dank (1) folgt x5 | P.
Somit ist . ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von (p,;ii)@-e[.

) Das Minimalpolynom ¢ ist zudem normiert, wir sprechen daher
von dem (normierten) kgV der lokalen Minimalpolynome (/j}i)iel-
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Strukturbeispiel: eine Begleitmatrix Erléuterung

Beispiel M3P: eine Begleitmatrix
(1)Sei P=X"+a, 1 X" 1 +...+a1X + ap € K[X]} ein normiertes
Polynom und C' = C(P) seine Begleitmatrix (M2Q). Dann gilt uc = xc-

(2) Sei f:V — V linear Gber K mit dimg V = n < oco. Ist V zudem
f—zyklisch, also V = ( fE(v) | k < n )% flr einv € V, so folgt u s = x;-

Aufgabe: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Lemma M3J.
Losung: (2) Bezuglich der Basis B = (fk(v))Z;é von V haben wir

0 0 ... 0 —ag

1 0 ... 0 —Qaq
B:=M3(f)=10 1 -, ¢! —ay | = C(P).

o0

0 ... 0 1 —ap_1]

(a) Das charakteristische Polynom ist x s = det(XI — B) = P dank M2Q.
(b) Das lokale Minimalpolynom von f bezuglich v ist ebenfalls py = P.
(c) Dank M3o gilt 1 | s | x ¢, mit () und (b) folgt 1% = pp = xr = P.
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Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeit. Erlauterung

Lemma M3a: Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeit.
(1) FUr jedes Polynom P € K[X] sowie A €¢ K"*™" und T € GL,, K qilt:

P(T'AT)=T'PA)T

(2) Aus P(A) = 0 folgt P(B) = 0 fur alle ahnlichen Matrizen B ~ A.
(3) Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeit, also pa = us.

Beweis: (1) Wir setzen die konjugierte Matrix B = T-1 AT
in unser Polynom P(X) = Y%  p; X" ein und erhalten:

P(T7'AT) = Y o pi(THAT) = 30 o pi(T1A'T)
=i T (AT =T~ (3 g piA)T = T~ P(A)T
Daraus folgt (2) und daraus wiederum (3) nach Definition M3L.

© Der Algorithmus M3L ist demnach unabhéngig von der Basiswahl.
Die Definition M3L ist ohnehin schon basisunabhangig formuliert.
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Die Nullstellen des Minimalpolynoms

Satz M3R: Nullstellen des Minimalpolynoms
Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung und dimg V =n < oc.
(1) Falls xr Uber K in Linearfaktoren zerfallt, so gilt

0p = (X — )\1)7“1 (X — )\k)rk mit \; 7& >‘j furz;é] und
pr=(X—=X)" (X =) mitl <s; < firalle s.

(2) Das Minimalpolynom ¢ teilt das charakteristische Polynom x ¢,
und umgekehrt teilt x s eine hinreichend hohe Potenz (1¢)* mit a € N.

Beide Polynome haben dieselben Nullstellen: die Eigenwerte von f.
(3) Allgemein gilt demnach

Xr=(X—=A)" (X =)™ Q,
pp = (X = A1)t (X = Ag)** P,

wobei P, Q@ € K[X] keine Nullstellen in K haben und P | @Q | P® erfillen.
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Die Nullstellen des Minimalpolynoms Edlauterung

Beweis: (1) Dank M30 gilt 1. | xf. Daraus folgt s; < r; fur alle 1.

Zu jedem Eigenwert \; existiert ein Eigenvektor v; € Eig(f, A;) ~ {0}.
Aus v; # 0 und f(v;) = \v; erhalten wir das lokale Minimalpolynom
u;’f = X — \;. Dank M3o0 gilt MJ’J‘ | 115, also tatséchlich s; > 1.

Aus (1) folgt (2), falls das charakteristische Polynom  ; Gber K zerfallt.
Falls x ¢ Gber K nicht zerfallt, so behelfen wir uns mit folgendem Trick:

Allgemein betrachten wir ohne Einschrankung f: K™ — K" :x — Ax.
Es existiert eine Kérpererweiterung K > K, sodass x Uber K zerféllt.
Wir betrachten nun die lineare Abbildung f: K™ — K" : 2 — Ax Uber K.
Far diese gilt Aussage (1) und somit Teilbarkeit (2) u7 | x 7 | /f]ﬁ- in K[X].
Es gilt x; = xjund py = pjin K[X] < K[X], also puf | xy | pu$ in K[X].
(FUr x ist das Klar, far 1 siehe die Bemerkung nach Algorithmus M3L.)
Somit gilt gegenseitige Teilbarkeit (2) tatsachlich Gber jedem Korper K.

Aus der Teilbarkeit (2) folgt sofort die Aussage (3).
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Die Nullstellen des Minimalpolynoms Erlauterung

Aufgabe: Beweisen Sie Satz M3R(2) ohne Erweiterungskorper:

Es gilt I | X f ‘ (,uf)a fir ein a € N.

Anleitung: FUhren Sie Induktion tber die Dimension n = dimg V
und folgen Sie dem Vorbild von Lemma M3J zu Cayley—Hamilton.

) Warum sollten wir einen Satz wie M3R zweimal beweisen?

Im vorliegenden Fall ist der erste Beweis elegant-schon-trickreich,
beruht jedoch auf einem recht starken Hilfsmittel: der Existenz eines
Erweiterungskorpers K > K, Uber dem X ¢ in Linearfaktoren zerfallt.

© Der nachfolgende Beweis hingegen kommt ohne diesen Trick aus,
das ist zwar etwas langer, dafir aber elementar — und eine gute Ubung!

Losung: Firn =0 gilt xy = uy = 1. Firn > 1 existiert v € V' . {0}.
Wir betrachten den f—zyklischen Unterraum Z := ( f*(v) | k € N ).
Firm:=dimg Zgilt 1 <m <nund Z = ( f*(v) | k <m )Y,

das heif3t, die Familie B = (f"f(v))}f:_o1 ist eine Basis von Z.
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Die Einschrankung g = f|Z wird dargestellt durch die Begleitmatrix

0 0 ... 0 —ag
1 0 ... 0 —a1
B:=M3(g)=10 1 . ! —ay
o0
_O 0 1 —Qm—1

Hier wissen wir bereits up = x5 aus Beispiel M3P, also ugp | x5 | k-
Wir erganzen die Basis B von Z zu einer Basis A von V' und erhalten

B %

A=MA) = |

Nach Induktionsvoraussetzung gilt hier ¢ | xc | p flr ein v € N.
Das Minimalpolynom 4 annulliert B und C, also up | pa und pe | pa.
Fir das charakteristische Polynom folgt x4 = x5 - xc | B - 11 | u'jfl.
Die grundlegende Teilbarkeit ;14 | x4 verdanken wir Satz M30.

Gleiches gilt fir den Endomorphismus f, also jr | x| M'JZ“.
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Minimalpolynom in un/endlicher Dimension Erlauterung

© Die folgenden Aussagen erfordern keine endliche Dimension.
In glinstigen Fallen kann dies unsere Rechnungen vereinfachen.

Satz M3s: Minimalpolynom in un/endlicher Dimension

Sei f:V — V eine lineare Abbildung tber dem Korper K.
Angenommen wir finden ein Polynom P € K[X]! mit P(f) = 0.

(1) Das Minimalpolynom s € K[X];, existiert und erflllt ¢ | P.
(2) Weiterhin ist 1.y das kgV aller lokalen Minimalpolynome 4.
(3) Jeder Eigenwert von f ist eine Nullstelle des Polynoms P.
(4) Das Spektrumist o(f; K) ={ A€ K | ps(A) =0}.

(1) Im Falle dimg V = n < oo erflllt das charakteristische Polynom
P = x; € K[X]}, diese Rolle, denn x /(f) = 0 dank Cayley—Hamilton.

(3) Nicht alle Nullstellen von P missen tatsachlich Eigenwerte sein,
doch die Kenntnis von P schrankt die moglichen Kandidaten stark ein.

(4) Beim Minimalpolynom hingegen ist jede Nullstelle ein Eigenwert.
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Beweis: (1) Existenz und Eindeutigkeit folgen wie zuvor in M3L.
(2) Satz M30(3,4) qilt weiterhin, unabh&angig von der Dimension.

(1) Angenommen v € V ~ {0} und X € K erfullen f(v) = Av.
Aus P(f) =0folgt 0 = P(f)(v) = P(\) v, also P(\) = 0.

(2) Die Inklusion ,,C* folgt aus (1), ,0“ folgt aus M30.
Aufgabe: Sei A € K™ und {xa,pua} 3P =ap+ a1 X+ -+ apX™.

Genau dann ist A in K™*" invertierbar, wenn ag in K invertierbar ist;
in diesem Falle gilt A=! = B := —ag ' (a1 + a2 A+ - + a,, A7),

Lésung: Wir haben folgende Aquivalenzen:

B2D MI1B M3R

AeGL, K < kerA={0} <= 0¢o0(f) < a9 #0
Im Falle ag # 0 gilt AB = I — aj ' P(A) = I dank P(A) = 0 (M3K, M3L).

&) Wir kdnnen so die Inverse A~! als ein Polynom in A ausdriicken.
Hierzu genlgt jedes annullierende Polynom P mit P(A) = 0 und ag # 0.
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Anwendungsbeispiel: Nilpotenz und Minimalpolynom

Sei V ein Vektorraum. Ein Endomorphismus f:V — V heif3t nilpotent,
falls f* = 0 fur einen (hinreichend groBen) Exponenten k € N gilt.
Der kleinste Exponent m € N mit f™ = 0 hei3t Nilpotenzindex von f.

Beispiel M3T: ein nilpotenter Endomorphismus
Fir f € Endg (V) und dimg (V) = n < oo gilt:
fistnilpotent <= pur=X" <= x;=X"
— tr(f) =det(f) =0

Die letzte Bedingung ist notwendig, aber flr n > 3 nicht hinreichend.
Speziell in Dimension n = 2 gilt x5 = X? — tr(f)X + det(f),
die Bedingung tr(f) = det(f) = 0 ist hier auch hinreichend.

Beweis: ,=“: Ist f nilpotent, so gilt f* = 0 fiir einen Exponenten k € N.
Dank M30 gilt 11 | X*, also pi; = X™ mit dem Nilpotenzindex m < k.
Dank M3R gilt x 7 | (us)® flr ein a € N, und somit folgt x r = X".

<" Die Umkehrung ist klar, dank Cayley—Hamilton (M3K).
Anwendungsbeispiel: Nilpotenz und Minimalpolynom Eriuterung

Aufgabe: Sei f:V — V ein nilpotenter Endomorphismus.
Unter welcher Bedingung ist f diagonalisierbar?

Losung: Nilpotenz bedeutet p1y = X™ mit m € N dank M3T.
Diagonalisierbarkeit ist dann aquivalent zu m < 1 nach M3N

Das bedeutet m = 0: V= {0}, oder m = 1: V # {0} und f = 0.
Jeder nilpotente Endomorphismus f # 0 ist nicht diagonalisierbar.

Aufgabe: Sei f € Endg (V) nilpotent vom Index m. Zeigen Sie
(ohne M3T), dass f,..., f™~! Uber K linear unabhéngig sind.

Losung: Wir wissen f™ = 0und f™~! £ 0. Gegeben sei 0 < r < m
und Koeffizienten a,, ..., am—1 € K mita, f"+ -+ apm_1f™ 1 = 0.
Komposition mit f™~"~1 ergibt a, f™~! =0, also a, = 0.

So fortfahrend schlieBen wir a,, = --- = a,,,—1 = 0.
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Anwendungsbeispiel: Idempotenz und Eigenraumzerlegung

Beispiel M3uU: Idempotenz und Eigenraumzerlegung
Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung mit f2 = f.
Das Minimalpolynom i teilt demnach X2 — X = X (X — 1):
0 Im Falle uy = 1ist V= 0 der Nullraum.
1 Im Falle uy = X ist f = 0 die Nullabbildung.
2 Im Falle uy = X —1ist f = idy die Identitat.
3 Im Falle uy = X(X — 1) haben wir die Eigenraumzerlegung 12L:

V = Eig(f,0) @ Eig(f,1) mit

Eig(f,0) = ker(f — 0) = im(f — 1) # {0},
Big(f, 1) = ker(f — 1) = im(f — 0) # {0}.
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ldempotenz f? = f bedeutet P(f) =0fir P = X? - X = X(X —1).
Aus dieser Faktorisierung folgt die Kernzerlegung

V =ker(f? - f) = ker(f) @ ker(f — 1).

& Die Eigenraumzerlegung V = Eig(f,0) ® Eig(f, 1) haben wir in 12L
explizit ausgerechnet durch die Projektoren o1 = f und @9 = idy —f.
Diese Beobachtung werden wir im folgenden Satz M3v optimieren

zu einem moglichst allgemeinen Zerlegungssatz.

&) Beispiel M3u gilt unabhangig von der Dimension dimg (1), egal ob
endlich oder unendlich. Das ist bemerkenswert: Das charakteristische
Polynom steht uns bei dimg (V') = oo zwar nicht mehr zur Verfligung,
aber ein Minimalpolynom ist in glicklichen Fallen dennoch maoglich.
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Teilerfremde Faktorisierung und Kernzerlegung

Satz M3v: teilerfremde Faktorisierung und Kernzerlegung
SeiP=P---P,mitP,...,P, € K[X] und ggT(PZ-,Pj) =1 foZ;'éj

(1) Fir jeden K—Endomorphismus f:V — V mit P(f) = 0 qilt
V =ker P(f) =ker Pi(f) ®--- @ ker P,(f).

(2) Jeder Summand dieser Zerlegung ist f—invariant und erfillt zudem

(8) ker P;(f) = im P7(f) mit dem Cofaktor P} = P, --- P,_1 P41 - - Pp.

(4) Bézout liefert Q;, QF € K[X]| mit Q; P + QP = ggT(P;, P*) =1,

(5) und ¢; == QI (f)P(f):V — V projiziert auf den iten Summanden.

Paradebeispiel: Zerfallt P = (X — \)(X — Xo2) - -+ (X — A\) Uber K mit
i # A fur i # 7, so erhalten wir aus P(f) = 0 die Eigenraumzerlegung

V = Eig(f, \) @ Eig(f, \2) @ - - - @ Eig(f, \¢)

mit den expliziten Lagrange—Projektoren ¢; = [T..;,(f — Aj)/(Ai = Aj).

M346

Teilerfremde Faktorisierung und Kernzerlegung Erléuterung

Bemerkung: Ohne die Voraussetzung P(f) = 0 gilt entsprechend nur
V >ker P(f) =ker Pi(f) ® - -- @ ker P,(f).

Der Unterraum U = ker P(f) ist ndmlich f—invariant, also f(U) C U.
Somit kénnen wir f:V — V einschranken zu ¢g: U — U mit P(g) = 0.
Der Satz zerlegt dann ker P(g) = ker P(f) = U als direkte Summe
der Unterrdume ker P;(f) = ker P;(g) < U wie oben angegeben.

Das ist eine bemerkenswerte Zerlegung, ebenso einfach wie elegant:
Aus jeder Produktzerlegung P = P; - - - P, in teilerfremde Faktoren
Py, ..., P, € K|X] erhalten wir die Summenzerlegung des Kerns!

Zudem erhalten wir jeden Projektor ¢; von U = ker P(g) auf ker P;(g)
als Polynom in g, durch eine explizite Formel wie im Satz angegeben.
Im Beispiel ist dies besonders schdn und einfach. Rechnen Sie es nach!

Der Beweis ist nicht minder elegant: Es handelt sich um eine genial
effiziente Anwendung des Satzes von Bezout fur Polynome in K[X].
Alle Daten liegen explizit vor, wir missen es nur noch nachrechnen.
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Kernzerlegung: teile und herrsche. .. mit Bézout!

Beweis: (3a) Es gilt 0 = P(f) = P;(f)P(f), also im P (f) C ker P;(f).
(3b) Wir nutzen (4) Q; P; + Q; P’ = 1. Angewendet auf f und v € V gilt

v=Qi(/)F(f)(v) + P (f)Qi (f)(v).
FUr v € ker P;(f) folgt v = P*(f)Q!(f)(v), also ker P;(f) C im P(f).
(2) FUr v € ker P;(f) qgilt f(v) € ker P;(f), denn

Pi(f)o f(v) = fo P(f)(v) = 0.

(1a) Wir haben Q; P; + Q! P’ = 1. Fur jeden Vektor v € V gilt

v=PFi(f)Qi(f)(v) + P (f)Qi (f)(v).
Somit erhalten wir die Summe

V =im Py(f) +im P}(f) = ker Pi(f) + ker P} (f).

Hierzu nutzen wir (3) flr die Zerlegung P = P, P;.
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Kernzerlegung: teile und herrsche. .. mit Bézout!

(1b) Flr v € ker P;(f) Nker P*(f) gilt
v=Qi(f)Pi(f)(v) + Qi (f)F (f)(v) = 0.
Wir erhalten so die Zerlegung als direkte Summe
V = ker Py(f) @ ker P} (f).
Der Projektor ¢; := Q7 (f)P(f):V — V schickt v; + v} auf v;.

(1c) Der Unterraum V* = ker Pj(f) < V ist f-invariant dank (2).
Wir kdnnen daher f einschranken zu f*:V* — V* mit P*(f*) = 0.
Per Induktion tber n gilt V* = P, ker P;(f), also insgesamt

V =ker Py (f) @ ker Po(f) @ - - - @ ker P, (f).

Der Projektor ¢; := Q7 (f)P7(f) schickt vy + - - - + v, auf v;.

Insbesondere gilt p? = » mit im ¢; = ker P;(f) und ker ; = ker P*(f)
sowie @1 + - -+ + ¢, = idy und @; o p; = 0 flir ¢ # j siehe Satz I2K.




Diagonalisierung: notwendige und hinreichende Kriterien
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Satz M3w: Kriterien zur Diagonalisierbarkeit

Sei f:V — V eine K—lineare Abbildung und dimg V = n < oc.
Dann sind die folgenden Bedingungen aquivalent:

Der Endomorphismus f:V — V ist diagonalisierbar.

Es gilt die Eigenraumzerlegung V = @Aea(f) Eig(f, \).

1

2
3
4

Es gilt die Dimensionsformel n = >, ;) dimg Eig(A, A).

Das charakteristische Polynom x s zerfallt Gber K in Linearfaktoren
und flr jeden Eigenwert A € o(f) gilt dimg Eig(f, A) = ord(x, A).

Das Minimalpolynom ., zerfallt einfach Uber K,

ausgeschrieben piy = [ [ ¢ 5 (X — A).

Beweis: Die Aquivalenz ,(1) < (2) < (3)“ ist die Aussage von Satz M11.

Die Aquivalenz zu (4) ist Satz M20. Neu ist nur die Aquivalenz zu (5):

Die Implikation ,(1) = (5)“ haben wir in Beispiel M3N nachgerechnet.
Die Umkehrung ,(5) = (2)" verdanken wir Satz M3v.

Diagonalisierung: notwendige und hinreichende Kriterien
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Der Endomorphismus
f:V — V Uber K ist

diagonalisierbar (M1A):

Mg (f) =

A O 0
o *-. O
0 0 A\,
Hierzu dient das

Standardverfahren M2I.

!

f ist trigonalisierbar.

e

f ist jordanisierbar.

M2N

x ¢ zerfallt einfach Gber K.

[

x ¢ zerfallt Gber K und
geom.Vielf. = alg.Vielf.

o

py zerfallt einfach Gber K.

s

Das charakteristische
Polynom x; € K| X]
zerfallt Gber K.




Zusammenfassung zur Diagonalisierung
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Grundlegende Begriffe und Techniken zur Diagonalisierung:

@ Diagonalisierung (M1A), Eigenvektor, Eigenwert, Eigenraum,
geometrische Vielfachheit, Eigenbasis, Spektrum (M1B)

@ Jordan—Blocke sind nicht-diagonalisierbar. (M1D)

@ lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren (M1F)

@ Eigenraumzerlegung und Diagonalisierung (M11)

@ Eigenwerte (M2A) und charakteristisches Polynom (M2C)
@ Ahnlichkeit von Matrizen (M2D) und Invarianz (M2F)

@ Standardverfahren zur Diagonalisierung (M21)

@ Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit. (M2N)
@ geometrische und algebraische Vielfachheit (M20)

@ Begleitmatrix (M2Q) und lineare Rekursion (M2R)

Zusammenfassung zur Diagonalisierung
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Diagonalisierung hat zwei Bedingungen: (a) Das char. Polynom zerfallt
und (b) die geometrische Vielfachheit erreicht die algebraische (M20).

Letzteres ist nicht immer gegeben, statt Diagonalisierung begntgen wir
uns dann mit einer Trigonalisierung; das ist wenig, aber immerhin etwas:

@ Trigonalisierung (M3A) und Zerfallung (M3B)
@ Spur und Determinante aus Eigenwerten (M3F)

Schlie3lich bindeln Minimalpolynome nitzliche Informationen:
@ |okales Minimalpolynom (M3I) und Cayley—Hamilton (M3K)
@ das (globale) Minimalpolynom eines Endomorphismus (M3L)
@ Teilbarkeit (M30) und Nullstellen (M3R) der beiden Polynome
@ teilerfremde Faktorisierung und Kernzerlegung (M3v)
@ aquivalente Kriterien zur Diagonalisierbarkeit (M3w)
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Anwendungsbeispiele und Ubungen Ubung

Aufgabe: Zu untersuchen ist die reelle Matrix

0 —1 1
A=11 2 —1| e R3*3,
1 1 0

(1) Bestimmen und zerlegen Sie die Polynome x4 und p4 in R[X].
(2) Warum ist A diagonalisierbar? Bestimmen Sie eine Eigenbasis zu A.
(3) Beschreiben Sie die Wirkung von A auf R? geometrisch / in Worten.

Losung: (1a) Fur das charakteristische Polynom finden wir
xa(X) i =det(XI —A4) = X°-2X?+X = X(X-1)~%

(1b) Das Minimalpolynom von A ist die erste nicht-triviale Relation
der Potenzen A°, A, A%, A3. Wir berechnen A? = A und schlieBBen

pa = X2—X = X(X-1).

(2a) Allein aus x 4 kbnnen wir auf Trigonalisierbarkeit schlieBen (M3B).
Da zudem 4 einfach zerfallt, ist die Matrix A diagonalisierbar (M3w).
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Anwendungsbeispiele und Ubungen Ubung

(2b) Wir bestimmen die zugehorigen Eigenraume:
0 —1 1 1

A-o0r=1{1 2 —-1| =% 1o

0

Daraus lesen wir Eig(A,0) = (v; = (—1,1,1)T) =: U ab.

-1 -1 1 1 1 -1
A-1I=|1 1 =1 =% 10 0 0
1 1 -1 0 0
Daraus folgt Eig(A4,1) = (vy = (—1,1,0)T, v3 = (1,0,1)T ) :=V
Wie in (2a) vorhergesagt, gilt R? = Eig(A4, 0) @ Eig(A4,1).

Mit B = (v1,v2, v3) haben wir eine Eigenbasis von R? zu A.
Fir T = (v1,v2,v3) € GL3 R gilt T AT = diag(0,1,1).

(3) Die Abbildung p:R? — R3:x — Ax ist die Projektion auf die Ebene
V parallel zur Geraden U: Es gilt p?> = p mit ker(p) = U und im(p) = V..
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Aufgabe: Sei K = R, C sowie A € K"*" und m € N>; mit A™ = 1.
Ist A diagonalisierbar? Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Losung: (1) Wir betrachten zunachst den reellen Fall K = R.
(1a) Das einfachste Gegenbeispiel ist die Vierteldrehung der Ebene R?:

A= [0 _01] c R?*2
Fir diese Matrix gilt A* = I, doch y4 = X? + 1 zerféllt nicht Gber R,

also ist A nicht diagonalisierbar, nicht einmal trigonalisierbar (M3B).
(1b) Wir betrachten eine Drehung der Ebene R? um den Winkel 6 € R:

_ |cost —sind 9% 2
R(0) = [sin@ cos 9] €R
Speziell A= R(O) mit0 = rk/nund k € {1,...,n — 1} erflllt A?" = 1.
Das char. Polynom y4 = (X — cos 6)? + (sin #)? zerfallt nicht Uber R.
Das einfachste Beispiel erhalten wir fir 6 = 7 /2, wie in (1a) gezeigt.
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(2) Der komplexe Fall K = C ist wesentlich sympathischer, wie so oft:

(2a) Das Polynom P = X™ — 1 annulliert A, denn P(A) = A™ — I = 0.
Die Gleichung =™ = 1 hat in C die Lésungen z; = ¢***/™ Demnach gilt

Xm _ 1 — Z”L:—Ol(X . e27rik/m>‘

I;_)ie komplexen Zahlen zg, z1, ..., z,,—1 sind die mten Einheitswurzeln.
Uber R zerfallt X™ — 1 nur fir m < 2,dank X? —1 = (X — 1)(X +1).

(2b) Das Minimalpolynom . 4 teilt das Polynom P gemafn Satz M30.
Also zerfallt auch p 4 einfach, und A ist diagonalisierbar dank M3w.

Beispiel: Die Drehmatrix A = R(6) € R**? aus (1b) hat zwei echt
komplexe Eigenwerte, o(A;R) =0 und 0(A;C) = { cos§ £ isinb }.
Uber C zerfallt x4 einfach, und A ist diagonalisierbar dank M2N.
Uber R jedoch ist A nicht einmal trigonalisierbar wegen M3B.

Bemerkung: Das Argument (2) gilt Gber jedem Korper K, Gber dem
X — 1 zerfallt, zum Beispiel K = F, mit p = nm + 1 prim. Dank G3N

gilt XP~1 —1 = (X" —1)(X(=m 4.4 X7 4 1) = [Toer: (X —a).
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Definition M4A: simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

(1) Seien f1,..., f;:V — V lineare Abbildungen Uber K. Hierzu ist eine
diagonalisierende Basis B = (v;);c; eine Basis von V', sodass
fe(v;) = APy, und M%) € K fir jeden Indexi € Tund alle k = 1,..., /.

Wir nennen B eine (simultane) Eigenbasis der Familie (f1,..., f¢).

Existiert zur Familie (f1, ..., f¢) eine simultane Eigenbasis B von V/,
SO nennen wir (f1,..., f,) simultan diagonalisierbar.

(2) Seien Aq,..., Ay, € K™*" quadratische Matrizen derselben Gréf3e
uber K. Hierzu ist ein (simultan) diagonalisierender Basiswechsel
eine invertierbare Matrix T' € GL,,(K), so dass die konjugierten
Matrizen T=1 A T,..., T~ 'A,T € K™ " allesamt diagonal sind.

Existiert eine solche Matrix 7', so nennen wir die Familie (A4y, ..., A;)
in K™*™ simultan diagonalisierbar Uber K.

Im Falle ¢ = 1 ist dies die vorige Definition M1A zur Diagonalisierung.
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Wann ist simultane Diagonalisierung moéglich? Der folgende Satz gibt
hierzu ein einfaches Kriterium, sowohl notwendig als auch hinreichend:

Satz M4B: simultane Diagonalisierung von Endomorphismen
Seien f1,..., fi: V — V lineare Abbildungen (iber K. Aquivalent sind:

1 Die Familie (f1,..., f¢) ist simultan diagonalisierbar.
2 Jeder Endomorphismus f1, ..., f; ist einzeln diagonalisierbar und
je zwei kommutieren, also f; o fr, = fr o f; furalle j,k € {1,...,¢}.

Die im Beweis gefuhrte Konstruktion ,(2) = (1) erklart zugleich einen
Algorithmus zur simultanen Diagonalisierung.

Beweis: (1) = (2): Sei B = (v;);er €ine simultan diagonalisierende
Basis, also fir(v;) = A,g% firjedenIndexi e ITundalle k =1,...,¢.
Dann gilt f; o fx = fx o f; auf der Basis B und somit auf ganz V':

filfu(wi)) = £;(MP o) = AP f(0i) = APAD v,
Fiu(fi) = £;(090;) = A9 fr(v)) = AW AE ;.

SRV @/\
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,(2) = (1)“: Wir fihren Induktion Uber ¢. Der Fall £ = 1 ist trivial.

Sei also ¢ > 2. Der Endomorphismus f,: V' — V ist diagonalisierbar,
also gilt V' = @, .k Eig(fr, A). Die entscheidende Beobachtung ist:
Jeder Eigenraum U = Eig(f,, \) ist fy—invariant: Flr v € Eig(fy, A) gilt

fe(fe()) = fr(fe(v)) = fe(Av) = Afe(v),

also fi(v) € Eig(fe, ). Wir kbnnen also fi: V' — V einschranken zu
gr = fx|Y. Die Endomorphismen g1, ..., g,—1 kommutieren weiterhin und
sind einzeln diagonalisierbar dank dem nachfolgenden Lemma.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine diagonalisierende Basis
Bx = (vi)ier, von U zu der Familie (g1, ..., g¢—1). Zudem gilt g, = Aidy.
Zusammengesetzt zu I = | |, I, erhalten wir die diagonalisierende
Basis B = (v;);ecr von V zu der Familie (fi1, ..., fo_1, fo).

&) Dieser Beweis ist konstruktiv: Das Vorgehen erklart zugleich
einen Algorithmus zur simultanen Diagonalisierung.
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/\ Die Basis B, des Eigenraums Eig(f,, \) bestimmen wir nicht allein
mit f,, sondern auch mit den anderen Endomorphismen fi,..., fr_1.

/\ Satz M4B sagt nicht allgemein: ,Kommutierende Endomorphismus
sind diagonalisierbar.” Der Satz sagt korrekt genau: ,Kommutierende
diagonalisierbare Endomorphismus sind simultan diagonalisierbar.”

Beispiel: Alle Matrizen [{ ¢] mita € K* kommutieren untereinander,
aber keine davon ist diagonalisierbar. (Ubung: Rechnen Sie es nach.)

© Angenommen, die Basis B diagonalisiert fi, ..., f; in Endg (V).
Dann qilt dies fur alle Endomorphismen in dem hiervon erzeugten
kommutativen Unterring K[f1, ..., fi] < Endg (V).

Beispiel: Ohne Kommutativitat bleibt Diagonalisierbarkeit nicht erhalten
unter Summen und Produkten. Zum Beispiel sind die Matrizen A = [} 9]
und B = [J 1, ] einzeln diagonalisierbar, nicht jedoch A + B = [} 1].
(Ubung: Finden Sie ahnliche Gegenbeispiele fiir Produkte.)
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Lemma M4c: Diagonalisierbarkeit und Einschrankung

Sei f:V — V diagonalisierbar und U < V ein f—invarianter Unterraum.
Dann ist auch die Einschrankung g = f|;: U — U diagonalisierbar:

Beweis in endlicher Dimension: Genau dann ist f diagonalisierbar,
wenn das Minimalpolynom p ¢ einfach zerfallt (M3w). Zudem gilt 1, | 1+,
denn pus(g) = ur(f)|% = 0 (M30). Daher zerfallt 11, ebenfalls einfach,
und somit ist auch ¢ diagonalisierbar (M3w).

Allgemein: Es gilt V' = &, . Eig(f, A). Jeder Vektor u € U schreibt
sichu =wvg+ -+ + v, mitv; € Eig(f, \;), wobei \; # \; flr i # j gelte.
Wir zeigen vy, ..., v, € U und schlief3en daraus die obige Zerlegung.

Beweis per Induktion Gber n: Der Fall n = 0 ist klar. Sei also n > 1.
Anwendung von f — X\g ergibt v’ = (A1 — Mo)vr + -+ (A — Xo)vp, € U.

Per Induktion folgt daraus v+, ...,v, € U, also auch vy € U.
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Beweis mit dem Vandermonde-Trick: Da U invariant unter f ist, gilt
up = f¥(u) € U fir alle k € N. Wir haben f*(u) = Avg + - - - 4+ Mew,,.

Fir k =0,1,...,r erhalten wir so das folgende Gleichungssystem:
A AY o AT Two] [ |
A(l) )\% . )\}L vi| _ |w
BV V] I PSS B
Die Vandermonde—Matrix ist invertierbar dank Satz B3A:
o] A0 A0 L X0T T T
vi| (A A AL U
0% B BV VIR V) B
Somit ist jeder Vektor vy, ..., v, eine Linearkombination von wy, . .., u,,

insbesondere gilt demnach vy, ..., v, € U, wie behauptet.
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Beweis mit Lagrange—Projektoren: Wir nutzen die Endomorphismen
pi = 11 (f = X)/(Ai = Aj) - U= U
Damit gilt v; = ¢;(u) € U, und genau das war zu zeigen.

) Warum sollten wir ein Lemma wie M4c mehrfach beweisen?

Rein logisch gesehen genigt selbstverstandlich ein einziger Beweis.
Wenn sich mehrere anbieten, wahlen wir je nach Bedarf den klrzesten,
schdnsten, nitzlichsten, etc. Im vorliegenden Fall fallt die Wahl schwer,
denn jeder unserer Beweise illustriert ein anderes schones Werkzeug:
Minimalpolynom, Induktion, Vandermonde oder Projektoren.

Aus didaktischen Griinden und zur Ubung dieser Techniken halte ich es
daher far sinnvoll, mehrere Beweise zu prasentieren. So sehen Sie ihre
jeweiligen Vorzlige und kdnnen sich den fir Sie schénsten aussuchen.
Das bietet zudem eine breite Grundlage fir zukinftige Anwendungen
und vielfaltige Erfahrung flr eigene Rechnungen und Beweise.
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Auch in der Physik treten Eigenwerte und Eigenvektoren haufig auf.
In der Quantenmechanik werden physikalische Grd3en durch lineare
Operatoren beschrieben. Eigenvektoren sind besonders einfache
Basiszustande, ihre Eigenwerte entsprechen moglichen Messwerten.

Auf diese Weise erklarte Heisenberg seine Unscharferelation durch
Begriffe der Linearen Algebra: Ortsoperator und Impulsoperator
kommutieren nicht und haben keine gemeinsame Eigenbasis,

sie kdnnen nicht beide gleichzeitig genau gemessen werden.

Die ,Atom-Orbitale®, die Sie aus dem Chemie-Unterricht kennen,

sind die Eigenfunktionen der zugehdrigen Schrédinger—Gleichung.
Auch hier entsprechen Messungen linearen Operatoren, Messwerte sind
Eigenwerte, und gleichzeitige Messung entspricht simultaner
Diagonalisierung. Letzteres gelingt nur bei Kommutativitat.

Eigenvektoren spielen in vielen weiteren Anwendungen eine wichtige
Rolle, etwa in der Graphentheorie, speziell beim PageRank—Verfahren,
mit dem Google die Relevanz von Internetseiten bewertet.
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Aufgabe: (1) Welche der folgenden Matrizen sind R—diagonalisierbar?

-10 -8 -2 -9 -8 -2 -10 -8 -2
A= 11 9 2|, B=|18 15 3|, C=|14 11 2
22 16 5 —6 —4 2 10 8 5

(2) Welche Teilfamilien von (A, B, C') sind simultan diagonalisierbar?
(3) Finden Sie jeweils eine simultane Eigenbasis, soweit mdglich.
(4) Finden Sie jeweils alle simultanen Eigenbasen, soweit moglich.

Losung: (1a) Wir berechnen x4 = (X — 1)?(X — 2). Das allein lasst die
Frage der Diagonalisierbarkeit noch offen. Zur Klarung berechnen wir
entweder zuerst u4 = (X — 1)(X — 2) oder gleich die Eigenraume:

Eig(4,1) = { (—8,11,0)T, (~2,0,11)7 ),
Big(4,2) = ( (-1,1,2)7 )

Machen Sie die Probe! Somit ist die Matrix A Gber R diagonalisierbar.
(Bonus: Die Eigenraume liefern erneut x 4 und p 4 wie angegeben.)

. . . . . M414
Anwendungsbeispiel zur simultanen Diagonalisierung Ubung

(1b) Wir berechnen xyz = (X — 2)?(X — 3). Das allein |asst die Frage
der Diagonalisierbarkeit vorerst noch offen. Zur Klarung berechnen wir
entweder zuerst up = (X — 2)(X — 3) oder gleich die Eigenrdume:

Big(B,2) = {(2,-3,1) )y,
Eig(B,3) = ( (=2,3,0)T, (=1,0,6)7 )},

Machen Sie die Probe! Somit ist die Matrix B Uber R diagonalisierbar.
(Bonus: Die Eigenraume liefern erneut x g und g wie angegeben.)

(1c) Wir berechnen yo = (X — 1)(X — 2)(X — 3). Somit ist die Matrix C
Uber R diagonalisierbar. Explizit berechnen wir hierzu die Eigenraume:

Eig(C,1) = ((2,-3,1)T )y,
Eig(C,2) = ( (1,-2,2)T )
Eig(C,3) = ( (0,—1,4) ),
Machen Sie die Probe! Dies zeigt erneut xo = (X — 1)(X — 2)(X — 3).
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(2) Jede Matrix A, B, C ist einzeln diagonalisierbar. Zur simultanen
Diagonalisierbarkeit prafen wir die Kommutativitat (M4B) und finden:

AB=BA und BC=CB aber AC #CA

Die Teilfamilien (A, B) und (B, C) sind also simultan diagonalisierbar,
die Teilfamilien (A, C') und (A, B, C) hingegen sind es nicht!

(3a) Wir kénnen auf (A, B) den Algorithmus M4B anwenden oder aus
den berechneten Eigenraumen eine gemeinsame Eigenbasis wahlen:

Eig(A 2) = ((~1,1,2)T )y,
~2,3,0)7, (=1,0,6)7 )y,

Eig(A,1) = ( (—8,11,0)T, (=2,0,11)T >§R,
Eig(B,2) = ( (2,-3,1)7 )5, Eig(B,3)

2 0 -1 1 00 2 0 0
S=1-3 -1 11|, s7tAs=1]0 1 0|, S7'BS=10 3 0
1 4 2 0 0 2 0 0 3

(4a) Das ist die einzige gemeinsame Eigenbasis des Paares (A, B),
wie immer bis auf Vielfache und Vertauschung der Basisvektoren.
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(3b) Wir kénnen auf (B, C') den Algorithmus M4B anwenden oder aus
den berechneten Eigenraumen eine gemeinsame Eigenbasis wahlen:

Eig(B,2) = ( (2,-3,1)7 )5, Eig(B,3) = ((~2,3,0)7, (=1,0,6)7 ),

Eig(C,{1,2,3}) = { ((2,-3, )7 )s, ((1,-2,2)T)n, ((0,~1,4)T )}

2 1 0 2 0
3 -2 -1 0 0|, T7'CT =
1 2 4 0 3]

(4b) Das ist die einzige Eigenbasis von C' und somit auch von
wie immer bis auf Vielfache und Vertauschung der Ba3|svektoren

T = . T7'BT =

S w o

4
0
2
0
(B, C),

Bemerkung: In den Eigenbasen zu (A, B) bzw. (B, C) gilt jeweils
1 00 1 0 0

0 3 1| bzw. T7'AT=|0 2 0.

0 0 2 0 —1 1

Dies zeigt eindrlcklich, dass die jeweils dritte Matrix nicht gleichzeitig
diagonalisiert wird, auch nicht kann, wie wir aus (2) bereits wissen.

S~1CS =
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Aufgabe: Wir betrachten weiterhin die drei reellen Matrizen

-10 -8 -2 -9 -8 -2 -10 -8 -2
A=1|1 9 2|, B=|18 15 3|, C=|14 11 2 |.
22 16 5 —6 —4 2 10 8 5

(5) Sind A, B, A+ B, A- B diagonalisierbar? einzeln? simultan?
(6) Sind B, C, B+ C, B-C diagonalisierbar? einzeln? simultan?
(7) Sind A, C, A+ C, A-C diagonalisierbar? einzeln? simultan?

Losung: (5) Wir haben das Paar (A, B) bereits simultan diagonalisiert:

(S~1AS = diag(1,1,2)

2 0 -l S~1BS — diag(2,3,3)
S=1-3 -1 1| = ¢ | _

| S™HA - B)S = diag(2,3,6)

Durch S wird somit auch ( A, B, A+ B, A- B) simultan diagonalisiert.
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(6) Wir haben das Paar (B, C') bereits simultan diagonalisiert:

(T~'BT = diag(2, 3, 3)

2 1.0 T-loT — diag(1,2,3)
T=|-3 -2 —-1| = . ,

| T7Y(B-C)T = diag(2,6,9)

Durch T wird somit auch ( B, C, B+ C, B - (') simultan diagonalisiert.

(7) Wegen AC # C A lasst sich (A, C) nicht simultan diagonalisieren.
Uber die Diagonalisierbarkeit von A + C' und A - C' lasst sich daraus
allein leider noch nichts schlief3en; beide Falle sind noch moglich.

Um dies zu klaren, miassen wir die Matrizen genauer untersuchen.
Langer Weg: Wir kbnnen das Standardverfahren M2 anwenden.
Abkirzung: Wir nutzen geschickt unsere Ergebnisse (1—4).




. . . . . M419
Anwendungsbeispiel zur simultanen Diagonalisierung Ubung

Zur Vereinfachung nutzen wir unsere Diagonalisierung von A:

2 0 -1 1 0 0 1 0 0
S=1-3 -1 1], s7tAs=1]0 1 o], s7'lcs=1|0 3 1
1 4 2 0O 0 2 0O 0 2
Daraus lesen wir Summe und Produkt ab:
1 0 O 1 0 O
STHA+C)S=10 4 1|, S'A-C)S=1{0 3 1
0 0 4 0 0 4

Das zeigt uns, A - C ist (zufallig) diagonalisierbar, A + C' jedoch nicht.
Ausflhrlich gilt x4.c = parc = (X — 1)(X — 4)?, also greift Satz M3w:
Somit sind zwar A und C diagonalisierbar, A + C jedoch nicht.

Ebenso gilt xac = pac = (X — 1)(X — 3)(X — 4), also greift Satz M2N:
Somit sind A und C und AC diagonalisierbar, jedoch nicht simultan,
denn es gilt AC # C'A sowie A(AC) # (AC)A und C(AC) # (AC)C.
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Dieses Zahlenbeispiel zeigt erneut sehr eindrlcklich:

&) Starke theoretische Grundlagen liefern praktische Werkzeuge.
Diese strukturieren und vereinfachen die Rechnungen spurbar.

& Gute Notation und Standardverfahren erleichtern das Vorgehen.
Oft hilft es, vorige Informationen geschickt wiederzuverwenden.

& Sie arbeiten umso effizienter, je genauer Sie verstehen, was Sie tun!
. insbesondere, was Sie schon haben und was Sie noch suchen.

Sie kbnnen dann geschickt vom Standardverfahren abweichen,

je nach konkretem Bedarf und moglichen Abkuirzungen.
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