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Motivation und Uberblick Uberblick

In diesem Kapitel geht es vorrangig darum, eine R—lineare Abbildung
f:V — W geeignet darzustellen durch eine Matrix A € R™*",

Dies gelingt, sobald eine Basis B = (b4, ...,b,) des Startraums V und
eine Basis C = (cy,...,¢,) des Zielraums W gegeben ist. Wir erhalten
dann eine Bijektion zwischen Matrizen und linearen Abbildungen:

(LS, M%) : R™™ =~ Hompg(V,W).

Das ist Gegenstand des Darstellungssatzes K1F. Diese Bijektion
respektiert die Addition (K11) sowie Multiplikation und Komposition (K1J).
Wir erhalten so den Isomorphismus von Ringen bzw. Gruppen:

(L3, M32) : (R™"™, +,.) = (Endg(V),+,0)
(L, M%) : (GL, R,-) = (Autg(V),o0).

Als Matrizen werden diese Objekte leichter fasslich!
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Motivation und Uberblick Oberblick

Diese Ubersetzung von Matrizen zu linearen Abbildungen und zuriick
ist Uberaus nutzlich! Eigentlich interessiert uns die lineare Abbildung f,
doch mit der Matrix A kdonnen wir besonders gut und effizient rechnen.
Das Bijektionspaar (L, M%) Ubersetzt verlustfrei zwischen beiden.

Dazu muss allerdings eine Basis B des Startraums und eine Basis C
des Zielraums W vorliegen! Das ist einerseits eine Blrde, denn wir
mussen Basen konstruieren und dabei willktrliche Wahlen treffen,
andererseits bietet uns diese Wahl auch gewisse Freiheiten.

Diese Freiheit kdbnnen wir nutzen, etwa zur kanonischen Darstellung
von f:V — W durch eine besonders einfache Modellmatrix (K2C).

Es ist ein wichtiges und interessantes Problem, zu f: V — V eine
angepasste Basis B von V' zu wahlen, sodass die darstellende Matrix
M3 (f) mdglichst einfach wird, am besten diagonal. Hierzu werden wir in
den nachsten Kapiteln die nétigen Techniken entwickeln. Schon jetzt
konnen wir relevante Beispiele bearbeiten zur lllustration und Motivation.
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Motivation und Uberblick Uberblick

Ich zeige in diesem Kapitel (wie gelegentlich auch bereits zuvor)

mit Begeisterung schone und relevante Beispiele aus der Analysis.
Diese Querbezige sollten Sie nicht schrecken, sondern freuen: Bitte
denken Sie nicht in Schubladen, sondern lernen Sie vernetzt, das hilft!

Die Methoden der Linearen Algebra lassen sich Uberall gewinnbringend
nutzen, auch und gerade in der Analysis, zum Beispiel bei der Losung
von gewdhnlichen Differentialgleichungen und linearen Systemen.

Wir machen uns daher frih mit konkreten Beispielen vertraut.
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Motivation und Uberblick Oberblick

Natiirlich sollten Sie zur Ubung auch willkiirliche Zahlenbeispiele
routiniert rechnen (kbnnen), ohne jede Anschauung und Bedeutung.
Das erfordert wie immer Ubung und gelingt nur durch die eigene Hand,
diese MUhe kann und diese Freude will ich Ihnen nicht nehmen.

Ich empfehle hierzu unser didaktische Online-Tool Gaél.

Damit kbnnen Sie leicht experimentieren und Erfahrungen sammelin.
Kleine Beispiele gelingen Ihnen von Hand, grof3e Beispiele Ubergeben
Sie vollstéandig dem Computer, Gaél ist ideal fiir den Ubergang.

Auch solche numerischen Beispiele sind wichtig und sehr hilfreich.
Die knappe Zeit der Vorlesung investiere ich lieber in schone,
relevante Beispiele mit Bedeutung und Anschauung!
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Motivation und Uberblick Uberblick
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Motivation und Uberblick Dberblick
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Vergleich von Homomorphismen auf Erzeugern

Wie testen wir effizient die Gleichheit von zwei linearen Abbildungen?

Lemma K1A: Vergleich von Homomorphismen auf Erzeugern

Wir vergleichen lineare Abbildungen f,g:V — W Uber dem Ring R.
Hierzu sei (v;);cr eine Familie in V' mit f(v;) = g(v;) fur alle i € I.
(1) Daraus folgt f(v) = g(v) furallev e U = (v; | i € I ).

(2) Erzeugt (v;);c;r den gesamten Raum V/, so folgt f = g.

& Es genugt, f und g auf einem Erzeugendensystem zu vergleichen.
Beweis: (1) Jedes Element v € U schreibt sich als Linearkombination
V= iAo mit A€ R

Dank Linearitat von f und g folgt daraus:

f(U) — f(Zz'e[’Ui)\z’) 2 Zie[f(vi))‘i |
= Y gwhi = g vih) = g(v)

(2) Im Falle U = V bedeutet das f = g.
Vergleich von Homomorphismen auf Erzeugern Eriavterung

©) Dieses Lemma hilft beim Vergleich von linearen Abbildungen.
A\ Es ist jedoch ungeeignet zur Konstruktion linearer Abbildungen.
) Zur Konstruktion von f nutzen wir den Faktorisierungssatz I12E:

I R
B‘/i‘ QBI q>e
T A . W T ! ] . W
b¢'—>ci by—)ci

Genau dann existiert die lineare Abbildung f:V — W mit f o &5 = P,
wenn ker(®3) C ker(®Pe) gilt. Diese Bedingung ist trivialerweise erfullt,
falls ker(®5) = {0}, wenn also @4 bijektiv und somit B eine Basis ist.

© Dieser wichtige Spezialfall ist die Aussage des folgenden Satzes.
Er ist ein universelles Werkzeug zur Konstruktion linearer Abbildungen
f:V — W, falls der Startraum V mit einer Basis B ausgestattet ist.
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Prinzip der linearen Fortsetzung

Wie konstruieren wir effizient eine lineare Abbildung f:V — W?

Satz K1B: das Prinzip der linearen Fortsetzung, PLF

Gegeben sei ein R—linearer Raum V' mit einer Basis B = (b;);c; und
ein R—linearer Raum W mit einer beliebigen Familie € = (¢;);e;.

——————————————————— > W ———————————————————> w

\w}/ \)H”/

Dann existiert genau eine R—lineare Abbildung f:V — W mit f(b;) = ¢;
fir alle i € I, namlich f = ®¢ o ®;*. Ausgeschrieben bedeutet das:

F( ierbidi) = Yy cihi furalle (\)ics € RU.

) Es genigt die Bilder einer Basis vorzugeben und linear fortzusetzen.
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Prinzip der linearen Fortsetzung Edlauterung

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz! Was ist hier zu zeigen?
Die Formulierung ist vollkommen explizit. Rechnen Sie es nach!

Losung: Wir missen Existenz und Eindeutigkeit der Losung f zeigen.
Existenz: Die Komposition f = ¢ o ®;': V — W ist R-linear (11G).
Gemaf3 dieser Konstruktion gilt flir jeden Index i € I wie gewlinscht

f(bi) = Pe(P5' (b)) = Peler) = ¢
Somit erflllt f die beiden im Satz geforderten Eigenschaften.

Eindeutigkeit: Die Eindeutigkeit folgt aus dem vorigen Lemma K1A:
Sind f,g:V — W zwei Lésungen, so gilt f = g.

Bemerkung: Die Basis B: I — V von V stiftet demnach die Bijektion
Hompg(V, W) = Abb(I,W) : f+— C= foB.

Die Umkehrung ist die lineare Fortsetzung C — f = ®¢ o &,
Das ist eine universelle Abbildungseigenschaft fur (V, B).
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Anwendungsbeispiel: formale Ableitung von Polynomen

Beispiel K1c: formale Ableitung von Polynomen

Sei K ein kommutativer Ring und K[X] der Polynomring Uber K.
Wir definieren die (formale) Ableitung als die K—lineare Abbildung

D=0: K[X]— K[X]: X"+ nX""! firalle n € N.
Dies gelingt dank Prinzip der linearen Fortsetzung K1B. Wir erhalten
D=0 :KX]|—>K[X]: F=_a, X"+~ f=> na, X" %
Im Falle Q < K definieren wir ebenso das (unbestimmte) Integral:
I=[:KX]—>K[X]: X"~ 27 X"t
Dank dem Prinzip der linearen Fortsetzung K1B erhalten wir hier:
I=[:KX|>KX]: f=Y,a X" F=3Y o xntl

Damit gilt der HDI fiir Polynome: DI(f) = fund ID(F) = F — F(0).
Dank Lemma K1A genugt es, dies auf der Monombasis zu prufen.
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Anwendungsbeispiel: formale Ableitung von Polynomen Edlauterung

Das ist die ,formale” Definition der Ableitung D : K[ X] — K[X]
auf dem Polynomring K[ X| Uber einem beliebigen Grundring K.

© In der Analysis lernen Sie die Ableitung Uiber K = R (spater C)
als Grenzwert des Differenzenquotienten kennen, ausgeschrieben

D: €' RR) - R,R): Frs f,  f(z)=lim Ft) = Fx)

t—x t—2x

Fir die Polynomfunktion F(x) = 2™ berechnen Sie damit f(z) = na™"!.
Die Ableitung ist linear, fir F(z) = " a,a™ folgt f(z) = >, na,z" 1.

&) Die Formel X" — nX"~1 nehmen wir uns nun zum Vorbild
und definieren D : K[X| — K[X] formal wie oben erklart.
Diese Konstruktion gelingt ganz ohne Grenzwerte.

© Polynome sind ein sehr libersichtliches und einfaches Beispiel,
alle Formeln lassen sich wie hier gesehen explizit ausschreiben.

Das Prinzip der linearen Fortsetzung besagt dasselbe nun allgemein:
Sobald eine Basis gegeben ist, kdnnen wir f direkt hinschreiben.
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Anwendungsbeispiel: die Leibniz—Produktregel Erlauterung

Satz K1cC: Leibniz—Produktregel fir die formale Ableitung

Sei K ein kommutativer Ring und K[X] der Polynomring Uber K.
Hierauf sei 0: K[X] — K[X] die (formale) Ableitung, wie oben erklart.

Fir alle Polynome P, € K[X] gilt dann

(P-Q)=(9P)-Q+ P-(0Q).

Diese Eigenschaft hei3t Produktregel oder auch Leibniz—Regel.

Aufgabe: Beweisen Sie dies (1) fir Monome P = X™ und Q = X™ und
(2) fur beliebige Polynome P, € K[X] durch lineare Fortsetzung.

Losung: (1) Fir Monome ist die explizite Rechnung leicht:
a(Xm . Xn) K[:X} 6(Xm+n>

= (m+n)Xxmtn-l

(OX™). X"+ X™. (9X") = mX™ L. X" x™ . pxnl

K(X] (m + n)Xm-l—n—l

o
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Anwendungsbeispiel: die Leibniz—Produkiregel Edlauterung

(2) Wir zeigen nun die Leibniz—Regel 9(P - Q) = (0P) - Q + P - (0Q)
far alle Polynome P, € K[X]. Dank (1) qilt sie fur alle Monome.
Wir nutzen nun geschickt das Eindeutigkeitslemma K1A:

(2a) Wir fixieren Q = X" und betrachten die Fehlerabbildung
e: K[ X]>K[X]: P~ (0P)-Q+P-(0Q)—9(P-Q).

Jedes Monom P = X™ erflllt e(X™) = 0 dank (1).
Die Abbildung ¢ ist linear. Also folgt ¢ = 0 dank K1A.

(2b) Wir fixieren P € K[X| und betrachten die Fehlerabbildung
e: K[X] > K[X]:Q— (0P)-Q+ P-(0Q) —90(P- Q).

Jedes Monom @ = X" erfillt e(X™) = 0 dank (2a).
Die Abbildung ¢ ist linear. Also folgt e = 0 Dank K1A.

& Das Prinzip der linearen Fortsetzung K1B dient zur Konstruktion, das
Eindeutigkeitslemma K1A zum Vergleich von linearen Abbildungen.
Diese Werkzeuge trivialisieren viele Rechnungen, so wie hier zu sehen.
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Das starke Prinzip der linearen Fortsetzung Erlauterung

© Uber jedem Divisionsring R kdénnen wir das Prinzip der linearen
Fortsetzung K1B kombinieren mit dem Basiserganzungssatz J2B:

Satz K1D: starkes Prinzip der linearen Fortsetzung, SPLF

Seien V und W Vektorraume tGber dem Divisionsring R.

(1) Gegeben seien Familien B = (b;);cr in V und € = (¢;)ier in W.
Wir suchen R—lineare Abbildungen f:V — W mit f(b;) = ¢; flr i € 1.

/
/R A— y W
()]'H(‘j
N2 e
o -
I

Ist B = (b;);c1 erzeugend / unabhangig / eine Basis von V,
so existiert hochstens / mindestens / genau eine Losung f.

. . . K110
Das starke Prinzip der linearen Fortsetzung Erléuterung

& Wir nennen dies das starke Prinzip der linearen Fortsetzung, da es
nicht nur Basen behandelt, sondern beliebige Familien. Daflr benstigen
wir auch starkere Voraussetzungen, namlich einen Divisionsring R,

da wir im Fall (b) den Basiserganzungssatz J2B einsetzen.

Aufgabe: Beweisen Sie diese drei Aussagen!
Nutzen Sie dazu die zuvor bewiesenen Ergebnisse.

Losung: Zwei der drei Falle haben wir bereits geklart:

(1a) Ist die Familie B = (b;);c; erzeugend, so nutzen wir das
Eindeutigkeitslemma K1A: Es existiert hochstens eine Losung f.

(1c) Ist B = (b;);c1 €ine Basis von V', so nutzen wir das Prinzip der
linearen Fortsetzung K1B: Es existiert genau eine Losung f.

(1b) Ist B = (b;);c1 linear unabhangig in V', so kbnnen wir zu einer Basis
(bj)jes mit I C J erganzen (J2B). Fir j € J ~ I wahlen wirc; e W
beliebig, etwa c; = 0. Anschlie3end konnen wir (1c) anwenden.
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Das starke Prinzip der linearen Fortsetzung Erlauterung

&) Wie charakterisieren wir Basen durch eine Abbildungseigenschaft?

Satz K1D: starkes Prinzip der linearen Fortsetzung, SPLF

Seien V und W # 0 Vektorraume tber dem Divisionsring R.

(2) Gegeben sei eine Familie B = (b;);c; in V. Die Auswertung ergibt
evy : Homp(V,W) — Abb(I,W) : f+— (f(b;))ier-

Genau dann ist B = (b;);cr erzeugend / unabhangig / eine Basis von V/,
wenn die Auswertungsabbildung evy injektiv / surjektiv / bijektiv ist.

© Das ist eine bemerkenswerte Charakterisierung dieser ,internen*
Eigenschaften einer Familie B = (v;);cy in V durch die ,,externen®
Abbildungseigenschaften von Homomorphismen f:V — W.

Aufgabe: Beweisen Sie diese drei Aquivalenzen!
Nutzen Sie dazu die zuvor bewiesenen Ergebnisse.
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Das starke Prinzip der linearen Fortsetzung Erléuterung

Losung: Die drei Implikationen ,=*“ haben wir in (1) bereits gezeigt.
Wir beweisen nun die drei Umkehrungen ,<* durch Kontraposition:

(2a) Die Familie B erzeugt den Unterraum U = (b; |i € [ )r < V.
Angenommen, es gilt U # V. Wir wahlen eine Basis (b;);c; von U mit
J C I (J2B) und ergénzen diese zu einer Basis (b;);cjux von V (J2B).
Wegen K # () ist die Auswertung evg : f — (f(b;))icr nicht injektiv:
Auf (b;);c7ux KBNnen wir die Werte beliebig vorgeben (dank K1B),
doch evg ignoriert den Teil auf K, also alle Werte (b;);cx -

(2b) Angenommen, die Familie B = (b;);<; ist linear abh&ngig in V,
das heif3t, es gilt eine Relation  ,_; b;A; mit A; # 0 flr ein j € 1.
Nach Division in R gilt v; =3 ;o 1 bipi Mit i = —Ai/A;.

Dann gilt f(v;) = >_;cr g f(bi)pi auch far die Bilder.

Somit ist die Auswertung evg nicht surjektiv.

(2c) Ist die Auswertung evg bijektiv, also injektiv und surjektiv,

so ist B erzeugend dank (2a) und linear unabhangig dank (2b),
also eine Basis von V.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Zu jeder Matrix A € R™*" gehort inre R—lineare Abbildung (I1H):
| |

Ul ...vn

Die jte Spalte von A sind die Koordinaten des jten Bildvektors v; = Ae;.

A= — fA:R”%Rm:mHAx:ZUjmj

j=1

Satz K1E: Bijektion zwischen Matrizen und linearen Abbildungen
Diese Zuordnung A — f4 ist eine Bijektion:

L : R™"™ = Homp(R",R™) : A fa

Zu jeder R—linearen Abbildung f: R™ — R™ existiert genau eine Matrix
A=M(f) e R™*", sodass f = f4 gilt, also f(x) = Ax fUr alle x € R".

Wir erhalten so das Bijektionspaar A — f = L(A) und f — A = M(f):

(L, M) : R™" = Hompg(R", R™).
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Beweis: Gegeben sei eine R—lineare Abbildung f: R™ — R™.
Gesucht ist eine darstellende Matrix A € R™*™ mit f4 = f.

(1) Existenz: Wir lesen die obige Konstruktion rickwarts:

Die jte Spalte von A sind die Koordinaten des jten Bildvektors f(e;).

Wir stellen jeden Bildvektor f(e;) in der Basis (e;)!"; des Zielraums dar:

ej f(ej) = ZZL €;Qjj mit aij €E R = A= (aij)

Die Koeffizienten a;; definieren die Matrix M(f) = A := (a;5) € R™*".
Nach Konstruktion gilt f(e;) = fa(e;) furalle j =1,... n.
Dank Eindeutigkeitslemma K1A folgt f = fa.

(2) Eindeutigkeit: Seien A, A’ €¢ R™*"™ zwei Matrizen mit f = f4 = fa.

Firalle j = 1,...,nist fa(e;) = > i%, eiaij gleich fas(e;) = > 1% eiay;.
Dank linearer Unabhangigkeit folgt a;; = o}, firalle i = 1,...,m.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Aufgabe: Wir betrachten die R—lineare Abbildung

f:RP R y| o[-
' ' ‘Z br + 2z|

Schreiben Sie diese Abbildung als Matrix A, sodass f = f4 gilt.
Lésung: Wir schreiben jeden Bildvektor f(e;)3_, in der Basis (e;);_;:

en=[g] {30 se0=[]=-{e se=[3]= {120

Wir erhalten: 4 0 -2 4
|15 0 2
Probe: Wir schreiben f4:x — Az explizit aus:
f.x|_>0—24.x_0x—2y—|—4z
A 'Z 5 0 2 'Z = |52+ 0y + 22|

] — M(f) € R¥S

© Somit gilt die Gleichheit f = f4 wie gewlnscht.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung

© Im Nachgang denken Sie vermutlich: Das ist ja simpel!
In diesem Falle kann ich lhnen nur zustimmen: Ja, das ist es.

@ Der obige Satz erklart Ihnen genau, wie die Matrix A zu bilden ist.
@ Sie missen nicht kreativ werden, nur gewissenhaft rechnen.
@ Beachten Sie die Indexkonventionen. Das war’s schon.

Auch wenn die Idee klar ist, so brauchen die konkreten Rechnungen wie
immer etwas Gewohnung und Ubung. Bitte rechnen Sie Beispiele und
Ubungen sorgfaltig durch, dann geht es lhnen leicht von der Hand.

/\ Fir groBere Matrizen kénnen die Rechnungen umfangreich werden.
Vermutlich méchten Sie spater diese Arbeit dem Computer Ubertragen.

& Sie kénnen die Matrizenrechnung sofort auf dem Computer nutzen,
und genau dazu mussen Sie diese simplen Rechenregeln beherrschen,
damit Sie wissen, was Sie tun bzw. was Sie delegieren.

A\ Oft identifiziert man die Matrix A mit der Abbildung f4. Es sind aber
verschiedene Objekte, daher will ich zunachst den Unterschied betonen.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Jede Matrix A € R™*™ definiert eine lineare Abbildung f4: R — R™.
Jede lineare Abbildung f: R™ — R™ entspricht einer Matrix A € R"™*",

Wir kdnnen dies auf beliebige R—lineare Raume V und W Ubertragen,
sobald eine Basis B = (b;)7_; von V und € = (¢;){*; von W vorliegt:

n r—Ax . pPm

R . > R
q)B\[hu I[ q)e\[““
v 4 . W

© Dieses Uibersichtliche Diagramm fasst die Konstruktion zusammen:
Wir erhalten f = ®¢ o f4 o ®;' und umgekehrt f4 = &' o f o s

© Der folgende Satz schreibt die zugehorigen Formeln explizit aus.
Beides ist nitzlich und wichtig: Ubersicht und Details.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Satz K1F: Bijektion zwischen Matrizen und linearen Abbildungen

Sei R ein Ring sowie V und W (rechts)lineare Raume Uber R.
Gegeben sei eine Basis B = (b;)}_, von V und € = (¢;);%; von W.

(1) Jede Matrix A € R™*"™ definiert die zugehorige R—lineare Abbildung

f = L%(A) V=W v= ij)\j = W = ZC@U@, i = Zaij)\j.
j=1 i=1 j=1
Die Koordinaten A € R" bezuglich B werden zu ;. = A\ beziglich C.
(2) Die jte Spalte von A sind die Koordinaten des jten Bildvektors f(b;):

f : bj —> f(bj) = z:’; CiQjj mit aij; € R

(3) Jede R-lineare Abbildung f:V — W lasst sich so eindeutig durch
eine Matrix A = M§(f) € R™*" darstellen. Wir erhalten die Bijektion

(LG, MS) : R™"™ = Hompg(V,W).
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erlauterung

Aufgabe: Das folgt aus dem vorigen Satz K1E. FUhren Sie dies aus!

Losung: Die Formeln des Satzes Ubersetzen das obige Diagramm.

(1) Gegeben sei eine beliebige Matrix A € R™*™. Die hier definierte
Abbildung f = L§(A): V — W ist wohldefiniert und linear, siehe I11H.

(2) Speziell fir A = e; erhalten wir die Bilder der Basisvektoren:
f : bj — f(bj) = Zciaij
=1

Bereits diese Eigenschaft definiert f dank linearer Fortsetzung K1B;
diese rekonstruiert die explizite Formel wie in (1) angegeben.

(3) Gegeben sei nun umgekehrt eine R—lineare Abbildung f:V — W.
Wie in (2) schreiben wir jeden Bildvektor f(b;) in der Basis € = (¢;)" .

Die so gefundenen Koeffizienten a;; definieren die zur Abbildung f
gehérige darstellende Matrix M (f) := A = (a;;) € R™*".

Dank Eindeutigkeitslemma K1A gilt f = L$(A)
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung

Alternative: Dank Satz K1E haben wir bereits das Bijektionspaar
(L,M) : R™" =~ Hompg(R", R™).
(4) Wie im obigen Diagramm dargestellt gilt
L (A) = ®e o L(A) 0 D51,
M5 (f) = M(®51 0 f o Bg).

Dies definiert das Bijektionspaar (L, M%) : R™*™ = Homp(V, W):
(4a) Fir jede Matrix A € R™*™ und f := L§(A) gilt A = M$(f), denn

M (L§ (A)) = M(®5' 0 Be o L(A) 0 Byt 0 Bg) = A.
(4b) Fur f € Hompg(V, W) und A := M$(f) gilt f = L$(A), denn
Li(M5(f)) = @ o L(M(2g" o fo @3)) 0 05" = f.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Aufgabe: Stellen Sie die Ableitung 0: R[X|<3 — R[X]<2 als Matrix
A := M$(0) bezlglich der Monombasen dar. Wir betrachten hier

den Raum V =R[X]<s mitderBasis B = (X7)}_,
den Raum W = R[X]<» mitder Basis €= (X")7,.

Lésung: Wir schreiben 9(X7) = 322, X'a;; in Koordinaten aus:

X% ax%=0 =0-X"4+0-X'4+0-X?
Xt oxt=1 =1-X4+0-X'+0- X2,
X215 0X?=2X =0-X"4+2-X'+0-X2

X35 9X2=3X%2 =0-X+0-XxX'+3.Xx2

In der jten Spalten von A stehen die Koordinaten des jten Bildvektors:

01 0 0
A=M§0)=10 0 2 0
0 0 0 3
Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erivtening

© Wir folgen dem expliziten Verfahren des Darstellungssatzes K1F:
Wir bestimmen die Koeffizienten a;; € R in der eindeutigen Darstellung

f(b;) =i ciaij.

Diese Koeffizienten fassen wir spaltenweise zur Matrix A zusammen:
Die jte Spalte von A sind die Koordinaten des jten Bildvektors f(b;).

FUr diese ersten Beispiele habe ich nicht-quadratische Matrizen gewahlt,
damit die spaltenweise Konstruktion besonders augenfallig wird.

A\ Oft betrachten wir quadratische Matrizen, und dort besteht eine
gewisse Verwechslungsgefahr da Spalten und Zeilen gleich lang sind.
Bis dahin ist Ihnen die Spaltenkonvention hoffentlich in Fleisch und Blut
ubergegangen. Zur Betonung sind unsere ersten Beispiele rechteckig,
nicht quadratisch, das verhindert weitgehend alle Missverstandnisse.

/\ Die Spaltenkonvention kommt daher, dass wie Matrizen geman Az
von links auf Vektoren wirken lassen. Manche Autoren bevorzugen x A,
das geht ebenfalls, und dann ist alles entsprechend umgekehrt.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Aufgabe: Stellen Sie die Ableitung 0: R[X|<3 — R[X]< als Matrix
A" := M$,(8) beziiglich der faktoriellen Basen dar. Wir betrachten hier

den Raum V =R[X]<3 mitderBasis B'= (;X')}_,

den Raum W =R[X]<s mitder Basis € = ($X")i,.

Lésung: Wir schreiben 9(5 X7) = > o 5 X'al; in Koordinaten aus:

1x0 0 =0-2X°+0- 41X +0-Lx2
T X' = 5 XY =1 5X°40-£X' +0- X7,
2 X2 Ext =0 5X04+1- 53X 40 4 X2
5 X0 31 X7 =05 X040 X+ 1 5 X7

In der jten Spalten von A’ stehen die Koordinaten des jten Bildvektors:

01 0 0
Al = MB/ (a) — 0 0 1 0
0 0 0 1
Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix vty

& Sie sehen an diesem Beispiel sehr eindriicklich, dass die
darstellende Matrix sensibel von den gewahlten Basen abhangt.

) Die Form dieser Matrix ist interessant, siehe K1H, insbesondere
wenn wir 9: R[X|<, — R[X]<, als Endomorphismus betrachten.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erlauterung

Aufgabe: Stellen Sie das Integral [ :R[X]<2 — R[X]<3
als Matrix B := M3 ( [) beziiglich der Monombasen dar.

[:P— @ sodass 9Q = P und Q(0) =0
Lésung: Zu jedem Basisvektor X* der Basis € = (X*)2_, schreiben wir
den Bildvektor [(X*) =37_ X7bj; in der Basis B = (X7)2_.
X0 [X'=X =0-X°4+1-X'40-X?+0 X7,
X' [X1=1Xx? =0-X°40-X'"+1-X°+0-X°,
X?— [X2=1X3 =0-X"+0-X'4+0-X*+1. X%
In der iten Spalte von B steht das Bild des iten Basisvektors:

0O 0 O
1 0 0

_ B _
B = hd{f(Jn) - 0 % 0
0 0 3.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erlauterung

Aufgabe: Stellen Sie das Integral [:R[X]<2 — R[X]<3
als Matrix B’ := M3 ([) bezuglich der faktoriellen Basen dar.

[:P+— Q sodass 9Q = P und Q(0) =0

Losung: Zu jedem Basisvektor %X@ der Basis ¢’ = (%Xi)gzo schreiben
wir den Bildvektor [(4X") = Z?:o 4 X7V}, in der Basis B’ = (4 X79)3_,.
X0 XY =0 4X0+1 EXT 0 LX2 400 £XP
TX' 14X =0-5X°+0-£X +1- L X7 +0- X7,

g X7 g X7 =0 g XU L XD 40 g X0 1 g X0

In der iten Spalte von B’ steht das Bild des iten Basisvektors:

0 0

SO = O O

1 0
0 0
0 1
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung
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Erinnerung: die komplexe Exponentialfunktion

cos(t) sin(t)

~
3
w
3

Die komplexe Exponentialfunktion R — C:¢ — e't = cos(t) + isin(t):
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Erinnerung: die komplexe Exponentialfunktion Erlauterung

Sie kennen die reellen Funktionen Sinus und Cosinus, sin, cos: R — R.
Diese fassen wir in der komplexen Exponentialfunktion zusammen:

g:R—>C:tre'=cost+isint.

Die obige Graphik macht dies dreidimensional anschaulich.
In der komplexen Ebene C = R? beschreibt g die Kreislinie.
Wenn wir gleichzeitig die Zeitachse nach rechts abtragen,
so erhalten wir die gezeigte rechtshandige Schraubenlinie.
Die komplex-konjugierte Funktion

it

g:R—-C:t—e " =cost—isint

beschreibt entsprechend eine linkshandige Schraubenlinie.
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Erinnerung: die komplexe Exponentialfunktion Erlauterung

Aufgabe: Zeigen Sie ¢’ = ig durch (1) Ableiten und (2) geometrisch.

Losung: (1) Wir leiten g termweise ab und vergleichen:

g(t) = cost +isint
g'(t) = —sint +icost
ig(t) =icost —sint
(2) Wir konnen alle Ableitungen auch geometrisch bestimmen!

Wir bendtigen dazu nur eine Information (die ich voraussetze):
g durchlauft die Kreislinie mit konstanter Geschwindigkeit 1.

Die Tangente an den Kreis steht senkrecht auf den Radius, hier g(¢).
Also ist der Geschwindigkeitsvektor ¢'(¢) ein reelles Vielfaches von ig(t).
Da wir zudem |¢'(¢)| = 1 und die Richtung kennen, folgt ¢'(¢) = ig(¢).

. . . . K136
Erinnerung: die komplexe Exponentialfunktion Erlauterung

Das obige Bild hilft der Anschauung, far unsere nachsten Rechnungen
benobtigen wir zudem die Ableitungen. Den , Ableitungsoperator® wollen
wir in den folgenden Beispielen als lineare Abbildung betrachten und
beziglich geeigneter Basen als Matrix darstellen.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Aufgabe: Wir arbeiten Uber dem Korper K = R oder K = C.
Wir betrachten den Funktionenraum K® = Abb(R, K) tber K und darin

V = (cos,sin)g = { f:R = K:¢t+> acos(t) + bsin(t) | a,b € K }.

(1) Zeigen Sie, dass A = (cos, sin) eine Basis von V' Uber K ist.
(2) Stellen Sie die Ableitung 0:V — V als Matrix beziglich A dar.

Losung: (1) Die Familie A = (cos, sin) erzeugt V', nach Konstruktion.
Zur Unabhangigkeit nutzen wir die K-lineare Abbildung ¥ : V' — K2 mit

B(f) = [ ffsz}g)] . M = (¥(cos), U(sin)) = [(1) (1)] |

Die Matrix M ist invertierbar, ihre Spalten sind also linear unabhangig.
Folglich ist auch A = (cos, sin) linear unabhangig tber K, dank J11.

(2) Wir finden cos’ = — sin und sin’ = cos. Die darstellende Matrix ist

M4 (8) = [_01 (1)] |
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung

& Die lineare Unabhangigkeit lasst sich in diesem Beispiel nicht direkt
mit dem GauB—Algorithmus berechnen. Doch wir kdnnen linear abbilden
in einen Koordinatenraum K” und dann Bemerkung J11 anwenden.

Bemerkung: Alternativ nutzen wir die Abbildung ¥ :V — K2 mit

wir) = | L] a1 = (wteos) wisim) = | ]

Die Matrix M ist invertierbar, ihre Spalten sind also linear unabhangig.
Folglich ist auch A = (cos, sin) linear unabhangig tUber K, dank J11.

© Der Raum V = ( cos, sin )x < KX hat zunéachst keine Koordinaten:
Es gibt kein ,kanonisches® oder ,naturgegebenes” Koordinatensystem.

FUr konkrete Rechnungen kdnnen wir jedoch Koordinaten einflhren,
und die naheliegende Wahl hierzu ist die Basis A = (cos, sin)

Die folgende Aufgabe zeigt eine weitere mogliche Basiswahl.
Die darstellende Matrix wird dann sogar diagonal!
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Aufgabe: Im Funktionenraum C* = Abb(R, C) Uber C betrachten wir
g(t) = e = cost +isint und g(t) = e = cost — isint, sowie

V :=(cos,sin )¢ > (9,9 )c
={f R Citrerel + e e, eCl

(1) Zeigen Sie, dass auch B = (g,9g) eine Basis von V' Uber C ist.
(2) Stellen Sie die Ableitung 0:V — V als Matrix beziglich B dar.

Losung: (1) Die Familie B = (g,g) erzeugt V = { cos, sin )i, denn
cos(t) = Reg(t) = 5[g(t) +9(1)] € (9,9)c,
sin(t) = Img(t) = %[9(t) —g(t)] € (9,7 )c.
Wegen dim¢ (V') = 2 ist B minimal, also eine Basis von V, dank J2L.
(2) Wir finden ¢’ = ig und g’ = —ig. Die darstellende Matrix ist also

M2(8) = [(1) 0.] |

—1
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung

© Funktionenrdume sind besonders lehrreiche Beispiele:

1 Sie sind relevant in der Analysis und vielen Anwendungen.

2 Wir rechnen nicht unmittelbar in einem Koordinatenraum.

3 Wir kbnnen jedoch hilfreiche Koordinaten einflhren, ...

4 und dazu mussen wir die Definitionen ernst nehmen!
&) Das vorliegende Beispiel zeigt, warum die komplexen Zahlen C
hier natzlicher und somit ,,naturlicher” sind als die reellen Zahlen R:

In der Basis B = (g, ) wird die darstellende Matrix M3 (9) diagonal!
Das ist flr viele Rechnungen einfacher und daher vorteilhaft.

© AuBerdem ist die Exponentialfunktion (zuerst reell, dann komplex)
die wichtigste Funktion der Analysis, daher kann es nicht schaden,
sie hier als Beispiel zu untersuchen. Nutzen Sie die Querbezige,
denken Sie nicht in Schubladen, sondern lernen Sie vernetzi!
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Beispiel K1G: Exponentialfunktionen und Diagonalmatrix

Wir arbeiten Uber K = R oder K = C. Gegeben seien Konstanten
Aos -+, Ap INK MIt A; # A flr ¢ # 5. Wir betrachten die Funktionen

fi : R K : t s el
Die Familie B = (fo, ..., f») ist linear unabhangig tiber K. (Ubung!)

Vi={(fo, ..., fn)k
:{f:R—)K:tHcOe)‘Ot+---+cne>‘”t‘CO,...,cneK}

FUr die Ableitung finden wir 0 fi. = Ai fi. Die darstellende Matrix von
0:V — V bezuglich der Basis B ist demnach eine Diagonalmatrix:

A 0 O
M3 (9) = diag(Ao, ..., An) = [0 -, 0
0 0 M\
Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix ity

© Wenn Sie mochten, lesen Sie dieses Beispiel zunachst fir K = R,
sodass Sie vereinfachend nur reelle Funktionen f:R — R betrachten.
Die Rechnung Uber C verlauft wortlich genauso. Es ist daher gunstig,
beide Félle K = R, C gleich zusammenfassend zu behandeln.

& Das ist ein schénes Beispiel fur eine gelungene Diagonalisierung.

Die allgemeine Problemstellung lautet entsprechend: Gegeben ist eine
lineare Abbildung f:V — V. Hierzu wollen wir eine Basis B von V
finden, sodass die darstellende Matrix M3 ( f) moglichst einfache Gestalt
hat, idealerweise sogar diagonal. Hier gelingt genau dies!

Die allgemeine Problemstellung der Diagonalisierung werden wir
in Definition K2M gegen Ende des Kapitels zusammenfassen.
Diagonalisierung ist ein zentrales Anliegen der Linearen Algebra;
wir werden es in den nachsten Kapiteln genauer untersuchen.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erlauterung

Aufgabe: (1) Beweisen Sie, dass fy, ..., f, linear unabhangig sind.
Untersuchen Sie hierzu die K—lineare Abbildung ¥ : V' — K" mit

U(f) = (£(0), f'(0),..., F™(0))".
Das entspricht dem Beginn der Taylor—Entwicklung im Punkt 0.

(2) Uberpriifen Sie die behaupteten Ableitungen df; = A fx
und so die darstellende Matrix M3 (0) wie angegeben.

Losung: (2) Reell ist dies klar, es gilt ebenso komplex.
FUr jede komplexe Zahl A = ¢ 4 ir mit o, 7 € R haben wir:

f(t) =M = et et = 7t [cos(7t) + isin(7t)]
Nach den reellen Ableitungsregeln finden wir:

f/(t) — ge°t. eiTt + el . ir eiTt — )\e)\t.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung

Losung: (1) Wir fassen die Bildvektoren als Matrix zusammen:

~ £(0) 7 A A LAY
£(0) Al L
vi)=|"." | M=) v =
| F(0). A0 AT AR

Dies ist die Vandermonde—Matrix bzw. ihre Transponierte (Satz B3A).
Die Matrix M ist invertierbar, ihre Spalten sind also linear unabhangig.
Folglich sind auch fy, ..., f, linear unabhangig, dank J11.

Bemerkung: Die darstellende Matrix von ¥ bezuglich der Basen
B = (fo,..., fn)und & = (eq, ..., e,) ist demnach M§(¥) = M.

Bemerkung: Alternativ kdnnen wir als Abbildung ¥:V — K"+!
auch die Auswertung an den Stellent =0, 1, ..., n betrachten.
Wir erhalten dann die Vandermonde—Matrix zu py, = e+,
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix

Beispiel K1H: Exponentialfunktionen und Jordan—Block
Sei K=R,Cund )\ € K. Zu k € N betrachten wir die Funktion

k
fr 1 R>K: tl—>%e>‘t.
Die Familie B = (fo, ..., f») ist linear unabhangig tiber K. (Ubung!)

Vi={(fo,- fa )k
:{f:R—>K:tl—>(co+clt+---+cnt”)e>‘t’60,61,---,Cn€K}

Wir finden 0fy = A fo und 0fr = Afr + fr_1 fUr £ > 1. Die darstellende
Matrix von 0:V — V bezulglich der Basis 3B ist ein Jordan—Block:

A1 0 O
B |0 X -0
Ms@)=1p o .. 1
0 0 0 A
Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erivtenimg

© Wenn Sie mochten, lesen Sie dieses Beispiel zunachst fiir K = R,
sodass Sie vereinfachend nur reelle Funktionen f:R — R betrachten.
Die Rechnung Uber C verlauft wortlich genauso. Es ist daher gunstig,
beide Félle K = R, C gleich zusammenfassend zu behandeln.

© Das ist ein schones Beispiel fir eine gelungene Jordanisierung.

Zu einer linearen Abbildung f:V — V wollen wir eine Basis B von V
finden, sodass die darstellende Matrix M2 ( f) mdglichst einfache Gestalt
hat. Diagonalisierung ist in diesem Beispiel nicht moglich,

aber die gezeigte Jordan—Matrix ist die nachstbeste Losung.




K147

Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erlauterung

Aufgabe: (1) Beweisen Sie, dass fy, ..., f, linear unabhangig sind.
(2) Uberpriifen Sie die behaupteten Ableitungen df; = A\, fi + fe_1
und so die darstellende Matrix M3 (9) wie angegeben.

Losung: (2a) FUr fo(t) = e wissen wir bereits f4(t) = Xe.

Flr fi.(t) = e Mt /k! mit k > 1 finden wir dank Produktregel:

fo(t) = XMt /B 4 P (ke — 1)V = Mfi(t) + fro_1(2)

(2b) Zur Aufstellung der Matrix M3 (9) setzen wir wie in (1) voraus,
dass die Familie B = (fy, ..., f,) tatséchlich eine Basis von V ist.

Die kte Spalte der Matrix M3 (9) besteht aus den Koeffizienten des
Bildes 0fr, = \i.fr + fr—1. Wir erhalten die oben angegebene Matrix.
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Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix Erléuterung

Losung: (1a) Aus f = >} _, arfr Mit ag, ..., oy € K folgt
N — ay k
ft)=e kz Tt
=0

fir alle t € R. Somit gilt f = 0 nur, falls o, = 0 fir alle k. (B3A, G3M).
(1b) Wir nutzen die lineare Abbildung ¥ :V — R" mit

£(0) 1 0 ... O
7(0) x 1 ... 0
v =" | M= @) = |, L
_f(n) (0)] x % ... 1

Die Matrix M ist invertierbar, ihre Spalten sind also linear unabhangig.
Folglich sind auch fy, ..., f, linear unabhangig, dank J11.

Bemerkung: Die darstellende Matrix von ¥ beziiglich der Basen
B = (fo,..., fn)und & = (eq, ..., e,) ist demnach M§(¥) = M.
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Satz K11: Vertraglichkeit mit Addition und Skalierung

Sei R ein Ring sowie V und W (rechts)lineare Raume Uber R.
Gegeben sei eine Basis V = (v;)7*; von V .und W = (w;), von .

(1) Die Menge Hompg(V, W) ist eine Gruppe bezlglich punktweiser
Addition, dank Satz I111. Das oben konstruierte Bijektionspaar

Ly, My) : (R™",+) = (Hompg(V, W), +)
ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

(2) Ist R zudem kommutativ, so ist auch Hompg(V, W) ein R—linearer
Raum bezlglich punktweiser Skalierung, dank Satz I111. Damit ist

(L\\éva\\/?\?) : (Ran’_h.) = (HomR(Vv W)7+7')

sogar ein Isomorphismus R—linearer Raume. Insbesondere gilt

dimg Hompg(V, W) = dimr(R™*") = mn.
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen Erléuterung

Anschaulich gesagt:
1 Wenn Sie Matrizen A und A’ in R™*™ addieren, dann addieren sich
die zugehdrigen linearen Abbildungen f und f’ in Hompg(V, W).
2 Wenn Sie eine Matrix A in R™*" skalieren zu A\ A, dann skaliert auch
die zugehorige lineare Abbildung f in Homg(V, W) zu \f.

Gerade diese grundlegenden Rechenregeln werden wir spater oft und
gerne nutzen, meist sogar ohne es weiter zu bemerken. Es ist daher
hilfreich, sie hier explizit zu formulieren. .. und auch zu beweisen.
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen Erléuterung

Aufgabe: Rechnen Sie diese beiden Aussagen nach!

Losung: (1) Gegeben seien Matrizen A und A’ in R™*"™ mit ihren
linearen Abbildungen f = LY (A) und f’ = LY (A’). Wir finden:

L\W(A—FA/) V= Z’Uj)\j — Z’U)ZZ(CLU —|—CL;j))\
_ZwZZaU)\ —|—ZwZZaZJ>\ = + f'(v)
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen Erléuterung

(2) Fur jeden Skalar i € R gilt dann entsprechend dank Kommutativitat:

LW (Ap) : v = vaj)\ —> ZwZZaZJ,u)\
= Zwi Zaz’j)\jﬂ = f(v)p
i=1  j=1

© Alternativ geniigt es jeweils, die Bilder der Basis V zu vergleichen.




K153

Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

fBofa=fB.a

Rq///\];\éfgn

7

fa /B
(I)UJ/Q (DVJ/&J (I)WJ/Q

et

gof

Satz K1J: Matrixmultiplikation und Komposition

Sei R ein Ring sowie U, V, W (rechts)lineare Raume Uber R mit Basen

U = (u;)i—; von U und V = (v;)i_; von V.und W = (wy,)3_, von W.

(1) Fiir je zwei Matrizen A € RP*? und B € R™*? gilt:
L (B - A) = Ly (B) o Ly(A)
(2) Fir je zwei R-lineare Abbildungen f:U — V und g:V — W folgt:

My (g0 f) = My'(g) - My(f)
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Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen Erléuterung

Die Grundidee des Beweises ist im obigen Diagramm dargestellt!

Far je zwei Matrizen A € RP*? und B € R™*P haben wir die linearen
Abbildungen f4: R? - RP:x — y = Az und fg: RP — R?:y — z = Ay.
Die Komposition ist dann fg o f4 = fg.4, denn fir alle x € RY gilt:

(fBofa)(x) = fe(fal(z)) = B(Az) = (BA)z = fpa(z)

Diese Eigenschaft Gbertragt sich nun allgemein durch das
Bijektionspaar (L, M) wie im Satz ausformuliert.




Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen ong

Erlauterung

Hier noch einmal dasselbe Diagramm in anderer Darstellung:

Dy

R — U
A
N . N
RP .V
fBOfAV /fB . gofv A
R" W

Aufgabe: Beweisen Sie den Satz nach Vorbild der obigen Diagramme.

Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen ong

Erlauterung

Losung: (1) Zu A € RP*?7und B € R™*P qilt:
Ly (B) o Lii(4)

o
<8

1z e

Dy fp®y, " o Py fady!

Oywipa®y! = LI(B-A)

(2)Zu f:U —Vund g:V — W sowie A = My (f) und B = MY (g) gilt:
My'(ge f) = My (Ly'(B)o Ly(A))

= My (Ly(B-A4)) = B-A = My(g) - My(f)

© Der Beweis Ubersetzt das Diagramm in explizite Formeln.




Matrixdarstellung von Homomorphismen und Komposition
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Erlauterung

Aufgabe: Stellen Sie die Ableitung 0: R[X|<3 — R[X]<2 als Matrix
A := M5 () bezuglich der Monombasen B = (X7)3_; und € = (X*)Z,
dar, ebenso das Integral [ :R[X]<2 — R[X]<3 als Matrix B.

Was erwarten Sie flr die Produkte A- Bund B - A?

Losung: Wir finden

01 0 0
A=M§0@)=1(0 0 2 0|, B=M5([)=

0 0 0 3

FUr die Produkte gilt
Lo 00
A-B=|01 0|, B-A=

0 0 1 00
0 0

>

& Das entspricht dem HDI (I1s, K1c), hier durc

O = O O

S O = O

o O O

—
O e <

—
}OOO

Matrizen formuliert.

Matrixdarstellung von Homomorphismen und Komposition
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Erlauterung




Matrixdarstellung von Endomorphismen und Komposition
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Erlauterung

Aufgabe: Stellen Sie die Ableitung 0: R[X]|<3 — R[X]<3 als Matrix A
beziiglich der Monombasis B dar, ebenso 9% = 9 o 0 als Matrix B.
Vergleichen Sie die Matrix B mit dem Produkt A - A. Was erwarten Sie?

Losung: Wir finden

A =ME() =

) Tatséchlich gilt A- A = B, wie vom Kompositionssatz K1

o O O O

oo o

S N O

0

w o O

0

9

B = M5;(9°%) =

Bemerkung: In der faktoriellen Basis B’ finden wir

A" = M2,(9)

0

0
0
0

o oo

0
1
0
0

0

0
1
O_

Y

B' = M3,(0%) =

o O O

0

o o O

0

o O O O

o O O O

P S O O

S oY O

0

garantiert.

S O O =

S O = O

© Auch hier gilt A’ - A’ = B’, wie vom Kompositionssatz K1k garantiert.

Matrixdarstellung von Endomorphismen und Komposition
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Erlauterung
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Darstellung von Endomorphismen und Automorphismen

Rn fa . R"
q)B\[P” (Dggl/”“
V d s V

Korollar K1K: Endomorphismenring und Automorphismengruppe
Sei V ein (rechts)linearer Raum Uber R mit Basis B = (b;)}" ;.
Das oben konstruierte Bijektionspaar

(L3, M3) : (R™",+,) = (Endg(V),+,0)
ist ein Isomorphismus von Ringen. Insbesondere ist

(LE,M3) : (GLy R,-) = (Autg(V),o)

ein Isomorphismus von Gruppen.

v
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Darstellung von Endomorphismen und Automorphismen Erléuterung

Beweis: Die Vertraglichkeit mit der Addition haben wir in Satz K11
bewiesen. Die Vertraglichkeit mit Multiplikation und Komposition
ist der Spezialfall U = V = W in Satz K1J.




Darstellung von Endomorphismen und Automorphismen
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001 101

010

000

Aufgabe: Wir betrachten die abelsche Gruppe (V, +) = (F3, +).

100

110

Wie viele Elemente haben End(V,+) und Aut(V, +)?

Losung: Die Gruppe (V, +) ist ein Vektorraum tber K = Fo. (11L)
Jeder Gruppenhomomorphismus f: (V,+) — (V, +) ist K-linear.

& Damit greifen unsere Werkzeuge der Linearen Algebral!

Dank K1k haben wir Endg (V) = F5*?, also  Endg (V) = 22 = 512.
Aus Autg (V) = GL3 Fo folgt § Autx (V) =7-6-4 = 168, siehe J218.

Darstellung von Endomorphismen und Automorphismen

K164
Erlauterung

© Eine Automorphismengruppe zu bestimmen ist meist schwierig.
Warum ist es hier nun so leicht? Wir haben die starken Werkzeuge der
Linearen Algebra, hier Vektorraume und Basen und Matrixdarstellung!
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Die Modellmatrix DT

mXxn

vom Rang r

Definition K2A: die Modellmatrix DT

mXn

vom Rang r
Sei R ein Ring und m,n,r € N mit r < min{m, n}. Wir definieren

1 -+« 00 --- 0
D=D"_ := 0 o 1.0 --- 0 | I O
mxn ° O O O O Om/xr  Opr .
0 - 00 0

Dies nennen wir die Modellmatrix der Gré3e m x n vom Rang r und
fo: R" = R™: (x1,...,XZpy... Tpn) = (x1,...,2,,0,...,0)
die zugehoérige R—lineare Modellabbildung. Daran lesen wir ab:
|

lm(fD) - iHl<D;;L><n,) <617"'7€’f’ >R < Rm?
ker(fD) — ker(D;lxn) — < €T+17 ce 76’fL >'R S Rn
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Die Modellmatrix D’

mXn

vom Rang r

© Die Modellabbildung fp ist besonders einfach und Ubersichtlich.
Erstaunlicherweise lasst sich jede lineare Abbildung so darstellen!

Definition K2B: Rang und Defekt
Sei f:V — W eine lineare Abbildung tber einem Divisionsring R.
Wir definieren den Rang und den Defekt von f:V — W durch

rangp(f) = dimgim(f) und defr(f) := dimpg ker(f).

Erinnerung: Dank Dimensionsformel J2N gilt
rang(f) + def(f) = dim(V).
Typisches Beispiel:: Wir betrachten die obige Modellabbildung:
f:R"—R"™: (r1,...,Tpy.-yxp) — (1,...,2-,0,...,0)

Hier gilt gilt rang(f) = r und def(f) = n — r. Dieses Beispiel ist typisch:
Der folgende Satz zeigt, dass jede lineare Abbildung genau so aussieht.




K203

Kanonische Darstellung einer linearen Abbildung

R" >y R™
fo:(zi, oo mp o )
— (z1,...,2,,0,...,0)
by | Pp | =
£ v, — w; fare=1,...,r,
“lvi—0 flri=r+1,...,n
|4 >y W

Satz K2cC: kanonische Darstellung einer linearen Abbildung

Sei f:V — W eine lineare Abbildung von R—Vektorraumen endlicher
Dimension n := dimg (V') und m := dimgr(W) mit Rang r := rangp(f).
Dann existieren Basen B = (vy,...,v,) von V und C = (wy, ..., wy)
von W mit f(v;) =w; fUri=1,...,rund f(v;) =0flri=r+1,...,n.
Somit wird f dargestellt durch die Modellmatrix D7 .., = M%(f).

mXxn

Beweis: Wir wahlen eine Basis wy, ..., w, des Bildes im(f) < W und
erganzen zu einer Basis C = (wy, . .., wy,) von W. Wir wahlen Urbilder
v,..., 0 € V mitv; — w; und erganzen durch eine Basis v, 11, ..., v,
des Kerns ker(f). Dank J2Mm ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V.
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Kanonische Darstellung einer linearen Abbildung Erléuterung

& Die Modellabbildung fp ist besonders einfach und Ubersichtlich.
Erfreulicherweise lasst sich jede lineare Abbildung so darstellen:

Wir lesen die lineare Abbildung f:V — W in den richtigen Basen,
und schon vereinfacht sich f zu unserer Modellabbildung fp!

Ausblick: Die Analysis fihrt den Darstellungssatz K2c fort, lokal fir jede
glatte Abbildung f: (R", zg) — (R™, 1) mit lokal konstantem Rang.

© Das ist die einfachst-mdgliche Matrixdarstellung der Abbildung f.
Sie entsteht durch die Wahl angepasster Basen fur Start und Ziel.

Es ist bemerkenswert, dass hierfar insgesamt nur drei Zahlen nétig sind.
Mit der kanonischen Darstellung I6sen wir auch die Klassifikation K2E.

&) Dabei klaren wir zusatzlich zur Existenz auch die Eindeutigkeit:
Die Abbildung f ist aquivalent zu genau einer Modellabbildung.

Diese Klassifikation gibt uns einen guten Uberblick aller Méglichkeiten:
Lineare Abbildungen von Vektorraumen sind schlief3lich sehr simpel!
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Aquivalenz linearer Abbildungen Erlauterung

Wir betrachten lineare Abbildungen tber einem Ring R:

% A R fa__, pm
solN wlN %lN cpelN
Vv d . W v d . W

Definition K2D: Aquivalenz R-linearer Abbildungen

Lineare Abbildungen f': V' — W' und f:V — W heiBBen aquivalent,
wenn hierzu Isomorphismen ¢ : V' = V und ¢ : W/ — W existieren,
sodass fop =1 o f/gilt,also f = o ffop=tund f' =v¢~to foo.
Wir schreiben hierflr (¢, ) : f/ = f oder kurz f’ = f

v

Die Notation (¢, ) : f/ = f nennt explizit alle Daten, f' = f nur implizit;
die Isomorphismen missen dann aus dem Kontext erschlossen werden.
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Aquivalenz linearer Abbildungen Erlauterung

Beispiel: Jede lineare Abbildung f:V — W endlich-dimensionaler
Vektorraume ist aquivalent zu einer Matrixdarstellung:

(P, Pe) : fa=f kurz fa=f mit Ae R™™.

Noch bequemer und etwas schludrig schreiben wir f = A, in Worten:
Die Abbildung f:V — W lasst sich durch die Matrix A darstellen.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass = eine Aquivalenzrelation
zwischen linearen Abbildungen von R—linearen Raumen ist.

Losung: Wir zeigen Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat.
Reflexivitat: Fur jede lineare Abbildung f:V — W

gllt (idv, idw) = f, denn foidy =idw of.

Symmetrie: Aus (o, ) : f =2 g,also gop =1 o f,

folgt fo ™ =4t og,also (¢~ ',y ") g= f.

Transitivitat: Aus (p,v): f =2 gund (¢, ¢"): g = h folgt

(¢ op,poyp): f=h dennhoy op =1 ogop=1oyof.
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Klassifikation linearer Abbildungen bis auf Aquivalenz Erlauterung

) Nach der Klassifikation der endlich-dimensionalen Vektorrdume
(Satz J2J) folgt nun die Klassifikation ihrer linearen Abbildungen:

Satz K2E: Klassifikation linearer Abbildungen

Gegeben seien zwei lineare Abbildungen f:V — Wund f/: V' — W’
endlich-dimensionaler Vektorraume Uber einem Divisionsring R.

Genau dann sind f und f’ aquivalent, kurz f = f/, wenn gilt:

(dim V, dim W, rang f) = (dim V', dim W/, rang f')

© Die Lineare Algebra mag Ihnen zwar anfangs abstrakt erscheinen,
doch die betrachteten Objekte sind schlie3lich einfach und tbersichtlich!

Das Isomorphieproblem fir Vektorraume Uber R wird durch eine einzige
Zahl gel6st: die Dimension (als Kardinalitat einer Basis), siehe Satz J2J.

Das Isomorphieproblem fir lineare Abbildungen f:V — W wird durch
drei einfache Kennzahlen vollstandig geldst: Neben den Dimensionen
dim V' und dim W bendtigen Sie nur noch den Rang rang f.
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Klassifikation linearer Abbildungen bis auf Aquivalenz Erléuterung

Beweis: ,=“: Die Aquivalenz (¢,v): f = f' besagt f' o p =1 o f
mit p:V = V'und ¢: W = W’. Daraus folgt dim V' = dim V'’ und
dim W = dim W’ sowie im(f’) = im(f’ o ¢) = im(¢) o f) = im(f).

f
V s W
2V Dy
Rn /p . RM
Pl = Pl =
~ q)vl ~ (PW/
f/

s W/

<" Es gelte (dim V,dim W, rang f) = (dim V', dim W’ rang f’).
Dank K2c finden wir Basen mit D7, = MY (f) = MY (f").

mXxn

Fir ¢ := &y 0 @, und ¢ := Oy 0 O gilt (0, ) : f =2 .
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GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung @
mit Gaél!

Mit Gaul3 wandeln wir jede Matrix A € R™*™ zur Modellmatrix Dy, ...

A B=S"14

[ 3 6-6-6—1] [ 1 2 0 4 0]
—-2-4 3 1 5 Zeilen- O 0 1 3 O
—-1-2 3 5 4 \operationen/ 0 0 0 0 1

1 2 1 7 1 O 0 0 0 O
Spalten[operationen Spalten[opera’[ionen
1 0 0 0 0] 1 0 0 0 o]
0O 1 0 0 O Zeilen- o 11 0 0 O
O 0 1/ 0 O operationen O O 1] 0 O
] x[ 0 O O 0 0 0 O
D =S"'AT

© Wirhabenim D = (e1,...,e, )y und ker D = (e, 41,..., e, )p; dank
SD = AT folgt im A = ( Seq,...,Se, ) und ker A = (Te,11,...,Tep )p.
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GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung Erléuterung

Algo K2F: GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung

Eingabe: eine Matrix A € R™*" Uber einem Divisionsring R
Ausgabe: S,S7' € GL,, Rund T, 7' € GL, Rmit S~AT = D! .

1: Konstruiere S, S~! zur reduzierten Zeilenstufenform S—1 A4
2: Konstruiere T, T~ zur red. Spaltenstufenform S—*AT = D"
3: return (S, S~ L T, T1)

.

Beweis: Wir haben in Kapitel B den Gauf3—Algorithmus zur reduzierten
Zeilenstufenform ausgefthrt (Satz B2C). Entsprechendes gilt auch far
Spaltenumformungen; diese operieren von rechts.

© Der GauB-Algorithmus konstruiert durch elementare Zeilen- bzw.
Spaltenoperationen zugleich S, S~! sowie T, 7!, also die gesuchten
Transformationsmatrizen zusammen mit inrem Inversen.
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GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung Erlauterung

Satz K2F: GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung

Sei A € R™*™ eine Matrix Gber dem Divisionsring R.

(1) Der GauB—Algorithmus K2F liefert hierzu invertierbare Matrizen
S, 1 e GL,,(R)und T, T~! € GL,(R), sodass AT = SD'. ... gilt.

(2) Daraus folgt rang(A) = r und def(A) = n — r und explizit

im(A) = ( Se,...,S¢ Vg,
ker(A) = (Tert1,...,Ten )n.

© Dies ist ein Basiswechsel: Wir lesen die Matrix A € R™*™ in den
richtigen Basen, und schon vereinfacht sich A zur Modellmatrix D, . !

mXxn*

© Die Bestimmung von Bild im(A) und Kern ker(A) haben wir bereits
zuvor in Satz J1P geldst. Mit Satz K2F sehen Sie hier nun eine elegante
Umformulierung; beide Algorithmen tun im Wesentlichen dasselbe.
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GauB—Algorithmus zur kanonischen Darstellung Erléuterung

Beweis: An der Modellmatrix D = D; . .. lesen wir ab:
im(D},.,) = {(e1,...,es Vg < R™,
ker(D7 ...) = {€rq1,... en)p < R

Das Bild von A folgern wir aus AT = SD gemalf
im(A) = im(AT) = im(SD) = ( Sey, ..., Se, ).
FOr den Kern von A finden wir entsprechend:
Az =0 <= (AT '2=0 <= (SD)T"'z2=0
— T lzecker(D)=(er1,....en )5
— zeTker(D)=(Ter1,...,Tey )n.

Damit sind Bild und Kern von A explizit bestimmt.
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Far A, B € R™*" sowie S € GL,, Rund T € GL,, R qilt:
SMAT=B <<= AT =SB <= A=8BT!
Analog zu linearen Abbildungen (K2D) vereinbaren wir:

Definition K2G: Aquivalenz von Matrizen

Zwei Matrizen A, B € R™*" heif3en aquivalent, wenn invertierbare
Matrizen S € GL,, Rund T € GL, R existieren, sodass AT = SB qilt.

Wir schreiben hierfur (7',S): B = Aoderkurz B= A

Aufgabe: Dies ist eine Aquivalenzrelation auf R™*" (siehe K206).

Losung: Wir zeigen Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat.
Reflexivitét: (E,, E,,): A= A, denn AE, = E,, A.

Symmetrie: Aus (T,S): B = Afolgt (T1,571): A~ B,
Transitivitdt: Aus (T,S): A~ Bund (T7,5"): B = C folgt
(T'oT,5"08):A=C,dennCoT' oT =5 0BoT =5050A.
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Aquivalenz von Matrizen Erlauterung

Analog zur Klassifikation K2E linearer Abbildungen erhalten wir aus
dem Gauf3—Algorithmus K2F nun die Klassifikation der Matrizen:

Satz K2H: Klassifikation von Matrizen bis auf Aquivalenz
Uber jedem Divisionsring R gilt:

(1) Genau dann sind zwei Matrizen A, B € R™*™ aquivalent,
wenn sie gleichen Rang haben, also rang A = rang B qilt.

(2) In jeder Aquivalenzklasse liegt genau eine Modellmatrix D’

mXxXn-*

Dieser kanonische Reprasentant hei3t GauB—Normalform (GNF)

Beweis: (1a) ,=“: Der Rang ist invariant unter Aquivalenz B = S~ AT,
dennim(B) = BR" = ST'ATR" = ST1AR" = S~ 1im(A) & im(A).
(1b) ,<*: Dank K2F sind A und B aquivalent zur Modellmatrix D’

mXxn-*

Dank Symmetrie und Transivititat sind sie zueinander aquivalent.

(2) Mit denselben Argumenten folgt (b) Existenz und (a) Eindeutigkeit
einer Modellmatrix D; . .. in jeder Aquivalenzklasse.
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Aquivalenz und Invarianz Erlauterung

Das Aquivalenzproblem fiir Matrizen A € R"*™ wird durch drei einfache
Kennzahlen vollstandig gelost: Neben den Dimensionen (Zeilenzahl m
und Spaltenzahl n) bendtigen Sie nur noch den Rang rang A.

Der GauB3—Algorithmus K2F erledigt diese Aufgabe gewohnt effizient.
Ich betone erneut, dass wir hierzu Gber einem Divisionsring R arbeiten.
Die allgemeine Definition K2G der Aquivalenz gilt Giber jedem Ring,

der Klassifikationssatz K2H hingegen gilt nur Gber Divisionsringen.

Wir kommen damit erneut auf die grundlegenden Begriffe Aquivalenz
und Invarianz zurick, die uns schon des Ofteren begegnet sind:

Aus Satz E1H kennen wir die wichtigste Invariante der Mathematik:
Die Elementezahl andert sich nicht unter Anwendung von Bijektionen!

In Satz J2J haben wir dies auf R—Vektorraume Ubertragen:
Die R—Dimension andert sich nicht unter R—linearen Bijektionen!

Allgemeiner Ubertragen wir dies nun auf den Rang, also die Dimension
des Bildraums, von linearen Abbildungen (K2E) und von Matrizen (K2H).
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Aquivalenz und Invarianz Erlauterung

Allgemein versteht die Mathematik unter einer Invariante folgendes:
Jedem der betrachteten Objekte (hier: Matrizen A € R™*"™) wird eine
Grdé3e zugeordnet (hier: ihr Rang); diese Grd3e andert sich nicht unter
den betrachteten Umformungen (hier: Aquivalenz (T, S): B = A).

Invarianten sind ein wichtiges Hilfsmittel bei Klassifikationsproblemen:
Objekte mit unterschiedlichen Invarianten sind wesentlich verschieden.
Manchmal gilt sogar die Umkehrung, und Objekte mit gleichen Werten
unter der Invariante lassen sich ineinander umformen. Wir sprechen
dann von einer vollstandigen Invarianten. Genau das liegt hier vor!
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Zeilenraum und Spaltenraum

Jede Matrix A € R™*"™ definiert eine Familie von Zeilenvektoren

ui, ..., un € R"™ und von Spaltenvektoren vy, ..., v, € R™*':
A p— E p— /l)]_ ¢ /l)n

Diese erzeugen den Zeilenraum bzw. den Spaltenraum:
Zeilenraum:  ZR(A):=R-uj+---+ R-uy =R"™- A< R
Spaltenraum: SR(A4) :=v;-R+---+v,-R =A-R"' < R™
Uber einem Divisionsring R verfligen wir zudem {ber Dimensionen:
Zeilenrang:  zr(A) := dimp ZR(A)
Spaltenrang: sr(A) := dimpg SR(A)
Wir zeigen nun eine bemerkenswerte Gleichheit:

Zeilenrang = Spaltenrang

. K218
Zeilenraum und Spaltenraum Erlauterung

& Wir folgen den richtigen Konventionen: Der Spaltenraum SR(A) ist
rechtslinear Uber R, der Zeilenraum ZR(A) hingegen ist linkslinear!

Jede Matrix A € R™*" Uiber einem Ring R induziert zwei Abbildungen:
fa: B" = R we Av,im(fa) = A- R < R
ga: RV™ 5 RV -y s yA, im(ga) = RV™- A< RV

Dabei ist f4 rechtslinear Uber R, und g4 ist linkslinear Gber R, gemaf3

der Ublichen Konvention: Matrizen und Skalare operieren auf entgegen-
gesetzten Seiten. Mit dieser Regel sortiert sich alles von selbst!

Sei nun R ein Divisionsring, um den Gauf3—Algorithmus anzuwenden:
Dank Satz K2J haben beide Abbildungen f4 und g4 den gleichen Rang!
@ Der Rang von f,4 ist der Spaltenrang von A.
@ Der Rang von g4 ist der Zeilenrang von A.

Die beiden Abbildungen f4 und g4 sind zunachst sehr unterschiedlich.
Sie entstehen aus derselben Matrix A, aber auf verschiedene Weisen.
Die Gleichheit von Spaltenrang und Zeilenrang ist bemerkenswert.
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Zeilenraum und Spaltenraum

Lemma K2I: Zeilenoperationen vs Spaltenoperationen
(1) Zeilenoperation durch S € GL,, R andert nicht den Zeilenraum:

ZR(SA) = R"™.S-A = R"™.A = ZR(A)

Die Spaltenrdume sind i.A. verschieden, doch immer isomorph:
SR(SA) = S-A-R™' = A.R"™' = SR(A)

(2) Spaltenoperation durch T' € GL,, R andert nicht den Spaltenraum:
SR(AT) = A-T-R"' = A-R"™' = SR(A)

Die Zeilenraume sind i.A. verschieden, doch immer isomorph:

ZR(AT) = RV™.A.T = RY™.A = ZR(A)

(3) Zeilenrang und Spaltenrang bleiben dabei immer erhalten! (J21)
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Zeilenraum und Spaltenraum Erlauterung

Beweis: Da die Matrizen S € GL,,, Rund T' € GL,, R invertierbar sind,
induzieren Sie die folgenden R—linearen Isomorphismen:

~

gs : RV™ = RV Ly s yS, g§1 =gg-1

fo : RS R™ o e Sx, fol =fg

fr: R S R xe Te,  fol =fra

gr : RV™ = RV ¢y yT, gfl =gp-1
Daraus folgt die Gleichheit R'*™ .S = R"”*™und T - R**' = R**!

sowie die Isomorphie der Teilrdume A- R**' =2 S-A-R*'in R™*' und
R'lxm.AgRlxm.A.TinRlxn.

) Beachten Sie die akribische Buchfiihrung tiber rechts und links.
Damit werden all unsere Rechnungen einfacher und transparenter!
Das gilt allgemein, selbst wenn der Grundring R kommutativ ist.

© Fur die Matrizenrechnung missen wir ohnehin links und rechts
unterscheiden, also machen wir es gleich systematisch richtig.
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Zeilenrang gleich Spaltenrang

Satz K2J: Zeilenrang und Spaltenrang sind gleich.
Sei R ein Divisionsring. Fir jede Matrix A € R™*™ Uber R gilt dann:

Zeilenrang = Spaltenrang

Diesen gemeinsamen Wert nennen wir den Rang der Matrix A.

Beweis: Der GauB3—Algorithmus K2F liefert invertierbare Matrizen
S € GL, Rund T € GL, R, sodass S~1AT = D! . .. Dank K2| folgt:

ZR(A) =2 ZR(S™'AT) und SR(A)=SR(S'AT)

Zeilen- und Spaltenraum wandeln, doch ihre Dimension bleibt gleich!

Dank dem vorangegangenen Lemma K2I lesen wir den Rang ab:
zr(A) zr(STLAT) o’ zr(D; ...) =
st(A) = sr(STTAT) = sr(D)y,) = 7

K21
K21

FUr unsere Modellmatrix D’

mXn

ist die Aussage offensichtlich.
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Zeilenrang gleich Spaltenrang Erlauterung

Das ist, wenn man’s recht denkt, schon ein erstaunliches Ergebnis!

/\ Zeilenraum und Spaltenraum haben zun&chst nichts gemeinsam:

Sie liegen in ganz verschiedenen Vektorrdumen: ZR(A4) < R"*™ und
SR(A) < R™*'. Insbesondere ist ZR(A) linkslinear tiber R und SR(A)
rechtslinear Gber R, allein deshalb kbnnen sie nicht isomorph sein.
Zeilenraum und Spaltenraum leben in verschiedenen Welten.

& Dennoch haben ZR(A) und SR(A) dieselbe Dimension tber R!

Der Beweis dank GauB—Algorithmus K2F ist elegant und recht leicht:
Wir missen nur die Umformungen S1AT = D" . genau anschauen.
Lemma K2 garantiert, dass sich Zeilen- und Spaltenrang dabei nicht
andern. Fur unsere Modellmatrix D! .. ist die Gleichheit offensichtlich.

mXxXn

) Es hilft sehr, links und rechts zu unterscheiden, etwa in Lemma K21!
Ist R kommutativ, also ein Korper, so entféllt die formale Notwendigkeit.

Satz K2J bleibt so oder so erstaunlich und bemerkenswert.
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Anwendungsbeispiel Ausprobieren

mit Gaél!

Aufgabe: Sind die Spalten der folgenden Matrix eine Basis des R°?

1 9 3 4 0 1 9 3 4 0 19 3 40
5 1 7 6 2 5 1 7 6 2 517 6 2
A=14 3 04 0|,B=143040/,C=143040
012 3 4 012 3 4 012 3 4
0 0 00 0 0 1 2 3 4 0 2 4 6 8]

Losung: Zwischen den Zeilen besteht eine offensichtliche Relation!
Daher gilt Zeilenrang < 4. Dank Satz K2J folgt Spaltenrang < 4.

/\ Die letzte Abschatzung ist zunachst nicht genauso offensichtlich,
dazu misste man rechnen, etwa mit Gaul3 J1P zur Zeilenstufenform.

& Dank Satz K24 kénnen wir uns diese erneute Rechnung sparen.
Genau diese Rechnung haben wir im Beweis allgemein durchgefihrt.

/\ Die Relationen zwischen den Spalten sind nicht offensichtlich!
Hier gilt ker(A) = ker(B) = ker(C) = (119, 52,15, —158,98)T - R.
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Anwendungsbeispiel Edlauterung

Als offensichtliche Relationen einer Familie gelten: (a) ein Nullvektor,
(b) ein doppelter Vektor, (c) ein Vektor ist Vielfaches eines anderen.

FUr die Zeilenvektoren liegt eine solche offensichtliche Relation vor.
Relationen zwischen den Spalten v4, . . ., v5 sind nicht offensichtlich.

Satz K2J garantiert, dass es eine nicht-triviale Relation geben muss,
die Rechnung wird also erfolgreich sein. Probieren Sie es mit Gaél!

) Mit dem GauB—Verfahren J1P finden Sie:
119v1 + 52v9 + 15v3 — 158vy4 + 98vs = 0

Genauer gilt ker = (119,52, 15, —158,98)T - R, alle Relationen sind
also Vielfache der obigen. Ich denke, das ist nicht offensichtlich.

© Dies betont den Nutzen des Satzes: Zeilenrang gleich Spaltenrang!
Je mehr Sie wissen und verstehen, desto weniger missen Sie rechnen,
Oder: Desto besser konnen Sie die Ergebnisse lhrer Rechnungen
prognostizieren und Uberprifen, Fehler erkennen und beheben.
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&) Wenn es nur darum geht, den Rang einer Matrix zu berechnen, dann
durfen wir Zeilenoperationen und Spaltenoperation beliebig mischen!

/\ Zur Lésung des linearen Gleichungssystems Az = b wollen wir das
moglichst vermeiden! Hier nutzen wir nur Zeilenoperationen S € GL,, R;
die rechte Seite b transformieren wir dabei sorgsam mit:

Az =b <= (S7'A)2=5""

/\ Wenn wir jedoch neben Zeilenoperationen auch Spaltenoperationen
nutzen, so mussen wir auch die Unbekannte x geeignet transformieren:

Ar=0b <<= (S7'AT)T'2=5""
& Der GauB-Algorithmus K2F transformiert A zur Modellmatrix D"

mXn-

Richtig angewendet ist das eine sehr elegante und effiziente Methode.

Zur Vereinfachung genugt es gltcklicherweise, nur Zeilenoperationen
vorzunehmen: Zur Bestimmung von Bild und Kern siehe Satz J1pP.
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Sie sehen hier erneut ein sehr fruchtbares Zusammenspiel:

@ Die Matrizenrechnung bietet uns effiziente Berechnungsverfahren,
hier insbesondere den GauB—Algorithmus in all seinen Varianten.

@ Die Lineare Algebra untermauert dies durch eine starke Theorie
als Grundlage, hier insbesondere zu Basen und Dimension.

Beide gemeinsam erganzen und verstarken sich gegenseitig und
arbeiten wunderbar zusammen, wie linke und rechte Hand.

Lernen Sie beides zu nutzen!
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Aufgabe zur Wiederholung: Sei R ein Divisionsring.
FUr jede quadratische Matrix A € R™*" sind aquivalent:

1 Surjektivitat von f4: Die Spalten von A erzeugen R™*".
Injektivitat von f4: Die Spalten von A sind linear unabhangig.
Bijektivitat von f4: Die Spalten von A sind eine Basis von R™"*'.

Injektivitat von g 4: Die Zeilen von A sind linear unabhangig.
Surjektivitat von g4: Die Zeilen von A erzeugen R' ™.
Bijektivitat von g4: Die Zeilen von A sind eine Basis von R'*".

Die Matrix A ist rechtsinvertierbar.
Die Matrix A ist linksinvertierbar.
Die Matrix A ist invertierbar.

© 0O N o o B~ W DN

Erklaren Sie fur mdglichst viele Paare (i, 7) miti,j € {1,...,9},
warum die Aussage i in obiger Liste die Aussage j impliziert.
Nennen Sie den entsprechenden Satz, besser die Beweisidee,
am besten formulieren Sie den Beweis selbststandig aus.
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Satz B2D: GauB—Algorithmus zur Lésung von Ax = b und Inversion
Satz J1P: Dimensionsformel dimker f + dimim f = dim V fOr f:V — W
Satz K2J: Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang far A € R™*"

= 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 = J1P | J1P K2J B2D

2 J1P = J1P B2D

3 triv | triv = B2D
4 = J1P' | J1P’ | B2D’

5 K2J J1P’ = J1P’ B2D’

6 triv | triv = B2D’
7 B2D B2D’ = B2D | B2D
8 B2D B2D’ B2D = B2D
9 B2D B2D’ | triv | triv =

Ein Apostroph ’ bedeutet, dass wir Satz und Beweis flir Az = b
umformulieren zum entsprechenden Ergebnis fur yA = c.
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Satz K2K: d&E der reduzierten Zeilenstufenform
Sei R ein Divisionsring und A € R™*"™ eine Matrix Uber R.

Existenz: Es existiert eine invertierbare Matrix S € GL,,, R,
fir die A’ = SA € R™ ™ in reduzierter Zeilenstufenform ist.

Eindeutigkeit: Ist zudem T' € GL,,, R invertierbar und auch T' A in
reduzierter Zeilenstufenform, so gilt die Gleichheit TA = SA = A'.

Dies definiert zu A die reduzierte Zeilenstufenform rref(A) := A'.
Dasselbe gilt fir die reduzierte Spaltenstufenform rcef(A) zu A.

/\ Zu A ist die RZSF A’ eindeutig, die Zeilenumformungen von A zu A’
hingegen sind es nicht: Im Allgemeinen gilt S # T', aber SA =TA = A’.

& Existenz und Eindeutigkeit sind Grundlage jeder Implementierung:
Computer-Algebra-Systeme bieten hierzu den Befehl rref (A).

) Existenz und Eindeutigkeit sind auch willkommen fir Klausuren:
Der Rechenweg ist nicht eindeutig, das Ergebnis hingegen schon.
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Aufgabe: Beweisen Sie den Satz per Induktion Uber die Spaltenzahl n.
Losung: (1) Die Existenz folgt aus dem GaufB3—Algorithmus B2cC.

(2) Der Fall n = 0 einer leeren Matrix ist trivial. Im Folgenden sein > 1.
Wir zerlegen A = (vy,...,vp—1,v,) € R™*" in die ersten n — 1 Spalten
B = (v1,...,vp_1) € R™*(=1) und die letzte Spalte v, € R"™*1,

Nach Voraussetzung sind SA und T A in reduzierter Zeilenstufenform,
also auch SB und T'B. Nach Induktionsvoraussetzung gilt SB = T'B.
Zwei Falle sind mdglich: (a) Gilt v, € (v1,...,v,-1 )r = SR(B),

also v, = Bz mitz € R"~1V*! so folgt Sv,, = SBx = TBx = T,.

(b) Andernfalls gilt v,, ¢ SR(B), also Sv,, ¢ SR(SB) und Tv,, ¢ SR(TB).
Daraus folgt Sv,, = T'v,, = e, fUr diese reduzierten Zeilenstufenformen.
In beiden Fallen schlieBen wir SA = T A.
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Alle Lehrblcher zur Linearen Algebra erklaren den Gauf3—Algorithmus
und dazu (mehr oder weniger explizit) die reduzierte Zeilenstufenform.

Erstaunlich viele kehren jedoch die Eindeutigkeit unter den Teppich und
sprechen dann doch heimlich von ,der” reduzierten Zeilenstufenform.

Wir wollen es hier besser machen und sowohl die Existenz als auch die
Eindeutigkeit klar benennen und beweisen. Das ist ehrliches Handwerk.

Die Eindeutigkeit hat eine ganz konkrete und praktische Bedeutung:
Angenommen zwei Studierende untersuchen eine Matrix A € R™*",
und jeder konstruiert seine RZSF durch seinem eigenen Rechenweg.
Finden beide schlieBlich zu demselben Ergebnis? Satz K2K sagt ja!

Das ist durchaus erstaunlich, denn die Zeilenumformungen lassen
noch sehr viele Freiheiten fur die Ausfuhrung der Rechnungen.
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Warum ist die Existenz einer reduzierten Zeilenstufenform relativ leicht,
doch die Eindeutigkeit vergleichsweise schwierig zu beweisen?

Das fuhrt uns zu zwei einfachen, aber grundlegenden Beobachtungen:

Um zu zeigen, dass eine Frage |0sbar ist, genlgt es, sie auf einem Weg
zu lésen: Dies erledigt der universell anwendbare Gaul3—Algorithmus.
So konnten wir die Existenz einer RZSF bereits in Kapitel B zeigen,
durch explizite Konstruktion in Form eines geeigneten Algorithmus.

Um zu zeigen, dass die Lésung eindeutig ist, mlssen wir sicherstellen,
dass das Ergebnis auf jedem Weg dasselbe ist. Das ist etwas kniffliger,
hierzu bendtigen wir Invarianten und nutzen geschickt den Spaltenraum.
Daher beantworten wir diese Frage erst jetzt in Kapitel K.
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Basiswechsel und Koordinatentransformation

Aufgabe: Wir betrachten den R—linearen Raum R? mit den Basen

conffn[f e xone [ fone [

Jeder Vektor v € R? schreibt sich eindeutig als v = e;x1 + eax2 Und
ebenso v = byy; + bays mMit 2, y € R%. Wie rechnen Sie z und y um?
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Ich stelle mir dies wie folgt vor: Beide Koordinatensysteme, ®: und &4,
sind Karten fUr eine physikalische Situation, etwa eine Landkarte.

T? .
RQ ; ~ > R2
T4
{Realitat)

Die Graphik zeigt eine Karte um den Fernsehturm nebst Gazi-Stadion.
Beide Koordinatensysteme haben ihre Vorziige, je nach Anwendung:
¢ ist genordet, aber B passt eventuell besser zu lhrem Vorhaben.

Jeder Punkt der Realitat (im Kartengebiet) lasst sich eindeutig im
Koordinatensystem ®¢ beschreiben, und ebenso in ®4. Beispiel:

Z = ®¢[5] = P3[7]

Wir wollen nun die beiden Koordinatensysteme ineinander umrechnen.
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& Oft wollen wir eine gegebene Basis durch eine andere ersetzen.
Dazu mussen wir nur die alten Koordinaten in die neuen umrechnen:

e MC
Ty . Mg (idv
TS M2 (id
o o Dy |
dp Pe
idy,
V V V

Die Umrechnung von B nach C leistet die Basiswechselmatrix
T3 := Mz (idy).
Das bedeutet, wir schreiben die Startbasis B in der Zielbasis C:
idy(bj) = >0 ¢ty mit t;; e R — TS =T = (tij)ij
Die Koordinaten transformieren sich dann mit der Matrix 7
v = by = Y (N ity = N a0 tiyay)

Die Koordinaten x € R” bezuglich B werden zu y = T'x bezuglich C.
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© Die letzte Gleichung entspricht der Assoziativitat von Matrizen.
Die Transformation der Koordinaten ist also erfreulich einfach!

© Die Basiswechselmatrix 7' = T ist eigentlich nichts Neues:
Es ist die Matrixdarstellung der Identitat idy in den Basen B und C.

©) Ist V = R" selbst ein Koordinatenraum, so wie im einfihrenden
Beispiel, so kbnnen wir die Basis B als die Spalten einer Matrix B
auffassen, und ebenso die Basis C als die Spalten einer Matrix C.

Die gesuchte Basiswechselmatrix T erflllt dann die Gleichung
B=C-T§ — T$=C'B
C=B-T¢ = Tg=B'C

In unserem Beispiel ist € = & die Standardbasis, daher gilt C = 1,,«x,
und somit T$ = B sowie T2 = B~'. Das vereinfacht die Rechnungen.
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Beispiel: Wir betrachten den R—linearen Raum R? mit den Basen

8:61:[(1)],62:[?] und B:blzlﬂ,bQZI_ﬂ.

Fir T§ schreiben wir die Startbasis B in der Zielbasis &; das ist leicht:

b1 = ley + les
bo = —1leq + les

Fur T? schreiben wir die Startbasis & in der Zielbasis B (LGS/GauB):

1 1
e1 = sb; — sb
1 %1 ?2 TB:
ez = 501 + 502

NI~ N~

NI~ N~

Probe: Gilt T - T? = 15427 und T? - TS = 122? Ja, tatséchlich!

NI— N~
NI~ NI~

Beispiel:
R3O 2)
| bl -

Ty -®.'(Z) =
Basiswechsel und Koordinatentransformation Erlauterung

Umgekehrt gilt:

1 -1

Ts-05'(2) = |

- s

Die Bedingungen T7 - T = 1 und T - T = 1 dienen hier zur Probe:
Dies nutzen Sie zur abschlielBenden Uberprifung Ihrer Rechnung.

Ebenso kdnnen Sie dies auch zur Berechnung nutzen: Wenn Sie die
eine Matrix bereits kennen, so erhalten Sie die andere durch Inversion.

Zur Bestimmung einer Basiswechselmatrix bieten sich typischerweise
drei Mdglichkeiten, die Sie kennen und geschickt nutzen sollten:

1 Sie I6sen das lineare Gleichungssystem flir die Koeffizienten.
2 Sie invertieren die bereits gefundene, umgekehrte Transformation.
3 In einfachen Fallen lesen Sie die Koeffizienten direkt ab, so wie hier.
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A 4

R TZ = D]

oA @1
} \
O P 1

Jeder Vektor v € R? schreibt sich eindeutig als v = ejz; + eaz2 Und
ebenso v = biyi + bays Mit z,y € R%. Wie rechnen Sie = und y um?

Losung: Die Umrechnung gelingt durch die Transformationsmatrizen

5 33 g 1 1
Teg=| 1 {|z—y und Tj= L LY > T
2 2
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Damit ist unser (zugegeben einfaches) Transformationsproblem gelost!
Sie sehen zudem die allgemeine Methode: einfach und elegant.

© Die Umrechung der Koordinaten ist eine lineare Abbildung, wie zu
erwarten, und kann daher durch eine Matrix dargestellt werden.
Genau diese Matrix haben wir nun explizit bestimmt.

©) Die Basiswechselmatrix 7' = T% ist eigentlich nichts Neues:
Es ist die Matrixdarstellung der Identitat idy in den Basen B und C.

Da Basiswechsel jedoch oft vorkommen, schauen wir genauer hin
und halten einige nutzliche Rechenregeln flir Basiswechsel fest.




K241
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Satz K2L: die Transformationsformel

Weiterhin sei R ein Ring sowie V und W (rechts)lineare Raume Utber R.
FUr je zwei Basen B, C von V definieren wir die Basiswechselmatrix

TS := M5 (idy).

Fir alle Basen A, B, € von V gilt dann:
1 Identitat: Tp = 1,,xs
2 Inversion: T3 - TS = 1,4
3 Komposition: TS - T% = TG
4 Koordinatentransformation: ®,' = T§, - &5

Far jede lineare Abbildung f:V — W folgt die Transformationsformel:

M§ (f) = T§ -M§(f) - T3,

Hierbei sind B, B’ Basen von V und €, ¢’ Basen von W.

v
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Beweis: Aussage (4) ist die Definition von T := M (idy).

TS . M§ (idy) .
R’rL < ~ 7 RTL RTL < ~ 7 RTL
Tg M (idy)
=~ = [6)) =~ ~| P
<DB (@e B (¢
idy
vV V V

/\ Zur Vereinfachung der Diagramme identifizieren wir hier jede Matrix
A € R™*™ mit der zugehoérigen Abbildungen f4: R™ — R™ gemal K1E.

Die Aussage (1) M3 (idy) = 1,y ist klar nach Definition.
Die Aussagen (2—-3) folgen aus dem Kompositionssatz K1J.




. . K243
Basiswechsel und Transformationsformel

Die Transformationsformel lesen wir aus folgendem Diagramm ab:

A=M§
R™ =) s R™
Dy Qe
T8 | T2 174 f s W T¢ |2 TC
B || "B ” e |—| ¢
@B/ @e/
~ / ~
A/:M%/(f)
R"™ > R™

Aufgabe: Ubersetzen Sie dieses Diagramm in einen Beweis.
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Losung: Wir formulieren die Konstruktionsschritte explizit aus:
Nach Definition K1F der Matrix A = M$(f) gilt f4 = <I>51 o fo®g.
Nach Definition K1F der Matrix A’ = MS, (f) gilt far = ®5' o f 0 B
Nach Definition K1F der Matrix T = M3, (idy) gilt fr = ®5' o ®g.
Nach Definition K1F der Matrix 7/ = M$ (idy/) gilt fr» = &5 o ®e.
Daraus folgt far = frv o fao fr,also A’ =T - A-T wie behauptet.

) Das Diagramm erklart die Idee und gibt Ihnen einen guten Uberlick.
Der schrittweise ausformulierte Beweis liefert detaillierte Argumente,

in der logisch richtigen Reihenfolge, eventuell erganzt durch weitere
Informationen, im vorliegenden Fall zum Beispiel explizite Formeln.

& Diagramm/Bild und Text/Formel sind bewé&hrte Mittel zur
Kommunikation in der Mathematik und angepasst auch auBBerhalb.
Beides ist nitzlich und hilfreich. Lernen Sie beides zu nutzen und
ineinander zu Ubersetzen, so wie hier exemplarisch vorgefihrt.
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Beispiel: Basiswechsel K2¢ zur Modellmatrix D = D" .= St AT.
Rn 4 , R™
Dy Qe
—1 |~ f —1 |~
T[T |4 >y W S-S
®B/ (be/
R" D , R™

Aufgabe: Wie flhrt der GauBB—Algorithmus zu einem Basiswechsel?
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Losung: Gegeben sei eine lineare Abbildung f:V — W
endlich-dimensionaler Vektorraume Uber dem Divisionsring R.

Wir wahlen (zunachst beliebige, also willklrliche) Basen B von V
und € von 1. Damit stellen wir f als Matrix A = M$(f) dar.

Nun wollen wir diese Basen verbessern, also moglichst gut an f
anpassen, sodass die darstellende Matrix mdglichst einfach wird.

Der GauB—Algorithmus K2F liefert uns hierzu invertierbare Matrizen
S, S 'eGL,Rund T, T~ '€ GL, R, sodass D" ., = S~ 1AT.

mXxn
Dies definiert neue Basen B’ von V und €’ von W, wie im Diagramm
gezeigt. Bezlglich dieser angepassten Basen wird f nun dargestellt
durch die Modellmatrix D7, .., = M$,(f). Damit ist das Ziel erreicht.

mXn
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Beispiel: Im Funktionenraum C* = Abb(R, C) Uiber C betrachten wir
g(t) = e'* = cost +isint und g(t) = e = cost — isint. Wir haben

V= (cos,sin)icz{f:R—>(C:t+—>alcos(t)+agsin(t) | a1,a2 € C}
:<g,§>éc :{f:IR{—>(C:tI—>cleit+CQe_it‘cl,CQECC}.

Aufgabe: (1) Stellen Sie die Ableitung 0:V — V in diesen Basen dar.
(2) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen zwischen diesen Basen.
(3) Prlfen Sie Ihre Ergebnisse mit der Transformationsformel.

Losung: (1) Wir betrachten die Basen A = (cos, sin) und B = (g, g).
(1a) Wir finden cos’ = — sin und sin’ = cos. Die darstellende Matrix ist

i 10 1
Mi@ = | ° |
(1b) Wir finden ¢’ = ig und g’ = —ig. Die darstellende Matrix ist also

M2(8) = [(1) 0.] |

—1

. . . K250
Basiswechsel zur Diagonalisierung Erléuterung

Zum guten Abschluss diskutieren wir noch einmal die Ableitung
d:V — V auf dem Funktionenraum V = ( cos, sin )i = { g, 9 ) -

Die darstellenden Matrizen zu 0 haben wir bereits im ersten Teil dieses
Kapitels bestimmt. Nun vollenden wir dieses schone Beispiel durch die
Betrachtung der Basiswechselmatrizen. Diese lllustration liefert
relevantes Anschauungsmaterial, zwar einfach, doch lehrreich.
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(2) Wir betrachten die Basen A = (cos, sin) und B = (g, g)-
(2a) Fir Ty schreiben wir die Startbasis B in der Zielbasis A:

1 1
1 -1

(2b) Fir T% schreiben wir die Startbasis A in der Zielbasis B:

g(t) = 1cos(t) 4+ isin(t)

A
g(t) = 1cos(t) — isin(t)} = 1=

1
21
1

cos(t) = 59(t) + 37(t)
2 2

sin(t) = Lg(t) — 47(t)

Probe: Gilt T - T2 = 15.2? und T% - Tt = 15,2 ? Ja, tatséchlich!
(3) Einsetzen in die Transformationsformel M3 (9) = T% - M%(9) - T4:

1 1
5 oo | [0 1 |11
=4 |-1 o |i —i

Ist diese Probe erfolgreich? Rechnen Sie es aus!

N~ N~
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Die Bedingungen T7: - TA = 1 und TA T = 1 dienen hier zur Probe:
Dies nutzen Sie zur abschlleBenden Uberprufung Ihrer Rechnung.

Umgekehrt kbnnen Sie dies auch zur Berechnung nutzen: Wenn Sie die
eine Matrix bereits kennen, so erhalten Sie die andere durch Inversion.
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Diagonalisierung eines Endomorphismus

Definition K2m: Diagonalisierung eines Endomorphismus
Sei R ein Ring, wir denken insbesondere an Korper wie C,R,Q,F,, . ...

(1) Sei f:V — V linear Uber R. Eine diagonalisierende Basis zu f ist
eine Basis B von V, fUr die die darstellende Matrix von f diagonal ist:

A 00
MZ(f) = diag(A1,..., M) = |0 . 0
0 0 M

Existiert eine solche Basis B von V/, so nennen wir f diagonalisierbar.

(2) Sei A € R™ ™. Ein diagonalisierender Basiswechsel zu A Uber R
ist eine invertierbare Matrix T' € GL,,(R), so dass T~ ! AT diagonal ist:

M 00
T1AT = diag(A1,...,\) =] 0 . 0
0 0 M\

Existiert eine solche Matrix 7', so nennen wir A diagonalisierbar.
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Diagonalisierung ist ein zentrales Anliegen der Linearen Algebra;
wir werden dies in den nachsten Kapiteln noch genau untersuchen.

Wir kbnnen das Problem der Diagonalisierung Uber jedem beliebigen
Ring formulieren, doch in dieser Allgemeinheit scheint eine effektive
Lésung ziemlich hoffnungslos. Wie Ublich fokussieren wir uns auf
Divisionsringe, damit wir den Gauf—Algorithmus nutzen kdnnen.

Zudem bendtigen wir die Determinante aus dem folgenden Kapitel,
und diese steht (nur) Gber allen kommutativen Ringen zur Verfligung.
Wir werden daher das Diagonalisierungsproblem ernsthaft nur Gber
kommutativen Divisionsringen angehen, also tber Korpern.

© Im Folgenden bearbeiten wir die Diagonalisierung ausschlieBlich
tber einem Kdérper und schreiben Skalare dann traditionell links.

& Der folgende Dreischritt Definition — Satz — Beispiel bietet Ihnen
bereits handfestes Material und dient hier vor allem als Vorschau.
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Definition K2N: Eigenraum einer linearen Abbildung

Sei K ein Kérper und hierliber f:V — V eine K—-lineare Abbildung.
Zu jedem Skalar \ € K definieren wir den zugehérigen Eigenraum

E(\) = Eig(f,\) :={ve V| f(v) =} =ker(f — \idy).

Im Falle E(\) # {0} nennen wir A einen Eigenwert von f.

Ubung: Zeigen Sie die letzte Gleichung und folgern Sie daraus, dass
Eig(f,A\) < V tatsachlich ein K-linearer Unterraum ist. (Das erfordert
Kommutativitat von K, egal ob die Skalare links oder rechts stehen.)

Beispiele: Die beiden einfachsten Spezialfalle kennen Sie bereits:
0 Fir A = 0ist Eig(f,0) = ker(f) der Kern der Abbildung f.
1 FoOr A = 1ist Eig(f,1) = fix(f) die Fixpunktmenge von f.
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Satz K20: Diagonalisierung und Eigenraumzerlegung

Genau dannist f:V — V diagonalisierbar Gber dem Korper K,
wenn V' = @,k Eig(f, \) die direkte Summe von Eigenraumen ist.

Relevant sind dabei nur die nicht-trivialen Eigenrdume E()\) # {0},
also nur die Summanden zu Eigenwerten A\ der Abbildung f.

Ubung: Beweisen Sie die im Satz formulierte Aquivalenz. (Sie finden
eine ausfuhrliche Diskussion spater in Satz M11, doch es gibt kein
Hindernis, dies nicht jetzt schon zu beweisen. Versuchen Sie es!)

© Anschaulich gesagt: Genau dannist f: V — V diagonalisierbar,
wenn es gentgend Eigenvektoren gibt, um eine Eigenbasis bilden.

©) Das folgende Zahlenbeispiel zeigt eine schone lllustration.
Wir halten dazu bereits alle nétigen Werkzeuge in Handen.
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Aufgabe: Zum Spaltenvektor v = [ 7' | € R? betrachten wir
fRESRE: s ax—v-0T -2

(1a) Ist diese Abbildung f linear Gber R?
(1b) Schreiben Sie f als Matrix A beziglich der Standardbasis.

Zu f:R? — R? und X € R definieren wir den Eigenraum

E(\) = {z eR? | f(z) = Az }.

Ist E(A\) in R? ein R—linearer Unterraum?
Bestimmen Sie Basen fur E(+1) und E(—1).

Erhalten Sie so eine direkte Summe E(+1) ® E(—1) = R??

a)
b)
a)
b) Setzen Sie die Basen aus (2b) zu einer Basis B von R? zusammen.
)
)
)

c) Schreiben Sie f als Matrix bezlglich dieser angepassten Basis B.

Zeichnen Sie E(+1) und E(—1) in der Ebene R2.

(2
(2
(3
(3
(3
(4a
(4b) Erklaren Sie die Wirkung von f geometrisch.
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Zu jedem Wert )\ € R definieren wir den Eigenraum E()\) wie gezeigt.
Relevant sind dabei nur die nicht-trivialen Eigenraume E(\) # {0}.

Flr das vorliegende Beispiel sind nur die beiden Werte A = +1 relevant,
denn fir alle A € R ~ {£1} gilt E(\) = {0}. Probieren Sie Beispiele aus!
Sie lernen in den folgenden Kapiteln, wie Sie die Eigenwerte von f
bestimmen, also diejenigen Werte A, fir die E(\) # {0} gilt.

(Wenn Sie dies spater im Ruckblick lesen, kbnnen Sie es bereits:

Es gelingt mit Determinante und charakteristischem Polynom.)

Unsere Aufgabenstellung umgeht dieses Problem elegant dadurch,
dass die beiden Eigenwerte A = +1 hier fest vorgegeben werden.

Alle weiteren Rechnungen liegen bereits jetzt in Inrer Reichweite und
bilden eine schone lllustration all unserer bisherigen Techniken.

Zudem bietet es eine gute Motivation fur die folgenden Kapitel zu
Determinanten, Eigenwerten und Eigenvektoren.
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Losung: Zum Spaltenvektor v = | 7' | betrachten wir
f REoSR2 s ax—v-0T-a.
(1a) Ja, die Abbildung f ist linear, wie wir direkt nachrechnen:
flzx+Xy)=...= f(z) + Mf(y) foralle z,y € R und X € R.
(1b) Wir berechnen die Bilder der Basisvektoren:
A SE R R

) Die beiden Basisvektoren e; und e; werden hier vertauscht.
Alternative: Wir formen die Abbildungsvorschrift von f explizit um:

—1

f(x):x—lll-[1 1] -2

ol [t -1 Jo 1]
I o D R s T Y A Y ] B
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Basiswechsel zur Diagonalisierung Erléuterung

Damit haben wir unsere Abbildung f als Matrix dargestellt und somit in
eine sehr Ubersichtliche Form gebracht: Damit konnen wir arbeiten!

FOr Matrizen haben wir effiziente Standardverfahren, insbesondere den
GauB—Algorithmus zur L&sung von linearen Gleichungssystemen,
zur Bestimmung von Bild und Kern etc.

Zum Beispiel kdnnen wir nun leicht den Eigenraum E(0) berechnen:

E(0) = ker(f) = ker [(1) (1)] B {m}

Zur Diagonalisierung suchen wir nicht-triviale Eigenraume.
Die freundliche Aufgabenstellung nimmt uns die Suche ab:
Im vorliegenden Beispiel sind dies E(+1) und E(—1).
Diese beiden schauen wir uns nun genauer an!
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(2a) Wir betrachten E(\) := { z € R? | f(x) = Az }. Flr = € R? gilt:
flx) =Xz <= 0= f(x)— Az = f(x) — Nid(x) = (f — Aid)(x)

Somit ist die Menge E()\) der Kern der Abbildung f — \id:

E(X) = ker(f — \id)

Die Abbildung f — Aid ist linear (I11), ihr Kern ist ein Unterraum (I1R).
(2b) Wir bestimmen die Unterrdume E(+41) und E(—1) wie folgt:

E(4+1) = ker(f —id) = ker _11 _11 =Rb; mit b := ﬂ
B TN . S O . [
E(—1) = ker(f +id) = ker 41 T Rby mit by := ] ]

(3) Wir erhalten so zu f die angepasste Basis B = (b;, b2) von R2.
Nach Konstruktion gilt f(b1) = +1-b; und f(b2) = —1 - be, also

My =5 5
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Wir wechseln von der Standardbasis £ zur angepassten Basis B:

o[ ea=[T] wa o= Jon=[]

Dadurch diagonalisieren wir die Darstellungsmatrix von f:

a=min =) o] - o= |4

Auf Seite K237 haben wir bereits die Basiswechselmatrizen bestimmt:

1 —1
] und TP = ]
1 1

Wenn Sie dies ben méchten, kdnnen Sie diese numerischen Daten in
die Transformationsformel K2L einsetzen und auf Konsistenz prafen.

T§ =

N[— N
N|— DN~
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(4) In der angepassten Basis B = (b1, b)) kénnen wir die Abbildung f
besonders einfach darstellen. .. und daher auch leichter zeichnen!

AN

L2

ey (01 ]
ME(f) - [1 0] b2 A b1 = f(b1)

M) = |y Y]

f(b2) =

_b2

Die Abbildung f:R? — RR? ist die Spiegelung an der Hauptdiagonalen.
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Eine solcherart angepasste Basis B zu f ist etwas ganz Besonderes:
Bezlglich B wird f durch eine Diagonalmatrix dargestellt, wie erhofft.

Wir nennen dies eine diagonalisierende Basis zu f, wie oben in
Definition K2Mm vereinbart, oder auch kurz eine Eigenbasis zu f.

Die Eigenraume unserer Abbildung f:R? — R? sind etwas Natdirliches.
Gllcklicherweise erhalten wir hier R? = E(+1) @ E(—1), wie erhofft.

Die Wahl der jeweiligen Basen b; € E(+1) und by € E(—1) ist hingegen
etwas willkurlich; wir kbnnen auch Vielfache dieser Vektoren wéahlen.

© Die so gewonnene Eigenbasis B zeigt uns, was f eigentlich tut:
Hier offenbart die Abbildung f ihr wahres Wesen, ihren Charakter,
hier erkennen wir f sofort als Spiegelung.
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Aufgabe: Wie viele injektive Abbildungen gibt es?

(1) Wie viele Injektionen f:{1,2,3} — {1,2,3,4,5} gibt es?
Was gilt fur Injektionen f: X ={1,...,k} =Y ={1,...,n}?
(2) Wie viele Fo—lineare Injektionen f:F3 — 5 gibt es?
Was gilt allgemein fur F,—lineare Injektionen f:IE"; — Fy?

Losung: (1a) Wir kbnnen die méglichen Abbildungen direkt abzahlen:

Fdr f(1) haben wir noch alle 5 Wahlen, fir f(2) bleiben noch 4 Wahlen,
far f(3) nur noch 3 Wahlen. Insgesamt gibt es 5 - 4 - 3 = 60 Injektionen.
Alternative: Es gibt genau 3!(3) = 6-10 =60 Injektionen (siehe E249).

(1b) Fur endliche Mengen X, Y mit X = k und Y = n gilt (Satz E2L):

fInj(X,Y)=n-n—1)---(n—k+1) = (Z) - k!

Hierbei zahlt der Binomialkoeffizient () = #(}.) die k—elementigen
Teilmengen A C Y der n—elementigen Menge Y (Satz E2I).
Im Spezialfall £ = n erhalten wir § Bij(X,Y) = nl.

K302

Injektive lineare Abbildungen Edlauterung

(2a) Wir nutzen geschickt das Prinzip der linearen Fortsetzung (K1B).
Fir f(e1) € F> ~ {0} haben wir 2° — 2 = 31 Wahlen, fiir f(e2) bleiben
2° — 21 = 30 Wahlen, fur f(e3) bleiben schlieBlich 2° — 22 = 28 Wahlen.
Insgesamt gibt es 31 - 30 - 28 = 26040 Injektionen f:F5 — F3 Uber Fs.
(2b) Seien V, W Vektorraume Uber F, mit dim(V') = k£ und dim(W') = n.
Die Anzahl der F,—linearen Injektionen f:V — W ist wie in (2a):

k—1
dInjg, (VW) = ][ (¢" - &)
1=0
Im Spezialfall £ = n erhalten wir
n—1
#Isop, (V,W) = §GL, Fy = [ [ (¢" — ')
1=0

Das sind die Anzahlen, die wir aus Satz J2H kennen.




K303

Surjektive lineare Abbildungen Erléuterung

Aufgabe: Wie viele surjektive Abbildungen gibt es?

(3) Wie viele Surjektionen f:{1,2,3,4,5} —» {1,2,3} gibt es?
Was gilt for Surjektionen f: X ={1,...,k} -» Y ={1,...,n}?
(4) Wie viele Fo—lineare Surjektionen f:F5 —» F3 gibt es?
Was gilt allgemein fur F,—lineare Surjektionen f : IE"; —» Fy?

Losung: (3b) Wir zerlegen die Menge X in Fasern (wie in Satz E2L):
Sw(X, V)= {(Q,f)|Qe {}}, [:Q =Y}

Jede Surjektion f: X —» Y ist eindeutig bestimmt durch ihre Zerlegung
Q < {*} in Fasern und die Bijektion f:Q = Y. Wir haben also:

fSur(X,Y) = ZQG{X}]jBIJ Q,Y) { }onl

Hierbei zahlt die Stirling-Zahl {¥} = #{*} die n—elementigen
Partitionen Q € {)n(} der k—elementigen Menge X (wie in Satz E2K).

(3a) Fur (k,n) = (5,3) finden wir {3} = 25 und 3! = 6, also insgesamt
fSur({1,2,3,4,5},{1,2,3}) = 25 - 6 = 150 Surjektionen (siehe E249).
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(4b) Seien V, W Vektorraume tber F, mit dim(V') = k£ und dim(W') = n.
Surg, (V,W) = { (U, f) |ULV, f:V/U =W}

Jede F,—lineare Surjektion f:V —» W ist eindeutig bestimmt durch
ihren Kern U = ker(f) < V mit der Dimension dim(U) = k — n (J2N)
und den induzierten F,—linearen Isomorphismus f:V/U = W (I12B).
Daraus gewinnen wir dank Satz J2H:

k

§ Surp, (V, W) = (k .

JREC
q

(4a) In unserem Beispiel mit ¢ = 2 und (k,n) = (5, 3) finden wir

5\  (2>-29)(2°-2') 31-30
<2)2 (22 -20)(22 —21) 3.2

HGL3Fy = (29 —29)(2° —21)(2° —2%) =7-6-4 = 168,

= 155,

also insgesamt f Sur, (F3,F3) = 155 - 168 = 26040 Surjektionen Uber Fs.
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Aufgabe: Wie viele Abbildungen mit vorgegebenem Rang gibt es?

(5) Wie viele Abbildungen f:{1,2,3,4} — {1,2, 3} treffen 2 Punkte?
Was giltfir f: X ={1,... )k} =Y ={1,...,n} mitfim(f) = r?

(6) Wie viele Fo—lineare Abbildung f:F3 — IF3 vom Rang 2 gibt es?
Was gilt fir IF,—lineare Abbildungen f:F} — F? vom Rang r?

Losung: (5b) Wir nutzen geschickt die kanonische Faktorisierung E3I:
Abb(X,Y ), :={ f: X = Y | fim(f) =7}
={(@.[.B)|Qe{7}. Be(}), Q= B}

Jede Abbildung f: X — Y mit fim(f) = r ist eindeutig bestimmt durch
inre Zerlegung @ € {**} in Fasern und ihre Bildmenge B € (V) sowie
die induzierte Bijektion f:Q = B zwischen beiden. Wir haben also:

FADB(X.Y)r = Yge () Lpe) EBU(Q B) = {3 () -7

(5a) Fur (k,n,r) = (4,3,2) finden wir {3} =7und (5) =3 und 2! =2,
also insgesamt § Abb({1,2,3,4},{1,2,3})s =7-3-2 = 42.
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(6b) Seien V, W Vektorraume tber F;, mit dim(V') = k£ und dim(W') = n.

Homgy (V, W), := { f:vVv-w ’ frang(f) = 7“}

~ { (U, f,B) \ U<V,B<YV, f:V/U B, dmB=r}
Jede IF,—lineare Abbildung f:V — W vom Rang r € N ist eindeutig
bestimmt durch ihren Bildraum B = im(f) < W mit dim(B) = r (J2K),

ihren Kern U = ker(f) < V mit dim(U) = k — r (J2N) und schlieBlich
den Isomorphismus f:V/U =+ B (I12B). Daraus gewinnen wir (J2H):

§ Homy (V, W), = (k;k )q : (Z)q - GL, F,

(6a) In unserem Beispiel mit ¢ = 2 und (k,n,r) = (4, 3, 2) finden wir

1 GLyFy = (22 —29)(22 - 21) =3.2 =6,

4y _ (28=29)(20-21) 514 _

( )2 — (22-20)(22-27) 32 = 9
3y _ (22-29)(2%-21) _ 7.6 _7
( ) T (22-20)(22-21) — 32 — v

1

also insgesamt § Homp, (F3,F3)y = 35- 7 - 6 = 1470.




K307

Lineare Abbildungen mit vorgegebenem Rang Erlauterung

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden schénen Satz:

Satz K3A: Anzahl der Abbildungen mit vorgegebenem Rang
Seien V, W Vektorrdume Uber F, mit dim(V') = k£ und dim(W') = n und
Homp, (V,W), :={ f:V — W | frang(f) =r }.

FUr jeden Rang » € N haben wir:

ﬁHOqu(V, W)T = (fj) i <n) -1 GL, F,
q q

r
Im Spezialfall » = k erhalten wir § Injp (V,W) = (Z)q -4 GL, F,.

Im Spezialfall r = n erhalten wir # Surg, (V, W) = (), - # GL, F,.
Im Spezialfall » = k = n erhalten wir { Isop, (V, W) = § GL, F,.

Beweis: Wir strukturieren die Menge Homy,_ (X,Y"), wie in der vorigen
Aufgabe ausgefihrt und gewinnen daraus die ersehnte Abzahlung.

Zudem nutzen wir die Spiegelsymmetrie (kﬁr)q = (fj)q
Abbildungen mit vorgegebenem Rang Eriavterung

Zum Vergleich wiederholen wir die Zahlung fur beliebige Abbildungen:

¢ Satz E2M: Anzahl der Abbildungen mit vorgegebenem Rang
Seien X, Y endliche Mengen mit X = k£ und #Y = n Elementen sowie
Abb(X,Y ), :={ f: X =Y | fim(f) =7 }.

FUr jeden Rang » € N haben wir:

4 Abb(X,Y), = {f} - (Z) !

Im Spezialfall » = k erhalten wir § Inj(X,Y) = (7) - 7.
Im Spezialfall » = n erhalten wir § Sur(X,Y) = {¥} . rl.
Im Spezialfall r = k = n erhalten wir § Bij(X,Y) = rl.

Beachten Sie die k-n-Symmetrie in Satz K3A; sie geht in E2M verloren.
Im Modell V' = F} und W = F? haben wir Homp, (V, W) = F2** (K1E).
Die Transposition gibt uns eine Bijektion F7** = F%*" und dabei bleibt
der Rang r erhalten, denn es gilt Spaltenrang gleich Zeilenrang (K2J).
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