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Uberblick

Das Ziel in diesem Kapitel sind Ringe und Korper,
insbesondere wollen wir Polynomringe behandeln.

Zur Vorbereitung ist es effizient, zunachst die Grundlagen
fir Monoide und Gruppen zu legen; das ist der erste Teil.
Ich fGhre dazu die n6tigen Vokabeln und ein
und erste einfache Rechnungen fur Sie aus.

Der Weg ist lang, aus vielen kleinen Schritten,
aber er lohnt sich fir eine solide Grundlage.

Motivation und Uberblick
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VerknUpfungen: allgemeine Definition Giol

Definition G1A: VerknUpfung / Operation
Gegeben seien Mengen A, B, C. Jede Abbildung

x : AXB—C : (a,b) — c=x(a,b) = (a,b)x =axb=ab

nennen wir (zweistellige) Verknupfung oder (binare) Operation.

Statt Prafix x(a, b) oder Postfix (a, b)* schreiben wir meist Infix a * b.
Diese traditionelle algebraische Schreibweise ist kurz und bequem.

Statt a * b schreiben wir auch kurz ab, falls die Verknlpfung * aus dem
Kontext hervorgeht und keine Missverstandnisse zu beflrchten sind.
Im Falle B = C hei3t x: A x B — B Linksoperation von A auf B.

Im Falle A = C heif3t x: A x B — A Rechtsoperation von B auf A.

Im Falle A = B heif3t x: A x A — C eine (auBere) Verknupfung auf A
nach C'. Sie heil3t kommutativ, falls a « b = b x o flr alle a,b € A qilt.

Im Falle A =B = C hei3t x: A x A — A (innere) Verknupfung auf A.
Sie heil3t assoziativ, falls (a xb) x ¢ = a * (b x ¢) fur alle a, b, c € A qilt.

v
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VerknUpfungen: allgemeine Definition Erléuterung

Wir sagen zweistellige Verkniipfung oder binare Operation, um zu
betonen, dass genau zwei Elemente miteinander verknUpft werden.

Assoziativitat (a * b) x ¢ = a x (b * ¢) erlaubt uns, Klammern wegzulassen,
und Kommutativitat erlaubt uns, Faktoren umzuordnen, siehe Satz G1cC.

Eine n—stellige Verknipfung flr n € N ist eine Abbildung der Form
f:A X+ xAy,—B:(a1,...,ap) = b= f(a,...,an).

Im Falle A; = --- = A,, = B nennen wir f eine innere Verknlupfung;
in allen anderen Fallen ist f einfach eine (auBere) Verknlpfung.

Im Falle n =0ist f: {0} — B:0~ b einfach nur ein Element b € B.
Im Fallen =1ist f: Ay — B:a b= f(a) einfach eine Funktion.
Im Fallen =2ist f: A; x Ay — B eine zweistellige Verknupfung.
Im Falle n = 3ist f: A1 x Ay x A3 — B eine ternare Operation.

Meist betrachten wir VerknUpfungen der Stelligkeit n < 2, aber auch
Verknlipfungen von héherer Stelligkeit kommen vor und sind nttzlich.
Dies gilt besonders fur Multilinearformen, die wir spater untersuchen.




G103

VerknUpfungen: erste Beispiele

Beispiel: Wir verknlpfen Zahler und Nenner zum Quotienten:

/2 ZxN*"=-Q : (z,n)— z/n

Beispiel: Die euklidische Division in Z definiert zwei VerknUpfungen
(quo,rem) : Z X Z* - 7Z x N : (a,b) — (q,r)

als eindeutige Losung der Gleichung a = bg +r mit 0 < r < |b|.

Allgemein zu je zwei reellen Zahlen a,b € R mit b # 0 existiert genau
ein Paar (q,r) mita = bg+r und g € Z und r € [0, |b|[. Dies definiert

(quo,rem) : R x R* — Z x R>qg : (a,b) — (q,7).

Flar b = 1 ist somit a = q + r die Zerlegung in den ganzzahligen Teil
g =aquol = |a] € Zund den Nachkommateil r = arem 1 € [0, 1].
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VerknUpfungen: erste Beispiele

Beispiele: Fir jeden Ring K = Z, Z,,, . .. haben wir die ersten drei,
far jeden Korper K = Q, R, C, Z,, . .. alle vier Grundrechenarten

Addition +: KxK—=K : (a,b) — a+b,
Subtraktion —:KxK—=K : (a,b)— a—b,
Multiplikation - : KxK—=K : (a,b) — a-b,
Division [/ KxK*—=K: (a,b) — a/b.

Addition und Multiplikation sind hier assoziativ und kommutativ, doch
Subtraktion und Division sind i.A. weder assoziativ noch kommutativ:
3—5+#5—3, (8—5)—3#8—(5-3),
3/5#5/3, (8/4)/2 # 8/(4/2).
Assoziativitat und Kommutativitat sind keineswegs selbstverstandlich!

Im Gegenteil sind dies seltene Glucksfalle, die wir wertschatzen sollten.
Dank dieser besonderen Eigenschaften kdnnen wir effizient rechnen.
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Beispiel: Ist die Addition von FlieBkommazahlen assoziativ?
Hier lohnt sich ein numerisches Experiment, einfach aber eindrtcklich:

a = +1000000000 # +1e+9, eine Milliarde

b = -1000000000 # -1le+9, minus eine Milliarde
c = 0.000000001 # +1e-9, also ein Milliardstel
print( (a + b) + c )

print( a + (b + ¢) )

© Die Rechnung (a+b)+c ergibt 1e-9, das ist das korrekte Ergebnis.
& Die Rechnung a+(b+c) ergibt 0.0, das ist ein (Rundungs-)Fehler.

A\ FlieBkommazahlen haben eine feste Zahl von (Nachkomma)Stellen,
typischerweise 52 Bits (nach Standard IEEE 754), dazu 11 Bits flr den
Exponenten und noch eins fur das Vorzeichen, also insgesamt 64 Bits.
Die Menge dieser Zahlen ist endlich, sie hat hochstens 24 Elemente.

/\ Selbst mit mehr Bits und potentiell beliebig viel Speicher bleiben die
darstellbaren Zahlen abzahlbar. Die Menge R ist jedoch Uberabzahlbar!
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VerknUpfungen: erste Beispiele Erlauterung

/\ FlieBkomma-Arithmetik ist deujt_lich anders als exakte Arithmetik in Q.
Das muss man wissen, um bose Uberraschungen zu vermeiden!

Aufgabe: Was liefert folgende Schleife? Wagen Sie eine Vorhersage!

X =0.0
while x < 1.0: print(x); x += 0.1

Wie viele und welche Werte werden angezeigt? Wie erklaren Sie das?

/\ Insbesondere Analysis und Numerik nutzen die reellen Zahlen R als
Grundlage. Alle Rechnungen (Operationen, Funktionen, etc.) sind exakt
definiert, aber fir praktische Belange meist zu aufwandig. Sie werden
daher geeignet approximiert durch kostengtinstigere Naherungen.

/\ Die Numerik auf dem Computer ist nochmal komplizierter als in R,
denn nun sind selbst die grundlegenden Rechnungen (Operationen,
Funktionen, etc.) nicht exakt, sondern nur genahert. Die Vermeidung
bzw. Beschrankung von Rundungsfehlern ist daher eine eigene Kunst.
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VerknUpfungen: erste Beispiele

Beispiele: Fur Matrizen tber K = Q,R,C, Z,Z,, H, . .. haben wir
4+  K"™X" x K™X" 5 K™X™ . (A,B)'—)C:A+B, Cij :aij—|—bij,
- K™X? x KMX 5 R™MXP (A,B) P—)D:A—B, dij :aij—bij.

Diese Addition ist assoziativ und kommutativ, die Subtraktion i.A. nicht.
Zwei Matrizen passender Gro3e konnen wir multiplizieren vermébge

. KPX9 x K" — KP*" . (A,B)HC:A'B, Cikzzgzlaij‘bjk:-

FUr p = q = r ist die Multiplikation assoziativ, aber i.A. nicht kommutativ.
Zudem operiert K auf K”*™ von links und von rechts durch Skalierung:

e K x KMX? — KMmX™ . ()\,A)HB:)\'A, bij:)\-aij
e KM K — KMX? (A,A)I%C:A°/\, cz-j:aij-)\

Wir betrachten K = K"*!: (a;) ‘2 (a;1) meist als Spaltenvektoren,
je nach Bedarf K" = K!*": (a;) = (a1;) auch als Zeilenvektoren.

Beispiel: (K", +,-), Addition von Vektoren, Mutiplikation mit Skalaren.
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VerknUpfungen: erste Beispiele

Beispiele: Die quadratischen Matrizen bilden den Ring
(K™ ™ 4, 0nxcns * Lnxn)-
Dieser operiert von links auf den Spaltenvektoren:
K" x K - K" : (A, z) — Ax
So formulieren wir lineare Gleichungssysteme bequem als Ax = y.
Die invertierbaren Matrizen bilden die allgemeine lineare Gruppe
GL,(K) := (K™ ™ ¢ 1xn)”

={AecK”"|3BeK"":A-B=B+A=1nx, }.

Diese Gruppe operiert auf Matrizen von links und von rechts:

«: GL,KxK™" 5 K™" . (S;A)— S A
K™ x GL, K - K™" . (A, T)— A-T

Das entspricht den Zeilen/Spaltenoperationen im Gauf3—Algorithmus.




VerknUpfungen: erste Beispiele
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Jede Verknupfung x: A x B — C': (a,b) — a % b entspricht einer Tabelle:

Jedem Paar (a,b) € A x B wird sein Produkt a x b in C zugeordnet.

© Kleine Verkniipfungstabellen kdnnen wir explizit ausschreiben.

Beispiele: So definieren wir die logischen Verknlipfungen:

N0 1 vi0o 1
010 O 0[]0 1
110 1 171 1

Vv

0 1

0
1

0 1
1 0

=0 1 <10 1
0O(1 1 01 O
110 1 110 1

Beispiel: Allgemein ist ein Junktor eine n—stellige Verknupfung

7 {0,1}" = {0,1}

s a— J(a).

Dies kénnen wir als Wahrheitstabelle darstellen. Beliebig gro3e Tabellen
sind im Prinzip mdglich, aber mit wachsenden Kosten. (P = NP? C1K)

Jede n—stellige Verknipfung J: {0,1}" — {0,1} kdnnen als eine Formel
in den VerknUpfungen A, Vv, — darstellen (CNF/DNF, siehe Satz C1H).

VerknUpfungen: erste Beispiele o
Beispiele: Verknipfungstabellen fir Z,, = Z /nZ:

+510 1 2 3 4
+410 1 2 3 0/j0 1 2 3 4
+3/0 1 2 00 1 2 3 171 2 3 4 0
+9/ 0 1 00 1 2 171 2 3 0 212 3 4 0 1
0710 1 171 2 0 212 3 0 1 313 4 0 1 2
171 0 212 0 1 313 0 1 2 414 0 1 2 3
5[0 1| |510 1 2| |40 1 2 3] |5]/0 1 2 3 4
0[]0 O 0[]0 0 O 00 0 0 O 0{0 0 0 O O
110 1 110 1 2 170 1 2 3 1710 1 2 3 4
Korper! 210 2 1 210 2 0 2 210 2 4 1 3
Korper! 310 3 2 1 310 3 1 4 2
CRing! 410 4 3 2 1

Korper!
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VerknUpfungen: erste Beispiele

Beispiele: Wir kennen und nutzen ebenso Operationen auf Mengen:

Vereinigung U : PBX) xP(X) = P(X) : (A4,B)—~ AUB
Durchschnitt N : P(X) x P(X) = P(X) : (4,B) — ANB
sym. Differenz A : P(X) xB(X) - P(X) : (A,B)— AAB
Differenz N PX) xPB(X) - P(X) - (A,B)— ANB

Die ersten drei sind kommutativ und assoziativ, die vierte jedoch nicht.
Im Hasse-Diagramm gilt AN B = inf{A, B} und AU B = sup{A, B}:

{1,2,3}

7N

{1,2} {1,3} {2,3}

X X

{2 {8

N

VerknUpfungen: erste Beispiele Erlauterung

Es gibt zahllose weitere Beispiele von VerknUpfungen, sowohl innere als
auch auf3ere. In die gro3e Vielfalt wollen wir etwas Ordnung bringen,
wichtige Eigenschaften benennen und grundlegend untersuchen.

Wir wollen Werkzeuge bereitstellen, um damit effizient zu arbeiten.




Vertauschung und Kommutativitat a1

Definition G1B: Vertauschung und Kommutativitat
Zu x: A x B — C definieren wir die entgegengesetzte Verkniipfung

x=xP : BxA—C: (bja)—bxa=axb.

Beide fassen wir Ubersichtlich als Diagramm zusammen:

(a,b) € A x B T C
TA,Bl/[TB,A 1(><d id\[
(ba) ¢ B x A bt > C

Die VerknlUpfung * heil3t kommutativ oder symmetrisch, falls x = x.
Ausfuhrlich bedeutet das: Es gilt A = Bund axb =bxa fir alle a,b € A.

Anschaulich gesagt: Es gilt A = B, und die Verknipfungstabelle von
x: A x A — C ist spiegelsymmetrisch bezlglich der Hauptdiagonalen.
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Vertauschung und Kommutativitat Erléuterung

Zu jeder Verknupfung x: A x B — C' haben wir die entgegengesetzte
Verknipfung x: B x A — C (G1B), diese ist definiert durch bxa = a * b
fur alle b € B und a € A. Die beiden Argumente werden also vertauscht;
dies definiert zu x eine neue VerknUpfung * mit demselben Ergebnis.

Die Vertauschung von (a, b) zu (b, a) entspricht dem Bijektionspaar

TAB : AXB = BxA: (a,b) — (b,a),
TBA: BXxAS Ax B (ba)— (a,b).

Somit gilt x = x o 75 4 und umgekehrt * = % o 74 p, Wie im obigen
Diagramm dargestellt. Insbesondere qilt x = x, also (x°P)°P = x.

Anschaulich stellen wir uns die kartesischen Produktmengen A x B und
B x A als Rechtecke vor. Die Vertauschung (74.5,75,4): AXB= B x A
entspricht der Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Der Ubergang von
zu * entspricht demnach der Spiegelung der Verknipfungstabelle.




Beispiel: Komposition von Abbildungen et

Beispiel: Zu je drei Mengen XY, Z haben wir die Komposition

o : Abb(X,Y) x Abb(Y,Z) — Abb(X,Z) : (f.q) — feg,
o 1 Abb(Y,Z) x Abb(X,Y) — Abb(X,Z) : (g, f) — go f.

Diese beiden VerknUpfungen sind entgegengesetzt: feg=go f.
Je nach Kontext sind beide Schreibweisen bequem und natzlich.

Erinnerung (D2A): Zu je zwei Abbildungen f: X - Y undg:Y — Z
ist die Komposition h = f e g = g o f die Abbildung ~: X — Z durch
Hintereinanderausfihrung h(z) = g(f(x)), also f e g als ,,f vor ¢g“ und
go f als ,g nach f“. Demnach gilt c = e und entsprechend e = o.
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Beispiel: Komposition von Abbildungen Erléuterung

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ:
FUr je drei komponierbare Abbildungen f: A — Bund ¢g: B — C' und
h:C — D qilt die Gleichheit der Kompositionen ho (go f) = (hog) o f.




Verkniipfungen: Umklammern und Umordnen e

Zu x: A x A — A definieren wir die n—fache VerknUpfung fir n € N>;:

«: A5 A (aq) = ay
*:A2—>A:(a1,a2) — a1 * a

«: A3 = A (a1,as,as3) — (a1 * ag) * as

w1 A* 5 A ¢ (a1,a9,a3,a4) — ((a1 % az) * ag) * ay

10 A" = A (ar,a2,. . a0) = Ky a; = (... ((a1 % a2) xa3)...) *a,

Diese Abbildungen definieren wir rekursiv fur alle n € N>; durch

1 1
iz @i = a1, ity ai = (ki i) % anp

Satz G1c¢: Umklammern und Umordnen

(1) Ist x: A x A — A assoziativ, so ist das Produkt a1 * az * - - - *x a,
klammer-unabhangig: Jede Klammerung fuhrt zum selben Ergebnis.

(2) Ist * zudem kommutativ, so kdnnen wir Faktoren beliebig umordnen.
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Verknupfungen: Umklammern und Umordnen Erléuterung

/\ Im Allgemeinen sind dabei Reihenfolge und Klammerung wichtig!
Hier sind Assoziativitat und Kommutativitat héchst willkommene Hilfen:
Diesen unscheinbaren Satz verwenden wir nahezu in jeder Rechnung!

/A Kommutativitat allein gentigt noch nicht zur Umordnung.
Wir benodtigen zunachst Assoziativitat als Voraussetzung,
um die Klammern beliebig setzen zu kdnnen.

Beispiel: (siehe C405) Wir suchen eine geschlossene Formel fr
Sn) = Y 1k = 1424+---+n.
Dank Assoziativitat und Kommutativitat erhalten wir
2S(n)=(14+2+--+n-14+n)+(1+2+---+n—1+n)
=(1+2+---4+n-14n)+(n+n-1+---+24+1)
=1+n)+24+n—-1)+--+n—-14+2)+(n+1)
=n(n+1)

Daraus folgt die ersehnte geschlossene Formel S(n) = n(n +1)/2.
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Verknapfungen: Umklammern und Umordnen Erléuterung

Beweis: (1) Ist x assoziativ, so ist das Produkt ay * ag * - - - *x a,
klammer-unabhangig: Jede Klammerung fuhrt zum selben Ergebnis.

Wir prazisieren dies wie folgt: Fur alle 2 < k < n in N qilt

ki ai = (kio) @) * (kjy ai)-

Fur n = 3 verdanken wir dies der Definition bzw. der Assoziativitat:

>|<j?:1 a;i = (a1 *as)*a3 = ai*(as*as)
Allgemein flr n > 3 beweisen wir die Aussage per Induktion Gber n.
FUr k = n ist dies die Definition, und far alle £ mit 2 < k < n qilt:

kipai = (ki a) van = (kD) @)« (KI5 a)] + an

= (kD ) # (kD @) van] = (kD) @) * (ki @)
© Per Induktion tber n schlieBen wir: Fiir jedes Produkt der Lange n
in (A, %) ist das Ergebnis unabhangig von der Klammerung.
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Verknupfungen: Umklammern und Umordnen Erléuterung

(2) Ist x: A x A — A assoziativ und kommutativ, so kbnnen wir Produkte
beliebig umordnen: Fir jede Umordnung {i1,...,i,} = {1,...,n} gilt

Qi % Qjy % -k QA = Q1 % A2 %+ % Qp.

FUr n = 2 ist dies die Definition der Kommutativitat. Allgemein flr n > 2
fhren wir Induktion Uber n. Es gibt genau ein k£ mit i, = n, also gilt:

iy * ok gy ) K (@4 % Qg xR ay,)
iy * ook gy ) * (@ * (@, %o % ag,,)]
i kR ag, ) * (@, xR ag,) * Ay
(ag * - *ag,_ ) * (ag,,, ¥ *a;,)] *an

iy % - ok Qg % Qy oy % sk GG, ) K Gy

Qg * Agy k-0 X A4,

e

e
»
»

AN N TV TN N N
)

o

a1 %+ % Qp_1) * Gy

1S
S
—_
*
Q
)
*

"*an

&) Damit ist auch die Invarianz unter Umordnung bewiesen.
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Komplexoperation: elementweise Verkntpfung von Mengen

Zur Verknupfung von Mengen nutzen wir die bequeme Schreibweise
2N =2-N ={2-n|neN} =1{0,2,4,6,8,...},
2N+1=2-N+1={2-n+1|neN}={1,3,57,9,... }.

Hier werden Mengen elementweise verknlpft. Ausfuhrlich bedeutet das:

Definition G1D: Komplexoperation
Jede VerknUpfung setzen wir fort von Elementen auf Teilmengen:

x: A xB —>C : (a,b) — axb

x: A XPB)—=-PC) : (a,T)—axT ={axb|beT}

x : P(A) xB  —=>PCO) : (9,b) —S«xb :={axblac S}

x 1 P(A) X P(B) > P(C) : (S, T)— S+«T:={axblacS, beT}
= Upesa*T = UperS*b

Als Spezialfélle erhalten wir {a} « T = a T und S * {b} = S * b.

Beispiel: In dieser Schreibweise git N+ N=Nund N — N = Z.
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Komplexoperation: elementweise Verknlpfung von Mengen  enuterung

Formal handelt es sich hier um vier verschiedene VerknUpfungen, denn
die Definitionsmengen sind offensichtlich verschieden: Verknupft werden
einmal Elemente, andermal Teilmengen! Zur Betonung und besseren
Unterscheidung nutzen manche Autoren zwei verschiedene Symbole:

I\ x B — C : (a,b) —axb
® : P(A) xB(B) = BC) : (ST)—»S®T :={axblac S, beT}

Ich verzichte auf die Betonung und schreibe viermal dasselbe Symbol.
aus dem Kontext geht jeweils eindeutig hervor, was genau gemeint ist.
Das ist zwar etwas schludrig, aber ein gangiger Kompromiss zwischen
Kirze und Klarheit, solange es zu keinen Missverstandnissen flhrt.

Dieses Uberladen mathematischer Operatoren ist tblich und bequem:
Wir hatten gar nicht genug Symbole fir all die unzahligen Operationen,
schon die Grundrechenarten in N, Z, Q, R mUssten verschieden hei3en!

Programmiersprachen wie Python und C++ nutzen Uberladen ebenfalls:
Derselbe Operator erflllt verschiedene Rollen, der Kontext bestimmt die
Bedeutung: Diese wird syntaktisch am Typ der Operanden erkannt.




Komplexoperation: elementweise Verknupfung von Mengen
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Aufgabe: Zeichnen Sie in der Ebene R? die Mengen U =R - (3, 1)
sowie X = (—-1,1)+U0undY = (2,-1)+ U und Z = (5,0) + U.

Losung: g
ﬂ/ /
Bt eRb - (3,1)
T '(3)’4” =Y
U
_— /Y = (Z'/X\
_—

Komplexoperation: elementweise Verknlpfung von Mengen  enuterung
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HieristU =R - (3,1) ={t¢-(3,1) | t € R} eine Ursprungsgerade und
X, Y, X sind Verschiebungen. Man beachte (2,—1) + U = (5,0) + U.

Diese Notation und speziell die Anwendung auf Geraden, Ebenen, usw.
ist typisch fur die Lineare Algebra. Die folgenden Beispiele zeigen dazu

analoge Konstruktionen, die nicht von Geraden handeln, sondern von
anderen Mengen wie Intervallen, Kreisen, usw.
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Komplexoperation: elementweise Verknupfung von Mengen

Aufgabe: Zeichnen Sie in der Ebene R? die Mengen I = [0, 1] x {0}
und St = { (z,y) € R? | 22 +y*> =1} sowie S' + T und (S! + 1) —I.

S+ 71

w2
’—l
_|_
=
/o)

\Lésung:

~N

C
Kv
o

)
—
_|_
~
Il
s
1S
M
a
Q
4
~
/N
w
VI—‘
_|_
=
|
~
2
—
_I_
/N
~
|
i)

s

RN
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Komplexoperation: elementweise VerknUpfung von Mengen

Aufgabe: Zeichnen Sie [1,2] - S! und S! + S!. Lésung:

/\ Beachten Sie 2 - S' # S! + S'I Lesen Sie nochmals Definition G1D.

&) Mathematische Notation ist extrem knapp, prazise und elegant.
In nur wenigen Zeichen kdnnen Sie damit viel zusammenfassen.
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Komplexoperation: elementweise Verkntpfung von Mengen  enuterung

Bemerkung G1E
(1) Ist x: A x A — C kommutativ, so auch x:L(A) x P(A) — B(CO).
(2) Ist x: A x A — A assoziativ, so auch *:B(A) x P(A) — LB(A).

Aufgabe: Schreiben Sie diese Rechnungen sorgfaltig aus
Losung: (1) Wir schreiben die Definition aus und vergleichen:
S«xT={axblac S, beT}
T*S:{b*a}bET, aES}
Ist x: A x A — C' kommutativ, so sind die rechten Mengen gleich.
(2) Wir schreiben die Definition aus und vergleichen:
(S+*T)*U={axblacS, beT}xU
={(axb)*xclac S, beT, celU}
Sx(T*U)=Sx«{bxc|beT, ceU}
={ax(bxc)|ac S, beT, celU}
Ist x: A x A — A assoziativ, so sind die rechten Mengen gleich.

G128

Komplexoperation: elementweise Verknlpfung von Mengen  enuterung

Anwendungen der Komplexoperation:
@ Rechnen mit Restklassen in Z/nZ, allgemein Quotienten.
@ Minkowski-Summe A + B im R™ wie in obigen Beispielen.
@ Fehlerrechnung und Intervallarithmetik

Beispiel: Sie wollen das Volumen eines Quaders schatzen. Sie kennen
die Seitenlangen a, b, ¢ nicht exakt, sondern kénnen nur Intervalle
angeben, etwa A = [4.2,4.4], B =[5.9,6.2], C' = [6.1,6.2]. Dann liegt
das gesucht Volumen im Intervall A- B - C' = [151.158,169.136].

& Algebra rechnet exakt. ,Aber in der Wirklichkeit ist nichts exakt.
Das kann die Algebra nicht abbilden.” Ja, in der Wirklichkeit ist kaum
etwas exakt. Doch, wir konnen Ungenauigkeit algebraisch fassen!

Beispiel: In der Physik werden Messfehler bzw. Vertrauensintervalle in
der Schreibweise m + Am angegeben. Das entspricht dem Intervall
[m — Am,m + Am]. Die VerknUpfungen von fehlerbehafteten Werten
geschieht dann wie oben gesehen.
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Monoide und Gruppen: explizite Definition

Definition G1F: Monoid und Gruppe, explizite Formulierung
Ein Magma (G, %) besteht aus einer Menge G mit innerer Verknlpfung

x : GXG— G : (a,b) — axb.

Die Anzahl §G = |G| der Elemente heil3t auch die Ordnung von G.

(GO) Eine Halbgruppe (G, %) erfullt zudem die Assoziativitat:
Ass(G, x) < Va,b,ce G : (axb)xc=ax(bxc)

(G1) Ein Monoid (G, x, e) besitzt zudem ein neutrales Element e € G:
Ntr(G,*,e) &= Vae(G :exa=a=axe
Mon(G, x,e) & Ass(G,x) ANtr(G, x,e)

(G2) Eine Gruppe (G, *, e, ) besitzt zudem eine Inversion ¢: G — G-
Inv(G,x,e,1) & YaeG :axila)=e=1(a)*a
Grp(G,x,e,1) < Ass(G,*x) ANtr(G,*,e) Alnv(G, *, e, 1)

(GA) Wir nennen (G, x) kommutativ oder abelsch, falls gilt:
Com(G, %) & Va,be G :axb=bxa

v
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Monoide und Gruppen: explizite Definition Erléuterung

Wir betrachten hier eine grundlegende algebraische Struktur (G, *)
bestehend aus einer Menge G und einer VerknUpfung *: G x G — G.

Eigenschaften wie Assoziativitat Ass und Kommutativitat Com usw.
sind Aussageformen: Fir eine vorgelegte Struktur (G, ) kdnnen
die Aussagen Ass(G, x) und Com(G, x) wahr oder falsch sein.

& Die obige Definition verlangt explizit alle vier Gruppendaten:
Grp(G,*,e,1) <= Ass(G,x) ANtr(G, *,e) ANlnv(G, x,e,1)

Die geforderten Eigenschaften sind dann Allaussagen. Das ist gut zu
prufen, alle Daten liegen vor, wir missen nichts erfinden oder suchen.

Wir wandeln die explizite Definition G1F in eine implizite Definition G11.
Beide Sichtweisen sind bequem und nutzlich, je nach Situation.

[1] FOr die Programmierung bendtige wir explizite Funktionen.
Beautiful is better than ugly. Explicit is better than implicit.
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Monoide und Gruppen: Schreibweisen Erléuterung

Die meisten der algebraischen Strukturen, die uns in der Linearen
Algebra begegnen, sind assoziativ, viele davon zudem kommutativ.
Nicht-assoziative kommen ebenfalls vor, ein besonders wichtiges
Beispiel sind Lie—Algebren, doch insgesamt sind dies eher seltene
Ausnahmen. Diese Einschatzung grindet teilweise auf mathematischer
Notwendigkeit, vor allem aber auf Tradition und langer Erfahrung.

The commonly accepted attitudes toward the commutative law and the
associative law are different. Many real life operations fail to commute; the
mathematical community has learned to live with that fact and even to enjoy it.

Violations of the associative law are usually considered by specialists only.
Paul Halmos, Linear Algebra Problem Book (1995)
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Monoide und Gruppen: Schreibweisen Erlauterung

Neben der obigen Schreibweise (G, x, e, 1) sind weitere Ublich:
Additive Schreibweise (G, +, 0, —) mit ,Plus®, ,Null“, ,Negation®.
Multiplikative Schreibweise (G, -, 1, ~!) mit ,Mal“, ,Eins*, ,Inversion®.
Ebenso Verknlpfungen x,0, e, ..., neutrale Elemente ¢,id, F, I,. ..

Eine gute Notation vermeidet Fehler und Missverstandnisse. Das ist
nicht nur eine mathematische Frage, sondern vor allem eine der Klarheit,
der Bequemlichkeit und der jeweiligen Tradition. Die wahre Kraft der
Begriffe steckt nicht in ihrer Schreibung, sondern in ihrer Bedeutung!
Das kdnnen wir nun klar und prazise formulieren.
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Beispiele mit 0, 1 und 2 Elementen Erléuterung

Ein Magma (M, %) oder eine Halbgruppe kann leer sein:
Auf M = () gilt es genau eine Verknlpfung x:0 x § — 0.
Dieses Beispiel ist zwar traurig, aber nicht ausgeschlossen.

Ein Monoid (M, %, e) oder eine Gruppe hingegen ist niemals leer.
Wegen e € M enthéalt die Menge M mindestens ein Element.

Auf M = {e} gilt es genau eine Verknupfung *:{e} x {e} — {e}.
Damit ist (M, x, e) ein Monoid, sogar eine Gruppe dank +: e — e.

Aufgabe: Wie viele Verknulpfungen x:Zy x Zo — 7o gibt es

auf der Tragermenge Zo = {0, 1}? Wie viele davon sind assoziativ?
Wie viele Monoide (G, x, e) gibt es? Wie viele Gruppen (G, x,¢e,¢)?
Welche kennen Sie bereits aus anderem Kontext? als Junktoren?
Geben Sie diesen Verkntpfungen mdglichst sprechende Namen.

Losung: Die folgende Seite zeigt alle 22%2 = 16 Mdglichkeiten.
Genau zwei davon sind Gruppen (grin), zwei weitere Monoide (gelb),
und vier weitere immerhin noch assoziativ, also Halbgruppen (blau).
Die verbleibenden acht (grau) sind nicht assoziativ. Ubung!
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Beispiele mit 0, 1 und 2 Elementen Erlauterung
co| 0 1 v 1 <0 1 pr;| 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1
1 0 0 1 0 1 0 0 1
>0 1 P, 1 V|0 A
0 0 0 0 0 0 1 0 1
1|1 0 1 0 1 |1 1
Al 0 1 = 1 pro | 0 1 < 1
0 0 0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1 0 1

pry| O 1 > 1 vV | 0 1 c1
0 0 0 0 0
1 |1 1 1 1 1 |1 1 1
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Beispiele mit 0, 1 und 2 Elementen Erléuterung

Die Mathematik lebt vom Wechselspiel zwischen konkret und abstrakt!
Ein moglichst vielfaltiger Beispielfundus ist wichtig zur Konkretisierung,
um eindracklich zu illustrieren und gegen naiven Irrglauben zu impfen.

Ilch mdchte Sie nachdrtcklich zu guten Angewohnheiten ermutigen.
Dazu gehort, auch einfache Fragen zu stellen und zu beantworten.

Bei jeder neuen Definition sollten Sie sich routinemafig fragen:
Wie sehen mégliche Beispiele und Gegenbeispiele aus?

Wie hangen die Eigenschaften untereinander zusammen?
Impliziert eine die andere? Oder sind sie unabhangig?

Aufgabe: Gibt es VerknUpfungen, die kommutativ sind,
aber nicht assoziativ? Wie sehen (kleinste) Beispiele aus?

Losung: Schon mit unserem kleinen Beispielfundus ist dies leicht zu
beantworten: Die kleinsten Beispiele gibt es bereits mit zwei Elementen,
und hier finden wir genau zwei: V und A.
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Assoziativitat und Kommutativitat Erlauterung

© In jeder Verknipfungstabelle = : M x M — M ist die Kommutativitat
leicht zu sehen als Spiegelsymmetrie entlang der Hauptdiagonalen.

) Die Assoziativitat hingegen ist nicht offensichtlich, selbst in kleinen
Beispielen wie diesen, und muss sorgsam nachgerechnet werden.

Fiihren Sie dies zur Ubung an obigen Beispielen aus!
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Neutrale Elemente: Eindeutigkeit

Beispiele: Gruppen: (Z, +,0,—), (Q*,-, 1,7 1), (GL, R, -, L,xpn, 1),
(Sp,0,id, 71), ... Monoide: (N, +,0), (Z,-, 1), (R™ ", - 1,xy), (Ep, 0,id),
... Halbgruppen: (N>1,+), (2Z,-), ... Magmen: (Z, —), (B(N),\), - ..

Lemma G1aG: Links-/Rechts-/Neutrale und Eindeutigkeit
Sei (M, x) ein Magma. Ein Element e € M heif3t

@ linksneutral, falls e x a = a fOr alle a € M qilt,

@ rechtsneutral, falls a x e = o flr alle a € M gilt,

@ (beidseitig) neutral, falls beides gilt.
Ist e € G linksneutral und ¢’ € G rechtsneutral, so folgt ihre Gleichheit:

rNtr ;) INtr /
e — exe = €

In jedem Magma (M, ) existiert hdchstens ein neutrales Element!

Beispiele: In (N, +) ist 0 neutral. In (N>, +) ist kein Element neutral.
In (Z, —) ist das Nullelement 0 rechtsneutral, aber nicht linksneutral
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Erlauterung

Neutrale Elemente: Eindeutigkeit

& Gibt es Linksneutrale und Rechtsneutrale, so folgt Gleichheit.
Das die Aussage von Lemma G1G, einfach aber bemerkenswert.

/\ Ohne Linksneutrales kann es mehrere Rechtsneutrale geben,
und ohne Rechtsneutrales kann es mehrere Linksneutrale geben.

Beispiel: Wir betrachten nochmal die Verknipfungen auf Z, = {0, 1},
insbesondere die vier assoziativen, die kein neutrales Element haben:

co | O 1 c1 0 1 pry| O 1 pro | O 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1

Hier haben ¢y und ¢; weder Linksneutrales noch Rechtsneutrales,
hingegen hat pr; zwei Rechtsneutrale, aber kein Linksneutrales,
ebenso hat pr, zwei Linksneutrale, aber kein Rechtsneutrales.

& Diese Beispiele sind einfach doch konkret und hoffentlich hilfreich;

Sie bezeugen, dass es in Lemma G1G wirklich etwas zu beweisen gibt!
Diese Fragen und Bemerkungen illustrieren, wie wir umsichtig vorgehen
und grundlegende Aussagen klaren: durch Beweis oder Gegenbeispiel!
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Lemma G1H: Links-/Rechts-/Inverse und Eindeutigkeit
Sei (M, x, e) ein Monoid und a, b,c € M.

Wir nennen b linksinvers zu a, falls b x a = e gilt.
Wir nennen c rechtsinvers zu a, falls a x ¢ = e gilt.

Ist b linksinvers zu a und c rechtsinvers zu a, so folgt b = ¢, denn
b = bxe = bx (axc) = (bxa)*c = exc = e

Wir nennen b invers zu a, falls sowohl b x a = e als auch a x b = e qilt.
Damit ist b eindeutig durch a bestimmt, und wir schreiben a=! := b.

Die Menge aller invertierbaren Elemente in (M, x, e) bezeichnen wir mit

M* = (M,*)* = (M,xe)* :={aeM|IbeM:axb=e=bxa}.

Eindeutigkeit des Inversen zu a gilt immer, in jedem Monoid (M, x, e);
Existenz muss gesondert gefordert werden: Das ist Axiom (G2).
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Inverse Elemente: Eindeutigkeit Erlauterung

& Gibt es Linksinverse und Rechtsinverse, so folgt Gleichheit.
Das die Aussage von Lemma G1H und durchaus bemerkenswert.

/\ Ohne Linksinverses kann es mehrere Rechtsinverse geben,
und ohne Rechtsinverses kann es mehrere Linksinverse geben.

Beispiel: Wir betrachten das Monoid (M, o,id) aller Abbildungen
M ={ f:N — N} mit Komposition o und neutralem Element id = idy.

Die Abbildung a: N — N:n — n + 1 ist injektiv und hat unendlich viele
Linksinverse by, fir k£ € N, ndmlich b;(0) = kund b(n) =n — 1 firn > 1.
Jede Abbildung by ist surjektiv und hat zwei Rechtsinverse, namlich
neben a noch a; Mit ax(k) = 0und ax(n) = n + 1 fur alle n # k.

Tatsachlich gilt b, 0 a = by 0 a, = idy, wie Sie sofort nachprifen.

) Diese Beispiele sind einfach doch konkret und hoffentlich hilfreich;

Sie bezeugen, dass es in Lemma G1H wirklich etwas zu beweisen gibt!
Diese Fragen und Bemerkungen illustrieren, wie wir umsichtig vorgehen
und grundlegende Aussagen klaren: durch Beweis oder Gegenbeispiel!
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Monoide und Gruppen: implizite Definition

Definition G11: Monoid und Gruppe, implizite Formulierung
Ein Magma (G, %) ist eine Menge G mit VerknUpfung x: G x G — G.
(GO) Eine Halbgruppe (G, ) erfullt zudem die Assoziativitat:
Ass(G, x) < Va,b,ce G : (axb)xc=ax(bxc)
(G1) Ein Monoid (G, x) besitzt zudem ein neutrales Element:
Mon(G, *) &< Jee G : Mon(G, *,e)
Va,b,c € G : (axb)*xc=ax*(bxc)
{EIGEG VaceG :exa=a=axe
(G2) Eine Gruppe (G, %, e) bzw. (G, *) besitzt zudem eine Inversion:
Grp(G,*,e) & J(t:G— G) : Grp(G, *,e,1)
Grp(G, *) < Jdee G J(1:G = G) : Grp(G, *,e,1)
Va,b,c € G : (axb)xc=ax (bx*c)
& (dee G VaeG: [e*a:a:a*e
Adbe G : a*b:e:b*a]
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Monoide und Gruppen: implizite Definition Erléuterung

Formal korrekt besteht jede Gruppe G = (G, *, ¢, ) aus vier Daten:
eine Tragermenge G und hierauf eine Verknipfung x: G x G — G,
hierzu ein neutrales Element e € G und eine Inversion +: G — G.

© Die langliche Notation gelingt auch kiirzer und bequemer:
Aus den drei Gruppendaten (G, *, e) lasst sich ¢ rekonstruieren.
Aus den zwei Gruppendaten (G, x) lassen sich e und ¢ rekonstruieren.

Die fehlenden Daten werden dabei nicht mehr explizit mitgeliefert,
sondern implizit nur ihre Existenz gefordert. (Eindeutigkeit gilt ohnehin.)

Alle drei Schreibweisen haben ihren Nutzen und ihre Berechtigung.

Selbst wenn ich mich auf eine festlegen wollte, in der Literatur werden
Ihnen auch die anderen begegnen. Ich stelle Ihnen daher alle drei vor
und nutze die fur die jeweilige Situation am besten geeignete Variante.

/\ Allein aus der Menge G hingegen lasst sich * nicht rekonstruieren!
Die zugrundeliegende Menge G nennen wir auch Tragermenge.
Die VerknUpfung x: G x G — G ist eine zusatzliche Struktur!
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Monoide und Gruppen: explizite vs implizite Definition

explizit (G, *,e,1): implizit (G, *, e) bzw. (G, *):
(Zv+707_)! <Q*7'717_1)1 (Z,‘I‘), <Q*7')=
(GLTL R) T 1n><na _1)5 (STU O7 1d7 _1) (GLTL R? ')5 (STL7 O)
& Alle vier Gruppendaten ) Manche Gruppendaten
werden explizit genannt. mussen implizit erganzt werden.
&) Die Notation ist © Die Notation ist
leider etwas langlich. kurz und bequem.
© Die explizite Definition & Die implizite Definition mischt
nutzt nur Allquantoren. All- und Existenzquantoren.
© Sie ist meist leicht und 0 Die Mischung verkompliziert
routiniert nachzuprifen. manche Nachweise.

Pars pro toto: Oft sagt man ,die Gruppe G*, meint aber G = (G, %, e, ).

A\ Allein die Menge G genigt i.A. nicht zur Definition der Gruppe G!
Sender und Empféanger treffen also eine wohlwollende Ubereinkunft:
Alle fehlenden Daten mussen aus dem Kontext erschlossen werden.
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Monoide und Gruppen: implizite Definition Erléuterung

Aufgabe: Manche Autoren formulieren die Gruppenaxiome wie folgt:

(0) Va,b,ce G : (axb)xc=ax*(bxc)
Grp(G,x) <= (1) de€ G Vae G :exa=axe=a
(2) Vae G F3be G :axb=bxa=c¢e

Ist das ,sinngeman irgendwie richtig“? Wo sehen Sie Probleme?
Vergleichen Sie dies mit der obigen Formulierung in Definition G11.

Losung: Die Bedingungen (0) und (1) sind unkritisch. Zur Formulierung
von (2) bendtigen wir ein zusatzliches Element e € G. Dessen Existenz
wurde zwar in (1) gefordert, aber es konnte mehrere geben, dann wirde
die Richtigkeit der Aussage (2) von einer willkirlichen Wahl abh&ngen.

In der hier gezeigten Formulierung muss man daher nach (1) zunachst
die Eindeutigkeit klaren. Dieser logisch nétige Einschub wird oft
ausgelassen oder nachgereicht. Beides ist nicht ideal.
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Linksgruppen und Rechtsgruppen sind Gruppen.

© Die linke oder rechte Halfte der Gruppenaxiome geniigt bereits:

Satz G1J: Linksgruppen und Rechtsgruppen sind Gruppen.
Eine Linksgruppe (G, x, e,’) erfillt:
(GO) Die VerknlUpfung x: G x G — G ist assoziativ:

Va,b,c € G : (axb)*xc=ax(bx*c)
(G1L) Das Element e € G ist linksneutral:
Vae G :exa=a
(G2L) Zu jedem Element a € G ist das Element a’ € G linksinvers:
Vac G :d xa=e

Erfreulicherweise ist jede Linksgruppe (G, , e,”) bereits eine Gruppe:
Das Element o' ist rechtsinvers zu a, und e ist rechtsneutral.

Alles gilt sinngemaf genauso fir jede Rechtsgruppe dank G1B.
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Linksgruppen und Rechtsgruppen sind Gruppen. Erléuterung

Mathematikerinnen pflegen Denkokonomie, soweit dies moglich ist:
Definitionen sollten keine unnotigen / redundanten Axiome fordern.
Satze sollten keine unndtigen Voraussetzungen verlangen.

&) Fur den Beweiser / Hersteller ist der Satz dann im Allgemeinen
schwieriger zu beweisen. Bestenfalls genugt kritische Durchsicht:
Guter Stil verlangt, nicht verwendete Voraussetzungen zu l6schen.

&) Schwachere Voraussetzungen bedeuten einen starkeren Satz!
FOr den Anwender / Abnehmer ist der starkere Satz allgemeiner und
leichter anzuwenden, da weniger Voraussetzungen zu prafen sind.

Unsere Definition G11 des Gruppenbegriffs ist noch etwas redundant:
Die geforderten Axiome kdnnen weiter gekirzt werden (auf 3 von 5).

© Der obige Satz G1J ist der erste und letzte Satz tiber Linksgruppen:
Wir fihren diesen Begriff hier nur lokal als praktische Bezeichnung ein.
Der Satz garantiert, dass es keinen Unterschied gibt zwischen Gruppen
und Linksgruppen und Rechtsgruppen. Das ist nutzlich zu wissen.

Wir sprechen daher im Folgenden nur von Gruppen.
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Linksgruppen und Rechtsgruppen sind Gruppen.

Beweis: Vorgelegt sei a € G. Dank (G2L) qilt

/ 124 /
adxa=e und a xa =e.

(G2R) Wir zeigen, dass «’ rechtsinvers zu a ist:

axd "= ex(axa) = (a"*xd)x(axd) = " *(d *(axd))

= a" *((d *a)*ad) g« (exa) L xd E e

(G1R) Wir zeigen, dass e rechtsneutral zu a ist:

axe = ax(dxa) 2 (axd)*xa 'E exa = a

Somitist (G, *,e,”) eine Gruppe, wie behauptet.

) Der Beweis ist raffiniert, dabei sehr kurz und vollkommen elementar.

Als leichte Ubung kénnen Sie jeden Rechenschritt sorgsam nachpriifen:
Allein aus (GO0) sowie (G1L) und (G2L) folgern wir (G2R) und (G1R).
Somit erflllt (G, *,e,”) die Definition G11 einer Gruppe. Das war’s.
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Linksgruppen und Rechtsgruppen sind Gruppen. Erléuterung

) Einen solchen Beweis selbst auszutiifteln ist anfangs schwierig, aber
durchaus mdglich: Machen Sie mit Stift und Papier ein paar Versuche!
Nur so gewinnen Sie eigene Erfahrung, kénnen die Schwierigkeiten des
Beweisens erahnen und lernen gut formulierte Beweise zu schatzen!

Das illustriert verschiedene Stufen mathematischen Kénnens:
1 Satze genau lesen, richtig verstehen und korrekt anwenden.
2 Beweise kritisch lesen, alle Argumente verstehen und prifen.
3 Beweise zu gegebenen Aussagen selbst finden und ausfuhren.
4 Satze und Beweise eigenstandig formulieren und erarbeiten.

Ubung zur lllustration: Beweisen Sie die folgende Aquivalenz.

Korollar G1K: ein Linksinverses zum Linksinversen

Sei (M, *, e) ein Monoid. Angenommen, zum Element a € M existiert
ein Linksinverses o' € M, also a’ * a = e. Dann sind aquivalent:

(1) Das Linksinverse o' zu a ist auch rechtsinvers, also a x a’ = e.
(2) Auch zu o’ existiert ein Linksinverses a” € M, also a” x a’ = e.

In diesem Falle ist o’ eindeutig durch a bestimmt und o” = a.




Lésung von Gleichungen in Gruppen

In (R, +,0,—) l6dsen Sie Gleichungen wie in der Schule gelernt.

addiere —5

z+5=3 - 2 =3+ (=5)

In jeder Gruppe (G, *, e,”) kdbnnen Sie Gleichungen ebenso |6sen!

multipliziere a’ von rechts /
> r=bxa

r*xa=~=b

multipliziere o’ von links

axy=~o > y=a xb

Satz G1L: Losung von Gleichungen in Gruppen

Gegeben sei eine nicht-leere Halbgruppe (G, %), also eine Menge G # ()
mit assoziativer Verknupfung *: G x G — G. Dann sind aquivalent:

(1) Neutrales und Inverse: Es existiert ein neutrales Elemente € GG
und eine Inversion ' : G — G, die (G, x,e,”) zu einer Gruppe machen.

(2) Losbarkeit von Gleichungen: Zu je zwei Elementen a,b € G
existieren Lésungen x,y € G der Gleichungen z «a = bund a * y = b.

Zusatz: Die Losungen z, y sind dann eindeutig durch a, b bestimmt
und dank Inversion explizit gegeben durch x = b x a’ und y = a’ x b.
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Lésung von Gleichungen in Gruppen Erléuterung

© Die Implikation ,(1) = (2)* betrifft das L&ésen von Gleichungen:
Dies werden Sie haufig fir Rechnungen in Gruppen nutzen kénnen.
Sie ist sehr leicht zu beweisen, versuchen Sie es zunachst selbst!

Die Implikation ,,(2) = (1)“ zeigt umgekehrt, dass die Losbarkeit von
Gleichungen die Gruppenaxiome impliziert. Das ist bemerkenswert!
Wir miissen dazu lediglich G # () und Assoziativitat voraussetzen.

Assoziativitat wollen wir aus diversen Grinden immer voraussetzen.
Die hier sorgsam ausformulierte Aquivalenz ,(1) < (2)“ besagt also:
© Allgemeine Gleichungen der Forma*xz =bundyxa =05

konnen wir in Gruppen I6sen — und nur in Gruppen!

Hier sehen wir eine weitere, hilfreiche Charakterisierung von Gruppen.
Far das Losen von Gleichungen bendtigen wir genau diese Struktur!

&) Bereits diese ersten einfachen Rechnungen und Ergebnisse deuten
an, dass Gruppen eine grundlegende Struktur der Mathematik sind.




Losung von Gleichungen in Gruppen Gt

Beweis: ,(1) = (2): z = bxa’ und y = o’ * b 16sen die Gleichungen:

zxa = (bxd)xa = bx(d xa) = bxe

Q

(GD)

axy = ax(a*b) = (axd)*xb = exb

)

b
51) b

Umgekehrt: Aus x x a = b bzw. a x y = b folgt:

Q

(Gl

rxe = zx(axd) = (rxa)xd = bxd

= exy = (a' xa)*y = a*(axy) = a b

X

)
Dl

(

Y

.(2) = (1)“: Wir zeigen die Eigenschaften (G1L) und (G2L).
(G1L) Wir wahlen a € G. Hierzu existiert ein Element e € G mit e x a = a.
Zu jedem Element b € G existiert ein y € G mit a x y = b. Daraus folgt:

(GO) (GD)

exb=ex(axy) = (exa)xy = axy = b

Also ist e linksneutral. (G2L) Zu a € G existiert ' € G mita' xa = e,
Somitist (G, *,e,”) eine Linksgruppe, dank G1J also eine Gruppe.
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Lésung von Gleichungen in Gruppen Erléuterung

) Auch dieser Beweis ist recht raffiniert, dabei kurz und elementar.
Ich fihre dies exemplarisch aus, damit Sie an diesem Vorbild lernen.

Zur besseren Ubersicht haben wir die Argumente geschickt aufgebaut:
Zunachst beweisen wir, dass Linksgruppen stets Gruppen sind (G1J).

Dies nutzen wir dankend im obigen Beweis von Satz G1L, da wir nun nur
noch die Halfte der Gruppenaxiome prifen missen. Ich betone:

Mathematikerlnnen pflegen Denkdkonomie, soweit dies moglich ist:
Definitionen sollten keine unnotigen / redundanten Axiome fordern.

&) Hier sehen Sie recht eindriicklich die beiden Seiten der Medaille.
Flr den Beweiser / Hersteller ist der starkere Satz meist schwieriger zu
beweisen. Fiur den Anwender / Abnehmer jedoch ist der starkere Satz
leichter anzuwenden. Oft stehen Sie (abwechselnd) auf beiden Seiten.

Als Anwender mathematischer Ergebnisse schatzen Sie die Garantie.
Als Hersteller mathematischer Ergebnisse splren Sie die Pflicht.

Wie bereits in Kapitel C zur Induktion gilt das Grundprinzip:

Ihre Vorbereitung von heute ist Ihr Nutzen von morgen!




Sudoku als Verknupfungstabelle G153

2|5 3 9 1 2|5|8|7(3[6]9|4]1
1 4 6|1|/9]|8|2|4|3|5]|7

4 7 2 8 4(3|7|9|1|5|2|6]8
5]2 Lésung 3|9|5|2|7[1]4|8]|6
9|81 7|6|2|4]9|8|1|3]|5

4 3 8|4|1]l6[5|3|7|2]9
3|6 7|2 1/8|4|3|6|9]|5|7]|2

7 3 5(7|6|1]4|2|8|9]3

9 3 6 4 9(2|3|5(8|7|6|1]|4
2 3 9 7 6|2|8|5[3[4|9|1]|7

1 5|/1|9|8|7|2]4|3]|6

4 7 2 8 4(3|7|9|1|6|2|5]|8
5|2 9 Lésung g8|6|5|2(4|7|1|9]|3

18 7 — 3(9|2|1|8|5]|7|6]4

4 3 7|4|1]6]9|3|5|8]2

6 7|1 2|(5|4|3|6|9]|8|7]1

7 117|6|4|5|8]|3|2]9

9 3 2 6 5 9|8 |3|7|2|1|6|4]|5

Aufgabe: Ist jede Gleichung a x x = b und y * a = b eindeutig ldsbar?
Gibt es kommutative Sudokus? und assoziative Sudokus? Satz G1L!
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Sudoku als Verkntipfungstabelle Erlauterung

Losung: Die Sudoku-Regeln verlangen, dass in jeder vollstandig
gelOsten Tabelle jede der Zahlen 1,...,9 genau einmal vorkommt

1 in jeder der neun Zeilen und
2 in jeder der neun Spalten sowie
3 in jedem der neun Teilquadrate.

Wir betrachten die Menge G = {1,...,9} mit Tabelle x: G x G — G.
Bedingung (1) bedeutet: Fir alle a,b € G ist a x x = b eindeutig l0sbar.
Bedingung (2) bedeutet: Fiur alle a,b € G ist y x a = b eindeutig I6sbar.

(a) Kommutativitat verletzt Bedingung (3) und ist daher ausgeschlossen.

(b) Aus den Bedingungen (1) und (2) und Assoziativitat folgt dank G1L,
dass (G, %) eine Gruppe ist. Insbesondere existiert dann ein neutrales
Element e € G. Ist e = 1, so haben wir 1 x 2 = 2 x 1, was (3) widerspricht.

Allgemein sei g € G ein Nachbar von e in der selben Dreiergruppe.
Dann gilt e x ¢ = g * e, also ist Bedingung (3) auch hier verletzt.
Wir schlie3en: Es gibt keine assoziativen Sudokus!
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Quasigruppen und Sudoku ErlAuterung

Eine Quasigruppe (G, ) ist eine Menge G mit einer Verknipfung
x: G x G — G und folgender Losbarkeitseigenschaft:

Zu je zwei Elementen a,b € G existieren eindeutige LOsungen
x,y € G der Gleichungen x xa = bund a xy = b.

Zusammen mit Assoziativitat erhalten wir eine Gruppe, siehe G1L:
Jede assoziative Quasigruppe ist eine Gruppe.

Die obigen Sudokus zeigen weitere Beispiele von Quasigruppen.
Zu einer Gruppe fehlt allein die Assoziativitat.
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Gl’uppen Und ASSOkU Erlauterung

Viele Menschen weltweit lieben Sudokus und betreiben leidenschaftlich
quasi Gruppentheorie als Hobby, als Zeitvertreib oder als Gehirnjogging.
Ein besonderer Reiz an Quasigruppen ist, dass es davon sehr viele gibt
und daher der Ratselspal3 anscheinend niemals langweilig wird.

Gruppen sind besonders stark strukturiert und daher fir dieses Ratsel
zu einfach. Es gibt bis auf Isomorphie (also Umordnung der Elemente)
genau zwei Gruppen mit neun Elementen, namlich Z/9 und Z/3 x Z/3.
Mit diesem Wissen ist jedes Gruppen-Sudoko viel leichter zu 16sen.

Dennoch ware dies eine bemerkenswerte Variante. Probieren Sie es!
Ich schlage hierzu den Namen ,Assoku” vor: assoziatives Sudoku,
die Regel der neun Teilquadrate wird durch Assoziativitat ersetzt.
Das Spielvergnigen kann man nur experimentell ermitteln.
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Linkststranslationen Erlauterung

Sei (G, x) ein Magma, also eine Menge G mit x: G x G — G.
Zu jedem Element a € G betrachten wir seine Linkstranslation

e : G—G :x—ax*xx.

Dies klart die Lésungen von Gleichungen der Form a x x = b:

@ Ist )\, surjektiv, so nennen wir a linkslosbar:
Zu jedem b € G existiert x € G mita xx = b.

@ Ist )\, injektiv, so nennen wir a linksklirzbar:
Fir alle z,y € G gilt: Aus a x x = a x y folgt x = y.

@ Ist )\, bijektiv, so nennen wir a linksdividierbar.
Wir definieren die Linksdivision durch a\b = X 1(b).

. G158
Rechtstranslationen Erlauterung

Entsprechend fur die Rechtstranslation
po - G— G x— x*a.

Dies klart die Lé6sungen von Gleichungen der Form = x a = b:

@ Ist p, surjektiv, so nennen wir a rechtslosbar:
Zu jedem b € G existiert x € G mit x x a = b.

@ Ist p, injektiv, so nennen wir a rechtskirzbar:
Fir alle z,y € G gilt: Aus = x a = y * a folgt x = y.

@ Ist p, bijektiv, so nennen wir a rechtsdividierbar.
Wir definieren die Rechtsdivision durch b/a = p;t(b).
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Links- und Rechtstranslationen Erlauterung

Beispiel: Ist (G, x, e, 1) eine Gruppe, so ist jedes Element a € G
sowohl linksdividierbar dank a\b = a~! * b als auch rechtsdividierbar
dank b/a = b * a~ . Genau dies nutzen wir zur Lésung von Gleichungen!

Beispiel: Satz G1L besagt: Ist (G, %) assoziativ und jedes Element
a € G sowohl links- als auch rechtsl6sbar, so ist (G, %) eine Gruppe.

Beispiel: In einer Quasigruppe (Q, ) ist jedes Element linksdividierbar
und rechtsdividierbar. Die obigen Sudokus illustrieren dies durch
Beispiele ohne neutrales Element und ohne Assoziativitat.

- . . _ . . G160
Lésbar und kirzbar impliziert invertierbar. Erléuterung

Aufgabe: Sei (M, *,1) ein Monoid und a € M ein Element.

(1) Ist a linkslosbar und linkskirzbar, so ist a invertierbar.

(2) Ist a rechtslésbar und rechtsklrzbar, so ist a invertierbar.
Losung: (1) Nach Voraussetzung ist A\, : M — M : x — ax surjektiv.
Also existiert b € M mit ab = 1, das heil3t, a ist rechtsinvertierbar.

Zudem ist \,: M — M : x — ax injektiv, also a linkskurzbar.
Wir haben a1l = a = 1a = (ab)a = a(ba), nach Kirzen also 1 = ba.

Demnach ist das Element « invertierbar durch b, denn ab = 1 = ba.

(2) Diese Aussage beweist man wortlich genauso wie (1) durch
Vertauschen von links und rechts, also Ubergang zu (M, «°P, 1).




Unterstrukturen durch Einschrankung Gt

Sei (G, x) ein Magma, also eine Menge mit Verknlpfung *: G x G — G.
Far jede Teilmenge U C G konnen wir die Verknupfung einschranken zu

x|luxg : UXG— G : (u,a) = uxa Linksoperation von U auf G,
x|lgxuy : G XU — G : (a,u) — axu Rechtsoperation von U auf G,
x|luxy : UxU — G : (u,v) —uxv auBere Verknlpfung auf U.

Diese drei Einschrankungen gelingen immer und sind oft natzlich.
FUr ganz besondere Teilmengen U C G erhalten wir die Einschrankung

sy =y UxU—=U : (u,v) — ux*v.

Dies gelingt nicht immer, sondern erfordert die Abgeschlossenheit
der Teilmenge U C G unter der Verknupfung x: G x G — G, also:

UxUCU <= Va,beU :axbecU

In Worten: Wenn wir zwei Elemente a, b aus U mit x verknipfen, dann
erhalten wir immer ein Element a x b in U (und nicht blo3 irgendwo in G).

Unterstrukturen durch Einschrankung G162

Definition G1M: Unterstrukturen durch Einschrankung

Sei (G, *) ein Magma, also x: G x G — G. Ein Untermagma U < (G, %)
ist eine Teilmenge U C G mit U « U C U. Ausfuhrlich: Far alle a,b € U
gilt a x b € U. Somit ist die Einschrankung y = *|Y., ,: U x U = U

von x auf U wohldefiniert, und (U, x7) ist selbst ein Magma.

(GO) Ist (G, x) assoziativ bzw. kommutativ, so auch (U, *y/).

(G1) Fur ein Untermonoid U < (G, %, e) fordern wir zudem e € U.
Somit ist (U, xy, e) ein Monoid, dennexa =axe=aflrallea € U.

Ist (U, x7, e) zudem eine Gruppe, so nennen wir U eine Untergruppe
im Monoid (G, x, e). Ist (G, , e, 1) selbst eine Gruppe, so bedeutet das:

(G2) Fur eine Untergruppe U < (G, %, e, 1) fordern wir zudem (U) C U.
Ausfahrlich: Fur alle a € U gilt «(a) € U. Somit ist die Einschréankung
i = 1| : U — U wohldefiniert, und (U, xy, e, 1) ist eine Gruppe.
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Untergruppen

Beispiel: In jeder Gruppe (G, , e,¢) sind {e} und G Untergruppen.
Beispiele: In der Gruppe (Z,+,0, —) gilt:
@ Die Menge 2Z ist eine Untergruppe, aber nicht 27 + 1.
@ Die Menge U = nZ mit n € N ist eine Untergruppe. Umgekehrt:
@ Jede Untergruppe U < Z hat die Form U = nZ, siehe Satz G1v.
@ Die Menge N ist ein Untermonoid, aber keine Untergruppe.
@ Die Menge N> ist eine Unterhalbgruppe, aber kein Untermonoid.

Beispiel: Im Monoid (Z, -, 1) ist {0} multiplikativ abgeschlossen,
und ({0}, -, 0) ist ein Monoid, aber kein Untermonoid von (Z, -, 1).

Ubung: In der symmetrischen Gruppe Ss gibt es genau 6 Untergruppen.
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Untergruppen

Aufgabe: Die Untergruppenbedingung lasst sich wie folgt formulieren:

U< (G,*e,1) <= ecUAVa,beU:[axbeUANti(a) € U]
— U#DAVa,beU:axu(b)eU

Losung: Die Implikation ,=" ist klar. Wir zeigen <"

(0) Wegen U # () existiert a € U, somite = a * 1(a) € U.
(1) FUr jedes a € U qilt dank (0) auch v(a) = e*i(a) € U.
(2) Far alle a,b € U qilt 1(b) € U dank (1), also a xb = a * ¢(¢(b)) € U.

Notation: Fir eine Untergruppe U C G in (G, %) schreiben wir kurz
U < (G, ) oder noch kirzer U < G. Im Falle U C G ist U eine echte
Untergruppe, geschrieben U < G. Dieselbe Notation nutzen wir far
Untermonoide; der Kontext macht jeweils klar, was gemeint ist.




Die invertierbaren Elemente bilden eine Untergruppe. o

Beispiele: Im Matrixring K™*" gilt (K™*", - 1,xn)* = GL, K.

Im Monoid (Ex,o,idx) mit Ex = Abb(X, X) gilt EX = Sx.

Im Ring Z,, git Z* = (Zy,-,1)* ={a € Z, | ggT(a,n) =1}.

Ein Monoid (M, %, e) ist genau dann eine Gruppe, wenn M* = M qilt.

Satz G1N: Die invertierbaren Elemente bilden eine Gruppe.

In jedem Monoid (M, x, e) ist M* < (M, x, e) eine Untergruppe.
In M* gilte™! =eund (a7 !)™! = a sowie (axb)"t =b"1xal.

Ubung: Beweisen Sie dies zur Wiederholung (B1¢).

. . . . . G166
Die invertierbaren Elemente bilden eine Untergruppe. Erléuterung

Beweis: Zunachst gilt e xe = ¢, also e € M* mite™! =e.

Far je zwei Elemente a,b € M* gilt a xb € M*, denn wir haben:
(a*b)*(b_l*a_l)/\:“ (ax(bxbd™"))xa™! = (@*1)*a”"! “axa 'Ze
(b7 wa ) (axb) = (b7 x (a7t wa)) xb = (b7 1) wb Z07 b Ze

Also ist a * b invertierbar mit dem Inversen (a b))t = b7t x a7 L.
Das heif3t, M~ enthalt e und ist abgeschlossen unter Multiplikation.

Firae M* gitaxa ! =at+xa=c¢c,alsoa™! € M* mit (a=1)"! =a.
Somit ist die Inversion ~!': M* — M* :a — a~! auf M* wohldefiniert.
Zusammengefasst bedeutet das: (M >, *, e, ~1) ist eine Gruppe.
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Beispiele zu Untergruppen Erlauterung

Ubung: (1) Ist (U;);c; eine Familie von Untergruppen U; < (G, *, e, ¢),
so ist auch die Schnittmenge U = (),.; U; eine Untergruppe in G.

(2) Geben Sie ein Beispiel fir zwei Untergruppen U,V < (G, x, e, 1),
sodass ihre Vereinigung U U V' keine Untergruppe in G ist.
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Beispiele zu Untergruppen Erléuterung

Zu jedem Monoid (G, -, e) definieren wir das Zentrum als die Menge
Z(G):Z(G,-):{zEG‘VaEG:a-z:z-a}
aller Elemente z € G, die mit allen Elementen in G kommutieren.

Ubung: (1) Das Zentrum Z(G) ist ein Untermonoid von (G, -, e).
(2) Ist ein Element z € Z(G) invertierbar in G, so gilt 27! € Z(G).
(3) Ist (G, *, e) eine Gruppe, so ist Z(G) eine Untergruppe.

(4) Allgemein gilt Z(G)* = Z(G) N G*.




Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen. o

Die Exponentialfunktion exp: R — Rsg:a — e = 57 a"/k! erfillt
exp(a + b) = exp(a) - exp(b) sowie exp(0) = 1 und exp(—x) = exp(x) L.

R x R i , R 0 R - , R
(a,b)—a+b a——a
eXpJ/ epr/ exp\ exp] exp\ exp\
) —1
Rso X R>o > R0 1 R>o — Ry
T,y )Ty TH>T

Die Logarithmusfunktion In: R<y — R erfillt In(x - y) = In(z) + In(y)

sowie In(1) = 0 und In(z~!') = — In(z). Ubersichtlich als Diagramm:
-1
R R - : ;
>0 X R>0 @)y R>0 1 R>0 I R>o0
an/ an/ ]nJ/ IHJ/ an/ an/
R x R » R 0 R - y R
(a,b)—a+b a——a
Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen. e

Ein Homomorphismus ist eine strukturerhaltende Abbildung.
Wir erklaren hier, was das genau bedeutet. Es lohnt sich, dies fur jede
mathematische Struktur zu definieren, zu untersuchen und zu nutzen.

Sie kennen und nutzen Homomorphismen bereits seit Schulzeiten,
wenn auch nicht unter diesem Namen, meist unter gar keinem Namen.
Viele nutzliche Rechenregeln, wie Potenzgesetze, Exponentialgesetze,
Logarithmusgesetze und zahllose weitere, sind letztendlich nichts weiter
als Homomorphismen (oder beruhen darauf). Wir wollen dies bindeln.
Die obigen Beispiele exp: (R, +) — (Rsg,-) und In: (Rsq, ) = (R, +)
sind Gruppenhomomorphismen, allgemein ist dies eine Abbildung
f:(G,*,eq,tq) = (H,- eq, ) mit folgenden Eigenschaften:

ze

G x G PO w—— G ec €G G — G
fl fl fl fl fl fl
H x H : s H ey € H H el s H

(may)’_)w'y T—rL | (l‘)




Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen.
Definition G10: Homomorphismen
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Ein Homomorphismus ist eine strukturerhaltende Abbildung.

f(G7 *) — (Ha')

PN f:G — H Abbildung und
Magmahomomorphismus [

f:(Ga*ae) — (H7°7€/)

. f:G — H mit f(e) = ¢ und
Monoidhomomorphismus |

f:(G,*,e,0) — (H,» ¢, )

. f:G — H Abbildung und
Gruppenhomomorphismus |

(GO) Fir Magmen und Halbgruppen verlangen wir Multiplikativitat:

Va,b € G: f(axb) = f(a)- f(b)

a °
(G2) Far einen Gruppenhomomorphismus gentgt Multiplikativitat:

Va,b € G: f(axb) = f(a)« f(b)
Daraus folgt bereits f(e) = ¢’ und for =1 o f, also f(a™!)

Va,b € G: f(axb) = f(a)+ f(b)

CL °
(G1) Fir einen Monoidhomomorphismus fordern wir zudem f(e) = ¢

= f(a)~".

v

Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen.
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Beispiel: Die Abbildung f: (N,-,1) — (Z,-, 1) : a — 0 ist multiplikativ,
fla-b) = f(a)- f(b), aber kein Monoidhomomorphismus: f(1) = 0 # 1.

Schreibweise fir Gruppenhomomorphismen:

Hom (G, H) = Hom(G, *; H,+) = Hom(G, x, ¢, 1; H,+ ¢, /)
={f:G— H|VYa,be G:flaxb) = f(a)- f(b) }
Aufgabe: Folgern Sie f(e) = ¢’ und f(a™!) = f(a)™!

Losung: (1) Wir betrachten

¢-fle) = fle) = flexe) = fle)-fle).
Multiplikation mit f(e)~! von rechts ergibt ¢/ = f(e)

(2) FUr jedes Element a € G qilt

/ (D)

¢ = fle) =

flaxa™) =" f(a)+ fla™).
Wir folgern f(a=') = f(a)~! dank Eindeutigkeit des Inversen (G1H)
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Isomorphismen sind strukturerhaltende Bijektionen.

Ist ¢ : (G, *) — (H,+) ein Homomorphismus und zudem bijektiv,
so nennen wir f einen Isomorphismus von (G, ) nach (H,).

Lemma G1P: Umkehrung eines Isomorphismus
In diesem Falle ist auch ¢y = =1 : (H,-) — (G, %) ein Isomorphismus.

Beweis: Zu x,y € H sei a = ¢(x) und b = ¥ (y). Damit folgt:
Pz -y) =dlpa) - o(b)) = b(plaxb)) = axb=1(x)*P(y).

Definition G1Q: Isomorphismus als Paar

Ein Isomorphismus (¢, ) : (G, *) = (H,-) zwischen zwei Gruppen
ist ein Paar zueinander inverser Homomorphismen ¢: (G, *) — (H,*)
und ¢: (H,+) — (G,*) mit o p = idg und p o ¢ = idp.

Entsprechend fur (¢, v): (G, *,e) = (H,+, ') zwischen zwei Monoiden.

(Es genulgt, einen anzugeben, der andere ist dann eindeutig bestimmt.
Es ist jedoch oft bequem, das Paar vollstandig und explizit anzugeben.)

v

Beispiel: Wir haben (exp,In): (R, +) = (Rso, ).
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Isomorphismen sind strukturerhaltende Bijektionen.

Schreibweise fir Homomorphismen und Isomorphismen:
Hom (G, *;H,*) ={ f:G — H |VYa,b€ G: f(axb) = f(a)- f(b) }
Iso(G,* H,*) ={ f:G = H |Va,be G: f(axb) = f(a)- f(b) }
Im Spezialfall (G, x) = (H,-) stimmen Start und Ziel tberein, und
wir sprechen dann von Endomorphismen und Automorphismen:
End(G, x) = Hom(G, x; G, %)
Aut(G, ) = Iso(G, *; G, *)

Beispiel: Fir f:Rog — Ryg:z — 2" mitn € N> gilt f € Aut(R-o, ).

Esqilt f(z-y)=(x-y)" =" -y" = f(x) - f(y), also f € End(R~g, -).
Zudem ist f invertierbar, durch g(y) = y, also qgilt f € Aut(R-o, ).

Bemerkung: Dank G1P folgt daraus /x -y = /z - /v.

L’algebre est généreuse, elle donne souvent plus qu’on lui demande.
[Die Algebra ist grofziigig, sie gibt oft mehr, als wir von 1hr verlangen.]

Jean Le Rond d’ Alembert (1717-1783)
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Homomorphismen und Untergruppen

Satz G1R: Bild und Kern, surjektiv und injektiv
Sei f:(G,*,e) = (H,- ) ein Gruppenhomomorphismus.

(1) Ist U < (G, *, e) eine Untergruppe, so auch V = f(U) < (H,-,¢").
Insbesondere ist das Bild im(f) = f(G) < (H,-,¢’) eine Untergruppe.

(2) Genau dann ist f surjektiv, wenn im(f) = H qilt.

(3) Ist V < (H,-,¢€') eine Untergruppe soauch U = f~1(V) < (G, *,e).
Somit ist der Kern ker(f) := f~1({e’}) < (G, *) eine Untergruppe.

(4) Genau dann ist f injektiv, wenn ker(f) = {e} gilt. Allgemein:

(5) Flra € G giltb = f(a) € im(f) und f~1({b}) = aker(f) = ker(f) a.

© Das unscheinbare Injektivitatskriterium (4) ist Gberaus praktisch
und wird sich im Folgenden immer wieder als hilfreich erweisen.

Arbeitsersparnis: Fur die Injektivitat eines Gruppenhomomorphismus
f:(G,*,e) — (H,- €') missen wir nicht alle Fasern f L({b}) prufen,
sondern nur eine einzige Faser, namlich ker(f) = f~({e'}).
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Homomorphismen und Untergruppen

Aufgabe: Rechnen Sie die Aussagen des Satzes sorgsam nach.

Losung: (1) Esgilt ¢’ = f(e) € V. Zu x,y € V existieren a,b € U mit
f(a) =z und f(b) =y, alsogilt z-y=t = f(a)- f(b) "L = flaxb"1) € V.
(2) Die Aussage im(f) = H ist die Definition von Surjektivitat.
(3) Wegen f(e) =€’ € V gilte € U. Seien a,b € U, also f(a), f(b) € V.
Danngiltaxb=! € U, denn f(axb~1) = f(a): f(b)" L € V.
(4) Die Implikation ,=* ist klar. Die Umkehrung ,<* folgt aus (5):
(5) Gegeben seien a,a’ € G mit f(a) = f(a).

@ Esgilte = f(a) 1 f(d) = fla'd),

also ala’ € ker(f), somit a’ € aker(f).

® Esgilte’ = f(a')f(a)™! = f(a'a™?),
also a’a! € ker(f), somit a’ € ker(f) a.

) Jede Faser ist entweder leer oder eine Translation des Kerns.




Der Satz von Cayley
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Beispiel: Die Gruppe G = (Zs, +,0) bettet in (Sg, o,idg) ein vermdge
R
1 — 7= (1) ; ?) =(0,1,2),
2 s e g (1) f —(0,2,1).

&) Jede noch so abstrakte Gruppe lasst sich konkret darstellen:

Satz G1s: Darstellungssatz von Cayley

Jede Gruppe (G, x, e) bettet in die symmetrische Gruppe (Sg, o,id) ein,

ist also isomorph zu einer Untergruppe U < S von Permutationen.

Ist die Gruppe G endlich, von der Ordnung n = #G, so gilt sogar:

Die Gruppe G bettet in die Gruppe S,, ein, ist also isomorph zu einer
Untergruppe U < S,, von Permutationen auf der Menge {1,...,n}.

Der Satz von Cayley
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Beweis: Jedes Element a € G definiert seine Linkstranslation
T, : G—G : x— ax*xx.
FlUr e € G qgilt 7. = id. Dank Assoziativitat haben wir 7., = 7, o 7:
(Ta 0 1p)(x) = Ta(Tp(x)) =ax (bxx) = (axb) *x = Taup(x)
Wir erhalten somit den gewinschten Monoidhomomorphismus
7 : (G, %,e) > (Eg,o0,idg) : a— 7,.
Dieser ist injektiv: Fur a # b gilt 7, # 7, denn 7,(e) = a # b = 7p(e).

Ausaxb=e=bxafolgt 7, o, = 744 = 7« = idg Und 7, 0 7, = idg.
Flr jedes Element a € G gilt demnach 7,1 = 7, 1. Wir erhalten so

T : (G,*,e) = (Sg,0,idg) : a — Tq.

Far die Untergruppe U = 7(G) < Sg gilt somit 7: G = U.
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Del‘ SatZ von Cayley Erlduterung

Ist die Gruppe G endlich, von der Ordnung n = #G, so gilt sogar:

Die Gruppe G bettet in die Gruppe S,, ein, ist also isomorph zu einer
Untergruppe U < S,, von Permutationen auf der Menge {1,...,n}.

Hierzu nummerieren wir die Elemente von G durch v:{1,... ,n} = G
und erhalten so einen Gruppenisomorphismus S = S,,. Genauer:

Aufgabe: Jede Bijektion v: X = Y definiert einen Isomorphismus
von Monoiden (p,v): Ex = Ey und von Gruppen (p,v): Sx = Sy

vermoége p(7) =vortov tund (o) =vtocouv.

Losung: Flr7: X — X gilt o(7) =vororv™1:Y = Y, alsoist ¢
wohldefiniert. Fir 7 = idx gilt ¢(idx) = idy. FOr 7,7 : X — X qilt

o(tror)=vo(ror)ov?

= (voTov oot ov™h) =p(r) o p(r).
Somitist ¢: (Ex,o,idx) — (Ey,o,idy) ein Monoidhomomorphismus.

Umgekehrt gilt dasselbe flr . SchlieBlich finden wir ) o o = id und
p o1 =id, also (p,v): Ex = Ey. Daraus folgt (¢, ) : Sx = Sy,
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Der SatZ von Cayley Erlauterung

Der Satz von Cayley gilt wortlich ebenso flir Monoide:

Jedes Monoid (G, *, e) bettet in das Abbildungsmonoid (Eg, o, id) ein,
ist also isomorph zu einem Untermonoid U < E& von Abbildungen.

Ist das Monoid G endlich, von der Ordnung n = #G, so qilt sogar:
Das Monoid (G, %, e) bettet in das Abbildungsmonoid (E,,, o,id) ein.

& Solche Abbildungen und Permutationen sind wunderbar konkrete
Objekte, mit denen wir bequem, explizit und effizient rechnen kénnen.
Die Grundlagen hierzu kennen Sie von Beginn des Kapitels E.

Ubung: Wenn wir Rechtstranslationen 7, : « — z * a betrachten,
so erhalten wir eine Einbettung 7: (G, x,e) — (Eg, e,idg).

Ubung: Die entgegengesetzten Gruppen (Sx,o,idx) und (Sx, e, idx)

sind isomorph vermdge der Inversion ¢: Sx — Sx :0 +— o~ L.

Ubung: Die entgegengesetzten Monoide (Ex, o,idx) und (Ex, e, idx)
sind nicht isomorph flr X > 2: Sei ¢: X — X eine konstante Abbildung.
In (Ex,o,idx) gilt dann co f = cflr alle f € Ex. Hingegen gibt es in
(Ex,e,idx) kein Element ¢ mit ' e f = ¢ flr alle f € Ex.




Summen und Produkte o

Sei (M, +,0) bzw. (M, -, 1) ein Monoid, hier additiv oder multiplikativ
geschrieben. Mehrfache Summen und Produkte definieren wir rekursiv:

0 n—+1
Zai =0, Za’b = (Z ) + ane1 = (... (a1 +a2)+...) + ang1
i=1 i=1

0 n+1 n

Hai =1, Hai = (Hai) capt1 = (.. (a1 a2) ...)apy1

1=1 =1 1=1
Dank Assoziativitat konnen wir beliebig umklammern,
bei kommutierenden Elementen auch beliebig umordnen:

Ist I = {i1,10,...,i,} eine n—elementige Menge, so schreiben wir

Zaz.—Zazk und l_Ia,,:—l_Ia“C

el el
Eine Umnummerierung der Elemente andert das Ergebnls nicht.

Sei J eine Menge und I C J endlich, sodass a; =0 flrallei € J ~ 1.
Dann definieren wir ). _; a; := .. ; a; als endliche Summe wie oben.
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Vielfache und Potenzen

Flr n € N definieren wir das nte Vielfache und die nte Potenz durch

a*n:=y." ,a und a":=][,a.
Ist —a das Negative zu a in (M, +,0), so setzen wir a - (—n) := (—a) * n.
Ist a=! das Inverse zu a in (M, -, 1), so setzen wir a=" := (a=1)".

Auf dem Monoid M bzw. der Gruppe M * definiert dies die Operationen
M xN—= M : (a,n)— a-n, M* XZ— M”* : (a,n) — a-n,
MxN—= M : (a,n)—a", M* xXZ — M* : (a,n) — a”.

Wir schreiben a - n = n » a von rechts oder von links, kurz an = na.

Satz G1T1: Rechenregeln flir Vielfache und Potenzen

Fiar alle a € M und m,n € Nbzw. a € M~ und m,n € Z qilt:

a-0=0,a*1=a, as(m+n)=a-m-+a-n, a(m-n)=(a*m)-n,

CLO — 1’ CLl = a, gmtn — ogm. an, amm — (am>n.

Kommutieren: Aus a +b=0b+afolgt (a+b)-n=a-n+b-n.
Aus a - b = b - a folgt entsprechend (a - b)" = a™ - b".




Das erzeugte Untermonoid und die erzeugte Untergruppe e

Satz G1U: erzeugtes Untermonoid und erzeugte Untergruppe
Sei (M, -,1) ein Monoid und S C M eine Teilmenge.

(1) Dasvon S C M in (M, -,1) erzeugte Untermonoid ist
[S]:={s]'s?---si" |n€eN, s, €85, ¢ eN}.

Dies ist ein Untermonoid in M und zudem das kleinste, das S enthalt.

(2) Dievon S € M* in (M, -, 1) erzeugte Untergruppe ist
(S):={s('sg?---si" |neN, s, €8, €L}

Dies ist eine Untergruppe in M und zudem die kleinste, die S enthalt.
Die Inversion auf S ist dabei gegeben durch

—1 _ _ _
el e en €n €2 €1
(Sl 82 "'Sn ) = Sn ...82 Sl

Ubung: Beweisen Sie die Behauptungen des Satzes. Was ist zu tun?
Beispiel: In der Gruppe (S4, 0,id) gilt ((1,2),(2,3) ) = Ss.

Beispiele zu Homomorphismen und Untergruppen c1es

Sei (M, -, 1) ein Monoid, hier multiplikativ geschrieben.
(1) Zu jedem Element a € M haben wir den Monoidhomomorphismus
Y (N, +,0) = (M,,1) : n—a".
Sein Bild ist das von a in (M, -, 1) erzeugte Untermonoid:
im(y) ={a” |neN} =:|a]
(2) Zu jedem a € M* haben wir den Gruppenhomomorphismus
¢ : (Z,+,0) > (M,-,1) : n—a".
Sein Bild ist die von a in (M, -, 1) erzeugte Untergruppe:
im(p) ={a" [neZ}=:(a)
In additiver Schreibweise (M, +,0) gilt entsprechend
[a] =aN=a-N={an|neN}
(a)=aZ =a<Z={an|nec’}.
Wir nennen ord(a) := #{ a ) die Ordnung von « in der Gruppe M *.
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Klassifikation der Untergruppen von (Z, +)

Beispiel: Fir n € N ist die Menge nZ eine Untergruppe von (Z, +).
Dabei ist 0Z = {0} die triviale Gruppe und 1Z = Z die gesamte Gruppe.

Satz G1v: Klassifikation der Untergruppen von (Z, +)
Zu jeder Untergruppe H < (Z,+) existiert n € N, sodass H = nZ qilt. J

Beweis: Ist H = {0}, so haben wir H = 0Z.
Andernfalls existiert ein Element « € H mit a # 0.

Wir kbnnen a > 0 annehmen, denn auch —a liegtin H.
Somit existiert n = min{ a € H | @ > 0 } dank Satz F1s.

Aus n € H < (Z,+) folgt zunachst (n) =nZ C H.

Wir zeigen nun die Umkehrung H C nZ. Hierzu sei a € H.
Euklidische Division ergibt a = ng+r mitg,r € Zund 0 < r < n.
Wegen r = a — nqg € H folgt » = 0, denn n ist minimal.

Also gilt a = ng € nZ. Dies zeigt H C nZ.

Damit ist H = nZ bewiesen.
. . G186
Zyklische Untermonoide Edlauterung

Sei (M, -,1) ein Monoid und a € M ein Element. Wie sieht das erzeugte
Monoid | a ] aus? Hierzu betrachten wir den Monoidhomomorphismus

Y (N, +,0) = (M,-,1) : k> a”.
Sein Bild ist [a] = { a* | kK € N }. Ist « injektiv, so haben wir
Y (N, +,0) = ([a],,1) : k— d”

Andernfalls existieren 0 < m < n in N, sodass v auf {0,...,n — 1}
injektiv ist und dann o™ = o™ gilt. Graphisch bedeutet das folgendes:

1 1
A — al = 2~ .= g =gt gl g

Demnach ist n = t[ a | die Ordnung des erzeugten Untermonoids.

Im Falle 0 < m < n gilt zudem a™~! #£ ¢"~ !, abera™ ! -a =a""!-a.
Somit ist a nicht kirzbar, also insbesondere auch nicht invertierbar.

© lIstain (M, -, 1) invertierbar und n = [ a ] < oo, 0 gilt m = 0. Somit
ist[a] = (a) eine ,zyklische Gruppe®. Der folgende Satz fihrt dies aus.
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Zyklische Untergruppen

Beispiel: In der Gruppe (Ss, o, id) betrachten wir o = (1, 2)(3,4,5):

o =1id, o' =(1,2)(3,4,5), o%=(3,5,4),
03 =(1,2), o*=(3,4,5), o = (1,2)(3,5,4),
% =1d, o =o, . ot = (1,2)%(3,4,5)".

In (S5, 0,1d) erhalten wir so eine Untergruppe (o ) = Z /67 = Zs.

Satz G1w: zyklische Untergruppe und Ordnung eines Elements
Sei (G, ) eine Gruppe und a € G ein Element. Dazu betrachten wir
den Gruppenhomomorphismus ¢: (Z, +) — (G, %) : k — aF.

Sein Bild ist die Untergruppe (a ) ={a* | k € Z } in (G, *).

Der Kern erflillt ker(p) = nZ fur ein n € N dank Satz G1v.

0 Im Falle n = 0 hat a unendliche Ordnung, ord(a) = f(a ) =
und wir erhalten den Gruppenisomorphismus ¢:Z = (a ) :
n,

1 Im Falle n > 1 hat a endliche Ordnung, ord(a) = f{a) =
und wir erhalten den Isomorphismus ¢:Z/nZ = (a ) : [k] — a”.
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Zyklische Untergruppen Erléuterung

Beweis: (1) Allein die Konstruktion von ¢ bedarf der Erlauterung.
Wir haben ¢:Z — G : k > a* mit ker(¢) = nZ. Fur alle k,¢ € Z
gilt demnach ¢ (k) = ¢(¢) genau dann, wenn k — ¢ € nZ (G1R).
Aus ¢ erhalten wir ¢ durch die kanonische Faktorisierung E3I:

©: k—ak

(Z,+) ' > (G, %)

Z/nZ

Dank dieser Konstruktion ist ¢ bijektiv. Zudem ist ¢ ein
Homomorphismus, denn [k] + [¢] = [k + (] — a**¢ = a” - a’.
(O)ImFallen=0istq:(Z,4+) — (Z/0Z,+) ein Isomorphismus.

In diesem Falleist »: (Z,+) = ({a),-) ein Isomorphismus.
Ubung:Isto =0y 0--- 00y, in (Sy, o,id) ein Produkt disjunkter Zykel
der Lange /4, ..., ¢y, dann hat o die Ordnung ord(o) = kgV (41, ..., 0n).




Kartesisches Produkt mit koordinatenweiser Verknipfung o

Beispiel: Mit koordinatenweiser Verkntpfung ist (R”, 4,0, —) eine
abelsche Gruppe. Gleiches gilt fir RN und R, Ausfihrlich:

Beispiel G1X: Produkt G; x --- x G,, von Gruppen

Ist (G}, *;,e;, 1) eine Gruppe flr i = 1,...,n, so auch das Produkt
(G,*,e,” ) mit G=Gi x--x Gy,
(a1,...,an) * (b1,...,bn) = (a1 %1 b1,...,an %, by),
e=(e1,...,ep) und (ai,...,a,) ' = (al_l,...,agl).

Die Projektion pr,; : G — G; : a — a; ist ein Gruppenhomomorphismus,

ebenso die Einbettung ¢;: G; — G:a; — (e1,...,a4,...,€p).
Gleiches gilt sinngeman fur das Produkt von Monoiden (G, *;, €;).
Genau dann ist G kommutativ, wenn alle G4, ..., G,, dies sind.

Ubung: Rechnen Sie dieses und das nichste Beispiel sorgsam nach.
Diese Konstruktionen sind grundlegend und werden uns oft nttzen.

Funktionen mit punktweiser Verknipfung e190

Beispiel G1Y: Potenz G und G einer Gruppe

(1) Sei €2 eine Menge. Ist (G, +,0, —) eine Gruppe, so auch die Potenz
(G,+,0,—)% = (G2, +,0,=) mit G¥ =Abb(Q,G)={f:Q—= G},
(f+g)(x)=f(z)+g(x), 0:Q—= G:x— 0 und (=f)(z) = —f(x).

Hierbei ist pr, : G — G': f — f(x) ein Gruppenhomomorphismus,
ebenso 1, : G — G :a — f mit f(x) = aund f(y) = 0flry # x.

(2) Fur den Trager supp(f) = {x € Q| f(x) # 0 } gilt supp(0) = 0 und

supp(—f) = supp(f) sowie supp(f + g) C supp(f) Usupp(g). In G liegt
somit die Untergruppe der Funktionen mit endlichem Trager:

G ={f:Q— G| tsupp(f) < oo}

Gleiches gilt sinngeman fur die Potenz eines Monoids (G, +, 0).
Genau dann sind G und G kommutativ, wenn G dies ist.




Fundamentalsatz der Arithmetik als Isomorphismus o

Beispiel G1z: Fundamentalsatz der Arithmetik

SeiP={2,3,5,7,...} die Menge der Primzahlen in (N>, -).
Wir betrachten die Menge N(F) = {¢:P — N | #supp(e) < oo }.

(1) Hierzu haben wir den Monoidhomomorphismus
P (N(IP’)7+) 2 (N>1,-) @ e Hpe]P pe(p).

Ausgeschrieben ist dies das (endliche!) Produkt 2¢(2) . 3¢(3) . 5e(5) ...
Dank Fundamentalsatz der Arithmetik A2J ist ® ein Isomorphismus.

(2) Ubergang zu Briichen ergibt den Gruppenisomorphismus
D : (Z®),4) = (Q@s0,°) : € [Lep p°P.
(3) Hinzufigen des Vorzeichens + ergibt die Isomorphismen
® : (Z/2,4) x (N, +) 2 (Z%,-) : (s,€) = (=1)* [Lep P°P),
®: (Z/2,4) x (ZP),+) = (@) : (s,€) = (=1)* [[ep P°P.

. . . G192
Fundamentalsatz der Arithmetik als Isomorphismus Erléuterung

&) Abstrakte Theorie wirkt ganz konkret! Die Umkehrfunktion
d~1:(N*,.) — (N®) 4+) ist die Primfaktorzerlegung und notorisch
schwer zu berechnen. Genau darauf beruhen Cryptosysteme wie RSA.

Aufgabe: Ist {/72/125 rational? Nutzen Sie den Isomorphismus !

Losung: Als Primfaktorzerlegung finden wir hier 72/125 = 2332573,
In Z(®) kédnnen wir ®=1(72/125) = (3,2, —3,0,...) nicht durch 3 teilen.
In (Qs0,-) kdnnen wir aus 72/125 demnach nicht die 3te Wurzel ziehen.

Aufgabe: Wir kennen den Isomorphismus (exp,In): (R, 4+) = (R>, ).
Existiert ebenso ein Isomorphismus (¢, ) : (Q, +) = (Qsq,-)?

Losung: Nein! In (Q, +) kdnnen wir jedes Element durch 2 dividieren,
aber in (Q-o, -) nicht aus jedem Element die Quadratwurzel ziehen,
zum Beispiel ist v/2 irrational, siehe Satz A1F.

Ubung: Existiert ein Isomorphismus (¢, ) : (C, +) = (C*,-)?
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Betrag und Vorzeichen reeller Zahlen Erléuterung

Beispiel: Fur reelle Zahlen haben wir den Absolutbetrag

4z falls z > 0,

‘—‘ : R%R>0 : CCI—>‘.T|:
- —x falls x <0,

und das Vorzeichen
+1 falls x > 0,
sign : R —» {£+1,0} : x = < -1 fallsz <0,
0 fallsz =0.

Beide sind multiplikativ, genauer Monoidhomomorphismen,
dennesgilt |1| =1und |z -y| = |z| - |y| fur alle z,y € R,
sowie sign(1) = 1 und sign(z - y) = sign(x) - sign(y).

Fir jedes invertierbare Element x € R* = R \ {0}
sind auch |z| und sign(z) invertierbar, und es gilt
|27 = ||~ und sign(x~!) = sign(z) ! = sign(x).
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Betrag und Vorzeichen reeller Zahlen Erléuterung

Durch Einschréankung erhalten wir die Gruppenhomomorphismen
=] (R, 1) = (R>o,-, 1),
sign : (R*,-,1) = ({£1},-,1).
Zusammengesetzt erhalten wir den Gruppenisomorphismus:
(pr1p) + R* = {41} x R

Hierbei ist p(z) = (sign(x), |x|) und ¥(s,r) = s - 7.
Beide Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen,
und nach Konstruktion gilt v o o = id und p o ) =

Der Absolutbetrag |x| heif3t auch Norm und misst den Abstand
von x zum Nullpunkt. Insbesondere erhalten wir so die Menge

SO = {zeR ||z =1} ={-1,+1}.

Dies ist der Kern von x — |z|. Ebenso gilt R~y = ker(sign).




Betrag und Richtung komplexer Zahlen criaienng

Beispiel: Auch fir komplexe Zahlen haben wir den Absolutbetrag

=] : C > Rxp : z=x+1iy— |z| = Va2 + 9>

Dies hei3t auch Norm und misst den Abstand von z zum Nullpunki.
Somit ist die Menge S! := { z € C | |z| = 1 } die Einheitskreislinie.

Analog zum Vorzeichen reeller Zahlen definieren wir die Richtung

z/|z| falls z # 0,

ion : C—STUI0Y : 20—
vst {0} = 2 {O falls z = 0.

Beide sind multiplikativ, genauer Monoidhomomorphismen,
dennesgilt |[1| =1und |z w| = |z| - |w| fUr alle z,w € C,
und somit sign(1) = 1 und sign(z - w) = sign(z) - sign(w).
Fir jedes invertierbare Element z € C* = C \ {0}

sind auch |z| und sign(z) invertierbar, und es gilt
271 = |2z|7! und sign(z71) = sign(2) ™! = sign(z).
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Betrag und Richtung komplexer Zahlen Erléuterung

Durch Einschréankung erhalten wir die Gruppenhomomorphismen
=] (C, 1) = (Rso, -, 1),
sign : (C*,-,1) —» (St,-,1).
Diese sind surjektiv mit ker(z ~ |z|) = S! und ker(sign) = R~y.
Zusammengesetzt erhalten wir den Gruppenisomorphismus:
(p, ) + C* = S' x Rxg

Hierbei ist p(z) = (sign(z), |z|) und ¥ (s,r) = s - .
Beide Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen,
und nach Konstruktion gilt ¢ o ¢ = id und ¢ o ¥ = id.

Eingeschrankt auf R git C*NR =R* und S'NR = S,
und wir erhalten erneut den obigen Gruppenisomorphismus

R* 2 SY x Ryy.
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Ringe und Korper: Definition

Definition G2A: Ring und Kdrper

Ein [kommutativer] Ring (R, +,0, -, 1) besteht aus einer Menge R mit
VerknOpfungen +,-: R x R — R und Elementen 0,1 € R, sodass gilt:

0 Fur alle Elemente a, b, c € R gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)und(a+b)-c=(a-c)+ (b-c).

1 (R, +,0) ist eine kommutative Gruppe.

2 (R,-,1) ist ein [kommutatives] Monoid.
Wir setzen R* := R ~. {0}. Der Ring (R, +,0, -, 1) heif3t

@ Divisionsring, wenn R* < (R, -, 1) eine Gruppe ist.

@ Korper, wenn R* < (R, -, 1) eine kommutative Gruppe ist.

@ Integritatsring, wenn R* < (R, -, 1) ein kommutatives Monoid ist.
Fdr den Ring (R, +,0, -, 1) schreiben wir auch (R, +, -) oder kurz R.

Beispiele: Wir haben die Ringe Z Cc Q C R ¢ C C H sowie Z/nZ.
Der Nullring ({0}, +,0, -, 1) ist ein Ring, und zwar der einzige mit 1 = 0.
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Ringe und Korper: Definition

Uberblick: Kérper
DRing IRing ——— CRing
Ring
(R7+70771> (R7+70) (R7+7) (Raal)

Name | Beispiele |Ass Ntr Inv Com|DL DR|Ass Ntr 1:£0 Ntf InV Com

Korper|Q.R,C,Z,| v v v V |v V]|v v v v v v
DRing | HcC?*?|v v v V|V V|V V vV V V

Ring | Z,QX] |v Vv vV V|V V|V v vV V v/
CRing| Z.R® |v v v Vv |v V|V V v/

Ring R?>2 |\ v V V|V V|

Statt explizit (R, +,0, -, 1) schreiben wir auch kurz implizit (R, +, -);
die neutralen Elemente 0 und 1 sind daraus eindeutig rekonstruierbar.
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Ringe und Korper: Definition Erlauterung

Hier steht ,Ntf“ fir Nullteilerfreineit, alsoa Z#0 A b#0 = a-b# 0
bzw. aquivalent hierzua-b=0 = a=0V b=0flralle a,b € R.
Ich nutze die bequemen Abkurzungen
@ ,DRing* far Divisionsring (engl. division ring, division algebra),
@ ,IRing® flr Integritatsring (engl. integral ring, integral domain),
@ ,CRing“ fir kommutativer Ring (engl. commutative ring).

Auch bei kommutativen Ringen mochte ich meist 1 # 0 fordern,
ich scheue mich jedoch, dies in die Definition aufzunehmen.
Wir miUssen es daher bei Bedarf jeweils explizit fordern.

Muss es wirklich so allgemein sein? Dazu gibt es sehr verschiedene
Ansichten. Am liebsten ware mir Lineare Algebra allein Gber Korpern.

Doch dieser Wunsch nach Einfachheit stdf3t sich schnell an der Realitat:
Eher friher als spéater bendtigen wir Matrixringe und Polynomringe, etc.

Ich halte es daher fur besser, Sie von Anfang an auf die nétige Vielfalt
sanft vorzubereiten. Umso mehr schatzen wir die heile Welt der Korper.
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Ringe und Korper: logische Spitzfindigkeit Erlauterung

In der Definition G2A eines Rings (R, +,0, -, 1) muss die Kommutativitat
der Addition nicht gefordert werden, sie folgt aus den anderen Axiomen:

Aufgabe: Gegeben sei (R, +,0,-,1) mit+,-: R x R— Rund 0,1 € R,
so dass beide Distributivgesetze gelten und zudem:

1 (R,+,0) ist eine Gruppe.

2 (R,-,1)ist ein Monoid.
Dann ist (R, +,0) kommutativ und somit (R, +,0, -, 1) ein Ring.
Losung: Wir entwickeln (1 + 1) - (a + b) auf zwei Arten:

(1+1)-(a+b) = 1-(a+b)+1-(a+d) = a+bta+b
1+ -(a+b) = A4+1)-a+(1+1)-b

= l-a+1-a+1-b+1-b = a+a+b+b
Wir addieren —a von links, —b von rechts und erhalten a + b = b + a.

Bemerkung: Hierzu gendgt, dass (R, +,0) ein kirzbares Monoid ist.
Dasselbe Argument gilt also auch fur Halbringe mit kiirzbarer Addition.




Ringe und Korper: erste Rechenregeln o

Lemma G2B

In jedem Ring (R, +,0,-,1) qilt far alle a,b € R:
10.a=0=a-0.

2 (—a)-b=a-(—=b)=—(a-b)

3 (—a)-(=b)=a-b

Beweis: (1) Esgilt0-a=(0+0)-a=(0-a)+ (0-a).
Addition von —(0 - a) ergibt 0 = 0 - a. Ebenso folgt a - 0 = 0.

(2)Esgilt (a-b)+ ((—a)-b) =(a+(—a))-b=0-b=0,

ebenso (a-b)+ (a-(=b))=a-(b+(-b)) =a-0=0.
(3) Esfolgt (—a) - (=b) = —(a- (=b)) = —=(—(a-b)) =a-b.
Folgerung: Ist (R, +,0,-,1) ein Ring mit 1 = 0, so folgt R = {0},

denn fur jedes Elementa € Rgiltdanna=1-a=0-a = 0.

Konvention: Wir sparen Klammern und schreiben (a-b) +c=a-b+c¢
(Punkt vor Strich). Far die Multiplikation schreiben wir statt a - b kurz ab.
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Ringe und Korper: erste Rechenregeln

Lemma G2C
In jedem Kérper / Divisionsring / Integritatsring (R, +,0, -, 1) gilt:
1 Die Menge R enthalt mindestens zwei Elemente:
1#£0
2 Nullteilerfreiheit:
a#0ANb#0 = a-b#0
a-b=0 = a=0Vb=0
3 Kurzbarkeit:
a-xr=a-yNa#0 = =y
z-a=y-ahNa® 0 => =y

v

Beweis: (1) Das Untermonoid R* = R ~ {0} enthalt das Einselement 1.
(2) Abgeschlossenheit von R* < (R,-,1): Aus a,b € R* folgt a - b € R*.

B)Ausa-z=a-yfolgt0=a-z—a-y=a-(x—y).
Dank a # 0 und (2) folgt x — y = 0, somit = = y.




Allgemeine Distributivitat und binomische Formeln

G207

Satz G2D: allgemeine Distributivitat und binomische Formeln
(1) In jedem Ring R gilt das allgemeine Distributivitatsgesetz:

(Zai) : (ij) = Z a; - b; = ZZ@ Dy = ZZ@ );
i€l jEJ (i,j)EIxJ icl jeJ jeJ iel
Seien a,b € R kommutierende Elemente, also ab = ba. Dann gilt
(a+0)?*=0a*+2ab+b* und (a—Db)(a+b)=a®—-0
Allgemein fir alle n € N gilt hierzu (2) der binomische Lehrsatz
(a+b)" = 2”: (j) alb" Tt = i (;I) a" Iy
i=0 j=0

sowie (3) die geometrische Teleskopsumme

(CL . b) . Zan—ibi _ an-l-l . bn+1.

Allgemeine Distributivitat und binomische Formeln
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Beweis: (1) Induktion Uber die Elementezahl £7 und §.J.
(2) Induktion Uber n € N oder anschaulich wie in E2J.
(3) Induktion Gber n € N oder anschaulich wie folgt:
(a —b) - (a"® +a™ 10! + - 4 a'b")
= a" Y 4+ @bl 4 - 4 ot
—a"bt — o — ety — oV

In dieser Teleskopsumme |I6schen sich innere Terme paarweise aus.

SchlieBlich bleiben nur die beiden Randterme ¢! und —b™*! stehen.

Beispiel: Fur g € C mit ¢ # 1 gilt

1+ q+q+-+¢" " = Y

Geometrische Reihe: Fir |¢| < 1 und n — oo gilt ¢" — 0, und somit

00 n—1
1—q" 1
k. _ . ko _ : —
2 = Jwm ) = fm s =
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Homomorphismen von Ringen und Koérpern

Definition G2E: Homomorphismen von Ringen und Kérpern
Seien (R,+,0,-,1) und (S,+,0,-,1) Ringe. Ein Homomorphismus

90:(R7+707'71) — (Sa+707'71)
ist eine Abbildung ¢: R — S, sodass fur alle a,b € R qilt:

pla+b) =wla) +ob), ¢0)=0,
pla-b) =pla)- (),  ¢1)=1

Ist » zudem bijektiv, so nennen wir © einen Isomorphismus (G1P).

Beispiele: Die Inklusionen Z — Q — R — C — H sind Ring-
homomorphismen, ebenso die Quotientenabbildung Z — Z/nZ.
Beispiel: Die Konjugation —:C — C:x + iy — x — iy erfiillt 7 = » sowie
z+w=Z+wundz-w =Z - w, ist also ein Automorphismus (A3B).
Beispiel: Die Abbildung ¢:Z — Z:a — 0 ist additiv und multiplikativ,
erfullt aber nicht (1) = 1. Somit ist ¢ kein Ringhomomorphismus.
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Homomorphismen von Ringen und Korpern Erléuterung

Lemma G2F: Komposition und Umkehrung

(0) Fir jeden Ring (R, +,0,-,1) istidg : R — R ein Homomorphismus.
(1) Istp:(R,+,0,-,1)—=(S,+,0,-,1) und ¢: (S,+,0,-,1)—=(T,+,0,-,1)
ein Homomorphismus, so auch ¥ o ¢: (R, +,0,-,1) — (T,+,0,-,1).

(2)Istp: (R, +,0,-,1) — (5,+,0,-,1) ein bijektiver Homomorphismus,
soauchy = ¢~ t:(S,+,0,-,1) = (R, +,0,-,1).

Aufgabe: Beweisen Sie dies zur Wiederholung (G1P).
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Unterringe und Unterkorper

Definition G2G: Unterring und Unterkdorper

Sei (R, +,0,-,1) ein Ring und darin S C R eine Teilmenge.

Wir nennen S einen Unterring oder Teilring, kurz S < R, falls gilt:
1 S <(R,+,0) ist eine Untergruppe, also0 € Sund S — S C S,
2 S <(R,-,1)ein Untermonoid, also1 € Sund S-S C S.

In diesem Falle ist (S, 45,0, -5, 1) selbst ein Ring, und die Inklusion
S — R ist ein Ringhomomorphismus. Ist .S zudem ein Koérper,
so nennen wir S einen Unterkorper oder Teilkorper in R.

Beispiele: Z c Q c R ¢ C C H sind Teilringe bzw. Teilkorper.
Die Menge Q[v2] = {a+ bv2 | a,b € Q } ist ein Teilkdrper von R.
Die Menge Z[i] < C ist ein Teilring, und Q[i] < C ist ein Teilkdrper.

Beispiele: Im Matrixring R™*™ ist R - 1,,»,, €in Teilkorper.
Auch im Polynomring R[X] ist R C R[X] ein Teilkdrper.

Beispiel: Die Menge 27 C Z ist kein Teilring, denn 1 ¢ 27Z.
Der Nullring {0} C Z ist kein Teilring von Z, denn 1 ¢ {0}.
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Unterringe und Unterkorper Erléuterung

Wir betrachten hier Ringe mit Einselement. Daher verlangen wir von
Homomorphismen und Unterringen, dass sie das Einselement erhalten.

Beispiel: Im Ring (Z, +,0,-,1) ist {0} eine additive Untergruppe und
multiplikativ abgeschlossen. Somit ist ({0}, +, 0, -,0) ein Ring, aber kein
Unterring von (Z, +,0, -, 1), da das Einselement nicht erhalten bleibt.

Bemerkung: Die Begriffe ,Unterring“ und , Teilring® sind synonym,
geschrieben S < R, so wie ,Untermenge” und ,Teilmenge®, A C B.

Im Falle S < R nennen wir S einen Unterring von R und umgekehrt
nennen wir R einen Oberring von S oder eine Ringerweiterung.

Im Falle S C R ist S ein echter Unterring von R, geschrieben S < R,
oder umgekehrt gesagt, R ein echter Oberring von S, kurz R > S.

Beispiel: Der Kérper C = R[i] D R der komplexen Zahlen ist eine
Korpererweiterung der reellen Zahlen. Gleiches gilt fir Q[v2] > Q.

Die Begriffe ,Unterkérper” und ,Oberkérper” klingen zwar recht lustig,
entsprechen aber ansonsten genau der Definition fur Ringe.
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Charakteristischer Unterring

Satz G2H: charakteristscher Unterring und Charakteristik
Zu jedem Ring (R, +,0, -, 1) existiert genau ein Ringhomomorphismus

v : (Z,+,0,-,1) = (R,+,0,-,1) : k= kelg =1k
dank Satz G1T. Sein Bild in R ist der charakteristische Unterring
Char(R) = Char(R,+, ) :={ k-1 | k€ Z}.

Flr den Kern gilt ker(p) := o= 1({0}) = nZ fir ein n € N dank G1v.
Daraus gewinnen wir den charakteristischen Ringisomorphismus

@ : Z/nZ = Char(R) : [k] — k+1p.

Wir nennen char(R) := n die Charakteristik des Rings R.
Ist R nullteilerfrei, so ist n prim, also n € {0,2,3,5,7,11,13,...}.

Beispiele: Fir K = Z,Q, R, C, H gilt Char(K) = Z und char(K) = 0.
Fir R=7Z/n, (Z/n)[X], (Z/n)*** qilt Char(R) = Z/n und char(R) = n.
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Charakteristischer Unterring Erlauterung

Anschaulich entsteht die Menge Char(R) aus dem Einselement 1 durch
wiederholte Addition bzw. Subtraktion. Die elegantere Sichtweise ist der
eindeutige Ringhomomorphismus ¢ :Z — R mit Bild im(¢) = Char(R).

Bemerkung: Somit ist Char(R) der kleinste Teilring von (R, +,0, -, 1),
denn jeder Teilring S < (R, +,0, -, 1) enthdlt 1 und somit Char(R).

© In jedem noch so komplizierten Ring R finden wir einen sehr
vertrauten Unterring Z/nZ = Char(R) dank des Isomorphismus ¢.
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Freshman’s dream: Frobenius—Endomorphismus

Im Allgemeinen gilt (a + b)? = a? + 2ab + b* # a® + b°.
In Charakteristik 2 gilt 1 + 1 = 0, also sind beide gleich!

Satz G2I: Frobenius—Endomorphismus in Charakteristik p

Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring von Primcharakteristik p > 0.
Dann ist die Abbildung

f=fr : (R,+,") = (R,+,) : a—~adP

ein Ringhomomorphismus, genannt Frobenius—Endomorphismus.

Beweis: Es gilt f(a - b) = (a-b)P = a? - bP = f(a) - f(b) sowie f(1) = 1.
Die Addition ist interessant: Flr alle k e Nmit 0 < k < p gilt

(p) _plp=1)---(p—k+1)
k) k(k—1)---1

€ pZ,

denn die Primzahl p erscheint nur im Zahler, aber nicht im Nenner (A2J).
Dank G20 folgt f(a + b) = >0 _, (7)a*bP~% = a? + b = §(a) + §(b).
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Freshman’s dream: Frobenius—Endomorphismus Erléuterung

Beide Voraussetzungen des Satzes sind wesentlich: Primcharakteristik
und Kommutativitat. Hierzu ein einfaches, aber illustratives Beispiel:

Aufgabe: Sei p > 2 prim. In Z2*2 betrachten wir die Matrizen
J P p

E=(0). A=), B=(9. c=Q)).

Berechnen Sie A™ und B™ sowie (E + A)" und (E + B)" fur n € N.
Fir welche Exponenten n € N gilt demnach (E + A)" = E™ + A"?
Vergleichen Sie (A + B)™ mit A™ + B™: Wann gilt hier Gleichheit?

Losung: Es gilt A° = B = Fund A" = B" =0 firn > 2.

Dank EA = AE gilt (E+ A" =3"7_, (1) E"*AF = E +nA.

Far alle Exponenten n > 2 qilt andererseits E™ + A™ = E.

Also gilt (F + A)™ = E™ + A™ genau dann, wennn € {1} U pN>;.

Esgilt A+ B = C und C™ = E fur n gerade und C™ = C fir n ungerade.
Hingegen qilt A™ + B" =0 flrn > 2, also (A+ B)" = A" + B™ fur
n = 1, aber nicht flir n # 1. Selbst flr n = p gilt hier (A + B)P # AP + BP.




Beispiel: Matrixringe
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¢ Satz B1A: Matrixring Uber R
Sei (R,+,0,-,1) ein Ring und n € N> eine naturliche Zahl.
Die n x n—Matrizen Uber R bilden den Ring (R™*", 4+, 0nxn,* Llnxn):

+:Rn><n><Rn><n_>Rn><n (A,B)HCZA+B7 Cz’j:aij+bij7

« t RV x MM — R (A,B) — C = A'B, Cik = Z?:l Qgj - bjk.

FUr n > 2 ist dieser Matrixring nicht kommutativ und hat Nullteiler:

10.01_01 01.10_00
0 0] (0 Of |0 O 0 0] (0 Of |0 O
In R™*" liegt der Unterring R - 1,,x,, = { diag(a,...,a) | a € R }.
Dieser ist isomorph zum Koeffizientenring R dank der Einbettung

0 :R=>R-1yxn:a—a-lyxn.

Fir die Charakteristik gilt demnach char(R"*™) = char(R).

Beispiel: Matrixringe
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¢ Beispiel B1F: die komplexen Zahlen C als Matrizen tber R
Im Matrixring (R?*2, 4, 022, -, 12x2) ist die Teilmenge

C:={z=[ ] |zycR}
ein Unterkorper isomorph zu den komplexen Zahlen A3B:

(Ca"h')g(ca_‘_a') : :c+iy'<ﬁ| [Z_wy}

¢ Beispiel B1G: die Quaternionen H als Matrizen Uber C
Im Matrixring (C2*2, 4, 02, -, 12x2) ist die Teilmenge

z,w€C} =RE+RI+RJ+RK
mit E=[39, I=[%], J=[1%'] K=[5%7]
ein Divisionsring isomorph zu Hamiltons Quaternionen A3D:

(H, +,-) = (H,+,-) : a+Bi+vyj+ ok ab+ Bl +~vJ + 0K
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Beispiel: Transposition

© Die Konstruktion von C' < R?*2 und H < C?*2 als Teilring ist eine
enorme Arbeitsersparnis: Den Matrixring K" Uber einem Ring K
haben wir bereits allgemein konstruiert. Fir C' und H genugt dann die
Prifung der (wenigen!) Axiome eines Unterrings bzw. Unterkorpers!

Beispiel G2J: Transposition
Sei (K, +, ) ein kommutativer Ring. Dann ist die Transposition

T K™ 5 KX A AT

ein Anti-Automorphismus: Statt Multiplikativitat gilt entgegengesetzt

(A-B)T = BT« AT.

Beweis: Wir setzen die Definitionen ein und rechnen es nach:
(A-B)l, = (A-B) = > i1 Gij - bjk
(BT AT = Z?:l sz ' a}i = Z?ﬂ bijk - @i
Additivitat (A + B)T = AT + BT und Involution (AT)T = A sind Klar.
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Beispiel: Transposition-Konjugation Erlauterung

Beispiel G2K: Transposition-Konjugation

Sei (R,+,-) ein Ringund *: R — R:a +— a* ein Anti-Automorphismus.
Zu A = (a;;);; istdann AT = (aj;);i die transponiert-konjugierte Matrix.

Dies definiert einen Anti-Automorphismus T: R™" — R™*": A s AT:
Statt Multiplikativitat gilt entgegengesetzt (A- B)T = BT . AT.

Beweis: Wir setzen die Definitionen ein und rechnen es nach:
(A-B)j; =(A-B)j, = 37 (aij - by
(BT AN = 30 (BY)iy - (AT)ji = 20, by - af
Additivitat (A + B)T = AT + BT und Involution (AT)T = A sind klar.

Beispiele: Auf K = R, C, H mit der Konjugation a — a* = @ erhalten wir
den Anti-Automorphismus T: K"*" — K™*": A — AT = A", Speziell auf
C<R**?istz=|7 Y|~ 2T=| ", ] die komplexe Konjugation (B1F).
Auf H < C?>*? ist ¢ — ¢! = g7 die quaternionische Konjugation (B1G).
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Zentrum eines Rings

Zwei Elemente a, b im Ring R kommutieren, falls ab = ba gilt.
Anders gesagt, inr Kommutator [a, b] := ab — ba ist gleich Null.

Das Zentrum des Rings (R, +,0, -, 1) ist die Menge
Z(R):Z(R,-):{z€R|VaER:az:za}.

Anders gesagt, ein Element z € R ist zentral im Ring R,
falls z mit allen Elementen a € R kommutiert.

Satz G2L: Das Zentrum ist ein Unterring.

Das Zentrum Z(R) ist ein kommutativer Unterring von (R, 4,0, -, 1).
Ist R zudem ein Divisionsring, so ist Z(R) ein Unterkdrper.

Beispiele: Genau dann gilt Z(R) = R, wenn R kommutativ ist.
Im Ring H der Quaternionen finden wir das Zentrum Z(H) = R.
Es gilt Z(R"*") = Z(R) - 1pxn = { diag(a,...,a) | a € Z(R) }.
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Zentrum eines Rings Erlauterung

Aufgabe: Rechnen Sie die Aussage des Satzes nach. Was ist zu tun?
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Kartesisches Produkt mit koordinatenweiser Verknipfung

Beispiel G2M: Produkt R; x --- x R, von Ringen
Ist (R;,+;,0;,,1;) ein Ring firi =1,...,n, so auch

(R,+,0,-,1) mit R=R; x---x R, und
(a1, yan) 4+ (b1,...,bn) = (a1 +1 b1, ..., Gn +n by),
(a1, yan) - (b1,...,by) = (a1 1 b1,...,an n by),
sowie 0= (01,...,0,) und 1= (1y,...,1,).
Die Projektion pr;: R — R;:a — a; ist ein Ringhomomorphismus,
I.LA. aber nicht die Einbettung ¢;: R; — R:a; — (01,...,a;,...,0y).

Flr das Zentrum gilt Z(R; x --- X Ry,) = Z(Ry1) X -+ X Z(Ry,).
Fiar n > 2 hat R Nullteiler, (1,0,0,...)-(0,1,0,...) = (0,0,0,...).

Beweis: Geduldiges Nachrechnen (G1x). Ubung!

Beispiel: Im Ring R™*™ ist D = { diag(a1,...,ay) | a1,...,a, € R}
ein Teilring isomorph zum Produktring R = R x --- x R.
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Funktionen mit punktweiser Verknipfung

Beispiel: Die reellen Funktionen f:R"™ D Q2 — R bilden einen Ring
beziglich punktweiser Addition und Multiplikation. Ausfihrlich:
Beispiel G2N: Potenz R* eines Rings, Funktionenring
Sei 2 eine Menge. Ist (R, +, -) ein Ring, so auch die Potenz
(R,+,-) = (R",+,) mit R = Abb(Q, R) = { f:Q — R},
(f+9)(@) = f(z) +g(z) und (f-g)(z) = f(z) - g(z)
Hierbei ist pr, : R*® — R: f — f(z) ein Ringhomomorphismus,
i.A. aber nicht v, : R < R®:a — f mit f(z) = aund f(y) = 0 flr y # x.
Fir das Zentrum gilt Z(R%) = Z(R)*. Fur $Q > 2 hat R® Nullteiler.

In R® liegen die Funktionen mit endlichem Trager, RY C R®.
Im Falle #Q = oo ist R(Y ein ,Teilring ohne Eins*.

Beweis: Geduldiges Nachrechnen (G1Y). Ubung!

Beispiel: Wir erhalten so den Funktionenring R® = { f:R — R},
allgemein den Funktionenring R* fur jeden Ring (R, +,0, -, 1).




Polynomringe: Definition G301

Definition G3A: Polynomring K[X| Gber K in einer Variablen X
Sei (R, +,0,-,1) ein kommutativer Ring, K < R ein Teilring und X € R.

Wir nennen R einen Polynomring Uber dem Koeffizientenring K < R in
der Variablen X € R, geschrieben R = K|[X], falls sich jedes Element
P € R* eindeutig schreiben lasst als eine Summe der Form

P=po+p1X +pX°+ - +p, X"

mit n € N und pg, p1,p2, ..., p, € K sowie p, # 0. Wir nennen P dann
ein Polynom vom Grad deg(P) := n mit Leitkoeffizient Ic(P) := p,.

Dabei hei3t X* das ite Monom in X und p; der ite Koeffizient
sowie p; X der ite Term des Polynoms P. Wir schreiben kurz

P=>", piX' = ZieNpiXi = piX*

und vereinbaren dazu p; = 0 fir alle i > n.
Fir das Nullpolynom P = 0 setzen wir deg(0) := —oo und 1¢(0) := 0.
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Polynomringe: Addition und Multiplikation

Die raffinierte Definition G3A impliziert sofort folgende Rechenregeln:
Vergleich: > °.p; X" =>".¢;X"in K[X] & p;=¢; in K flr alle i
Addition: [Cipi X+ 36X = Yi(pi + @)X
Multiplikation: [lezXl] - [ZQ quj] = > . reXE, g = Ziﬂ-:kp,-qj
Diese (endliche!) Summe durchlauft alle Paare (i, j) € N2 miti + j = k.

Q
X3 | pogsX? prazX? pagsX® p3qzX® pagsX”

A

X2 | po@X? p1@eX? pe@X? p3@eX® pigaX©
a Xt [ pon Xt pinX? pei X3 psn Xt paqi X°

X% | pogoX°® prgoX!' p2goX? p3qoX® pagoX?

\
4

P

poXY  p Xt X% p3X3 py Xt




Rechenregeln fur den Polynomgrad G303

Satz G3B: Rechenregeln flr den Polynomgrad
(1) Far je zwei Polynome P und @ in K[X] gilt:

deg(P + Q) < max{ deg P,deg @ }

Gleichheit gilt genau dann, wenn deg P # deg Q oder lc P + lc Q # 0.
(2) Fur je zwei Polynome P und @Q in K[X] gilt:

deg(P - Q) < deg P + deg

Gleichheit gilt genau dann, wenn P = 0 oder Q = 0 oder Ic P - lc Q # 0.
In diesem Fall gilt fir die Leitkoeffizienten lc(P - Q) =1c P -1c Q.

(3) Genau dann ist K[X] ein Integritatsring, wenn K dies ist. Dann gilt:

deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q)
le(P- Q) =1c(P) - 1c(Q)
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Rechenregeln fur den Polynomgrad

Beweis: (1,2) Die beiden Ungleichungen sind klar. Die Bedingungen flr
Gleichheit folgen aus obigen Formeln fir Addition und Multiplikation.

(3) ,=“: Ist K[X] nullteilerfrei, so auch der Unterring K.
<= Ist K nullteilerfrei, so auch K[X]| dank (2).

Beispiel: Wider Erwarten gilt nicht immer deg(PQ) = deg P + deg Q.
In Z/6Z[X] gilt (1+2X)-(1+3X)=1+5X +6X?=1+5X.

In Z/AZ[X] gilt (1+2X)- (1+2X)=1+4X +4X?=1.

© Uber einem Integritatsring kann dieses Problem nicht auftreten!

Aufgabe: Fir jeden Integritatsring K gilt K[X]* = K*.

Losung: Die Inklusion K[ X]* O K* ist klar. Wir zeigen K[ X]* C K*:
Fir P,Q € K[X]| mit PQ = 1gilt 0 = deg1 = deg(PQ) = deg P + deg Q)
dank (2), also deg P = deg () = 0, somit P,() € K*.
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Beispiele und Gegenbeispiele Erléuterung

Aufgabe: Fir S = Q[v2] :={a+bv2|a,b € Q} qilt Q < S < R.
Ist S ein Polynomring Giber Q < S in der Variablen z = /27

Losung: Nein! Jedes Element p € S schreibt sich zwar als eine Summe
p =3, prz® mit p, € Q, aber nicht eindeutig: 22° — 122 = 0.

Aufgabe: Fir T = Q[e] := { >, pre* | pr € Q} gt Q < T < R.
Ist T" ein Polynomring Uber Q < T'in der Variablen x = e?

Losung: Ja! Jedes Element p € R schreibt sich als eine Summe
p =, prx® mit p, € Q, aber zwar eindeutig, denn e ist transzendent.

Aufgabe: Ist R ein Polynomring Uber Q@ < R in einer Variablen z € R?

Losung: Nein! Nicht jede reelle Zahl r» € R schreibt sich als Summe

r =", rrz® mit r, € Q: Die Menge Q[z] = U, en{ Sorzo Pra” | pr € Q)
ist abzahlbar (F2L), aber die gesamte Menge R ist Uberabzahlbar (F2R).

©) Bitte lesen Sie noch einmal sorgféltig die raffinierte Definition G3A.
Diese Beispiele illustrieren eindricklich ihre Flexibilitat und Prazision.
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Normierte Polynome

Ein Polynom P € K[X] hei3t normiert, falls Ilc(P) = 1 gilt.

K[X]. ={PcK[X]|degP=nAlcP=1}
K(X], ={PeK[X]|degP=n}
K X]<n={PeK[X]|degP <n}
K X]chn={PeK[X]|degP <n}

Durch Einschrankung erhalten wir folgende Verknutpfungen:
+ K[X]Sn X K[X]Sn — K[X]Sn
D K[ X<, x K[X]<s = K[X]<p4s
Normierung verhindert Ausléschung im héchsten Grad:
x K[X]; — K[X];4,
- KX} x K[X]y = K[X],4s
x K[X]} = K[X]r1s
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Definition G3C: Jedes Polynom definiert eine Polynomfunktion.
Jedes Polynom P(X) = Y0  p; X" in K[X] definiert eine Funktion

frp: K—K:a— Pa) =", pia"

Wir nennen fp die Polynomfunktion des Polynoms P.

Beispiel: Fir P = X2 4+ X € Zy[X] gilt P(0) = P(1) =0, also fp = 0.

A\ Fir das Polynom gilt P # 0, und dennoch fp = 0. Wir unterscheiden
sorgsam zwischen Polynom P € K[X] und Funktion fp: K — K.

Definition G3c: Polynomfunktion fir Matrizen (Fortsetzung)
Ebenso kénnen wir in P(X) eine quadratische Matrix einsetzen:

Fp : K™*m _ KmXm . Ay P(A) = 32 p AL

Beispiel: Fir A =[J}] € Z3*? gilt P(A) = A2+ A=0+A=1[J}]

G308

Polynom und Polynomfunktion

Satz G3D: Polynom und Polynomfunktion
Weiterhin sei (K, +, -) ein kommutativer Ring. Die Zuordnung

f i K[X]— Abb(K,K) : P fp

ist ein Ringhomomorphismus (siehe G2N). Das heif3t ausfihrlich:
Es gilt fo =0und fpig = fp + fo sowie fi = 1und fp.g = fpr - fo.

Dasselbe gilt entsprechend flr Matrizen:

F : K[X] = Abb(K™ ™ K™ ™) : P+ Fp

Ubung: Rechnen Sie die Eigenschaften sorgsam nach:

freqla) = (P+Q)(a) = Pla)+Qa) = fr(a)+ fola)
frola) (P-Q)(a) = P(a)-Q(a) fr(a) - fola)

© Diese Beispiele sind Spezialfalle des folgenden Satzes.

o

c

12

o
o
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Die universelle Abbildungseigenschaft des Polynomrings

Satz G3E: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)

Sei (K, +, ) ein kommutativer Ring und (R, +, -) ein Ring
sowie ¢ : K — R ein Ringhomomorphismus mit ¢(K) C Z(R).

K . inc \ K[X] ¢ inc 5 {X}

Zu jedem Element a € R existiert genau einen Ringhomomorphismus
¢ : K[X] — Rmit ®|x = ¢ und &(X) = a. Dieser ist gegeben durch

D(po +p1 X + -+ X") = p(po) + ¢(p1)a+ - + @(pn)a”.

Wir nennen & = ¢, = &, ,, den Einsetzungshomomorphismus.

Die universelle Abbildungseigenschaft des Polynomrings
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Eindeutigkeit: Sind ¢, ¥ : K[X] — R zwei Ringhomomorphismen
mit | = V|xg = und &(X) = ¥(X) = a, so gilt & = ¥, denn:

(), piX) = Y, 0(piX) = 2 0(p)0(X) = 3, e(pi)d’

WO, pXY) L U(mX) Y V) U(X) = 3 e(p)al

Das beweist die Eindeutigkeit und gibt uns auch schon einen Hinweis,
wie wir die ersehnte Abbildung ¢ : K[ X] — R konstruieren missen:

Existenz: Wir konstruieren ¢ : K[ X| — R wie folgt: Jedes Element
P € K[X] schreibt sich nach Definition G3A eindeutig als Summe
P =>.p;X"mit p; € K. Wir setzen dann ®(P) := . »(p;)a’.

Homomorphie: Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt und die (einzig
mogliche) Abbildung ¢ : K[X]| — R konstruiert. Es bleibt nun noch
nachzuweisen, dass @ tatsachlich ein Ringhomomorphismus ist.
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Es gilt (0) = ¢(0) =0und &(1) = (1) = 1.
Far die Addition finden wir:
(3 pi X7+ [ 4 X)) = (3 + @] X7)
= > (pi + qi)a’
piXT) + (3 aX") = [Xiea’| + [ ela)a’]
= > [w(pi) + wla)]a’
Far die Multiplikation finden wir entsprechend:
‘I’([zipz‘Xi] ' [zj qujD = (I)(Zk: [Zi+j=kpiq.7]Xk>
=Dk [Zi—i—j:k 90(pz'CIj)]ak)

O, piX) (3,4 X7) = X2 elpi)a] - [ w(ay)d]
= Zk [Zi—}—j:k; gp(pi)SO(Qj)} ak)

Hier nutzen wir, dass alle b € ¢(K) mit a € R kommutieren.
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Diese sorgsame Rechnung ist langlich, aber nicht wirklich schwer.
So ist es oft bei grundlegenden Uberprifungen: lhre Ausflihrung
ist nahezu mechanisch, aber auch dies muss erledigt werden.

Wir sehen dabei kleinste Details, die sonst leicht Gbersehen werden, hier
dass a mit allen Koeffizienten b € ¢(K') kommutieren muss.
Genau dazu dient die technische Voraussetzung ¢(K) < Z(R).

Auch dies ist ein allgemeines Phanomen: Durch die Ausfihrung des
Beweises verstehen Sie den Satz wesentlich besser, Voraussetzung und
Folgerung! Und Sie sehen, dass der Beweis gar nicht schwer ist.

Das Gegensttick hierzu sind gute Beispiele und Gegenbeispiele.
Diesen wenden wir uns nun anschlie3end zu.
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Dank UAE (Satz G3E) haben wir die Ring-Endomorphismen
F, : KIX] - K[X]: X— XP florpeN,
wobei stillschweigend F),|x = idk gelte.
Aufgabe: Es gilt '} = idgx) und Fj, o F; = F,, fUr alle p,q € N.
Losung: Dank Eindeutigkeit gilt 'y = idgx und Fj, o Fy = F:
(Fp o Fy)(X) = Fp(Fy(X)) = Fp(X?) = (XP)T = X0 = Fp(X).

Ausfuhrlich: Beide Abbildungen F}, o F, und F},, sind Endomorphismen
des Rings K[X], eingeschrankt auf K sind beide die Identitat, und beide
bilden die Variable X gleich ab, denn (F, o F},)(X) = F,q(X).

Dank der Eindeutigkeitsaussage von Satz G3E folgt F}, o F;; = F,.,.
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Erste Anwendungen der universellen Abbildungseigenschaft

Dank UAE (Satz G3E) haben wir die Ring-Endomorphismen
Go : K[ X] > K[X]: X—X+a fliraekK,
wobei stillschweigend G,|x = idk gelte.
Aufgabe: Es gilt Gy = idgx; und G, 0 Gy = Gy flr alle a,b € K.
Losung: Dank Eindeutigkeit gilt Go = id g x) und G4 o Gy = Gop:
(Ga 0 Gp)(X) = Ga(Gp(X)) = Go(X +b) = (X +a)+b
=X+ (a+b) = Gep(X).

Beide Abbildungen G, o G und G, sind Endomorphismen des Rings
K|[X], eingeschrankt auf K sind beide die Identitat, und beide bilden die
Variable X auf dasselbe Element ab, denn (G, o Gp)(X) = Ggap(X).

Dank der Eindeutigkeitsaussage von Satz G3E folgt G, o Gy, = Gy1p-

Insbesondere gilt demnach G, oG, = G4 = Go = idgx]-
Somit ist G, ein Ringautomorphismus mit Gt = G_,.
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Korollar G3F: Eindeutigkeit bis auf Isomorphismus
Je zwei Polynomringe K[X] und K[Y] sind kanonisch isomorph.

Es existiert genau ein Isomorphismus (¢, ) : K[X] =2 K[Y]
mit <p|K = ¢|K — idx sowie gO(X) =Y und w(Y) = X.

Beweis: Dank Satz G3E existiert je genau ein Ringhomomorphismus

¢ KIX] > K[Y]: X—=Y mit ¢|g=idg,
Y KlY] > K[X]: Y =X mit ¢|g=idg.

Dank Eindeutigkeit in G3E gilt 1 o ¢ = idgx] Und o 9 = id g1y
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Bemerkung: Erst die Prazisierung ¢|x = |k = idx sowie die Wahl
©(X) =Y und ¥(Y) = X legen den Isomorphismus (¢, 1) fest.

Auch X — Y +1undY — X — 1 liefert einen Isomorphismus,

wie in der vorigen Aufgabe allgemein ausgefuhrt.

Auch ¢: C[X] — C[Y]: X — Y mit ¢|c = conj ist ein Isomorphismus;
hier werden die Koeffizienten nicht festgehalten, sondern konjugiert.

&) Satz G3E ist das Universalwerkzeug zur Konstruktion von
Ringhomomorphismen @ : K[ X| — R und tragt daher zurecht den
klangvollen Namen ,universelle Abbildungseigenschaft®, kurz UAE.
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Konstruktion des Polynomrings

Satz G3G: Existenz des Polynomrings

Zu jedem kommutativen Ring (K, +,0,-,1)
existiert ein Polynomring (K[X],+,0,-,1).

Beweis: Wir betrachten die Menge
R=KWN ={a:N— K:i— a; | fsupp(a) < oo }

der Folgen a = (ag, a1, as, . ..) mit Werten a; € K und endlichem Trager.
Das bedeutet, es existiert ein n € N, sodass a; = 0 fur alle ¢ > n gilt.
Somit liegt deg(p) :=sup{n € N | p, # 0 } in der Menge N U {—oc}.

Auf der Menge R definieren wir Summe und Produkt wie oben gesehen:
+r: RxR—R: (a,b)—s=a+prb, s;=a;+b;
R RXxR—R: (a,b)—~>p=a-grb, pkzziﬂzkai-bj

Man rechnet nun geduldig nach, dass (R, +r,Or, -r, 1 g) tatséchlich
ein kommutativer Ring ist, mit O = (0,0,0,...)und 1z = (1,0,0,...).

G318

Konstruktion des Polynomrings

&) Genau so implementieren wir Polynome auf dem Computer.

Das so definierte Produkt von Folgen heif3t das Faltungsprodukt.
Es entspricht genau dem Vorbild von Polynomen und tut, was es soll.
Die hierzu nétigen Rechnungen sind langlich, aber leicht: Ubung!
Wir haben die analogen Uberpriifungen fiir Matrizen ausgefihrt.

Die Abbildung :: K — R:a + (a,0,0,...) ist ein Ringhomomorphismus
und injektiv. Mittels . identifizieren wir nun den Koeffizientenring K mit
dem Teilring «(K) < R; fortan schreiben wir kurz K < R als Teilring.
Statt (R, +r,Or, -r, 1 g) schreiben wir bequemer (R, +,0, -, 1).

Speziell fiir das Element X = (0,1,0,0,...) gilt X" = (1,0,0,0,...),
X'=1(0,1,0,0,...), X? =(0,0,1,0,...), usw. Jedes Element p € R
schreibt sich somit eindeutig als eine (endliche) Summe der Form

P= N piX".
Somit ist R ein Polynomring Uber K < R in der Variablen X.
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Es entsteht hier ein kleines, technisches Problem: Wir haben eine
Einbettung . : K — R, wollen aber eine Teilmenge K C R. Dies ftritt
immer wieder auf, daher erklare ich exemplarisch, wie wir dies I6sen.

Wir wollen identifizieren vermége «: K = «(K) C R.
Die einfachste Moglichkeit ist der Austausch der Elemente.
Wir nehmen K und R als disjunkt an, wie im obigen Beispiel.

Wir betrachten R’ = (R \ «(K)) U K, das heif3t, wir entfernen die
Elemente (k') und ersetzen sie durch K. Wir nutzen die Bijektion
¢: R = Rmit p(a) = v(a) fira € K und p(b) =bflrb e R~ «(K).

Damit kébnnen wir die Ringstruktur von R auf R’ verpflanzen,
sodass ¢: (R',+,:) = (R,+,-) ein Ringisomorphismus wird:
d +b =97 pld) + o)),  d V=97 eld) (b))

Die Ringe (R, +,-) und (R, +, ) sind im Wesentlichen gleich,
wir haben lediglich die Elemente (K) gegen K ausgetauscht.
Nun ist K < R’ tatsachlich ein Teilring.

. . . . G320
Wozu fiihren wir diese Konstruktion aus? Erlauterung

Polynomringe sind eine grundlegende und allgegenwartige Konstruktion
tberall in der Mathematik. Wir Gben uns daher in der gebotenen Sorgfalt
und erlautern das mathematische Vorgehen im Detail.

Die Definition G3A legt fest, was genau wir von Polynomen verlangen.
Die universelle Abbildungseigenschaft G3E garantiert anschlieBend
die Eindeutigkeit des Polynomrings bis auf Isomorphismus G3F.

Eine kritische Leserin muss jedoch beflrchten, dass unsere
Forderungen gar nicht erfallbar sind, zumindest nicht immer,
etwa weil wir zu viele und widersprichliche Anforderungen stellen.

Der Satz G3G versichert uns, dass unser Wunsch erfullbar ist. Wie
kébnnen wir das beweisen, nachvollziehbar und Iickenlos begriinden?
Die Existenz des gewlinschten Rings K[X| beweisen wir durch seine
Konstruktion. Nach Definition G3A ist jedes Polynom P = 3. p; X*
eindeutig durch seine Koeffizientenfolge p = (po, p1,p2,...) € K™
festgelegt. Wir kbnnen also einfach mit Folgen rechnen. Die Ausflihrung
dieser ldee ist nun leicht, und erfordert lediglich Sorgfalt und Geduld.
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Polynome in mehreren Variablen

Genauso konstruiert man den Polynomring in zwei Variablen X, Y":
K[X,Y]={ D (i,j)EN i XY | pij € K }
Dabei gilt K[X,Y] = K[X][Y] = K[Y][X], denn
Z(z’,j)eNQ Pi,inYj = ZjEN {ZieN pi,in]Yj =D ieN [Z]EN Pi,ij}Xi-
Auch Polynome in drei Variablen X, Y, Z gelingen ebenso:
K[X,Y,Z) = > (1.7 k)en pijk X'YIZF | p;jr € K }

Selbst Polynome in beliebig vielen Variablen (X;);c; sind moglich.
Wir nutzen dann Multiindizes v € N) und Monome X" = [],.; X}":

K[(Xs)icr] = { Xoene v X" | v € K }.

© Grundlegend ist die eindeutige Darstellung als solch eine Summe.
Definition und Konstruktion Gbertragen sich wortlich auf diesen Fall.

Statt des Modells K™ betrachtet man entsprechend K®").
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Polynome in mehreren Variablen Erléuterung




Polynome in mehreren Variablen
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Erlauterung

Polynome in mehreren Variablen

G324
Erlauterung
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Aufgabe: Berechnen Sie im Polynomring Z[X] die euklidische Division
von S =2X% - 5X3 +2X?% - 9X +8durch P = X? — 3X.

Losung: Schriftliche Polynomdivision

2X4—5X%+2X? —9X +8=(X?-3X)(2X?+ X +5) +6X +8
—2X* +6X7

X3 +92X2

— X3 +3X?
5X2 —9X
—5X%2+15X

6X +8

Wir erhalten den Quotienten Q = 2X? + X + 5 mit Rest R = 6X + 8.
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Euklidische Division fur Polynome Erlauterung

Aus der Grundschule kennen Sie die schriftliche Division von natlrlichen
Zahlen in Basis B = 10. Das Verfahren verlauft genauso, doch durch
den Ubertrag kommt es vor, dass man die nachste Ziffer Gberschatzt.

Die Polynomdivision in K[X] ist wesentlich leichter als die Division in N.
Subjektiv mag es lhnen umgekehrt erscheinen, weil Sie die Division in N
schon seit Inrer Kindheit kennen, die Polynomdivision erst klrzer.
Objektiv gesehen ist die erste schwerer als die zweite.

Ubung: Wenn Sie gerne programmieren, dann kénnen Sie beide
Divisionen als Ubung implementieren: die Division von Polynomen
>, a; X" und von natirlichen Zahlen >", a; B. Sie werden sehen:
Polynome sind leichter als Zahlen!
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Euklidische Division ftr Polynome Erléuterung

Hier noch ein berihmtes Beispiel, die sogenannte geometrische
Teleskopsumme; fur die allgemeinen Formel siehe Satz G2D:

( Xx° —1): (X -1)=X"+ X3+ X*+ X +1
X4
— X4 4 X3
X3
— X3+ X?
X2
- X2+ X
X -1
~ X +1
0
Euklidische Division fiir Polynome Eriuterung

Die Division von Polynomen gelingt Gber jedem kommutativen Ring K,
wir bendtigen lediglich, dass der Leitkoeffizient 1c(P) in K invertierbar ist.
In den obigen Beispielen war P normiert, also lc(P) = 1.
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Satz G3H: euklidische Division fur Polynome

Sei P € K[X] ein Polynom mit invertierbarem Leitkoeffizientlc P € K*.
Zu jedem S € K[X] existiert genau ein Paar Q, R € K[X], fur das gilt

S=PQ+ R und degR < degP.

Wir nennen S quo P := (Q den Quotienten und S rem P := R den Rest
der euklidischen Division von S durch P. Dies definiert die Operationen

(quo,rem) : K[X] x K[X]} - K[X] x K[X]<, : (S,P) — (Q,R).

v

Eindeutigkeit: Angenommen die Polynome Q,Q’, R, R’ € K[X]
erflllen S = PQ + R = PQ" + R und deg R,deg R’ < deg P.

Dann gilt P(Q — Q') = R’ — R. Dank Ic P € K* und Satz G3B folgt:
deg P + deg(Q — Q') = deg(R' — R) < deg P.
Daraus folgt deg(Q — Q') < 0, also Q — Q" = 0, und somit R’ — R = 0.

Euklidische Division fur Polynome G330

Die Existenz von (Q, R) beweisen wir durch Konstruktion wie folgt:

Algo G3H: Division mit Rest von zwei Polynomen

Eingabe: S, P € K[X]|mitlcP € K*
Ausgabe: @Q,R € K[X]| mit S = PQ + Rund deg R < deg P

1: Q<+ 0;, R« S /[ Invariante S = PQ + R

2: while deg R > deg P do // Solange noch etwas zu tun ist
3: T < lc(P)llc(R) - Xdesi—deg P /] deg(PT) = deg R, 1¢(PT) = 1c R

4: R+ R—PT; Q<+ Q+T // Invariante S = PQ + R

5: return (@, R) /I'S = PQ + R und deg R < deg P

Beweis: Dieser Algorithmus ist korrekt, erflllt also seine Spezifikation:
1 Der Algorithmus terminiert, denn deg R sinkt in jeder lteration.
2 Die Rickgabe (Q, R) erflllt S = PQ + R und deg R < deg P.

Aufgabe: FUhren Sie die Argumente sorgféltig aus.
Wenn Sie den Algorithmus auf das obige Beispiel an.
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Losung: (1) Der Term T ist so gewéahlt, dass R und PT gleichen Grad
und gleichen Leitkoeffizienten haben. Also gilt deg(R — PT') < deg R.
Der Algorithmus endet nach hochstens 1 + deg S — deg P lterationen.

(2) Die Initialisierung @ < 0, R < S garantiert, dass S = PQ + R.
Jede lteration R <+ R — PT, Q < @Q + T erhalt diese Gleichung.
Zum Schluss gilt also S = PQ + R mit deg R < deg P, wie gewunscht.

Aufgabe: Formulieren Sie alternativ einen Induktionsbeweis Uber deg S.

Beide sind logisch aquivalent; die induktive Form ist in der Mathematik
gelaufiger, die iterative Form in der Informatik. Das ist sehr praktisch!

Losung: Fir deg S < deg P genugt (Q, R) = (0,5). Sei deg S > deg P
und die Aussage gelte fiir alle Polynome S € K[X] mit deg S < deg S.
Wir setzen T' = lc(P)!lc(S) - XdeeS—dee P ¢ [X]und S = S — PT.
Damit gilt deg(PT) = deg S und 1¢(PT) = lc S, also deg S < deg S.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Q, R € R[X| mit S = PQ + R
und deg R < deg P. Daher gilt S =S+ PT = PQ + RfirQ =Q +T.

G332

Euklidische Division fur Polynome Erlauterung

Bemerkung: Fur jedes Polynom P mit Grad deg P = n € N und
invertierbarem Leitkoeffizienten 1c P € K* erhalten wir eine Bijektion

KX x K[ X]cp = K[X] : (Q,R) — S =PQ+R.

Die Voraussetzung Ic P € K * ist hierbei wesentlich. Gegenbeispiel:
Im Ring K = Z der ganzen Zahlen ist 2 nicht invertierbar, die Abbildung
Z|X| x Z[X]<o = Z[X]: (Q,0) — 2Q + 0 ist injektiv, aber nicht bijektiv.
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Sei K ein kommutativer Ring und P € K[X]| ein Polynom Uber K.
Vorgelegt sei ein Element a € K. Gilt P(a) = 0, SO nennen wir a eine

Nulistelle des Polynoms P, oder eine Wurzel der Gleichung P(X) = 0.
Lemma G3I: Nullstelle als Linearfaktor abspalten

Genau dann gilt P(a) = 0, wenn die Faktorisierung P = (X — a)Q
far ein Q € K|[X] qgilt. In diesem Fall ist Q) eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Implikation ,,<=“ ist klar, wir zeigen nur noch ,=*

Dank Polynomdivision G3H existiert genau ein Paar Q, R € K[X]
mit P=(X —a)Q + Runddeg R < deg(X —a)=1,also R € K.

Demnach verschwindet P(a) = R genau dann, wenn R = 0 gilt.
Dies ist gleichbedeutend mit P = (X — a)Q.
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Weiterhin sei K ein kommutativer Ring.

Satz G3J: Nullstellen und Vielfachheiten

(1) Zu P € K[X|* und a € K gibt es genau ein Paar (m, Q) mit
m e Nund @ € K[X],sodass P = (X —a)™Q und Q(a) # 0 gilt.

Im Falle m > 1 nennen wir a eine Nullstelle von P der Vielfachheit m,
bei m = 1 eine einfache, bei m > 2 eine mehrfache Nullstelle.

(2) Jedes Polynom P € K[X]* schreibt sich als Produkt
P = (X — a1>m1 e (X — ak)ka

mit paarweise verschiedenen aq,...,a; € K und ihren Vielfachheiten
mi,...,mi € N>p, sodass @ € K[X]* keine Nullstellen in K hat.
Beweis: Induktion Uber deg P.
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Jedes Polynom P € K|[X]* schreibt sich wie oben erklart als Produkt
P = (X - al)ml cet (X - ak)ka.

Somit hat P mindestens die Nullstellen a4, ..., a; € K.
/\ Im Allgemeinen ist diese Zerlegung nicht eindeutig!
/\ Es kann noch weitere Nullstellen geben!

Beispiel: Uber dem Ring K = Z/8 erlaubt das Polynom P = X% — 1
vier verschiedene Nullstellen, ndmlich =1 und 43. Hier gilt

P = (X-1D)X+1) = (X-3)(X+3).

Beispiel: Im Matrixring C2*2 hat das Polynom P = X2 4+ 1 € R[X]
unendlich viele Nullstellen! Ausfiihrliche Konstrukion: Die Matrix

M= ir —y — 1z
C\y—iz iz

mit z,y, z € R erflllt M? = —1 genau dann, wenn 22 + y? + 22 = 1 gilt.
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Optimistisch wirde man vermuten, dass ein Polynom P € K[X]| vom
Grad n héchstens n Nullstellen haben kann. Das ist im Allgemeinen
jedoch falsch! Um Sie vor naivem Irrglauben zu bewahren, nennen ich
hier eindrtickliche Gegenbeispiele.

Im zweiten Beispiel ist die Nicht-Kommutativitat Ursache des Problems.
Die hier angegebenen Matrizen sind Gbrigens genau die Quaternionen
q=2xl +yJ+ 2K € H < C?*? mit Norm |¢| = 1, siehe Beispiel B1G.
Selbst in Schiefkérpern schlagt die naive Vermutung also fehl!

Im ersten Beispiel sind offensichtlich die Nullteiler das Problem.
FUr Korper und Integritatsringe sieht es besser aus!




0 G339
Anzahl der Nullstellen eines Polynoms

Satz G3K: eindeutige Faktorisierung der Nullstellen
Sei (K, +,0,-,1) ein Integritatsring: 1 # 0, kommutativ, nullteilerfrei.
(1) Jedes Polynom P € K[X]* faktorisiert als ein Produkt

P=(X—a)™ (X —a)™Q

mit paarweise verschiedenen aq,...,a; € K und ihren Vielfachheiten
mi,...,mi € N>p, sodass @ € K[X]* keine Nullstellen in K hat.

(2) In diesem Falle sind a1, . .., a; die einzigen Nullstellen von P.
Die Faktorisierung ist eindeutig bis auf Umordnung der Faktoren.

(3) Ein Polynom P € K[X]| vom Grad n € N hat h6chstens n Nullstellen
in K (mit Vielfachheiten gezahlt, das bedeutet mq + - - - + my < n).

(4) Je zwei Polynome P, € K[X]|<, sind bereits dann gleich,
wenn sie an n + 1 Stellen xg, 1, ..., x, € K Ubereinstimmen.
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Beweis: (2) Wir vergleichen zwei solche Zerlegungen
P=(X—-a)™ - (X —ap)™Q=(X—0b)" - (X —bp)™R.

Wir zeigen k = ¢ sowie nach Umordnung a; = b1, ...,a; = by und
mi = ni,...,mg = ng. Wir fihren Induktion Uber k. Fir &£ = 0 hat
P = @ keine Nullstellen in K, daher gilt auch / =0 und P = R.

Sei k > 1. Aus P(aj) = 0 und der Nullteilerfreiheit von K folgt,

dass einer der Faktoren (a; — b1), ..., (ax — be) gleich 0 sein muss.
Durch Umordnung erreichen wir a;, = b,. Dank G3J folgt m; = n, und
(X —a)™ - (X —ap_1)™1Q = (X —by)™ - (X —by_1)™ 1R,
Nach Induktionsannahme folgt dann £ — 1 = ¢ — 1 und

a1 =0b1,...,a5_1=b_rundmi; =nq,...,Mp_1 = Np_1.

(3) Das folgt aus (2) und (1) dank Additivitat des Grades (G3B).

(4) Auch P — @ ist vom Grad < n, hat aber n + 1 Nullstellen.
Dank (3) gilt P —Q =0, also P = Q.
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Satz G3L: Auswertung und Interpolation

Sei (K, +, ) ein Kérper und xg, x1,...,z, € K paarweise verschieden.
Zu beliebigen Werten yg, y1, . . ., y, € K existiert genau ein Polynom
P e K[X]<, mit P(xo) = yo, P(x1) = y1, ..., P(xn) = yn. Wir haben

K[X]<n = K" P (P(x0), P(21),. .., P(zn))
sowie den surjektiven Ringhomomorphismus

¢ K[X] = K" P (P(x0), P(x1),...,P(z))

mit ker ¢ = (X — x0)(X — 1) - - - (X — x,,) K[ X] dank Satz G3Kk.

Existenz: Eine mogliche Losung ist die Lagrange—Interpolation

= . X — xT;
L(X) := Zijj(X) € K[X]<, mit Lij(X):= H pa— e K[X].
J=0 7]
Eindeutigkeit folgt aus Satz G3k(4).
Auswertung und Interpolation ity

Vorgegeben seien n + 1 verschiedene Stutzstellen xg, z1,...,z, € K.
Fdr alle ¢ # j ist demnach z; — z; # 0 im Korper K invertierbar.
Zu jedem j =0,1,...,n definieren wir das Lagrange—Polynom

LX) =] AT Rix,

itj M
Dieses Polynom erflllt L;(xz;) =1 und L;(z;) = 0 fur alle 7 # j.
Zu den Werten yo, 1, ..., y, € K betrachten wir die Linearkombination

L(X) =) yLj(X) €K[X]<n.
§=0

Diese erflllt L(z;) = y; far alle j = 0,1,...,n, wie gewlnscht.
/\ Dies konstruiert eine Lésung. Es kdnnte noch weitere geben!

© Die Eindeutigkeit haben wir in Kapitel B mit dem GaufB-Algorithmus
gezeigt (siehe Seite B309 zur Vandermonde—Matrix). Hier nun gelingt
uns ein zweiter, unabhangiger Beweis dank euklidischer Division.
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Satz G3M: Polynom vs Polynomfunktion
Sei K ein Korper. Jedes Polynom P = >""  p; X" € K[X] definiert
die zugehdrige Polynomfunktion fp: K — K:a — P(a) =) pia’.
Dies stiftet den Ringhomomorphismus f: K[X] — KX : P+ fp.

1 Ist K unendlich, dann ist f injektiv, aber nicht surjektiv.

2 |st K endlich, dann ist f surjektiv, aber nicht injektiv.

Beweis: (1a) Je zwei Polynome P, Q € K[X]<, sind gleich,

wenn sie an n + 1 Stellen xg, x4, ..., 2, € K Ubereinstimmen.

Aus der Gleichheit fp = fq folgt demnach die Gleichheit P = Q.

(1b) Die Funktion d§p: K — K mit 65(0) = 1 und dg(z) = 0 flr = # 0 ist
keine Polynomfunktion. Ware 6y = fp fur ein P € K|[X]<,, so folgt
fp(x) = fo(x) fir alle x € K*, also P = 0. Es gilt jedoch &y # fo.

(2a) Die Lagrange-Interpolation G3L garantiert die Surjektivitat.

(2b) Dank G3K gilt ker(f) = F'- K| X| mit F =[], (X — a).
Polynom vs Polynomfunktion Eriutorong

Wir haben anfangs gesehen, dass wir das Polynom P € K[X]| und seine
Polynomfunktion fp: K — K :a — P(a) unterscheiden missen:

Das Polynom P bestimmt die zugehdrige Funktion fp, aber umgekehrt
kOnnen wir im Allgemeinen aus fp nicht eindeutig P rekonstruieren.
Der obige Satz G3M klart die Beziehung f: K[X] -+ KX : P fp

nun abschlief3end und umfassend auf:

1 Fdr jeden unendlichen Korper K besteht dieses Problem nicht,
hier kdnnen wir Polynome und Polynomfunktionen identifizieren.

2 Fur jeden endlichen Korper ist die Zuordnung f nicht injektiv,
aber wir kdbnnen immerhin ihren Kern prazise angeben.

& Speziell fur den Korper F, := Z/pZ bestimmt der folgende Satz G3N
das Polynom F' = Haer (X —a) = XP — X. Das ist explizit und elegant!
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Satz G3N: der kleine Satz von Fermat

(1) Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0und f: K — K :a > a?
der Frobenius—Endomorphismus. Dann gilt fix(f) = Char(K) = Z/pZ.

(2) Uber F,, := Z/pZ gilt somit die Zerlegung X — X = [[,cp (X — a).
(3) FUr jede ganze Zahl a € Z qilt a» = a mod p, also a? — a € pZ.
(4) Fur jede ganze Zahl a € Z \ pZ gilt a»~! =1 mod p.

Beweis: (1a) Wir zeigen ,fix(f) 2 Char(K)“. Es gilt f(0x) = 0x und
f(1x) = 1. Per Induktion qilt f(1x - n) = 1x - n fir alle n € N, denn

f(lg - (n+1))

o

= f(lx -n+1k) = §f(lk-n)+f(1k)
lg-n+1xg = 1g-(n+1).

(1b) Wir zeigen die Umkehrung ,fix(f) € Char(K)*“. Jeder Fixpunkt von f
ist eine Nullstelle des Polynoms F = X? — X. Dieses hat hochstens p

Nullstellen in K, und dank (1a) gilt F'(a) = 0 fir alle a € Char(K).
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Die weiteren Aussagen (2—4) sind damit klar.
Der kleine Satz von Fermat Erganming

Ubung: Sei p > 2 eine Primzahl und F, := Z/pZ.

1 Zu jeder beliebigen Abbildung ¢:IF, — [F,, existiert genau ein
Polynom P € Fy[X|<, mit g = fp, also g(a) = P(a) fur alle a € F,,.
2 Fur je zwei Polynome P, Q € F,[X] gilt fp = fo genau dann,
wenn P — Q € (X? — X)F, [ X] gilt.
Beispiel: Fir P = X? — X € Fy[X] gilt P(0) = P(1) =0, also fp = 0.
Fir P=X? — X € Fp[X]undalle a € F, gilt P(a) =0, also fp =0.

Beispiel: Spezialfall p = 2: Fir alle a € Z gilt > = @ mod 2.
Das kbnnen Sie auch ganz elementar beweisen, siehe C215.

Bemerkung: Ist p > 3 prim, so gilt a?~! — 1 = 0 modulo p. Dies ist ein
erster Primzahltest flr p, wenn auch noch recht grob. Etwas genauer gilt

(apT_1 — 1)(a% +1)=0, also a"7 = +1.

Eine weitere Verfeinerung fuhrt zum extrem effizienten Primzahltest
von Miller—Rabin, siehe de.wikipedia.org/wiki/Miller-Rabin-Test.



de.wikipedia.org/wiki/Miller-Rabin-Test
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Zur Abrundung betrachten wir komplexe und reelle Polynome:

Satz G30: Fundamentalsatz der Algebra

(1) Zu jedem komplexen Polynom P = X" + ¢; X" ! +... 4 ¢, € C[X]
existieren komplexe Nullstellen z1, 29, ..., z, € C, sodass

P=(X—2)(X —22) - (X — zp).
(2) Fur jedes reelle Polynom P = X" + ¢ X" ! + ... + ¢, € R[X] folgt
P=(X—ay) (X —ap)(X? = 2u1 X +wy) - (X% — 2uy X + wy)

mit n = k + 2£ und a;, uj, w; € R sowie der Diskriminante u> — w; < 0.

v
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Den Fundamentalsatz (1) kann ich lhnen hier leider nicht beweisen.
Aber Sie kdnnen immerhin die Aquivalenz (1) < (2)“ erklaren:

Ubung: (1) = (2)%: Zu P € R[X] C C[X] existieren dank (1) komplexe
Nullstellen z1,...,z, € C,sodass P = (X — z1) --- (X — z,) gilt.
Wegen P € R[X] gilt P(z;) = P(z;) = 0 = 0. Nicht-reelle Nullstellen
treten also immer als konjugierte Paare u + iv € C . R auf. Dabei gilt:
(X — (u+1iv)) (X — (u—1iv)) = X* — 2uX +u® +v* € R[X].
Zusammenfassung konjugierter Paare ergibt die reelle Darstellung (2).

Ubung: Die umgekehrte Implikation ,,(2) = (1) folgt aus der
Mitternachtsformel zur Losung quadratischer Gleichungen und
der Existenz von Quadratwurzeln in C (siehe Polarkoordinaten A305).
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Erlauterung

Wir erkennen eine verbllffende, wichtige Gemeinsamkeit des Rings Z
der ganzen Zahlen und des Polynomrings K[X]| Uber einem Korper K:

1 Beide sind Integritatsringe mit euklidischer Division (A2A, G3H).
2 Darauf beruht der Algorithmus von Eulid (A2H) und Bézout (A21).
3 Daraus folgt das Lemma von Euklid (A2M): unzerlegbar vs prim.
4 Wir erhalten die eindeutige Zerlegung in Primfaktoren (A2J).
Aufgabe: Wiederholen Sie die genannten Ergebniss fur den Ring Z.

Formulieren und beweisen Sie alles entsprechend fir den Ring K[X]
und allgemein fir jeden euklidischen Ring im Sinne von Punkt (1).

Arithmetik in Z und in K[ X] G350

Erlauterung
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Definition G3P: assoziierte Elemente

Im Folgenden sei (R, +,0, -, 1) ein Integritatsring. Dann ist R* = R ~ {0}
ein Untermonoid von (R, -, 1), da aus a # 0 und b # 0 stets ab # 0 folgt.
In (R, -,1) bezeichnet R* die Untergruppe der invertierbaren Elemente.

(1) Zwei Elemente a,b € R unseres Rings heil3en assoziiert in R,
wenn es ein invertierbares Element u € R* gibt sodass au = b gilt.

Dies ist eine Aquivalenzrelation, geschrieben a ~r b oder kurz a ~ b.

Ubung: Priifen Sie nach, dass ~p eine Aquivalenzrelation auf R ist.

Beispiele: Genau dann ist R ein KOrper, wenn R* = R* qilt.

FUr jedes Ringelement a € R gilt dann entweder a = 0 oder a ~ 1.

InZ gilt Z* = {—1,+1} C Z*. Assoziiert a ~ b bedeutet hier a = +b.

In jeder Ag’klasse {+a} wéahlen wir |a| als kanonischen Repréasentanten.
In K[X] gilt K[X]* = K. Assoziiert P ~ Q hei3t P = u@ mitu € K*.
In jeder Ag'klasse K*@Q wahlen wir den Reprasentanten P mitlc P = 1.
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Definition G3P: Teilbarkeit

(2) Seien a,b € R. Wir sagen « teilt b, oder b ist ein Vielfaches von a,
falls es o’ € R gibt mit aa’ = b. Dies schreiben wir a |z b oder kurz a | b.
Andernfalls sagen wir a teilt nicht b, geschrieben a tr b oder kurz a 1 b.

Beispiel: Fir jedes Elementa € Rqilt1 | a,unda |1 gdw a € R*.
Ebenso gilt a | 0, und a | 0 gdw a = 0. A\ Esgilt 0| 0, also ,0 teilt 0.
Weiterhin kénnen wir nicht durch 0 teilen, denn 0/0 hat keinen Sinn!

Aufgabe: (a) Teilbarkeit ist eine Praordnung (im Sinne von F1A).
Kleinste Elemente sind 1 und alle u € K*, das grof3te Element ist 0.
(b) Aus gegenseitiger Teilbarkeit a | b und b | a folgt Assoziertheit a ~ b.

Losung: (a) Es gilt Reflexivitat a | a, dank a - 1 = a, und Transitivitat:
Aus a |bund b | cfolgta | ¢, denn aa’ = b und b’ = ¢ impliziert aa’t! = c.
(b) Gilt aa’ = b und bV’ = a, so folgt aa’t! = a. Im Integritatsring R
kdnnen wir a # 0 kiirzen und erhalten o't/ = 1, also o',V € R*.

Im Sonderfall a = 0 gilt b = 0, also ebenfalls a ~ b.
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Definition G3P: gro3te gemeinsame Teiler
(3) Die Menge der gemeinsamen Teiler von a4, ...,a, € R ist

GT = GTg(a1,...,ay) = {tER ‘ t|gray,...,t |Ran}.
Die Menge der groBten gemeinsamen Teiler definieren wir durch

GGT = GGTg(ay,...,a,) := {tEGT}VSEGT:S \Rt}.

Hier verstehen wir ,gréBer” im Sinne der Praordnung |r auf R. (F1H)

Ubung: Alle Elemente der Menge GGT sind zueinander assoziiert:
FUr jeden Reprasentanten ¢t € GGT gilt demnach GGT = K *t.

Konvention: Wir betrachten insbesondere die Ringe Z und K [X].
Ist ¢ unser kanonischer Reprasentant, so schreiben wir kurz ggT := t.

Beispiel: In Z gilt GT(45,60) = {#+1,+3,£5,£15} und GGT = {+15}.
Wir nennen ggT(45,60) = +15 kurz den gré3ten gemeinsamen Teiler.

/\ Ohne diese Normierung nennen wir t € GGT vorsichtig einen ggT.
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Definition G3P: kleinste gemeinsame Vielfache
(4) Die Menge der gemeinsamen Vielfachen von a4, ..., a, € R ist

GV = GVg(ay,...,ay) = {UER ’ ai |R vy...,an \Rv}.
Die Menge der kleinsten gemeinsamen Vielfachen ist

KGV =KGV(ai,...,an) ={ve GV |VueGV:v|gu}.

Hier verstehen wir ,kleiner* im Sinne der Prdordnung | auf R. (F1H)

Ubung: Alle Elemente der Menge KGV sind zueinander assoziiert:
FUr jeden Reprasentanten v € KGV gilt demnach KGV = K*v,

Konvention: Wir betrachten insbesondere die Ringe Z und K[X].
Ist v unser kanonischer Reprasentant, so schreiben wir kurz kgV := v.

Beispiel: In Z gilt GV (45,60) = {£180, 360, ...} und KGV = {+180}.
Wir nennen kgV (45, 60) = 4180 das kleinste gemeinsame Vielfache.

/\ Ohne diese Normierung nennen wir v € KGV vorsichtig ein kgV.
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Aufgabe: Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften und Rechenregeln:
(0) Die Praordnung | auf R ist im Allgemeinen nur partiell, nicht total.
(1) Immer ist 0 das kleinste Element und 1 ein gréites Element.

Teilbarkeit ist vertraglich mit Addition und Multiplikation:

(2) Ausa |bund a | cfolgta | b+ ¢, allgemein a | bu + cov flr alle u,v € R.
(3) Aus a | bund ¢ | d folgt ac | bd, insbesondere dank ¢ | c auch ac | be.
(4) Kdrzungsregel: Fir ¢ # 0 sind ac | bc und a | b &quivalent.

Vorsicht bei gemeinsamen Teilern und Vielfachen in exotischen Ringen:
(5) Untersuchen Sie X, X1 im Polynomring R = Q[X] und im Teilring
S=QIX% X ={po+p2 X+ +pu X" |n €N, po,pa,...,pn €Q}.
(6) Die Mengen GGT(a,b) und KGV (a, b) kbnnen leer sein.

(7) Sei t ein ggT von a und b. Ist dann v = ab/t ein kgV von a und b?

(8) Sei v ein kgV von a und b. Ist dann ¢t = ab/v ein ggT von a und b?
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© Fur knifflige Fragen wie (6—8) bendtigen Sie gute Beispiele wie (5).

Lésung: (5) In R gilt GTR(X%, X)) ={uX'|ueQ*,0<i<a}l,
also ggT (X, X2T1) = X Das war auch zu erwarten. Ebenso gilt
GVR(X9, Xot1) = Q[X] - X1, also kgV (X, XoH) = xa+!,

In S hingegen gilt GTg(X% X)) = {u, uX' |ueQ%,2<i<a-—2}.
Flra=0,1,2,3 gilt ggT¢(X*, X1 =1, dann ggT4 (X4, X°) = X?
und GGTg(X®, X%) =0, denn X? {5 X3. Das ist Uberaus merkwrdig!
Andererseits gilt GV (X%, X*t) = Q[X] - X3, Erneut folgt daraus
KGVg(X® X9 = (, denn X%*3 5 X2, Auch das ist merkwiirdig!

(6) Fur X°,X%in S = Q[X?, X?] gilt GGT = 0 und KGV = () dank (5).
(7) Nein! Fir X2, X3 in S = Q[X?2, X?] gilt GGT = Q* und KGV = 0.
(8) Ja, falls v #£ 0. Esgiltt |[aund ¢ | b,denna =% .2und b= 2. L.
Angenommen ein weiteres Element s € R erfillt ebenso s | a und s | b.

Dann folgt a | ab/s und b | ab/s, also v | ab/s, somit sv | abund s | ab/v.
Das zeigt s | ¢, also ist ¢ tatsachlich ein ggT von a und b in R.




. . . G357
Unzerlegbar/irreduzibel vs prim Erléuterung

Wir zerlegen das Monoid R* = R* LI R™4 L R"™ in die invertierbaren R*,
zerlegbaren/reduziblen R und unzerlegbaren/irreduziblen R :

R* :={aeR'|dbe R :ab=1},

R :={aec R |3bcec R* R :a=bc},

R"™ :={a€cR"|Vhce R*:a=bc = b~1Vec~1}

Definition G3P: unzerlegbar/irreduzibel vs prim

(5a) Ein Element a € R* heil3t unzerlegbar/irreduzibel in R, falls gilt:
Fir alle b,c € R folgt aus a = b - c entweder b € R* oder ¢ € R*.

(5b) Hingegen nennen wir ein Element a« € R ~ R* prim in R, falls gilt:
Fdr je zwei Faktoren b, c € R folgtaus a | b - c stets a | b oder a | c.

Beispiel: Das Nullelement ist besonders, R = {0} LU R* LI R4 L RV,
Es ist zudem prim, denn 0 | ab bedeutet ab = 0, also a = 0 oder b = 0.
Im Monoid (Z*, -, 1) sind +1 invertierbar, +£2, 43, +5, 7, +11,+13, ...
unzerlegbar und +4, +6, £8, +9, £10, 12, 14, +15, £16, ... zerlegbar.
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Bemerkung: Im Monoid (Z*.-, 1) sind unzerlegbar und prim &quivalent
dank dem Lemma von Euklid (A2Mm). Das gilt nicht in jedem Ring:

Beispiel: ImRing S = Q[X2, X3] = {po + p2 X%+ -+ p, X" | p; € Q}
sind X? und X3 unzerlegbar, aber nicht prim: Es gilt X? | X3 . X3, aber
X2+t X3, Ebenso gilt X3 | X%. X*, aber weder X3 | X? noch X? | X%
/\ Das Element X6 = X3 . X3. X3 = X2.X2%hatin S = Q[X?, X?]
zwei vOllig verschiedene Zerlegungen in unzerlegbare Elemente.

Far ,vernunftige“ Ringe wollen wir solche Pathologien ausschlief3en!

Lemma G3aQ: Prim impliziert unzerlegbar.
Sei R ein Ring. Jedes Primelement p € R* ist unzerlegbar in R.

Aufgabe: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild von Lemma A2Mm(1).

Losung: Sei p # 0 prim und p = ab in R. Daraus folgt p | « oder p | b.
Nehmen wir p | a an, also a = pp/ flr ein p’ € Z. Damit gilt p = ab = pp'D,
nach Klrzung 1 = p'b, also b = +1. Analog folgt aus p | b, dass a = +1.
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Definition G3P: Zerlegung in unzerlegbare Faktoren
(6a) Zu a € R* besteht eine irreduzible Zerlegung kurz UProdukt
(u;p1,...,pn) @US u € R Und p1,...,p, € R™ mit a = upy - - - py.

(6b) Zwei irreduzible Zerlegung (u; p1, ..., pn) und (v;q1, ..., qm) heilBen
assoziiert, wenn m = n und nach Umordnung p1 ~ q1,...,pn ~ qn Qilt.

(7a) Ein Element a € R* ist zerlegbar in unzerlegbare Faktoren in R,
falls ein solches UProdukt existiert. (Fir n = 0 gilt a = u, also a € R*.)

(7b) Wir nennen «a in R eindeutig zerlegbar in irreduzible Faktoren,
wenn zudem je zwei irreduzible Zerlegungen von a assoziiert sind.

(8) Ein Integritatsring R heif3t faktoriell wenn jedes Element a € R*
eindeutig in irreduzible Faktoren zerlegbar ist wie in (7) erklart.

(9) Wir nennen P C R™ ein Reprasentantensystem der unzerlegbaren
Elemente in R, falls jedes unzerlegbare Element ¢ € R"" assoziert ist zu
genau einem Element p € P, als kanonischem Reprasentanten.

v
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Dank Kommutativitat kdnnen wir Produkte in R beliebig umordnen.
Ebenso kbnnen wir von jeder irreduziblen Zerlegung a = up; - - - pn
(bergehen zu a = (vu; - -uy ) (uipr) - - - (Unpp) Mit ug, ..., u, € RX.
Diese offensichtliche Umformung konnen und wollen wir nicht verbieten.
Wir nennen die Zerlegung von a eindeutig, wenn je zwei Zerlegungen
allein durch diese offensichtlichen Umformungen ineinander Gbergehen.

Beispiel: Der Fundamentalsatz der Arithmetik (A2J) besagt: Der Ring Z
der ganzen Zahlen ist faktoriell. Jede ganze Zahl Iasst sich zerlegen in
irreduzible Fakoren, eindeutig bis auf Reihenfolge und Vorzeichen.

—60=(—1)-2-2-3-5=(+1)-(=5) - 2- (=3) - (—2)

Beispiel: Der Ring Q[X?, X 3] ist nicht faktoriell, denn fir Elemente
wie X% = X3 . X3. X3 = X2. X? gibt es mehr als eine Zerlegung.

Ubung: Genau dann ist R faktoriell, wenn jedes Element a € R eine
irreduzible Zerlegung erlaubt und jedes irreduzible Element prim ist.
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Beispiel: Im Ring Z wahlen wir als kanonische Reprasentanten
traditionell die positiven Primzahlen, P = Z}, = {2,3,5,7,11,13,...}.

Satz G3R: Faktorisierung als Isomorphismus
Sei R ein Ring und P C R eine Teilmenge. Dann sind aquivalent:

(1) Der Ring R ist faktoriell, erlaubt also eindeutige UProdukte, und
P C R ist ein Reprasentantensystem der unzerlergbaren Elemente.

& =dF . (RX,) x (N®) 1) = (R*)) : (u,v) > u- [ep pv(®)
(2) Der Monoidhomomorphismus @ ist bijektiv, also ein Isomorphismus.
Als Dreingabe erhalten wir dank P in R kanonische ggT und kgV:
ggT(a,b) =TI, prin(a(@):»(P)) ynd kgV(a,b) = I1, pax(va(p),vs(p))

Insbesondere folgt die schéne Beziehung ggT(a,b) - kgV(a,b) ~ a - b.
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Aufgabe: Beweisen Sie die Aquivalenz des Satzes G3R.

Losung: (1) = (2)“: Die Abbildung @ ist ein Monoidhomomorphismus.
Surjektivitat bedeutet, jedes Element a € R* lasst sich als UProdukt
schreiben; Injektivitat bedeutet, je zwei UProdukte zu a sind assoziiert.
.(2) = (1)“: Wir vergleichen a = v ], p**®") und b = v [, p*") in R.
Dann ist Teilbarkeit a | b in R &quivalent zur Relation v, < v, in N(P).
Somit ist P ein Reprasentantensystem der unzerlegbaren Elemente in R,
und der Ring R ist faktoriell, da in R eindeutige UProdukte existieren.

& Der Isomorphismus @y klart die Struktur des Monoids (R*, -).

/\ Das Produkt @y ist leicht, die Primfaktorzerlegung @il ist notorisch
schwer zu berechnen. Genau darauf beruhen Cryptosysteme wie RSA.

© Gliicklicherweise gibt es fiir ggT und kgV in euklidischen Ringen weit
effizientere Algorithmen, und diesen wenden wir uns nun zu.




Eindeutigkeit der Zerlegung Eriuterung

Lemma G3s: Eindeutigkeit der Zerlegung

Sei R ein Integritatsring und jedes unzerlegbare Element sei prim.
Dann sind zu jedem Element a € R* je zwei UProdukte assoziiert.

Aufgabe: Beweisen Sie dies nach dem Vorbild Z (Satz A2J).
Losung: In R betrachten wir zwei UProdukte

a = upip2-:-Pn = Vq1492- - -Q4m.

Wir behaupten, dass n = m gilt und nach Umordnung p; ~ ¢; far alle 7.
Wir fihren Induktion Uber n. Fir n = 0 gilt a € R*, also auch m = 0.
FOr n > 1 ist p,, ist unzerlegbar, nach Voraussetzung somit auch prim.
Also qilt p, | ¢; freini € {1,...,m}. Nach Umordnung gilt i = m.

Da auch ¢, unzerlegbar ist, folgt p,, ~ ¢,,. Klirzen ergibt

a/pn = upip2--pn-1 = V@G Gm_1.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt flir diese geklrzten Produkte
n — 1 =m — 1 und nach Umordnung p; ~ ¢; firalle: =1,...,n — 1.
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Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegung Erléuterung

© Dieses schone Argument ist der Uibliche Weg, um die Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung in R zu beweisen. Die wesentliche Zutat ist:
Jedes unzerlegbare Element ist prim. Zum Verstandnis des Rings R
wollen wir daher das genaue Verhaltnis von unzerlegbaren und primen
Elementen untersuchen. Unser Ziel ist das Lemma von Euklid (G3X).

FUr den Ring Z kennen wir den Fundamentalsatz der Arithmetik A2J:
Jede ganze Zahl a € Z* ist ein Produkt von Primzahlen, und diese
Zerlegung ist eindeutig bis auf Reihenfolge und Vorzeichen.

Dies wollen wir nun ebenfalls fur jeden Polynomring K[X]| tber einem
Kérper K beweisen: Jedes Polynom a € K[X]* ist ein Produkt von
unzerlegbaren Polynomen in K[ X|, und diese Zerlegung ist eindeutig
bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit der Faktoren.

Die gute Nachricht: Der Beweis verlauft genau so, wie Sie dies im
Vorbild Z gesehen haben. Wir nutzen die Gelegenheit, diese schénen
Argumente noch einmal genau nachzuvollziehen, und die wesentlichen
Ideen als allgemeine Definitionen und Satze zu formulieren.




Euklidische Ringe: Division mit Rest criaerng

Definition G3T: euklidischer Ring

Sei R ein Integritatsring. Eine euklidische Division auf dem Ring R
ist ein Paar (v, ) aus einer Funktion v: R — N mit v(0) =0 = min N
und einer Abbildung : R x R* -+ R x R:(a,b) — (q,7), SO dass gilt:

a=bqg+r und v(r)<v(b).

Statt (N, <) gendgt eine beliebige wohlgeordnete Menge (V, <).

Wir nennen das Tripel (R, v, ) dann einen euklidischen Ring mit
(euklidischer) Division 6 und (euklidischer) Normfunktion v.

Wir definieren quo,rem: R x R* — R durch §(a,b) = (a quo b, a rem b)
und nennen dies Quotient und Rest der Division von a durch b.

Beispiele: Der Ring Z ist euklidisch mit der Norm v:Z — N:b = |}
und der Division mit Rest 6 : Z x Z* — Z x N aus Satz A2A.

Uber jedem Kérper K ist der Polynomring K[X] euklidisch mit
der Norm deg: K[X| — N U {—oc} und der Division ¢ aus Satz G3H.
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EUkI|d|SChe R|nge DIVISIOﬂ m|t RGS’[ Erlauterung

Wir dividieren a € R durch b € R* und erhalten gemaf a = bg + r einen
Quotienten ¢ € R und einen Rest r € R. Dabei mlUssen wir sicherstellen,
dass der Rest r kleiner“ als b ist. Dies messen wir mit der Norm v.

Abklrzend nennen wir einen Integritatsring R euklidisch,

wenn auf R eine euklidische Division (v, §) wie in G3T existiert.
Manche Autoren nennen das Paar (R, v) einen euklidischen Ring
und fordern dann, dass dazu eine geeignete Division o existiert.

Ist R euklidisch, so gibt es im Allgemeinen mehrere Normfunktionen v
und zu jeder Normfunktion v auch mehrere euklidische Divisionen §.
Zur Formulierung von Algorithmen nutzen wir sowohl die Norm v als
auch die Division 9, daher betrachten wir explizit das Tripel (R, v, ).

Nicht jeder Ring ist euklidisch, zum Beispiel ist der Polynomring Z[X]
nicht euklidisch. (Spater genauer: Z|X] ist kein Hauptidealring.)




Euklidische Ringe: Division mit Rest ey

Bemerkung: (1) Statt (N, <) gendgt jede wohlgeordnete Menge (IV, <).
Fir Polynome etwa nutzen wir die Norm deg: K[X] — NU {—o0}.
Genau so gut kbnnen wir v: K[ X| — N betrachten mit v(0) = 0

und v(P) =1+ deg(P) far P # 0. Das Ergenis ist dasselbe.

(2) In Definition G3T fordern wir zunachst »(0) = 0 = min N,
Wir folgern nun, dass fir b € R* stets v(b) > 0 gilt: Jede Division
0:(a,b) — (q,r), etwa fur a = 0, ergibt v(r) < v(b), also gilt v(b) > 0.

(3) In Z und K[X] gilt die schéne Eigenschaft: Aus a | b folgt a rem b = 0.
Es schadet nichts, dies sogar fur jeden euklidischen Ring zu fordern,
wir kdnnen ¢ notfalls immer so anpassen, und (R, v, §) bleibt euklidisch.

Wir haben in G3T zuné&chst nur die minimalen Forderungen formuliert.
Man kann weitere gute Eigenschaften fordern oder herleiten.
Eine ausfuhrliche Diskussion verschieben wir auf spater.
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Wozu flhren wir den abstrakten Begriff eines ,euklidischen Rings* ein?

Zunéachst wollen wir die beiden Beispiele Z und K[X] zusammenfassen,
wesentliche Gemeinsamkeiten benennen und einheitlich behandeln.
Das ist in der Mathematik ein allgegenwartiger Trick zur Denkokonomie,
zudem wird dadurch die Struktur noch wesentlich klarer und einfacher.

Es gibt darGber hinaus noch viele weitere euklidische Ringe. Auf diese
wollen wir hier noch nicht eingehen, aber wir kdnnen alles vorbereiten.
So sind Sie fur die Zukunft bestens gewappnet: Wann immer Ihnen ein
euklidischer Ring begegnet, haben Sie sofort passende Werkzeuge.

Ist Abstraktion etwas Gutes? Ich denke schon! Sie klart und vereinfacht,
sie blndelt viele Beispiele und verhilft uns zu wesentlich mehr Effizienz.
Und sie schadet nicht: Wenn Sie mdchten, kbnnen Sie bei ,,euklidischer
Ring“ immer an die beiden wichtigsten Beispiele denken: Z und K |X].

© Wir formulieren und beweisen im Allgemeinen, wir illustrieren und
rechnen im Konkreten. Beides erganzt sich wie linke und rechte Hand.




. g . G369
Der euklidische Algorithmus Erléuterung

) Der von den ganzen Zahlen Z bekannte euklidische Algorithmus
Ubertragt sich wortlich auf K[ X] und jeden euklidischen Ring (R, v, J):
Algo G3uU: euklidischer Algorithmus

Eingabe: zwei Elemente ag, by € R in einem euklidischen Ring (R, v, d)
Ausgabe: ein gré3ter gemeinsame Teiler a € GGT(ag, bg) im Ring R

1: [§]+ [o] /[ GT(a,b) = GT(ag, bo)

2: whileb#0do [§] « [ .2 ;] /| GT(a,b) = GT(b,a — ¢b)
3: wahle e € R*, notfalls e = 1 // optional zur Normierung
4: return ea /| GGT(a,0) = R*a

Satz G3u: ggT in einem euklidischen Ring

Sei (R, v, ) ein euklidischer Ring, etwa Z oder K[X]|.
(1) Zu je zwei Elementen a,b € R existiert ein ggT in R.
(2) Der obige Algorithmus berechnet einen solchen ggT.
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Der euklidische Algorithmus Erléuterung

Wir missen zeigen, dass der angegebene Algorithmus korrekt ist, also
dass die Methode tatsachlich liefert, was die Spezifikation verspricht.

Die Methode terminiert: Die Norm v(b) € N nimmt in jedem Schritt ab,
bis mit v(b) = 0 schlieBlich b = 0 erreicht ist und der Algorithmus endet.
Das gelieferte Ergebnis erfullt die geforderten Bedingungen:

Die Initialisierung (a, b) < (ag, bg) garantiert GT(a,b) = GT(ag, by).
Jede lteration erhélt GT(a,b) = GT(b,a — gb). Zum Schluss gilt also
GT(ag,bg) = GT(a,0), somit GGT(ag,by) = GGT(a,0) = R*a.
© Das ist genial-einfach und einfach-genial. Zudem ist die Methode
sehr effizient, das hei3t, auch fur grof3e Eingaben (ag, by) geeignet.

©) Wir kdnnen das Ergebnis zu ,dem*“ kanonischen ggT normieren:
Beispiele: In Z wahlen wir a > 0. In K[X] wahlen wir a mit Ic(a) = 1.

& Auch der erweiterte Algorithmus A21 zur Berechnung eines ggT
mit Bézout—Koeffizienten Ubertragt sich von Z auf K[X] und (R, v, J).

Ubung: Wiederholen Sie A21 und formulieren Sie dies nun allgemein.
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Der erweiterte euklidische Algorithmus nach Bézout Erléuterung

Algo G3V: euklidischer Algorithmus mit Bézout—Koeffizienten
Eingabe: zwei Elemente ag, by € R in einem euklidischen Ring (R, v, d)
Ausgabe: drei Elemente a,u,v € R mit a = agu + bov € GGT(ag, by)

1 [55¢] < [501] /I Invariante { §=500t; 0

2: whileb #0do g+ aquob // euklidische Division

< A R PO L /I Invariante { §Z2oufor

4: wahle e € R*, notfalls e = 1 // optional zur Normierung

5: return (ea, u, ev) Il a = agu + bpv € GGT (ag, bo)

v

Satz G3v: ggT mit Bézout—Koeffizienten

Sei (R, v, ) ein euklidischer Ring. (1) Zu je zwei Elementen a,b € R
existieren Bézout—Koeffizienten u,v € R mit d = au + bv € GGT(a, b).
(2) Obiger Algorithmus berechnet einen ggT mit Bézout—Koeffizienten.
(3) Das ist ein Zertifikat: Aus t = au + bv € GT(a,b) folgt t € GGT(a, b)

v
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Der erweiterte euklidische Algorithmus nach Bézout Erléuterung

Bemerkung: Die Operationen ¢ <+ a quo b und

a u v - b S t

b s t a—qb u—qs v—qt
erinnern uns an Zeilenoperationen fur lineare Gleichungssysteme, hier
die invarianten Gleichungen. R; +» Ry: Wir tauschen die beiden Zeilen.

Ry +— Ry — qR1: Von der zweiten Zeile ziehen wir ¢ mal die erste ab.
Die Gleichungen a = agu + bgv und b = ags + byt bleiben erhalten.

Beweis: (2) In der ersten Spalte wird der euklidische Algorithmus G3uU
zur Berechnung des ggT ausgefuhrt. Die Invarianten garantieren in
jedem Schritt die Gleichungen a = agu + bgv und b = ags + byt.

(3) Sei d = au + bv sowie d | a und d | b. Wir zeigen d € GGT(a, b):
Angenommen ¢ | a und ¢ | b, also ca’ = a und ¢t/ = b. Dann qilt
c(a'u + b'v) = d, also ¢ | d. Das heif3t, d ist ein ggT von a und b.




Die Primfaktorzerlegung im Polynomring K| X]| Eriuterung

Far den Ring Z qilt der Fundamentalsatz der Arithmetik (A2J). Dieser
Satz gilt genauso flr jeden Polynomring K[X] Gber einem Kérper K:

Satz G3w: Primfaktorzerlegung im Polynomring K[X]
Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K| X] faktoriell.

Explizit ausformuliert bedeutet das folgendes:
(1) Jedes Polynom a € K[X]* kbnnen wir zerlegen in ein Produkt

a=uUu-p1-p2-..."pP¢
mit u = lc(a) € K* und p1, ps,...,pe € K[X] unzerlegbar und normiert.
(2) Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf Umordnung: Gilt
pPr-p2-...-Pe=4q1-4q2" ... gk

mit unzerlegbaren normierten Polynomen p1, po,...,p, und q1,qo, . . ., qx,
so folgt ¢ = kK und nach Umordnung p1 = ¢1, p2 = q2, - .., D¢ = .
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Die Primfaktorzerlegung im Polynomring K[X] Edlauterung

Sei P C K[X] die Teilmenge der unzerlegbaren normierten Polynome.
Geman Satz G3R haben wir den Monoidhomomorphismus

¢ = (I)K[X] : (va') X (N(P)7+) — (K[X]*v) : (’LL, V) = HpGIP’ pl/(p),
(NP, +) = (K[X]', ).

Dank Satz G3w ist @ bijektiv, also ein Isomorphismus. Das beinhaltet
zwei Aussagen: (1) Surjektivitat bedeutet, jedes Polynom a € K[ X]*
|asst sich als ein Produkt unzerlegbarer Polynome in K[X| schreiben.
Diese kbnnen wir normieren zu a = up; - - - p; Mit u = le(a) € K* und
p,...,pe € P.(2) Injektivitat bedeutet, je zwei solche Zerlegungen zu a
sind assoziiert.

© Fir den Polynomring K[X] kdnnen wir dies nun leicht beweisen,

da wir alle Werkzeuge zur Hand haben. Der Beweis verlauft genau so,
wie Sie dies im Vorbild Z gesehen haben. Diese Wiederholung ist eine
wunderbare Gelegenheit, das Verstandnis zu festigen und zu vertiefen.




Existenz einer Primfaktorzerlegung in K[X] Eriuterung

Aufgabe: Beweisen Sie die Existenz (1) nach dem Vorbild Z (A2J).

& Die Existenz ist ein recht naheliegendes Induktionsargument:
Wir zerlegen bis es aus Gradgriinden nicht weiter geht. Ausfuhrlich:

Losung: Wir fihren Induktion Gber den Polynomgrad n = deg(a).
Firn =0 qgilt a = u € K*; dies ist eine Zerlegung der Lange ¢ = 0.
Sei nun n > 1. Entweder a ist unzerlegbar oder echt zerlegbar.

Ist @ unzerlegbar, so gilt a = up; mit uw = lc(a) und p1 = a/u € P.

Ist a in K[X]* echt zerlegbar, so gilt a = bc mit a,b € K[ X]* \ K*.
Far die Polynomgrade bedeutet dies deg(b) > 1 und deg(c) > 1.
Wegen n = deg(a) = deg(b) + deg(c) folgt deg(b) < n und deg(c) < n.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren Zerlegungen b = upy - - - pg
und ¢ = vpgq - - - pe. SOmitist a = (uv)p; - - - pr €ine Zerlegung von a.

Ubung: Ubertragen Sie Euklids Lemma (A2M) von Z auf K[X].
Folgern Sie daraus die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (G3s).

& Damit ist Satz G3w zur Primfaktorzerlegung in K[X] bewiesen!
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Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in K[ X] Erlauterung

Weiterhin sei K ein Koérper und K[X| der Polynomring Uber K.

Lemma G3X: Lemma von Euklid fur A" X |
Jedes unzerlegbare Element p € K[X]* ist prim in K[X].

Beweis: Sei p € K[X]* ein unzerlegbares Polynom in K[X]. Gegeben
seien zwei Polynome a,b € K[X] mit p | ab. Wir zeigen p | a oder p | b:

Hierzu sei d = ggT(p, a). Es gilt d | p; da p unzerlegbar ist, gilt entweder
d=1oderd ~ p.(a) Im Falle d ~ p gilt dank d | a sofort p | a.

(b) Im Falle d = 1 folgt p | b mit dem Lemma von Gauf3.
Lemma G3Y: Lemma von Gauf3 fir /7| X
Seien p,a,b € K[X] mit ggT(p,a) = 1. Dann folgt aus p | ab bereits p | b.J

Beweis: Dank Bézout G3vV existieren u,v € K[X], sodass pu + av = 1.
Die Teilbarkeit p | ab bedeutet ab = pq fir ein ¢ € K[X]. Daraus folgt
b= (pu+ av)b = pub + abv = p(ub + quv), also p | b.
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