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Kombinatorik und Quotienten Oberblick

Im vorigen Kapitel D haben wir die Grundlagen erarbeitet fir Mengen
und Abbildungen, speziell Injektionen, Surjektionen und Bijektionen.
Dies wollen wir nun flr endliche Mengen X, Y, ... konkretisieren.
Hier gelten besonders starke und ntzliche Gesetzmafigkeiten.

FUr Selbstabbildungen f: X — X flhren wir die Listennotation ein.
Selbstbijektionen o : X = X hei3en Permutationen, und hierflir haben
wir die sehr effiziente Zykelschreibweise. Permutationen sind Uberall
natzlich, und die konzise Notation hilft in all unseren Rechnungen.

Wir untersuchen damit Abbildungen f:{1,...,n} — {1,...,m}.

Wir sortieren zur Stufenform (E1E) analog zum GaufB3—Algorithmus fr

Matrizen (B2cC). Damit klaren wir die Frage der Sur/In/Bijektivitat von f
durch drei einfache Kennzahlen: n, m und r = §im(f), siehe Satz E1F.

Dieses sorgfaltige Vorgehen mag zunachst pedantisch erscheinen,
doch der kleinschrittige und umsichtige Aufbau ist eine gute Ubung,
um mit Sur/In/Bijektionen vertraut zu werden. Als Lohn erhalten wir die
Invarianz der Elementezahl E1H und Dirichlets Schubfachprinzip E11.
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Kombinatorik und Quotienten Oberblick

Der zweite Teil dieses Kapitels behandelt klassische Abzahlformeln:
(disjunkte) Vereinigungen, kartesisches Produkte und Potenzen,
Abbildungsmengen und Potenzmengen. Hier betone ich die expliziten
Bijektionspaare: Dies sind schéne Formeln und konkrete Ubungen.

Anschlief3end behandeln wir Binomialkoeffizienten und Teilmengen
sowie Zerlegungen und Stirling—Zahlen. Damit kbnnen wir die Anzahl
#Inj(X, Y) der Injektionen und § Sur(Y, X) der Surjektionen berechnen
(Satz E2L). Auch dies ist mathematisch-didaktisch auBBerst lehrreich.

Im dritten Teil kommen wir zu Quotienten und Aquivalenzrelationen.
Das gilt gemeinhin als abstrakt und schwierig, doch Quotienten sind
nichts anderes als Zerlegungen und somit ganz konkret! Hier zahlt
sich unsere sorgsame Vorarbeit aus, sie stiftet konkretes Material
zur Anschauung und mildert die begrifflichen Schwierigkeiten.

Wir gehen den langen Weg, doch ich bin Gberzeugt: Er lohnt sich!

Je comprends vite quand on me [’explique lentement.
[Ich verstehe schnell, wenn man es mir langsam erklrt. ]
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Selbstabbildungen einer Menge X

Wir betrachten eine Menge X und ihre Selbstabbildungen:
Ex =End(X) = Abb(X, X)={f: X > X}

Dabei steht End fir Endomorphismus, hier heil3t das Selbstabbildung.
Die Komposition definiert das Monoid (Ex, e,idx) bzw. (Ex, o,idx).
Am einfachsten ist der Fall einer endlichen Menge X = {z1,z2, ..., x,}:
. [331 ro ... Inp
Yi Y2 ... Yn

Bei fester Reihenfolge (z1, x2, ..., z,) schreiben wir f = [y1,yo, ..., yn]-
Wenn wir die freie Wahl haben, denken wir speziellan X = {1,2,... n}.

] bedeutet f: X — X :xp — yy.

Die Komposition auf Ex schreiben wir wahlweise rechts oder links:
1 4] [1 2 3 4]
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Selbstabbildungen einer Menge X

Wir kdnnen jede Abbildung f: X — X als Wertetabelle/Liste angeben:
1 2 3 4 1 2 3 4
fl:[z 2 3 4]’ f2_[1 3 2 4]
Aufgabe: Wie erkennt man daran, ob f: X — X eine Bijektion ist?

Losung: In der Zielzeile tritt jedes Element x € X genau einmal auf!

Aufgabe: Wie bestimmt man im bijektiven Falle die Inverse f~1?
Losung: Wir tauschen Startzeile und Zielzeile (und sortieren):

poP 234 2314 1234

12 31 4 1 2 3 4] |31 2 4

Aufgabe: Ist die Abbildung f:Z; — Z7: 2 — z° eine Permutation?
Losung: Wir rechnen die Wertetabelle sorgsam aus:

5 6

3 6

0123456 o 4
f_[0145236]if_[0 2

—_

2 3
4 5




Permutationen und die symmetrische Gruppe
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Definition E1A: die symmetrische Gruppe Sx

Eine Permutation der Menge X ist eine Selbstbijektion o: X = X.
Die Menge aller Permutationen der Menge X bezeichnen wir mit

Sx = Sym(X) = Aut(X) := End(X)* =Bij(X, X)={0: X = X }.

Dabei steht Aut fur Automorphismus, hier hei3t das Selbstbijektion.

Die Komposition definiert die Gruppe (Sx,e,idx) bzw. (Sx, o,idx).
Wir nennen dies die symmetrische Gruppe Sx mit Komposition von
rechts bzw. links. Speziell fir X = {1,2,..

.,n} schreiben wir kurz S,,.

v

Die Komposition auf Sx schreiben wir wahlweise rechts oder links:

m =

9 —
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Wiederholung der Grundlagen zu Permutationen
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Erlauterung

Aufgabe: Was verlangen wir von einem Monoid (M, -,1)? Warum ist
(Ex,e,idx) ein Monoid? Was sind hierin die invertierbaren Elemente?

Was verlangen wir von einer Gruppe (G, -, 1)? Warum bilden die

invertierbaren Elemente in (M, -, 1) eine (Unter)Gruppe? Ganz konkret:

& Die Komposition von zwei Bijektionen ist wieder eine Bijektion; die
Komposition ist assoziativ, id x ist neutral, die Umkehrfunktion ist invers.




Fixpunktmenge und Trager einer Permutation o

Gegeben sei o : X — X, eine Abbildung der Menge X in sich selbst.
Ein Element x € X mit o(x) = = hei3t Fixpunkt von o. Wir setzen
fix(c)  ={xz e X |o(zx) =2 }undsupp(o) :={z € X |o(z)#x }.
Lemma E1B: Disjunkte Permutationen kommutieren.

(0) Fir jede Permutation o0 : X = X und A = supp(o) qilt 6(A) = A.
(1) Permutationen o, 7: X = X mit disjunkten Tragern kommutieren.

Beweis durch Bild: Es gilt c e 7 = 7 e 5. Schreiben Sie es aus!
g T T o)

(8+——+8+—+Fs8] [8+—F8] [8t+—F8+—+Fs8

7 77 7 7 -7 7 7 7

6 £->< 66 X]E; 6

5 5 5] _ |5 5] _ |5 5 5

4 4 4 4 - -4 4 4+ 4

3 X»S 3 3—?»3 3 3--& 3

2 23 2 29 -2 2 2 2
—tiy—r) /) Uiyt
Fixpunktmenge und Trager einer Permutation Eriaterung

Wir zerlegen X = fix(o) U supp(o). Die Fixpunktmenge fix(c) besteht
aus allen Punkten x € X, die von ¢ festgehalten werden. Der Trager
supp(o) besteht aus allen Punkten x € X, die von o bewegt werden.

Eine Verwechslung mit dem Trager einer Funktion f: X — {0,1} ist
nicht zu beflrchten, siehe D331. Hier geht es um Selbstabbildungen.

Zwei Permutationen o, 7: X = X derselben Menge X hei3en disjunkt,
falls ihre Trager disjunkt sind, also supp(c) N supp(7r) = O erfillen.

Beweis des Lemmas: (0) FUr = € supp(c) und y = o(x) gilt = # y.
Ware o(y) = y, so hatte y zwei Urbilder, = # y, im Widerspruch zur
Injektivitat von o. Also gilt o(y) # y, somit y € supp(o), kurz o(A) C A.
Flr die Umkehrung o1 gilt fix(c~!) = fix(¢) und supp(c~1) = supp(o).
(1) Gegeben seien Permutationen o4,...,0,: X = X mit paarweise
disjunkten Tragern A; = supp(o;), also A; N A; = 0 fur alle i # j.

Dank (0) istc =o;e---e0,: X — X gegeben durch o(z) = 0;(x),
falls z € A; fireini € I, und o(z) = x sonst, falls x € X \ |, 4;.

Das Ergebnis ist also unabhangig von der Reihenfolge!
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Zykelschreibweise fur Permutationen

Gegeben seien ¢ > 2 verschiedene Elemente z1,zs, ...,z € X.

Diese definieren eine zyklische Permutation auf X, kurz /—Zykel:
o=Cycy(x1,20,...,20) : X X 1 x1 > 29— ... > Tp— 1
Ausgeschrieben bedeutet das: o(z1) = x9, o(x2) = 23, ..., o(xy) = 1.
FUr alle anderen Elemente x € X \ {z1,z2,..., 2/} setzen wir o(z) = x.
Somit ist supp(o) = {x1, 2, ..., z¢} und fix(c) = X ~ {z1,x9,...,24}.
Damit ist o eine Permutation auf X, mit Inverser o=! = (x,..., 29, 21).

Beispiele: Auf der Menge X = {1,2,3,4,5,6} haben wir

12 3 4 5 6 123 4 5 6

253=11 5 2 43¢ ©343I=]1 5 634 5

Einfachster Fall: Ein 2—Zykel Cyc y (a,b) : a <+ b heil3t Transposition.
Wir vereinbaren zudem Cyc  (a,a) := idx, das ist oft bequem.
Sonderfall: Fir ¢ = 1 ist Cycy (a) = idx die ldentitat auf X.

Dies betrachten wir daher nicht als Zykel.

. . . . E108
Zykelschreibweise fur Permutationen Erlauterung

Die Listennotation kbnnen wir fir jede Abbildung f: X — Y nutzen.
FUr Permutationen f: X = X haben wir zudem die Zykelnotation;
diese ist fur viele Zwecke und Rechnungen besonders effizient.

Meist lassen wir ,Cycy“ weg und schreiben kurz o = (x1, za, ..., xy).
Das bezeichnet nicht das n—Tupel, sondern die Permutation o auf X.

Wir kdnnen jeden /—Zykel auf genau ¢ verschiedene Weisen schreiben:
Diese entstehend durch zyklische Rotation der Punkte. Zum Beispiel
sind (2,5,3) = (5,3,2) = (3,2,5) die drei Schreibweisen dieses Zykels.
Flr beliebige Elemente a,b € X definieren wir 7 = (a,b) : X — X durch
7(a) = bund 7(b) = a sowie 7(z) = z fir alle z € X \ {a,b}. Im Falle

a # b ist dies eine Transposition. Im Falle a = b ist dies die Identitat.
Dieser Sonderfall Cycx(a,a) = idx erweist sich spater als bequem.

&) Permutationen haben tberall wichtige Anwendungen, sowohl als
natzliches Werkzeug als auch als eigener Untersuchungsgegenstand:
Algebra (Determinanten, Darstellungen), Informatik (Sortierverfahren,
Kryptographie), Physik (Pauli—Prinzip in der Quantenmechanik).
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Die Zykelzerlegung

Beispiel: Von der Listenschreibweise zur Zykelzerlegung:

1 2345 6 78 9]
1 597 46 2 3 8
Das Inverse ist demnach o1 = (8,9, 3)(7,4,5,2) = (7,4,5,2)(8,9, 3).
Dank E1B ist die Potenz 02°20 = (2,5, 4, 7)202(3,9, 8)2920 = (3,9, 8).

(1) (2,5,4,7) (6) (3,9,8)

om—

Satz E1C: eindeutige Zykelzerlegung

Sei X eine endliche Menge. Zu jeder Permutation o : X = X existiert
genau eine Menge {c1, ca, ..., cx} C Sx disjunkter Zykel ¢y, co, . .., cg,
sodass o =cjecoe---ecy qgilt. Die Faktoren kommutieren dank E1B.

v

Beispiel: Komposition nicht-disjunkter Zykel auf X = {1,2,...,9}:
m = (2,3,4) e (4,5,6,7) = (1) (2,3,5,6,7,4) (8) (9)
T = (2,3,4) 0 (4,5,6,7) = (1) (2,3,4,5,6,7) (8) (9)
Bemerkung: Jeder /(—Zykel ist ein Produkt von ¢ — 1 Transpositionen

geman (x1,x2,...,2¢) = (x1,22) o (w2, x3) 0 --- 0o (x4_1,2¢). Dank Satz
E1C ist jede Permutation ¢ € Sx ein Produkt von Transpositionen.
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Die Zykelzerlegung Erlauterung

Aufgabe: Denken Sie sich Permutationen aus und zerlegen Sie diese in
Zykel. Formulieren Sie einen Algorithmus. Beweisen Sie Satz E1C.

Algo E1cC: Zykelzerlegung
Eingabe: eine Permutationo:{1,...,n} = {1,...,n}
Ausgabe: die Zykelzerlegung von o
1: visited « (0,...,0) € {0,1}" // alle Punkte noch unbesucht
2: for i from 1 to n do // durchlaufe alle Punkte
38: if visited[i] = 0 then // falls neuer Zykel. ..
4 j <« ; print("(", 7) // er6ffne den Zykel
5 repeat // durchlaufe den Zykel. ..
6 j < o(j); visited[j] < 1 // nachster Punkt des Zykels
7 if j # < then print(",", 7 ) else print(")")
8 until j =4 // schlief3e den Zykel

Bemerkung: Im folgenden Beweis bendtigen wir die Elementezahl
von endlichen Mengen. Wir nutzen diesen Begriff weiterhin zunachst
naiv; die folgenden Abschnitte werden diese Technik prazisieren.




E111

Die Zykelzerlegung Erlauterung

Beweis des Satzes: Gegeben sei eine endliche Menge X und eine
Permutation o € Sx. Wir suchen eine Menge C = {cy,¢2,..., ¢t} C Sx
disjunkter Zykel, sodass o = [[C' = [[.ccc=ci1ec2 @ --- e ¢ qilt.

Existenz einer Zykelzerlegung: Wir fihren Induktion Uber die Anzahl
f supp (o) der bewegten Punkte. Im Falle £ supp(c) = 0 gilt ¢ = id und
C = () ist eine Lésung. Wir nehmen nun fsupp(o) > 1 an und wéahlen

r € X mit o(z) # x. Die Folge z,o(z),0?(x),... in X wiederholt sich
irgendwann, da die Menge X endlich ist. Die erste Wiederholung far ein
¢ € Nist von der Form ¢*(x) = z, denn andernfalls wére ¢ nicht injektiv.

Wir setzen ¢; := Cyc(z,0(z),0%(z),...,07(x)) und o’ :=c] ' e 0.
Der Trager ist demnach supp(c1) = {z, o(z),0?(x),..., 07 (2)} =: I.
Auf I gilt o’ = id, auf X ~ I qgilt ¢/ = 0. Nach Induktionsvoraussetzung

existiert zu o’ eine Zykelzerlegung C’ = {cs, ..., c;}. Diese ist disjunkt
ZU ¢1. Somitist C' = {cy, ¢, ..., ¢} eine Zykelzerlegung zu 0 = ¢, @ o,
Die Zykelzerlegung Eriuterung

& Der obige Algorithmus E1c entrollt diese rekursive Konstruktion
in eine lteration. Dabei wird jeder Punkt nur zweimal durchlaufen.
Der Aufwand ist also linear in der Anzahl 1 X der Punkte.

Eindeutigkeit der Zykelzerlegung: Zu o € Sx seien o = b1by - - - b;
und o = cyca - - - ¢, ZWei Zerlegungen in disjunkte Zykel vorgelegt.
Wir haben {b1,b2,...,b;} = {c1,c2,...,cx} zu zeigen.

Wir kdnnen k£ < 5 annehmen. Wir fihren Induktion Uber k.
FOr k = 0 gilt 0 = idx, also auch j = 0, und die Aussage ist klar.

Seinun k£ > 1 und x € supp(c;). Hierzu existiert b, mit x € supp(by).
Nach Umordnung konnen wir v = 1 annehmen. Da b; und ¢; von den
anderen Zykeln disjunkt sind, gilt ™ (x) = b} (z) = ¢} (x) fur alle n € Z,
und somit die Gleichheit b; = ¢; dieser beiden Zykel. Fir o’ :=c;* e &
haben wir die beiden Zykelzerlegungen ¢’ = by ---bj und o’ = ¢3 - - - ¢
Nach Induktionsvoraussetzung gilt {bo,...,b;} = {c2,..., cx}-

Daraus folgt {b1,b2,...,b;} = {c1,c2, ..., ck}, Wie behauptet.
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Wie viele Elemente hat die vorgelegte Menge?

Wie viele Punkte sehen Sie hier? mindestens? genau?

° o ° ° ° °
[*) o ° Y o *)
<)
o 'y Y o o ° ™y o o
o

[+ [+ o o o o [+

[+ ° ) ~ [ o
- ° o o

Definition E1D: die Anzahl der Elemente einer Menge

Sei n € N. Eine Menge X besitzt mindestens n Elemente,
geschrieben X > n, falls eine Injektion v:{1,...,n} — X existiert.

Die Menge X besitzt (genau) n Elemente, geschrieben X = n,
falls eine Bijektion v: {1,...,n} = X existiert (sieche Zahlsatz E1G).

Existieren n e Nund v:{1,...,n} = X, so nennen wir X endlich,
kurz §X < oo, andernfalls nennen wir X unendlich, kurz §X = oo.

Wir nennen X = | X| = card(X) die Anzahl der Elemente von X,
die Machtigkeit der Menge X, oder die Kardinalitat der Menge X.

v
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Wie viele Elemente hat die vorgelegte Menge? Erléuterung

Sei n € N. Als Referenzmenge mit genau n Elementen nutzen wir hier
n=A{1l,....n}={eaeN|1<a<n}

& Das ist sozusagen das Urmeter, der universelle MaBstab,
mit dem wir die Grd3e einer beliebigen (endlichen) Menge messen.

In John von Neumanns Modell (D125) haben wir noch eleganter
n=40,1,....n—1}={aeN|a<n}.

Hier ist jede natlrliche Zahl n die Menge all ihrer Vorgangerinnen.
Zwischen beiden Maf3staben besteht die kanonische Bijektion

~

(s,7) :n=n:s(a)=a+1, r(b)=0—-1.

& Die Wahl der Referenzmenge ist eine Frage der Tradition und des
Geschmacks. Ich nutze meist n, doch manchmal ist n einfach besser.

Allgemein kdnnen wir { a € Z | m < a <m +n — 1 } nutzen mit m € Z.
All diese Mal3stabe stehen kanonisch in Bijektion, alle sind gleich gut.
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Wie viele Elemente hat die vorgelegte Menge?

Wie viele Punkte sehen Sie hier? mindestens? genau?

° ° 2°3 - v 2 °
12 e |y ~ € 22 9 ° % 9 11
° 30 o o 0 @ 41 %2 5 ° 8 b
a7 39 20 26
o 44o ® A Y 15 ® ° ° 45
o 19 40 27 13 5 [+ 3 Y 38 49 32
24 o ° ° ° 35 33 ° °
°16 @ 43 29 °34 o ° 201 Y 28 46
36 2 o 50 04 0 g7 @ 9
1 18 7 31 37

n,...

Wir hoffen: Ist f:{1,...,n} = {1,...,m} bijektiv, so gilt n = m.
Erst dank dieser Garantie ist die Elementezahl X wohldefiniert!

Beispiel: Wie viele Elemente enthalt X = {1, {1},{1,2},{1,2,1}}?
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Wie viele Elemente hat die vorgelegte Menge? Erléuterung

Wir zahlen die Elemente einer beliebigen (endlichen) Menge X,
indem wir willkrlich eine Nummerierung v:{1,...,n} = X wahlen.
Kommt jede weitere, unabhangige Zahlung i zum selben Ergebnis?

Im Beispiel haben wir eine Abzahlung v: {1,...,50} = X gefunden.
Genugt vielleicht bereits 49 zu einer Bijektion p:{1,...,49} = X?

Es gibt 50! ~ 3 - 10%* Injektionen, das ist eine astronomisch groRRe Zahl.
Es ist praktisch unmdglich, jede einzeln auf Bijektivitat zu prafen!

Wir bendtigen hier dringend den folgenden grundlegenden Zahlsatz:
Ist eine Abbildung f:{1,...,n} = {1,...,m} bijektiv, so gilt n = m.
Erst dank dieser Garantie ist die Elementezahl §X wohldefiniert!

Das ist auch politisch hochaktuell. Alle vier Jahre wird in den USA
gewahlt und gezahlt... und nachgezahlt! Wir wirden hoffen, dass zwei
Zahlungen derselben Menge immer dasselbe Ergebnis liefern.

Seit Kindheit ist das flr Sie eine grundlegende Erfahrungstatsache,
ebenso wie weitere Rechenregeln (Kommutativitat, Assoziativitat usw.)
Erfahrung ist gut, Intuition ist schon, ein Beweis ist noch besser!
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Abbildungen f:{1,...,n} — {1,...,m} in Stufenform

Wir suchen und nutzen die Analogie zum Gauf3—Algorithmus B2C:

A A

5) 5

4 m 4 3

3 B o+ x * 3 |

2 B o+ *x % * ok * 2 [ ]

1R * * ok ok * ok >|<\ 1 N .
1 234567 8 91011 1 2 3 4

Die Abbildung f:{1,...,n} — {1,...,m} ist in Stufenform, falls qilt:
Wir haben im(f) = {1,...,r} und Stufen s; < --- < s, in {1,...,n},
an jeder Stufe s gilt f(si) = k, und far alle i < s gilt f(i) < k.
Insbesondere gilt » < m und r < n. Daraus lesen wir ab:

@ Genau dann ist f surjektiv, wenn r = m < n gilt.

® Genau dann ist f injektiv, wennr =n < m gilt.

@ Genau dannist f bijektiv, wennr =n = m gilt.
Im Falle r =n gilt s = (1,2,...,n), also ist f =« die Inklusion/ldentitat.
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Sortieren zur Stufenform a la Gauf3

Wir kénnen jedes f:{1,...,n} — {1,...,m} in Stufenform bringen!
Dies gelingt durch Zeilenvertauschung, wie im Gauf3—Algorithmus:

5/\ ° o o 5/\ ° o o

4 4

3|0 e ° ° 3

2 ° ° 2 ° °
1 . 1/l e ° o\
1 23456789 123456789
5/\ . . 5,\

4 4

3 3 | °
2 B o o 2 || o o

1/ e ° o\ 1/l e ° o\
1234567889 123456789

Hier ist f/ = o o f in Stufenform mit 0 = (3,5) 0 (2,5) o (1,3) = (1, 5,2, 3).
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Sortieren zur Stufenform a la Gauf3 Erléuterung

Lemma E1E: Sortieren zur Stufenform a la Gauf3

Zu jeder Abbildung f:{1,...,n} — {1,...,m} existiert eine
Zeilenvertauschung o € S,,,, die f/ = o o f in Stufenform bringt.

Beweis: Wir sortieren wie im Gauf3—Algorithmus B2cC:

Algo E1E: Sortieren zur Stufenform a la Gauf3

Eingabe: eine Abbildung f:{1,...,n} = {1,...,m}
Ausgabe: eine Abbildung f’ = o o f in Stufenform, wobei o € S,,,
Genauer gilt o = (r, k) o0 (2,ka) o (1, k1) miti < k; < m

1: 7+ 0; c=id; s+ ()

2: for £ from 1 to n do

3 k<« f(4)

4: ifk>rthenr«r+1; f< (r,k)of; o< (r,k)oo; s, </

Die Permutation o ist die Komposition der Transpositionen (r, k).
Das entspricht genau den elementaren Zeilenoperationen bei Gauf3.
Hier ist alles leichter, denn hier entféllt das Aufraumen der Spalten.
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Sortieren zur Stufenform a la Gaufl3 Erléuterung

Beachten Sie die wundersam schdne und erstaunlich prazise Analogie
zwischen dem Sortieren von Abbildungen f:{1,...,n} — {1,...,m}
und dem Gauf—Algorithmus B2cC flr Matrizen A € K™*™ (iber einem
beliebigen Korper oder Divisionsring K:

@ Wir kbnnen jede Matrix A € K™*" in Zeilenstufenform A’ = SA
bringen durch elementare Zeilenoperationen, zusammengefasst
zu einer invertierbaren Matrix S € GL,,, (K).

@ Wir kdnnen jede Abbildung f:{1,...,n} — {1,...,m} in Stufenform
f" = o o f bringen allein durch Zeilenvertauschungen, auch diese
zusammengefasst zu einer Permutation o € S,,,.

© In beiden Fallen nutzen wir (im Prinzip) denselben Algorithmus:
Das grundlegende GaufB3—Verfahren fir Matrizen A und ebenso
grundlegend (aber einfacher) die Sortierung flr Abbildungen f.

) Auch die Folgerungen sind parallel: Die Invertierbarkeitskriterien B2D
fir Matrizen entsprechen dem folgenden Satz E1F flr Abbildungen.
Beide sind Uberaus praktisch, und die Analogie ist bemerkenswert.
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Sur/In/Bijektivitat von f:{1,...,n} — {1,...,m}

Satz E1F: Sur/In/Bijektivitat von f:{1,... , n} — {1,...,m}
Vorgelegt sei eine beliebige Abbildung f:{1,...,n} — {1,...,m}.
Wir bringen f in Stufenform f’ = o o f mit Rang » < min{m, n}.
Genau dann ist f surjektiv / injektiv / bijektiv, wenn dies fir f/ gilt:

(1) Genau dann ist f surjektiv, wenn r = m < n qilt.
(2) Genau dannist f injektiv, wennr =n < m qilt.
(3) Genau dann ist f bijektiv, wenn r =n = m qilt.

© Das reduziert die Frage auf den Vergleich von drei Kennzahlen!
Zusatz: Ist f injektiv, so ist f' = ¢ die Inklusion, somit gilt
f — (1,]{1)0(2,]@2)0---0 (nakn) oL

mit ¢ < k; < m fur alle i. Dabei ist (ki, ko, . .., k,) eindeutig.

In Worten: Jede Injektion bzw. Bijektion f:{1,...,n} — {1,...,m}
schreibt sich eindeutig als Komposition aufsteigender Transpositionen.

©) Das liefert eine effiziente, eindeutige Darstellung jeder Injektion f.

E122

Sur/In/Bijektivitat von f:{1,....,n} = {1,...,m} Erlauterung

Beweis: Fir f’ in Stufenform sind die Aussagen (1-3) Klar.
Daraus folgen sie flir jede Abbildung f = oo f' mito € S,,.

Dank dem Sortierlemma E1E gelten die ersehnten Aussagen
daher fur jede beliebige Abbildung f:{1,...,n} = {1,...,m}.

Das Sortierlemma liefert weitere wertvolle Informationen:

@ Rechtsinverse: Ist f/ surjektiv, so ist & — s; eine Rechtsinverse.
Jedem Bildwert k& € {1,...,m} wird hierdurch sein erstes Urbild
sk = min f~1({k}) zugeordnet. Fir f = o~ o f’ ist demnach
g:A{l,...,m} = {l,...,n} k= s, eine Rechtsinverse.

@ Linksinverse: Ist f’ injektiv, so ist f dank Stufenform immer die
Inklusion ¢: {1,...,n} — {1,...,m} :i — 4. Als Linksinverse wahlen
wir g : {1,...,m} — {1,...,n}:j — min{j,n}, sodass ¢’ o f’ = id.
Fir f = o' o f’ istdemnach g = ¢’ o o eine Linksinverse.

) Zudem erhalten wir eine eindeutige Darstellung jeder Injektion f.

© Unsere allgemeinen Satze zu Abbildungen aus Kapitel D, wie D3A
zur Invertierbarkeit, werden fir endliche Mengen algorithmisch-konkret!
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Warum ist die Elementezahl einer Menge wohldefiniert?

Wir zahlen die Elemente einer beliebigen (endlichen) Menge X,
indem wir willkdrlich eine Nummerierung v: {1,...,n} = X wahlen.
Kommt jede weitere, unabhangige Zahlung . zum selben Ergebnis?

Count 2% AN Recount

Korollar E1G: der Zahlsatz

Seien m,n € N naturliche Zahlen.

(1) Ist f:{1,...,n} = {1,...,m} injektiv, so gilt n < m.
(2)Ist f:{1,...,n} = {1,...,m} surjektiv, so gilt n > m.
(3)Ist f:{1,...,n} = {1,...,m} Dbijektiv, sogilt n =m.
Somit ist die Elementezahl X jeder endlichen Menge X wohldefiniert.

v
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Warum ist die Elementezahl einer Menge wohldefiniert? Erléuterung

Korollar E1G folgt als Satz E1F als Spezialisierung der Implikation ,=*
Die Umkehrung <= gilt in dieser vereinfachten Form hingegen nicht!
(1) Fir 2 <n <mist nicht jedes f:{1,...,n} — {1,...,m} injektiv!

(2) Firn > m > 2ist nicht jedes f:{1,...,n} — {1,...,m} surjektiv!
(3) Fir n =m > 2ist nicht jedes f:{1,...,n} — {1,...,m} bijektiv!
Dies sind zunachst nur notwendige Bedingungen, sie werden erst
hinreichend mit maximalen Rang r, wie in Satz E1F formuliert.

Bitte vergleichen Sie dies mit dem vollkommen analogen Satz B2D:
Gegeben sei eine Matrix A € K™*" (ber einem Kdrper/Divisionsring K.
Dazu bringen wir A auf Zeilenstufenform A’, mit Rang » < min{m, n}.
FUr die zugehorige Abbildung f: K" — K™ :x — Az gilt dann:

(1) Genau dann ist f surjektiv, wenn r = m < n qilt.

(2) Genau dann ist f injektiv, wennr =n < m qilt.

(3) Genau danniist f bijektiv, wenn r = m = n gilt.

Auch hier sind n > m / n < m /n = m nur notwendige Bedingungen far
die Sur/In/Bijektivitat von f, hinreichend erst mit maximalem Rang r.
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Warum ist die Elementezahl einer Menge wohldefiniert? Erlauterung

Ich erklare dieses fundamentale Ergebnis hier bewusst ausfihrlich.
Auf den ersten Blick mag das Ubertrieben erscheinen. Ich habe Griinde:

® Es handelt sich um eine grundlegende Aussage Uber Bijektionen.
Far eine Einflhrung in die Mathematik ist dies also eine gute Ubung.

@ Die Analogie zwischen Gauf3 und Sortierung ist bemerkenswert.
Diese Parallelen erklaren gegenseitig und fordern das Verstandnis.

@ Sie sollen lernen, prazise zu formulieren und kritisch zu denken.
Das erfordert ausgiebige Ubung und manchmal auch Uberwindung.
Daher scheint es geboten, in einfachen Fallen damit anzufangen.

Ihnen begegnen in der Mathematik sehr oft analoge Situationen:

® Ist ,die Losung“ einer gegebenen Gleichung wohldefiniert?

@ Ist die Dimension eines Vektorraums V' Gber K wohldefiniert?

@ Ist das Volumen / Mal3 einer Menge A C R™ wohldefiniert?

@ Ist die Euler—Charakteristik eines Polyeders wohldefiniert?
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Warum ist die Elementezahl einer Menge wohldefiniert? Erléuterung

Dahinter steckt ein Grundprinzip: Existenz und Eindeutigkeit!

Sie wollen ein Problem zunachst prazise beschreiben und definieren,
was Sie als Losung zulassen. Anschlie3end mdchten Sie im Idealfall
garantieren, dass eine Losung existiert und zudem eindeutig ist.
(Das ist nicht immer moglich, aber es ist das ersehnte Ideal.)

Alle Rechenaufgaben, selbst einfache, beruhen auf diesem Prinzip: Ist
,das Ergebnis* eindeutig, wohldefiniert, unabhangig vom Rechenweg?
Wir mussten sonst beflrchten, dass auf dem einen Rechenweg ,das”
Ergebnis E = 42 berechnet wird, auf einem anderen Rechenweg jedoch
,das“ Ergebnis E = 43. Unsere Definition / Aufgabenstellung / Frage
ware dann in sich widersprtchlich und somit wertlos.

Solche warnenden Beispiele begegnen uns tatsachlich haufig!

The method of postulating what we want has many advantages;

they are the same as the advantages of theft over honest toil.
Bertrand Russell, 1872—1970, Introduction to Mathematical Philosophy
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lllustration zur Invarianz: das fehlende Quadrat Ergéinzung

Wir kdnnen jeder messbaren Menge A C R? ihren Flacheninhalt
voly(A) zuordnen, etwa Rechtecken, Dreiecken, Polygonen, etc.

Es ist bemerkenswert, dass das Ergebnis immer eindeutig ist,
insbesondere unabhangig vom Rechenweg! Oder etwa doch nicht?

Wir zerlegen das rechtwinklige Dreieck A mit Kathetenlangen 13 und 5
wie skizziert und berechnen den Flacheninhalt vola(A) auf drei Weisen:

Welchen L+ Ist die
Flacheninhalt — Antwort
hat das Dreieck? " | Flache 65/2 eindeutig?

L
Flache |32 T |5 Flache |33 ] 12
L

L
T 12 LIT o o
= T |5 1

. . E128
Illustration zur Invarianz: das fehlende Quadrat Ergéinzung

Losung: Die links gezeigten Mengen nennen wir As, A7, Ag, Aqo.
Jede hat den angegebenen Flacheninhalt voly(Ax) = k. Je zwei sind
fast disjunkt: Ihr Schnitt hat FIlacheninhalt voly (A N Ay) = 0 flr k £ £.
Dank unserer Rechenregeln erhalten wir fir A = A5 U A7 U Ag U Aqo
demnach den Flacheninhalt volo(A) =5+ 74+ 8 + 12 = 32.

Auf der rechten Seite betrachten wir entsprechend die Mengen
B4, Bs, B7, By, Byo. Fur ihre Vereinigung B = B; U B; U B; U Bg U Bis
erhalten wir nach denselben Regeln volo(B) =1+ 547+ 8 + 12 = 33.

Fir das Dreieck A hingegen erhalten wir voly(A) = 65/2 = 32.5.
Wir erhalten auf drei Rechenwegen also drei verschiedene Ergebnisse!
Ist der Flacheninhalt also in Wirklichkeit gar nicht wohldefiniert?

Was geht hier schief? Die Skizze suggeriert A = A = B und provoziert
den Widerspruch. Bei genauem Hinsehen erkennen Sie A C A C B.
Diese Einschachtelung zeigt vola(A) = 32 < vols(A) < 33 = vols(B).

Alles wird gut! Der Flacheninhalt vol, im R? und das Volumen vol,, im R”
ist tatsachlich wohldefiniert. Freuen Sie sich auf das Lebesgue—Malf3!
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Invarianz und Dirichlets Schubfachprinzip

Satz E1H: Invarianz der Elementezahl

Seien X und Y endliche Mengen und f: X — Y eine Abbildung.
Far » = gim(f) gilt dann » < X und r < Y, also » < min{#X, §Y }.
(1) Genau dann ist f surjektiv, wenn r = Y < #X qilt.

(2) Genau dannist f injektiv, wennr =gX <Y qilt.

(3) Genau dannist f bijektiv, wenn r =X =Y qilt.

Als Spezialisierung erhalten wir insbesondere: X f
(1) Ist f: X = Y Dbijektiv, so gilt X =Y. VTl B
(2)) Ist f: X —» Y surjektiv, so gilt X > Y. Y

(3)Ist f: X < Y injektiv, sogilttX <tY. {1,...,n} 5 {1,...,m}

R
t e

AL
~g|

Per Kontraposition folgt aus (3’) sofort:

Sei f: X — Y eine Abbildung. Gilt X > t#Y, soist f nicht injektiv:

Korollar E11: Dirichlets Schubfachprinzip
Es existieren zwei Elemente a # bin X mit f(a) = f(b) In Y.
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Invarianz der Elementezahl Erlauterung

Sie bestaunen hier die erste und wichtigste Invariante der Mathematik:
Die Elementezahl andert sich nicht unter Anwendung von Bijektionen!

Allgemein versteht die Mathematik unter einer Invariante folgendes:
Jedem der betrachteten Objekte (hier: endliche Mengen) wird eine
Gro3e zugeordnet (hier: ihre Elementezahl); diese Grd3e dndert sich
nicht unter den betrachteten Umformungen (hier: alle Bijektionen).

Invarianten sind ein wichtiges Hilfsmittel bei Klassifikationsproblemen:
Objekte mit unterschiedlichen Invarianten sind wesentlich verschieden.
Manchmal gilt sogar die Umkehrung, und Objekte mit gleichen Werten
unter der Invariante lassen sich ineinander umformen. Wir sprechen
dann von einer vollstandigen Invarianten. Genau das liegt hier vor:

Korollar E1J: Klassifikation endlicher Mengen bis auf Bijektion

Zwei endliche Mengen X und Y stehen genau dann in Bijektion,
kurz X 2 Y, wenn sie dieselbe Elementezahl haben, kurz § X = Y.

& Wir sehen dieses Prinzip immer wieder, etwa in Satz J2J bei der
Klassifikation endlich-dimensionaler Vektorraume bis auf Isomorphie.




E131

Dirichlets Schubfachprinzip Erléuterung

Das Schubfachprinzip ist ein einfacher und eleganter Existenzbeweis.
Trotz seiner Einfachheit hilft Innen dieses Prinzip erstaunlich oft!
Ehrlicherweise, sollte ich aber auch sagen, was es nicht leistet:

Es sagt uns nicht, wie wir ein solches Paar a # b in X mit f(a) = f(b)
effizient finden, es garantiert nur, dass es ein solches Paar gibt.

Eine solche reine Existenzaussage ist zwar leider nicht konstruktiv,
doch oft ist eine schwache Aussage besser als gar keine Aussage.
Sie ist nicht das Ende der Problemlésung, sondern ein guter Anfang.

Die Existenz einer Losung hilft in vielen praktischen Anwendungen:
Bevor Sie sich auf die lange und mihevolle Suche nach einer Lésung
begeben, wollen Sie sicher sein, dass sich Ihre Mihe auch lohnen wird.

Oder noch extremer: Es ist ganz sicher besser friihzeitig zu erkennen,
dass es keine Losung gibt, als jahrelang vergeblich danach zu suchen.
Das nachfolgende Beispiel E1K illustriert dies eindrtcklich, als Video
von Burkard Polster, The pigeon hole principle, youtu.be/TCZ3YwbcDaw.
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lllustration zu Dirichlets Schubfachprinzip

Behauptung: Es gibt in Stuttgart mindestens zwei Personen,
die exakt dieselbe Anzahl von Haaren auf dem Kopf haben.

Beweis: Typischerweise hat ein Mensch 100 000 bis 200 000 Haare,
sicher weniger als 500 000. Stuttgart hat knapp Uber 635000 Einwohner.
Somit ist die Haarzahl & : {Einwohner} — {0, ...,500000} nicht injektiv.

© Das ist ein eleganter Existenzbeweis, wenn auch nicht konstruktiv.
Er sagt uns, dass wir ein solches Paar finden kbnnen, aber nicht wie!

Mit solchen Formulierungen lasst sich das Schubfachprinzip schén
illustrieren und auch leicht merken. Natdrlich gibt es hier zahlreiche
mogliche Einwande, wie immer bei allzu anschaulichen Beispielen.
Ist die Haarzahl genau bestimmt? Kénnen wir sie praktisch zahlen?

Das ist keine ernsthafte Anwendung, sondern eher eine scherzhafte
lllustration. Da es in Stuttgart mindestens zwei Kahlkdpfige gibt, ist die
hier gemachte Aussage ohnehin trivial. Aber Sie verstehen das Prinzip.

& Die folgende schéne Anwendung ist rein mathematisch,
daher viel einfacher, und Gber jede Haarspalterei erhaben.



youtu.be/TCZ3YwbcDaw
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Anwendung zu Dirichlets Schubfachprinzip

Aufgabe: Wir nennen T' C N teilerfrei, falls s { ¢ flr alle s # ¢ in T gilt.
(1) Finden Sie eine teilerfreie Menge T' C {1,...,100} mit 7 = 50.
(2) Finden Sie alle teilerfreien Mengen 7" C {1,...,100} mit 7" = 51.

Losung: (1) Die Menge T' = {51, ...,100} ist teilerfrei. (2) Es gibt keine!
Allgemein gilt hierzu das folgende bemerkenswert elegante Ergebnis:
Beispiel E1K: Anwendung des Schubfachprinzips

Wir betrachten V = {1,...,2n} mitn € N>;. Sei ' C V mit 47" > n.
Dann existiert mindestens ein Paar s # ¢ in 7' mit s | t.

Beweis: Die Menge U := {1,3,5,...,2n — 1} hat genau n Elemente.
Wir definieren die Abbildung f:V — U :x +— 2’ durch x = 2%2/, k € N.

Wegen T > U ist f|r: T — U nicht injektiv dank Schubfachprinzip E11.
Also existieren zwei verschiedene Elemente s < ¢t in T'mit f(s) = f(¢).

Fir diese gilt s = 25’ und t = 2¢s’ mit k < ¢, und somit s | ¢.
Anwendung zu Dirichlets Schubfachprinzip Eriuterung

© Das ist ein eleganter Existenzbeweis! Wir miissen nur noch suchen.
Der Beweis garantiert, dass wir ein solches Paar in T' finden werden.
AnschlieBend kdnnen wir nach effizienten Algorithmen fragen. ..

Auch dies ist im vorliegenden Beispiel erfreulich einfach.

Schon die ,reine Existenzaussage® ist hier bereits extrem hilfreich!
Die urspringliche, ganz praktische Aufgabenstellung lautet ja:
Finden Sie alle teilerfreien Mengen T C {1,...,100} mit 7" = 51.

Naiv misste man sich nun daran machen, alle méglichen Teilmengen
T C{1,...,100} durchzuprobieren, um nur die teilerfreien zu behalten.
Schon in diesem kleinen Beipsiel ist dies eine lange und muihselige
Arbeit: ,Die Guten ins Tépfchen, die Schlechten ins Krépfchen®

Das Schubfachprinzip liefert hier eine schnelle und prazise Antwort:
Es gibt keine einzige teilerfreie Menge 7' C {1,...,100} mit 7" = 51.
Damit haben wir unsere Suche schnell und vollstandig durchgefiihrt.
Es lohnt sich daher, in gute Denkwerkzeuge zu investieren.
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Jeder endliche Integritatsring ist ein Korper.

Ein Integritatsring (R, +,0, -, 1) ist ein kommutativer Ring mit 1 £ 0
ohne Nullteiler. Letzteres heifl3t: Fur alle a,b # 0in R gilt a - b # 0.
Beispiele: Jeder Korper ist ein Integritatsring, etwa Q, R, C, Z,,.

Die ganzen Zahlen Z sind ein Integritatsring, aber kein Korper.

Der Ring Zg hingegen hat Nullteiler, denn hier gilt 2 -4 3 = 0.

Die Ringe Z5 und Z- sind nullteilerfrei. .. und Korper!

Satz E1L: endliche Integritatsringe
Jeder endliche Integritatsring (R, +,0, -, 1) ist ein Kérper.

Beweis: Zu a € R ~ {0} betrachten wir die Linksmultiplikation
e c R—R:z—a-x.

Diese ist injektiv: Aus a - x = a -2’ folgt a - (x — 2') =0, also x = /.
Die Menge R ist endlich, also ist A, auch surjektiv dank Satz E1H.
Insbesondere existiert zur Gleichung a - x = 1 eine Lésung = € R.

Somit ist jedes Element a # 0 in R invertierbar.
Jeder endliche Integritatsring ist ein Korper. Eriatring

© Aus geringen Voraussetzungen erhalten wir starke Folgerungen,
allein dank der Endlichkeit der Menge R! Das ist bemerkenswert.
Es ist eine erste frappierende Anwendung des Invarianzsatzes E1H.

Far endliche Mengen und ihre Abbildungen gelten besonders starke und
natzliche GesetzmaBigkeiten: Defendit numerus. [Die Zahl gibt Schutz.]
Dies wollen und werden wir im Folgenden immer wieder nutzen.

Auch flr unendliche Mengen gelten natzliche Gesetzmafigkeiten,
wenn auch deutlich andere und manchmal schockierend paradox.
Damit werden wir uns im folgenden Kapitel genauer beschaftigen.

In diesem Kapitel geht es zunachst um endliche Mengen und die hierbei
geltenden Abzahlregeln. Vieles davon wird lhnen sofort einleuchten,
vermutlich gar trivial vorkommen. Das ist gut, schauen Sie genau hin!

Ich fiihre hier bewusst alle Details explizit aus: Es ist eine gute Ubung
in praziser Formulierung und Argumentation. Zudem bereitet es Sie
auf unendliche Mengen vor, die sich deutlich anders verhalten.
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Machtigkeit von Mengen: immer durch Abzahlen! Erléuterung
°
2 s ° 2 8 2 b °
14 11
° 30 o ?0 o 401 5.5 g ) g
a7 o 4?4 39 20 105 26 4.5
° 0 O 2 o ? ° ° °
;4 19 27 2 P ® 38 49 32
° ° ° ° 35 33 ° °
16 0 43 29 34 -~ ° o e 46
° 42 2 A 1°7 21 o °
36 ° 2 7 9 2

Das Zahlen von Dingen ist die mathematische Grunderfahrung,
sowohl psychologisch-individuell als auch historisch-gesellschaftlich.

Das Abzahlen spielt eine zentrale Rolle in nahezu jeder Anwendung der
Mathematik, vom alltaglichen Handel und Wandel zur Quantenmechanik.

Mengen sind konkret, Zahlen sind abstrakt. Daher nutzt die Didaktik
gezielt Mengen, um das Rechnen mit Zahlen zu veranschaulichen.
Viele der folgenden Ergebnisse kommen Ihnen daher bekannt vor.
Was fur Sie neu hinzukommt, ist der formal mathematische Rahmen.

Strukturiertes Abzahlen: Grundrechenarten
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Wir wollen strukturierte Mengen effizient abzahlen. Mengenoperationen

entsprechen dabei wunderbar Rechenoperationen naturlicher Zahlen:

QPPPPL PP 1X=5+4
QPP LPPPPOP X=4+45
Q9990

Q99290000 Q9900
Q99290000 Q9990
QP99 9900 = 90000
Q99290000 Q9990
Q99290000 Q9990
Y =7-5 Q0000

47 =57
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Doppeltes Abzahlen: der kleine Gauf3

14243+ ... +4+n=:5n)

25(n) =n(n+1)

Dieses genial-einfache Argument zeigt die geschlossene Formel

zn:k: n(n—l—l).
2
k=1
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Doppeltes Abzahlen: der kleine Gauf3 Erléuterung

Dahinter stecken einfache Regeln, die wir hier explizit benennen:
1 Doppeltes Abzahlen einer Menge ergibt dieselbe Elementezahl in N.
2 Daraus folgt die Invarianz: Jede Bijektion erhalt die Elementezahl.
3 Disjunkte Vereinigung von Mengen entspricht der Summe in N.
4 Kartesisches Produkt von Mengen entspricht dem Produkt in N.

Wir wenden dies wie folgt an — meist unbewusst, hier explizit:
@ Das blaue Dreieck A hat genau S(n) Elemente dank (3).
@ Wir drehen das blaue in das rote Dreieck A’ und nutzen (2).
@ Das Rechteck R ist disjunkte Vereinigung der beiden Dreiecke (3).
@ Die Elementezahl des Rechtecks ist das Produkt n(n + 1) dank (4).

Wir zahlen das Rechteck somit auf zwei Arten (1) und erhalten
R=AUA" = n(n+1)=Sn)+S(n).

Umgestellt erhalten wir die ersehnte Formel S(n) = n(n —1)/2.
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Machtigkeit disjunkter Vereinigungen

Satz E2A: Machtigkeit einer disjunkten Vereinigung
Seien X und Y endliche Mengen mit X N'Y = (). Dann gilt:

H(XUY) = (#X) + (#Y)

Explizite Konstruktion: Gegeben seien die Abzahlungen

w:{L ..., p} = X,
v:{l,...,q} =Y.

Daraus konstruieren wir die Abzahlung der disjunkten Vereinigung
(o,7) : {1,....,p+q} =ZXUY

durch o(k) = p(k) flir1 <k <pundo(k) =v(k—p)firp<k <p+gq
sowie 7(x) = p~1(x) firz € X und 7(y) = v 1(y) +pfiry e Y.
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Machtigkeit disjunkter Vereinigungen Erléuterung

Tatsachlich ist (o, 7) eine Bijektion. Die Formeln liegen explizit vor,
es genugt also nachzurechnen, dass 7 o 0 = id und o o 7 = id qilt.

Dies beweist die behauptete Gleichung zwischen den Elementzahlen.
Es gibt viele Abzahlungen, aber das Ergebnis ist eindeutig, siehe E1G.

Ist das nicht irgendwie intuitiv klar? Missen wir es explizit konstruieren?
Ja, wenn es so klar ist, dann kdnnen wir es leicht explizit konstruieren!

Ist das Ubertrieben pedantisch? Nein, die Abzahlung E1D verlangt
eine Bijektion, also sollten wir eine konkrete Bijektion vorweisen.

Dasselbe gilt insbesondere im folgenden Fall einer Teilmenge X C Z.
Natdrlich ist intuitiv klar, dass X < 4Z und §(Z \ X) = (#7) — (X)) gilt.

Aber woher bekommen wir eine geeignete Abzahlung, die das belegt?
Ganz einfach: Wir missen sie konstruieren! Es ist zum Glick leicht.




Machtigkeit von Teilmengen und Vereinigungen
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Satz E2B: Machtigkeit von Teilmengen und Vereinigungen
(0) Ist Z endlich, so auch jede Teilmenge X C Z. Genauer gilt:

XCZ — X <tZ, #(Z~X)=({2) - (X)

Explizite Konstruktion: Sei v:{1,...,n} = Z eine Abzahlung.
Zu jeder Zerlegung Z = X U'Y existiert eine Sortierung o € S,
zu einer angepassten Abzahlung py =voo:{1,...,n} = Z

mit p({1,....p}H) =X und u({p+1,...,n}) =Y.
(1) Far beliebige endliche Mengen X, Y folgt daraus:

HXUY)=4X+4Y — (X NY)

Explizite Konstruktion: Es git X UY = X UY' mitY' =Y ~ (X NY).

v

Machtigkeit von Teilmengen und Vereinigungen
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Erlauterung

Die Aussage X < tZ folgt bereits aus der Invarianz E1H dank Inklusion
t: X — Z. Auch die Sortierung von v zum angepassten p folgt aus dem
Sortierlemma E1E. Ich fUhre es zur Deutlichkeit hier unabhangig aus.

Beweis: (0) Wir kbnnen X C Z nach vorne sortieren:

Algo E2B: Sortiere X C Z nach vorne

Eingabe: Abzahlungv:{1,...,n} = Zund Zerlegung Z = X UY

Ausgabe: (u,o,p) mitpy =vooundo € S, und pu({1,...,p}) =X
1: g« 1; p+n; p+v; o<« id I pu({l,...,q—1}) C X
2: while ¢ < p do /I n({p+1,...,n}) CY
3: whileg<nAu(g) e Xdog+q+1 // erstes Element in Y
4: whilep>1Apulp)eYdop+—p—1 // letztes Element in X
5. ifg<pthen y<+ po(q,p); o+ oo(q,p) //tausche falls nétig
6: return (u, o, p) // nun liegt X vor Y

v

(1) Wirzerlegen X UY = X UY' mitY' =Y < (X NY). Dank Satz E2A

und (0) folgt (X UY) =X +8Y" = 4X + 1Y —#(X NY).
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Machtigkeit kartesischer Produkte

Beispiel: Wir wollen kartesische Produkte X x Y abzahlen.
Konkret betrachten wir X = {0,...,p—1}undY ={0,...,q — 1}.

3 0,3) (1,3 (23 3,3 (43 (53  (6,3)
— 21 — 22 — 23 — 24 — 25 — 26 — 27
2 0,2)  (1,2)  (2,2)  (3,2) (42) (52 (6,2
— 14 — 15 — 16 — 17 — 18 — 19 — 20
1 0,1) (1,1 2,) 31 (41  (5,1) (6,1
— 7 — 8 — 9 — 10 — 11 — 12 — 13
0 (0,00 (1,0 (2,0 (3,00 (400 (50  (6,0)
— 0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — 6
0 1 2 3 4 5) 6

Zeilenweises Abzahlen ergibt (f,g): X xY =2{0,...,pq — 1}

mit f(x,y) = z + yp und Umkehrung g(z) = (z rem p, z quo p).

Das ist tatsachlich eine Bijektion, denn go f =id und f o g = id.

Dies iteriert Satz E2Afir X x Y =X x {0} U---U X x {p—1}:
Wir legen die Zeilen hintereinander. (Genauso gelingt es mit Spalten.)

[11 Auf dem Computer werden Matrizen so konsekutiv gespeichert.
Unsere konkrete Indexumrechnung ist dabei Gberaus praktisch.
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Machtigkeit kartesischer Produkte

Satz E2cC: Méchtigkeit eines kartesischen Produkts
Seien X und Y endliche Mengen. Dann gilt:

H(X xY) = (#X) - (1Y)

Explizite Konstruktion: Gegeben seien

p:{0,...,p—1} 5 X,
v:{0,...,q—1} =Y.

Daraus konstruieren wir die Abzahlung des Produkts

(o,7) : {0,...,pqg — 1} =2 X xY

durch o(z) = (u(z rem p), v(z quop)) und 7(z,y) = 1 (x) + v~ 1(y)p.

Ubung: Das ist tatsachlich eine Bijektion, denn 7o o = id und o o 7 = id.
Stehen die Abbildungen erst einmal vor uns, so genigt Nachrechnen!
Ich betone nochmal: Explizite Formeln sind nicht Fluch, sondern Segen.
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Machtigkeit von Summen und Produkten

Satz E2D: Machtigkeit von Summen und Produkten
FUr (disjunkte) Mengen X1, Xo, ..., X, gilt:

X1|_|X2|_|---|_|Xn:(X1|_|X2|_|~--)|_|Xn
X1 X Xogx-xX,=(X1 xXogx--)x X,

Aus den Satzen E2B und E2c folgt damit per Induktion:

f( X1 U XU U Xy) = (#X1) + (B X2) + -+ + (8Xn).
(X1 x Xo x - x Xp) = (#X1) - (1X2) - - (#Xn)-

Ubung: (0) Warum gelten die gezeigten Gleichungen fir die Mengen?
(1) Beweisen Sie die zugehdrigen Gleichungen fur die Elementezahlen.
(2) Konstruieren Sie auch hier mdglichst explizite Abzahlungen.
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Machtigkeit von Summen und Produkten Erlauterung

Losung: (0) Die erste Gleichheit fir die disjunkte Summe ist klar:
X1|_|X2|_|---|_|Xn:(X1|_|X2|_|...)|_|Xn

Die zweite Gleichheit verdanken wir unserer Definition (Seite D138)
des n—fachen kartesischen Produkts durch Linksklammerung:

X1 x Xox--xX,=(X1 xXogx...)x X,

Andernfalls stiinde hier statt strikter Gleichheit ,=" eine geeignete
Bijektion ,=* durch Umklammerung, siehe Seite E223 flr ein Beispiel.
Dank Invarianz E1H ware jede Bijektion flr unsere Zwecke genauso gut.

(1) FOr n = 1 ist die jeweilige Aussage X; = X; und §X; = §X trivial.
Der Fall n = 2 wurde in Satz E2A und E2C konstruktiv ausgefinhrt.
Diese Konstruktion setzt sich per Induktion fur alle n € N fort.

(2) Explizite Abzahlungen erhalten wir genau nach obiger Vorlage.
FOr das Produkt nutzen wir die Zifferndarstellung in gemischter Basis.
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Machtigkeit kartesischer Potenzen

Als Spezialfall des vorigen Satzes E2D erhalten wir §(X") = (§X)".
Wir betrachten diesen Fall hier noch etwas ausfihrlicher, da Potenzen
dieser Art haufig auftreten und zudem interessante Formeln liefern.

Beispiel: Wir wollen kartesische Potenzen X™ abzahlen.
Konkret betrachten wir hierzu die Menge X = {0,...,p — 1}.
Wir nutzen die Zifferndarstellung in Basis p (Satz A2B):
(f,9) : {0,...,p—1}"={0,...,p" — 1},
f(z0, 21, zn—1) =20+ 1P+ + 2p_1p"
g(2) = (20,21, .-, Zn_1) Mit 2z = (2 quo p*) rem p.

Die Iteration von Satz E2C ergibt die Zifferndarstellung zur Basis p.
Auch hier ist es besser, bei 0 anzufangen, das vereinfacht die Formeln.
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Machtigkeit kartesischer Potenzen

Satz E2E: Machtigkeit einer kartesischen Potenz
Sei X eine endliche Menge und n € N. Dann gilt:

B(X") = (#1X)"

Explizite Konstruktion: Gegeben sei eine Abzahlung
p:{0,....p—1} = X.
Daraus konstruieren wir die Abzahlung der Potenz
(o,7) : {0,...,p" —1} =2 X"

durch o(2) = (zo,x1,...,Tn—1) Mit x; = ((z quo pk) rem p) un
(B0, 21, -y Ent) = - (w0) b @)D+ -+ @1 )P
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Machtigkeit und nattrliche Zahlen Erléuterung

Auf den ersten Blick mutet es an wie ein Wunder, dass sich die
Mengenoperationen X LI'Y und X x Y und X" so nahtlos Ubersetzen in
die Zahlenoperationen x + y und x - y und x". Dieses ,Wunder® hat
jedoch eine einfache Erklarung: Die naturlichen Zahlen wurden gerade
dafir geschaffen, um solche Phanomene arithmetisch abzubilden.

In der Entwicklung der Menschheit scheint dies recht plausibel:
Zuerst gab es die Objekte selbst, dann erst wurden sie gezahli.
Gerade Vereinigung und Produkt treten im Alltag h&aufig auf,
und die Zahlen wurden entwickelt, dies wiederzugeben.

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk.
Leopold Kronecker (1823—1891)

In Anbetracht der obigen Zahlformeln bin ich versucht zu sagen:
Die Mengen sind das Urmaterial, alles andere ist Menschenwerk.
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Machtigkeit und nattrliche Zahlen Erléuterung

Egal ob zahlenmystisches Wunder oder historisch erklarbar,
freuen wir uns an diesem harmonischen Zusammenklang!

Auf der einen Seite haben wir endliche Mengen und ihre Abbildungen,
auf der anderen Seite haben wir die vertrauten nattrlichen Zahlen.

In manchen Fallen sind die Zahlen einfacher: Wir begntgen uns dann
mit der Anzahl der Elemente und vernachlassigen die Menge selbst.

In anderen Fallen ist die dahinterliegende Menge einfacher oder
informativer, dann lohnt es sich, die reichere Struktur zu nutzen.
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Machtigkeit von Abbildungsmengen

Die Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir mit
Abb(X, V) ={f: X Y} =Y"*,

Beispiel Zahlenschloss: Wie viele Abbildungen f: X — Y gibt es
von der Startmenge X = {1,2,3,4} in die Zielmenge Y = {0,1,...,9}7

Satz E2F: Machtigkeit der Abbildungsmenge
Sind X und Y endlich, so auch die Abbildungsmenge:

# Abb(X,Y) = #(YX) = (47)#%)

Explizite Konstruktion: Jede Abzahlung x: {1,...,n} = X beschert uns
Y22y o (f(uD), ., fp(n)).

Beweis: Die Bijektion Y* =2 Y ist hier explizit angegeben.
Damit kbnnen wir direkt den vorigen Satz E2E anwenden.

E218

Machtigkeit von Abbildungsmengen Erléuterung

FUr jede naturliche Zahl n € N> haben wir die kanonische Bijektion
(777 5) . Abb({l, - ,n}’ Y) o~y

Far f:{1,...,n} — Y definieren wir n(f) := (f(1),..., f(n)).
Fary = (y1,...,yn) € Y" definieren wir (y) := f als die Abbildung
f{l,...,n} =Y :1—y,...,n— y,; diese ist dadurch wohldefiniert.

Damit gilt c oy = id und n o e = id.
Gegeben sei eine Abzahlung p: {1,...,n} = X. Dann konstruieren wir
(o,7) : Abb(X,Y) = Abb({1,...,n},Y).

Fir f: X — Y definieren wir o(f) := fopu:{1,...,n} =Y.
Firg:{1,...,n} — Y definieren wir 7(g) ;== gopu™1: X = Y.
Damit gilt 7(o(f)) = (fou)opu™t = f,also 7 oo = id.
Ebenso gilt o(7(g)) = (gop ') op =g, also o o 7 = id.

Satz E2F nutzt die Komposition dieser beiden Bijektionen.
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Erinnerung: Tupel Gber {0, 1} Erlauterung

Beispiel: Uber {0, 1} lassen sich vier 2-Tupel (Paare) bilden:
{0,1}* = { (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) }
Ebenso kdnnen wir acht 3—Tupel (Tripel) bilden:

{0,1}* = { (0,0,0), (0,0,1
(1,0,0), (1,0,1

), (0,1,0), <, 1),
), (1,1,0), (1,1,1) }

Ebenso kdnnen wir sechzehn 4—Tupel (Quadrupel) bilden:
{0,1}* = { (0,0,0,0), (0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,0,1,1),
(0,1,0,0), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (0,1,1,1),

(1,0,0,0), (1,0,0,1), (1,0,1,0), (1,0,1,1),
(1,1,0,0), (1,1,0,1), (1,1,1,0), (1,1,1,1) }

Die Binardarstellung definiert die Bijektion {0,1}" = {0,... 2771}

Erinnerung: die Potenzmenge B(X)
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Die Potenzmenge PB(X)={AC X }istdie Menge aller Teilmengen:

={0}
{1}) 10, {1} }
P{1,2}) =1{ 0, {1},{2}, {1,2} }
B({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3} }
P({1,2,3,4}) = { 0, {1}, {2}, {3}, {4},

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},4{3,4},
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}, {1,2,3,4} }
Jede Teilmenge A C {1,2, 3,4} entspricht einem Tupel f € {0,1}*:
(0707070)H{ 9 Y Y }
(0,1,1,0) < {1,2,3, '}
(1,1,1,0) < {1,2,3, '}
(1,1,1,1) & {1,2,3,4}

&) Dieses Prinzip haben wir in Satz D3D allgemein ausgefuhrt.
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Machtigkeit von Potenzmengen

Satz E2G: Machtigkeit der Potenzmenge
FUr jede endliche Menge X mit n = #X Elementen gilt:

PPX) =27

Explizite Konstruktion: Satz D3D beschert uns die Bijektion
(I,supp) : P(X) 2 Abb(X,{0,1})
A — IA
supp(f) < f

Beweis: Anschaulich ist der Satz plausibel, so wie oben illustriert,
allzumal wenn es blof3 um die vage ,gefuhlte Elementezahl® geht.

Eine formale Abzahlung gelingt mit der Bijektion aus Satz D3D, dank
Satz E2F kdnnen wir die M&chtigkeit der Abbildungsmenge ablesen.

Da wir jeweils Bijektionen explizit angeben, erhalten wir auch hier durch
Komposition eine explizite Bijektion B(X) = {0,...,2" — 1}.
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Machtigkeit von Potenzmengen

Aufgabe: Wie viele Teilmengen hat die Menge X = {0,1,...,9}?
Losung: Die Menge X hat genau 2'° = 1024 verschiedene Teilmengen.

Ubung: Konstruieren Sie, etwa im obigen Beispiel fiir n = 10,
explizit eine Abzahlung p.:{0,...,2" — 1} = PB({0,...,n — 1}).

Aufgabe: Wie viele Relationen gibt es zwischen X = {1,2,3}
und Y = {0,1,...,99}? Wie viele davon sind Funktionen?

Losung: Relation bedeutet F' C X x Y, also F € B(X x Y):
IP(X x V) = 25190 = 1024%0 ~ 10%
Funktion bedeutet zudem linkstotal und rechtseindeutig:
# Abb(X,Y) = 100® = 10°

& Relationen gibt es hier bereits astronomisch viele.
Funktionen sind etwas besonderes und deutlich rarer.




Rechenregeln fur Mengen, konkret und vertraut =

Die Rechenregeln fir Mengen sind wunderbar konkret und praktisch:

XUDP=X=0UX, XUD=X=0ULJX,
XUY=YUJX, XUY =Y ULJX,
(XUuY)uz=XU((Yu2z), (XuY)uZ=XU(lYUZ).

Das kartesische Produkt ist distributiv Gber die (disjunkte) Vereinigung:
XxYUuZ)=(XxY)Uu(X x2) ebenso fur U und N
(XUY)xZ=(Xx2Z)u(Y x Z) ebenso fur U und N

FUr kartesische Produkte haben wir folgende kanonische Bijektionen:

X x{a} =2 X 2 {a} x X, (x,a) <> x <> (a,)
X XY 2Y x X, (z,y) < (y,x)
(X XY)xZ22Xx (Y xZ), (x,y),2) < (z,(y,2))
SchlieBlich gelten die vertrauten Potenzgesetze:
723 2= 2% % 2", f e (flxs fly)
(X xY)? =2 X% xY? fs (prjof, pryof)
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Rechenregeln fur Mengen, konkret und vertraut Erléuterung

© Die ersten acht Rechenregeln sind sofort klar, explizit und konkret.

Daraus folgen (erneut) die entsprechenden Rechenregeln fir die
naturlichen Zahlen. Der Nachweis per vollstandiger Induktion ist Ianglich,
die geometrische Realisierung ist dagegen anschaulich und konkret.
Das nahrt die Einsicht: Mengen sind konkret, Zahlen sind abstrakt.

Genauso wurde es Ihnen vermutlich in der Grundschule erklart, ohne
Bijektionen und Beweise. Jetzt verstehen Sie den Zusammenhang,
Sie kénnen nun Definitionen und Argumente prazise formulieren.

So gesehen ist dies Schulmathematik vom héheren Stanndpunkt.

Die Bijektion Z(XWY) =~ zX « 7V entsteht aus f — (f|x, f|y) und
umgekehrt (g, h) — f = g U h, also ausgeschrieben wie in Satz D2E:

fall
=auns xuy 2= {0 B

Die Bijektion (X x Y)? = X% x Y7 entsteht aus f — (pr; of,pryof)
und umgekehrt (g,h) — fmit f: Z — X x Y : f(z) = (g9(x), h(x)).
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Anzahl der Abbildungen, Injektionen und Bijektionen

Satz E2H: Anzahl der Abbildungen, Injektionen und Bijektionen
Far je zwei Mengen X,Y mit X = k£ und #Y = n qilt:

t Abb(X,Y) = n”

Die Anzahl der injektiven Abbildungen ist (dank Satz E1F):

tInj(X,Y)=n-(n—1)---(n—k+1) =:nk

Im Spezialfall £ = n erhalten wir demnach

4 Abb(X,Y) = n"

sowie die Anzahl der Bijektionen:

tBij(X,Y)=n-(n—1)---3-2-1 =n"=:nl

Die symmetrische Gruppe S,, = Aut({1,...,n}) hat n! Elemente.
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Anzahl der Abbildungen, Injektionen und Bijektionen Edlauterung

Anschaulich ist das plausibel. Die formale Abzahlung gelingt mit E1F:

Beweis: Dank Sortierung zur Stufenform (E1F) haben wir die Bijektion
{1,...,n} x{2,...,n} x--- x{k,...,n} = Inj({1,...,k},{1,...,n})
mit der Zuordnung (i1, 42, ...,ix) — f = (1,41) o (2,i2) o --- o (k, i) o ¢.
Daraus erhalten wie wunderbar direkt und explizit die Anzahl!

Es ist oft lehrreich, neu definierte Objekte zu z&hlen. Dies zwingt dazu,
die Definition genau zu verstehen und klart so Missverstandnisse auf.
Defendit numerus. [Die Zahl gibt Schutz.] Juvenal (58—138 n.Chr.), Satiren

) Nochmal zur Betonung: Abzahlung E1D verlangt eine Bijektion,
also sollten wir eine moglichst konkrete Bijektion vorweisen konnen.
Die Mengen {1,...,n} sind das Urmeter, der universelle Maf3stab,
mit dem wir die Grof3e einer beliebigen endlichen Menge messen.

& Die Nummerierung erlaubt direkten Zugriff auf alle Elemente.
Sie wissen, wie viele es gibt, und sie kdnnen jedes adressieren.
So generieren Sie eine gleichverteilt zufallige Injektion / Bijektion.




lllustration zu Permutationen
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Ich schreibe Permutationen kurz und bequem in Listennotation:

Loy a7 dn ] = a1, 02, an]
Permutationen der Menge {1, 2}:
[1,2], [2,1]

Permutationen der Menge {1, 2, 3}:
1,2,3], [1,3,2], [2,1,3], [2,3,1], [3,1,2], [3,2,1]

Permutationen der Menge {1, 2, 3,4}:

J 7 J ? J Y

1,2,3,4], [1,2,4,3], [1,3,2,4], [1,3,4,2], [1,4,2,3], [1,4,3,2],
2,1,3,4], [2,1,4,3], [2,3,1,4], [2,3,4,1], [2,4,1,3], [2,4,3,1],
3,1,2,4], [3,1,4,2], [3,2,1,4], [3,2,4,1], [3,4,1,2], [3,4,2,1]
[ L 2], | L I L ]

4,1,2,3], [4,1,3,2], [4,2,1,3], [4,2,3,1], [4,3,1,2], [4,3,2,1

lllustration zur Fakultat
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Rekursionsformel: 0! =1 und (n +
Ausgeschrieben: n!=1-2-3--

D!'=n!-(n+1).
-n. Die ersten Werte sind:

ol=1 7' =5040 14! = 87178 291 200

1'=1 8! = 40320 15!'=1307674 368 000

21=2 9! = 362 880 16! = 20922 789 888 000
31=6 10! = 3628 800 17! = 355687428 096 000

4! =24 111 = 39916 800 18! = 6402 373705 728 000

5l =120 121 = 479001 600 19! = 121 645100408 832 000
6! =720 13! = 6227020800 20! = 2432902 008 176 640 000

Die Stirling—Formel bietet eine gute Naherung flr grof3e n:

nl ~ 27m(

n)n
e

Diese Naherung werden Sie in der Analysis ausfuhrlich behandeln,
sowie viele weitere nitzliche Approximationen und Grenzwerte.




Binomialkoeffizienten: Definition
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Flr z € C und k € N definieren wir den Binomialkoeffizienten

(z)  2(z—=1)--(z—k+1) _k_lz—j 2
k) k-(k—1)---1 B

Speziell flr nattrliche Zahlenn € Nund 0 < k < n gilt:

(+) == (a2 )

Aus der Definition folgt sofort:

z+1\  [(z\z+1 und z (= z—k
k+1) \kJk+1 E+1) \kJk+1

Daraus erhalten wir Pascals Rekursionsformel:

Binomialkoeffizienten: Rekursion
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Hieraus erhalten wir das Pascal-Dreieck fur Binomialkoeffizienten:

)[k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n=0 1
1 (=06
o 1 o g k+1 k k+1
3l 13 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6/ 1 6 15 20 15 6 1
71 1 7 21 3 3 21 7 1
8 1 8 28 5 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10/ 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1




Binomialkoeffizienten: Interpretation =29

Auf wie viele Arten kdnnen wir aus n Objekten genau k auswahlen?

Die Gesamtzahl der Mdglichkeiten ist

(1) = mo

Kombinatorische Herleitung: Wir kbnnen alle n Elemente auf n! Arten
anordnen. Bei jeder Anordnung wahlen wir die ersten k£ Elemente aus.
Die ersten k Elemente durfen wir dabei auf k! Arten beliebig umordnen.
Die letzten n — k Elemente dirfen wir auf (n — k)! Arten umordnen.

Die Auswahl andert sich hierdurch nicht. Dies liefert die obige Formel.

Aufgabe: Zeigen Sie diese Aussage durch Induktion Uber n.
Der folgende Beweis fuhrt dies sorgsam aus.

Binomialkoeffizienten: Interpretation =292

Satz E21: Teilmengen und Binomialkoeffizient
Wir betrachten eine Menge X und ihre k—elementigen Teilmengen:

Ist X endlich, so auch (), und es gilt:

ﬁ X\ [iX
k) \k
Beweis: Wir fUhren Induktion Gber die Anzahl n = X der Elemente.

Der Induktionsanfang n = 0 ist klar; sei also n > 1. Hier ist £ = 0 klar;
sei also auch k& > 1. Wirwéhlen z € X. Fir U = X ~\ {z} gilt dann:

() =(G)u{Av{zr[Ae (L) b= () UGl
Dank #U = n — 1 kbnnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden:

1) = (") + (2 = ()
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Der binomische Lehrsatz

Beispiele: FUr je zwei reelle Zahlen a,b € R qilt:

(a+0)° =

(a+b)l=1-a+1-0

(a+b)?*=1-a*+2-ab+1-b°
(a+0)P°=1-a>+3-a*b+3-ab’°+1-0°
(a+b)*=1-a"4+4-0a’b+6-a*b*+4-ab®>+1-0*
(a+0)°=1-a°+5-a*b+10-a’? +10-a*® +5-a'b* +1.-0°

© Der Koeffizient vor a*b"~* ist genau der Binomialkoeffizient (7).

Den ersten interessanten Fall n = 2 kennen Sie als ,erste binomische
Formel® aus der Schule. Diese nltzliche Rechenregel gilt fir alle n € N:
Das ist die Aussage des binomischen Lehrsatzes. Er gilt in jedem Ring,
sogar Halbring, solange die beiden Elemente kommutieren: ab = ba.

Ubung: Beweisen Sie diesen Satz per Induktion (iber n. Dabei wird das
Induktionsargument des vorigen Beweises auf Summen angewendet.
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Der binomische Lehrsatz

Satz E2J: der binomische Lehrsatz
Sei (R, +, ) ein Halbring und a,b € R mit ab = ba. Fir alle n € N gilt:

=35 (et = 35 (")

k=0 7=0 J

Beweis: Wir sammeln alle Terme a*b"—* des n—fachen Produkts
(a+b)(a+b)---(a+D).

Der Koeffizient vor dem Term o*b"~* ist die Anzahl (7).
© Speziell fiir a = b = 1 in N erhalten wir:
n __ - n
2" — kz_o (k) entsprechend B({1 |_| B ({ n})

Speziell fir (a,b) = (p, 1 — p) in R>( erhalten wir dle B|nom|alvertellung

Blnp)(k) = (o= mit Y Bk -
k=0
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NUtzliche Gleichungen fir Binomialkoeffizienten Erléuterung

Der binomische Lehrsatz E2J liefert uns algebraisch die Gleichung
= > 1o () fur alle n € N. Diese kénnen wir konkret fiir Mengen

realisieren und ablesen: B({1,....n}) = | li_o Br({1,...,n}).

Aufgabe: (0) Erklaren Sie die Symmetrie () = (,",)
der Binomialkoeffizienten durch eine geeignete Bijektion.

(1) Zeigen Sie die folgende Vandermonde—-Identitat,
indem Sie sie durch geeignete Mengen konkret darstellen:

Zg (m>( n )_(m—i—n) Z” (n)2_(2n)
k)\l—k) 14 ’ k] \n
k=0 k=0
Losung: (0) Sei X eine n—elementige Menge. Das Komplement

C:P(X) = P(X): A+— X \ A bildet k—elementige Teilmengen auf
(n — k)—elementige Teilmengen ab. Dank C o C = id erhalten wir:

112

w0 ()+(,%)

NUtzliche Gleichungen fir Binomialkoeffizienten Erléuterung

(1) Wir betrachten X = {1,....m}undY ={m+1,...,m + n}.
FUr die /—elementigen Teilmengen von Z = X U Y gilt dann:

(7)-0fave|ae(D)re () =L ()< ()
oy

Die Bijektion ,2 schickt C € (7) auf (CNX,CNY) € (}) x
und umgekehrt (4, B) € () x (,,) zurick auf AU B € (%).

(2) Die zweite Gleichung folgt als Spezialfall fir n = m = /.
Hierbei nutzen wir (") = (}), siehe (0).

© In manchen Féllen sind Zahlen einfacher: Wir begniigen uns dann
mit der Anzahl der Elemente und vernachlassigen die Menge selbst.
In anderen Fallen ist die dahinterliegende Menge einfacher oder
informativer, dann lohnt es sich, die reichere Struktur zu nutzen.
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Auf wie viele Arten kbnnen wir n Objekte in £ Mengen zu k4, ..., ky
Elementen aufteilen? Hierbei sei kq,...,k, > 0und k1 + --- + ky = n.

kvl B ]52 B ks

Die Gesamtzahl der Mdglichkeiten ist

n o n!
ki koy... ko) kil kol-- kgl

Kombinatorische Herleitung: Wir konnen alle n Elemente auf n! Arten
anordnen. Die ersten k; bilden die erste Menge, die nachsten k- bilden
die zweite Menge, usw. Innerhalb der iten Menge kdnnen wir jeweils auf
k;! Arten beliebig umordnen. Dies liefert die obige Formel.
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Anwendungsbeispiele

Aufgabe: Wie viele Kartenverteilungen gibt es beim Skat?
Losung: Von 32 Karten bekommt jeder der drei Spieler 10 Karten:

32 32!
— ~ 2.75-10%
(10, 10, 10, 2) 10! 10! 10! 2!

Aufgabe: Auf wie viele Weisen lassen sich 12 (verschiedenfarbige)
Bonbons gerecht unter zwei / drei / vier / zwOlIf Kindern aufteilen?

Losung: Die Anzahl der moglichen Aufteilungen berechnen wir zu:

12 12!
== =924
6,6) 616!
12 12!
pr— pr— 4
4,4,4) 4141 4] 34650
12 12!
= = — 369600
3,3,3, 3) 313131 3!
12
) — 12! = 479001600

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1
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Anwendungsbeispiele: Laplace—Experimente Erlauterung

Aufgabe: Wie wahrscheinlich ist es, bei 10 Minzwdirfen
genau 7 mal Kopf und 3 mal Zahl zu erhalten?

Q = {0,1}', Q| = 21" — 1024
' ' 1
A Ergebnisse w € ) mit | A = 0 _ 190
wi+ - Fwip =3 7,3
P(A) =|Al/|Q] =0.117

Aufgabe: Wie wahrscheinlich ist es, bei 10maligem Wirfeln, die
Augenzahlen 1,2, 3,4, 5,6 mit Haufigkeit 1,2, 3, 3,0, 1 zu erhalten?

Q={1,2,3,4,5,6}° Q| = 6" —= 60466 176
_ [Ergebnisse w € 2 mit B 10 B
A= {diesen Haufigkeiten }’ 4] = (1,2,3,3,0, 1) = 50400
P(A) = |A]/|Q] ~ 0.00083
Anwendungsbeispiele: Lotto und zufallige Stichprobe e

Aufgabe: Mit welcher Wkt haben Sie & Richtige beim Lotto ,6 aus 49“?

Losung: Von N = 49 Zahlen sind K = 6 Treffer. Ein Tipp wahlt n = 6
der 49 Zahlen aus. Die Wkt flr genau k Treffer ist demnach:

sy =k = () (02 0) /()

1§ ° ° =

~ 01} .
L o001} ’
S 3l §
e !
g0
2 107°| *
N —6: .
g 107 | E
1077} s |

0 1 2 3 4 5 6

Richtige beim Lotto
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Zerlegungen aka Partitionen

Eine Zerlegung von X ist ein Mengensystem @ C B(X)* mit X =| | Q.
Beispiele: Die Menge {1} erlaubt nur eine Zerlegung, namlich {{1}}.
Die Menge {1, 2} erlaubt zwei Zerlegungen: {{1,2}} und {{1},{2}}.
Die Menge {1, 2, 3} erlaubt die folgenden flinf Zerlegungen:

{{1.2.3}}, {{11.{2,33} {{1.25, {33}, {{L. 3} {23}, {{1}. {2}, {38}}.

Die Menge {1,2, 3,4} erlaubt die folgenden flinfzehn Zerlegungen:

{{1,2,3,4}},

{1,2},{3,4}}, {{1.3h,{2,4}}, {{1.4},{2,3}},
{{1}’{2’374}}7 {{2}7{17374}}7 {{3}7{17274}}7 {{4}7{1?273}}7

{1,2}, {3}, {4}}, {{1.3}, {2}, {4}}, {{1.4},{2},{3}},
{{2,35, {1}, {4}}, {{2,4}, {1}, {3}}, {{3,4}, {1}, {2}},

{1} {2}, {3} {4} }
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Zerlegungen: rekursiv aufbauen Erléuterung

Far Zerlegungen gibt es ein raffiniert rekursives Konstruktionsverfahren!
Jede k—Zerlegung von {1,...,n} erhalten wir auf eine von zwei Arten:
@ Wir nehmen eine (k — 1)-Zerlegung P von {1,...,n — 1} und fligen
ihr die neue Klasse {n} hinzu: So erhalten wir Q = P U {{n}}.

@ Wir nehmen eine k—Zerlegung P von {1,...,n — 1} und figen einer
Klasse C' € P das Element n hinzu: Q = (P ~ {C}) U{C U {n}}.

Ubung: Fiihren Sie dies fiir die 3-Zerlegungen von {1, ...,4} aus,
zur lllustration ebenso fur alle weiteren Zerlegungen von {1,...,4}.

Wenn Sie Freude an dieser Rekursion haben, dann kénnen Sie
so systematisch alle Zerlegungen von {1, ..., 5} konstruieren.
Zur Kontrolle haben Sie die folgende Tabelle der Stirling—Zahlen.

Wenn Sie Freude an der Programmierung haben, dann kdnnen Sie
diese Rekursion auch direkt in ein Computerprogramm umsetzen.
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Zerlegungen: rekursiv aufbauen

Satz E2K: Zerlegungen und Stirling—Zahlen
Wir betrachten eine Menge X und ihre k—elementigen Zerlegungen:

X clow o
{k}::{QCfp(X) X_|_|QZerIegungm|tij_lc}
Ist X endlich mit X = n, so definieren wir die Stirling—Zahl

HEE

Fiurn > 1gilt {7} = {} = 1 sowie {{} = {}} = 0fir alle k > n.
Die weiteren Werte erhalten wir dank folgender Rekursionsformel:

n| |n—1 s n—1
ko k-1 k
Beweis: Fir §X = n > 1 wahlen wir z € X und setzen U = X \ {z}:

1 ={ee{l|tnreQfu{ee{f} |t e} ={ Y ur(]}
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Zerlegungen: rekursiv aufbauen Erléuterung

Die abkirzende Schreibweise dieser Bijektion bedarf der Erlauterung.

Die Bezeichnung k{g} ist leider etwas verwickelt: Wir nehmen eine
k—Zerlegung P von U, fugen einer Klasse C € P das Element z hinzu
und erhalten Q = (P ~ {C}) U{C U {z}}. Hierbei haben wir k£ mdgliche
Wahlen von C'. Die hierzu benétigten Daten sind daher:

{2} - {nofeereft)

Wir betrachten also Zerlegungen P mit einer markierten Klasse C € P.
Jede k—Zerlegung P erlaubt &£ Markierungen C' € P. Hierzu gehdrt die
Abbildung k{%} — {Y1:(P,C) ~ P. Uber jeder Zerlegung P liegen die
k moglichen Wahlen (P, C') als Elemente der Faser. Wir erhalten somit

(=0 el

wie gewlinscht mit der Elementezahl #k{{} =k - #{"'}.
Ubung: Schreiben Sie diese Bijektion nun explizit aus.
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Zerlegungszahlen nach Stirling

Hieraus erhalten wir das Stirling—Dreieck flir Zerlegungszahlen:

{74 k=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ER AR AL,
k k—1 k
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5! 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 1255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1
Diese Werte heil3en Stirling—Zahlen zweiter Art. Es gibt daneben
auch die Stirling—Zahlen erster Art, die wir hier nicht betrachten.
Zerlegungszahlen nach Stirling Eriuterung

© Die ersten vier Zeilen entsprechen den Anzahlen der Zerlegungen,
die wir eingangs auf Seite E241 explizit ausgeschrieben haben.

Wenn Sie nun alle Zerlegungen von {1,2,3, 4,5} auflisten méchten,
dann kdnnen Sie zumindest deren Anzahl mit der Tabelle prifen.

© Die erste Spalte {7} = 1 und die Diagonale {"'} = 1 sind klar:

Flr jede n—elementige Menge X = {z1,...,z,} haben wir genau eine
1-Zerlegung, namlich {{z1,...,z,}}, und genau eine n—Zerlegung,
namlich {{z1},...,{x,}}. Das ist bei der Rekursion hilfreich.

© Die erste Nebendiagonale { " } = (}) ist leicht zu verstehen:
Wir zerlegen X inn — 1 Klassen, gemaBi {{z,xz2},{z3},...,{zn}}
Das bedeutet, genau zwei Elemente liegen in einer gemeinsamen
Klasse, alle anderen Elemente sind jeweils allein in ihrer Klasse.

© In der zweiten Spalte gilt {}} = (2" — 2)/2 =2""! — 1: Jede
Zerlegung {4, B} entspricht A € B(X) ~ {0, X} und B =X \ A.
Die weiteren Zerlegungszahlen sind nicht so einfach zu erklaren.
Zum Glick haben wir die obige Rekursion, damit gelingt es!
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Zerlegungszahlen nach Stirling Erléuterung

© Fur die Binomialkoeffizienten haben wir eine geschlossene Formel:

(1) = m

Daraus haben wir Pascals Rekursionsformel abgeleitet und Pascals
Dreieck erhalten. Sie nltzt epenso in zahlreichen weiteren Rechnungen
und wird lhnen auch in den Ubungen immer wieder begegnen.

Fir die Stirling—Zahlen {7} hingegen haben wir keine ebenso schéne,
geschlossene Formel, sondern nur die Rekursionsformel aus Satz E2K.
Das gendgt immerhin far unsere ersten Rechnungen und Beispiele.
Die kleinen Werte haben wir im Stirling—Dreieck tabelliert.

Binomialkoeffizienten und Stirling—Zahlen und weitere kombinatorische
Koeffizienten kommen in vielen, sehr unterschiedlichen Kontexten vor.
Daher gibt es eine ausgedehnte Literatur zu nutzlichen Formeln,
Identitaten und Naherungen. Das ist beruhigend zu wissen.
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Zerlegungszahlen nach Stirling Edlauterung

& Die Rekursion gilt nicht nur fir die Anzahlen, auch fiir die Mengen!

Sie kdnnen so alle Zerlegungen explizit generieren. Solche konkreten
Konstruktionen sind eine wunderbare Programmiertbung. Mehr dazu
finden Sie im monumentalen Werk von Donald E. Knuth: The Art of
Computer Programming, vol. 4A, §7.2.1.5 Generating all set partitions.

Wenn Sie sich ernsthaft fir die Programmierung und langfristig auch
far effiziente Algorithmen interessieren, dann sollten Sie unbedingt
diese Bibel der Programmierkunst konsultieren. Keine leichte Kost,
sondern ein nie versiegender Quell nahrhafter Erkenntnis.

Fun fact: Fur seine TAOCP-BUcher erschuf Knuth das Textsatzsystem
TeX, mit dem heute alle Welt (natur)wissenschaftliche Texte schreibt,
und mit dem auch dieses Dokument fiir Sie erstellt wurde.




Injektionen und Surjektionen: Zusammenfassung =

Als kleines Beispiel zur lllustration betrachten wir eine 3—elementige
Menge X = {a,b,c} und eine 5—elementige Menge Y = {1,2,3,4,5}.

) R

Y Y
)
X f 5) 5 g X
: ) \ c
— 4 4 g
b 3 371 b
—
- 2 2 >
eine Iniektion 1 1 .
\— vonvielen — | eine Surjektion
von vielen

—— ———

Aufgabe:

(1) Wie viele Injektionen f:{a,b,c} — {1,2,3,4,5} gibt es?
(2) Wie viele Surjektionen ¢:{1,2,3,4,5} —» {a,b, c} gibt es?
Losung:

(1) Es gibt genau (3) -3!=10-6 =60 Injektionen.

(2) Es gibt genau {3} -3!=25-6 = 150 Surjektionen.

Injektionen und Surjektionen: Zusammenfassung 0

& Das ist eine erste Anwendung der kanonischen Faktorisierung.
Die Aufteilung in kleinere, leichtere Teilprobleme ist allgemein nttzlich.

Satz E2L: Anzahl der Injektionen und der Surjektionen
Far alle endlichen Mengen X, Y mit X = k und §Y = n gilt:

ﬁImKX}Y)::ﬁ{f:XTL>Y’}::(Z)-k!
ﬁ&MKX):HfJZ%X}:{Z}M
Im Spezialfall £k = n erhalten wir erneut £ Bij(X,Y) = §Bij(Y, X) = k!.

Beweis: (1) Wir haben (7) Wahlen der Bildmenge B < (}.).
Zu gegebenem B haben wir dann k! Zuordnungen X = B.

(2) Wir haben {7} Wahlen der Zerlegung Q € {} } in Fasern.
Zu gegebenem () haben wir dann k! Zuordnungen @ = X.
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Injektionen und Surjektionen: Zusammenfassung Erlauterung

Ich flhre hier die zweite Konstruktion (2) noch etwas genauer aus.
Die nachfolgende Aufgabe zeigt ein einfaches, konkretes Beispiel.

Jede surjektive Abbildung f:Y —» X definiert eine Zerlegung in Fasern:

Q={f"{zh Y |zeX}CPY), UQ=Y
Hat X genau k Elemente, so erhalten wir eine Zerlegung mit Q) = k.

Umgekehrt kbnnen wir aus einer Zerlegung Q@ in k = @ Klassen eine
Surjektion f:Y — X konstruieren, indem wir jede Klasse C' € @ auf ein
Element x € X abbilden. Hierzu gibt es genau k! Mdoglichkeiten.

Warum? Damit f: Y — X surjektiv wird, muss auch die Zuordnung
f':@Q — X surjektiv sein. Wegen #Q = X = k ist f’ somit auch injektiv,
also insgesamt bijektiv, kurz /’: Q = X (siehe Satz E1H).

© Unsere Werkzeuge ermdglichen das strukturierte Abzahlen!
Ohne die abstrakte Methode sind die konkreten Zahlenbeispiele kaum
zu l6sen; mit dem passenden Satz an Werkzeugen ist es jedoch leicht.
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Anwendungsbeispiel zu Surjektionen

Aufgabe: Als konkretes Beispiel sei Y = {1,2,3,4} und X = {a, b}.

(1) Nennen Sie alle Zerlegungen @ von Y in zwei Klassen.

(2) Nennen Sie alle Surjektionen Y —» X.

Bestimmen Sie zuerst (a) die Anzahlen und dann (b) die Objekte selbst.
Lésung: (1a) Dank Stirling—Dreieck finden wir die Anzahl {3} = 7.

(1b) Die sieben Zerlegungen der Menge Y in zwei Klassen sind:

{1,2},{3,4}}, {{1.3h,{2,4}}, {{1.4},{2,3}},
{11,{2,3,4}}, {{21.{1,3,4}}, {{3},{1.2,4}}, {{4}.{1,2,3}},

(2a) Wir erhalten 2!{J} = 2.7 = 14 Surjektionen Y —» X.

(2b) Zu jeder Zerlegung @ = { A, B} der Startmenge Y gehdren
genau zwei Surjektionen f,¢:Y —» X auf die Zielmenge X:

® eine erste mit f~!1({a}) = Aund f~1({b}) = B,
@ eine zweite mit g~!({a}) = B und g~ 1({b}) = A.
&) Damit kdnnen wir alle vierzehn Surjektionen explizit ausschreiben.
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Anwendungsbeispiel: Schokokekse Erganzung

Aufgabe: (Aus dem Mathekalender 2012) Sie backen k£ = 100 Kekse.
Sie geben n Chocolate Chips zum Teig, verteilen diese grindlich zufallig
und teilen dann den Teig in 100 Kekse. Wieviele Chips brauchen Sie,
damit mit 90% Sicherheit jeder Keks mindestens einen Chip enthalt?

Losung: Die Wkt, dass kein Chip im iten Keks landet, ist (99/100)".
Das Gegenereignis A; = {In Keks i ist mindestens ein Chip.} hat
demnach die komplementare Wahrscheinlichkeit P(A4;) = 1 — 0.99".

(1) Naherung: Zur Vereinfachung rechnen wir zunachst, als waren die
Ereignisse A; unabhangig. (Das ist genau genommen nicht richtig,
erweist sich anschlie3end aber als erstaunlich gute Naherung.)

Die gewlinschte Bedingung vereinfacht sich dann zu:
f(n) :=(1-0.99")1% > 09
Wir erhalten somit (mit Hilfe eines Taschenrechners):

In(1 — 0.91/100)
> ~ 682.17
" T 0.99
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Anwendungsbeispiel: Schokokekse Erganzung

(2) Exakt gibt es k™ = 100™ Verteilungen der n Chips auf £ = 100 Kekse.
Darunter sind genau k!{} } mit mindestens einem Chip in jedem Keks.

Anders gesagt: Es gibt £ Abbildungen f:{1,...,n} — {1,...,k},
davon sind genau £!{’} surjektiv. Ein Hoch auf Satz E2L!

Die gewlnschte Bedingung ist demnach:

k! (n !
= — > 0.9
g(n) k”{k} >

Ausrechnen fur n = 100, 101, 102, ... mit Hilfe eines Computers liefert:
g(682) = 0.899499. . ., g(683) = 0.900455 . ..

& Sie brauchen also tatsachlich 683 Chocolate Chips! Das rechtfertigt
nachtraglich die naive Naherung in der vereinfachten Rechnung (1).

Das erklart noch nicht, warum diese Naherung so gut funktioniert, oder
in welchen anderen Situationen Sie diesen Trick anwenden kdnnen.
Hierzu ist zudem eine allgemeine Fehlerabschatzung notwendig.
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Abbildungen mit vorgegebenem Rang Erganzung

Aufgabe: (1) Wie viele Abbildungen f:{1,2,3,4,5} — {1,2,3}
treffen genau zwei Bildpunkte, erflllen also fim(f) = 27

(2) Was qilt allgemein? Bestimmen Sie die Anzahl der Abbildungen

f:X={1,...,k} =Y ={1,...,n} vom Rang r = fim(f).

Losung: (2) Seien X, Y endliche Mengen mit X = k£ und Y = n sowie
Abb(X,Y), :={f: X =Y | fim(f) =r }
~{(@Q.,},B)|Qe {7}, Be(}), [:Q > B}.

Jede Abbildung f: X — Y mit fim(f) = r ist eindeutig bestimmt durch
inre Zerlegung Q € {**} in Fasern und ihre Bildmenge B < (*) sowie
die induzierte Bijektion f:(Q = B zwischen beiden. Wir haben also:

# Abb(X,Y), = ZQE{X}ZBE( )jjBlj Q,B)={"-(")r

(1) Fur (k,n,7) = (5,3,2) finden wir {3} =15und () =3 und 2! =2,
also insgesamt § Abb({1,2,3,4,5},{1,2,3})2 =15-3-2 = 90.
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Abbildungen mit vorgegebenem Rang Ergénzung

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden schénen Satz:

Satz E2M: Anzahl der Abbildungen mit vorgegebenem Rang
Seien X, Y endliche Mengen mit X = k£ und #Y = n Elementen sowie
Abb(X,Y ), :={ f: X =Y | fim(f) =7 }.

Fir jeden Rang » € N haben wir:

4 Abb(X,Y), = {f} - (Z) 7l

Im Spezialfall » = k erhalten wir § Inj(X,Y) = (7) - 7.
Im Spezialfall » = n erhalten wir § Sur(X,Y) = {¥} . rl.
Im Spezialfall r = k = n erhalten wir § Bij(X,Y) = rl.

Beweis: Wir strukturieren die Menge Abb(X,Y"), wie in der vorigen
Aufgabe ausgefihrt und gewinnen daraus die ersehnte Abzahlung.

© Diese allgemeine Technik perfektionieren wir durch die kanonische
Faktorisierung E3I in Quotient-Bijektion-Inklusion X — Q = B — Y.
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Zerlegung und Quotient

Beispiel: Sei X ={1,2,3,4,5,6,7} und Q = {{1,4},{2,3,6,7},{5}}.

Definition E3A: Zerlegung und Quotient

Sei X eine Menge. Eine Zerlegung @ von X ist ein Mengensystem
Q CP(X)* mit X =| | Q. Explizit ausgeschrieben bedeutet das:

UR=X AN VABeQ:A=BV ANB=1

Jedes Element C € @ nennen wir eine Klasse von @, oft auch
Aquivalenzklasse, je nach Kontext auch Bahn oder Orbit.

Jedes Element x € X liegt demnach in genau einer Klasse C' € Q.
Jedem Element x € X ordnen wir seine Klasse C' € @) zu:

qg: X—>»Q:xz—C mit xeCeqQ
Ubliche Schreibweisen sind ¢(z) = clg(z) = [z]g = [z] =Z = .. ..

Die Zerlegung @ nennen wir auch eine Quotientenmenge von X
und ¢: X — @ die zugehdrige Quotientenabbildung, kurz Quotient.

v
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Zerlegung und Quotient Erlauterung

Jedes Element C' € @ nennen wir eine Klasse von @), je nach Kontext
auch Aquivalenzklasse, speziell bei Gruppenoperation auch Bahn
oder Orbit; das sind alles schéne Namen far immer dieselbe ldee:
eine Zerlegung von X in nicht-leere disjunkte Teilmengen.

Jedes Element x € X liegt demnach in genau einer Klasse C' € Q.
Dies definiert die Zuordnung ¢: X —» Q:x— C mitxz € C € Q.

Die Faser Gber dem Punkt C ist die Menge C, denn ¢~ 1({C}) = C.
Man nennt die Abbildung ¢ daher auch die kanonische Surjektion.

Die Quotientenmenge @ und die Quotientenabbildung ¢: X — @ nennt
man beide auch kurz Quotient, wenn dabei klar wird, was gemeint ist.

Diese ach so ,abstrakte” Konstruktion ist im Grunde konkret und explizit,
einfach und elegant. Sie hat zahllose Anwendungen und Auswirkungen.

Daher ist es flr Sie ganz sicher hilfreich, sich friihzeitig und grindlich
damit vertraut zu machen. Ergreifen Sie also diese gute Gelegenheit.
Mit etwas Gewdhnung verliert auch dieser neue Begriff schnell seinen
Schrecken und wird auch flr Sie zu einem vielseitigen Werkzeug.
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Reprasentanten: die Qual der Wahl

Beispiel: Sei X ={1,2,3,4,5,6,7} und Q = {{1,4},{2,3,6,7},{5}}.
Zu @ ist R = {4, 3,5} ein Reprasentantensystem, ebenso {1,2,5}, ...

Definition E3B: Reprasentantensystem
Eine Teilmenge R C X heif3t Reprasentantensystem zu @, falls gilt:

VO e@ dxeR:xeC’

Somit wahlt R aus jeder Klasse C € @Q genau einen Reprasentanten.
Die Einschrankung ¢|r: R — Q : z — [z] ist bijektiv. Die Umkehrung

r=qz' : Q=X :Cw—r(C)eC

ordnet jeder Klasse C € @ ein Element »(C) € C als Reprasentant zu.

Beispiel: Die Surjektion f:R — R>q:z — y = 22 zerlegt R in Fasern:

R=ep., / ({4})

Zur Klasse C' = {—z, x} wahlen wir den nicht-negativen Reprasentanten
|z| € C; diese Wahlen definieren die Wurzelfunktion /" :R>g — R.
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Reprasentanten: die Qual der Wahl Erlauterung

Beispiel: Die Menge M = | [{A;,..., A} der SchulerInnen teilt sich in
Klassen auf und R = {ay, ..., a,} enthdlt die Klassensprecherlnnen.
Die Abbildung r: A; — a; weist jeder Klasse ihren Reprasentanten zu.
Die Wahl ist willkdrlich; aus mathematischer Sicht sind alle gleich gut.

Beispiel: In (N, <) hat jede nicht-leere Teilmenge A C N ein kleinstes
Element; wir kdbnnen daher a = min A als Reprasentanten wahlen.
Das ist zwar ebenso willktrlich, aber immerhin kanonisch, einheitlich.
Oft sind wir froh, wenn uns die Qual der Wahl abgenommen wird.

&) Meist ist die Wahl eines Reprasentantensystems ein Akt der Willkir.
Zur Frage der Existenz siehe das Auswahlaxiom auf Seite D123.

© In giinstigen Fallen kommen wir ohne willkiirliche Wahlen aus.
Man spricht dann auch von einer ,natdrlichen® Konstruktion.

Meist liegt das daran, dass es nur eine Wahimaoglichkeit gibt, oder unter
den vielen nur eine im Kontext ,verninftige“ und ,richtige Wahl,
zum Beispiel die kanonische, natlrliche Bijektion in Satz D3D
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Die Klassengleichung: doppeltes Abzahlen

Beispiel: Fir X = {1,2,3,4,5,6,7} und Q = {{1,4},{2,3,6,7},{5}} ist
die Elementezahl §X = 7 gleich > .o $C =2 +4+ 1 gemaB Q.

Lemma E3C: die Klassengleichung
Sei () eine Zerlegung von X. Ist X endlich, so auch @ und

Qn={CeQ|4C=n} firjedesneN.
Damit gilt Q = | |,,.y @»- Daraus folgt die Klassengleichung:
tiX — ZCeQ ﬁC - ZneN n- ﬁQn:

also X =1-4Q1 +2-4Q2+ - -+ N - #Qn, falls 1C < N fur alle C € Q.
Spezialfall: Haben alle Klassen C' € @ dieselbe GroB3e ¢ = 4C, so gilt

1X =c-4Q, also #Q = (1X)/c.

Der Tourist fragt den Schafer: ,Wie zahlen Sie so schnell Inre Schafe ?*
— ,Das ist ganz einfach: Ich zahle die Beine und teile durch vier.”
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Die Klassengleichung: doppeltes Abzahlen Erlauterung

Wir haben Q = | |,,cy @n- Doppeltes Abzéhlen ergibt demnach:

X =D 00=2, ) 10=3 ) n=) n-iQ

Haben alle Klassen C € @ dieselbe GréBe ¢ = #C, so gilt

1X =c-4Q, also §Q = (1X)/c.

Die rechte Gleichung motiviert fir Q den Namen Quotientenmenge

von X. Manche schauen lieber auf die linke Gleichung und nennen Q@
dann konsequenterweise eine Faktormenge von X. Das ist dieselbe
Sache, von zwei verschiedenen Seiten betrachten.

Beispiel: Die Menge X der Schiler einer Schule kdnnen Sie alle
einzeln abzahlen, oder erst klassenweise zahlen und dann addieren.
Das wird besonders einfach, wenn alle Klassen dieselbe Grof3e haben!

Beispiel: Einen Haufen Minzgeld kbnnen Sie unsortiert zahlen, oder
zuerst die 1-Cent-Minzen zusammenfassen, dann die 2-Cent-Minzen,
die 5-Cent-Mlnzen, usw. Genau dasselbe tut die Klassengleichung
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Erstes Beispiel zur Klassengleichung

Kontakt-Los-Generator: Auf wie viele Arten kdnnen wir n Studierende
aufteilen in genau ¢ Gruppen mit fester Gré3e k1, ..., ky?

ﬁXA:n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|5 |7 |1|4|11]12|6]|3]|9]10]8] 2]

1X1 =k 1Xs = ko 1X5 = ks
Wir fixieren X ={1,...,n} = X; U--- U X, mit X; = k; und nutzen
f:S =PX):0o— (0(X1),...,0(Xp)).

Jede Permutation o € S,, definiert eine Aufteilung f (o), wie gewlnscht.
Alle Elemente ihrer Faser [o0] = f~1({f(0)}) liefern genau dasselbe.
Esqilt[id| ={o1---0¢|0; €Sx, } =Sx, Xx--- xSy, und o:[id] = [o].
Jede solche Klasse [¢] hat die Machtigkeit ¢ = o] = k! ka! - - - Kyl

Wie viele Klassen gibt es? Klassengleichung £S,, = n! = ¢ - 4Q.

& Demnach gibt es #Q = n!/ki! ko! - - - k! Klassen (E237).

Zweites Beispiel zur Klassengleichung =908

Beispiel: Sei M eine Menge, X = M?undo: X — X :(z,y) — (y, 7).

) ") o Q )

(1,3)  (2,3) (3,3) (1,3)  (2,3) (3,3)
o * ] o o () o
(1,2)  (2,2)  (3,2) (1,2)  (2,2) (3,2

") ) (* ) ) o

(1,1) (2,1) (3,1) (1,1) (2,1) (3,1)
Dies definiert die grobe Zerlegung X = fix(o) LI supp(o) und die feinere
Bahnenzerlegung Q = { {(z,v), (v, 2)} | (z,y) € M? } bezlglich o.
Es qgilt 0 o 0 = idx, daher hat jede Bahn die Lange entweder 1 oder 2:
fix(o) =@ mit Q1= {{(z,2)} |zeM},

supp(o) = [ Q2 mit Q2 ={{(z,y),(y,2)} [z #yin M }.

Aus der Bahnengleichung folgt:
X =fix(o) Usupp(o) = #X ={ffix(o)+2-4Q2
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Involutionen und Paritat

Satz E3D: Involutionen und Paritat

Wir nennen o : X — X eine Involution auf X, wenn o o o = idx gilt.
Somit ist 0 € Sx eine Permutation, und jeder Zykel hat Lange 1 oder 2.
Zum Beispiel ist id x eine Involution, und jeder Punkt ist ein Fixpunkt.

Wir haben X = fix(o) U supp(o). Ist X zudem endlich, so gilt

tX = tfix(o) + 2t

und ¢ € N ist die Anzahl der 2—Zykel. Demnach sind aquivalent:
1 Mindestens eine Involution o : X — X hat ungerade Fixpunktzahl.
2 Die Menge X hat ungerade Elementezahl, kurz §X € 2N + 1.
3 Jede Involution o: X — X hat ungerade Fixpunkizahl.

Beispiel: Die Spiegelung o : M? — M?:(x,y) — (y, ) ist involutiv mit

fix(0) = Ay = { (z,2) | 2 € M } und supp(0) = { (z,9) |z £ y }.
Also ist #M? ungerade genau dann, wenn #M ungerade ist.
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Involutionen und Paritat Erlauterung

Dieser Abzahltrick ist sehr einfach, geradezu banal, doch wirkungsvoll!
Abzahlen ist gut, doppeltes Abzéhlen a la Klassengleichung ist besser.

Wir betrachten in Satz E3D nicht die genaue Elementezahl 45,
sondern nur die Paritat: 4.5 ist entweder gerade oder ungerade.

Aus der Bahnengleichung X = #fix(c) + 2t mit ¢ € N lesen wir die
Implikationen (1) = (2) = (3) ab. Fur ,(3) = (1)“ nutzen wir o = idx.

&) Der Satz gilt genauso fiir jede Primzahl p € Nsoundo: X — X
mit o = idx. Jede Bahn hat dann entweder Lange 1 oder Lange p.
Aus der Bahnengleichung erhalten wir dann §X = §fix(o) + pt.

Ich diskutiere hier zunachst nur den einfachsten Fall p = 2.

Ausblick: Existenzsatze fur Fixpunkte sind ein wichtiges Werkzeug
der Mathematik. Hierzu ist Satz E3D eine erste schéne lllustration.

In der Analysis lernen Sie Banachs Fixpunkisatz kennen und nutzen.
Die Topologie erklart Innen Brouwers Fixpunktsatz, die Algebraische
Topologie noch allgemeiner den Lefschetzschen Fixpunktsatz; dieser
hat eine frappierende Ahnlichkeit zum Involutionssatz E3D.
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Welche Zahlen sind Summe von zwei Quadraten?

Erste experimentelle Daten:

0=0%+0? 1 =124 0? 2=12+12 3=
4=2%40? 5=22+12 6= 7=
8 =22 4 22 9 =32 +0? 10 = 3% + 17 11 =&
2= 13 =324+ 2° 14 =& 15 =%
16 = 42 + 0° 17 =42 + 12 18 = 32 4 32 19 =&
20 = 42 + 22 21 =@ 22 =@ 23=0
24 = (2 25 = 32 + 42 26 = 12 + 5° 27T =
28 = (&) 29 = 22 4 52 30 =X 31 =3

Ubung: Keine natiirliche Zahl 4k + 3 ist Summe von zwei Quadraten.
InZy qilt { a®> |a € Zy } = {0,1} und {0,1} + {0,1} = {0,1,2} % 3.

Satz E3E: Fermats Zwei-Quadrate-Satz
Jede Primzahl p der Form p = 4k + 1 ist Summe von zwei Quadraten.
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Erlauterung

Welche Zahlen sind Summe von zwei Quadraten?

In dieser kleinen Tabelle springt sofort eine Beobachtung ins Auge:
In der rechten Spalte treten, soweit wir sehen, keine Treffer auf.
Wenn Sie méchten, kdnnen Sie dies nun allgemein beweisen.
Hierzu betrachten Sie Quadrate in Z, ... Probieren Sie’s!

Eine weitere Regelmafigkeit dieser Tabelle ist etwas versteckt:

In der zweiten Spalte treten augenscheinlich sehr viele Treffer auf.
Nicht jede Zahl 4k + 1 ist Summe zweier Quadrate, doch viele sind’s.
Fermats berihmter Zwei-Quadrate-Satz besagt hierzu ganz allgemein:
Jede Primzahl p der Form p = 4k + 1 ist Summe von zwei Quadraten.

Kleine Beispiele probieren Sie leicht selbst oder mit einem Computer.
Doch wie beweisen wir dies allgemein? Es gibt unendlich viele Falle!
Zu Fermats Zwei-Quadrate-Satz gibt es sehr viele schéne Beweise.
Ich zeige Ihnen hier ein besonders kurzes und geniales Argument.

Ich verlange nicht, dass Sie sofort alle Details nachrechnen,
vielmehr schlage ich vor, dass Sie zunachst die Beweisstruktur
verstehen lernen. .. und ihre Eleganz bewundern!
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Involutionen und Paritat

Don Zagier: A one-sentence proof that every prime p =1 (mod 4)
is a sum of two squares. Amer. Math. Monthly 77 (1990), p. 144.

A One-Sentence Proof That Every Prime p =1 (mod 4)
Is a Sum of Two Squares

D. ZAGIER
Department of Mathematics, University of Maryland, College Park, MD 20742

The involution on the finite set S = {(x,y,z) € N*:x? + 4yz = p} defined by
(x+2z,z,y—x—2z) ifx<y-—z
o: (x,9,2)»{(2y—-x,y,x—y+z) ify—z<x<2y
(x—2y,x—y+z,py) ifx>2y

fix(o) = {(L, 1, (p—1)/4)} T

has exactly one leCd point, so |S|is odd and the involution defmed by (x,y,z) =
(x,z,y) also has a fixed point. O fix(7) 3 (z,y,y) = p = 2 + 4y? = 22 + (2y)?

,1he verifications of the implicitly made assertions. ..
are immediate and have been left to the reader.*
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Involutionen und Paritat Erlauterung

Aufgabe: Zeigen Sie die hier implizit gemachten Behauptungen:
(1) Die Menge S := { (z,y, 2) € N* | 22 + 4yz = p } ist endlich.
(2) Die Menge S wird zerlegt gemaf S = S; U .Se LI .S3 mit

Sl :{(Z,y,Z) €S|$<y—2}, O'l(ZC,y,Z):<$+2Z,Z,y—$—2),
So={(z,y,2) € Sly—z<x <2}, o2(z,y,2) = 2y —x,y, 0 —y + 2),
Sy ={(r,y,2) €S |2y<ax}, o3(x,y,2) = (& — 2y, 0 —y + 2,y).

(3) Die hier angegebenen Formeln flr o1, 09, 03 : Z3 — 73
erfullen 03001 = idZ3 und o1 003 = idZ3 sowie o9 0 oy = idZ3.

(4) Es gilt 01(S1) € S3 und o3(S3) C S3 sowie o3(.52) C Ss.
Dies definiert die Involution o: S — S mit o(u) = o;(u) fUr u € S;.

(5) Es gilt fix(c) = {(1,1,(p —1)/4)}. Somit ist £S5 ungerade.

(6) Die Involution 7: S — S: (z,y, 2) — (x, z,y) ist wohldefiniert.
(7) Da #S ungerade ist, ist auch # fix(7) ungerade, also fix(7) # 0.
(8) Jeder Fixpunkt von 7 hat die Form (z,y,y) mit 22 + (2y)? = p.



youtu.be/u7XZDniQEj4
youtu.be/DjI1NICfjOk
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Losung: (1) Aus (x,y, z) € S folgt z,y,z > 1, da p prim ist.

Daraus wiederum folgt =, v, z € {1,...,p}, also grob #S < p3.

(2) Sei (x,y,2) € S. Fir z = 2y ware p = 4y(y + z) nicht prim.

Firz =y — 2z wére p = y* + 2yz + 22 = (y + 2)? ebenfalls nicht prim.
Also gilt entweder x < y — z oder y — z < z < 2y oder 2y < .

(3,4) Definition einsetzen und sorgsam nachrechnen!

(5) Jeder Fixpunkt von o liegt in Ss. Aus (x,y,2) = 2y — z,y,x —y + 2)
folgt x = y, also z(x +4z) =pund somitz =y =1und z = (p — 1)/4.
Somit hat o genau einen Fixpunkt: fix(c) = {(1,1,(p — 1)/4)}.

Dank Bahnengleichung (Satz E3D) ist 45 ungerade.

(6) Aus (z,y, z) € S folgt (x, z,y) € S, also ist 7 wohldefiniert.

(7) Dies folgt erneut aus der Bahnengleichung (Satz E3D).

(8) Tatatata! Augen reiben und alles nochmal durchgehen...

Die wunderschone geometrische Interpretation dahinter erklaren Ihnen
Edmund Weitz, Was ist Mathematik eigentlich?, youtu.be/u7XZDniQEj4,
Burkard Polster, Fermats two square theorem, youtu.be/DjI1NICE jOk.
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Dieser Beweis-in-einem-Satz sagt uns nicht, wie man darauf kommt.
Das ist die genial-kreative Leistung des Autors. Don Zagier schreibt:

This proof is a simplification of one due to Heath-Brown [1] (inspired, in turn, by
a proof given by Liouville). The verifications of the implicitly made assertions— that
S is finite and that the map is well-defined and involutory (i.e., equal to its own
inverse) and has exactly one fixed point—are immediate and have been left to the
reader. Only the last requires that p be a prime of the form 4k + 1, the fixed point
then being (1,1,k).

Note that the proof is not constructive: it does not give a method to actually find
the representation of p as a sum of two squares. A similar phenomenon occurs with
results in topology and analysis that are proved using fixed-point theorems. Indeed,
the basic principle we used: “The cardinalities of a finite set and of its fixed-point
set under any involution have the same parity,” is a combinatorial analogue and
special case of the corresponding topological result: “The Euler characteristics of a
topological space and of its fixed-point set under any continuous involution have
the same parity.”

For a discussion of constructive proofs of the two-squares theorem, see the
Editor’s Corner elsewhere in this issue.

REFERENCE
1. D. R. Heath-Brown, Fermat’s two-squares theorem, Invariant (1984) 3-5.
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Aquivalenzrelationen

Wir nennen R; C X x Y eine Relation zwischen X und Y.
Wir nennen Ry C X x X eine Relation auf der Menge X.

Sei X eine Menge und f: X — Y eine Abbildung. Hierzu betrachten wir
~)=R=Rj:={(z,y) e X xX | f(z)=f(y) } C X x X.
Infix-Notation z ~ y < f(x) = f(y), gesprochen ,x ist &quivalent zu y*.

Diese Relation erfreut sich folgender Eigenschaften far alle z, y, z € X:

Reflexivitat, Refl(X,R): Ax CR, xRz
Symmetrie, Sym(X,R): R=RT, rRy=yRx
Transitivitdt, Tran(X,R): ReRCR, xzRyANyRz=zRz

Wir kehren nun die Sichtweise um und erheben dies zur Definition:

Definition E3F: Aquivalenzrelation

Eine Relation R C X x X auf der Menge X hei3t Aquivalenzrelation,
wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
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Aquivalenzklassen und Quotientenmenge

Die Aquivalenzklasse von = € X beziglich R ist die Menge
[zl =[zlr={yeX|zRy}.

Jede Aquivalenzklasse ist nicht-leer, denn z € [z]r dank Reflexivitét.
Aus y € [z]r folgt [y]|r C [z]r dank Transitivitat, und dank Symmetrie
[y|r 2 [z]Rr, iINsgesamt also [y]r = [z]r- Wir erhalten eine Zerlegung:

Je zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt.
Der Quotient von X beziiglich R ist die Menge aller Aquivalenzklassen:
X/R:={[zg]g|zeX}

Dies ist eine Zerlegung von X, also X/R C B(X)* und X =| | X/R.
Jedes Element x € X gehdrt zu genau einer Klasse ¢ € X/R.

Die zugehérige Quotientenabbildung oder kanonische Surjektion ist
q=qr : X » X/R : x — [x|R.

Genau dann gilt ¢(x) = ¢(y), wenn z R y gilt. Das bedeutet R, = R.
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Zerlegungen entsprechen Aquivalenzrelationen.

Proposition E3G: Zerlegungen entsprechen Aquivalenzrelationen.

Jede Aquivalenzrelation R auf X definiert eine Zerlegung @ von X:
Q=ZR)=X/R:={[z|lg|zeX}
Jede Zerlegung @ von X definiert eine Aquivalenzrelation R auf X:
R=AQ)={(z,y) eXxX|3ICe€Q:zeCAryeC}
Dabei gilt A(Z(R)) = Rund Z(A(Q)) = Q. Wir erhalten so die Bijektion

{QCPX) | X=1Q}
~{RCXxX|AxCR=R' =ReR}

zwischen Zerlegungen von X und Aquivalenzrelationen auf X.

© Es ist hilfreich und bequem, beide Sichtweise nutzen zu kdnnen.
Oft sind Aquivalenzrelationen bequemer, zum Beispiel in Satz E3H.
Die Zerlegung @ nutzen wir zur Definition des Quotienten ¢: X —» Q.

E320

Wir betrachten Klassen statt Reprasentanten Erléuterung

Ist C € X/R eine Aquivalenzklasse, so nennen wir jedes Element = € C
einen Reprasentanten der Klasse C. Die Wahl eines Reprasentanten

ist im Allgemeinen vollkommen willkUrlich, denn sie ist weder eindeutig
noch irgendwie kanonisch, und im Allgemeinen auch nicht erforderlich:

& Die Quotientenkonstruktion wurde gerade dazu erschaffen,
um uns von Reprasentanten zu befreien! Es lebe die Klasse!

Das klingt revolutionar, und die mathematische Abstraktion ist es auch:
Statt mit Elementen = € X arbeiten wir mit Aquivalenzklassen C' € X/R.
Der Faktorisierungssatz E3J ist hierzu unser Universalwerkzeug.

© Um diese Sichtweise zu betonen und didaktisch vorzubereiten,
habe ich zunachst die Zerlegungen in den Vordergrund gestellt
und moglichst ohne die Wahl von Reprasentanten gearbeitet.
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Aquivalenzrelationen: Beispiele

Beispiel: Die grobste Aquivalenzrelation auf X ist G = X x X.

Sie ist reflexiv, symmetrisch, transitiv. (GréBer als X x X geht es nicht.)
Fir jedes Element a € X qilt hier [a] = X, also X/G ={ X }.

Die Quotientenabbildung ¢: X — X/G:a — X ist konstant.

Hier werden alle Elemente zu einer Klasse X zusammengefasst.

Beispiel: Die feinste Aquivalenzrelation ist F = Ax = { (z,2) |z € X }:
Sie ist reflexiv, symmetrisch, transitiv. (Kleiner als A x geht es nicht.)
Fir jedes Element a € X qilt [a] = {a}, also X/F ={{a} |a € X }.

Die Quotientenabbildung ¢: X — X/F :a — {a} ist bijektiv.

Hier werden keine Elemente zusammengefasst, jedes bleibt einzeln.

Aufgabe: Im R? betrachten wir [z| = V12 + 222 und u ~ v & |u| = |v].
Ist dies eine Aquivalenzrelation? Was sind hier die Aquivalenzklassen?
Losung: (1) Ja, diese Relation ~ ist reflexiv, symmetrisch, transitiv:
ul = lul, |ul =v| = Jo| = |u|, |u| =[v[A] =|w] = |u] = w].
(2) Ag’klassen sind Kreislinien S, = { (z1,22) € R? | 27 = 23 = r? }.
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Aquivalenzrelationen: Beispiele
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Erzeugung von Aquivalenzrelationen

Satz E3H: die erzeugte Aquivalenzrelation
Jede Relation P C X x X erzeugt eine Aquivalenzrelation T C X x X:
P~ R:=PUAx

— S:=RURT=PUAxUPT
— T =, yS" =AxUSU(SeS)U(SeSeS)U...

Damit ist 7" die kleinste Aquivalenzrelation auf X, die P enthalt.
Wir nennen T die von P auf X erzeugte Aquivalenzrelation.

Aufgabe: Auf X = R definieren wir Pdurcha Pb < b —a = 1.
Ist P reflexiv? symmetrisch? transitiv? Bestimmen Sie R, S, T.

Losung: P ist weder reflexiv noch symmetrisch noch transitiv.
Wir findena Rb < b — a € {0, 1}: Diese Relation ist reflexiv.

Wir finden a Sb < b —a € {0,£1}: reflexivund symmetrisch.
Wirfindena T b < b — a € Z: reflexiv, symmetrisch und transitiv.
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Im ersten Schritt P — R = P U A x machen wir R reflexiv, im zweiten
R — S = RU RT bilden wir die reflexiv-symmetrische Hulle S zu P,
im dritten S +— T = |,y 5*" bilden wir die transitive Hille 7" von S.

© Ebenso gentigt S = PUPTuUnd T = |,y S*", denn S*¥ = idy.

Ubung: (1) Zeigen Sie, dass 7" eine Aquivalenzrelation auf X ist.
(2) Zudem ist T' die kleinste Aquivalenzrelation, die P enthalt.

Losung: (1) Die Relation S ist reflexiv und symmetrisch, also auch 7.
Zudem ist T" sogar transitiv: Wenn wir in endlich vielen S—Schritten
von x nach y gelangen und von y nach z, dann auch von z nach z.

(2) Wir betrachten die Menge aller Ag'relationen auf X, die P enthalten:
o ={V CXxX|VistAqrelatonmitV 2 P }

Die gréBte solche Ag'relationen ist X x X € <, die kleinste ist T":
Dank (1) git T e &Z.FurV e o git PCV,alsoSCVundT CV.

& Somit erhalten wir die alternative Konstruktion 7' = (] .«/.
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Injektiv oder surjektiv machen: partielle Faktorisierung Erlauterung

f f

X >y Y X >y Y

. L q y

f:wm I l Aaf(w)
f(X) X/Ry

Gegeben sei f: X — Y, im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.

Surjektiv machen: Wir gehenvon f: X — Y zu f:X — f(X) Uber.
Wir erhalten die Faktorisierung f = ¢ o f in Surjektion und Inklusion.

Injektiv machen: Die Abbildung f definiert ihre Aquivalenzrelation
Ry:={(z,2) e X x X | f(z) = f(a') }.

Die Abbildung f: X/R; — Y :[z] = f(z) ist wohldefiniert und injektiv.
f pr—

Wir erhalten die Faktorisierung f o ¢ in Quotient und Injektion.
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Injektiv oder surjektiv machen: partielle Faktorisierung Erlauterung

Hierbei ist fvsurjektiv, und zudem injektiv gdw f injektiv ist.
Ebenso ist f injektiv, und zudem surjektiv gdw f surjektiv ist.

Die Konstruktion von f: X —» f(X) entsteht aus f durch Einschrankung
der Zielmenge Y auf das Bild f(X), siehe D306.

Dual hierzu: Die Konstruktion von f nutzt den Quotienten X/R;.

(1) Wohldefiniertheit: Aus [z] = [2/] folgt f(x) = f(2).

Das ist ein einfacher Spezialfall des Faktorisierungssatzes E3J.

(2) Injektivitat: Gleichheit f(c) = f(¢') bedeutet: Fiir Reprasentanten
z € cund ' € qgilt f(x) = f(2'), daraus folgt (x,2’) € Ry also ¢ = ¢.

Der folgende Satz leistet beides zugleich: injektiv und surjektiv machen!
Dies nennt man die kanonische Faktorisierung.
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Injektiv und surjektiv machen: die kanonische Faktorisierung
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Satz E3I: die kanonische Faktorisierung

Jede Abbildung f: X — Y faktorisiert gemaB f =10 foqin
1 die Quotientenabbildung ¢: X — X/R;: 2 — [z],
2 die Bijektion f: X/Ry = f(X):[x] — f(x),
3 die Inklusion ¢: f(X) — Y :y — .

Im Beispiel oben gilt X/R; = {{1,2},{3,4},{5}} und f(X) = {b,c,d}
sowie f : X/Ry — f(X) : {1,2} =~ ¢, {3,4} — d, {5} —b.

. . . . . . - E328
Injektiv und surjektiv machen: die kanonische Faktorisierung enzuterung

© So kdnnen wir jede beliebige Abbildung f: X — Y
kanonisch zerlegen in die drei einfacheren Abbildungen g, f, ¢.
Diese hei3en daher kanonische Surjektion / Bijektion / Injektion.

Beweis: Die Abbildungen ¢ und f und ¢ sind wohldefiniert.
Far Quotient g und Inklusion ¢ ist dies klar nach Konstruktion.
Far f folgt dies aus dem Faktorisierungssatz E3J oder hier direki:

(0) Wonhldefiniertheit: Aus [z] = [2'] folgt f(z) = f(2').

(1) Injektivitat: Gleichheit f(c) = f(c') bedeutet: Fiir Reprasentanten

z € cundz’ € gilt f(x) = f(a), daraus folgt (z,2") € Ry also c = ¢'.
(2) Surjektivitat: Zu jedem Bildelement y € f(X) existiert mindestens ein
Urbild x € X mit f(x) = y. Somit gilt auch f([z]) = v.

& Diese Zerlegung haben wir in Satz E2L erfolgreich genutzt, um
Injektionen und Surjekionen zu zahlen. Sie ist auch sonst oft nitzlich
und allgemein ein gutes Organisationsprinzip. Sie sehen im Verlauf
Ihres Studiums immer wieder Anwendungen dieser Faktorisierung.
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Faktorisierung Uber eine Surjektion

Satz E3J: eindeutige Faktorisierung tUber eine Surjektion

Sei ¢: X —» Q eine Surjektion, etwa ein Quotient. x 1 oy
Gegeben sei eine beliebige Abbildung f: X — Y. ql AT
Zu (f,q) suchen wir eine Faktorisierung g: Q — Y 3

mit f = gogq, also f(x) = g(q(x)) fur alle x € X.

Eindeutigkeit: Je zwei Faktorisierungen g, ¢’ : Q@ — Y sind gleich.
Zu jedem Element = € @ existiert ein Urbild x € X mit ¢(x) = Z:

9(7) = g(q(z)) = (g0 q)(z) = (¢' 0 @) (%) = ¢'(q(v)) = ¢'(7)
Existenz: Genau dann existiert g: Q — Y mit f = go ¢, wenn R, C Ry:
Kompatibilitdt: Vz,z’ € X : q(z) = q(2') = f(x) = f(2)

In diesem Falle konstruieren wir g wie folgt: Zu jedem = € () wahlen
wir willkarlich ein Urbild x € X mit ¢(x) = Z und setzen ¢(Z) := f(z).

g=foqd"=(Q,G)Y), G={(T,y) | IJreX:q@x)=TAf(z)=y}

. . . . . E330
Faktorisierung Uber eine Surjektion Erléuterung

Im Falle f = g o ¢ sagen wir f faktorisiert tiber ¢ zu g oder auch

f: X — Y induziert g: Q — Y uber ¢: X — (). Die Relation g = f o¢T
ist linkstotal, da ¢ surjektiv ist, und rechtseindeutig, da f kompatibel ist.
Die Bildmenge f(X) = ¢(Q) in Y bleibt dabei unverandert.

Genau dann ist g injektiv, wenn R, = Ry qilt.

Beispiel: Speziell sei ¢: X — X/R ein Quotient. Genau dann
faktorisiert f: X — Y Uber g zu g: X/R — Y, wenn R C Ry qilt.
In diesem Fall ist g eindeutig und wohldefiniert durch g([x|r) = f(x).

& Der Faktorisierungssatz ist das Universalwerkzeug, um Abbildungen
g:Q — Y auf der Quotientenmenge @ zu konstruieren: Nahezu jede
Konstruktion verlauft genau so! Wie sollte es auch anders gehen?

Auf die Elemente die Quotientenmenge Q = X/R, also die Agklassen
C' = q(x), haben wir meist keinen direkten Zugriff, sondern nur Uber
Reprasentanten = € C. Wir definieren daher ¢g: Q — Y mit Hilfe von
Reprasentanten. Hier sagt uns Satz E3J genau, was zu tun ist.
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Faktorisierung Uber eine Surjektion

f fi

X — Y R —— [-1,1] f1 : R—[-1,1] : > sin(z)
qi o ql P fo: R—[-1,1] : =+ cos(x)
7 g -7 g’L
// ' . . 2
CQ IR>O q .E@—%]RZO N e S

Aufgabe: Finden Sie alle Faktorisierungen g1, g2 : R>9 — [—1, 1]
1 mit f; = g1 o q, also sin(z) = g1(2?) fUr alle z € R;
2 mit fo = g2 o q, also cos(x) = go(?) fur alle » € R.

Losung: Wir wenden den Faktorisierungssatz E3J an:
1 Es gibt keine Faktorisierung g1, denn f; ist nicht kompatibel mit q.
Zum Beispiel gilt ¢(—1) = g(+1), aber sin(—1) # sin(+1).
2 Es gibt genau eine Faktorisierung go, denn f5 ist kompatibel mit q.
Explizit gilt g2(y) = cos(/y). Die Analysis zeigt Innen noch mehr:

0 2k o k
_ kL _ Nk Y
cos(@) =3 (D' = W) =2V g
k=0 k=0
Faktorisierung Uber eine Injektion ey

Dual zur Faktorisierung Uber eine Surjektion wie in Satz E3J kdnnen wir
uber eine Injektion faktorisieren. Das ist wesentlich einfacher:

Satz E3K: eindeutige Faktorisierung Uber eine Injektion

Seii:U < Y eine Injektion, etwa eine Inklusion. X F oy
Gegeben sei eine beliebige Abbildung f: X — Y. ]
Zu (f,4) suchen wir eine Faktorisierung g: X — U Fg s

mit f =i o g, also f(z) = i(g(x)) fir alle z € X. U

Eindeutigkeit: Je zwei Faktorisierungen ¢, ¢’ : X — U sind gleich.
Aus f(x) =i(g(x)) = i(¢'(x)) folgt g(x) = ¢'(x) dank Injektivitat von .

Existenz: Genau dann existiert g: X — U mit f =i o g, wenn
f(X) Ci(U) gilt. In diesem Falle setzen wir g(z) = i~ (f(z)), also:

g=1iTof=(X,G,U), G:{(x,u) ‘ f(x)zz(u)}

Wichtiger Spezialfall: Ist . : U C Y eine Inklusion und f(X) C U, so ist
g = f|§ die Einschrankung von f auf die Zielmenge U, siehe D306.
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Aufbau des Zahlensystems NC Z Cc Q C R

Auf Grundlage der Mengenlehre bauen wir das Zahlensystem auf:

N « > 7 < » Q —— R —— C

|

Lin

Die natlirlichen Zahlen (N, 4,0, -, 1) sind ein kommutativer Halbring;
dabei erfullt (N, 0, s) mit s: n — n + 1 die Dedekind—Peano—Axiome.

Die ganzen Zahlen (Z, +,0, -, 1) sind ein kommutativer Ring
mit N C Z als Teilhalbringund Z = {2z =a—b | a,b € N }.

Die rationalen Zahlen (Q, +,0, -, 1) sind ein Korper
mitZ Cc Qals Teilringund Q={q¢=z2/n|z,n€Z, n #0 }.

Die reellen Zahlen (R, +,0,-,1) sind ein Kérper mit Q C R
und vollstandig geordnet durch 2 <y < Ja € R:z +a’ = v.

Die komplexen Zahlen (C, +,0,-,1) sind ein Kérper mit R C C
dabei gt C=Rfij={z=xz+iy | z,y € R} miti* = —1.
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Aufbau des Zahlensystems NCZ Cc Q C R Erléuterung

Jede dieser Erweiterungen N — Z und Z — Q sowie Q — R erschafft
einen neuen Zahlbereich durch eine geeignete Quotientenkonstruktion!
Das ist weit raffinierter als man auf den ersten Blick erwarten wirde.
Wenn spater einmal Zeit dazu ist, will ich dies gerne fir Sie ausarbeiten;
im Folgenden fiihre ich nur den Ubergang von Z zu Q beispielhaft aus.

Die Erweiterung R — C ist im Vergleich dazu sehr viel einfacher:
Hier genligen Paare C = R?, denn jede komplexe Zahl = € Z schreibt
sich eindeutig als z = x + yi. Auf diesen Paaren (z, y) reeller Zahlen
definieren wir unmittelbar die Addition (z,y) + (u,v) := (z + u,y + v)
und die Multiplikation (z,y) - (u,v) := (xu — yv, xv 4+ yu), ganz direkt.

Psychologisch wird Ihnen die Schwierigkeit umgekehrt erscheinen, da
sie sich an die schwierigeren Konstruktionen N — Z — Q — R bereits
lange gewdhnt haben, aber die leichtere Konstruktion R — C fur Sie
noch ganz neu ist. Die mathematische Schwierigkeit jedoch, der
Konstruktionsauswand, ist im letzten Schritt am geringsten.
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Was ist der Nenner des Bruchs ¢ = a/b?

Aufgabe: Gegeben seien ganze Zahlena € Zund b € Z* = 7Z ~. {0}.
Was ist der Nenner des Bruchs ¢ = a/b in Q? Speziell fir ¢ = 4/6?
Ist die Antwort wohldefiniert? Wo genau liegt das Problem?

Losung: Naive Antwort: ,Der Nenner von ¢ = a/b ist die Zahl b.”
Der Nenner von ¢ = 4/6 ware demnach die ganze Zahl 6.
Ebenso gilt ¢ = 6/9, der Nenner von ¢ wéare also 9.

Es qilt aber 6 # 9. Die Antwort ist nicht wohldefiniert!

/\ Der Versuch N :Q — Z:a/b+— b scheitert. Dies ist keine Funktion!
Der Faktorisierungssatz E3J benennt genau das Problem:

f=pry

ql //;/ q:ZxXZ" —Q : (a,b)—a/b
o Hier ist f nicht mit ¢ kompatibel!

© Jeder Bruch ¢ = a/b € Q erlaubt eine Darstellung (a,b) € Z x Z* als
ein Paar (Zahler, Nenner). () Diese Darstellung ist nicht eindeutig!
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Was ist der Nenner des Bruchs ¢ = a/b? Erlauterung

Niemand kann sagen, was ,der“ Zahler und ,der“ Nenner eines Bruchs
sind: Diese Begriffe sind nicht wohldefiniert, wie wir gesehen haben.
Wer es dennoch versucht, verwickelt sich in Widerspriche.

Wir kobnnen (mehr oder minder willktrliche) Wahlen treffen. Zum Beispiel
kdnnten Sie hier vorschlagen, zu jedem Bruch ¢ € QQ seine vollstandig
gekulrzte Darstellung (a,b) € Z x Z* zu betrachten, also ggT(a,b) = 1
und b > 0. Dieser Reprasentant ist tatsachlich eindeutig. Wir kbnnten
damit Zahler und Nenner von ¢ definieren durch Z(¢) = a und N(c¢) = b.
Im Beispiel wére dann Z(4/6) = Z(6/9) =2 und N(4/6) = N(6/9) = 3.

Auch diese gutgemeinte Antwort ist leider nur eine scheinbare Losung.
Versuchen Sie beispielsweise 1/2 und 1/3 zu addieren; dazu mdchten
Sie zuerst die beiden Brliche ,auf einen gemeinsamen Nenner bringen.*
Sie merken sofort, auch diese Sprechweise gerét hier schnell in Not.
Es ist zwar moglich, aber wir missten uns extrem verrenken.

© Diese Problematik erlaubt nur eine einzige verninftige Losung:
Briche sind Aquivalenzklassen!
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Von den ganzen Zahlen Z zu den rationalen Zahlen Q

Wir wollen den Ring (Z, +, -) in einen Korper (Q, +, -) einbetten.
ldee: Wir rechnen mit Brliichen ,a/b". Das sind Aquivalenzklassen!

2/3=4/6=6/9=8/12=... allgemein: a/b=c/d < ad=cb
Briiche stellen wir dar durch Paare (Z&hler, Nenner) bis auf Aquivalenz:
P=7ZxZ7Z" mit (a,b)~ (¢,d) & ad = cb.

Aufgabe: Ist diese Relation ~ eine Aquivalenzrelation?
Losung: Reflexiv: Es gilt (a,b) ~ (a,b), denn ab = ab.
Symmetrisch: (a,b) ~ (¢,d) < ad =cb & ¢b=ad < (¢,d) ~ (a,b).

Transitiv: Aus (a,b) ~ (c¢,d) und (¢,d) ~ (e, f) folgt ad = ¢b und cf = ed,
also adf = cbf = cfb = edb. Den Faktor d € Z* konnen wir kirzen!
Daraus folgt af = eb, also (a,b) ~ (e, f).

Wir definieren so die Quotientenmenge @ := P/ und die zugehdrige
Quotientenabbildung ¢: P — @ : (a,b) — [a, b], suggestiv a/b := [a, b].
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Von den ganzen Zahlen Z zu den rationalen Zahlen Q

Briiche a/b := [a, b] sind Aquivalenzklassen!
Q:=P/. mit P=ZxZ* und (a,b)~ (c,d) < ad=cb
Addition und Multiplikation definieren wir zunachst flr Paare:

+=a: PxP—P:((ab),(c,d)— (ad + cb,bd)
=pu: PxP—P: ((a,b),(c,d)) — (ac,bd)

Sind diese Verknlpfungen kompatibel mit der Quotientenabbildung ¢?

P x P « s P P x P s s P
[0 1
Q X Q -~ R > Q Q X Q ——--mmmmmee Q

FUr die Verkntpfungen a und g wahlen wir willkirlich Reprasentanten
und verknUpfen diese in P. Ist das Ergebnis in @) wohldefiniert?
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Von den ganzen Zahlen Z zu den rationalen Zahlen Q

Beispiel: Fihren willkirliche Wahlen zu verschiedenen Ergebnissen?

2 7 2:-8+4+7-3 37
3T g8~ 3.8 Y]
4 -7 4 (-8)+(-7)-6  -—T4
6T s = 6 (—8) T

Gegeben seien jeweils dquivalente Darstellungen (a,b) ~ (a’,b") und
(c,d) ~ (c,d"), das heiBt ab’ = a’b und cd’ = ¢’d. Wir missen zeigen:

(a,b) + (¢,d) = (ad 4+ cb,bd) ~ (d',b) + (¢, d) = (d'd +V,Vd)
(a,b) - (c,d) = (ac, bd) ~  (dV)-(d,d) = (d V)
Alle Definitionen liegen explizit vor. Prafen wir es nach!
(ad + cb)(b'd") = adb'd’ + cbb'd = a’bdd’ + 'dbb’ = (a'd" + V") (bd)
ach'd = a'c'bd

© Nun genugt geduldiges Nachrechnen der Karperaxiome fir (Q, +, -).
Der folgende Satz fasst diese Konstruktion allgemein zusammen.
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Einbettung eines Integritatsrings in seinen Bruchkorper

Satz E3L: Einbettung eines Integritatsrings in seinen Bruchkdrper

Sei (R, +,0,,1) ein Integritatsring, etwa die ganzen Zahlen Z oder ein
Polynomring K[ X | Uber einem Korper /. Dann kdnnen wir R einbetten
in einen Kérper (Q, +,0,-,1), sodass Q@ ={ a/b| (a,b) € R x R* } qilt.

Konstruktion: Wir nutzen Paare (Zahler, Nenner) bis auf Aquivalenz:
Q:=P/. mt P=RxR" und (a,b)~(c,d) < ad=cb

Dies ist eine Aquivalenzrelation, transitiv dank Kiirzungsregel in R.
Seiq: P — Q:(a,b) — [a,b] die zugehdrige Quotientenabbildung.

Wir haben die Einbettung R — @ :a — [a, 1] und schreiben kurz R C Q.
Addition und Multiplikation definieren wir zunachst fir Paare:

+: PxP—P: ((a,b),(c,d)) — (ad + cb, bd)
-t PxP—P:((a,b),(c,d)) — (ac,bd)
Diese Verknipfungen sind kompatibel mit der Quotientenabbildung

q: P — @, daher definieren sie eine Addition und Multiplikation auf Q.
Damitist (Q,+,0,-,1) ein Kérperund @ = { a/b| (a,b) € R x R* }.
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Konstruktion des Restklassenrings Z/nZ

Sei n € Z eine ganze Zahl. Wir betrachten die Menge aller Vielfachen:
H=nZ:={nk|keZ}

Diese erfreut sich folgender Eigenschaften:
1 Esgqilt0 e H,
denn0=n-0.
2 Ausa € H folgt —a € H,
denn aus a = nk folgt —a = n - (—k).

3 Ausa,be Hfolgta+be H,
denn aus a = nk und b = nl folgt a + b = n(k + 7).

&) Zusammenfassend sagen wir hierzu: (Z, +,0, —) ist eine
kommutative Gruppe, und hierin ist H C Z eine Untergruppe.

Far die Multiplikation halten wir etwas allgemeiner fest:
Aus a € H folgt ua € H fir alle u € Z, denn u(nk) = n(uk).
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Konstruktion des Restklassenrings Z/nZ

Auf der Menge Z definieren wir die Relation ,,a kongruent b modulo n*:
a=b & a=,b & a—-benk

Dies ist eine Aquivalenzrelation:
1 Reflexivitat: Es gilt a = a,denna —a =0 € H.
2 Symmetrie: a = b bedeuteta — b € H,alsob—a € H, somit b = a.

3 Transitivitat: a = bund b = cbedeutena —b € Hundb—c € H,
daraus folgt H > (a —b) + (b—¢) = a — ¢, somit a = c.

& Die drei definierenden Eigenschaften der Untergruppe H C Z
Ubersetzen sich direkt in Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat.

Bemerkung: Wir nutzen den Rest p:Z — Z, : a — a rem n.
Damit ist die Bedingung a — b € nZ aquivalent zu p(a) = p(b).
Auch daraus folgt sofort Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat.
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Konstruktion des Restklassenrings Z/nZ

Zu jeder ganzen Zahl a € Z haben wir die zugehdrige Aquivalenzklasse:
lal]=a+nZ:={a+nk|keZ}
Alle Aquivalenzklassen fassen wir zur Quotientenmenge zusammen:
Zin=17/nZ:={lal=a+nZ|acl}
Die zugehoérige Quotientenabbildung ist demnach:
q:7Z—>»7Z/nZ : aw o] =a+nZ

Beispiel: Fir n = 0 erhalten wir Z/0Z = { {a} | a € Z }.
Die Quotientenabbildung q:Z — Z/0Z: a — {a} ist bijektiv.
Hier gibt es nur ein Reprasentantensystem, namlich die Menge Z.

Beispiel: FUrn = 1 erhalten wir Z/1Z ={ Z }.
Die Quotientenabbildung ¢:Z — Z/17Z: a — Z ist konstant.
Fir jedes Element a € Z ist somit {a} ein Reprasentantensystem.

Diese beiden Extremfalle kommen also naturlich vor, siehe E321.
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Konstruktion des Restklassenrings Z/nZ

Beispiel: Fiir n = 2 haben wir genau zwei Aquivalenzklassen:

Z/2Z={0+2Z={...,-4,-2,0,2,4,6,... },
1+2Z=1{.. -1,1,3,5,7,... } }

Mogliche Repréasentantensysteme sind {0, 1} oder {8, -5} ....

Beispiel: Fiir n = 3 haben wir genau drei Aquivalenzklassen:

Z/32=4{0+3Z={...,-6,-3,0,3,6,9,... },
1+3Z=1{.. —2,1,4,7,10,... },
2+3Z=A{.. -1,2,5,8,11,...} }

Mogliche Repréasentantensysteme sind {0, 1,2} oder {—1,0,1} ....

Beispiel: Fur jede ganze Zahl n € Z>, erhalten wir die Zerlegung
Z=||Z/nZ=(nZ)u(1+nZ)U---U(n—1+nZ).

Das kanonische Reprasentantensystemist Z,, = {0,1,...,n — 1}.
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Konstruktion des Restklassenrings Z/nZ

Ubung: Sind Addition und Multiplikation in Z kompatibel mit ¢?

7 x 7 = .7 7 x 7 — s 7,
(a,b)—a+b (a,b)—a-b

ql ql \ QJ ql ql K ql

Z/n x L/n - S S Z/m Z/nxZLin e b5 Zn

Far die Verkntpfungen a und g wahlen wir willkirlich Reprasentanten
und verknlpfen diese in Z. Ist das Ergebnis in Z/n wohldefiniert?

Erst mit dieser Garantie erhalten wir auf Z/n die Verknipfungen
+ :Z/nxZ/n—Z/n : [a] + [b] = [a+ b],
- 2 ZInXZ/n—Z/n : a] - [b]=[a - D]

Alle Axiome eines kommutativen Rings gelten in (Z,+,0,-,1), und
q:7 —» 7 /n Ubertragt diese auf (Z/n, +,[0], -, [1]). So wird Z/n zu
einem kommutativen Ring und ¢ zu einem Ringhomomorphismus.
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Konstruktion des Restklassenrings Z/nZ Erlauterung

A\ Der entscheidende Punkt der gesamten Konstruktion ist
die Wohldefiniertheit der Addition und der Multiplikation auf Z/n.
Ab da liegen alle Daten explizit vor, und es gentgt sorgsames Rechnen!

Wir nutzen die Surjektion ¢:Z — Z/n und die Eigenschaften

qla+b) =q(a) +q(b) und g(a-b)=q(a)-q(b).
Wir weisen fur (Z/n, +, -) die Axiome eines kommutativen Rings nach.

Wir zeigen zunachst Ass(Z/n,+). Vorgelegt seien ry,ry, 3 € Z/n.
Hierzu existieren Urbilder aq, as, a3 € Z mit q(a;) = r;. Damit finden wir:

(r1+72) + 73 = (g(a1) + qlaz)) + q(as) = q((a1 + a2) + a3)
1+ (rg +13) = q(a1) + (q(a2) + q(az)) = q(a1 + (a2 + a3))
Aus Ass(Z,+) folgt Ass(Z/n,+). Ebenso alle anderen Ringaxiome A1E!

© Jede Allaussage in (Z, +, -) vererbt sich auf (Z/n, +, -) dank des
Homomorphismus ¢: Z — Z/n. Bitte flhren Sie dies sorgsam aus!
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Vergleich der Ringe Z,, und Z/nZ

SeineNsyundZ, ={0,1,...,n — 1}. Wir haben das Bijektionspaar
(q,7):Zp = Z/n mit g(a) = [a] und r([a]) = a rem n. (Wohldefiniert!)

+n
L X L (a,b)—(a+b) remn

B

Z/n X Z/n i

N

n Lin X L - > L

(a,b)—(a-b) rem n

/n Z/n x Z/n 0 [b]> Z/n

1%
1%
1%

1%
1%
I

N

],[b])H[aH[b> al,[b])—a]

& Beide Ringe leisten dasselbe, und (¢, r) Ubersetzt alles verlustfrei.
Somitist (¢,7): (Zn, +n,n) = (Z/n,+, ) ein Ringisomorphismus.

Sie kénnen sich daher aussuchen, wie Sie rechnen mdchten:
mit Restklassen [0], [1], ..., [n — 1] im Restklassenring Z/n oder
[1] mit den kanonischen Reprasentanten 0,1,...,n — 1 im Ring Z,.

Restklassen sind die mathematische Sichtweise: elegant und abstrak.
Die Reprasentanten eignen sich besonders gut fur die Programmierung,
so kdnnen Sie alle Rechnungen direkt und effizient implementieren.
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Vergleich der Ringe Z,, und Z/nZ Erléuterung

Aufgabe: Warum ist r:Z/n — Z,, : [a] — a rem n wohldefiniert?

Losung: Wir nutzen den Faktorisierungssatz E3J! 7z -2 7.
Die Abbildung p:Z — Z,, : a — aremn ist kompatibel l x
q

7/
e

mit ¢:Z —» Z/n:a — [a], denn [a] = [b] bedeutet /
a — b € nZ, also a rem n = brem n. Faktorisierung
gibtr:Z/n — Z, mitp=rogq,alsor([a]) = aremn. Z/n

//
L2 Al

& Der Faktorisierungssatz ist das Universalwerkzeug, um Abbildungen
auf einer Quotientenmenge zu konstruieren. Nur so gelingt es!

Aufgabe: Warum ist (¢, ) : Z,, = Z/n ein Bijektionspaar?

Losung: Fir jedes a € Z,, Qilt r(q(a)) = r([a]) = arem n = a.
Umgekehrt sei « € Z/n. Also gilt z = [a] mit a € Z. Die euklidische
Division ergibt a = nk +d mitk =aquon € Zund o’ = aremn € Z,.
Damit erhalten wir q(r(z)) = q(r([a])) = q(a’) = [d'] = [a] = =.

© Alle Daten liegen explizit vor, es genligt sorgsames Nachrechnen!
Wir werden fortan Z,, und Z/n meist nicht mehr unterscheiden.
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Beispiel einer Klausuraufgabe (2020) Ubung

Aufgabe: Wir betrachten den Restklassenring Z,, = Z /n’Z.
(0) Schreiben Sie die Abbildung f:Zg — Zg:x — x> explizit aus mit den

kanonischen Reprasentanten 0,1,...,8. (1) Ist f injektiv? (2) surjektiv?
Losung: (0) Wir rechnen sorgsam modulo 9:
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f(z)| O 1 8 0 1 8 0 1 8

(1) In Zg gilt 0 # 3, aber f(0) = 0 = f(3), daher ist f nicht injektiv.
(2) Zu y = 2 gibt es kein x € Zg mit f(z) = y. Somit ist f nicht surjektiv.

Aufgabe: (3) Dieselben Fragen fir g: Z1 — Z11:x — 3.
(4) Wie/Kdnnen Sie g als Produkt disjunkter Zykel schreiben?

Losung: (3) Die Abbildung ¢:Z11 — Z11 : x — 23 ist bijektiv:

z | 0 | 1 | 2|3 4 5 1 6 | 7| 8] 9 |10
gx)) 0 | 1 | 8 | 5 |9 |4 |7 |26 | 3|10
(4) Wir finden g = (0) (1) (2,8,6,7) (3,5,4,9) (10).

Beispiel einer Klausuraufgabe (2020) g

Aufgabe: Auf der Menge R definieren wir die Relation ~ wie folgt:
Genau dann gilt z ~ y, wenn ein A € R existiert mit Az = y.
(1) Welche der drei Axiome einer Aquivalenzrelation sind erftllt?

Auf der Menge R sei ~ die von ~ erzeugte__Aquivalenzrelation.
(2) Explizieren Sie ~. (3) Nennen Sie alle Aquivalenzklassen.

Losung: (1) Es gilt Reflexivitat und Transitivitat, aber nicht Symmetrie.

(1a) Reflexivitat ist erfillt: Fir jedes = € R qilt x ~ z, denn Az = x mit
A =1 € R>1. (1b) Symmetrie ist nicht erflllt: Zum Beispiel gilt 3 ~ 6,
denn A3 =6 mit A =2 € R>y, aber nicht 6 ~ 3, denn 12 ¢ R>;.

(1c) Transitivitat ist erfullt: Aus Az = y und py = z mit A\, p € R

folgt kx = z mit Kk = pA € R>1.

(2) Genau dann qilt x ~ y, wenn ein A € R+ existiert mit Az = .
(Ausfiihrung als Ubung: Beweisen Sie diese explizite Darstellung!)

(3) Die Zerlegung in Aquivalenzklassen ist R/~ = {R.o, {0}, R0}.
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Beispiel einer Klausuraufgabe (2020) Ubung

Aufgabe: Auf der Menge R definieren wir die Relation ~ wie folgt:
Genau dann gilt z ~ y, wenn ein \ € [1,2] existiert mit Az = y.
(1) Welche der drei Axiome einer Aquivalenzrelation sind erf(illt?

Auf der Menge R sei ~ die von ~ erzeugte__Aquivalenzrelation.
(2) Explizieren Sie ~. (3) Nennen Sie alle Aquivalenzklassen.

Losung: (1) Es gilt Reflexivitat und Symmetrie, aber nicht Transitivitat.

(1a) Reflexivitat ist erfullt: FOr jedes = € R gilt x ~ x, denn Az = = mit
A =1¢€ [3,2]. (1b) Symmetrie ist erflllt: Ist x ~ y, dann ist Az = y mit
A€ [3,2], also A7ty = 2. Dank A™! € [3, 2] folgt y ~ z. (1c) Transitivitat
ist nicht erfullt: Zum Beispiel gilt 1 ~ 2 und 2 ~ 4, aber 1 # 4.

(Zur Ubung kénnen Sie diese Aufgabe vielfaltig variieren:

Beginnen Sie mit A € S = R>1,R>1,[3,2],[1,2],[2,3],....)

(2) Genau dann gilt x ~ y, wenn ein p € R existiert mit uz = y.
(Ausfihrung als Ubung: Beweisen Sie diese explizite Darstellung!)

(3) Die Zerlegung in Aquivalenzklassen ist R/~ = {R—q, {0}, Rxo}.
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Beispiel einer Klausuraufgabe (2020) Ubung

Ausfuhrung: Auf der Menge R definieren wir die Relation ~ wie folgt:
Genau dann gilt z ~ y, wenn ein wenn ein u € R existiert mit uz = v.

Diese Relation findet man anschaulich durch transitive Fortsetzung.
Wir zeigen nun, dass ~ gleich ~ ist, wie oben in (2) behauptet.

(2a) Zunéchst priifen wir nach, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Wie oben in (1) ist dies leichte Routine. (1a) Reflexivitat: Fir jedes = € R
gilt x ~ x,denn Az =z mit A =1 € Ryg. (1b) Symmetrie: Ist z ~ y,
dannist Ax =y mit A € R, also A~'y = z. Dank A=! € R folgt y ~ =.
(1c) Transitivitat: Aus Az =y und py =z mit A\, u € Ry

folgt kx = 2z mit Kk = puA € Ryy.

(2b) Offensichtlich gilt z ~ y = x ~ y, das hei3t ~ enthalt ~.

Dank (2a) enthalt ~ die von ~ erzeugte Aquivalenzrelation ~.

(2c) Umgekehrt zeigen wir schlie3lich: ~ enthalt ~, also z ~ y = = ~ y.
Angenommen, es qilt x ~ y, also pux = y mit © € R~g. Wir kbnnen dann
ein n € N so wahlen, dass « := /i € [3,2]. FUri =0,...,n setzen wir

x; =rk'z.Danniste =g ~x1 ~--- ~x, =y, also x =~ y.
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Wie un/wahrscheinlich sind lange Zykel? Ubung

Aufgabe: (1) Vorgelegt seien n,/ € Nmit n/2 < ¢ < n.
Wie viele Permutationen o € S,, haben einen /—Zykel?

Losung: (1) Hat o € S,, einen /—Zykel, so sind alle anderen Zykel strikt
kdrzer, denn ¢ > n /2. Zur Konstruktion von o wahlen wir zun&chst die

Elemente des (-Zykels: Dazu gibt es (') Mdglichkeiten, diese kdnnnen
wir auf ¢! Weisen anordnen, je ¢ Anordnungen ergeben denselben Zykel.

Die verbleibenden n — ¢ Punkte kénnen wir beliebig permutieren.
Die gesuchte Anzahl ist demnach

n\ /! n!
ay <€> ; (n—2¢)! R

) Das ist eine erfreulich einfache Formel!

Beispiel: Wir betrachten Permutationen von n = 10 Punkten. Der Anteil
der Permutationen mit einem ¢—Zykel ist genau 1/¢ fur ¢ = 6,7, ..., 10.

Spezialfall: 10% dieser Permutationen bestehen aus einem 10—Zykel.
Diesen Fall kbnnen Sie besonders leicht erklaren. Versuchen Sie es!
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Wie un/wahrscheinlich sind lange Zykel? Ubung

Aufgabe: (2) Sei n = 2m. Sie wahlen zufallig eine Permutation o € S,,.
Wie wahrscheinlich sind Permutationen mit einen Zykel der Lange > m?

Losung: (2) Dank der vorigen Aufgabe ist die Wahrscheinlichkeit
1 < nl 1
=12 7T 2 g
f=m+1 f=m+1

Firn = 2,4,6,8,10,... erhalten wir folgende numerische Werte:

n 2 4 6 8 10 20 50 100 200 500
Dn 0.500 0.583 0.617 0.635 0.646 0.669 0.683 0.688 0.691 0.692
1 —pn [0.500 0.417 0.383 0.365 0.354 0.331 0.317 0.312 0.309 0.308

& Fur groBe n nutzen wir geschickt den Vergleich mit dem Integral:

1 2m 2m g 2m 1
m(o- - ) = dr < - o< Zdr = In9
n( m—l—l) /x:ma:—l—l v Z E_/x T v "

l=m-+1 =m

Somit gilt p,, " In2~0.693und 1 —p, 1 —1n2 =~ 0.307.
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Das Erstiratsel (aka Gefangenenratsel) Ubung

Zur Erstsemestereinfihrung veranstaltet die Fachschaft folgendes Spiel.

In einem Team von n = 10 Erstis tragt jeder eine Nummer 1,2, ..., n.
Sie betreten nacheinander einen Raum mit n Boxen, diese enthalten
zufallig verteilt die Zahlen 1,2, ..., n. Jeder Ersti muss seine Nummer
finden und darf dazu in n/2 = 5 Boxen schauen; danach verlasst er den
Raum durch eine andere TUr. Findet jeder Ersti seine eigene Nummer,
so gewinnt das Team. Findet aber irgendein Ersti seine Nummer nicht,
so verliert das Team. Vor dem Spiel darf das Team sich beraten, doch
wahrend des Spiels ist keine Kommunikation mehr méglich.

Aufgabe: (3) Angenommen, jeder Ersti 6ffnet seine Boxen zufallig.
Welche Gewinnwkt hat das Team mit dieser Zufallsstrategie?

(4) Gibt es eine Strategie mit Gewinnwkt Gber 30%7?
Was ist flr das Team die beste Strategie?

Lésung: (3) Bei zufalligem Offnen hat jeder Ersti die Gewinnwkt 2,
das Team also die Gewinnwkt 5. Flr n = 10 ist dies 1557 ~ 0.1%.
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Das Erstiratsel (aka Gefangenenratsel) Ubung

(4) Jeder Ersti k = 1,2,...,n spielt die Zykelverfolgungs-Strategie:
Er schaut zuerst in die Box mit seiner Nummer i; = k; liegt dort die
Nummer k, so hat er gewonnen. Andernfalls sieht er dort die Nummer
i # i1 und Offnet die Box Nummer i5. Dies wiederholt er solange,

bis er seine Nummer gefunden hat (oder aufhbren muss).

Die Verteilung der Nummern auf die Boxen entspricht einer Permutation
o € S,,. Das Team verliert mit dieser Strategie, falls ein Zykel der Lange
> n/2 vorliegt. Die Wkt hierfir ist p1o = > ;0 + ~ 0.646 wie oben in (2)
berechnet. Das Team gewinnt also mit der Wkt 1 — p1g =~ 0.354.

© Furn — oo konvergiert die Wkt 5 in (1) sehr schnell gegen 0,
wéahrend die Wkt 1 — p,, \, 1 — In 2 =~ 0.307 immer Uber 30% bleibt.

© Die Zykelverfolgungs-Strategie ist tatsachlich optimal, das heif3t sie
maximiert die Gewinnwkt. Dies bewiesen E. Curtin, M. Warshauer:
The locker puzzle. Mathematical Intelligencer 28 (2006) 28-31.

Siehe en.wikipedia.org/wiki/100_prisoners_problem.
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