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Kapitel B

Lineare Gleichungssysteme,
Matrixkalkdl und GauBB—Algorithmus

Give someone a fish and they can eat for a day.
Teach them to fish and they can eat for life.

(anonyme Weisheit)
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Motivation und Vorgehensweise

Wie soll man Probleme angehen, insbesondere in der Mathematik?
Konkret oder abstrakt? Am besten, Sie beherrschen beides!

@ Viele Aufgaben sind ohne passende Theorie schwer bis unlésbar,
zur systematischen Lésung entwickeln wir die nétigen Werkzeuge.

@ Wenn Sie die allgemein-abstrakien Zusammenhénge gut verstehen,
dann kénnen Sie auch speziell-konkrete Probleme effizienter I6sen.

© Wir erleben dies hier eindriicklich an einem zentralen Thema:
Lineare Gleichungssysteme, Matrixkalkiil und GauB—Algorithmus.
Mathematik ist immer beides: sowohl abstrakte Theorie als auch
konkrete Anwendung; sie sind keine Gegensatze, sie erganzen sich,
die eine kann nur mit der anderen dauerhaft erfolgreich sein.

Unser treues Arbeitspferd ist der extrem nutzliche GauB—Algorithmus.
Mathematik findet nicht nur, aber eben auch auf dem Computer statt.
Ich prazisiere dazu Datenstrukturen und Algorithmen soweit méglich.
/A\ Nehmen Sie sich Stift und Papier und arbeiten Sie aktiv mit.

An vielen Stellen wollen Sie vermutlich Nebenrechnungen machen.

Der Matrixkalkdl ist unglaublich vielseitig und flexibel: Matrizen helfen
nahezu Uberall, wo Daten systematisch strukturiert und genutzt werden,
in Physik (von Drehmatrizen bis Quantenmechanik) und Informatik (von
Computergraphik bis Computeralgebra), allgemein in den Natur- und
Ingenieurwissenschaften, ebenso in Okonometrie und Statistik.

In der Mathematik beginnen Sie im ersten Semester mit der Linearen
Algebra (Matrizen fir Gleichungssysteme, lineare Abbildungen und
quadratische Formen). Dies nutzen Sie im zweiten Semester in der
Analysis (als Jacobi—Matrix, Hesse—Matrix, usw.). Ab dem dritten
Semester fiihrt die Numerik viele Probleme auf numerische lineare
Algebra zurtick, dazu entwickelt und untersucht sie Algorithmen zur
Matrizenrechnung auf dem Computer. Ebenso werden Matrizen genutzt
in der Stochastik (etwa stochastische Matrizen fiir Markov—Ketten).
Nicht zuletzt spielen Matrizen eine wichtige Rolle in der Algebra, etwa
Darstellungstheorie, homologische Algebra, algebraische Topologie,. . .

/\ Der Plural von ,die Matrix“ lautet ,die Matrizen®, nicht ,Matrixen®.
Umgekehrt lautet der Singular ,die Matrix“ und nicht ,die Matrize“.
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Gaél: Experimentieren Sie mit dem GaufB—Verfahren
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Panorama: Einige der wichtigsten Algorithmen Ausblick

Das Online-Tool Gaél ist intuitiv klickbar, damit kdnnen Sie spielen!

<

Damit I6sen Sie lineare Gleichungssysteme, invertieren Matrizen und
experimentieren mit Umformungen. Gaél ibernimmt die Buchfiihrung.

Welche Algorithmen scheinen die wichtigsten? Hier meine Vorschlage:
(Diese Liste kdnnen Sie durch viele wiirdige Kandidaten fortsetzen.)
Euklidischer Algorithmus zur Berechnung des ggT
Grobner-Basen zur Lésung polynomieller Gleichungssysteme
Schnelle Primzahltests und Public Key Cryptography (PKC)
Newtons Methode zur iterativen Nullstellennaherung
Matrixzerlegung, Gauf3 (LU), Householder-Givens (QR), Cholesky
Lineare Optimierung, Simplexverfahren, Innere-Punkt-Methode
Schnelles Suchen und Sortieren, Quick-/Merge-/Heap-sort
Schnelle Fourier-Transformation (FFT) zur Signalverarbeitung
Datenkompression mittels JPEG, MPEG, MP3, Wavelets, etc.
Monte-Carlo-Methode zur Erwartungsschétzung durch Sampling
Kalman-Filter zur Zeitreihenanalyse und Zustandsschéatzung
Googles PageRank zur Popularitatswertung von Internetseiten
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Panorama: Einige der wichtigsten Algorithmen

B008
Ausblick

Panorama: Einige der wichtigsten Algorithmen

Ich wiirde mir fir Sie wiinschen, dass Sie mdglichst viele dieser
Techniken in lhrem Studium kennen, nutzen und schéatzen lernen.

Meine Liste ist nicht ganz willkurlich, aber naturgeman subjektiv.
Inspiriert wurde sie von einer ahnlichen Top-10-Liste in Computing in
Science and Engineering (2000), dem Princeton Companion to Applied
Mathematics (2016) und dem Buch Modern Computer Algebra (2013).

Euklid (um 300 v.Chr.) nutzte seinen Algorithmus flr natirliche Zahlen,
er gilt ebenso fiir Polynome und allgemein in jedem euklidischen Ring.
Die Methode von Newton (1643—-1727) zur Nullstellenndherung nutzte
bereits Heron von Alexandria (10—70 n.Chr.) in einfachen Spezialféllen.

Alle weiteren Algorithmen sind Entdeckungen des 20. Jahrhunderts und
boomen seit Entwicklung und durch Einsatz elektronischer Computer.

Kryptographie, Datenkompression, PageRank und Data Mining erblihen
insbesondere durch die rasante Popularisierung des Internets seit 1990.
In diesen Bereichen ist die Mathematik auch im Alltag direkt spirbar
und deutlich sichtbar fiir alle, die unter die Oberflache schauen.

Jede groBBe Entwicklung des 20. Jahrhunderts, etwa die Raumfahrt,
bendtigte diese algorithmischen Grundlagen — und noch viele weitere.
Zu Beginn des 21. Jahrhunderts ist absehbar, dass auch die nachsten
groBBen Entwicklungen darauf aufbauen und die Werkzeuge erweitern.
Durch Data Science und Machine Learning werden die algorithmischen
Grundlagen nicht ersetzt oder Uberflissig, sondern weiter ausgebaut.

Schon heute ist es kaum mdglich, sich auf eine ,Top-Ten® zu einigen.
In Zukunft wird dies noch schwieriger, da die diversen Teilgebiete der
Computational Mathematics weiter gedeihen und expandieren werden.
Vielleicht sollte ich daher besser von der , Top-one-hundred* sprechen,
noch fairer von Top-Algorithmen je nach Gebiet und Problemstellung.
Differenzierung und Spezialisierung werden weiter fortschreiten.

In diesem Kapitel geht es um einen ersten dieser Top-Algorithmen:
Das GauB-Verfahren zur Lésung linearer Gleichungssysteme.

Dies gehoért zweifellos zu den Top-Ten der wichtigsten Algorithmen.
Zur wiirdigen Einordnung habe ich das Gesamtpanorama skizziert.
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Beispiel: Kurve durch Datenpunkte

@
@

Gegeben: Gesucht:

S

Aufgabe: Finden Sie alle Parabeln, also Polynomfunktionen
fRoR: flz)=a2®+bx+e,
die durch die Punkte f(0) =0und f(1) = 1 und f(2) = 3 laufen.

Wir wollen mindestens eine Lésung finden, am besten alle Lésungen!
Gibt es Uberhaupt mindestens eine Lésung? Ist sie zudem eindeutig?

Diese Aufgabe ist sehr einfach, doch in vielerlei Hinsicht typisch.

In der Geometrie betrachten wir Geraden, Kreise, Ellipsen, Parabeln,
Hyperbeln, etc. Klassisch konstruieren wir diese mit Lineal, Zirkel und
weiteren Werkzeugen. Die geniale |dee der Analytischen Geometrie
ist es, Punkte durch Koordinaten zu beschreiben. Das gibt uns ein
Universalwerkzeug an die Hand: Mit Koordinaten kénnen wir rechnen!

Die Polynominterpolation durch vorgegebene Datenpunkte ist ein
grundlegendes Hilfsmittel in der Numerik. In vielen Anwendungen sind
diese Datenpunkte gemessene Werte und daher mit Fehlern behaftet.
In diesem Falle wollen wir nicht exakt durch alle Punkte gehen, sondern
suchen eine gute Naherung. Das ist ein Grundwerkzeug der Statistik:
Ausgleichsgerade, Fehler minimieren, Methode der kleinsten Quadrate.
Allgemein im Maschinellen Lernen will man Datenpunkte mdglichst
effizient und sinnvoll beschreiben, auswerten, biindeln, interpretieren.

Zur Vereinfachung betrachten wir hier ein Minimalbeispiel mit drei
exakten Datenpunkten, durch die wir eine Parabel legen wollen.
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Erste Losung durch Lagrange—Interpolation

Vorgegeben seien n + 1 verschiedene Stiitzstellen g, z1, ..., z, € K.
Zu jedem j = 0,1,...,n definieren wir das Lagrange—Polynom

X -z
Li(X) :Hm e K[X],
it

Dieses Polynom erfilllt L;(x;) = 1 und L;(z;) = 0 flr alle i # j.
Zu den Werten yo, 1, - - ., yn € K betrachten wir die Linearkombination

LX) =Y yLi(X) €K[X]<n.
j=0

Diese erfiillt L(x;) = y; furalle j =0,1,...,n, wie gewlinscht.
© Dies konstruiert eine Lésung. Es kénnte noch weitere geben!

Ubung: Rechnen Sie dies konkret aus fiir z = (0,1,2) und y = (0, 1, 3).
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit der folgenden zweiten Lésung.

© Diese Lésung kénnen wir direkt hinschreiben, als explizite Formel,
ohne weitere Rechnung. Bitte fiihren Sie dies hier konkret aus!

® Dies klart noch nicht, ob es vielleicht noch weitere Lésungen gibt:
Wir haben die Existenz einer Lésung, aber noch nicht ihre Eindeutigkeit.

© Zur Eindeutigkeit benétigen wir ein weiteres Werkzeug:

4 Satz B3A: Polynom vom Grad < n auf n + 1 Punkten festlegen
Sei K ein Kérper oder allgemein ein kommutativer Ring ohne Nullteiler.
Jedes Polynom P € K[X] vom Grad deg P < n wird bereits durch seine
Werte an n + 1 Stellen zg, 21, . . ., z, € K eindeutig festgelegt.
Ausfihrlich: Erfiillen die Polynome P, Q € K[X]|<,, die Bedingungen
P(z;) = Q(x;) furalle: = 0,1,...,n, so folgt P = Q.

Diesen schénen und grundlegenden Satz behandeln wir ausflhrlich
im Kapitel Gber Polynome durch die Abspaltung von Nullstellen durch
euklidische Division. Wir erhalten die Eindeutigkeit auch bereits am
Ende dieses Kapitels als Folgerung aus dem GauB—Algorithmus.
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Zweite Lésung durch lineares Gleichungssystem
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Zweite Lésung: Wir haben den Ansatz f(z) = ax? + bz + c.

Gesucht sind die Koeffizienten a, b, c € R, sodass gilt:
f0)=0 &  Ry:
f(l) =1 A Ry :
f@2=3 &  Rs:

0-a+0-04+1-¢=0
l-a+1-b+1-c=1
4-a+2-b4+1-c=3
Wir formen solche Systeme um durch elementare Zeilenoperationen:
Permutation P;;:  R; < Ry, vertausche die Zeilen i und j.
Skalierung  S;(n): R; < pR;, multipliziere Zeile i mit . # 0.
Transvektion T;;(A\): R; < R; + AR;, addiere A mal Zeile i zur Zeile j.
@ Jede dieser Zeilenoperationen kdnnen wir verlustfrei umkehren,
jeweils durch die inverse Operation P;; und S;(~!) und T;(— ).
@ Jede Ldsung vor der Operation ist auch Losung nach der Operation.
Inversion zeigt umgekehrt: Jede Lésung danach ist auch eine davor.

© Alle Lésungen bleiben erhalten, und es kommen keine dazu.

Zweite Lésung durch lineares Gleichungssystem o

Wir wollen folgendes Gleichungssystem lésen:

Oa + 0 + 1lc = 0

la + 10 + 1lc 1

da + 2b + 1le = 3
Zeilenoperation P;5: Wir vertauschen die Zeilen 1 und 2.

la + 1 4+ 1le = 1

Oa + 06 + 1lc = 0

da + 20 + le = 3
Zeilenoperation Ty3(—4): Wir addieren (—4) mal Zeile 1 zu Zeile 3.

la + 1 + 1le = 1

Oa + 0 + 1lc = 0

0a — 2b — 3¢ = -1
Zeilenoperation P,3: Wir vertauschen die Zeilen 2 und 3.

la + 1 + 1le = 1

Oa — 2b — 3¢ = -1

Oa + 0 + 1lc = 0
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Zweite L&sung durch lineares Gleichungssystem
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Von linearen Gleichungssystemen zu Matrizen

Unser Gleichungssystem lautet nun:

la + 16 + 1lc = 1
0a — 20 — 3¢ = -1
0a + 00 + 1lc = 0
Zeilenoperation Sa(—1/2): Wir skalieren die Zeile 2.
la + 10 + le = 1
Oa + 10 + 3kc = 1p
O0a + 0b + le = 0
Zeilenoperation Ty (—1): Wir addieren (—1) mal Zeile 2 zu Zeile 1.
la + 0 — lpc = 12
Oa + 10 + 3kc = 1p
O + 00 + le = 0

Zeilenoperation T31(1/2) und T32(—3/2) zum guten Schluss:

0 + lc 0

la + 0 + 0c = 12
0a + 10 + Oc 1/2
O0a +

© Unser Gleichungssystem hat die Lsung (a, b, c) = (1/2,1/2,0).
Unser urspriingliches Interpolationsproblem wird also gelést durch

1, 1 _z(z+1)
21/ +21-&-0_72 .
Probe: Es gilt f(0) =0und f(1) =1 und f(2) = 3, wie gefordert.

© Unsere Rechnung zeigt zudem, dass dies die einzige Lésung ist.
Diese Gewissheit ist ebenfalls wichtig, und hier Teil der Frage!

f:R=R: f(x) =

Was lernen wir an dieser vorbildlichen Notation und Rechnung?
@ In der jten Spalte steht immer die jte Variable. Dabei ist es egal, wie
die Variablen heiB3en, etwa a, b, c oder z,y, z oder x1, z9, x3.
@ Wir wollen die Variablen nicht immer mitschleppen und wiederholen.
Es genligt, die Koeffizienten zu notieren, um mit diesen zu arbeiten.
© Wir trennen daher im Folgenden Koeffizienten und Variablen.
Wir rechnen allein mit der Koeffizientenmatrix, das ist effizienter!
Wir nutzen die vier Grundrechenarten, nicht mehr und nicht weniger.
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Matrixkalkil: Schreibweise
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Matrixkalkdl: Schreibweise

9

Sei K ein Kérper, wie Q, R, C, oder allgemein ein Ring, wie Z, Zni,i]ﬁljw
Fir Addition und Multiplikation allein gentigt sogar ein Halbring, wie N.
Wir erklaren, was Matrizen (iber K sind und wie man damit rechnet.

apl  ai2 a1n apiy a2 A1n

az1 a22 a2 a1 22 a2
A=]"7 X o oder A= | . .

Am1  Am,2 Am,n aml  Am2 Amn,

Gegeben sei die Zeilenzahl m € N und die Spaltenzahl n € N.

Als Indexmengen nutzen wir I = {1,2,...,m}und J = {1,2,...,n}.

Jedem Indexpaar (i, j) € I x J wird ein Koeffizient a; ; € K zugeordnet.

Eine Matrix A der GroéBe m x n Uber K ist demnach eine Abbildung
A:IxJ—=K: (i,j) —

Aij = Aij = aij = aij.

Die Matrix A schreiben wir bequem als rechteckiges Schema, wie oben,
mit m Zeilen und n Spalten, kurz A = (a;;){={%, oder A = (aj;); oder
A = (a;5), wenn die Dimensionen m und n aus dem Kontext klar sind.

Wir schreiben kurz a;;, wenn keine Verwechslung zu befiirchten ist.
Indizes werden nur selten multipliziert; falls nétig schreiben wir a;.;.

In vielen Anwendungen, insbesondere auf dem Computer, werden auch
andere Indexmengen verwendet, elegant ist m = {0,1,...,m — 1} und
n={0,1,...,n — 1}, aber das bringe ich hier noch nicht tbers Herz.
Zur Indizierung gentigen beliebige Mengen I' = {i; <iy < -+ <'in}
und J' = {j1 < j2 < -+- < jn}. Zur bequemen Darstellung als Rechteck
bendtigen wir die vorgegebene Anordnung. Damit kénnen wir eindeutig
zuunserm Standard I = {1 <2< ---<m}und J={1<2<--- <n}
umnummerieren. Somit ist immer klar, was die ite Zeile und die jte
Spalte ist. Genau darauf bauen nahezu alle folgenden Algorithmen.
Das nutzen wir, wenn wir zur Matrix A: I x J — K eine Untermatrix
Alpxy:I' x J' — K betrachten mit Teilmengen I’ C J und J' C J.
Zwei Matrizen A: 1 x J — Kund A": I’ x J' — K’ sind gleich, wenn sie
als Abbildungen gleich sind, also I = I’ und J = J’ und K = K’ sowie
a;; = ay; fur alle (i, 7) € I x J gilt. Laxer erlauben wir meist monotone
Umnummerierung I = I’ und J = J' mit a;; = a;,]., far (¢,7) > (¢, 4).

Matrixkalkil: Transposition "I | Matrixkalkiil: Einheitsmatrix o
Zu A = (a45)i; definieren wir die transponierte Matrix AT = (a;;);i: In dieser Schreibweise ist u € K!*™ ein Zeilenvektor mit n Spalten.
1 4 Entsprechend ist v € K™*! ein Spaltenvektor mit m Zeilen.
1 2 3
A= — AT=1|2 5 T
156 36 T | | | | i
A= =|v-vn|, AT= |1 U;rn =
AT x J = K:(i,j) = ay = AT:J x I = K:(j,4) = af; = aj o ‘ ‘ ‘ ‘ ol
Dies definiert die Transposition K"*" — K"*": A — AT . . .
fiir alle m,n € Noj. Offe':sichtlich gilt dabei (AT)T = A. Die Transposition macht Zeilen zu Spalten und umgekehrt.
Genau dann gilt AT = A, wenn die Matrix A symmetrisch ist, also Die Einheltsmatrix der GraBe n x n ist
quadratisch ist (mit m = n) und a;; = aj; firalle ¢,j = 1,. .., n erfllt. 1 0 --- 0
0o 1 - : . 1 fallsi=j,
12 3 123 E=1. . .0 | mt e;= 0 fallsi £ j
S5=12 4 5 Q=145 6 P L7
3 56 78 9
Beispiel: Die hi ate Matrix S € 753 ist isch Beliebte Schreibweisensind E=E, =1=1,=1=1, = 1L,,«p.
eispiel: Die hier gezeigte Matrix S € ist symmetrisch, . . S "
die Mpatrix Qe Z"‘Xg“‘ ist zg\]lvar quadratisch, aber ni};ht symmetrisch Sie hat als Spalten die Spalten-Einheitsvektoren ey, .. ., ¢, € K™,
s . i i H -Fi i T T 1xn
Eine Matrix A mit AT — — A heiBt antisymmetrisch und als Zeilen die Zeilen-Einheitsvektoren e], ... e}, € K'*™.
Matrixkalkil: Addition von Matrizen [g@;i?i Matrixkalkdl: Addition von Matrizen [q’@;{ﬁ
Matrizen gleicher GréBe kénnen wir addieren: Ubung: Die Matrizen (K™*", 4,0, —) bilden eine kommutative Gruppe.
12 3 0 2 0 140 242 340 14 3 (0) Was muss gepriift werden? (1) Rechnen Sie es allgemein nach!
{4 5 6} {2 0 3} = [4+2 540 6+0] = {6 5 9} Lésung: (0) Fur alle Matrizen A, B,C € K™*" ist zu zeigen:
Wir definieren dazu die Matrixaddition: A+ (B+0)=(A+B)+C, 0+A=A+0=A4,
A+ B=B+A, A+ (=A)=(—A)+A=0
+ . KTTLXH X KmX’IL — KmXTL . (A}B) — C — A + B, Cl] — al] + bl] ( ) ( )
L . . . o (1) Wir rechnen die Assoziativitat koordinatenweise nach:
Das ist die koeffizientenweise Addition + im Ring K. o
Da (K, +, 0, —) eine Gruppe ist, haben wir zudem [A+ (B+C)ij = a;+(B+0);
000 01 -2 [o -1 2 = aij+ (by + ciy)
0= L) 0 0} T {3 -5 0 } - Ls 5 0} ' = (aij +big) + ¢y
. Z (A+B)j+cj = [(A+B)+Cly;
Wir nennen 0 = 0y, = (0)J={:-7 die Nullmatrix der GréBe m x n. (A4 B)ij + i [(A+5)+Cli
Zur Matrix A = (a;;) nennen wir —A = (—a;;);; die negative Matrix. Ebenso folgt Kommutativitat, Neutrales und Negatives.
© Die Skalare (K, +,0, —) bilden eine kommutative Gruppe, © Die guten Eigenschaften von (K, +,0, —) (ibertragen sich
daher auch die Matrizen (K™*™, 4,0, =) der GréBe m x n Uber K. koordinatenweise zu guten Eigenschaften von (K™*" 4,0, —).
Matrixkalk(il: Multiplikation mit Skalaren Ithearemeune | | Mattrixkalkil: Addition und Skalarmultiplikation Edavorng

Lol

Matrizen kdnnen wir von links mit Skalaren aus K muItipIizierenL:
2.{1 3 4] _ {2-1 2-3 2-4} _ [2 6 8}
340 2-3 2-4 2-0 6 8 0
Wir definieren dazu die Skalarmultiplikation:
KX K™ 5 K™ 0 (A A) = B=X-A, bjj =)\ a;

Ubung: Fiir alle Skalare ), 2 € K und Matrizen A, B € K™*" gilt:

A(A+B)=A-A+A-B,
A+p)e A=A A4+p-A,

1-A=A,
Av(pA)=A-p)-A

Zusammenfassend: (K™*" +,.) ist ein linearer Raum Uber (K, +, ).
Ebenso kdnnen wir von rechts mit Skalaren multiplizieren:

G KWK K™ (AN = C=AN, ¢j=a;-\

Die obigen Regeln gelten dann von rechts. Ist (K, -) kommutativ, so gilt
A+ A= A. )\ andernfalls sind Links- und Rechtsoperation verschieden.

Zur Betonung habe ich hier die Addition 4+ und die Skalarmultiplikation -
flr Matrizen fett hervorgehoben. So unterscheiden wir sie graphisch von
der zugrundeliegenden Addition + und Multiplikation - der Skalare im
Koeffizientenring (K, +, -). Das ist insbesondere fur die ersten
Rechnungen didaktisch sinnvoll, wie hier ausgefiihrt.

Diese pedantische Unterscheidung ist mathematisch gerechtfertigt:
Streng genommen sind + und + bzw. - und - verschiedene Operationen,
daher verdienen sie zur Klarheit auch verschiedene Bezeichnungen.

Auf Dauer wird diese Schreibweise jedoch lastig. Aus dem Kontext ist
ohnehin jeweils klar, was gemeint ist, daher schreiben wir spater beide
Additionen kurz + und beide Multiplikationen kurz -. Das ist bequemer.

Fur die grundlegenden Rechnungen dieses Abschnitts betone ich
weiterhin den Unterschied. Ich hoffe, diese Genauigkeit hilft Ihnen.
Die (fahr)lassige Ungenauigkeit kommt friih genug von ganz allein.
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Matrixkalkdl: Multiplikation von Matrizen o

Zwei Matrizen passender GroBe kdnnen wir multiplizieren vermége
o KPXY x R9*T — KPXT . (A.B) — C = A'B, Cil. = Z?:l Qg - bjk

/\ Voraussetzung: Die Spaltenzahl von A ist die Zeilenzahl von B.
Wir nutzen die Multiplikation - und die Addition + der Koeffizienten.
Diese Summenformel bedeutet anschaulich Zeile mal Spalte:

V1
V2
[u1 U un} i =Ul VL F ULV FF Uy Uy
'Un
Ein einfaches Beispiel:
1
1 2 3]-|-4|=1-1+2-(-4)+3-2=-1
2

/\ Hierzu miissen beide Vektoren dieselbe Lénge n haben!

Zwei Matrizen passender Gré3e kdnnen wir multiplizieren vermoge
o KPX o K97 — KPXT . (A,B) —C = A'B7 Cik. = Z_;l':l g5 bjk.

Im Matrixprodukt A - B multiplizieren wir demnach jede Zeile von A
mit jeder Spalte von B. Das lasst sich graphisch geschickt darstellen:

Ubung: Rechnen Sie dieses Beispiel vollstandig nach.

/\ Beim Produkt A - B missen die Zeilen von A und die Spalten von B
dieselbe Lange haben. Andernfalls ist das Matrixprodukt nicht definiert.
Wer trotzdem gedankenlos weiterrechnet produziert Unsinn.
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Matrixkalkil: Reihenfolge der Multiplikation
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Matrixkalkdil: Distributivitat der Multiplikation

Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ: Fir p # g und A € KP*4
und B € K7P sind A+ B € KP*P und B - A € K?9*7 verschieden groB.

Selbst flir quadratische Matrizen, mit p = ¢ > 2, gilt meist A« B # B+ A:

1 o] fo 1] fo 1 vs 0 1] [1 0] fo o
0 0] |0 of] |0 O 0 0l [0 0] |0 O

Ubung: Wahlen und priifen Sie zuféllige Beispiele, etwa:

E R R B R R

Die Transposition kehrt die Reihenfolge um, (A - B)T = BT - AT.

(A' B)L = (A' B)m = Z;Z:l Q5 bjk'
(BT AN = 23:1 sz ’ a]T*i, = 23‘:1 by, - aij

Hierzu bendtigen wir allerdings, dass der Ring (K, +, -) kommutativ ist!
Andernfalls missten wir in K die Multiplikationsreihenfolge umkehren.

Aufgabe: Die Matrixmultiplikation ist distributiv Gber die Addition.
(0) Was bedeutet das genau? (1) Rechnen Sie es allgemein nach!

Losung: (0) Fir alle Matrizen A, A’ € KP*? und B, B’ € K97 gilt:
DL: A-(B+B)=A-B+A-B
DR: (A+A).-B=A-B+A4-B

(1) Wir rechnen die Linksdistributivitat koordinatenweise geduldig nach:

[A-(B+B s = Xj_jaij-(B+ B

= 2 ai - (bjk+ )

= 2ia by +ag b,
oy b A 0 @i -
(A+B)ig + (A+ B)ix
= [A-B+ A-Bly

I

Genauso rechnet man auch die Rechtsdistributivitat nach.

Matrixkalkiil: Assoziativitat der Multiplikation
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Zu jeder Matrix A € K™*" ist die Einheitsmatrix 1,,,x, linksneutral,
also 1,,xm + A = A, und 1, ist rechtsneutral, also A-1,,x, = A:

(L = A)ix = 20704 €3 - ajr, = aiy
(AeLnsp)i = 205 aij - €k = aiy
Aufgabe: Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, fir alle Matrizen
A€ RPX1, B e KI¥", C e K5 gilt (A B)-C = A+ (B-C) in KP*s,
Lésung: Wir rechnen die Assoziativitat koordinatenweise nach:
[A-(B-CO)lie = Xi_jaij-(B-C)je
= 2y [ b cw]
= 0 Yo i - (b cke)
= 20 Yo (aij - bik) - cre
= ko X (ai - bjk) - ce
= D k=1 [23:1 Qij - bjk} " Cke
= Yo (A-B)ix-cre =

((A-B)-Cli

Zu Koeffizienten A1, Ao, ..., A, € K definieren wir die Diagonalmatrix

MO 0

. 0 A : A fallsi = j,

D=diag(dere )= |0 0 ’di'i_{o fallsi#j’
0 - 0 A

Das Produkt D - A multipliziert die ite Zeile von A mit \; von links.
Das Produkt A - D multipliziert die ite Spalte von A mit \; von rechts.

Speziell fur A = diag(\, ..., A) = A+ 1pxn = Luxn « A multipliziert
A+A=X-Abzw. A- A = A- )\ jeden Eintrag von A mit . Somit gilt:
Ae(A-B) = (\-A)-B = A-(\-B)
(AsB)+X = A-(B-)) < (4-))-B
Assoziativitat gilt immer, direkt fir A oder dank B121 fir A = A« 1,,xp,
die rechte Gleichung gilt nur im kommutativen Fall, dank A\« A = A« \.

Auf diese Weise kdnnen wir den Grundring K in jeden Matrixring K™*"
diagonal einbetten dank der Abbildung ¢ : K < K" "™ : X = X« 1,,5p.
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Matrixkalkil: Zusammenfassung

Unsere Rechnungen sind handwerklich einfach und eine gute Ubung:
Sie lernen hier prazise Notation und sorgfaltige Argumentation.

Ich sage bewusst ,einfach”, denn Sie missen hier nichts selbst erfinden,
keinen genialen Trick und keine neue Methode, nur geduldig rechnen.
Dennoch mag lhnen unser Vorgehen am Anfang schwierig erscheinen.
Ich sehe hierfiir vor allem zwei mégliche Griinde:

1 Die Schreib- und Denkweise ist fir Sie noch neu und ungewohnt.
Ja, das ist richtig. Genau deshalb erklare ich Ihnen hier alles
detailliert und gehe alle Schritte mit lhnen ausfuhrlich durch.

Mit etwas Gewdhnung und vor allem viel eigener Ubung gelingen
lhnen solche Rechnungen dann bald selbst, leicht und routiniert.
Die Miihe mag Ihnen Ubertrieben pedantisch vorkommen.

Das ist ein allgemeiner Vorwurf an die Mathematik von Menschen,
die auf Genauigkeit wenig Wert legen, sondern auf Intuition hoffen.
Wir befinden uns jedoch haufig in Situationen, wo die Intuition uns
verlasst oder gar tauscht. Hier helfen nur Prazision und Sorgfalt.

n

1 Strukturen
© Diese universelle Konstruktion gibt uns eine wunderschéne Struktur:
Satz B1A: Grundrechenarten flr Matrizen
Wir betrachten Matrizen K™*" (iber einem Ring (K, +,0, -, 1).
Matrizen passender GroéBe kénnen wir addieren und multiplizieren:
K™ K™ 5 K™ (A, B) s C = A+ B, cij = ag; + bij
< RPXE x RIXT — RPXT :(A,B) —C = A'B, Ci = Z;{:l Qg+ b]'k.
Die Matrixaddition bildet eine kommutative Gruppe (K™*", +,0) und
zusammen mit der Skalarmultiplikation einen linearen Raum uber K.

Die Matrixmultiplikation - ist distributiv iber +. Sie ist nicht kommutativ,
aber assoziativ. Die passende Einheitsmatrix ist links-/rechtsneutral.

Die quadratischen Matrizen bilden den Ring (K™*", 4, Os,xn, * lnxn)-
Fir n > 2 ist dieser Matrixring nicht kommutativ und hat Nullteiler:

L3 - BYEY-E
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Vorgelegt seien Matrizen A € K™*" und B, C' € K™*™.

{1 0 *} ;?_{1 0} {1 0 0} ;
-2 1 = 00 01 -2 10 N
Wir nennen B linksinvers zu A, falls B+ A = 1, gilt.
Wir nennen C rechtsinvers zu A, falls A« C = 1,,xm, gilt.

Ist B linksinvers zu A und C rechtsinvers zu A, so folgt B = C, denn

B = B« lmxm = B'(A'C) = (B’A)'C L

* = O
[ I
Il
—
O =
=}
[

171,><n,'C = C.

Wir nennen B invers zu A, falls B+ A = 1,x, Und A« B = 1,5, gilt.
Damit ist B eindeutig durch A bestimmt, und wir schreiben A=! := B.

T P R A Y i R

Die Matrix A heif3t invertierbar, falls zu A eine inverse Matrix existiert.

Eines der Ziele in diesem Semester ist es, Invertierbarkeit zu verstehen.
Wann ist eine Matrix invertierbar? Gibt es hierzu hilfreiche Kriterien?
Wenn A invertierbar ist, wie berechnen wir die inverse Matrix A=1?

Wie gelingt das mdglichst effizient? Gibt es spezielle Werkzeuge?

Aufgabe: Sind die beiden folgenden Matrizen Uber Q invertierbar?
Was wiirden Sie vermuten? Kénnen Sie es beweisen?

1 0
A=12 1], B:[EQ?S}
0 0
Lésung: Nein, weder A noch B ist invertierbar, wie oben gesehen:

Die Matrix A hat mehrere Linksinverse und daher kein Rechtsinverses.
Die Matrix B hat mehrere Rechtsinverse und daher kein Linksinverses.

© Uber jedem verniinftigen Ring (etwa einem Kérper, CRing B1k
oder DRing B2D) ist jede invertierbare Matrix auch quadratisch:
Invertierbarkeit ist bestenfalls fir quadratische Matrizen méglich.

Das ist keineswegs offensichtlich und ein fundamental wichtiger Satz.

__ B127
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Wir wollen die invertierbaren Matrizen im Ring (K"*", +,-) verstehen.
Als erster Schritt hilft die Klarung allgemeiner Begriffe und Techniken:

Definition B1B: Invertierbarkeit und Inverses

Sei (M, -,1) ein Monoid, also eine Menge M mit assoziativer
Verknipfung -: M x M — M und neutralem Element 1 € M.

Vorgelegt sei Elemente a,b,c € M.

Wir nennen b linksinvers zu q, falls b - a = 1 gilt.

Wir nennen ¢ rechtsinvers zu a, falls a - ¢ = 1 gilt.

Ist b linksinvers zu a und ¢ rechtsinvers zu a, so folgt b = ¢, denn
b= b1 2 b(ac) = (ba)re = 1-c = ¢

Wir nennen b invers zu a, falls sowohl b-a =1 als auch a - b = 1 gilt.
Damit ist b eindeutig durch a bestimmt, und wir schreiben o= := b.

Die Menge aller invertierbaren Elemente in (M, -, 1) bezeichnen wir mit

M= (M, )" =M, 1) :={aeM|FeM:a-b=b-a=1}.

. . . . ___ B128
Die invertierbaren Elemente bilden eine Gruppe. [Absiraktion]

1_Gruppen |
Beispiele: Im Halbring N gilt (N, +,0)* = {0} und (N, -, 1)* = {1}.

Im Ring Z hingegen gilt (Z,+,0)* = Z und (Z,-,1)* = {-1,1}.

Im Kérper Q gilt (Q,+,0)* =Qund (Q,-,1)* = Q* =Q ~ {0}.

Im Ring Z,, gilt Z)¢ = (Zy,,1)* = {a € Zy, | ggT(a,n) =1}.

Satz B1ic: Die invertierbaren Elemente bilden eine Gruppe.

Sei (M, -, 1) ein Monoid. Dann ist (M*, -, 1, ~!) ist eine Untergruppe.

Beweis: Zunéchstgilt 1-1=1,also 1 € M* mit 17! = 1.
Firac M* gilta-a~'=a"1-a=1,als0a™! € M* mit (a™ 1)~ = a.
Fur je zwei Elemente a,b € M* gilt a - b € M*, denn wir haben:
(a~b)‘(b71~a71) (a-(b~b71))-a*1 = (a-1)-a~! L g0t 2
b ta @b =0 @ta)b= w1 Zohp =

z

Also ist a - b invertierbar mit dem Inversen (a-b) ! =b"1.a 1.

Das heif3t, M * ist abgeschlossen unter Multiplikation und Inversion.
Wir kénnen diese auf M * einschranken und erben Assoziativitét.
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Wir wollen den kleinsten Matrixring (K2*2, +,-) genau untersuchen.
Matrixaddition und -multiplikation sind hier besonders Ubersichtlich:

a ¢l d Jdl_Ja+d
b d vod| o b+
a ¢ | a ] fad +cb
b d b d|  |ba +dV
Wenn Sie es konkret mégen, rechnen Sie die Ringaxiome erneut nach.

Vergleichen Sie dies mit der oben ausgefiihrten allgemeinen Rechnung.
Welche ist kiirzer? eleganter? lehrreicher? Das ist eine gute Ubung!

c+c
d+d

ac + cd'
bc + dd’

Wir sparen Klammern durch die Gbliche Konvention Punkt vor Strich.
Wo méglich sparen wir auch Produktzeichen und schreiben ab = a + b.
Spaéter schreiben wir 4+ und - auch fir Matrizen, das ist bequemer.

Es ist nutzlich, zunachst den kleinsten interessanten Fall zu verstehen!
Der GauB-Algorithmus beruht im Wesentlichen auf 2 x 2—Matrizen,
deren Operation wir geschickt auf den allgemeinen Fall Gbertragen.

Sei (K, +, ) ein kommutativer Ring. Wir beobachten folgendes Beispiel:
a ¢ d —c 10 d —c| |la ¢
R R e R E AR

Ist also ad — be in K invertierbar, so auch unsere Matrix in K2*2 vermége

a 7! d c
_ el -
{b d} = (ad —bc) {—b a} ’
Flr 2 x 2—Matrizen definieren wir daher die Determinante durch

det : K22 5K : {a C] — det {a

C
b od ]—ad—be.

b d
Dies ist ein Polynom in den Matrixkoeffizienten und leicht zu berechnen.
Wir entwickeln spéter eine ahnliche Formel fir quadratische Matrizen
beliebiger GroBe. Das wird sich als sehr nitzliches Werkzeug erweisen.
Die Determinante bietet uns ein einfaches Kriterium um zu bestimmen,
ob unsere Matrix invertierbar ist oder nicht, daher der gewichtige Name.
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Beispiel: Wir wollen folgendes Gleichungssystem Uber Z l6sen:

—4x1 4+ 929 =3 . -4 9 T 3
— Az =>bmit A= , T = , b=

—3x1 + Ty = 2} * {—3 7} * [12} {2}

Hier gilt det A = —1 € Z*, also ist A in Z?*? invertierbar vermdge

a5

Probe: Multiplizieren Sie A+ A=! = 15 und A~'+ A = 15,5 direkt aus!
Somit hat Az = b fir jede rechte Seite b genau eine Lésung:
Ax =10 — A Wh=ATAz)= A Az =1z=2
r=A"% = Arx=AA)=UAA=1b=0b
In unserem konkreten Beispiel finden wir so die eindeutige Lésung

=7 -

Probe: Rechnen Sie Ax = b durch Einsetzen direkt nach!
Alternative: Lésen Sie Az = b mit dem GauB3—Verfahren Ulber Q.

Definition B1D: allgemeine lineare Gruppe
Sei (K, +,0,-,1) ein Ring und (K™*™, 4, 0,xn, *, 1nxn) der Matrixring.
Die invertierbaren Elemente bilden die allgemeine lineare Gruppe
GLI?(K) = (Knxnv'v lnxn)X
={AeK"™" |IBeK":A-B=B+A=1lpxn }.

Satz B1E: Inversion von 2 x 2—Matrizen

Sei (K, +,0, -, 1) ein kommutativer Ring. Dann ist die Determinante
det : K2*2 — K multiplikativ, das heiBt, sie erfllt det(12x2) = 1 und

det(A+ B) = det(A) - det(B).

Genau dann ist A in K2*2 invertierbar, wenn det(A) in K invertierbar ist.
In diesem Falle gelingt die Inversion mit der einfachen rationalen Formel

{Z 2}71:(ad*bc)_l {—db :;}
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Beispiel B1F: die komplexen Zahlen C als Matrizen Uber R
Im Matrixring (R2*2, +, 092, -, 1ax2) betrachten wir die Teilmenge

C::{z:[;QEIHI,yER}.

Sie bildet einen Ring, denn sie enthalt 022 und 12x2 und ist zudem
abgeschlossen unter Matrixaddition, Negation und Multiplikation:

[52¥] - [430] = [t ~84)]

Jedes Element = # 0in (C, -) ist invertierbar, denn det(z) = 22 + 32 > 0:
_y7—-1 T
[52] =[5
Somit ist (C, +, -) ein Divisionsring. Er ist zudem sogar kommutativ:
[u 71;] i [z 711] _ [H«’L'*Uy —(uy+va:)]

v ou y T uy+vr  ur—vy

Somit ist (C, +, -) ein Koérper. Er entspricht den komplexen Zahlen A3B:
€ +,)=(C+)

sty [§ Y]

{ Teiring
Wir betrachten hier nicht die gesamte Menge R?*2 aller reellen

2 x 2-Matrizen, sondern nur eine spezielle Teilmenge C' C R?*2,
Diese ist abgeschlossen unter Addition, Negation und Multiplikation:
Fir je zwei Matrizen z,w e CQit z+w e C, —w e Cund z-w € C.
Zudem gilt 0252 € C und 1242 € C. Wir nennen dies einen Teilring.
© Allein daraus folgt bereits, dass (C, +, 023, -, 12x2) €in Ring ist.
Ubung: Wiederholen Sie die acht Ringaxiome und priifen Sie jedes
einzelne hier nach. Sie werden sehen, dass es trivialerweise erfllt ist.

Struktur (C, +,-) (C,+) (C,+,) (C,-)
Eigenschaft Ass Ntr Inv Com| DL DR |Ass Ntr In¥ Com
erbenals Teilring | v v v V|V V|V V - -
extra nachrechnen v /7

Trivial bedeutet, es folgt ohne weiteres Zutun sofort aus der Definition.
Erst nachdem Sie sich selbst diese notwendige und lehrreiche Miihe
einmal gemacht haben, sind Sie berechtigt auszurufen: ,Das ist triviall”
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Beispiel B1G: die Quaternionen H als Matrizen Gber C
Im Matrixring (C2*2, +, 092, -, 1ox2) betrachten wir die Teilmenge
H={g¢=[2]|zsweC}

Sie bildet einen Ring, denn sie enthalt 0252 und 1242 und ist zudem
abgeschlossen unter Matrixaddition, Negation und Multiplikation:

Z1 —wi z2 —w2 | _ 2122 — W1 W32
@ | |wo@m | | wietEws
Jedes Element ¢ # 0 in (H, ) ist invertierbar, det(q) = |2|2 + |w|? > 0:

[% 7?“;}_1 = zE#»lwﬁ [*EE’LZU}

Somit ist (H, +, -) ein Divisionsring. Er ist jedoch nicht kommutativ:

—Z1w2—wWw122
—wiwa+2z122

I J K

E=001=05%], =071 K=[%3] = || %7
K J

Dieser Divisionsring entspricht Hamiltons Quaternionen A3D geman
(H,+,-) = (H,+,") : a+Bi+vj+ k2 aFE + I+ ]+ K.

—I —FE

{ Telling
Die Teilmenge H c C?*2 ist ein Teilring: Es gilt 02x2 € H und 1555 € H.
Fir je zwei Matrizen z,w e Hgilt z+we H,—~-we Hund z-w € H.
© Allein daraus folgt bereits, dass (H, 4, 02x2, -, 1ax2) €in Ring ist.

Struktur (H, +, ) (H,+) (H,+,") (H,-)
Eigenschaft Ass Ntr Inv Com| DL DR |Ass Ntr In¥ Com
erbenals Teilring | v v Vv V|V V|V V - -—
extra nachrechnen v -

© Unsere sorgsame Vorbereitung zum Matrixkalkil zahlt sich hier aus!
Die Ringaxiome haben wir flr (K™*" 4 ) allgemein nachgewiesen.
Das kénnen wir immer wieder wunderbar nutzen, so auch hier.

© Ohne weitere Miihe sehen wir sofort, dass H ein Schiefkérper ist.
Das ist eine explizite doch sparsame Konstruktion der Quaternionen.
Die naive, direkte Konstruktion A3D ist mdglich, aber eher miihsamer.
Ich finde den Weg Uber Matrizen recht elegant und besonders effizient:
Der allgemeine Matrixkalkll beschert uns alle relevanten Eigenschaften!
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In Kapitel A haben wir den Kérper C = R[i] der komplexen Zahlen und
den Schiefkérper H = R[i, j, k] der Quaternionen definiert, aber nicht
sofort die Kérperaxiome nachgerechnet. Ohne weitere Hilfsmittel ist die
Rechnung leider langlich. Dies gelingt in B1F und B1G nun mihelos!

Warum ist das auf einmal so leicht? Weil wir flir Matrizen alles Nétige
allgemein vorbereitet und dazu die Ringaxiome nachgerechnet haben.
Zudem sind Matrizen sehr handlich, effizient und Gbersichtlich und
bieten uns eine erfreuliche Vielfalt an Struktur und Rechentechnik.

Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erkléren als ihre zahlreichen Spezialfélle.

Dieser Trick fir C und H ist tatsachlich eine allgemeine Methode:

Die Darstellungstheorie untersucht Ringe, genauer: Algebren Uber
einem Kérper K, durch geeignete Darstellungen als Matrizen Gber K.
Das ist sehr flexibel und Uberaus nutzlich, zum Beispiel in der Physik.

Wir kénnen zunéchst abstrakt scheinende Objekte (Gruppen, Algebren)
ganz konkret durch Matrizen darstellen und so effizient untersuchen.

Wir wollen diese schone Technik weiter illustrieren.

Aufgabe: Stellen Sie die Kérper Q[i] aus ATH und Q[v/2] aus A1G
sowie Q[v/3] durch 2 x 2—Matrizen lber Q dar, nach obigem Vorbild.
Allgemein: Sei K ein Kérper. Untersuchen Sie Matrizen der Form

_ - T ay
p=r={:=[7 |

wobei « € K eine Konstante ist und z,y € K beliebig sind.

Ist die Teilmenge E,, C K22 ein Teilring im Matrixring K2*2?

(1) Welche Eigenschaften miissen Sie fiir £, ¢ K2*2 hier nachpriifen?
(2) Welche Ringaxiome bekommen Sie fiir E,, dadurch geschenkt?

(3) Flr welche Konstanten a € K ist £, ein Kérper?

© Damit beweisen Sie die Kérperaxiome fiir Q[i] und Q[v/2] und Q[v/3],
ganz nebenbei ohne weitere Miihe. Zudem erhalten Sie eine Familie £,
interessanter Beispiele Uber K, eines fir jede Konstante « € K.

x,yEK}
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Lésung: (1) Die Teilmenge E C K2*? ist abgeschlossen unter Addition
und Multiplikation: Fir alle z,w € Egilt z + w € Eund z-w € E, denn

r oy i u av|  [r4+u aly+v)
y T v oul|l |ytv z4u |’
z ay] [u av]  Jau+oayy alyu+ av)
y T v u| |yut+av zutayv |’

Ebenso gilt —E C E sowie 0242 € E und 1345 € E.

(2) Somit ist E ein Ring, genauer gesagt ein Teilring von K2*?2:

Alle Ringaxiome vererben sich vom Matrixring K2*2 auf E.

(8) Invertierbarkeit von z in E ist dquivalent zur Invertierbarkeit von
det(z) = 2% — ay? in K, siehe Satz B1E. Dies gilt fir alle z # 0 genau
dann, wenn die Konstante a € K keine Quadratwurzel in K hat.

In diesem Falle ist £ ein Korper, geschrieben E = K[\/a].

Fir K = Q und a = —1, 2, 3 erhalten wir unsere obigen drei Kérper.
Fir K = R und a = —1 erhalten wir die komplexen Zahlen C = R]i].

Ubung: Wir betrachten die Menge der oberen Dreiecksmatrizen

o~ 3- {5 2

Ist diese abgeschlossen unter Matrixaddition und Matrixmultiplikation?
In diesem Falle erhalten wir eine Addition bzw. Multiplikation auf U.
Welche der Ringaxiome sind fur U erfullt? Ist U ein Kérper?

Beantworten Sie dieselben Fragen fir folgende Beispiele:

R 0 0 R R 0 R R 0 R

0 0]’ 0 0]’ 0 R|’ 0 0]’ R 0
Fir 2 x 2-Matrizen gibt es insgesamt 2¢ = 16 Beispiele dieser Art.
Wenn Sie mdchten, kénnen Sie systematisch alle untersuchen.

Fir 3 x 3—Matrizen mit 27 = 512 Beispielen wird das schwieriger.
Sie kénnen sich aber einige der schénsten Beispiele aussuchen.

z,y,zeR}




B141

Konstruktion eines Kdrpers mit vier Elementen Ubung

B142

Konstruktion eines Kérpers mit vier Elementen Ubung

Zu jeder Zahl n € N>, kennen wir den Ring Z,, mit n Elementen (A20).
Die invertierbaren Elemente hierin sind Z)\ = { a € Z,, | ggT(a,n) =1 }.
Wir interessieren uns fir den schénsten Fall: Ist p € N>, eine Primzahl,
so erhalten wir auf diese Weise den Kérper I, = Z, mit p Elementen

Gibt es weitere endliche Kdrper? In Satz J2G werden wir zeigen: Ist K
ein endlicher Kérper, so gilt K = p? mit p € N>o prim und d € N>;.

Es gibt insbesondere keinen Kérper mit 6 oder 10 Elementen.

Wir kennen bereits Kérper mit 2,3,5,7,... Elementen, und es wére
interessant, auch Kérper mit 4,8, 9, ... Elementen zu konstruieren.

Der Ring Z, hat vier Elemente, ist aber kein Kérper. Was tun?

Das folgende Beispiel zeigt explizit einen Kérper F; mit vier Elementen.
Im Prinzip genugt es dazu, die Addition und die Multiplikation als Tabelle

auszufuhren, doch dann ist der Nachweis der Kérperaxiome leider recht
muihselig. Es ist effizienter, F; durch geeignete Matrizen darzustellen!

Beispiel B1H: ein Kérper mit vier Elementen
Im Matrixring (F2*2, 4+, 02xs, -, 12x2) betrachten wir die Teilmengen

F={0=[83L, I=831}, R=RU{X=131),Y=[1}}

Diese bilden jeweils Teilringe F, C Fy C F%“ und sind sogar Kérper.

Aufgabe: (0) Wie kénnen Sie dies mdglichst effizient beweisen?
(1) Schreiben Sie Addition und Multiplikation als Tabellen aus.
(2) Weisen Sie dann fir (Fy, +, -) alle zehn Kdrperaxiome nach.
(3) Wie berechnen Sie die Inversion mit Hilfe der Determinante?

Lésung: (0) Die Kérperaxiome zu nutzen ist hilfreich und effizient,
sie nachzuweisen ist meist aufwandig, doch eine gute Investition.
Wir kénnen uns Arbeit ersparen, indem wir den Matrixring nutzen,
hier IF%XQ, denn fir diesen Ring haben wir alle erforderlichen Axiome
bereits allgemein nachgewiesen (Satz B1A). Dazu folgen wir der
raffinierten Argumentation der vorigen Beispiele B1F und B1G.
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Konstruktion eines Kdrpers mit vier Elementen

(1) Addition und Multiplikation auf F, bzw. F; ergeben folgende Tabellen:

+/0 I X Y -0 I X Y
ol0 I XY oOl0 O O O
1|1 O Y X 110 I XY
X XY O 1 X0 XY I
Y|Y X I O Y| O Y I X

Zum Beispiel gilt X - Y = [?1]-[1§] =[§ 9] = I. Rechnen Sie es nach!
Somit sind F» und Fy abgeschlossen unter Addition und Multiplikation,
zudem unter Negation, und es gilt 0252 = O € Fyund 1axo = I € Fy.

(2) Die Korperaxiome folgern wir direkt aus den Tabellen oder erben sie
als Teilring von F2*2: Wir nutzen jeweils geschickt, was leichter ist!

Struktur (Fy, +, ) (Fy,+) (Fyy+, ) (Fy,-)

Eigenschaft Ass Ntr Inv Com| DL DR |[Ass Ntr In¥ Com
direkt aus Tabelle v /v 7 v o/ 7/
erbenals Teilring | v v Vv V|V V|V V- -

(3) Multiplikative Inverse kdnnen wir direkt aus der Tabelle ablesen
oder mit der Determinante und der Inversionsformel B1E berechnen.

Speziell tiber Fy ist A = [¢ 5] € F2*2 genau dann invertierbar, wenn
det A = ac — bd = 1 gilt, und das Inverse ist dann [§ 57" = [¢¢].

Damit finden wir X' = [91]7' = [1 1] = ¥ und ebenso Y ! = X.
Genau so lesen wir es auch aus der Multiplikationstabelle ab.
Insbesondere ist F; \ {O} abgeschlossen unter Inversion.

© Unsere sorgsame Vorbereitung zum Matrixkalkiil zahlt sich hier aus!
Die Matrizenrechnung ist ein Universalwerkzeug und ungemein niitzlich
fur konkrete Rechnungen, insbesondere fir lineare Gleichungssysteme.
Dazu fiihren wir im Folgenden den GauB—Algorithmus detailliert aus.

© Die vorigen Beispiele illustrieren sehr eindriicklich und elegant,
dass Matrixringe ebenso praktisch wie theoretisch interessant sind.
So kénnen wir die Teilringe ¢ € R**? und H ¢ C?*? und F, C F2*2
effizient konstruieren und anschlieBend als Schief/Kérper nachweisen.
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Definition B11: die Spur einer quadratischen Matrix

Die Spur, engl. trace, einer quadratischen Matrix A € K"*™ ist
die Summe ihrer Diagonaleintrage. Als Formel ausgeschrieben:

tr =tr, : K" - K : A'_>Z;cb=1akk:all+a22+"'+(l7m

Aufgabe: Gilt tr(AB) = tr(BA) fur alle A € KP*? und B € K?*P?

Loésung: Wir haben die Produkte AB € KP*? und BA € K7%4.

Wir setzen die Definition der Spur ein und vergleichen die Summen:
try(AB) = 30 (AB)y = 30 Y, aijbyi = 3o 5 aigbji
trg(BA) = 311 (AB);; = X2 2201 bjiaij = X2 5) biiaij

Summiert wird hierbei jeweils Uber alle Indexpaare (¢,5) € I x J.

Ist der Ring K kommutativ, so sind die Summanden jeweils gleich.

© Daraus erhalten wir unmittelbar den folgenden niitzlichen Satz,
in dem wir erste Eigenschaften der Spur zusammenstellen.

Satz B1J: erste Eigenschaften der Spur
(1) Die Spur erfullt tr(1,x») = n und ist invariant unter Transposition:

tr(A) = tr(AT)

(2) Die Spur ist eine (beidseitig) lineare Abbildung Uber K:
Fir alle Matrizen A, B € K"*" und alle Skalare X € K gilt

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B),  tr(AA) = Atr(4),
tr(AN) = tr(A)A.

(3) Ist der Ring K zudem kommutativ, so ist die Spur invariant unter
zyklischer Vertauschung: Fir alle Matrizen A € KP*? und B € K97 gilt

tr(AB) = tr(BA).
(4) Speziell fur alle A, B € K**™ mit B invertierbar folgt daraus

tr(B~AB) = tr(A).
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Ist jede invertierbare Matrix quadratisch?

Sie kennen bereits rechteckige Matrizen, die einseitig invertierbar sind.
All unsere Beispiele invertierbarer Matrizen waren bislang quadratisch.
Muss das so sein? Nein, nicht immer (siehe J10), aber doch recht oft:

Satz B1K: invertierbare Matrizen Uber Z sind quadratisch.

Sei K = Z oder allgemein K D Z ein kommutativer Ring, der Z enthalt.
Dann ist iber dem Ring K jede invertierbare Matrix quadratisch.
Ausflhrlich: Gegeben seien zwei Matrizen A € KP*? und B € K7*P.
Gilt sowohl AB = 1,4, als auch BA = 1,,, so folgt daraus p = q.

© Dies gilt demnach insbesondere fiir die Kérper K = Q, R, C.
Aufgabe: Beweisen Sie dies! Genialer Trick: Nutzen Sie die Spur!

Lésung: Mit der Spur tr: K"*™ — K und Satz B1J gelingt dies leicht:
Aus AB = 1,yx, berechnen wir die Spur tr(AB) =p € Z C K.
Aus BA = 144, berechnen wir die Spur tr(BA) =q € Z C K.

Da K kommutativ ist, gilt tr(AB) = tr(BA), also p = q.

Satz B1K ist beruhigend und unser Beweis sehr elegant.
Unsere Voraussetzung Z C K ist leider technisch notwendig,
nicht fiir die Gltigkeit des Satzes, sondern fir unseren Beweis:

Beispiel: Wenn wir iber dem kommutativen Ring K = Z,, rechnen,
so erhalten wir hier nur p rem n = g rem n in Z,,. Daraus folgt p = ¢
immerhin flr alle kleinen Dimensionen p, ¢ < n, aber nicht allgemein.

© Wir werden die Aussage im nachsten Abschnitt fiir jeden Kérper K
und ganz allgemein fiir jeden Divisionsring beweisen, sieche Satz B2D.
Somit gilt sie insbesondere fir Z,, = F,, und jede Primzahl p € N>,.

© Die Aussage gilt zudem iiber jedem kommutativen Ring K # {0},
auch ohne die technische Einschrankung K D Z. Dies beweisen
wir in Kapitel L mit Hilfe der Determinante, siehe Satz L3A.

/\ Es gibt auch exotische Beispiele von Matrizen, die nicht quadratisch
und dennoch invertierbar sind, siehe Beispiel J10. Die hier diskutierte
Eigenschaft ist also keineswegs ,trivial“ oder ,selbstverstandlich®.
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Sei K ein Kérper, wie Q, R, C, Z,; es genugt ein Divisionsring, wie H.
Zu lésen sei ein lineares Gleichungssystem Uber K, kurz LGS:
anry +apry +...+a1T, =b
11 + axrs + ...+ axy, = b

Am1T1 + Q22 + ...+ Ay = by
Dies biindeln wir pragnant und effizient zu einer einzigen Gleichung
Az =1
mit der Koeffizientenmatrix A € K™*" und der rechten Seite b € K™.

Gesucht ist z € K™. Wir schreiben kurz K fiir K»*! (Spaltenvektoren).
© Bequeme Schreibweise strukturiert Daten und vereinfacht Lésung.
Ein sehr effizientes Lésungsverfahren ist der GauB—-Algorithmus.

© Wichtiger Spezialfall: Ist die Matrix A invertierbar, so wird unser
LGS Az = b geldst durch 2 = A~1b, und dies ist die einzige Lésung.

Besonders leicht zu l6sen ist Az = b in Diagonalform:

ail 0 0 0 0 T b1
0 ago 0 0 0 i) bz
0 0 az3 O 0 x3 | = | b3
0 0 0 aua O x4 by
0 0 0 0 ass T5 b5

Hier sind alle n Gleichungen entkoppelt, wir kdnnen sie separat 16sen.
Wir setzen dazu a;; # 0 voraus, somit ist a;; invertierbar in K:

ar;, =b, <— x;= a;ilbi
Hier nutzen wir, dass K ein Divisionsring ist, also K* = K \ {0}.
Uber dem Ring Z zum Beispiel kénnen wir 3z = 5 nicht I16sen.

Das ist der typische Fall, die Sonderfélle sind ebenso leicht:
Im Falle a;; = b; = 0 kann z; beliebig gewahlt werden.
Im Falle a;; = 0 und b; # 0 gibt es keine Lésung.
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Ebenso leicht zu I6sen ist Az = b in oberer Dreiecksform:

T by
T9 bo
3| = | b3
T4 by
I5 b5

Wir setzen voraus, dass a;; # 0 flri=1,2,...,nund a;; = 0 flri > j.
Notation: * = beliebig; B = beliebig, aber ungleich 0, also invertierbar.
Wir erhalten die Lésung z,,, . . ., 22, 1 durch Riickwartseinsetzen:

= w=ag (b~ iy @itk

Dabei nutzen wir fir x; die bereits berechneten Werte z;1, ..., x,.
Unsere Gleichungen sind zwar gekoppelt, aber zum Gliick gestuft.
In diesem glinstigen Falle existiert genau eine Lésung.

n
AT + Zk:i+1 Qi T — bi

Ebenso lésen wir Az = b in Zeilenstufenform:

Notation: x = beliebig; B = beliebig, aber ungleich 0, also invertierbar.

In jeder Zeile hei3t das erste Nicht-Null-Element der Leitkoeffizient
(engl. leading coefficient) oder der Pivot (frz. ‘Dreh- und Angelpunkt’).

Die linke Matrix ist in Zeilenstufenform mit Stufen s = (1, 3,4, 7,9, 10),
die rechte in reduzierter Zeilenstufenform mit Stufen s = (2, 3,5, 8).

© In Zeilenstufenform kénnen wir alle Lésungen direkt ablesen!
Zu jeder freien Spalte k kdnnen wir die Koordinate z;, € K frei wahlen.
Zu jeder Pivotspalte j = s, ..., s2, s; folgt daraus die Koordinate z;.
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Definition B2A: Zeilenstufenform, allgemein und reduziert

Gegeben sei eine Matrix A € K™*" mit Koeffizienten in (K, +,0, -, 1).
Im Falle einer Nullzeile a; = (0,0,...,0) setzen wir s, := oo, andernfalls

si=min{ j € {1,2,...,n} | a;; #0 }.

Die Matrix A hat Zeilenstufenform (ZSF, engl. row echelon form, REF)
falls s1 < s9 < -+ < s. <n,und alle Zeilen i = r + 1,...,m sind Null.
Wir nennen dies eine ZSF vom Rang r mit Stufen s = (s, s2,. .., s).

Die Matrix A hat reduzierte Zeilenstufenform (RZSF, engl. RREF),
falls zudem gilt: Jeder Pivot ist Eins, und dartiber stehen nur Nullen,
d.h. in jeder Pivotspalte j = s; gilt a;; = 1 und ay; = 0 fur alle k& # 1.

Beispiel: Die Diagonalmatrix diag(ds,...,d,,0,...,0) mitds,...,d, #0

ist in Zeilenstufenform, und zudem reduziert, falls d; = - -- = d, = 1 gilt.

Die Einheitsmatrix 1,,, ist in reduzierter Zeilenstufenform vom Rang n.
Die Nullmatrix 0,,,x, ist in reduzierter Zeilenstufenform vom Rang r = 0.

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem Az = b, ausgeschrieben

a1y +aery + ...+ apx, =0

a1 + axpry + ...+ awpT, = by

Am1T1 + Gm2%2 + ...+ Gpn®n = by

mit der Koeffizientenmatrix A € K™*" und der rechten Seite b € K™.
Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

a1l 612 amp | b
(Ab)= | 9 a2 as, | b2
Am1  am2 Qmn bn

© Das geht auch mit mehreren rechten Seiten 5V, ... () gleichzeitig.
Diese Matrix bringen wir durch Zeilenoperationen in Zeilenstufenform.
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Lineare Gleichungssysteme in Zeilenstufenform

In Zeilenstufenform kénnen wir alle Lésungen leicht ablesen:

B ox x x| x B o+ x x
B o+ x| % | ] *
B o« |
|
nicht I6sbar |6sbar flr dieses b
fir dieses b aber nicht eindeutig
B o+ x| % B o+ x * x| *
| B o+ x x| x
| * k| %
W o« | *
| NS

I6sbar fur dieses b
und zudem eindeutig

eindeutig l6sbar
fur jedes b

Wir werden gleich anschlieBend mit dem GauB-Algorithmus erklaren,
wie wir die (reduzierte) Zeilenstufenform herstellen. Doch zuvor méchte
ich zeigen, wie man aus der RZSF alle Lésungen leicht ablesen kann.

Wir wollen zuerst das Ziel fixieren, dann einen mdéglichen Weg finden.
Die (reduzierte) Zeilenstufenform erweist sich als extrem hilfreich,
und der GauB-Algorithmus erreicht sie routiniert und effizient.
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Aufgabe: Gegeben ist (A4, b) in (reduzierter) Zeilenstufenform.
Explizieren Sie die Lésungsmenge L(A,b) ={z € R" | Az =b }.

Aufgabe: Gegeben ist (A, b) in (reduzierter) Zeilenstufenform.
Explizieren Sie die Lésungsmenge L(A,b) = {z € R" | Az =b }.

1-2 1-6 5|6 1 0 0 0 0]-1
0 1-1 2-6/-3 010 0 0 4 1-2-1-4 1 4 1-2 0 3 0-1
duzi
0 0 1-2 3| 7| feduieren 00 10 oo 0 017 1f 5] o 00 1 7 0 4
000 1-3 1 000 1 o0 1 0 0 00 19 ——— | 0000 179
000 0 10 000 0 10 00 00 01 00 00 01
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
Losung: Dieses LGS hat genau eine Losung: . ) ) .
Lésung: Dieses LGS hat keine Lésung! Also:
—1
4 L(Ab) =0={}
L(A,b) = 9 © In jeder Zeilenstufenform ist das leicht abzulesen!
(1) Der Reduktionsschritt ist in diesem speziellen Falle unnétig.
Reduktion kann aber dennoch sinnvoll sein, zum Beispiel
© In reduzierter Zeilenstufenform ist das Ablesen trivial. wenn wir mehrere rechte Seiten gleichzeitig bearbeiten.
In unreduzierter Form geniigt Riickwértseinsetzen.
Lineare Gleichungssysteme in Zeilenstufenform I jstuau;aBe?'wL Lineare Gleichungssysteme l6sen in Zeilenstufenform (UL;%;ﬁaggrffrﬂz]

L
———

Aufgabe: Gegeben ist (A, b) in reduzierter Zeilenstufenform.
Explizieren Sie die Lésungsmenge L(A,b) ={z € R" | Az =b }.

_ 0 11-2/ 0] 3
graphische OCD 0

Merkregel 00 g

o o o o]

0 00 0f O

Lésung: Freie Variablen sind s = —x9, t = —z4. Rickwartseinsetzen
ergibt x5 =9, x4 = —t, 23 =4+ Tt, xo = —s, x1 = —1 — 25 + 3t. Also:

—1—2s5+3t
L—{{ 41} } .s,teR}—{ s,teR}
9

© Diese drei Spaltenvektoren kénnen wir leicht aus (A, b) ablesen:
Wir fligen Nullzeilen so ein, dass jeder Pivot auf der Diagonale steht;
jede Null auf der Diagonalen ersetzen wir gedanklich durch —1. Voila!

(=)

S O O
S O o N
S O
SO N W
S = O
O O =
S = O
= o o o O

© O = O

1 ) 3
+s +1 _71
0

0 -1
4 0
0 0
9

0

oni]

Satz B2B: Ldsung in Zeilenstufenform
Sei K ein Kérper, wie Q,R, C, Z,; es genugt ein Divisionsring, wie H.
Gegeben seien A € K™*" und b € K™. Wir setzen voraus, dass (4, b) in
einer Zeilenstufenform vorliegt mit Stufen s = (s1, s, ..., s;).
Das Gleichungssystem Az = b ist
1 unldésbar genau dann, wenn s, = n + 1 gilt,
2 |6sbar genau dann, wenn s, < n gilt, sowie
3 eindeutig I6sbar genau dann, wenn s = (1,2,...,n).
Im I6sbaren Fall s, < n gibt es genau d = n — r freie Variablen,
der Lésungsraum von Az = b hat also die affine Dimension d.
Ausflhrlich: Zu jeder freien Spalte k € {1,2,...,n} ~ {s1,52,...,5}
kénnen wir die Koordinate z;, € K frei wahlen. Zu jeder Pivotspalte
Jj=5;,...,52,5; folgt die Koordinate z; € K daraus eindeutig.

Beweis: Diese Rechnung haben wir oben bereits ausgefiihrt.
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{_mitGagll
Eingabe: A€ K™*™ mit Stufen s=(s1,..., s,) bis Spalte £€{1,2,...,n}
Voraussetzung: Alle Spalten < ¢ liegen in RZSF vor mit Stufen s.
Ausgabe: A’ K™*" zeilenumgeformt aus A mit Stufen s'=(s,...,s.,)
Zusicherung: Alle Spalten < 7 liegen in RZSF vor mit Stufen s'.

* 0/10*00 * *
* 00|1 %00 % =
« oder 0000|100 % x
* *
* *

0]10 % 0 *

#00000|L *
000000 *

000000
000000

*
*
* — 0000|1 =
*
*

EE S R

00000 * *

Methode: Betrachte die neue Spalte ¢ und die néchste Zeile k = r + 1.
Gilt a;e = 0 fur alle ¢ > k, so sind wir fertig. Andernfalls s<(s1,..., sy, {).
Tausche Zeile k und die erste Zeile i > k mit a;y # 0. Somit gilt ae # 0.
Multipliziere Zeile k mit dem Inversen a,;;. AnschlieBend gilt ax = 1.
Subtrahiere von jeder Zeile i # k das a;—Fache der Zeile k. Fertig!

© Dies kénnen wir fiir alle Spalten £ = 1,2, ..., n durchfiihren.

GauB-Algorithmus zur reduzierten Zeilenstufenform e

Satz B2c¢: GauB-Algorithmus zur reduzierten Zeilenstufenform
Sei K ein Kérper, wie Q, R, C, Z,; es genigt ein Divisionsring, wie H.
Jede Matrix A € K™*" kénnen wir durch elementare Zeilenoperationen
in reduzierte Zeilenstufenform A’ Uberflhren. (Diese ist eindeutig: K2k)
Systematisch gelingt dies mit dem GaufB—Algorithmus, indem wir die
obige Methode fir ¢ = 1,2,...,n anwenden. Bendtigt werden dazu

@ hochstens mr Zeilenoperationen, wobei » < min{m,n} der Rang ist,

@ somit héchstens mnr arithmetische Operationen im Kérper K.

Speziell fiir jede quadratische Matrix, mit m = n, genligen demnach
< n? Zeilenoperationen, somit < n? arithmetische Operationen in K.

Permutationen sind vernachlassigbar und werden hier nicht mitgezahlt.
Zur Vereinfachung zéhlen wir a;; < a;; — a;ear; als eine Operation in K.

Ubung: Ist statt der reduzierten nur irgendeine Zeilenstufenform verlangt,
so konnen wir etwa die Hélfte der Operationen sparen. Formulieren Sie
sorgsam diesen Algorithmus und z&hlen Sie seine Zeilenoperationen.
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Der GauB—-Algorithmus wird auch GauB—Verfahren genannt oder
GauB-Elimination, da schrittweise Koeffizienten geléscht werden.

Die Methode ist sehr einfach: Sie kdnnen sie leicht implementieren.
Versuchen Sie es! Das ist eine lehrreiche Fingeriibung, insbesondere
wenn Ihr Programm méglichst schnell und nachweislich korrekt sein soll.

Der GauB-Algorithmus ist mit < n® Operationen erstaunlich effizient.
Fir eine Matrix mit ein paar Tausend Zeilen und Spalten benétigt er ein
paar Milliarden Operationen in K. Fir einen endlichen Kérper wie Z,,
duarfen wir hier konstante Kosten annehmen; das ist der Idealfall.

Fir nicht-endliche Kérper wie Q@ miissen wir mit Koeffizientenexplosion
rechnen. FlieBkommazahlen haben zwar feste Léange und sind schnell,
produzieren dafiir aber Rundungsfehler. Hierzu lernen Sie Numerik!

Moderne PCs schaffen knapp eine Billion Operationen in einer Sekunde,
TerraFlops = 10'2 floating point operations per second. Europas derzeit
schnellster Supercomputer (Stand 2020) mit rund 26 PetaFlops, also
26 - 10° floating point operations per second, ist das System Hawk im
Héchstleistungsrechenzentrum Stuttgart (HLRS).

GroBe n | Operationenin K | Zeit bei 10°0p/s | Zeit bei 10' op/s
(feste Kosten) (Standard PC) (Supercomputer)

10! <103 < lus
102 < 10° < 1ms
108 < 10° <1s
10* <102 < 30 min
10° <101 < 12 Tage <1s
106 <108 < 32 Jahre < 30 min
107 <102 < 32000 Jahre < 12 Tage
108 < 10% < 32 Jahre
10° < 1077 < 32000 Jahre

In datenintensiven Anwendungen und realen Modellen (wie Googles
PageRank oder Wettersimulationen) entstehen noch gréBere Matrizen.
Glicklicherweise sind diese meist diinn besetzt, mit nur sehr wenigen
Eintrdgen ungleich Null. Hierzu gibt es hochspezialisierte Verfahren.
Die Numerik erklart Ihnen, wie Sie Fehler und Laufzeit klein halten.
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Zeilenoperation als Matrixmultiplikation von links e

Wir betrachten Zeilenoperationen auf einer Matrix A € K™*".
Zunéchst illustrieren wir diese fur m = 2 sowie i = 1 und j = 2.

Alle elementaren Zeilenoperationen sind Linksmultiplikationen:

0 1| faa ... ain| _ |an Qjn

10 a1 ... Gjn a1 in

w0 e ... ain| _ |pai Hin

0 1 ajl ... Gjn aj1 Ajn

10| |an Qin | _ ai1 .. Qin

Al aji ... Gjp a1 + ajr ... i + Ajn
Wir schreiben dies zusammenfassend als Elementarmatrizen:

o1 ) [t o
Pe= 7 o] s =[5 3] ma=[}
Ihre inversen Matrizen haben gliicklicherweise dieselbe Form:

_ 01 _ -1 _ 1 0
Pyl = [1 0} S1(p) 1:{#0 1}7 T12(N) 1:{7/\ J

Wir definieren S; : K < K™*™:q — B = S;(a).
Die Matrix B ist gleich 1,,,x,, mit der Ausnahme b;; = a.
Somitist A — S;(1) A die Multiplikation der iten Zeile mit p.

1
1
a
1
1

Wir definieren die Einbettung W;; : K?*2 < K™*™ : 4 s B = ¥;;(A).
Die Matrix B ist gleich der Einheitsmatrix 1,,,,, mit den vier Ausnahmen

|:bu bij:l _ [(Ln (112:|
bji by az1 agg]’
Damit erhalten wir die Permutation P;; und die Transvektion 7;;(\):

01 10
Pij =0y L 0}» Ti(N) = Oy L\ 1}

lhre inversen Matrizen haben gliicklicherweise dieselbe Form:
Pt =Py, Si(w) T =Siuh), TN =Ti(=N)

Dies definiert unsere Elementarmatrizen P;;, S;(1), T;5(\) € GLy, K.
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Die Matrix A € K™*™ formen wir um zu A’ durch die Zeilenoperationen
B1,Bs,...,Be € {P;, Si(1), Ti(A\)} € GLy, K. Somit erhalten wir

A = By(--(Ba(B1A))---) = By ByBy A

Assoziativitat sei Dank! Dieses Produkt fassen wir zusammen zu

A'=BA mit B:Bg---BQBl.
Jede der Operationen By, Bs, . .., B, kbnnen wir umkehren, also gilt:
Br'By'...B'A =4

Auch dieses Produkt kénnen wir zusammenfassen zu
B'A'=A mit B'=B'B;t...Bn

© Jede Zeilenoperation entspricht einer Elementarmatrix B;.

Ihre Komposition entspricht der Linksmultiplikation mit B € GL,, K.
© Im Spezialfall A’ = 1,,x, finden wir A = B!, und somit A~! = B.
Das ist ein elegant-effizienter Algorithmus zur Inversion von Matrizen.

Wir erleben hier ein erstes niitzliches Wunder des Matrixkalkiils.
Wir kdnnen jedes lineare Gleichungssystem biindeln zu Az = b.
Zudem kdénnen wir elementare Zeilenoperationen elegant als
Linksmultiplikation mit einer Elementarmatrix interpretieren.

© Alles fiigt sich wunderbar zusammen, elegant und effizient!

Ubung: Wir kénnen lineare Gleichungssysteme auch 24 = b schreiben
mit der Matrix A € K™*" und Zeilenvektoren = € K™ und b € K'*".
In diesem Falle nutzen wir Spaltenoperationen, und diese entsprechen
der Rechtsmultiplikation mit einer geeigneten Elementarmatrix.

Fihren Sie dies zur Ubung bzw. Wiederholung sorgfaltig aus!

© Die Unbekannte z steht in Az = b bzw. zA = b auf der einen Seite,
wir operieren auf der Matrix A jeweils von der anderen Seite.

In einem Kérper oder allgemein CRing ist die Multiplikation kommutativ,
daher sind Az = b und TAT = bT &quivalent durch Transposition (B119).
In einem Schiefkdrper oder allgemein nicht-kommutativem Ring miissen
wir im Allgemeinen links und rechts sorgsam auseinanderhalten.
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Satz B2D: Invertierbarkeitskriterien fur Matrizen e
Sei K ein Kérper, wie Q, R, C, Z,; es genugt ein Divisionsring, wie H.
Zur Matrix A € K™*™ untersuchen wir das Gleichungssystem Az = b.
Dazu bringen wir A auf Zeilenstufenform A’, mit Rang r < min{m, n}.

(1) Surjektivitat. Die folgenden drei Aussagen sind &quivalent:
(a) Zu jedem b € K™ existiert mindestens ein x € K™ mit Az = b.
(b) Die Matrix A ist rechtsinvertierbar, 3C € K"*" : AC = 1,,xm-
(c) Es gilt r = m < n, also Rang gleich Zeilenzahl.

(2) Injektivitat. Die folgenden drei Aussagen sind aquivalent:
(a) Zu jedem b € K™ existiert hdchstens ein z € K" mit Az = b.
b) Die Matrix A ist linksinvertierbar, 3B € K"*™ : BA = 1,,xn.
¢) Es gilt r = n < m, also Rang gleich Spaltenzahl.

3) Bijektivitat. Die folgenden drei Aussagen sind aquivalent:

a) Zu jedem b € K™ existiert genau ein = € K™ mit Az = b.

b) Die Matrix A ist invertierbar, 3B € K"*™ : BA = 1,50, AB = Lysm-
c) Es gilt r = m = n, also A quadratisch mit vollem Rang.

(
(
(
(
(
(

|Aquivalenz |
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Behauptung (1): Die folgenden drei Aussagen sind &quivalent:
(a) Zu jedem b € K™ existiert mindestens ein z € K" mit Ax = b.
(b) Die Matrix A ist rechtsinvertierbar: 3C € K" : AC' = 1,,xm-
(c) Es gilt r = m < n, also Rang gleich Zeilenzahl.

Beweis: ,(a) = (b)*: Zu ey, ..., e, € K™ existieren ¢y, ..., ¢, € K?
mit Ac; = e;. Die Matrix C' = (cy, ..., cm) € K™*™ erfillt also

AC = (Acy, ... Acpy) = (€1, .., em) = Lixm.-

+(b) = (a)": Zu b € K™ erflllt = Cb € K" die gewlinschte Gleichung
Az = A(Cb) = (AC)b = Lyxmb = b.

»(C) & (a)": Gilt r = m, so ist Az = b fUr jedes b € K™ |6sbar (Satz B2B).

Umgekehrt, gilt » < m, so ist Az = b fir manche b € K" unlésbar:

Wir betrachten zu A die Zeilenstufenform A’ = SA mit S € GL,,, K.

Die Gleichungen Az =bund A’z =¥ mit A’ = SA und ¥ = Sb sind

&quivalent, haben also dieselbe Ldsungsmenge L(A,b) = L(A, V).
Wegen r < m ist A’z = e, unlésbar, somit auch Az = b fiir b = S~ le,,.

Invertierbarkeitskriterien fir Matrizen )
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Behauptung (2): Die folgenden drei Aussagen sind &quivalent:
(a) Zu jedem b € K™ existiert hochstens ein x € K™ mit Az = b.
(b) Die Matrix A ist linksinvertierbar, 3B € K" : BA = 1,,xp.-
(c) Es gilt r = n < m, also Rang gleich Spaltenzahl.

Beweis: ,(c) < (a)“: Wir nutzen Satz B2B. Gilt r = n, so hat Ax = b flr
jedes b € K™ héchstens eine Lésung z € K". Gilt < n, so haben wir
fur Az = 0 genau n — r freie Variablen, also mehrere Lésungen z € K".

»(b) = (a)“: Wir haben BA = 1,,x,. Gilt Az = Az’ = b, so folgt
2 = lpxnt = (BA)z = B(Az) = B(A2') = (BA)2' = Lyxna’ = 2.

»(@) = (b)“: Wir haben die reduzierte Zeilenstufenform A’ = S A mit
S € GL,, K. Wegen r = n beginnt A’ mit den Zeilen e], ..., ef.
Seien b],..., b}, € K™ die ersten Zeilen von S, also b] A = ¢].

Die daraus gebildete Matrix B € K™ erflllt BA = 1,,xn.

Aufgabe: Behauptung (3) folgt aus (1) und (2). Erklaren Sie wie!

Lésung: Dies ist eine Ubung der Logik und des genauen Lesens:
@ Bijektivitat (3a) ist nach Definition &quivalent zu
Surjektivitat (1a) und Injektivitat (2a).
@ Invertierbarkeit (3b) ist nach Definition aquivalent zu
Rechtsinvertierbarkeit (1b) und Linksinvertierbarkeit (2b).
Dazu haben wir oben bereits gezeigt:
@ Surjektivitat (1a) ist A&quivalent zu Rechtsinvertierbarkeit (1b).
@ Injektivitat (2a) ist quivalent zu Linksinvertierbarkeit (2b).

Somit ist Aussage (3a) aquivalent zu Aussage (3b).

Genauso folgt: Aussage (3b) ist &quivalent zu (3c).

© Wenn Sie méchten, kénnen Sie zur Ubung die Aquivalenzen

»(3a) < (3b)“ und ,(3b) < (3c)“ erneut beweisen, indem Sie alle
obigen Argumente wiederholen und hier noch einmal ausftihren.
Didaktisch gesehen ist Wiederholung meist eine gute Ubung.

© Wenn Sie jedoch Zeit sparen wollen, dann kénnen Sie diese Arbeit
effizient abkirzen. Die Logik hilft Ihnen. Abstraktion wirkt ganz konkret.
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© Nach getaner Arbeit ist es ratsam und hilfreich zuriickzublicken:
Wie sehen konkrete Anwendungen, Beispiele und Gegenbeispiele aus?
Was lasst sich noch vereinfachen? Was lasst sich verallgemeinern?
Zusatz B2D: Invertierbarkeit Gber einem beliebigen Ring
Wichtige Teile des Satzes B2D gelten Uber jedem Ring K:

1 Die Aquivalenz ,(1a) < (1b)“ gilt Giber jedem Ring K.

2 Die Implikation ,(2b) = (2a)" gilt iber jedem Ring K, doch

die Umkehrung ,(2a) = (2b)“ gilt nicht Gber dem Ring Z.

3 Die Aquivalenz ,(3a) < (3b)* hingegen gilt iiber jedem Ring K.

Aufgabe: Beweisen Sie dies nach dem Muster des vorigen Satzes.

Lésung: (1) In unserem obigen Beweis der Aquivalenz ,(1a) < (1b)“
haben wir nur benutzt, dass K ein Ring ist; damit stehen uns alle hierzu
bendtigten Rechenregeln fir Matrizen Gber K weiterhin zur Verflgung.

© Qen GauB-Algorithmus haben wir nur fir ,(1c) < (1a)" eingesetzt.
Die Aquivalenz ,(1a) < (1b)“ kommt wunderbar ohne aus.

(2) In unserem obigen Beweis der Implikation ,(2b) = (2a)" haben wir
nur benutzt, dass K ein Ring ist; damit stehen uns alle hierzu benétigten
Rechenregeln fur Matrizen Uber K weiterhin zur Verfligung.

/\ Zur Umkehrung ,(2a) = (2b)“ nutzen wir den GauB—Algorithmus,
und dieser beruht wesentlich darauf, dass wir in K invertieren kénnen.
Ohne diese Voraussetzung schlagt der Beweis tatsachlich fehl!

Zur lllustration betrachten wir den Ring Z der ganzen Zahlen.
Wir betrachten 1 x 1-Matrizen, also Ringelemente a € Z'*! = Z.
Ein ganz konkretes und sehr einfaches Gegenbeispiel ist a = 2:
(a) Zu jedem b € Z existiert hochstens ein x € Z mit 22 = b.

(b) Dennoch ist das Element a = 2 in Z nicht (links)invertierbar.

© In Satz B2D tritt dieses Problem nicht auf, da wir dort K als
Divisionsring voraussetzen. Wenn wir statt des Rings Z den Kérper Q
betrachten, so ist das Element a = 2 in Q invertierbar, und alles wird gut.
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(3) Die Aquivalenz ,(3a) < (3b)“ gilt liber jedem Ring K.
Zum Beweis missen wir jedoch etwas genauer hinsehen!

Die Implikation ,(3b) = (3a)" gilt weiterhin, wie oben gezeigt:
Die Invertierbarkeit (3b) ist nach Definition &quivalent zu
Rechtsinvertierbarkeit (1b) und Linksinvertierbarkeit (2b).

Daraus folgt Surjektivitat (1a) und Injektivitat (2a) wie zuvor,
und dies ist nach Definition &quivalent zu Bijektivitat (3a).

Die Umkehrung ,(3a) = (3b)“ hingegen ist etwas raffinierter, da wir nun
nicht mehr ,(2a) = (2b)“ nutzen kénnen, wie oben Uber Z illustriert.

Dank ,(3a) = (1a) = (1b)“ ist A rechtsinvertierbar, zu A existiert
demnach eine rechtsinverse Matrix C € K™*™ mit AC = 1,,,xm-
Dank ,(3a) = (2a)" ist die Matrix A zudem linkskirzbar. Wir haben
Al=A=1A= (AC)A = A(CA), nach Kirzen also 1 = CA.
Demnach ist die Matrix A invertierbar durch C, denn AC =1 = CA.

Dieser Satz ist Uberaus praktisch, aber zugegeben nicht ganz leicht.
Was lernen Sie aus seinem Beweis und den zugehdérigen Ubungen?
@ Theoretische Grundlagen und praktische Algorithmen sind eng
verzahnt, sie stlitzen sich gegenseitig und arbeiten zusammen.
Bei der Losung linearer Gleichungen ist dies besonders eindricklich.
@ Es lohnt sich, die zentralen Probleme allgemein zu I6sen und dabei
genau zu formulieren: Was sind die Voraussetzungen? Was sind die
Folgerungen? Wie verlaufen die Beweise und die Algorithmen?
Zudem sehen Sie die angestrebte Arbeitsteilung zwischen Vorlesung,
eigener Nacharbeit und konkreten Anwendungen, etwa in den Ubungen:
@ Vorlesung/ Skript erklaren Ihnen die wesentlichen Ideen, Begriffe
und Techniken, insb. Definitionen und Satze, Beweise und Beispiele.
@ |hre eigene Nacharbeit sichert Ihnen das Versténdnis in den Details.
In den Anwendungen fiihren Sie dies an konkreten Beispielen aus.
Die Abgrenzung dieser Phasen ist nicht leicht und keinesfalls eindeutig.
In jedem Falle beruht Ihr Lernerfolg auf Ihrer individuellen Investition.

B2
| Ausprobieren |

Invertierbarkeit quadratischer Matrizen

< _mit Gasll_|
Korollar B2E: Invertierbarkeit quadratischer Matrizen

Sei K ein Kérper, wie Q, R, C, Z,; es genlgt ein Divisionsring, wie H.
(0) Fur jede quadratische Matrix A € K™*" gilt dank Satz B2D:

A ist linksinvertierbar < A ist rechtsinvertierbar < A ist invertierbar.
Jede Linksinverse zu A ist eine Rechtsinverse zu A und umgekehrt.

© Damit kénnen wir jeweils die Halfte der Arbeit einsparen!

Wir gewinnen zwei praktische Verfahren zur Inversion von A € K™*":
(1) Bringe A in reduzierte Zeilenstufenform A’ = SA, mit S € GL, K.
Gilt dabei A’ = 1,,,,, S0 ist die Matrix A invertierbar und A=! = S.
Andernfalls gilt » < n und A ist nicht invertierbar.

(2) Beginne mit der erweiterten Matrix X = (4, 1,,x»). Bringe X in
reduzierte Zeilenstufenform X’. Sind die Stufen (1,2,...,n), soist A
invertierbar und X’ = (1,,xn, A~1). Andernfalls ist A nicht invertierbar.

(8) Jede invertierbare Matrix A € GL,, K ist demnach ein Produkt
von elementaren Matrizen {P;;, S;(1), T;;(\)} € GL, K.
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Aufgabe: Fiihren Sie den Beweis dieses Korollars sorgsam aus.
Sie mUssen hierzu nichts Neues erfinden, alles liegt vor lhnen.

Losung: Die Aussage (0) ist ein einfacher aber wichtiger Spezialfall der
Aquivalenz ,(b) < (c)“ im obigen Invertierbarkeitskriterium (Satz B2D):
Genau dann ist A € K™*" links-/rechts-/invertierbar, wenn r = n gilt.

Die Aussagen (1) und (2) sowie (3) fassen unsere vorhergehenden
Uberlegungen zum GauB—Algorithmus zusammen. Zur Krénung unserer
Mihen habe ich dies als Korollar an den Schluss gestellt.

Bemerkung: Ein Korollar ist eine Aussage, die sich aus einem vorigen
Satz oder Beweis ohne groB3en Aufwand folgern Iasst (lat. corollarium
‘Zugabe’, ‘Geschenk’, von corona ‘Kranz’ zu corolla ‘Kréanzchen’).

Korollare sind demnach einfache Schlussfolgerungen, manchmal auch
Umformulierungen oder Spezialisierungen. Die Abgrenzung zwischen
Lemma und Satz und Korollar ist weitgehend subjektiv und dient vor
allem der Betonung und relativen Gewichtung der Ergebnisse.
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Gaél: Experimentieren Sie mit dem GauB3—Verfahren!

Das Online-Tool Gaél ist intuitiv klickbar, damit kénnen Sie spielen!

Damit I6sen Sie lineare Gleichungssysteme, invertieren Matrizen und
experimentieren mit Umformungen. Gaél ibernimmt die Buchfliihrung.

Sie kennen nun die theoretischen Grundlagen und erste Methoden zu
Matrizen und linearen Gleichungssystemen. Sie lernen Neues und
verfestigen Ihr Wissen im Wechselspiel von zwei Aktivitaten:

1 Wiederholen Sie die wesentlichen Ideen, Begriffe und Techniken,
also die Definitionen und Satze sowie Beweise und Beispiele.

2 Wenden Sie diese mdglichst vielfaltig in neuen Aufgaben an
und flihren Sie diese an konkreten Beispielen aus.

In konkreten Aufgaben (2), etwa in unseren wochentlichen Quizzen und
Ubungen, werden Sie immer wieder auf Verstandnisfragen (1) stoBen.
Das qilt bereits fir die folgenden Anwendungen und lllustrationen.
Theorie und Anwendung helfen beide lhrem Versténdnis.

© Lernen ist kein strikt linearer Prozess, sondern eher zyklisch.

Es ist gut und richtig, dass Sie auf die Grundlagen spater immer wieder
zuriickkommen und jedesmal etwas besser und umfassender verstehen.
Dadurch erkennen Sie auch in konkreten Anwendungen nitzliche
Zusammenhéange und kénnen diese dann effizient nutzen.
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Sie spielen auf einem rechteckigen Spielbrett der GroéBe n = a x b.
An jeder Position befindet sich eine Lampe, entweder an oder aus.

X|OX[O|O X|OX[O|O
OlO|O[X|X O|OIX|X|X
OO X|O] — [OX|O0O
X|OX|O[X X|O|O|O[X
OXIX|OO OXIXIOIO

Wenn Sie eine Lampe umschalten, dann schalten sich automatisch auch
alle Nachbarn um: oben, unten, links, rechts, soweit vorhanden.

© Alternativ als Spiel fiir unterwegs mit Miinzen, Kopf 0 oder Zahl 1.
Probieren Sie es selbst aus! Es macht Spaf3 und ist lehrreich. ..

Aufgabe: (a) Alle Lampen sind aus. Kénnen Sie alle anschalten? Wie?
(b) Kénnen Sie jede beliebige Konfiguration erreichen? Falls ja, wie?

(0) Untersuchen Sie kleine Spielfelder wie 1 x 3,1 x 4,1 x 5,2 x 2.
(1) Wie I6sen Sie dies systematisch? Tipp: als Gleichungssystem!

Lésung: (1) Die Reihenfolge der Aktionen ist egal.
11213 |  Furjede Lampei € {1,...,n} zahlt allein, ob die
41516 Anzahl der Umschaltungen gerade oder ungerade
1M la war, also der Rest z; € Z,. Die Umschaltungen

codieren wir als Vektor x = (z1,...,x,) € Z5.

Welche Lampen brennen am Ende? Dies codieren wir durch y € Z5.
Den Zusammenhang y = Ax beschreiben wir durch die Matrix

11 1 Xy Y1
1 11 1 X9 Y2
11 1 T3 Y3
1 11 1 Ty Ya
A= 1 111 1 , T= 25|, Y= |ys
1 11 1 Tg Y6
1 11 Ty yr
1 111 g Yg
L 1 11 ] L 79 | L Yo |

Ist jede Konfiguration y erreichbar? Ist A invertierbar? Gauf hilft!
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Wir Uberflhren X = (A, 1,,x,,) in reduzierte Zeilenstufenform X":

11 1 1

111 1 1
11 1 1

1 11 1 1

X' = 1 1 111 1

1 11 1)1 1
1 111 1
1 1 1)1 1 1

Mit welcher Umschaltung x gelangen wir von ,alle aus” zu ,alle an“?
Dies kénnen wir nun leicht ausrechnen geméan = = A~ly mit

101 111 1 1

1 of1 11 1 0

1011 11 1 1
1011 1 1 0

A7l = 1 111 1 ,oy=|1|, z=]1
1 11 01 1 0
11 1 01 1 1
111/01 1 0
01 1)1 101 | L 1] 1]

Probieren Sie es aus! Unsere Rechnung findet diese Ldsung routiniert
und systematisch und zeigt zudem, dass dies die einzige Lésung ist.
© Aufdem 3 x 3-Spielbrett sind alle Konfigurationen erreichbar!

© Auf4 x 4und 5 x 5 lasst sich alles umschalten, aber nicht eindeutig,
und manche Konfigurationen sind unerreichbar. Das passt zu Satz B2D!
Mehr Infos unter mathworld.wolfram.com/LightsOutPuzzle.html.
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Ubung: Denken Sie sich eine beliebige Konfiguration y € Z% aus.
Versuchen Sie, diese vom Ausgangszustand (0,...,0) zu erreichen:
Wie gelingt Ihnen dies? zudem mit moglichst wenig Zligen? Beispiel:

101 111 0 1
1 o111 0 1

10 1)1 11 0 1
1011 1 1 0

A7l = 1 1 1 1 L oy=|1|, z=]1
1 11 01 1 0
11 1 01 0 1
11 101 0 1

L 01 1)1 10 1] L 0] 1]

Versuchen Sie es zunachst selbst, dann mit den obigen Matrizen.
Nur durch mutiges Ausprobieren und eigene Erfahrung lernen Sie
die Klarheit und Eleganz der algebraischen Methode schéatzen.

Ich habe die Schritte des GauB—Algorithmus hier nicht ausgefihrt.
Sie wissen im Prinzip, wie es geht, und ich empfehle es als Ubung.

Ubung: Invertieren Sie die Matrix A € Z5*°. Die Matrix ist zwar nicht
ganz klein, doch zum Gliick sind die Rechnungen in Z, extrem einfach.
Das Wichtigste sind hierzu eine gute Notation und sorgsame Arbeit.
Mit Mut und Sorgfalt ist es moglich. Respekt, wenn es lhnen gelingt!

Tipp: Versuchen Sie, méglichst wenig Schreibarbeit zu erzeugen.

Auf Karopapier genlgt es, die Einsen zu markieren, Nullen bleiben leer.
Die vollstandige Rechnung bendtigt dann etwa drei DIN-A4-Seiten:
Jeder einzelne Schritt ist leicht, aber viele sind nétig.

Alternative: Vielleicht mdchten Sie das Verfahren programmieren?
Das liegt in Ihrer Reichweite und Sie kénnen sehr viel dabei lernen.
Es ist ideal fur einen Computer: einfache Schritte, davon sehr viele.
Sie kdnnen dies sogar gleich tiber dem Kérper Z,, implementieren,
dazu kennen Sie bereits alle nétigen Methoden. Mathematik wirkt!
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Varianten dieses Spiels wurden sehr erfolgreich vermarktet:

@ Merlin 1978 als 3 x 3—Version. Dieses friihe handheld electronic
game wurde mehr als flnf Millionen mal verkauft!
en.wikipedia.org/wiki/Merlin_(console)

@ Lights Out 1995 als 5 x 5-Version. Heutzutage wirde man eine Web-
oder Handy-App schreiben. .. Die gibt es tatsachlich!
en.wikipedia.org/wiki/Lights_Out_(game)

© Bitte beachten Sie: Weder die Spielregeln noch die Strategien
sprechen von Linearer Algebra oder berhaupt von Mathematik.
Problem und Lésung lassen sich ganz anschaulich formulieren.

Die dahinter liegende Mathematik ist versteckt, doch lberaus spannend:
Zur systematischen Lésung erweisen sich lineare Gleichungssysteme
und der GauB-Algorithmus als Schliissel zum Erfolg.

© Mathematische Methoden sind haufig Voraussetzung fiir den Erfolg,
auch wenn sie im Inneren wirken und oberflachlich nicht sichtbar sind.

Auch die nachsten beiden Anwendungsbeispiele sind von dieser Art:
Frage und Antwort sprechen vordergriindig nicht von Linearer Algebra.
Diese erweist sich jedoch als effizientes Werkzeug zur Lésung!

Deshalb studieren Sie Mathematik, deshalb beginnen wir mit Linearer
Algebra und Analysis: Es lohnt sich, diese universellen Methoden zu
erlernen und in die mathematischen Grundlagen zu investieren:

Damit erkennen Sie Zusammenhénge und Lésungen, wo andernfalls
nur heillose Verwirrung und planloses Herumprobieren méglich wéaren.



mathworld.wolfram.com/LightsOutPuzzle.html
en.wikipedia.org/wiki/Merlin_(console)
en.wikipedia.org/wiki/Lights_Out_(game)
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Aufgabe: Sei K ein Kérper, etwa Q, R, C, Z,,. Gegeben seien Punkte
(0,90, - - - » (Tn, yn) € K2 mit z; # z; fir i # j. Gesucht ist ein Polynom
P(X)=co+aX +- -+ c, X" in K[X] mit P(z;) = y; fur alle i. (B101)
(1) Schreiben Sie dies als ein lineares Gleichungssystem.

(2) Gibt es immer mindestens eine Lésung P € K[X]<,?

(3) Gibt es immer genau eine Lésung P € K[X|<,,?

Lésung: (1) Wir suchen ¢, sodass V¢ = y mit der Vandermonde—Matrix

2 n
1 x Ty ... T co Yo
1 xf oozt ) c1 Y1
V= .| sowie c= und y =
2 n
1z o, ... z} Cn Yn,

(2) Zu jeder Problemstellung y existiert die Lagrange—Interpolation

L(X) = Zijj(X) EK[X]<, mit Li(X)=]] % € K[X].
i#j ¢

(8) Dank B2D ist V invertierbar, also ¢ = V~1y die eindeutige Lésung!

j=0

Ausfuhrlich: (1) Wir schreiben das Gleichungssystem aus, hier Ve = y.
Die Matrix V ist quadratisch, hier von der GréBe (n + 1) x (n + 1).

© Ubrigens ist dies ein schones Beispiel, wo die Indizierung 0,1,...,n
natirlicher ist als die Standardindizierung 1,2,...,n + 1 (siehe B110).
Es ist daher bequem und nitzlich, auch diese Indizes zuzulassen.

(2) Die Lagrange—Interpolation kdnnen wir explizit ausschreiben.

Zu jeder rechten Seite y existiert demnach mindestens eine Lésung c.
© Dazu mussten wir nicht wirklich rechnen oder Gau3 bemiihen:
Diese Ldsung fallt uns anderweitig in den Schof3, dank Polynomring!

(3) Nun der Clou: Dank Satz B2D ist unsere Matrix V invertierbar!

© Zu dieser Erkenntnis mussten wir die inverse Matrix V! nicht
explizit ausrechnen. Im Moment interessiert sie uns auch gar nicht, denn
eine Lésung L haben wir ja schon, es geht uns lediglich um die noch
fehlende Eindeutigkeit. Abstrakte Theorie wirkt ganz konkret!

© Im nachsten Beispiel ,harmonische Gewinnerwartung® nutzen wir
Satz B2D umgekehrt, das heiB3t, aus Eindeutigkeit folgern wir Existenz.
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Anwendungsbeispiel: Polynomvergleich

Satz B3A: Die Vandermonde—Matrix ist invertierbar.
(0) Sei K ein Kérper und zg, z1, ..., x, € K.

4 . . . 2 T
Wir definieren die Vandermonde—Matrix 1z 25 ... xj
. 1 2 a2 ... a}

VDI\/I(IOr‘rla cee 7In) = (Ii)z‘,j=o,1,,..,n = o :
Diese ist genau dann invertierbar, 1 =z, 2 ars

wenn z; # z; flr alle i # j qilt.

(1) Durch beliebige Datenpunkte (2o, o), - - - , (¥n, yn) € K2 mit 2; #
fur alle 7 # j verlauft demnach genau ein Polynom P € K[X]|<,,.

(2) Je zwei Polynome P, Q € K[X]<, sind bereits dann gleich,

wenn sie an n + 1 Stellen zg, z1, ..., z, € K Ubereinstimmen.

(3) Uber jedem unendlichen Kérper K ist die Abbildung 6y : K — K
mit dp(0) = 1 und dp(z) = 0 fir  # 0 keine Polynomfunktion.

(4) Uber jedem endlichen Kérper K ist jede Abbildung f: K — K
eine Polynomfunktion; es gilt f = fp fir genau ein P € K[X] k.

Ubung: Beweisen Sie diesen Satz nach Vorbild der vorigen Aufgabe.
Hinweis: Die Inverse von V ist hier nicht gefragt. Wenn Sie méchten,
kdnnen Sie kleine Beispiele per Hand oder mit Gaél ausrechnen.

/\ Das praktische Vergleichskriterium (2) gilt fiir alle Polynome

Uber einem Kérper, aber nicht tber jedem kommutativen Ring!
Beispiel: Im Ring Zg hat das Polynom P = X2 — 1 € Zg[X] genau vier
Nullstellen: 1,3, 5, 7. Es stimmt dort mit dem Nullpolynom 0 tberein.
Wir wiirden daher P = 0 erwarten, es gilt aber P # 0.

© Dieses praktische Vergleichskriterium (2) lasst sich retten iiber
Integritatsringen, also kommutativen Ringen ohne Nullteiler, wie Z.
Leider kdnnen wir in Z nicht invertieren, und daher fiir Matrizen Uber Z
nicht den GauB-Algorithmus anwenden. Aber lber Q D Z gelingt dies!
Ubung: (a) Fiir je zwei Polynome P, Q € Q[X]<, gilt das Kriterium (2).
Also gilt es auch fur je zwei Polynome P, Q € Z[X]<,, Uber Z C R.

(b) Allgemein: Ist R ein Integritatsring, so kénnen wir im Bruchkdrper
K D R rechnen (A1J). Das Argument (a) gilt dann wortlich genauso.
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Zuféllige Irrfahrt und harmonische Gewinnerwartung

0 1 2 3 4 5 6 7

(el [ [ [ [ [ |

Aufgabe: lhre Spielfigur startet auf einem gelben Spielfeld im Inneren.

In jedem Zug ruckt sie auf ein Nachbarfeld, zuféllig und gleichverteilt.

Das Spiel endet am Rand 90X = {0, 8} mit dem gezeigten Gewinn.

(a) Welche Gewinnerwartung u(z) hat jedes Feld z € X = {0,...,8}?

(b) Variante: Jeder Zug kostet, sagen wir ¢(1) = --- = ¢(7) = —1€.
Das Spiel startet in der Mitte, = = 4. Wiirden Sie dies spielen?

(0) Schatzen Sie zunéachst! Wie treffsicher ist Ihre intuitive Erwartung?

(1) Formulieren Sie allgemeine Gleichungen und Lésungsmethoden!

Losung: (1) Fir jedes innere Feld x € X° = {1,...,7} qilt

[ 236 |

u(@) = ju(z — 1)+ Ju(z +1) + c(x).

Damit finden wir folgende Losungen (alle Angaben in €):

Hier ist (a) ein extrem einfaches Spiel, schon (b) diirfte Sie Uberraschen:
Ungeschult haben wir herzlich wenig Erfahrung mit zufélligen Irrfahrten.
Erfahrungsgeman fallt Menschen rekursives Denken recht schwer,
doch gerade dies ist fir rationale Entscheidungen wesentlich!

Bevor wir die L&sung diskutieren, schatzen Sie bitte die Erwartung.
Ist Ihre Intuition prézise und treffsicher, oder allzu vage und irrig?

Diese quantitativen Schatzfragen sind ein aufschlussreicher Test der
vielzitierten Schwarmintelligenz und mahnen eindringlich zur Vorsicht:
Betrligerische Geschéftspraktiken beruhen darauf, dass das Gegenulber
die Situation schlecht einschatzen kann und Fehlentscheidungen ftrifft.
Es ist schén und gut, die eigene Intuition zu nutzen und zu entwickeln.
Leider hilft es wenig, eine Antwort ohne Begriindung anzugeben.

Wir wollen begriindete, nachvollziehbar, tragfahige Argumente!

Auch das ist ein Qualitdtsmerkmal rationalen Handelns.

‘ ’ ‘ 9 ‘ 1 ‘ 13 ‘ 1 ‘ 17 ‘ 19 ‘ A ‘ 23 ‘ Bilden die oben angegebenen Zahlen eine Lésung? sogar die einzige?

‘ 7 ‘ 2 ‘ =i ‘ -2 ‘ -1 ‘ 2 ‘ 7 ‘ 14 ‘ 23 ‘ Mehrdeutigkeiten miissen wir erkennen und nétigenfalls auch beheben.

Zuféllige Irrfahrt und harmonische Gewinnerwartung (A’usf,?rébffgf; Zuféllige Irrfahrt und harmonische Gewinnerwartung (A’us;;rébiif'gﬁ
1_mit Gagi! ; - 1_mit Gagl!

| 7 | 9 | T | 13 | 5 | 17 | 19 | 21 | 23 | 7 | 2 | = | 5 | = [ 2 ] 7 | 11 | 23

Aufgabe: (1a) Wie berechnen Sie die Gewinnerwartung?
Losung: Fiur z € X = {0,1,...,8} suchen wir u, = u(z). Wir haben:

[ =7
“lyod ug— Ly =0
5 U0 1 s u2
— %ul + ug — %ug =0
7éw+ u37%u4 =0
— %11,3 + ug— %’1L5 =0
- %u4 + us— %us =0
— %ur, + ug— %Zw =0
1 1
—gugt+ ur—zus = 0
ug = 23
© Lineare Gleichungssysteme kénnen Sie 16sen: Gauf3 geht immer.
Vereinfachung: Fir d, = u, — u,—1 erhaltenwird; =dy =---=ds =d

und8d =23 —-7=16,alsod=2undu, =7+ d-zfirallex € X.

Aufgabe: (1b) Wie berechnen Sie die Gewinnerwartung bei Zugkosten?
Lésung: Firz € X ={0,1,...,8} suchen wir u, = u(z). Wir haben:
uo =7
—%uo-i- Ul —%uz = ¢
7%u1+ U*%’U,g = C2
— %ug + uz— %u4 = C3
7%u3+ U47%U5 =y
— %11,4 + us— %“ﬁ = ¢5
—%U5+ ua—%w = Cg

— %us + ur— %us cr
ug = 23
© Aligemeine Faustregel: Ausrechnen ist milhsam. Priifen ist leicht!
Wir vermuten anschaulich, dass die Lésung eindeutig ist... Beweis?
Negative Gewinnerwartung bedeutet: Ab hier besser nicht spielen!




Irrfahrten und Potentiale: das Dirichlet—Problem =

Irrfahrten und Potentiale: das Dirichlet—Problem e

200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
P o P N o NG s M s s s DRt s M NN

0!? :0 _. e

o3 "0 Auf einem Spielfeld © ¢ 22
09 >0 ziehen Sie mit Wkt 1/1 nach
0 20 links / rechts / oben / unten.
o ' Das Spiel endet am Rand
09 0 mit dem gezeigten Gewinn.
o7 ° Wie viel wiirden Sie setzen

100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 beim Start im roten Punkt?
Aufgabe: (1) Wie groB3 ist die Gewinnerwartung u(z, y) auf jedem Feld?
Wo ist sie maximal? Ist die gesuchte Losung «: Q — R eindeutig?

Wie berechnet man sie? méglichst effizient? ndherungsweise?

Kontext und Anwendung &ndern sich, die Rechnung bleibt dieselbe!

(2) Hooke: Netz aus Massen und Federn. (3) Kirchhoff: Spannung einer
elektrischen Schaltung. (4) Fourier: diskrete Warmeleitung / Diffusion.

200

100

T
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Irrfahrten und Potentiale: das Dirichlet—Problem

Lésung: (1) Sei u(z, y) die Gewinnerwartung auf dem Feld (z,y) € Q.
In jedem Randpunkt (z,y) € 02 ist der Gewinn u(z,y) fest vorgegeben.
In jedem inneren Punkt (z,y) € Q° gilt die Mittelwerteigenschaft:

[ u(e.9) = Jue=1,9) + Jule+1,9) + Julw,y=1) + Ju(z, y+1)

Eine solche diskrete Funktion u: Z? > Q — R nennen wir harmonisch.

200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
100 139 158 167 172 174 174 172 167 157 139 100
061 100 125 139 147 151 151 147 139 125 100 061
043 077 102 118 127 132 132 127 118 102 077 043
035 065 088 103 113 117 117 113 103 088 065 035
033 061 081 095 104 108 108 104 095 081 061 033
037 063 081 092 099 102 102 099 092 081 063 037
053 076 083 094 098 100 100 098 094 088 076 053
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Harmonische Funktionen sind ein wunderschones Thema in Analysis, Numerik, WTheorie, ....

000
000
000
000
000
000
000

000
000
000
000
000
000
000

Wir betrachten eine endliche Teilmenge Q C Z2. Innere Punkte z € Q°
sind solche, deren vier Nachbarn ebenfalls in 2 liegen. Bei einem
Randpunkt z € 92 liegt mindestens ein Nachbar au3erhalb von €.

Dirichlet—Problem: In jedem Randpunkt z € 9 ist der Wert u(z)
festgelegt durch die vorgegebene Randfunktion v = u|gq : 9Q — R.
Gesucht sind alle harmonischen Funktion u: Q — R mit u|sq = v.
Existiert eine Losung? Ist sie eindeutig? Wie kdnnen wir sie berechnen
bzw. anndhern? Kurzum: Ist das Dirichlet—Problem gut gestellt?

Die Aufgabe flihrt uns zu einem linearen Gleichungssystem mit

7 x 12 = 84 Unbekannten. Fir diese haben wir genau 84 Gleichungen.
Das sieht verniinftig aus, bedeutet aber noch nicht, dass es genau eine
Lésung gibt. Hierzu mussen wir genauer hinschauen und begriinden!

Diese Anwendung ist faszinierend, sie férdert sowohl die physikalische
Anschauung als auch die mathematisch-methodische Vorgehensweise.
Hier gilt das Minimum-Maximum-Prinzip (Satz B3B). Daraus kdénnen wir
die Eindeutigkeit und sodann die Existenz einer Losung ableiten!
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Harmonische Funktionen: Gleichgewicht!
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© Kontext und Anwendung &ndern sich, die Rechnung bleibt dieselbe!

(2) Wir betrachten Massenpunkte in (z,y,u(z,y)) € R? in Ruhelage.
Jeder ist durch gleich starke Federn mit seinen Nachbarn verbunden.
Es gilt: Ruhelage = Kréaftegleichgewicht ~ Mittelwerteigenschaft!

Sie konnen es nachrechnen! Genauer gesagt ist dies die Nidherung bei geringer Kriimmung.

(3) Wir betrachten die gezeigte Schaltung mit vier

U
N gleichen Widerstande. An den Nachbarpunkten
liegen die Potentiale Ug, Uy, Uy, Ug an.
U U U Ohmsches Gesetz und Kirchhoffsche Regel:
Ug+ Uy +Uw + Ug
U=
Us 4

Ausfiihrlich: Es gilt das Ohmsche Gesetz I = (Ug — U)/R. Die Kirchhoffsche Regel besagt
hier Ir + In + Iw + Is = 0. Einsetzen und Auflésen nach U ergibt die Mittelwerteigenschaft!

© Wir konnen {2 als Schaltung realisieren und am Rand die genannten Spannungen anlegen.
Mit einem Voltmeter messen wir das Potential u(z, y) im Inneren und finden obige Losung.
Physikalische Intuition suggeriert Existenz und Eindeutigkeit der Losung, siehe Satz B3B.

/!
[
.

Das Zeltdach des Olympiastadions in Miinchen ist eine Minimalfidche. Es beruht auf Ideen von
Frei Paul Otto (1925-2015) vom Institut fiir Leichte Flichentragwerke der Universitit Stuttgart.
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Harmonische Funktionen: Eindeutigkeit und Existenz

1 Korper JL

Satz B3B: Minimum-Maximum-Prinzip, Eindeutigkeit, Existenz
(1) Jede harmonische Funktion «: Q2 — R nimmt ihr Minimum und ihr
Maximum am Rand 02 an: ming v = mingn u und maxq © = maxyg u.
Fir je zwei harmonische Funktionen u, %: 2 — R gilt demnach:

(2) Eindeutigkeit: Aus v = @ auf dem Rand 902 folgt « = @ auf ganz Q.
Aus der Eindeutigkeit gewinnen wir die Existenz dank Satz B2D:

(8) Existenz: Zu jeder vorgegebenen Randfunktion v: 90Q — R
existiert genau eine harmonische Funktion u: Q — R mit u|spg = v.

Beweis: (1) Sei z € Q) eine Minimalstelle. Firr z € 99 sind wir fertig.
Fir 2 € Q° gilt die Mittelwerteigenschaft, also sind alle Nachbarn von 2
ebenfalls Minimalstellen. Es gibt einen Weg von z zu einem Randpunkt
2’ € 99, also ist auch 2’ eine Minimalstelle. (Ebenso fir das Maximum.)
(2) Auch die Differenz v = @ — u ist harmonisch. Sie erfillt v = 0 auf 9.
Dank (1) folgt v = 0 auf ganz Q. (3) Unsere Matrix ist quadratisch,

und fir jede rechte Seite existiert hdchstens eine Lésung.

Das ist ein trickreich-eleganter Beweis! Wir zeigen, dass es fir jede
rechte Seite héchstens eine Lésung gibt. Daraus folgern wir dank
Satz B2D, dass fiir jede rechte Seite (genau) eine Lésung existiert.

Harmonische Funktionen sind wichtig in der Mathematik, der Physik und
den Ingenieurwissenschaften. Die Analysis erklart Ihnen hierzu das
kontinuierliche Modell und zugehdrige partielle Differentialgleichungen.

Wir betrachten hier ein endliches Modell und erhalten ein tendenziell
groBes, aber einfaches lineares Gleichungssystem. Wir haben bereits
geeignete Werkzeuge! Dies schult, wie gesagt, wunderbar unsere
physikalische Anschauung und unsere mathematische Methodik.

Wir sehen zudem, dass unsere Koeffizientenmatrix hier diinn besetzt ist;
das ist typisch fir Anwendungen, in denen jeder Punkt nur mit wenigen
Nachbarn interagiert. Fir so strukturierte Probleme bietet die Numerik
spezialisierte und besonders effiziente (N&herungs-)Verfahren.

Wenn lhnen partout nichts Besseres einfallt: Gau3 geht immer. ..
und fir kleine Matrizen auch ausreichend schnell, siehe B216.
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Zusammenfassung: Matrixkalk(l und GauB—Algorithmus =

Das wichtigste Ziel fur dieses Kapitel ist, dass Sie sicher mit Matrizen
rechnen kénnen, insbesondere den GaufB3—Algorithmus beherrschen und
in all seinen Aspekten anwenden kdnnen, korrekt und routiniert.
Sobald es etwas zu rechnen gibt, wird dies nahezu tberall bendtigt.

Es lohnt sich daher, die Techniken, Beispiele und Anwendungen dieses
Kapitels grindlich zu verstehen. Dazu sollten Sie diese Ergebnisse nicht
(nur) auswendiglernen, sondern sie vielmehr nachvollziehen,

aktiv erarbeiten und besténdig in Ihnrem Repertoire einliben.

Zum aktiven Erinnern helfen Ihnen insbesondere die Ubungen!
Ein Instrument lernt man nicht durch den Besuch von Konzerten.

Versuchen Sie nach einem ersten Durchgang, sich den Inhalt dieses
Kapitels selbst zu erklaren, noch besser: sich gegenseitig zu erklaren,
genaue zu formulieren, kritisch zu hinterfragen, um so die neue Materie
zu durchdringen und wirklich zu verstehen. Was wollen wir erreichen?
Wie definieren wir die nétigen Begriffe? Was besagen die Satze?

Wie beweisen wir sie? Wie wenden wir dies auf Beispiele an?

@ Grundrechenarten fur Matrizen (B1A) und Matrixkalkdil:
transponierte Matrix, symmetrisch und antisymmetrisch,
Zeilen- und Spaltenvektoren als wichtiger Spezialfall,
Einheitsmatrix und Einheitsvektoren, Addition von Matrizen,
skalare Multiplikation, Multiplikation von Matrizen
@ inverse Matrizen, linksinvers und rechtsinvers, Invertierbarkeit (B1B)
die allgemeine lineare Gruppe GL,, K (B1c, B1D)

@ 2 x 2-Matrizen: Determinante, Multiplikativitat und Inversion (B1E)

@ Zeilenstufenform, allgemein und reduziert, Rang (B2A)

@ Ldsung eines linearen Gleichungssystems (B2B)

@ GauB-Algorithmus zur Zeilenstufenform (B2c)

@ Zeilen-/Spaltenoperationen durch Matrizenmultiplikation (B219)
@ Invertierbarkeitskriterien fir Matrizen (B2D)

@ Algorithmus zur Inversion (B2E)
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Ruckblick: einige Fragen zum Verstandnis

Um lhr Verstandnis zu férdern und selbst Sicherheit zu gewinnen,
sollten Sie sich immer wieder Fragen und eigene Aufgaben stellen!
Selbst scheinbar banale Fragen helfen ungemein, insbesondere wenn
Sie von lhnen kommen. Ich gebe ein paar Beispiele zur Inspiration:

Lassen sich je zwei beliebige Matrizen addieren? und multiplizieren?
Welche GréBen passen zusammen? Dirfen dabei die Matrixeintréage /
Koeffizienten beliebig sein? sogar auch in verschiedenen Ringen?

© Solche Fragen miissen Sie insbesondere dann dringend kléren,
sobald Sie diese mathematische Techniken auf einem Computer nutzen
oder implementieren méchten. Das zwingt zu Klarheit und Prézision!

Kommutieren je zwei Matrizen? Kénnen sich Matrizen A # 0 und B # 0
zu AB = 0 multiplizieren? Wie prift / berechnet man Inverse? Welcher
Zusammenhang besteht zwischen Nullteilern und Invertierbarkeit?

© Solche und viele &hnliche Fragen missen Sie grundlegend klaren,
wenn Sie selbst effizient rechnen und sicher schlieBen wollen.

Fassen Sie Mut, stellen Sie sich (gegenseitig) Fragen!

Wie hangen lineare Gleichungssysteme und Matrixkalkil zusammen?
Zeilenumformungen und Matrixmultiplikationen? Welche Operationen im
Koeffizientenbereich K bendtigen Sie fir den GauB—Algorithmus?

Wie implementieren Sie dieses Verfahren auf einem Computer?
Denken Sie dabei insbesondere an konkrete Beispiele wie Z,,, Z, Q.
Welche Schwierigkeiten kénnen auftreten? Wie I6sen Sie diese?

Wie kénnen Sie garantieren, dass das GauB3—Verfahren (gerade auf
einem Computer) immer zum Ziel fiihrt? Was ist (iberhaupt das Ziel?
Welche Rechenregeln bendtigen Sie zum Nachweis der Korrektheit?

© So entdecken Sie erneut den Begriff des Kérpers / Divisionsrings!

Diese einfachen Grundlagenfragen mdgen Ihnen allzu naiv vorkommen,
doch nur genau so verstehen Sie, wie Mathematik funktioniert, warum
die Definitionen und Satze so sind, wie Sie sie vorgefunden haben.

Nur durch aktives Erinnern, Nachvollziehen, Hinterfragen verstehen Sie
im Nachgang, wie alles zusammenhéangt. Ich kann es fir Sie erkléren,
aber ich kann es nicht fir Sie verstehen; das kénnen nur Sie selbst.
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Die Grundlage aller Mathematik ist das Zahlensystem:

N z Q R C

l

L,

Zum korrekten Rechnen benétigen wir die Grundbegriffe zu Ringen.
Unsere ersten Beobachtungen werden in der Algebra fortgefiihrt, doch
die Grundlagen bendtigen wir bereits jetzt in der Linearen Algebra.
@ Der Ring Z ist kommutativ und hat keine Nullteiler (A1c).
Dies nennen wir einen Integritéatsring, kurz IRing.
@ Im Ring Z haben wir eine euklidische Division mit Rest (A2A).
Dies nennen wir einen euklidischen Ring, kurz ERing.
@ Im Ring Z gilt ,unzerlegbar impliziert prim*, und jedes Element lasst
sich eindeutig zerlegen in ein Produkt unzerlegbarer Elemente (A2J).
Dies nennen wir einen faktoriellen Ring, kurz FRing.

In Kapitel A zum Aufbau des Zahlensystems treffen Sie mit N, Z, Q, R
gute, alte Bekannte aus der Schule. Neu ist, dass wir uns diese Objekte
wesentlich genauer anschauen: Dazu definieren wir prézise Begriffe,
formulieren grundlegende Séatze und fiihren erste schéne Beweise.

Dariiber hinaus lernen Sie einige neue niitzliche Zahlbereiche kennen,
insbesondere den Restklassenring Z,, und die komplexen Zahlen C.
Es gibt auch ,nicht-kommutative Kérper“, kurz Schiefkérper genannt,
das erste und wichtigste Beispiel sind Hamiltons Quaternionen H.

Mit Kapitel B zur Matrizenrechnung erweitern wir unser mathematisches
Repertoire durch zahlreiche schéne Objekte und effiziente Methoden.
Matrizen sind ein Universalwerkzeug und werden uns Uberall nltzen.
Unser treues Arbeitspferd ist der extrem nitzliche GauB—Algorithmus.

Zu diesem frihen Zeitpunkt fehlen uns noch die nétigen Grundlagen:

Logik und Beweistechniken, Mengen und Abbildungen, sowie Monoide
und Gruppen, dann Ringe und Kérper. Dies fihren wir nachfolgend aus.
Die Mathematik ist reich und groBzligig, darliber diirfen Sie sich freuen.
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Die starksten Strukturen sind Kérper, doch Ringe sind unvermeidbar.
Dies gilt bereits, wenn wir Uber Polynomringen (A11) arbeiten wollen:
K «—— K[X]
CRing == CRing
IRing =——= IRing

© Je mehr wir hineinstecken, desto mehr bekommen wir heraus.
Jeder IRing l&sst sich in seinen Bruchkdrper einbetten (A1J):

R ——— Frac(R)
IRing == Korper

So erhalten wir insbesondere Q = Frac(Z) und Q(X) = Frac(Q[X]).

© Es lohnt sich, Gemeinsamkeiten zu erkennen und zu nutzen.
Konkret oder abstrakt? Am besten, Sie beherrschen beides!

Die starksten Strukturen sind Kérper, doch Ringe sind unvermeidbar.
Selbst wenn wir méglichst lange nur mit Kérpern K arbeiten wollten, so
begegnen uns doch sofort Polynomringe K[X] und Matrixringe K™*".
K SRS KT},X?’L
Ring == Ring
CRing == Ring + Determinante
DRing == Ring + GauB-Algorithmus
Kérper == Ring + Det und GauB!
© Je mehr wir hineinstecken, desto mehr bekommen wir heraus.
Die invertierbaren Matrizen bilden die allgemeine lineare Gruppe
GLn(K) = { A€ K™ | 3B € K**": AB = BA = lnxn |-

Diese beschreibt insbesondere die Zeilenumformungen a la GauB.
Gruppen erweisen sich fir die Mathematik als fundamentaler Begriff.
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