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Klausur zur Linearen Algebra 2

Aufgabe 1. Bitte fiillen Sie Folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Sitzplatznummer: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: keine.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Begriinden Sie Ihre Antwort, kurz aber iiberzeugend, etwa durch Nennung oder Ausfithrung
eines passenden Ergebnisses oder Beispiels aus Vorlesung oder Ubung. Bei Rechnungen

ist ein klar nachvollziehbarer Rechenweg gefragt mit den nétigen Erlduterungen.

e Fiir die Verstandnisfragen in Aufgabe 2 gilt: Es gibt zwei Punkte fiir die richtige Antwort
mit richtiger Begriindung, und einen Punkt fiir die richtige Antwort mit einem ernsthaften

Versuch einer Begriindung. Allein das Ankreuzen gibt noch keinen Punkt.

Die Klausur enthélt etwas zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.

Gewinnen Sie zunéchst einen Uberblick und sammeln Sie die Punkte, die Thnen leicht fallen.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 8 Gesamt

Punkte /1 /16 /13 /10 /11 /12 /6 /7 /76

Tipp: Viele Fragen sind Wiederholungen aus Vorlesung und Ubung; sie belohnen kontinuierliche
Mitarbeit wéhrend des Semesters und anschliefend sorgfiltige Klausurvorbereitung. Tipp fiir
zukiinftige Leser: Thre Vorlesung und wochentlichen Ubungen erkliaren Thnen die wunderschéne

und niitzliche Mathematik. Nutzen Sie dies, arbeiten Sie kontinuierlich mit, es lohnt sich!

Vorwort zur Musterlosung: Fiir Thre Nacharbeitung dieser Klausur haben wir Antwor-
ten ausgiebig erldutert. Ergebnisse und Rechnungen sind ausfiihrlicher dargestellt, als in der

Priifungssituation verlangt war. Nach der Klausur ist vor der Klausur. Mége es niitzen!
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (16 Punkte)

2A. Sei A € R**3 mit dimg Eig(A,5) =2 und tr A < 15.
Ist jede solche Matrix A iiber R diagonalisierbar?

Ja [_] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Die Eigenwerte von A sind 5,5, A € C, somit gilt trA =5+ 5+ XA € R, also insbesondere
A€ R, Aus tr A < 15 folgt A < 5, insbesondere gilt A € R~ {5} und dim Eig(A, \) = 1. €«

Erliuterung: Reelle Diagonalisierbarkeit der Matrix A € R™ " bedeutet: Es gibt n reelle
Eigenwerte (genauer: das charakteristische Polynom von A zerfillt iiber R in Linearfaktoren),
und fiir jeden erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische.
00 ]
50|.
0 X

Fiir diese Schlussfolgerung mussten wir den Fall A = 5 ausschliefen. Hatten wir statt tr A < 15

den Fall0 grA =15 und5somit A = 5, so wiissten wir nur dim Eig(A4,5) € {2,3} und somit
A~ 050 oder A ~ 021l In zweiten Falle wire die Matrix A nicht diagonalisierbar.

Im vorliegenden Falle gilt dies, daher existiert eine Eigenbasis, und wir erhalten A ~ [

oout

2B. Sei A € C*** reell mit Eigenwert 2 + i sowie tr A = 4 und det A = 5.
Ist jede solche Matrix A iiber C diagonalisierbar?

Ja [ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Die Eigenwerte von A sind 2+1,2—i, A,y € Cmit tr A =4+ +pu =4 und det A = 5\ = 5.
Aus = -\ = X" folgt \* = —1, also A\ € {+i}. Somit gilt:

2+1 0 0 O

Erldauterung: Wir nutzen hier das einfachste Kriterium zur Diagonalisierbarkeit: Hat die Ma-
trix A € K™*" verschiedene Eigenwerte \1,..., A\, € K, so ist A iiber K diagonalisierbar.

Gibt es wirklich reelle Matrizen mit all diesen Eigenschaften? Ja, zum Beispiel

o
S O N o=
o O
O = O O
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2C. Die symmetrische Bilinearform 3:R3 xR? — R: (z,y) = 27 Ay sei gegeben durch A € R3*3
mit AT = A. Es gelte det A > 0 und tr A > 0. Ist 8 dann positiv definit?

[ ]Ja Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:
Ein mogliches Gegenbeispiel ist A = diag(—1,—1,+3). <«

Erliuterung: Die symmetrische Matrix A € R3*? hat drei reelle Eigenwerte \; < XAy < \s.
Dank det A = )\1/\2/\3 >0 gllt entweder 0 < \; < Xy < )\3 oder \j < Ay < 0 < )\3. Die
zusétzliche Bedingung tr A = A; + Ao+ A3 > 0 allein kann den zweiten Fall nicht ausschlielen.

Warnung: Nur in Dimension 2 geniigen die beiden Bedingungen det A > 0 und tr A > 0 zur
positiven Definitheit. Sie sind zudem auch notwendig. In Dimension n > 3 sind sie immer
noch notwendig, aber nicht mehr hinreichend. Fiir den allgemeinen Fall einer symmetrischen
nxn-Matrix A € R"*" verfiigen wir iiber drei Kriterien: die Eigenwerte dank Spektralsatz,
das Signaturtripel dank Trégheitssatz und schliellich das Hauptminoren-Kriterium fiir De-
terminanten. Alle drei sind niitzlich.

2D. Sei W ein euklidischer Raum und U,V < W Unterriume. Gilt dann (U+V)*+ D U+NVL?
Ja [ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Seiw e UtNV*, alsow L ufiraleweUund w Lo firallev € V. Firu+v e U+V
folgt (w|u+v)={(w|u)+(w|v)=0,alsow Lu+wv karzw € (U+ V). <«

Erliuterung: Dies sind Routineaufgaben, wie Sie dies aus Vorlesung und Ubung kennen, und
doch immer eine gute Wiederholung und Fingertibung. Wenn Sie mochten, wiederholen Sie
zur Ubung die Umkehrung: Gilt (U + V)* C U+t N V+?

2E. Gibt es eine Matrix A € R*** mit charakteristischem Polynom P = X% —2X? + X2 +4X?
Ja [ ] Nein. Beispiel oder Hindernis:

Zu jedem normierten Polynom P € K[X]) geniigt die Begleitmatrix C(P) € K"*", hier

000 O 0 0 0 0
1 —4 —1

A=C(P) = 0 € R*™. <4<« Alternative X : ! € R4
010 — 0 0 3k ik
001 2 0 0 —vik 3

Erlduterung: Die Begleitmatrix erfordert keine Faktorisierung des Polynoms P und gelingt
einheitlich iiber jedem Korper. Fiir A € C™*™ hilft die Zerlegung P = (X — A\;)--- (X — \,)
in Linearfaktoren, denn dann geniigt die Diagonalmatrix A = diag(\y,...,\,) € C"*". Zur
Konstruktion von A € R™*" sammeln wir jedes komplex-konjugierte Paar von Eigenwerten
zu einer reellen 2 x 2-Matrix wie in Aufgabe 2B. Im Beispiel gilt P = X (X +1)(X? —3X +4).

3
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2F. Sei K ein Korper und A € K™*" eine invertierbare Matrix.
Ist dann A~! eine K- Linearkombination der Potenzen E = A%, A = A', A%, ... A""1?

Ja [_] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Wir nutzen das charakteristische Polynom
P(X) = det(XE — A) = ag + a1 X' + - + ap_ X" 4+ X"

mit ag = P(0) = (—1)"det A € K*. Der Satz von Cayley—Hamilton garantiert P(A) = 0.
Multiplikation dieser Gleichung mit ag*A~! ergibt

Al = —aqg' (mE+ - +a, A"+ A", <«

Erliuterung: Sie kennen dieses schone Argument aus den Ubungen.
Es gelingt ebenso iiber jedem kommutativen Ring.

2G. Sei K ein Korper und A € K™*" eine diagonalisierbare Matrix. Sind A und AT &hnlich?
Ja [_] Nein. Begriindung;:

Nach Voraussetzung existiert S € GL,(K) mit S~'AS = D := diag(\y, ..., \,). Transposition
ergibt STAT(S™)T = DT = D. Aus AT ~ D und D ~ A folgt AT ~ A dank Transitivitit. <4«

Erliuterung: Explizit finden wir AT = (ST)7!DST = (ST)"1S71ASST = (SST)"LA(SST).

Alternative: Die Matrix AT hat dasselbe charakteristische Polynom wie A. Jeder Eigenraum
zu AT hat dieselbe Dimension wie zu A. (Es gilt Zeilenrang gleich Spaltenrang, fiir qua-
dratische Matrizen also Zeilendefekt gleich Spaltendefekt.) Somit haben AT und A dieselbe
Diagonalform, und wir schliefen wie oben per Transitivitét.

2H. Wir betrachten das rechtsstehende uy(t) = 2uq () —3ua(t) +us(t)+5ua(t)
homogene  Differentialgleichungssystem. ) ug(t) = —3uy (t)—3ug(t)+us(t)—4uy(t)
Erlaubt der Losungsraum eine R—Basis ug(t) = uy(t) +ug(t)+us(t) —ug(t)
aus Eigenfunktionen u:R — R*? \uﬁl(t) — B () —dus(t) —us (£)+2ua (1)

Ja [ ] Nein. Begriindung:

Die hier gezeigte Systemmatrix A € R*** ist symmetrisch! Nach dem Spektralsatz lisst sie
sich also iiber R diagonalisieren (sogar orthogonal diagonalisieren, aber das bendtigen wir hier
nicht). In diagonalisierter Form konnen wir eine Basis aus Eigenfunktionen ablesen. €«

Erldauterung: Hier ist nur gefragt, ob eine Basis aus Eigenfunktionen existiert. Wir haben
absichtlich eine etwas groflere Matrix gewéhlt und zur Antwort etwas weniger Platz gelassen,
um Sie von der konkreten Rechnung abzuhalten. Diese ist ndmlich hier unnotig.
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Aufgabe 3. Jordan—-Normalform (13 Punkte)

1 2 0 0 —4
-2 -3 0
Gegeben ist die reelle Matrix A= | 0 0 -1 0
0O 0 -3 -1
0 0 -4 0

€ R5*3,

W o O

3A. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A sowie das Spektrum o(A) C C.

Mit Laplace-Entwicklung nach der 3. Zeile und der Formel fiir Block-Dreiecksmatrizen sowie
der Determinantenberechnung fiir 2x2-Matrizen erhélt man das charakteristische Polynom

1-X 2

Py = det(A — X E5) = det
= et =det) o sox

} (1= X) (-1 X)(3 - X)
= —(XF+2X + )X +1)°(X =3) = —(X + D)X - 3). 4«

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von P4 und somit erhalten wir das Spektrum

o(A) ={-1,3}. «

3B. Berechnen Sie zu A die Jordan-Normalform J4 € R>*.

Hinweis: Das Minimalpolynom ist pa = (X + 1)*(X — 3).

Die Anzahl der Jordan-Blocke zum Eigenwert —1 ist die Dimension des zugehorigen Eigen-
raums Eig(A, —1) = Kern(A 4 1E5). Diese wird mittels Gau-Algorithmus bestimmt:

2 2 0 0 —4] [1 100 =2
2 -2 0 0 4 0000 O
A+1E;=10 0 0 0 0|—=1000 0
0 0 -3 0 4 0000
(0 0 40 4 0010 -1

Hier kann man bereits dimg ker(A + 1E5) = 5 — rang(A + 1E5) = 2 ablesen. <«

Aus dem Hinweis wissen wir, dass der gréfite Jordan-Block zum Eigenwert —1 die Grofie 2x2
hat. Folglich haben beide Jordan-Blocke zum Eigenwert —1 jeweils die Grofie 2x2. «

Da die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 3 gleich u( P4, 3) = 1 ist, gibt es hierzu genau
einen Jordan-Block der Grofie 1x 1.«
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Wir erhalten so die gesuchte Jordan-Normalform
1 1 0 0 0
0O -1 0 0 0
Ja=10 0 -1 1 0f.«
0o 0 0 —-120
00 0 0 3]
[ 1 2 0 0 4]
-2 -3 0 0 4
Zur Erinnerung und Vermeidung von Ubertragsfehlern: A= | 0 0 -1 0 | € R>.
0 0 -3 -1 4
0 0 -4 0 3

3C. Bestimmen Sie zu A eine Jordan-Basis sowie eine Basiswechselmatrix 7" mit T 'AT = J4.

Fiir Eig(A, 3) verwenden wir den Gauf-Algorithmus:

(2 2 0 0 —4] (1 -1 0 0 2]
2 -6 0 0 4 01 0 0 -1
A-=3B;=1]10 0 -4 0 0|—10 0 -4 0 0
0 0 -3 —4 4 0 0 0 —4 4
(0 0 -4 0 0 00 0 0 0
(1000 1]
0100 —1
— 10010 0
0001 —1
0000 0

Somit erzeugt vs := (1, —1,0,—1,—1)T den Eigenraum Eig(A, 3).«
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Nun bestimmen wir den Eigenraum Eig(A, —1):

2 2 0 0 —4 1100 —2 11000
-2 -2 0 0 4 0000 0 00100
A+1B;=10 0 0 0 0[—=[0000 0|—=]00001
0 0 -30 4 0000 1 00000
(0 0 40 4] 0010 -1 0000 0]

Somit ist ((1,—1,0,0,0)T,(0,0,0,1,0)T) = (e; — eq, e4) eine Basis von Eig(A, —1). <

Eine Basis des Kerns der Matrix

00 16 0 —16
00 —16 0 16

(A+1E5)*=10 0 0 0 0
00 —16 0 16
0 0 —16 0 16

ist (offensichtlich) gegeben durch (ey, es, €5 + €5,64). <

Somit ergénzen beispielsweise die Vektoren vy := e und vy := e3 + e5 die Basis (e; — ey, €4)
von ker(A + E3) = Eig(A, —1) zu unserer Basis von ker(A + E5)?. Wir wihlen diese als
Startvektoren und bilden die Hauptvektorketten

A+E A+E
vy = ey r vy = (2,-2,0,0,0)T “F57 0.
A+E5

vy = (0,0,1,0,1)7 5y = (—4,4,0,1,0)7 0. <«

Damit erhalten wir die ersehnte Jordan—Basis B = (vy, vo, v3, 04, v5) und die zugehorige Ba-
siswechselmatrix 7' mit

2 1 —4 0 1 2 1 -4 0 1
-2 0 4 0 —1 -2 0 4 0 -1
B = O [,]10{,]10¢{,]1],]0 ; I'=10 0 0 1 0].«
0 0 1 0 -1 0 0 1 0 -1
O] (0] LOo] 1] |1 00 0 1 —1]
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Aufgabe 4. Affine Normalform einer Quadrik (10 Punkte)
Wir betrachten die Quadrik Q = { (z1,79)T € R? | 22 — 22125 + 23 — 819+ 8 =0 }.

4A. Schreiben Sie die @) definierende Gleichung in Matrixform z'TA’z" = 0 mit symmetrischer

Matrix A’ € R**3 in homogenen Koordinaten z’ = (1,21, z2)T.

A/

I
o
—_

|
=
A

4B. Es existiert eine Affinitit f:R? — R?:2' v ¢/ = T""12', sodass die Matrix B’ = T'TA'T’

in affiner Normalform vorliegt. Bestimmen Sie die Normalform B’ und die Transformation 7".

Wir wenden das symmetrische Gaufiverfahren an:

8 0 —4 1 0 0
0o 1 -1 0 1 0
—4 -1 1 0 0 1 (3)+1-(2)
8 0 -4 8 0 —4 10 0
0 T —1 0 1 0 0 1 1
-4 0 0|—-4 0 0 0 0 1 (1) 4+1-(3)
4 0 —4| 0 0 —4 1 0 0
0 0 0 -1 0 1 -1
-4 0 0]—4 0 O 1 0 1| Multiplizieren der
0 0 -1 1 0 0]Gleichung mit §
o + o) 1 1 1
-1 0 0 10 1 (2) -2
0O 0 -1, 0 0 —1 10 0
o 2 0, 0 1 o0 1 2 1
—1 0 -1 0 O 1 0 1 <4 <4<«

Somit sind die Normalform B’ und eine zugehorige Transformation 7" gegeben durch

0 -1 100
B'=|0 1 0], T"'=11 2 1| .«
-1 0 0 1 01
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4C. Um welche Quadrik handelt es sich geméfl der Klassifikation der ebenen Quadriken?

Die Quadrik beschreibt eine Parabel. <

4D. Skizzieren Sie Q C R? in den urspriinglichen Standardkoordinaten x = (21, z3).

(%)

V1

X

1 | 1 2 3 4 5 6 71

444

Erlduterung: Der Ursprung der transformierten Koordinaten ist b = (1,1)7. Die Richtungs-
vektoren sind v; = (2,0)T und vy = (1,1)T. Man kann zur Unterstiitzung auch einige Punkte
einsetzen, z.B. bt 1-v; + % “Ug, b2 v +2- vy € Q). Damit lasst sich die Parabel zeichnen.

C:r‘
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Aufgabe 5. Gram—-Schmidt (11 Punkte)
o -1 1 -1

-1 0 -1 1
Gegeben ist die Matrix A = . € R4,

5A. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des Figenraums Eig(A, —1).

Wir bestimmen Eig(A, —1) = Kern(A + 1E,) mittels Gau-Algorithmus:

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
-1 1 -1 1 0O 0 O
A+1E4: —
-1 1 =1 0 -0 0
1 -1 1 -1 0O 0 0 0

Eine Basis von Eig(A, —1) ist gegeben durch (vy, va, v3) mit v; = (1,1,0,0)T, vy = (1,0, —1,0)7
und vz = (1,0,0,1)7. <
Mit Gram-Schmidt bestimmen wir hieraus eine Orthonormalbasis:

1 1
1 U1 1 1 <
U1 = V1 = s mw = — =
o Coflall V2 o
0 0
1 1 [ 1
<U2,U,1> 0 1 1 1 —1 U,IQ 1 —1
Uo = Vo — = — = . — £ , w — = <
2 lupu ) =1 2 o] P2 N VAR =
0 0 0 0
| I
)
o <U3,U1> <U3,U/2 /
BB T T a) T ()
1 1 1 2 1 1
of , 1] , |-t [|-2| |-t wy -1
— - =. — = = = - = , Wq = = 7= <4<
of T2 o| O 2| T 2| TR Tl T
1 0 0 3 3
| I |
uy

Somit erhalten wir die Orthonormalbasis (wq, wq, w3) von Eig(A, —1).

10

f_ﬂ‘
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5B. Ist die Matrix A iiber R diagonalisierbar? Falls nein, nennen Sie ein Hindernis. Falls ja,

nennen Sie eine Diagonalmatrix D mit einer Begriindung der Ahnlichkeit D ~ A iiber R.

Ja [ ] Nein. Begriindung:

Da —1 ein mindestens dreifacher Eigenwert ist, gibt es genau einen weiteren Eigenwert A € R
von A. Fiir diesen gilt

Somit folgt A =1 € R. «

Nach 5A stimmen fiir den Eigenwert —1 die algebraische und geometrische Vielfachheit
tiberein. Wegen 1 < d(A,1) < p(Pa,1) = 1 stimmen auch fiir diesen Eigenwert die alge-
braische und die geometrische Vielfachheit {iberein. «

Somit ist A {iber R diagonalisierbar und &hnlich zur Diagonalmatrix D = diag(—1, —1, —1,1).
<

Erlduterung: Wir verwenden hier, dass die Spur tr(A) die Summe aller Eigenwerte entspre-
chend ihrer algebraischen Vielfachheiten ist, um den fehlenden Eigenwert zu berechnen. Ins-
besondere sind alle Eigenwerte von A reell.

5C. Ist jede orthogonal diagonalisierbare Matrix B € R™™ symmetrisch?
Ja [ ] Nein. Begriindung:

Sei B orthogonal diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Diagonalmatrix D und eine orthogonale
Matrix 7’ mit B = TDT~!, <4 Dann gilt

BT=TDT™H" =T YDTT=TDT' = B.<4
Daher ist B symmetrisch.

Erlduterung: Wir wissen bereits, dass jede symmetrische reelle Matrix orthogonal diagonali-
sierbar ist. Diese Aufgabe ist die (leichtere) Umkehrung dieses Satzes.

5D. Ist die Matrix A orthogonal diagonalisierbar?
[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Die Matrix A ist nicht symmetrisch und kann nach 5C somit nicht orthogonal diagonalisierbar
sein. <«

Alternative: Man kann auch nachrechnen, dass die Eigenrdume Eig(A, —1) und Eig(A, 1)
nicht senkrecht zueinander stehen. Hieraus folgt ebenfalls, dass es keine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren von A gibt.

11
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Aufgabe 6. Diagonalisierbarkeit (12 Punkte)

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum R™ mit dem Standardskalarprodukt (—, —).
Sei v € R" \ {0}. Wir setzen A = E,, —v - vT.

6A. Ist v ein Eigenvektor von A?

Ja [ ] Nein.
Der Vektor v # 0 erfiillt

A-v:(En—v-vT)-v:v—v~(vT~v):(1—HUH2)-U.
=:AER

Daher ist v ein Eigenvektor von A << (ndmlich zum Eigenwert A = 1 — |[v||?).

6B. Sei w € R" \. {0} orthogonal zu v. Ist w ein Eigenvektor von A?

Ja[_] Nein.
Der Vektor w # 0 erfiillt

Aw=(E,—v-v) w=w—-v- (v -w)=w=1-w.
0

Demnach ist w ein Eigenvektor von A (zum Eigenwert 1). <€«

6C. Bestimmen Sie die Dimension des Eigenraums Eig(A, 1).

dimg Eig(A,1) =n — 1 «

Begriindung:

Dank 6A ist 1 — ||v||* ein Eigenwert, und ungleich 1, daraus folgt dimg(Eig(A4,1)) <n—1. <
Dank 6B ist (v )p" < Eig(A4, 1), also

n—1=dimg (v)g" < dimg Eig(A4,1).<4

12

C,o‘
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6D. Ist A orthogonal diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie eine zugehorige Diagonalmatrix und

eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren an. Falls nein, nennen Sie ein Hindernis.

Ja, die Matrix A ist orthogonal diagonalisierbar:

Wir wihlen eine Orthonormalbasis (v1,...,v,_1) von Eig(A,1) = (v)g", dann ist B =
(v/||v]];v1, ..., vn—1) eine ONB von R™, bestehend aus Eigenvektoren. <«

Die zugehérige Diagonalmatrix ist diag(1 — [|v]|*,1,...,1). -«

6E. Fiir welche v € R" \ {0} ist A eine orthogonale Matrix?

Finden Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an v.

Notwendige und hinreichende Bedingung: Es gilt [|v[|? = 2. <«
Begriindung:

Die Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn die Diagonalmatrix D es ist. Die Matrix D
ist genau dann orthogonal, wenn D - DT = diag((1 — |[v|*)?,1...,1) = E, ist, also wenn
(1 — |[v||*)? = 1 ist. Dies ist dquivalent zu 1 — ||v]|> = £1. Der Fall ||v]| = 0 scheidet wegen
v # 0 aus. <

13
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Aufgabe 7. Bilinearform (6 Punkte)

Sei K ein Korper und € = (e, ..., e,) die Standardbasis des K—Vektorraums K".
Auf V = Homg (K", K) definieren wir 5:V xV — K:(f,g) — > i f(ei)g(e:).

TA. Zeigen Sie, dass  symmetrisch und bilinear ist.

Symmetrie: Fiir f,g € V ist

Zfe’l eZ dez ’L (g f) <

Da (8 symmetrisch ist, miissen wir Linearitdt nur im ersten Argument zeigen.

Additivitat: Fir f,g,h € V ist

n n

B(f +g,h) = Z(f +g)(ei)h(e;) = Z(f(ez) +g(e:))hle;)
=D _(fle)hle) + glea)hles))
= Z fle)h(e:) + Zg(e»h(e» = B(f,h) + Blg.h) <

Skalierung: Fiir f,g € V und X\ € K ist

BAf,g) = Z:)\feZ el—)\Z:fez (e)) =MN3(f,9) =

7B. Zeigen Sie, dass (8 nicht-entartet ist.

Sei f € V mit f # 0. Dann gibt es ein j € {1,...,n } mit f(e;) # 0. Sei g € V mit
g:x+[00.010..0]z (die 1 an der j-ten Stelle). Dann ist

Zfez z = f(e;) #0.

6”

Somit ist f ¢ Vy(f5), d.h. der Ausartungsraum von f ist Vy(5) = (0), d.h. 8 ist nicht entartet.
<4<«

14
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Aufgabe 8. Adjungierte Abbildung (7 Punkte)

Sei V' ein R—Vektorraum mit Skalarprodukt ( —, —) und U < V ein Unterraum.

Sei F' € Endg (V) ein Endomorphismus mit adjungiertem Endomorphismus F.

8A. Sei v € V mit F*(v) € UL und w € F(U). Zeigen Sie {v,w ) = 0.

Zu w € F(u) wahlen wir ein Urbild v € U mit w = F'(u). Damit folgt

(v,w>:(v,F(u)>:(Fad(v),&):() <<«
cut €U

8B. Zeigen Sie: Gilt v € F(U)*, dann folgt ( F*d(v),u ) = 0 fiir alle u € U,

Sei v € F(U)* und u € U. Dann gilt

(F0)u) = o, Flu)) =0 <<
EF(U) erU)

8C. Gilt F(U)*+ = (Fa)~Y(U1)?
Ja [ ] Nein. Begriindung:

Es gilt v € (F*)~Y(U*) genau dann, wenn Fad(v) € U~ ist, also wenn fiir alle u € U gilt:
( F*d(v),u) = 0. AuBerdem ist v € F(U)* dquivalent zu (w,v ) = 0 fiir alle w € F(U).

Dank 8A gilt demnach die Inklusion F(U)* D (Fad)=1(U*L).

Frage 8B zeigt die umgekehrte Inklusion F(U)* C (F24)"1(U4). <«
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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