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Klausur zur Linearen Algebra 1

Aufgabe 1. Bitte fiillen Sie Folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Sitzplatznummer: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: keine.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Begriinden Sie Ihre Antwort, kurz aber iiberzeugend, etwa durch Nennung oder Ausfithrung
eines passenden Ergebnisses oder Beispiels aus Vorlesung oder Ubung. Bei Rechnungen

ist ein klar nachvollziehbarer Rechenweg gefragt mit den nétigen Erlduterungen.

e Fiir die Verstandnisfragen in Aufgabe 2 gilt: Es gibt zwei Punkte fiir die richtige Antwort
mit richtiger Begriindung, und einen Punkt fiir die richtige Antwort mit einem ernsthaften

Versuch einer Begriindung. Allein das Ankreuzen gibt noch keinen Punkt.

Die Klausur enthélt etwas zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.

Gewinnen Sie zunéchst einen Uberblick und sammeln Sie die Punkte, die Thnen leicht fallen.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Gesamt

Punkte /1 /16 /12 /6 /12 /6 /5 /8 /14 /80

Tipp: Viele Fragen sind Wiederholungen aus Vorlesung und Ubung; sie belohnen kontinuierliche
Mitarbeit wéhrend des Semesters und anschliefend sorgfiltige Klausurvorbereitung. Tipp fiir
zukiinftige Leser: Thre Vorlesung und wochentlichen Ubungen erkliaren Thnen die wunderschéne

und niitzliche Mathematik. Nutzen Sie dies, arbeiten Sie kontinuierlich mit, es lohnt sich!

Vorwort zur Musterlosung: Fiir Thre Nacharbeitung dieser Klausur haben wir Antwor-
ten ausgiebig erldutert. Ergebnisse und Rechnungen sind ausfiihrlicher dargestellt, als in der

Priifungssituation verlangt war. Nach der Klausur ist vor der Klausur. Mége es niitzen!
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (16 Punkte)

2A. Sei f: X — Y eine Abbildung und A, B C X. Gilt immer f(AN B) = f(A)N f(B)?
[ ]Ja[X] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Wir betrachten f:{1,2} — {1}. Fiir A= {1} und B = {2}
gilt f(ANB) = f(0) =0, aber f(A)N f(B)={1}n{1l} ={1}. <«

Erliuterung: Die Gleichung f(AN B) = f(A) N f(B)
gilt allgemein nur fiir injektive Abbildungen, siehe Vorlesung.

2B. Ist durch f:Q — Z:§ + a — b eine Abbildung definiert?
[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Es ist % = %, aber 1 —2 = —1 und 2 — 4 = —2 sind verschieden.
Somit ist f keine Abbildung, die Zuordnung ist nicht wohldefiniert. €«

Erliuterung: Jeder Bruch ist eine Aquivalenzklasse, daher ist hier immer Vorsicht geboten!
Im obigen Beispiel geht es tatsdchlich schief. Wenn Sie eine Abbildung auf einer Quotienten-
menge definieren wollen, dann stellt sich immer die Frage der Wohldefiniertheit so wie hier.
Als allgemeines Werkzeug hilft hier die Faktorisierung iiber eine Surjektion, siche Vorlesung.

2C. Ist U = {1,6 } eine Untergruppe von (Z;3,")?
[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Esgilt 6-6=3¢ U. €«

Erinnerung: Die Forderungen fiir eine Untergruppe kennen Sie aus Vorlesung und Ubung.
Hier versagt die Abgeschlossenheit.

Erliauterung: Wir nutzen den Restklassenring Z,, = Z/nZ. In Rechnungen steht eine ganze
Zahl a € Z als Reprisentant fiir ihre Restklasse @ = [a] = a+nZ. Meist ist die Unterscheidung
zwischen a und @ aus dem Kontext klar, Sie miissen dies dann nicht explizit kennzeichnen.

2D. Gibt es einen Kérper K, in dem (a + b)? = a® + b? fiir alle Elemente a,b € K gilt?
Ja [ ] Nein. Beispiel oder Hindernis:

Jeder Korper der Charakteristik 2 hat diese Eigenschaft, zum Beispiel Fy = Z/27. <<«
Hinweis: Dies ist ein Spezialfall des Frobenius Endomorphismus, siehe Vorlesung und Ubung.

Ausfiihrung: In jedem kommutativen Ring K gilt die binomische Formel (a+b)? = a*+2ab+b?
fiir alle a,b € K. Hat K zudem die Charakteristik 2, so gilt 2 = 0 in K, also (a+b)* = a® +°.
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2E. Ist K = RURI ein Teilring von (C, +,-)?
[ ]Ja Nein. Begriindung;:

Die Menge K ist nicht additiv abgeschlossen: Es gilt 1 € K und i € K, aber 1 +1 ¢ K. €4«

Erliuterung: Die Menge K enthélt das Nullelement 0 und mit jedem Element z € K auch sein
Negatives —z € K. Die Menge K ist zudem multiplikativ abgeschlossen, somit ist (K, -, 1) ein
Untermonoid von (C, -, 1). Scheinbar fehlt nicht mehr viel, dennoch ist K kein Teilring.

2F. Gibt es eine Matrix A € R**? mit A*> = B :=[9}]? Tipp: Nutzen Sie die Determinante!
[ ]Ja Nein. Beispiel oder Hindernis:

Es gilt det(B) = —1. Gébe es eine Matrix A € R**? mit A? = B,
so hitten wir z = det(A) € R mit 2* = —1. Das ist unmoglich! <«

Erliuterung: Alternativkann man A = [¢ %] ansetzen und A% = B 15sen; dabei stellt sich eben-
so heraus, dass keine Losung existiert. Dieser Rechenweg ist allerdings wesentlich aufwéndiger.

Diese Aufgabe ist ein weiterer Beleg, dass theoretische Ergebnisse auch praktisch niitzen.
Wenn Sie die Theorie beherrschen, dann kénnen Sie effizienter arbeiten.

2G. Gibt es eine Q-lineare Surjektion f:Q*" —» Q*37?
[ ]Ja Nein. Beispiel oder Hindernis:

Dies widerspricht der Invarianz der Dimension, wie in der Vorlesung ausgefiihrt. <«

Alternative Lisung mit der Dimensionsformel: Angenommen, f:Q* —» Q* wire surjektiv
und Q-linear. Dann gilt dimg(ker f) + dimg(im f) = dimg(Q*), mit & = dimg(ker f) € N
also k 4+ 43 = 41. Diese Gleichung ist in N unlésbar!

2H. Sind die R-Vektorrdume V = R?*? und W = C? isomorph?
Ja [ ] Nein. Beweis oder Hindernis:

Wir haben dimg (V) = 4 und dimg(W) = 4.
Somit gilt die R-lineare Isomorphie V = R* = 1. 4«

Erliuterung: Vektorraume (endlicher Dimension) werden durch ihre Dimension klassifiziert.
Diese niitzt in beide Richtungen, zum Nachweis der Isomorphie bzw. der Nicht-Isomorphie.

Alternative: ITm positiven Falle geniigt es, eine Isomorphie explizit anzugeben, hier etwa
R¥2 >~ C2: (28] [¢0]. Das ist zwar etwas willkiirlich, dafiir explizit-elegant-informativ.
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Aufgabe 3. Bild und Kern (12 Punkte)

-1 3 0 3 5] 4 -2 —6]
2 -6 —-1 1 2 -1 -3
Sei A=10 0 1 0 —1| €R>™ und B=|2 -1 —3| R
-1 3 -2 3 7 —4 2 6
_0 0 1 -1 —3_ 2 -1 —3_
3A. Bestimmen Sie eine Basis von ker(A).
Wir bringen A mit Zeilenumformungen in reduzierte Zeilenstufenform:
-1 3 0 3 5] -13 0 3 5]
2 -6 —-1 1 5 0O 0 -1 7 15
0 0 1 0 1| TRy oo 1 o 1
-1 3 -2 3 7 0 0 -2 0 2
(0 0 1 -1 -3 (0 0 1 -1 -3
(130 3 5] (130 0 1]
0O 00 7 14 0 00 0 O
3.Sp2:§:izmen 0 0 1 0 | tSeatteautmumen |
0O 00 0 O 0O 00 0 O
0 00 -1 -2 (0 00 —1 -2
130 0 1] (1 -3 00 1]
0O 01 0 -1 0 0 1 0 —1
e by 000 -1 —2| =8l 0 001 2 | e
0O 00 0 O 0O 0 00 O
(0 00 0 0 0 0 00 0]

Eine Basis von ker(A) ist daher:

3] [1
—1]| | o
0, [-1] |«
0l |2
_O_ __1_

Erliuterung: Bei der Uberfithrung in reduzierte Zeilenstufenform ist das Ergebnis eindeutig,
die Wahl der Rechenschritte jedoch nicht. Daher lohnt es sich, geschickt vorzugehen, um die
Rechnung moglichst kurz und einfach zu halten.
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3B. Ist die Matrix A invertierbar?
[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Dank Frage 3A hat A einen nicht-trivialen Kern und ist daher nicht invertierbar. <

Alternative Losung: Dank Frage 3A hat die 5 x 5—Matrix A den Rang 3.
Sie hat also nicht vollen Rang und ist daher nicht invertierbar.

3C. Berechnen Sie den Rang der Matrix B.

Wir bringen B in Zeilenstufenform:

4 -2 —06 0 0 O 2 -1 -3
2 -1 -3 ) 2 -1 +3 0O 0 0
9 1 —3 1.Spalte aufrdumen 0 0 0 umsortieren 0 0 0 <
mit der 2.Zeile
—4 2 6 0 0 O 0 0 0
2 -1 -3 0 0 0] 0 0 0

Somit hat die Matrix B den Rang 1. «

Erliuterung: In der obigen Rechnung nutzen wir nur Zeilenoperationen. Da hier nur der Rang
gefragt ist, konnten wir zudem auch Spaltenoperationen verwenden.

Sie kénnen den Rang 1 leicht auch ohne Rechnung sehen! Alle Zeilen sind Vielfache vonein-
ander und es handelt sich nicht um die Nullmatrix, also ist der Zeilenrang gleich 1. Auch
alle Spalten sind Vielfache voneinander, also ist der Spaltenrang gleich 1. Aus der Vorlesung
wissen Sie: Rang = Zeilenrang = Spaltenrang.

3D. Bestimmen Sie die fehlenden Eintrdge der Produktmatrix A - B.

Ergebnis:
T 0 0 0 T Erlauterung: Wenn Sie sich die Rechnung er-
leichtern wollen, kénnen Sie ausnutzen, dass Sie
0 0 0 bereits wissen, dass der Rang von B gleich 1
ist. Jede Spalte von B ist ein Vielfaches jeder
A-B= 0 0 0 <

anderen Spalte, dasselbe gilt demnach fiir die
0 0 0 Matrix AB: Beispielsweise ist die erste Spalte
das %—Fache der letzten Spalte, die zweite das
0 0 0 %—fache der letzten Spalte.
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3E. Gilt im(B) C ker(A)?

Ja [ ] Nein. Begriindung:

Fiir y € im(B) gilt y = Bx fiir ein x € R3,
somit Ay = A(Bz) = (AB)x =0z =0, also y € ker(A). €4«

Alternative Losung, aber etwas ungeschickt: Sie konnen eine Basis von im(B) bestimmen, wie
oben finden Sie (2, 1,1, =2, 1)T, und dann fiir jeden Basisvektor v die Gleichung Av = 0 priifen.
Genau das ist aber in Aufgabe 3D schon allgemein geschehen, daher wire das umsténdlich.

Alternative Lisung, aber sehr ungeschickt: Sie priifen (2,1,1,—2,1)T € ker A, indem Sie per
LGS/GauBl berechnen, ob dieser Vektor im Aufspann der Basis aus Frage 3A liegt. Das ist
moglich, aber nun wirklich umsténdlich. Rechnen Sie lieber effizient!

3F. Gilt ker(A) C im(B)?

[ ]Ja[X] Nein. Begriindung:

Wiire ker(A) C im(B), dann gélte dimg(ker(A)) < dimg(im(B)).
Wir haben bereits dimg(ker(A)) = 2 und dimg(im(B)) = 1 berechnet.
Daher kann ker(A) C im(B) hier nicht gelten. <«

Alternative Liosung: Wir iberpriifen, ob v = (—3,—-1,0,0,0)T € ker(A) auch in im(B) liegt.
Dies ist genau dann der Fall, wenn es ein # € R? gibt mit v = Bz. Das lineare Gleichungs-
system Br = v besitzt keine Losungen, wie Sie leicht nachrechnen kénn(t)en. Da Sie die
Dimensionen aber schon ausgerechnet haben, ist das Dimensionsargument hier noch etwas
leichter. Rechnen Sie lieber effizient!
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Aufgabe 4. Vollstindige Induktion (6 Punkte)

Zeigen Sie per vollsténdiger Induktion, dass die Aussage A(n) fiir alle n € N mit n > 1 gilt.

n

aw: T i) =5 (0 2)

k=2

Induktionsanfang:

Wir betrachten den Fall n = 1. Auf der linken Seite der Aussage A(1) steht das leere Produkt

H(l_m)zl. «

Auf der rechten Seite steht - (1+ 2) =1, also gilt die Behauptung A(1). <

Induktionsschritt:

Sei n > 1. Wir nehmen an, dass die Behauptung A(n) gilt. Dann folgt:

1 (gt = (10~ eem) - (- o)

¥§-0+%)'@—¢n+nan+%)

1 n+ 2 n? + 3n
3 n (n+1)-(n+2)

1 n+3
3 n+1

_L 1+ 2
3 n+1

Somit gilt die Aussage A(n + 1). 44«4«

Per vollstandiger Induktion folgt die Behauptung A(n) fiir alle n > 1.
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Aufgabe 5. Darstellende Matrizen und Basiswechsel (12 Punkte)

Wir betrachten die Matrix A, sowie die Standardbasis €3 und die Basis B = (by, by, b3) von R3

mit

S A 1 0 2
A=z-12 -4 0 eER™, b= |=2|, by=|0]|, bsy= |1
—4 -2 10 0 —1 1

Sei f:R? — R3: 2+ Ax.
5A. Berechnen Sie fiir ¢ = 1,2, 3 die Vektoren f(b;) € R?® und schreiben Sie jeweils f(b;) als

Linearkombination in der Basis B.

] -1 2 0 1 ] -5 —1
-4 =2 10 0 0 0
] -1 2 1 0
-4 =2 10 -1 —10 -2
-1 2 0 2 . 0
flbs)=2-12 —4 L =z-10 =0-by+0-by+0-b; <
—4 =2 10 1 0

5B. Geben Sie die Darstellungsmatrix B = M2 (f) von f beziiglich der Basis B an.

Erliuterung: In der Matrix B = MZ(f) stehen die Koeffizienten aus Aufgabe 5A.
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5C. Berechnen Sie die Transformationsmatrizen T = T%‘ und T?B.

Die Basiswechselmatrix 7' = T%‘ erhalten wir, indem wir die Basisvektoren aus B beziiglich
€3 darstellen und spaltenweise in die Matrix 7" schreiben:

1 0 2
T =1-2 0 1| <=
0 —1 1

Umgekehrt erhalten wir die Matrix T?B durch Inversion der Matrix T%”:

1 2(1.0 0 1 0 2(100
1.Spalte
—2 11010 =" 10 0 5210
0 =1 1{0 0 1 0 -1 1/0 01
1 0 2(1 00 10 2|10 0
“8 fo -1 100 1M o1 <10 0 -1
60 -5{2 19 00 121 0
100 -2 0
3.Spalte 2 1
— 10102 5 -1
0012 % 0
1 -2 0

o B -1 1
Somit gilt Te, =T = ¢

: 1 —5|. €2

1 0

N DN

Erliuterung: Die Basiswechselmatrix T%, enthélt spaltenweise die Basisvektoren aus &3 dar-
gestellt beziiglich B.
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5D. Geben Sie die Formel fiir den Basiswechsel an, mit der Sie die Matrix A aus den Matrizen
B (aus 5B) und T' (aus 5C) berechnen kénnen.

A=M@E(f) =TF -MZ(f) T, =T-B-T"' <

S5E. Geben Sie fiir jedes n € N explizit die Koeffizienten der Matrix B™ an.

(=1 0 0
B" = 0 n 0 <
0 0 0

5F. Aus den Matrizen B", T und T~! kénnen Sie die Potenz A" mit nur zwei Matrixmultipli-

kationen berechnen: Leiten Sie dafiir eine geeignete Gleichung her.

A" = (TBT™Y" = (TBT™Y) - (TBT™Y)--- (T BT™)

S

vV
n-mal

=TB(T'T)B(T'T)---(T'T)BT*

—TB-B---BT™}
N—_———

n-mal

=TB"T~' <+«

Erliuterung: Die Matrix B ist diagonal, daher sind ihre Potenzen B" besonders leicht zu
berechnen. Die Matrix A diagonalisieren Sie hier gemi#fi A = TBT~!. Mit diesem Trick sind
auch die Potenzen von A ebenso leicht zu berechnen.

10
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Aufgabe 6. Symmetrische Gruppe (6 Punkte)

123456
€ Se.
41 5 2 3 6

6A. Geben Sie die Menge der Fehlstdnde von o an.

Wir betrachten die Permutation o := [

Ergebnis:

Inv(o) = { {1,2},{1,4},{1,5},{3,4},{3.5} } <«

6B. Schreiben Sie ¢ als Produkt von moglichst wenigen Fundamentaltranspositionen.

Anzahl der benétigten Fundamentaltranspositionen und Produkt mit Herleitung;:

Die Anzahl der Fehlstéinde von o ist inv(o) = 5. Demnach kénnen wir o als Produkt von fiinf
Fundamentaltranspositionen 7; = (7,7 + 1) schreiben; weniger geht nicht. <

Algebraische Léosung:
Wir suchen ¢ € {1,...,5} mit o(i) > o(i + 1). Die Wahl ¢ = 1 erfiillt dies:

1
ooT = , inv=4
4 5 2 3 6
Nach dem selben Muster gehen wir weiter vor:
1 2 3 4 5 6 .
0071073 = 5 inv =3
1 4 2 5 3 6
1 2 3 4 5 6 ,
00T OT30Ty = , inv =2
1 2 45 3 6
1 2 3 4 5 6] , -
OOT{OT30Ty 0Ty = , nv =
L1828 2 4 31516
(1 2 3 4 5 6] .
O O0OT1 O0OTq0O0T9oOTy OTqg = y A=
PP T 93 45 6

Somit gilt 0 = 1307 0T 07307;. 44« Diese Darstellung ist nicht eindeutig, weitere mogliche
Lésungen sind o = T30T40T20T1073 = 730790740730 T] — 73072074071 0T3 — T30T20T710T740T3.

Graphische Lésung:

Anhand eines Diagramm der Permutation lesen wir das Produkt
ab. Jede Kreuzung steht fiir eine Fundamentaltransposition. Dabei
sollten Sie beachten, dass keine Kreuzungen direkt iibereinander
liegen, dass sich nicht drei Strdnge in einem Punkt schneiden und
dass sich zwei Strange hochstens einmal schneiden. Die Fundamen-
taltranspositionen werden von rechts nach links gelesen und mit o
verkniipft, oder von links nach rechts gelesen und mit e verkniipft.

11
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Aufgabe 7. Permutation, Zykelzerlegung und Signatur (5 Punkte)

TA. Wir betrachten den Restklassenring Z,; = Z/11Z = {0,1,...,10 }. Schreiben Sie die
Abbildung f:Zy; — Zq; : @ — 2 explizit aus (mit den kanonischen Repriisentanten 0,1, ..., 10)

Ergebnis:

<4<«

-
~~
8
N—
ol
—|
ool
&1
Ne]
|
Rl
\]]
=)
wl
(=
o

7B. Schreiben Sie f als Produkt disjunkter Zykel.
Ergebnis:

f=1(0)(1)(2,8,6,7)(3,5,4,9) (10) = (2,8,6,7) (3,5,4,9) =

Erinnerung: Wir nutzen den Restklassenring Z, = Z/nZ. In Rechnungen steht eine ganze
Zahl a € Z als Reprisentant fiir ihre Restklasse @ = [a] = a+nZ. Meist ist die Unterscheidung
zwischen a und @ aus dem Kontext klar, Sie miissen dies dann nicht explizit kennzeichnen.

7C. Bestimmen Sie die Signatur von f.

Begriindete Antwort:

Mit Hilfe der Zykelzerlegung ldsst sich die Signatur der Permutation f leicht berechnen. Es
ist

12
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Aufgabe 8. Aquivalenzrelationen (8 Punkte)

Auf der Menge R definieren wir die Relation ~ wie folgt:

Genau dann gilt x ~ y, wenn ein \ € [%, 2] existiert mit Az = y.

8A. Welche der drei Axiome einer Aquivalenzrelation sind erfiillt, welche nicht?

Eigenschaften mit Begriindung:
Es gelten Reflexivitdt und Symmetrie, aber nicht Transitivitéit. «

1. Reflexivitat ist erfiillt:
Fiir jedes z € R gilt # ~ 2, denn Az =z mit A =1 € [1,2]. <

2. Symmetrie ist erfiillt:
Ist @ ~ y, dann ist Az =y mit A € [3,2], also A™ly = 2. Da A" € [3,2] ist, folgt y ~ 2. <

3. Transitivitat ist nicht erfiillt:
Zum Beispiel gilt 1 ~ 2 und 2 ~ 4, aber 1 £ 4. «

8B. Auf der Menge R sei &~ die von ~ erzeugte Aquivalenzrelation. Explizieren Sie ~.

Genau dann gilt = ~ y, wenn ...
. ein p € Ry existiert mit pzr = y. <<
Erlduterung: Wir nennen die so definierte Relation ~ und zeigen, dass diese gleich ~ ist.

Man priift leicht nach, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Offensichtlich gilt z ~ y = x ~ v,
d.h. ~ enthélt ~, also auch ~. Umgekehrt zeigen wir: ~ enthélt ~, also v ~ y = = =~ y.

Angenommen, es gilt © ~ y, also pr = y mit u € Ryy. Wir konnen dann ein n € N
so wihlen, dass k = /i € [%,2] gilt. Fiir i = 0,...,n setzen wir 2; = rs'z. Dann ist

T=xgn~ Ty~ -~ T, =y, also z ~ y. Dieser ausfiihrliche Beweis ist eine gute Ubung, war
hier aber nicht gefragt.

8C. Nennen Sie explizit alle Aquivalenzklassen der Zerlegung @Q = R/x~.

Aquivalenzklassen:

Die Zerlegung ist Q = {R_,{0},R.g}, also R=R_o LI {0} UR-,. <«

13



Prof. M. Eisermann Lineare Algebra 1 16. Marz 2021

Aufgabe 9. Gruppen und Homomorphismen (14 Punkte)

Sei (G, -, 1) eine Gruppe. Zu g € G untersuchen wir die Abbildung A\,:G = G:z— g - z.
9A. Ist die Abbildung \,:G — G bijektiv?

Ja [_] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Die Umkehrabbildung von A, ist /\;1 = Ag-1. Dazu rechnen wir fiir x € G nach:
Nodgqi(x)=XN(g " x)=g-(¢7" 2)=(g-g") 2=12=2=idg()
)\g—l o )\g($) = .. = idg(x)

Somit ist Ay 0 A\j—1 = idg = A\j-1 0 Ay, was zu zeigen war. <<

9B. Fiir welche g € G ist \;: G — G ein Gruppenhomomorphismus, fiir welche nicht?

Begriindete Antwort:

Die Abbildung A, ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn g = 1 ist. <

Begriindung:
Ag:G — G ist Gruppenhomomorphismus
PN Ve, y € G : Ag(-y) = Ag(x) - Ag(y)
— Yo,y €G : g-(z-y)=(g9-2)-(g9-y)
— Ve,y e G : l=g
— l=g <<«

Erliuterung: In den Aquivalenzumformungen haben wir ausgenutzt, dass in Gruppen die
Kiirzungsregel gilt. Hier haben wir den Faktor g - x von links und den Faktor y von rechts
gekiirzt. Obacht! Den letzten Allquantor kann man nur entfernen, weil es Elemente in G gibt.

9C. Ist die Abbildung A: (G, ) — (Abb(G, G),0): g — A, multiplikativ?
Ja [_] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Fir alle g,h € Gund z € G gilt A\jo Ap(z) =g-(h-2) =(g-h) -z = Agp().

Das beweist A(g - h) = Agn = Ay 0 X, = A(g) o A(h). €«

14
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9D. Ist die Abbildung A\: G — Abb(G, G): g — A, injektiv?

Ja [_] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Seien g,h € G mit A, = Aj,. Dann ist g = A\,(1) = A\y(1) = h. Somit ist A injektiv. <«

9E. Ist die Menge U = { A\, | g € G } eine Untergruppe in der symmetrischen Gruppe (S¢,0)?

Ja [ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:
Zunéchst ist U eine Teilmenge von S¢, denn dank Frage 9A gilt A, € Sg fiir jedes g € G. «
Wir zeigen nun, dass U eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe (Sg, o) ist.

Langfassung: Wir priifen, ob U eine Untergruppe ist:

(1) Esist idg =X\ € U. 4

(ii) Far Ay, Ay € U ist auch die Komposition \; o A, = Ay € U. <
(iii) Zu Ay € U gibt es in U ein Inverses, namlich \;' = A1 € U. «
Somit ist U eine Untergruppe in (Abb(G, G),0).

Kurzfassung: Die Menge U ist das Bild des Gruppenhomomorphismus \|%¢ : G — S¢, somit
ist U < Sg eine Untergruppe. Wer das erkennt, wird mit einer effizienten Abkiirzung belohnt.

Erlduterung: Sie kennen dieses Ergebnis als Satz von Cayley aus der Vorlesung: Da A(g) = A,
bijektiv ist, also A(g) € Sg, ist U eine Untergruppe nicht nur von Abb(G, G), sondern auch von
Sq, weiter ist U isomorph zur Gruppe G, der Isomorphismus ist gegeben durch \|V:G — U.
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Diese Seite ist absichtlich leer.
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