Prof. F. Witt

Hohere Mathematik 3 (vertieft) 25. Januar 2020

Scheinklausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Bitte fiillen Sie folgendes aus!

Name: Musterlosung

Matrikelnummer: Musterlésung

Vorname: Musterlosung

Name des Tutors: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 90 Minuten

e Erlaubte Hilfsmittel: 6 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und dhnliche Gerite miissen wiahrend der gesamten Klausur komplett

ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Aufgaben sind untereinander unabhingig.

Tipp: Sammeln Sie zunéchst die fiir Sie leichten Punkte, und verbeiflen Sie sich nicht zu

lange in eine fiir Sie schwierige Frage.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1

4 5 Gesamt

Punkte

/10

/10

/10 /10 /10 /50

Erlduterung: Zur Nacharbeit dieser Klausur sind die Antworten ausgiebig erldutert. Ergebnisse

und Rechnungen sind ausfiihrlicher dargestellt, als in der Priifung verlangt war. Moge es niitzen!

Diese Scheinklausur ist eine Zwischenbilanz nach wenigen Wochen, eine erste Riickmeldung und

Diagnose: Was konnen Sie schon? Was fehlt noch? Es geht um die Beherrschung der Begriffe und

Techniken. Alle Rechnungen, insbesondere Integrale, sind ganz bewusst noch einfach gehalten.

In der spéteren Abschlussklausur (Modulpriifung) sind die Rechnungen meist anspruchsvoller.
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Aufgabe 1. Hauptvektorketten (10 Punkte)

Betrachten Sie das folgende Differentialgleichungssystem:

Yy = 2+ Y2 — s 0
vh =3y — Y2 + 3y3 mit  y(0) = [1
vy =4y1 — Y2 + 3ys

1A. Schreiben Sie dieses System in der Form y/(t) = Ay(t) mit A = C3*3.

-2 1 =1
A= 3 —1 3
4 —1 3
0
1B. Uberpriifen Sie, dass w = | 1| ein Hauptvektor zum Eigenwert —1 der Stufe 2 ist.
0

Schreiben Sie die zugehorige Hauptvektorkette.

—1 1 -1
[1 Punkt] Wir berechnen A + F = 3 0 3
4 -1 4
1 0
[1 Punkt] Die Hauptvektorkette zu w ist also w = wy = w; = (A+E)w=| 0]+~ |0
—1 0

1C. Die Matrix A besitzt einen weiteren Eigenwert A. Finden Sie den Eigenwert A und einen
0

zugehorigen Eigenvektor der Form v = | 1 | mit a € R.
a

[1 Punkt] Da die Spur von A gleich 0 ist, muss A = 2 sein.

[1 Punkt] Einen zugehorigen Eigenvektor findet man, indem man das System (A — 2E)v =0
16st. Es muss a = 1 sein.
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1D. Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem zum linearen Differentialgleichungssystem

y'(t) = Ay(t).

e
[1 Punkt] () = ¢ fw; = 0

te

[1 Punkt] xo(t) = e~ (twy + wy) = e’

—te!

[1 Punkt] z3(t) = e?v = [ e*

1E. Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems.

[1 Punkt] Alle Losungen sind Linearkombinationen y(t) = c1x1 () + coxa(t) + cz3(t). Also ist
€1
y(0) = c121(0) + c212(0) + c33(0) = | o+ c3

—C1+C3
[1 Punkt] Es folgt, dass ¢; = 0,2 = —2,¢3 = 3, also ist die Losung

—otet
y(t) =1 —2e'+3e*
—2tet+3e*
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Aufgabe 2. Integrierender Faktor (10 Punkte)
Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung:

/

xy? cos(y?)y = — sin(y?) mit  y(1) = /7/2.

2A. Diese Gleichung lisst sich in der Form f(z,y) + g(z,y)y’ = 0 schreiben. Berechnen Sie die
Rotation rot(f, g).

0 0
rot(f.9) = 52 51 =1 cos(y) — con(y?) 30 = 247 cosly?).

Wir haben némlich f(z,y) = sin(y?) und g(x,y) = zy* cos(y?).

2B. Ist die Differentialgleichung exakt? Wenn ja, setzen Sie A(z) = 1 in der folgenden Frage.

Wenn nicht, berechnen Sie einen integrierenden Faktor A(x), der nur von = abhéngt.

[1 Punkt] Da rot(f, g) # 0, ist die Differentialgleichung nicht exakt.

[2 Punkte] Ein moglicher integrierender Faktor ist A(x) = 2%, denn —% = %

(O8]

2C. Finden Sie ein Potential ®(x,y) zum Vektorfeld (A(z)f(z,y), \Mx)g(z,y)).

1 5.
O(z,y) = a*sin(y?).

Wir integrieren A(z) f(x,y) nach « und finden ®(z,y) = 27 sin(y®) + ¢ (y).

Damit %z’y) = Az)g(z,y) kénnen wir einfach p(y) = 0 setzen.

2
2D. Finden Sie explizit eine Losung des Anfangswertproblems.
af (1
y = {/arcsin (—3)
x
Erlauterung. [1 Punkt] Die allgemeinen Losungen haben die implizite Darstellung
O (z,y(x)) = c fiir eine Konstante c.
[1 Punkt] Fiir y(1) = {/m/2 erhalten wir ¢ = ®(1, {/7/2) = 3.
[1 Punkt] Von der impliziten Darstellung $2%sin(y®) = % erhalten wir die oben angegebene
explizite Darstellung.
3




Prof. F. Witt Hohere Mathematik 3 (vertieft) 25. Januar 2020

Aufgabe 3. Trennung der Variablen (10 Punkte)
Betrachten Sie die folgende partielle Differentialgleichung fiir v : R? — R:
Opu —Ou = (32 +y)u  mit  u(0,y) = e Yty

3A. Benutzen Sie den Produktansatz u(x,y) = v(z) - w(y) und leiten Sie zwei gewohnliche

Differentialgleichungen fiir v(z) und w(y) her.

[1 Punkt] Aus d,u = v'(z)w(y) und dyu = v(x)w'(y) folgt

V@w(y) —v(@)w'(y) = (B2° + y)v(z)w(y).

[2 Punkte] Wir trennen die Variablen: % — 3% = % + .
[1 Punkt] Beide Seiten miissen gleich einer Konstante A sein, da sie von verschiedenen Varia-
blen abhéngen. Die zwei gesuchten Differentialgleichungen sind also

_v’(x) — 322 =\ und w(y)

v(@) w(y)

+y=A\

3B. Losen Sie die zwei Differentialgleichungen, die Sie gefunden haben.

[2 Punkte| Erste Differentialgleichung:
V')
v(x)

[2 Punkte| Zweite Differentialgleichung:

=32° + ) = In(jo(x))) =2’ + Ae+ C) = v(z) = "

w'(a)

1 1,2
S =yt A = () = 58+ G = ) = epe I

3C. Finden Sie explizit eine Losung des Anfangswertproblems.

Durch den Produktansatz erhalten wir
3 1.2 3 1.2
U(lll',y) = e® +Az | coe Y Ay ce® +Az—sy“+Ay

Damit die Anfagswertbedingung erfiillt ist, konnen wir ¢ = 1 und A = 1 setzen.
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Aufgabe 4. Charakteristikmethode (10 Punkte)

Gesucht werden Losungen wu: (0,+00) x R — R der folgenden partiellen Differentialgleichung:

220,u(r,y) — ydyulr,y) =2y’ mit u(l,y) = sin(y?).

4A. Stellen Sie das Differentialgleichungssystem fiir die charakteristischen Kurven auf.

[2 Punkte fiir das System, 1 Punkt fiir die Randbedingungen|
Z'(t) = 2x(t), z(0) =1
y'(t) = —y(t),  y(0) =y
Z(t) = x(t)y(t)*, =2(0) = sin(y])

4B. Losen Sie das System, das Sie gefunden haben.

[1+1 Punkte] Die Differentialgleichungen fiir #(¢) und y(¢) kann man direkt 16sen:
w(t) = e*

y(t) =yoe™

[1 Punkt] Nach Einsetzen finden wir 2/(¢) = y2. Zusammen mit der Bedingung z(0) = sin(y3)
ergibt dies Folgendes:

z(t) = ygt - Sin(yg)

4C. Finden Sie explizit eine Losung wu.

[1 Punkt] Es muss u(xz(t), y(t)) = 2(t) sein.

[2 Punkte] Wir 16sen nach ¢ und yj:
1

t:§ln(3:), yo=ye' =yert =y /z.

[1 Punkt] Daraus folgt

1
u(z,y) = 2(t) = yot +sin(yg) = ;ry? In(z) + sin(zy?).
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Aufgabe 5. Bedingte Wahrscheinlichkeit (10 Punkte)

Sie haben zwei gezinkte Wiirfel, bei denen jede Augenzahl zwischen Eins und Fiinf mit Wahr-
scheinligkeit % fallt.

5A. Sie werfen einen von den zwei Wiirfeln. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt die Sechs?

Falls p die gesuchte Wahrscheinligkeit ist, dann % + % + % + % + % +p=1,alsop= %

5B. Sie werfen nun beide Wiirfel (unabhiingig voneinander). Berechnen Sie P(A), P(AN B)
und P(A|B) fur die Ereignisse

A = {Es fallt keine Sechs} und B = {Die Wiirfel haben die gleiche Augenzahl}.

2 Punkte] P(4) = 2.2 = 23

[2 Punkte] AN B ist das Ereignis, dass mindestens eine Sechs fillt und dass die Wiirfel die

: T L . a 2.2 _ 4
gleiche Augenzahl haben, also AN B = {Es fallen zwei Sechs} und P(ANB) =z -2 = &.

[2 Punkte] Wir haben

11 11 11 1 1 11 5
PANB)=-.-_4+-.- 4. 4. 4. =2
( ) 7 7 77+7 7+7 7+77 49
11 11 11 11 11 2 2 9
P(B\=>.-4-..4-. 24,24 -.-,2.2_7
(B) 7 7+7 7+7 7+7 7+7 7+7 7 49’
also ist
P(ANnB) 5
PAIB)=—pE ~ 3




