Prof. F. Witt Hohere Mathematik 3 (vertieft) 7. Dezember 2019

Scheinklausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Bitte fiillen Sie folgendes aus!

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Name des Tutors: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 90 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: 6 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und dhnliche Gerite miissen wiahrend der gesamten Klausur komplett

ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Aufgaben sind untereinander unabhingig.
Tipp: Sammeln Sie zunéchst die fiir Sie leichten Punkte, und verbeiflen Sie sich nicht zu

lange in eine fiir Sie schwierige Frage.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 Gesamt

Punkte /5 /10 /10 /10 /10 /5 /50

Erlduterung: Zur Nacharbeit dieser Klausur sind die Antworten ausgiebig erldutert. Ergebnisse

und Rechnungen sind ausfiihrlicher dargestellt, als in der Priifung verlangt war. Moge es niitzen!

Diese Scheinklausur ist eine Zwischenbilanz nach wenigen Wochen, eine erste Riickmeldung und
Diagnose: Was konnen Sie schon? Was fehlt noch? Es geht um die Beherrschung der Begriffe und
Techniken. Alle Rechnungen, insbesondere Integrale, sind ganz bewusst noch einfach gehalten.

In der spéteren Abschlussklausur (Modulpriifung) sind die Rechnungen meist anspruchsvoller.
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Aufgabe 1. Integration (5 Punkte)
Betrachten Sie die Fliche gegeben durch F' = {(z,y) € R* —1 <z < 1,cosh(z) —2 <y < 0}.
1A. Skizzieren Sie die Fliche F. (cosh(1) = (e +e')/2 = 1.543080. . .)

Y

1B. Berechnen Sie den Flacheninhalt von F.

Die Flache F' ist ein Normalbereich in der y-Richtung, also ist der Flacheninhalt gleich
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= 4 — sinh(1) + sinh(—1) = 4 — 2sinh(1) = 1.6495976 . ..
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Aufgabe 2. Integralsitze in der Ebene (10 Punkte)
Betrachten Sie das Vektorfeld f:R?* — R? gegeben durch

f(z,y) = (y* cos(xy?), 2xy cos(xy®)).

2A. Berechnen Sie die Rotation von f.

rot(f) = 2y cos(zy’) — 2zy’ sin(zy?) — (2y cos(zy”) — 2xy” sin(zy?)) = 0

2B. Besitzt f ein Potential? Falls ja, finden Sie eines.

u(z,y) = sin(xy?).

Erliuterung: Da R? einfach zusammenhingend ist und f rotationsfrei ist, besitzt f ein
Potential.

2C. Berechnen Sie die Arbeitsintegrale fv- f-ds fiir i = 1,2 wobei

Y1 (t) = (cos(27t), sin(2nt)),t € [0,1] und ~e(t) = ((7/2)t,1),t € [0,1].

Der Weg 7, ist geschlossen, also f% f-ds =0, da f rotationsfrei ist.

Fiir das zweite Integral konnen wir das Potential benutzen:

/ f-ds=u(r/2,1) —u(0,1) = sin(7/2) — sin(0) = 1.
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Aufgabe 3. Der Residuensatz (10 Punkte)
1
(z =30z —1)

3A. Bestimmen Sie die Residuen der holomorphen Funktion f(z) =

Die Funktion f(z) = (—1() hat zwei Polstellen,

z2—3)2(z—1

namlich z; = 3 (Ordnung 2) und 23 =4 (Ordnung 1, also einfache Polstelle) .

Wir berechnen die Residuen:

() =1 d [ 1 I 1\ 1 1 6i + 8 3i+4

res = 11m — = — ]l1m = — — —_

3 o3dz \z —1 o3\ 2 =1 (3—12 6i—8 (6i)2—8? 50
1 1 1 3i44

res(f) = lim - L |l

3B. Fiir 1,(t) = 2e7 mit ¢t € [0,4n] und ,(t) = 4e mit ¢ € [0,27] berechnen Sie die zwei

Integrale

1 o
/Wj (z—3)2(z—i)dz (j=1,2).

Der Weg ~; lauft zweimal im Uhrzeigersinn um die Polstelle in z; = i. Der Weg v, lauft
einmal im Gegenuhrzeigersinn um beide Polstellen. Aus Cauchys Residuensatz folgt

- —67 + 87

[ #ens = -2 o) () = T EEE

/ f(z)dz = 2mi - (rg:s(f) + rei:s(f)) =0.
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Aufgabe 4. Integralsitze im Raum (10 Punkte)

Gegeben sei die Halbkugel V = {(z,y,2) € R® | 2% + y? + 22 < 4,2 > 0} mit der nach aufien
orientierten Randfliche S = 0V. Die Randfliche S besteht aus der dquatorialen Kreisscheibe
A und der nordlichen Hemisphére B.

Es sei f:R*> — R3 das folgende Vektorfeld: f(z,y,z) = (cosy + z,sinz + v, 2).

4A. Berechnen Sie die Divergenz von f.

T

div(f) = Z(cos(y) + z) + (_%(sin(x) +y)+2()=1+1+1=3.

4B. Berechnen Sie die folgenden vier Integrale:

/Vdiv(f)dV, /Af-dA, /Bf-dB, /Sf-dS.

43
Hinweis: Das Volumen einer Kugel vom Radius r ist gleich T

/ div(f)dV =3vol(V) =3-

Das Vektorfeld f ist tangent zu A, dementsprechend ist [, f-dA = 0.

Aus dem Gauflchen Satz folgern wir, dass

/Sf-dS:/Vdiv(f)dV:167r

und da [, = [, + [, muss auch [, f-dS = 167 sein.

8
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Aufgabe 5. Fourier-Reihen (10 Punkte)

5A. Es sei f:R — R die gerade, 2m-periodische Funktion mit f(x) = = fir 0 < x < 7.
Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [—3m, 37].

f(x)

5B. Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

Die Funktion f ist gleich |z| fir —7 <z < 7.
Insbesondere ist f gerade, also by = 0.
Der Mittelwert iiber eine Periode ist

" 1 (7 s
Co= = tldt = = | tdt=—.
= or #WH 7T/0 2

Wir haben

1 [ N 2 1 1T
ak = — /_7r |t] cos(kt) dt = ;/0 tcos(kt)dt = ;( [Etsin(kt)]o — E/o sin(kt))

2 .2 |
= @[cos(kt)}o = @((—1) — 1)

Also: ap = 0 falls k gerade und a; = —ﬂ% falls & ungerade.

Die reelle Fourie-Reihe ist:

flx) = g - % (cos(x) + % cos(3x) + % cos(bx) + %cos(?x) + .. )
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> 1
5C. Berechnen Sie den Wert der Reihe E _
2
prd (2k +1)

Wir werten f(z) in x = 0 aus:
[e.e]

4 1
0= 10=F-25 ot
2w (2k+1)
Wir folgern, dass

= 1 19337005501
—~ (2k+1) 8

Aufgabe 6. Laplace-Transformation (5 Punkte)

Berechnen Sie die Laplace-Transformierte zu f(t) = e cos(t).

Zweimalige partielle Integration liefert (Re(s) > 1)
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s—1 (s— 1)2F(S)'
Lost man nach dem gesuchten Integral auf, dann erhélt man
s—1
52 —2s+2

F(s) =

C:(‘



