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Aufgabe 1 (10 Punkte).

Losen Sie die folgenden kurzen Aufgaben.

a)

b)

d)

Ruhig bleiben! Nicht anfangen zu rotieren! Gesucht ist eine Parametrisierung
des Rotationsparaboloids

P={(x,y,2) eR*|z=9+2" -y},

Ersetzen Sie hierfiir das Fragezeichen sinnwvoll.

z(r, @) r cos(y)
o(r,o)= | ylre) | = 7 sin(¢p)
z(r, ) 9 4 72(cos?(p) — sin?(p))

Integration? Nein, danke! Bestimmen Sie die Koeffizienten ap und by der reellen
Fourierentwicklung der 2w periodischen Funktion

x> cos?(z).

Man hat ]
cos?(z) = 5(1 + cos(2x)).

Daher ist ag = 1,a9 = %, wdhrend alle anderen Koeffizienten verschwinden.
Bitte nicht quetschen! Gegeben sei die Koordinatentransformation
(z,y) = ®(r,s) = (rcos(s),2rsin(s)).
Gesucht ist das Volumenelement in (r,p)-Koordinaten. Erginzen Sie hierfir sinnvoll:
dzdy = 2r drds
Das Volumenelement ist |det J®| = |2r cos?(s) + 2r sin2(5)’ = 2r.

Alles glatt? Gegeben sei eine stetige Funktion f mit den Fourierkoeffizienten

Ist f stetig differenzierbar? Begrinden Sie Ihre Antwort.
Die Folge ay, = kcy, ist nicht mehr quadrat summierbar. Daher kann die Funktion nicht
stetig differenzierbar sein.

Wechseln Sie die Spur! Gesucht ist das Arbeitsintegral des Vektorfelds

1 _
f(xvy):xg_i_yg<wy>

lings der Ellipse v: [0,271] — R2, y(t) = (2cos(t),sin(t)). Verwenden Sie rotf = 0 auf
R?\ {0} gilt und den Satz von Green.

Sei a(t) = (3 cos(t), $sin(t)) fir t € [0,2n]. Die Spuren von a(—t) und von (t) beran-
den eine Fliche A, die den Ursprung nicht enthdlt.
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Daher gilt nach dem Satz von Green

O:Arotf~dA:Lf-d7—Af~da.
/ﬂf-dA:/afdA.

Das Arbeitsintegral von f iber o ist aus den Ubungen bekannt, es gilt

/Qf-dAzzw.

Damit folgt das Resultat, es gilt fﬁ f-dA=2m.
Aufgabe 2 (10 Punkte).

Gegeben sei der Halbkreis K = { (z,y) € ]R2} 22+ y? <4 undy > 0} mit der Massenvertei-
lung p(x,y) = 22 fiir (z,y) € K. Berechnen Sie

a) die Gesamtmasse von K und

b) den Massenschwerpunkt von K.

FEine Parametrisierung fiir K ist ®(r,¢) = (r cos(¢), rsin(¢) fir r € [0,2] und ¢ € [0,7].

Daher ist
2 ™ T 2 T
M = / / 72 cos?(p)rdr dp = / r3dr = =16 = 2r.
0o Jo 2 Jo 8
Der Schwerpunkt ergibt sich analog
2
Ms, = / (r cos(¢))? (rsin(¢)) rdr de
0

0
2,1 2 [? 4
/7’4 (COS?’(TF)—COS?’(O)) dr:/ r4dr:6—.
o 3 3 Jo
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Also s, = % Aus Symmetriegrinden ist s, = 0.

Aufgabe 3 (10 Punkte).

Betrachten Sie den Korper K, der parametrisiert wird durch
(z,y,2) = (rcospsinf, rsinpsind, r cos )
mit r € [0,2],¢ € [0,27],0 € [0,5].
a) Skizzieren Sie K. K ist die obere Halbkugel mit Radius 2.

b) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f : R — R3 mit

x yz* + sinh(y)
fly )= y
z zy
divf =1+y.

¢) Berechnen Sie den Fluss von f durch den Rand von K nach Aufen.
Nach dem Satz von Gauf$ ist der Ausfluss von fgegeben durch

/ div fdzdydz = / 1+ vy dxdydz
K K

2 T r2m
= / / ’ / (1 + rsin @ sin 9) 72 sin fddfdr
0 JO 0

2 T r2m 1
= / /2 / 2 sin fdfdr = vol(K) = —671'.
o Jo Jo 3

Dabei wurde benutzt, dass f027r sinpdy = 0. Alternativ: Ohne Zylinderkoordinaten zu
benutzen kann man auch wie folgt argumentieren. Es ist also das Integral

/ 1+y dedydz = / 1 dxdydz —|—/ y dxdydz
K K K

zu berechnen. Mit (x,y,z) € K liegt auch (z,—y,z) € K und daher

/ y dxdydz = 0.
K

Die Integration der konstanten Funktion 1 gibt den das Volumen von K, also die Hilfte
des Volumens einer runden Kugel vom Radius zwei.

Aufgabe 4 (10 Punkte).

Es ist die 2m-periodische ungerade Funktion f mit

gegeben.
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a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,2m).
b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Rethe von f.
c) Werten Sie die Fourier-Reihe von f bei xg = 5 aus und bestimmen Sie so den Grenzwert
der Reihe
i (=1
I+1

=0

[\

a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—2m,27).

b) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.
Die Koeffizienten a,, und b, fiir f folgen durch einfache Integration sofort: da f ungerade
ist, hat man ag = 0. Weiter,

bi, :;/f(x) sin(kx)dx = i/f(;v) sin(kz)dz,
-7 0

Weiter ist f identisch Null auf [0, 5] und minus Eins auf [5,7]. Daher

™

2
by, :/sin(kx)dx

s
w/2
2 feos(ka)l,

:i (cos(mk) — COS(Ek»

Weiter gilt

1 — (=1)%, falls k gerade mit k = 2¢

cos(mk) — cos(=k) =
k) — —k)=
2 —1, falls k ungerade mit k =20 —1 und £ =1,3,...

Wir erhalten die relle Fourierentwicklung

o0 o E .
F(z) ~ % 3 (1;1 sin(2) + 5 sin((20 ~ 1)a)

c) Werten Sie die Fourier-Reihe von f bei zg = 0 aus und bestimmen Sie so den Grenzwert
der Reihe. Man hat sin((2¢ —1)%) = (—=1)*"! und daher nach dem satz von Dirichlet

1 f(m)2=)+ f(m/24) 2 (1)
2 2 = Z .

Auflosen nach der gesuchten Reihe und eine Indexverschiebung ergibt

— ()" (-D)!
> z+1__Z -1 4

=0 =1

[\
[\
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Aufgabe 5 (10 Punkte).

Losen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation die Differentialgleichung

(1)~ y(t) = 1

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.
Die Gleichung transformiert sich zu

Daher ist

Riicktransformation ergibt

Probe: y(0) = —1+2=1 und



