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Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Studiengang: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4, eigenhandgeschrieben.

e Mobiltelefone und dhnliche Geréte miissen wihrend der gesamten Klausur komplett ausgeschal-
tet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulassig.

e Nutzen Sie die Késten fiir [hre Losungen. Sofern nicht anders angegeben, ist nur das Endergebnis
einzutragen. Andernfalls sind Ergebnis und Rechenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf
Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Als ,optional “ ausgewiesene Aufgaben konnen bearbeitet werden, um Bonuspunkte zu sammeln.

e Neben den Ergebnissen aus der Vorlesung und den Ubungen kénnen Sie folgende Ableitungen,
Stammfunktionen und Funktionswerte ohne Herleitung verwenden. Alle anderen Ableitungen und
Stammfunktionen miissen begriindet werden.

f(x) ‘ sin(x)? x ‘ 0|z |z ‘ z
f'(x) ‘ 2sin(z) cos(z) cos(x) | 1 \/73 \/Li 0
sin(z) 0] 1 \/Li 1
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Aufgabe 1 (Lineare Differentialgleichungen — 4 Punkte)

Das charakteristische Polynom p der homogenen, linearen Differentialgleichung
besitzt die Nullstellen 1 und —2.

1. Wie lauten die beiden verbleibenden Nullstellen A;, Ay von p?

M= i =] —i|

Zusitzliche Erlduterungen. Das charakteristische Polynom ist p(t) = t*+#3 — 2 +¢ — 2. Wenn
1 und —2 Nullstellen sind, wird p von (¢ — 1)(t + 2) = t* + t — 2 geteilt. Polynomdivision:

t + B - 2 +t - 2 (P+t-2)=t>+1
o4+ 2 — 22
2+t —

2
2 4+t - 2
0

Also gilt p(t) = (t — 1)t +2)(2+ 1) = (t = 1)t +2)(t +1)(t — Q).

2. Geben Sie eine Basis fiir den Raum aller reellwertigen Losungen von (L) an:

e’ e % cosx, sinz

Zusitzliche Erlauterungen. Fine Basis aus komplexwertigen Losungen besteht aus den Funk-
tionen €%, e~ 2%, e, ¢~ Eine reelle Losung erhilt man, indem man von einer der beiden Funk-
tionen € oder e den Real- und Imaginirteil betrachtet. Wegen €' = cos(x) + isin(z) kommt
man dann auf die Basis der reellen Losungen e, e 2%, cos x, sin .
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Aufgabe 2 (Fourier—Transformation (Optional) — 2 Bonuspunkte)
Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte f = .%(f) der Funktion f(z) =1 0,00) (%) e **sinh(z), z € R.

flo=-L.zgdems 1 (1 L
V2r  €44+106249 2vor  \ie+1 ~ 43 )

Zusitzliche Erlauterungen. Per Definition ist

f \/ﬂ/ e T 0,00[ () - e 2 sinh(z) dz
\/ﬂ/ 27 sinh(x) dz
und es gilt
T hiz) de — T e op€t— € d
/Oe e sm(x)x/e e T
%/ —(1£+1 6—(i£+3)ac) de
-3 {—e Gerve _ L erne|
2 |—(i&+1) —(i +3) -
11 1
D) (15 +1 15 + 3)
1 /1—-i& — i€
T2 (52 +1 52 + 9)
1 (-1 +9) - B¢ +1)
2 (£ +1)(€+9)
= —4iE+3
S e 108249

Also:

ie) = 1 < 11 )_ 1 =& —4ig+3
5_2\/% E+1 i€+3)  Vor £1+1082+9°
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Aufgabe 3 (Integration in der Ebene (Optional) — 8 Bonuspunkte)
Es seien f,g: R — R mit f(z) =22 — 1 und g(x) = —22 + 2z.

1. Skizzieren Sie f und ¢ in einem gemeinsamen Koordinatensystem:

Sei A C R? die durch die Graphen von f und g beschrinkte Fliche.

2. Stellen Sie A als Normalbereich in y—Richtung dar:

( 3

IN
8
IN

N —
[
w
N | =
[\
S

A=< (v,y)" € R?

| < y < —2% + 2z

\ Vs

Zusitzliche Erlauterungen. Die Menge A als Normalbereich in y—Richtung darstellen, bedeu-
tet: Die y—Komponente von (y) € A als Funktion der z—Komponente auszudriicken. Der Skizze
entnimmt man, dass

€

A:{('xay)TERQ 1172—1

r < T
y < —2*+2x [°

VARVAN
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fiir die Schnittpunkte x1, x5 von f und g gilt, wobei 21 < x5. Es gilt
f@)=gx) =21 —1=-2"+2r = 22+ 22+ 1 =0.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind

also z; = % 5

3. Berechnen Sie voly(A):
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(Fubini)

Hohere Mathematik 3 (vertieft)
ldydx

C(—22? 42z 4+ 1) da

Zus#atzliche Erlduterungen. Per Definition:
Nebenrechnung:

VOIQ (A) = \/§

i

).
<t
o™

0| <t

l,2

2 |
IT

i

1,2

|
<t
[ap]

0 | <t
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— |
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— |
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A. Kollross
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Aufgabe 4 (Integration im Raum — 15 Punkte)

Der Rotationskorper K sei definiert als

K:{<§)€R3‘ 1—Z§\/x2+y2§—22—z+2}.

1. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der Ebene { <§) cR3 ‘ x,z € R}.

1,6

12

0,8

0,4

15 -1 —-0,5

—-0,4

-0,8

—12

—16

0,5 1 15 Z

2. Parametrisieren Sie K mittels Zylinderkoordinaten ®: D — K, ¢ <ZZ;) = (rsin(@

(

D = (%) ER?’) ¢ €10, 27];
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Zusitzliche Erlduterungen. Gesucht sind die Punkte (r,¢,2)T € R? mit ®((r,,2)") € K.
Ausgeschrieben:

@ (%) €K+ (:ij((ﬁ))) e K

z

= l—z<r<—22—z242

Wegen r > 0 ist der von den Graphen der Funktionen z + 1 —z und 2 — —2% — 2 42 beschrinkte
Bereich zu ermitteln. Dafiir miissen die Schnittpunkte der Funktionen 1 — z und —2z? — z + 2
berechnet werden. Es gilt

l—z=-22—242«—= 2 =1 z=+1.

3. Berechnen Sie das Volumen von K.

volg(K) = 2.

Zuséatzliche Erlauterungen. Es gilt

VOlg(K):/ 1d(z,y, 2)

K
= [ |det JO((r,0,2)")|d(r, ¢, 2) (Transformationssatz)
D A ~~ >y

2 1 —;2—z+2
= / / / rdrdzde (Fubini)
o Jo1Ji—z
1

:W/l(—22—2+2)2—(1—z)2dz
:ﬂ/_1(22+z—2)2dz+ﬂ{¥]1—1

1

1
8
:7r/ z4+2z3—4z2+(z—2)2dz—§7r
—1

8 54 — 231"
=37 +m [% - §z3 + %} » (2% ist ungerade Funktion)
8 . 2 8+ —1+27
=—-r+7T|l-— s+ ——
3 5 3 3
56
= —T.
15
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4. Durch ¥((p, 2)T) = ((1 — 2) cos(p), (1 — 2) sin(p), 2)T wird eine der Randfliichen M von K para-

metrisiert. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J¥ und das Kreuzprodukt g—g X %—‘f:
~(1-2)sin) —cosO\ | sy ou (1 2) cos(y)
JU(€)=| (1 —=2)cos(p) —sin(p) ||, 8—xa—(f): (1 — z)sin(y)
© z

0 1 11—z

Im Nachfolgenden sei M durch den von K nach auffen zeigenden Normalenvektor orientiert. Wir defi-
nieren aufierdem das Vektorfeld W auf R® durch W ((x,y,2)") = (sinh(2)y, z, 2)".

5. Die Divergenz div W von W ist konstant. Berechnen Sie diese und [ W -dS:

): 1

divW(

ne 8

Zusitzliche Erlauterungen. Es gilt

. owy, oWy,  0Wjs
d = =1.
W oz + oy * 0z
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[y, W-ds =14

Zusatzliche Erlauterungen. In vorherigem Aufgabenteil wurde der Normalenvektor
gg x 9% herechnet und dieser zeigt von K nach innen. Daher ist U eine orientierungs-

umkehrende Parametrisierung von M. Also gilt per Definition (M ist die Flache mit

VA =1-2)

@\If ov
d dzd
-fweas= [ [ (w5 o) asas
smh )(1—2) sin(yp) (1—z) cos(¢p)
/ / < 1 z cos(cp) 7 ) ) ((1—Z) sin(e) >> dz dSO
1-z
1

:/_l(smh( )—|—1)(1—z)zdz-/%cos(gp)sin(@)dgojt%r/ 21— 2)d:

_ /_ll(sinh(z) +1)(1-2)%dz- {Sin(;py] Zﬂ - %W _
4
=5

6. Bezeichne N die verbleibende Randflache von K. Wie M sei auch N durch den von K nach aufien
zeigenden Normalenvektor orientiert. SchlieBen Sie auf den Wert |’ N W -ds:

/W-dS: ETF
N 5

Zusiatzliche Erlauterungen. Nach dem Satz von Gaufl gilt:

/divw( d(z, y, 2 /W dS+/W s
K

:—7r+/W-dS.
3 N
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AuBerdem ist divW =1, also [, div W d(z,y, 2) = [, 1d(xz,y, z) = vols(K) = 227. Damit
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Aufgabe 5 (Fourier—Reihen — 9 Punkte + 1 Bonuspunkt)
Es sei f: R — R die 2n—periodische, ungerade Funktion mit f(x) = (z — )3 fiir alle z € (0, 7].

1. Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—27, 27]. Kennzeichnen Sie dabei Unstetigkeitsstellen.

f(x)

om3

—27 —T T 2 T

—o73

2. Bezeichne Sy die Fourier-Reihe von f. Berechnen Sie S(0) und Sy (7).

S¢(0) = 0 , Sy(m) = 0

Zusitzliche Erlduterungen. Die Funktion f ist stiickweise stetig differenzierbar (aber nicht
stetig), deshalb sind die Dirichlet-Bedingungen immer erfiillt. Da f im Punkt 7 sogar stetig ist,
erhalten wir unmittelbar Sy(7) = f(m) = 0. An der Stelle 0 ist f nicht stetig. Hier konvergiert die
Fourier-Reihe gegen den Mittelwert aus links— und rechtsseitigem Grenzwert:

fOY)+f07)  —m 4

S5(0) = . - =0
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3. Bestimmen Sie die reelle und komplexe Darstellung von Sy:

Se(x) = chei’“‘, mit ¢y = 0 und
keZ
6 — k*n?
Si(x) = % + Z a cos(kx) + by sin(kz), mit ag = 0 i
k=1
a = 0 und
12 — 2k%r?

b = — 3 (k>1).

Zusitzliche Erlauterungen. Wir diirfen jedes Intervall der Lénge 27 verwenden, um die Fourier—
Koeffizienten zu berechnen. Also:

1 s

Ch = 5o B e * f () da
= 2;1 sin(kx) f(z) dz (f ist ungerade)
™ —Tr
— sin(kx)(z — m)* da (sin(kx) f(x) ist gerade)
T Jo
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Da f ungerade ist, gilt ¢y = 0. Sei daher k # 0. Dann gilt mit partieller Integration:

0
™ 3

__ 5 " _ )2
i +k/o cos(kz)(x — m)* dx.

Nochmals partiell integrieren, gibt:

/Dﬂ cos(he) (o — ) do — [singm;) o - W]: B /0” SIRL) o~ ) da

Eine letzte partielle Integration liefert:

/OW sin(kz)(x — ) dz = [%(’”)(x - W)K - /OW %““U)

Also [ sin(kx)(z —m)*de = —2- + T und

k2n2 —
:—/ sin(kr)(z — 7)’de =1i- Wkg 0

Die Koeffizienten a; verschwinden, weil f ungerade ist. Des Weiteren

. 12 — 2k%m?
b =i(cp —cg) = s
4. (Optional). Betrachten Sie Sy bei 7, um den Wert von 23> 2m3: (m — 7r2) zu ermitteln:

= (=™ 6 2 i
2 I N
mZ::O om+1\(@2m+12 8
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Zusitzliche Erlauterungen. Es gilt einerseits

T
Si(5) =) = (5 - = -
Andererseits ist
212 — 2k2 72
Si(5) = Z 13 sin(k%)
k=1
_ 2 1 2,2
=2 Z 0 QT;Ln—:—l )T -sin(mm + %) (Da sin(¢7) = 0 fiir £ € Z)

_ Qi (=)™ 6—(2m+1)*r

— 2m+1 (2m +1)?

- 220 2(7;2”11 ' ((2m6+ 1 ”2) '
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Aufgabe 6 (Lineare Differentialgleichungssysteme — 7 Punkte + 2 Bonuspunkte)

Zu losen ist das lineare, homogene Differentialgleichungssystem

Yy = —y1 o+ 2y — 2ys + ya,
Yy = —4dyi + 6yr — dys + 4y, (1)
s = =2y + 4dy2 — 2y3 + 2y,
yp = 3y — 2% + 2y3 — 3y

1. Formulieren Sie (H) in der Gestalt y' = Ay fiir eine Matrix A:

-1 2 -2 1
4 6 -4 4
A= 2 4 -2 2

3 -2 2 =3

2. Die Matrix A besitzt die Jordan—Normalform

o O OO
o O O
SN OO

o O O

Wie lautet demnach die algebraische Vielfachheit m des Eigenwerts 07

Zusitzliche Erlauterungen. Jede Jordan—Normalform kann durch eine Basiswechselmatrix er-
reicht werden, d.h. A und die obige Matrix sind zueinander konjugiert. Da konjugierte Matrizen
dasselbe charakteristische Polynom haben, ist das charakteristische Polynom y 4 von A also

-t 1 0 0
0 -t O 0
0 0 2-¢ 0
0 O 0 —-2-t

xa(t) = det =22 —t)(—-1—1).
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3. Geben Sie eine Basis B : vy, v2,v3,v4 des C* an, die obige Jordan—Normalform realisiert.

1 1 0 0
UIO Vg = 0 V3 = 1 und vy = 1
1 ol v 1 , U3 1 4 0
1 0 0 -2

Zusitzliche Erlduterungen. Aufgrund der Jordan—Normalform wissen wir, dass es eine Haupt-
vektorkette der Léange 2 geben zum Eigenwert 0 geben muss. Da der Eigenraum zum Eigenwert
eindimensional ist, kann eine solche Kette rekursiv bestimmt werden. Wir 16sen zunéchst die
Gleichung Az = 0 mittels Gaui-Algorithmus:

1 2 =2 1 7 1 —2 2 —17 +iz
—4 6 -4 4 —Az 0 —2 4 0 —273
-2 4 -2 2 | -2z 00 2 0 1
3 =2 2 =3 | 13z _O 4 —4 0 +2Z5

(1 0 0 -1
0 -2 0 0 (1)

1o 0o 1 0
_O 0 4 0 —474

1.0 0 —1

010 O

“1oo0o1 0

(000 0

Das fiihrt beispielsweise zum Vektor v; = (1,0,0,1)T. Jetzt miissen die gleichen Umformungen
mit rechter Seite v; durchgefiihrt werden (wir schreiben abkiirzend nur die rechte Seite hin):

1] - —1 | +iz 1 1
0| -4z, — —4 | —225 - 0 (=) — 0
0| -2z -2 1 -1 -1
1| 324 4 +27, i —4 | -4z 0
d.h. zu losen ist

1 00 —1] 1

010 0 0

001 0]-1

000 O 0
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was auf vo = (1,0,—1,0)T fiihrt. Jetzt bestimmen wir noch eine Basis der Eigenrdume fiir den
BEigenwert 2:

-3 2 =2 1
-4 4 -4 4
-2 4 -4 2

3 =2 2 =5

Wir konnen an dieser Stelle authoren, da die zweite und dritte Spalte bereits linear abhéngig sind,
d.h. vg3 = (0,1,1,0)T ist eine Basis fiir den Eigenraum zum Eigenwert 2. Fiir den Eigenraum zum
Eigenwert —2:

12 =2 1
-4 8 -4 4
-2 4 0 2

3 =2 2 -1

sind die zweite und vierte Spalte linear abhingig, hier kénnen wir also genauso vy = (0,1,0, —2)T

wahlen.

4. Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix W fur (H):

1 142 0 0

O 0 6296 6—2:0
Wiz) = 0 —1 ¢ 0

1 =z 0 —2e %

Zusitzliche Erldauterungen. Die Vektoren jeder Basis fiir den Losungsraum von (H) kénnen
wir als Spalten einer Matrix eintragen. Die so gewonnen Matrix ist eine Fundamentalmatrix.
Nach dem vorherigen Aufgabenteil bilden die Funktionen y;(x) = e®vy, ya(x) = €% (vy + zv1),
ys(x) = e*®vg und yu(z) = e *v, eine Basis des Losungsraums von (H). Die Matrix mit den
Spalten y1(x), y2(x), ys(z), ya(x) ist genau die angegebene Matrix W (x). Probe:

01 0 0
vy 100 220 e~

Wiz =10 o 2e2
01 0 de2
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und

A-W(z)

-1

—4

-2
3

o O O O

2 -2 1 1 1+
6 —4 4 0 0
4 -2 2 0 -1
-2 2 =3 1 x

1 0

0 2% —2e~ 2

0 2e* 0

1 de~2

5. Losen Sie (H) zu den Anfangsbedingungen y;(0) = 6, y2(0) = 15, y3(0) = 4 und y4(0) = —14:

6+ 2z
62 + 92
—2 4 6e**
442 — 1872

Zusitzliche Erlduterungen. Die Losung ist gegeben durch die Funktion y(z) = W(x) - b mit

W(0) - b= (6,15,4,

1
0
0
1

1
0
-1
0

0

1
1
0

—14). Gau$:

0

1

0
-2

6
15
4
—14

7 10 0 -2
3 01 -1 0
“y “loo0o 1 1
7 01 0 2
(1 0 0 —2
010 1
1o o1 1
00 1 2
(1 0 0 —2
010 1
oo 1 1
000 1
(1.0 0 04
010 0/2
100106
000 19
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also b = (4,2,6,9)T. Damit folgt

44 2(1+ ) 6+ 2z
6e%” + 9e 2" 6e** + e~ 2"
ylz) = Wiz)- b= —2 + 6> | 246>
442 +9-(—2)e > 4+ 2x — 186

Wir betrachten nun das inhomogene Differentialgleichungssystem

Y= —th o+ 2y — 2y + ys  — (1+z)e ™,

vh = —dy; + 6ys — dys + 4y + e~2® cosh(x),

; e (I
ys = —2y1 + 4dyo — 2y3 + 2y, + e

v, = 3y1 + 2y + 2uy3 — 3ys — (ze ¥+ 2e ¥ cosh(z)).

6. (Optional). Bestimmen Sie die partikuldre Losung von (I) mit y,(0) =0, y2(0) =1, y3(0) = 1 und
y4(0) =0:

—1l—z+(1+ax)e"
e?® + e~ ?* sinh(x)
1—e® + 6233
—1 + xe® — 2e 2% sinh(z)

Yp(z) =

(Hinwets. Verwenden Sie den Ansatz y,(z) = W (x)c(z) fiir eine noch zu bestimmende Funktion
c(z) = (0,%,%,%)T.)

Zusitzliche Erlduterungen. Variation der Konstante, d.h. wir verwenden den Ansatz y,(zr) =
W (x)e(x) fiir eine noch zu bestimmende Funktion ¢(z). Es muss gelten

1 142 0 0 —(14+x)e™
O A e I (IO I
1 =z 0 —2e % —xe ¥ — 2e~** cosh(x)
oder aquivalent
1 1+2z 0 0 —(21 +z)e "
0O 0 1 1 u(z) = e xC(_):h(él?)
(1) 3[:1 (1) —02 —ze " — 56_29” cosh(z)
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mit u(z) = (dj(x), (z), e**dy(x), e **c}(x)). Gaub:

1 1+2 0 0 —(14+x)e™™ +(1+2)Zs
o 0 1 1 e2* cosh(x) 27
0O -1 1 0 e " (=1)
1 =z 0 —2|—ze®—2e *cosh(x) ~7
1 0 1+z 0 0
- 0 1 -1 0 —e "
0 0 1 1 e * cosh(x) “Z4
|0 -1 0 —2|e ™ —2e*cosh(z) |+z+22s
(1 0 142 0 0 —(1+)Zs
- 01 -1 0 —e " 175
0 0 1 0 0
|00 1 1|e*cosh(x) —Zs
1.0 0 0 0
L0100 —e "
0010 0
| 0 0 0 1|e* cosh(x)

Es folgt u(z) = (0, —e=%,0,e 2% cosh(z))T. Also ¢/(z) = (0, —e 2,0, cosh(z))T, d. h.

0
e’ —1
c(x) 0 +a
sinh(z)
fiir einen Vektor av € R* mit

0

1

W(0)a = 1

0

Das ist genau die dritte Spalte von W (0), d.h. a = (0,0,1,0)T. Alternativ wiederholt man die Schritte
des GauB-Algorithmus mit rechter Seite (0,1,1,0)T und z = 0 (wir notieren nur die rechte Seite):

0 |+(1+2)Zs 1 1 |-(+a2)zs 0

1 73 —1 —1 +Zs 0
sy Ay sy

1 (=1) 1 “Z4 1 1

0 —71 O +Zo+273 ]_ —7Z3 O
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In jedem Fall: ¢(x) = (0,e™® — 1,1,sinh(z))" und

11—+ (1+x)e”
e?® + e % sinh(x
o(2) = W (2)elr) = e

—x + we™® — 2e~** sinh(x)

Probe:
—1 —ze™™
' () = 2e* + ¢~ (—2sinh(x) + cosh(z))
yp xr) = e T + 2623:
—1+ (1 —x)e™® + e **(4sinh(x) — 2 cosh(zx))
und
—(1+x)e ™
e ?* cosh(x
A yy(a) + coshi)
—xe™® — 2e~ 2% cosh(x)
-1 2 -2 1 —1l—z+(1+az)e" —(1+4z)e ™
-4 6 -4 4| e** 4+ ¢7** sinh(x) N e~2% cosh(x)
-2 4 -2 2 1—e @42 e ”
3 -2 2 =3 —x + ze " — 2e”** sinh(x) —re™ — 2e~ % cosh(x)
—1+e”® —(14+z)e ™
2e%" — 2¢7** sinh(x) e~2% cosh(x)
= 2z + —x
2e e
—1 4 €7 + 4e~* sinh(z) —xe™® — 2e~** cosh(x)
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Aufgabe 7 (Partielle Differentialgleichungen — 13 Punkte)

Zu finden ist die Losung u: (0,00) x (0,00) — R der partiellen Differentialgleichung
Ovu(y) + 22 0pu(y) = 2u(y)+3z, (3)€(0,00) x (0,00), )

u(y) = In(y), fiir alle y € (0, 00).

In den vier nachfolgenden Aufgabenteilen sei 3y € (0, 00) fixiert und ~(s) = (z(s),y(s))" die Charakte-
ristik der Differentialgleichung (P) mit ~(0) = (1, )" .

1. Formulieren Sie die charakteristischen Gleichungen zu (P) fiir die Charakteristik ~.

7' (s) = 1 . x(0) =1,
y'(s) = e . y(0) = wo,
2'(s) = mé) - 2(s) + 3z(s) . 2(0) = 2z

2. Die Differentialgleichung v' = 32+_U1 +3(s+ 1), mit s € (—1, 00), ist inhomogen und linear. Geben
Sie die Losung w der dazugehérigen homogenen Differentialgleichung zum Anfangswert w(0) = wy
an, wobei wy € R. Bestimmen sie anschlielend die allgemeine Losung v obiger linearen Differen-
tialgleichung mit v(0) = vy fiir vy € R.

w(s) = wy - (s + 1) ,ov(s)=| (s+1*- Bln(s+ 1) +wv) |

Zusitzliche Erliauterungen. Die dazugehorige homogene Differentialgleichung ist separierbar
und lautet w’ = 22¢) . Unbestimmte Integration:

s+1
S dw = / ! — [M] = [In(s 4 1)]
2w s+1 2 ’
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das+1>0,also \/|w(s)| =c-(s+1) mit ¢ € R bzw. |w(s)| = *(s+ 1)%. Fiir ¢ # 0 ist die rechte
Seite niemals 0, d. h. das Vorzeichen von w ist Konstant. Wenn wir also w(s) = wg(s + 1)? setzen,
haben wir die allgemeinste Losung der homogenen Differentialgleichung mit w(0) = wq gefunden.

Wir verwenden nun den Ansatz ,, Variation der Konstanten®, um die inhomogene Loésung zu be-
stimmen: v(s) = w(s)c(s) und die Funktion ¢(s) erfiillt
3(s+1) 3

d(s)=w(s) ™t -3(s+1) = wo((s P = P EE—.

Es folgt c(s) = 226 4 ¢/ fiir eine Konstante ¢. Damit v(s) = (s + 1)2 - (3In(s + 1) + wp).

wo

Wegen v(0) = vy ist cdwy = vy, also v(s) = (s +1)? - (3In(s + 1) + vy).

3. Losen Sie damit die charakteristischen Gleichungen.

z(s) = s+1 :

y(s) = Yo (s +1)° ,

2(s) =] (s+1)?-(3In(s + 1)+ 20) |

Zusitzliche Erlduterungen. Die Gleichung 2/(s) = 1 zusammen mit der Bedingung z(0) =

1 fithrt zu z(s) = s + 1. Die Differentialgleichung v/(s) = ?;yT(Sl) ist separierbar. Unbestimmte
Integration:

LA 1 In(y(s))] _
/Sydy_/8+1ds<:>[ 1 }_[m(\sﬂy)]

also {/y(s) = c|s + 1|. Die rechte Seite ist immer positiv (da 7 in (0,00) x (0,00) verlduft),

also gilt y(s) = ¢- (s + 1) fiir eine Konstante ¢. Wegen y(0) = 3o muss ¢ = y gelten. Die

Differentialgleichung z/(s) = Q:ﬁ) + 3(s + 1) haben wir im vorherigen Aufgabenteil gelost.
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4. Essei () € (0,00) x (0,00). Wie sind s und o zu wihlen, damit (s) = (§) gilt?

Yo

=~(s) = (§) ist, folgt wegen z(s) = s+ 1 sofort
Yo - a® also yo = &.

Zusitzliche Erlauterungen. Falls (z(s), y(s))
s = a — 1. Die Gleichung y(a — 1) = b besagt b

T

5. Schlielen Sie auf die Losung von (P):

u(y) = 2 In(y)

Zusitzliche Erlduterungen. Nach dem vorherigen Teil passiert die Charakteristik v mit zy = 1
und yo = % den Punkt () zum Zeitpunkt = — 1. Also:

u(y) =uly(z 1))
=z(z—1) (Definition von z)
=22 (3In(z) + 2) (Teil 3)
=2 (3In(z) +u(y))
= 2% (In(z*) + In(yo)) (Da u(}) = In(t) fir alle ¢ > 0)
=27 - In(z%y)
=27 - In(y).
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6. Machen Sie eine Probe:

2z In(y)

3z
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Aufgabe 8 (Wahrscheinlichkeitsrechnung — 3 Punkte + 3 Bonuspunkte)

Sie haben Géste zum Abendessen eingeladen, die Sie mit Threr beriichtigten Kartoffelsuppe bewirten
wollen. Zu diesem Zweck haben Sie beim Frischemarkt IThres Vertrauens einen Sack Kartoffeln a 9 Stiick
erstanden. Nun kommt es aber bisweilen vor, dass die ein oder andere Kartoffel griin, ausgetrieben
oder aus anderen Griinden ungeniefSbar ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betrégt bei handelsiiblichen
Kartoffeln 10%.

1. Bezeichne X die Anzahl der Kartoffeln im Sack, die genieBbar ist. Wie ist X verteilt?

cen-l (O

Zusiatzliche Erlauterungen. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kartoffel nicht zu gebrauchen
ist, ist bekannt und betrdgt 5%. Die Qualitdt unterschiedlicher Kartoffeln ist (da nicht anders
angegeben) als unabhéngig zu betrachten. Damit ist X binomialverteilt, mit Erfolgswahrschein-

lichkeit 1 — 11—0% = 19—0. Die Stichprobengrofie betragt n = 9, also liegt die Verteilung B(9, 1%)
Vor.

2. Sind weniger als 7 der gekauften Kartoffeln genieflbar, reicht die Menge fiir das geplante Rezept
nicht aus und manche der Géste bleiben hungrig — ein gastgeberisches Fiasko. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit bleiben Sie davon verschont? (Hier und nachfolgend ist das Ergebnis als Quotient
zweier vollstéandig berechneter oder in Primfaktoren zerlegter Zahlen anzugeben.)

947027862  2-9%-11
109 109

Zuséatzliche Erlauterungen. Das Problem tritt nicht auf, wenn mindestens 7 der Kartoffeln
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geniefibar sind. Also ist die Wahrscheinlichkeit fir {X > 7} gesucht:
P(X >7)=P(X =7) + P(X = 8) + P(X = 9)

(9,
- \7/10°

(

9 98+
8/10°

28.9"+.9.954+9°

107

10?

L 2.9%.11

109

®B4+9+9)

9\ 9?
9/ 107

Bauer Hermann ist leidenschaftlicher Kartoffelziichter. Auf dem Jahreskongress der Vereinigung Deut-
scher Kartoffelfreunde méchte er seine neueste Ziichtung “Dominique” vorstellen. Das Besondere an
dieser Sorte ist das schnelle und gleichméfiige Wachstum: nur 2,5% der geernteten Kartoffeln sind griin
und miissen aussortiert werden. Von seinem Versuchsacker hat er insgesamt 200 Kartoffeln der Sorte

“Dominique” geerntet.

Verwenden Sie im Folgenden eine Poissonverteilung als Approximation.

3. (Optional). Sei nun Y die Anzahl der griinen Kartoffeln in der Ernte. Wie ist Y néherungsweise

verteilt?

—€

k!

Zusitzliche Erlduterungen. Hier liegt eine Binomialverteilung mit Stichprobengrofie n = 200
und Erfolgswahrscheinlichkeit p = 2,5% vor. Die Binomialverteilung B(n,p) kann fir grofie n
approximativ durch die Poissonverteilung P(\) beschrieben werden, wobei A = np. In unserem

Fall ist A = np = 200 - 2,5% = 5.

4. (Optional). Die Kartoffelfreunde werden nur dann von Bauer Hermanns Ziichtung angetan sein
und in “Domenique” investieren, wenn weniger als 4 Kartoffeln in der Stichprobe griin sind. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist dies etwa der Fall?

118

r=l 3

-5

2-59

3

)
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Zusitzliche Erlduterungen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {Y < 4}. Wir

berechnen also:

P(Y <4) =P(Y =0)+P(Y = 1)+ P(Y =2) + P(Y = 3)

50 5t 5% 5%\
<a+ﬂ+§+§>e
25 125
1 =Y e -5
( +5+ 5 + 5 )e
6+30+75+125
e
6
236
o
2-59
6_5
3
118
36 .

5. (Optional). Unter den Kartoffelfreunden befindet sich auch der exzentrische Kartoffelmogul V.
Corleone, der auf der Suche nach der perfekten Kartoffelsorte ist. Sollte keine einzige Kartoffel aus
Bauer Hermanns Stichprobe griin sein, wird er ihm einen Vertrag iiber die Rechte an “Dominique”
anbieten. Angenommen, “Dominique” erntet bereits die Anerkennung der iibrigen Kartoffelfreunde
(d.h. weniger als 4 Kartoffeln sind griin); mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Corleone unserem
Bauer dann ein Angebot machen, das er nicht abschlagen kann?

Zuséatzliche Erliduterungen.

Wir méchten die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y = 0|Y < 4)
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bestimmen. Nach Definition ist

- CP(Y=0AY <4) P(Y =0)
P(Y =0y <4) = P(Y <4) = P <4)
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