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Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Studiengang: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4, eigenhandgeschrieben.

e Mobiltelefone und dhnliche Geréte miissen wihrend der gesamten Klausur komplett ausgeschal-
tet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulassig.

e Nutzen Sie die Késten fiir [hre Losungen. Sofern nicht anders angegeben, ist nur das Endergebnis
einzutragen. Andernfalls sind Ergebnis und Rechenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf
Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Als ,optional “ ausgewiesene Aufgaben konnen bearbeitet werden, um Bonuspunkte zu sammeln.

e Neben den Ergebnissen aus der Vorlesung und den Ubungen kénnen Sie folgende Ableitungen,
Stammfunktionen und Funktionswerte ohne Herleitung verwenden. Alle anderen Ableitungen und
Stammfunktionen miissen begriindet werden.
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Aufgabe 1 (Lineare Differentialgleichungen — 4 Punkte)

Das charakteristische Polynom p der homogenen, linearen Differentialgleichung
y® + 2y + 5y + 8y + 4y = 0 (L)
besitzt die doppelte Nullstelle —1.

1. Wie lauten die drei verbleibenden Nullstellen \;, Ay, A3 von p?

M=| 0 [ A= 20 [ \g=]|—2i|

Zusitzliche Erlduterungen. Das charakteristische Polynom ist p(t) = t° + 2t* + 53 + 82 + 4t.
Offensichtlich ist ¢ ein Faktor von p. Wenn —1 doppelte Nullstelle ist, wird p auch von (¢ + 1) =
t2 + 2t + 1 geteilt. Polynomdivision liefert:

t* + 265 + 512 + 8 4+ 4) @ (P+2t+1)=t*+4
o+ 28 + 2
4 + 8t + 4
44 + 8t + 4
0

Also gilt p(t) = t(t + 1)*(* + 4) = t(t + 1)*(¢ + 21)(¢ — 21).

2. Geben Sie eine Basis fiir den Raum aller reellwertigen Losungen von (L) an:

—T

e ¥ xe *, 1, cos(2x), sin(2x) |.

Zusitzliche Erlduterungen. Fine Basis aus komplexwertigen Losungen besteht aus den Funk-
tionen e %, ze %, e’ = 1, %% 72 Eine reelle Losung erhdlt man, indem man von einer
der beiden Funktionen e** oder e=2% den Real- und Imaginirteil betrachtet. Wegen e%* =
cos(2x) + isin(2z) kommt man dann auf die Basis der reellen Losungen e, xe™®, 1, cos(2z),
sin(2z).
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Aufgabe 2
Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte f = .%(f) der Funktion f(z)

(Fourier—Transformation (Optional) — 2 Bonuspunkte)

= II:O’

jus

2

](J:) -cos(z), x € R.

img
e 2 4ig

fA(f) = \/ﬂ(l—@)'

Zuséatzliche Erlduterungen. Per Definition ist

und es gilt

us
2

/0

|: 1(1 E)T
ii-9°

—lfﬁﬂ dz

w\:a
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[NE
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)

1
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(1% _ 1
< i(-1-¢)
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=0
1= 5)2 _ 1

M\H M\H w\»—t C\

1
1+¢

Also folgt:
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Aufgabe 3 (Integration in der Ebene (Optional) — 7 Bonuspunkte)
Essel f: R — Rmit f(z) =22 — 2 und P = {(z,y)" € R* |z +y* —2=0}.

1. Skizzieren Sie den Graphen von f sowie die Menge P in einem gemeinsamen Koordinatensystem:

—
/////////////

3 T
-2
-3
Sei A C R? die durch den Graphen von f und durch P beschrinkte Fliche.
2. Stellen Sie A als Normalbereich in z—Richtung dar:
( )
3 2
vt 1 < x < 2—y
A=< (z,y)" €R?
-2 < y < 1/2
\ Vs
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Zusitzliche Erldauterungen. Die Menge A als Normalbereich in z—Richtung darstellen, bedeu-
tet: Die z—Komponente von () € A als Funktion der y—Komponente auszudriicken. Es gilt

2 2 3
= = -0y — — — — 1
y = f(x) 395 3 =1 2y+

sowie

(z,))' EP<+=a+1? —2=0+<=2=2—19°

2 —y?
Y2

fiir die Schnittpunkte (31 ), (33 ) des Graphen von f mit P gilt, wobei y; < y2. An den Schnitt-
punkten gilt

Der Skizze entnimmt man nun, dass

y+1

A= {(x,y)T € R? "

VARVAN
VARVAN

x
Y

3
x:§y—i—1:2—y2.

Daraus folgt

3 3
0:§y+1+y2—2:y2+§y—1.

Die beiden Nullstellen dieser quadratischen Gleichung liegen bei

3 9 3 5
yl,QZ_Zi —tl=——=*-

also y1 = —2 und y, = %

3. Berechnen Sie voly(A):
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voly(A) = 125

48

Zuséatzliche Erlauterungen. Per Definition:

Volg(A):/ld(x,y)

A
3 (2
= / ldxdy (Fubini)
—2 %y—&-l
2 3
=/ (2—y2—§y—1)dy

3
=/ (=" = Jy+1Ddy

3 4 B
11 31 1 1 3

=-__ .- _Z.Z . 442
3 8 4 173 3 8+4 +

_ —2-9+24—-8-16+3-48+2-48

N 48

125

T
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Aufgabe 4 (Integration im Raum — 14 Punkte)

Der Rotationskorper K sei definiert als

K- {(5) ew

4
= < 2?4+ y? < cos(%z)‘l} )

1. Skizzieren Sie den Schnitt von K mit der Ebene { <§> eR3 ‘ T,2 € R}.

15

2. Parametrisieren Sie K mittels Zylinderkoordinaten ®: D — K, ¢ (

/

5 <

D = (%) GR‘O’) ¢ €0, 27];

\

<

IN

Zusitzliche Erliuterungen. Gesucht sind die Punkte (r,p,2)7

Ausgeschrieben:

i) (%) €K — <:«Z?§((f§))) e K

z

— L <ri< (:os(ﬁz)4

< r < cos(

B

z)?

rcos(p) .
)- (=)

2)?

a3

cos(

INE)

/

€ R? mit ®((r,p,2)7) € K.
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wegen 7 > 0. Es ist noch zu kliren, wie z gewiihlt werden muss. Damit ein Punkt mit (r,p, 2)7

die obige Ungleichung erfiillen kann, muss

Schnittpunkt der Funktionen
|2| < V2 gelten. Nun gilt

22

P

< cos(Fz)? gelten. Zu bestimmen sind also die

é und cos(%z)*. Die rechte Seite ist durch 1 beschrénkt, also muss

cos(Z2)? <=

|z
V2

= |cos(§2)| &= z = £1.

3. Berechnen Sie das Volumen von K. (Hinweis. Es gilt ffi cos(u)*du =% + 2m.)
4

16

volg(K) =24

Zusiatzliche Erlauterungen. Es gilt

"y
=——+7
10

10

T
_ T .9
0"
13
— 24
T 07

1
/ cos(Zz)*dz

—

INE]

4/‘(Ddufdu

Qo wl

+1_17T

volz(K) :/ 1d(z,y, z)
K
:/ | det J®((r,0,2)7) |d(r, o, 2) (Transformationssatz)
D N —~ 7

2r  pl cos(%z)2
= / / / rdrdzde (Fubini)
o JaJz2
1 4

= 7T/ cos(Z2)* — £z
1 4

(Substitution u = Fz)

4. Durch U((¢, 2)7) = (cos(Zz)?

- cos(¢p), cos(§2)

2

-sin(¢p), 2)T wird eine der Randfliichen M von K
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parametrisiert. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J¥ und das Kreuzprodukt g—q’ x L.

0z "
—cos(§z)*sin(p) —3 cos(5z)sin(5z) cos(p)
JU(2)=|| cos(§z)%cos(p) —3Fcos(§z)sin(5z)sin(y) ||,
0 1
cos(Z2)? cos
ov X ov (2) = cos.((;z))2 singgp))
9o 9z T a v
2 cos(§z)?sin(%z)

Im Nachfolgenden sei M durch den von K nach innen zeigenden Normalenvektor orientiert. Wir defi-
nieren auflerdem das Vektorfeld W auf R* durch W ((x,y,2)") = (0,22,0)T.

5. Berechnen Sie rot W und fM rot W - dS:

—x
€T
rot W (y) —I{ o
z
Zusiatzliche Erlauterungen. Es gilt
oWz OWs
d dz —Z
rot W = oy _ oW, =10
0z Oz
oWy oW, >
ox oy
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[y ot W.dS =%

¥ o OV hLorechnet und dieser
D Oz

zeigt von K nach auBen. Daher ist W eine orientierungsumkehrende Parametrisierung von M. Also gilt per Definition (M
ist die Flache mit /22 +y? = cos(F2)?),

/MrotW-dS:f/O%/jl <W(\D(f))),g—i x %(f)> dzdg

2m 1 — cos( % z)?-cos COS(%Z>2 cos(¢p)
_/ / <( (3 0) (<P)) 7 ( cos(X 2)? sin(p) > dzdy
0 -t z 3 COS(%Z)S sin(%z)

27 1 27 1 T
= / / cos(%z)4 - cos(g)? —/ / 25 cos(%z)3 sin(§z) dzdy
0o J-1 0o J-1
27

1 1
/ cos(p)? d - / Cos(%z)4 dz — w2 / z cos(%z)3 sin(7z)dz
0 -1

—1

Zusiatzliche Erliauterungen. Im vorherigem Aufgabenteil wurde der Normalenvektor

1 1
Tr/lcos(%z)4dz77r2/lzcos(gz)‘gsin(%z)dz

3 1
=2+ vi w2 / z cos(%z)3 sin( 7 z) dz (Vorheriger Aufgabenteil).
-1

Wir berechnen noch

1 cos(Z2)*]" L cos(Zz)*
w2 / zcos(§2)3 sin(7z)dz = w2 2(4)] — 7 / g dz (Partielle Integration)
-1 —T -1 —T
—1
s 3 . .
=5 +2+ e (Vorheriger Aufgabenteil)
™
=24+ 2
+ 4

und damit erotW-dS:2+%7r— 2+2)=12.

6. Der Rand I' = OM sei positiv orientiert. SchlieBen Sie auf den Wert des Arbeitsintegrals [, W -dI:

™

W.dl' = —

/ 2

Zusitzliche Erlduterungen. Da I' positiv orientiert ist, folgt nachdem Satz von Stokes:

/W-dF:/ rot W-ds = ~.
T M 2
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Aufgabe 5 (Fourier-Reihen — 10 Punkte)
Es sei f: R — R die 2m—periodische, gerade Funktion mit f(z) = Ijz »(z) - sin(z) fiir alle z € [0, 7].

1. Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—27, 27]. Kennzeichnen Sie dabei Unstetigkeitsstellen.

f(@)

2. Bezeichne Sy die Fourier-Reihe von f. Berechnen Sie Sy(%) und Sy(m).

Sf(?T): 0

s
—~
B
N~—
I
N

Zusitzliche Erlauterungen. Die Funktion f ist stiickweise stetig differenzierbar (aber nicht
stetig), deshalb sind die Dirichlet-Bedingungen immer erfiillt. Da f im Punkt 7 sogar stetig ist,
erhalten wir unmittelbar Sy(7) = f(m) = 0. An der Stelle 7 ist f nicht stetig. Hier konvergiert
die Fourier-Reihe gegen den Mittelwert aus links— und rechtsseitigem Grenzwert:

z+ - 140 1
Sf(%):fg );f(2 ) _ —g -1
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3. Bestimmen Sie die reelle und komplexe Darstellung von Sy:

i 1
Se(x) = Z €™ mit cyq = —o- und
kEZ T
1 (=1)*+ ksin(k3)
= — 7 : (k # +1).
. 2
Sy(z) = % + Zak cos(kx) + by sin(kx), mit ag = p :
k=1
1
a; = —; \
2 (—=1)"+ ksin(k])
ay = = [ 52 und
by, = 0 (k> 1).

Zusitzliche Erlauterungen. Wir diirfen jedes Intervall der Lange 27 verwenden, um die Fourier—
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Koeffizienten zu berechnen. Also:

r [ .
Ch =5 e % f(z) do

1 s
=5 cos(kx) f(z) dx (sin(kx) f(z) ist ungerade Funktion)
7r

—T

— 1 /7r cos(kx) f(r) dx (cos(kx)f(x) ist gerade Funktion)
0

™

1 K
= —/ cos(kx) sin(z) dz.
™ )=
2
Jetzt berechnen wir
cos(kx) sin(z) dz

o

s

= [cos(kx) - (— cos(x))]% - / (—ksin(kz)) - (— cos(z)) dz (Partielle Integration)

™

»

= (—1)F - k/ sin(kx) cos(z) dz.
Fiir k = +1 fiihrt diese Gleichungskette zu [ cos(£x) sin(z) dz = —3. Es folgt
2

Ct1 = — 5=

Fiir £ # +£1 integrieren wir nochmals partiell:

sin(kz) cos(z) dz = [sin(kz) sin(z)] % — / k cos(kx) sin(z) dz
2

B

= —sin(kf) —k [ cos(kxr)sin(z)dz.

Zusammengenomimen:

ks ™

/7r cos(kz)sin(z) dz = (—1)* + ksin(k%) + & /ﬂ cos(kx) sin(z) dx

2

und damit fiir k # +1:
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Die Koeffizienten by verschwinden, weil f auf [—7, 7] gerade ist. Des Weiteren gilt fiir & > 0:

o (~1)*+ksin(kF)
e o, k>

-1 k=1,

T

ak:ck+c_k:{

denn sin(z) = —sin(z), und ap = 2¢y = 2.
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Aufgabe 6 (Lineare Differentialgleichungssysteme — 7 Punkte + 2 Bonuspunkte)

Zu l6sen ist das lineare, homogene Differentialgleichungssystem

vi = —4dyi + 3y + 2ys — Sy,
Yo = —y1 + Y2 o+ Yz + s (H)
ys = —Sy1 + 3y + 3ys — Sy,
vy = —W +  y3s + ys.

1. Formulieren Sie (H) in der Gestalt y' = Ay fiir eine Matrix A:

—4 3 2 -5
111 1
A= -5 3 3 -5
101 1

2. Die Matrix A besitzt die Jordan—Normalform

1 10 O
011 0
001 0
000 -2

Wie lautet demnach die geometrische Vielfachheit m des Eigenwerts 17

Zusitzliche Erlauterungen. Da in der Jordan-Normalform von A genau ein Jordan-Block zum
Eigenwert 1 auftritt, ist die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert 1 genau m = 1.

3. Geben Sie eine Basis B : v1, v, v3, v4 des C* an, die obige Jordan-Normalform realisiert.

—1

V] = , Ug = , U3 = und vy =

— O N O

O = O =

O~ =) =
— o O
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Zusitzliche Erlauterungen. Aufgrund der Jordan—Normalform wissen wir, dass es eine Haupt-
vektorkette der Lénge 3 zum Eigenwert 1 geben muss. Da der Eigenraum zum Eigenwert eindi-
mensional ist, kann eine solche Kette rekursiv bestimmt werden. Wir 16sen zunéchst die Gleichung
(A — I,)x = 0 mittels GauB3-Algorithmus:

-5 3 2 =5 | -5z 0 3 =3 =5 | +52o
I e I R R 0 0 0 1
A-L=1 <39 51, "1 0 0 0 o
-1 01 0 10 1 0 |
[0 3 =3 0] 13
00 0 1
AN
00 0 0
10 —1 0 |
[0 1 =1 0]
00 01
00 0 0
10 —1 0 |

Das fiihrt beispielsweise zum Vektor v; = (1,1,1,0)7. Jetzt miissen die gleichen Umformungen
mit rechter Seite v; durchgefithrt werden (wir schreiben abkiirzend nur die rechte Seite hin):

1| —-524 1| +52, 0| 1/3 2
1 ~Zn 1 - 1 - 1
1 —7Z1 0 0 0
0 0| (- 0 0
d. h. zu losen ist

01 -1 02

00 0 11

00 0 010

1 0 -1 00

was auf vy = (0,2,0,1)7 fithrt. Um den Hauptvektor zweiter Stufe zu erhalten, fithren wir die
gleichen Umformungen nochmal mit rechter Seite vy durch (und kiirzen erneut ab):

0| -524 —5 | +52 0 1/3 0
2| -z - 1 - 1 - 1
0| -= 0 0 0
1 1 (-1) -1 -1
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d. h. zu losen ist

— o O O
O O O
=)

O O = O

was auf vy = (—1,0,0,1)T fiihrt. Jetzt bestimmen wir noch einen Eigenvektor zum Eigenwert —2:

—2
—1

A+21, =
1

Wir kénnen an dieser Stelle authoren, da die erste und dritte Spalte bereits linear abhéngig sind,
d.h. vy = (1,0,1,0)7 ist eine Basis fiir den Eigenraum zum Eigenwert —2.

4. Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix W fiir (H):

e” xe® (—1+ %132)690 e
e* (24 z)e® (2x + 1x?)e”® 0
W(l’) = e” ( xex) ( lx22€:r ) 672x
2
0 e’ (1+z)e” 0

Zusitzliche Erliauterungen. Die Vektoren jeder Basis fiir den Losungsraum von (H) kénnen
wir als Spalten einer Matrix eintragen. Die so gewonnen Matrix ist eine Fundamentalmatrix.
Nach dem vorherigen Aufgabenteil bilden die Funktionen y;(z) = e*vy, ya(x) = €*(vy + zv1),
ys(z) = e”(vs+zvy+ 22%v1) und yu(x) = e *"v4 eine Basis des Losungsraums von (H). Die Matrix
mit den Spalten y; (), yo(2), ys(x), ya(x) ist genau die angegebene Matrix W (z). Probe:

e’ (I+z)e® (—1+a+ia?)e™ —2e >
o et (B+m)e” (24 3w+ La?)e” 0
14 (l’) T ] et (1 + x)ex ($ + %x2)em _26—22
0 e’ (2+x)e” 0
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und
-4 3 -5 e” re® (=14 3a?)e” e
-1 111 e’ (2+x)e” (2z+ 32%)e” 0
A-W(x) = 5 3 5 x o Ly2es o—27
~101 1 e (1+z)e" 0

e 1+z+32%)e —2e %
et B+a)e” (24 3z 4 32?)e” 0
e (T4a)e” (z + 3z%)e —2e77

0 er (2+x)e” 0

5. Losen Sie (H) zu den Anfangsbedingungen y;(0) = 1, y2(0) = 2, y3(0) = 3 und y4(0) = 2:

1.261 _|_672£E
(24 4z + 2?)e”
(24 2x)e”

Zusitzliche Erlauterungen. Die Losung ist gegeben durch die Funktion y(z) = W(z) - b mit
W(0)-b=(1,2,3,2)T. GauB:

10 -1 117 -2 10 0 113
12 0 0[2] -z 02 0 —1|-11] -2z
10 0 1/3|ez |00 =1 0]-21. (1
01 1 0/2 01 1 0|2 | 4%
10 0 1] 3]
W00—2—1—5 1275
00 1 02
(01 0 0[]0 | o
100 1]37 -2
loto o0lo
001 012
| 000 —1|-1 (-1)
100 0]2
01000
1o 0102
(000 1)1
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also b= (2,0,2,1)T. Damit folgt

2¢” + 2(—1+ za?)e” 4+ e r2e® 4 e
B B 2e” + 2(2x + 32?)e” | 2+ 4+ a?)e”
2(1 4 x)e” (24 2x)e”

Wir betrachten nun das inhomogene Differentialgleichungssystem

vi = —4dy1 + 3y2 + 2ys — dys + e?* — ze¥sin(x),

Yo = —y1 + Y2 + Yz + ya + € —(2+1)esin(w), 0
vs = —by1 + 3y + 3ys — dys + e** — xe®sin(z),

Yi = —h + oy o+ oy + —e”sin(z).

6. (Optional). Bestimmen Sie die partikuldre Losung von (I) mit y,(0) = 1, y2(0) = 1, y3(0) = 1 und
y4(0) =0:

e** + xe®(cos(z) — 1)
+ (2 + z)e”(cos(x) — 1)
e** + xe®(cos(x )1 1)

e?(cos(z) — 1)

(Hinweis. Verwenden Sie den Ansatz y,(z) = W (z)c(x) fiir eine noch zu bestimmende Funktion

c(z) = (%,%,0,0)T.)

Zusitzliche Erlduterungen. Variation der Konstanten, d.h. wir verwenden den Ansatz y,(x) =
W (z)e(x) fiir eine noch zu bestimmende Funktion ¢(x). Es muss gelten

e xe’ (—1+ %xQ)ex e e** — we® sin(z)

e’ (24 z)e” (2z+ 32%)e” 0 o by | e — (24 x)e”sin(x)
e~ re” 51.261 672$ ¢ (‘1.) - W('I') ¢ (l’) - 62:13 — et sin(m)

0 e” (1+z)e” 0 —e” sin(x)

oder dquivalent

1z -1+ %:1:2 1 e** — re® sin(x)

1 24z 2z+32% 0 B — (2 + x)e”sin(x)
1 =z s 1 u(w) = e** — re®sin(x)

0 1 1+z 0 —e” sin(z)
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mit u(z) = (e®cy(x), e®chy(x), e*cy(x), e **c)(x)). GauB:

1z =144 1 e** — xe®sin(z) —Zs
1 24z 2z+32% 0]e* —(2+x)e"sin(z) | -z
1 1z’ 1 e?* — ze”sin(x) —aZ4
0 1 1+ 0 —e” sin(x)
[0 0 —1 0 0 (1)
0 2 2z —1| —2e*sin(z) |-22
s
1 0 —x— %x2 1 e 7
|01 1+x 0 | —€e"sin(z) | <z
(1 0 —z—42® 1 e +(a+1a?)Zs
|01 1+ 0 | —e¥sin(x) | —(1+2)2
0 0 1 0 0
1 0 0 -2 -1 0 +273
1.0 0 1 e 74
01 0 0 |—e"sin(x)
s
001 0 0
| 00 0 —1 0 (=1)
1.0 0 1 e?®
|01 0 0)—e sin(x)
0010 0
(000 1] o0

Es folgt u(z) = (e**, —e®sin(z),0,0)". Also ¢/(z) = (e*, —sin(x),0,0)T, d. h.

et —1

c(x) = cos(xo) -1 +a

fiir einen Vektor o € R* mit

W(0)a =

O R =

Das ist genau die erste Spalte von W (0), d.h. a = (1,0,0,0)T. Alternativ wiederholt man die Schritte
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des GauB-Algorithmus mit rechter Seite (1,1,1,0)T und # = 0 (wir notieren nur die rechte Seite):

1| -z 0 |-(-1 1 | +@+iz?)zs 1| +24 1
1| -2 - 0 | -224 - 0| —(142)2s 0 - 0
1 733Z4 1 (—)Zl O O 0
0 0 | 2 0 +273 0 |- 0
In jedem Fall: ¢(x) = (€%, cos(z) — 1,0,0)T und
e** + ze®(cos(z) — 1)
B B + (24 x)e*(cos(z) — 1)
Yp(z) = W(z)c(z) = 2 + ze®(cos(z) — 1)
e*(cos(z) — 1)
Probe:
2¢% + ((1 + z)(cos(z) — 1) — xsin(x))e”
/() = 2% + ((3 + z)(cos(x) — 1) — (2 + x) sin(x))e”
Yol = 2¢% + ((1 + z)(cos(x) — 1) — wsin(x))e”
e*(cos(z) — 1 — sin(z))
und
e** — re®sin(x)
— (2 + x)e” sin(x)
A yp(z) + % — ze® sin(z)
—e” sin(x)
-4 3 2 =5 e** + ze®(cos(z) — 1) e** — re®sin(z)
N It U U O + (24 x)e*(cos(z) — 1) . — (2 + x)e” sin(x)
~|-5 33 =5 e* + ze®(cos(z) — 1) e* — ze® sin(z)
-1 01 1 e*(cos(z) — 1) —e” sin(x)
2+ (14 x)e*(cos(z) — 1) e** — xe®sin(z)
| e+ (34 2)e"(cos(z) — 1) Le T — (2 + z)e”sin(z)
| e+ (1 +2)e(cos(z) — 1) e?* — xe®sin(z)
e*(cos(x) — 1) —e” sin(x)

21 von 28



A. Kollross Hohere Mathematik 3 (vertieft) 03. Mérz 2021

Aufgabe 7 (Partielle Differentialgleichungen — 12 Punkte)
Zu finden ist die Losung u: (0,00) x (0,00) — R der partiellen Differentialgleichung

0.0 (3) — 10u(3) = 3 u(3), auf (0,00) x (0, 00), "
u(y) = (1+y)? fiir alle y € (0, 00).

In den drei nachfolgenden Aufgabenteilen sei yo € (0, 00) fixiert und y(s) = (z(s),y(s))" die Charakte-
ristik der Differentialgleichung (P) mit ~(0) = (1, )" .

1. Formulieren Sie die charakteristischen Gleichungen zu (P) fiir die Charakteristik ~.

' (s) = 1 . xz(0) =1,
y'(s) = —u . y(0) = o,
Z(s) = #% - z(s) . 2(0) = 2.
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2. Losen Sie die charakteristischen Gleichungen.

x(s) = s+1 :

2s)=| (s+1+y)* Vs+1

Zusitzliche Erliauterungen. Die Gleichung 2/(s) = 1 zusammen mit der Bedingung z(0) = 1
fithrt zu 2(s) = s + 1. Die Gleichung y/(s) = —42 — %) jgt eine separierbare Differentialglei-

z(s) s+1
chung. Unbestimmte Integration:
[av== [ 4 ds = In(y(s)) = [~ Ins + 1)
“dy = — s n(y(s))] = [~ In(s
Y Y s+1 Y
fiihrt zu In(y(s)) = —1In(s + 1) + ¢ fiir eine Konstante ¢. Also y(s) = & mit ¢ > 0. Wegen
y(0) = yo muss ¢ =y sein, also y(s) = 5. Es gilt
: 5+y(s)
2'(s) = - 2(s
O = mma e
5+
— s+1 . Z(S)
2(s+1)(1+ %)
5+

s+1
=—— . (s
2(s+1)+ 2y )
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Dies ist erneut eine separierbare Differentialgleichung. Unbestimmte Integration:

5+ s?fl

UV Fes

s—l—l ) + 21

Yo 1

_|_
[5In(s 4+ 1+ yo) |

2
[5In(s 4+ 1+ yo)

2
[5In(s + 1+ yo)

2

2In(s+ 1+ yo)

Insgesamt:

2(s) =

. ds
s+1 2(s+1)+ 2y

: / (s + 1)((y0

+ = ds
2 8+1)+y0)

}[;m( )

: N [m(s; 1) In(s +21 + 1)
] |

In(s + 1)
2s+1-c

s+1
s+1+yo

] (Da In(ab) = In(a) + In(b))

T3

(s+1+yo)

fiir eine Konstante c. Wegen z(0) = zg ist ¢ = 29(1 + o) 2. Nach Wahl der Charakteristik und

nach Voraussetzung ist aber auch zg =

2(s) =

3. Essei () € (0,00) x (0,00). Wie sind

a
b

Yo =

Zusitzliche Erlauterungen. Falls (x(s),y(s))

2(0) = u((1,90)7) = (1 + yo)?, also

2. s+ 1.

<S+1—|—y0)

s und 7y zu wéhlen, damit vy(s) = (§) gilt?

a—1 ,

ab

T = ~(s) = (a,b)7 ist, folgt wegen z(s) = s + 1

sofort s = a — 1. Die Gleichung y(a — 1) = b besagt b = %, also yy = ab.
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4. Schlielen Sie auf die Losung von (P):

w(§) = (P Vs
Zusitzliche Erlduterungen. Nach dem vorherigen Teil passiert die Charakteristik ~
mit g = 1 und yo = xy den Punkt () zum Zeitpunkt z — 1. Also:
u(y)=u(y(z—1))
= z(x) (Definition von z)
=(z+y) Vr (Vorheriger Teil)
= (¢ +ay)® Ve
= (1+y)* Vad.
5. Machen Sie eine Probe:
Ou(3)=|  3-(+y’-az |
L dpu(y) = 2y(1 + y)a
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Aufgabe 8 (Wahrscheinlichkeitsrechnung — 4 Punkte + 2 Bonuspunkte)

Im Videospiel Among us bilden die Spieler die Crew eines Raumschiffs, welches von Betriigern infiltriert
wurde, die sich als Crewmitglieder ausgeben und deren einziges Ziel es ist, die echten Crewmitglieder
zu beseitigen. Das Ziel der echten Crewmitglieder ist es, die Betriiger zu eliminieren, bevor sie selbst
ausgeloscht werden. Insgesamt befinden sich auf dem Raumschiff 9 Personen, von denen 2 Betriiger
sind.

3 der Spieler fanden bereits durch die eisige Leere des Weltalls ein jihes Ende, es leben also noch 6
Personen. Da weder die Crewmitglieder ein besonderes detektivisches Gespiir an den Tag legten noch die
Betriiger mit besonderen Uberredungskiinsten gléinzten, nehmen wir an, dass diese zufillig ausgewé#hlt
wurden.

1. Sei X die Anzahl der noch lebenden Betriiger. Wie ist X verteilt?

Zusitzliche Erlauterungen. In einer Grundgesamtheit von N = 9 Spielern befinden sich K = 2
Treffer (Betriiger). Die Anzahl der Treffer in einer zufillig ausgewéhlten Stichprobe der Grofie
n = 6 (da noch 6 Spieler iibrig sind) ist hypergeometrisch verteilt. In unserem Fall liegt die
Verteilung H (9,2, 6) vor.

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist unter den verbleibenden Crewmitgliedern noch mindestens ein
Betriiger? (Hier und nachfolgend ist das Ergebnis als Quotient zweier vollstéindig berechneter oder
in Primfaktoren zerlegter Zahlen anzugeben.)

11
12

Zusitzliche Erlduterungen. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X > 1} und
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beachten dabei, dass 0 < X < 2 gilt:

_© -6 +<§)-(Z>
(s) (s)
B 2_7-6.5.4-3+7-6~5-4 6-5-4-3-2-1
B 5-4-3-2-1 4-3-2-1) 9-8:-7-6-5-4
3-2-1
:(7-6+7-5)-9.8.7
7116
- 9.8.7
_u
127

3. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Betriiger noch leben, unter der Annahme, dass noch
nicht alle Betriiger eliminiert wurden?

Zusitzliche Erlduterungen. Wir mochten die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X = 2|X > 1)
bestimmen. Nach Definition ist

—_
—_

Von den 200 Spielern, die gerade im Spiel sind, wurde 40 die Rolle des Betriigers zugeteilt. Wir wéhlen
4 Spieler zufillig aus und schauen ihnen zu.
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4. (Optional). Sei nun Y die Anzahl der Betriiger unter den ausgewéhlten Spielern. Wie ist YV
néherungsweise verteilt, wenn wir als Ndherung eine Binomialverteilung einsetzen?

P(Y = k) = (2) 4;—?

Zusitzliche Erlduterungen. Dieses Mal nehmen wir eine Stichprobe der Gréfle n = 4 aus einer
Grundgesamtheit von N = 200, die K = 40 Treffer enthilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
zufilliger Spieler ein Betriiger ist, ist demnach p = % = % Die Situation kann also approximativ
durch die Binomialverteilung B(4, %) beschrieben werden.

5. (Optional). Wie hoch ist demnach etwa die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens einer der aus-
gewihlten Spieler ein Betriiger ist?

512
625

Zusitzliche Erlauterungen. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {Y < 1} und
berechnen direkt:

P(Y <1)=P(Y =0) +P(Y = 1)

(4 44+ 4\ 43

~\0/ 54 1) 54
44 14 .43

:T
2. 44

512

625
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