Prof. F. Witt Hohere Mathematik 3 (vertieft) 26. Februar 2020

Modulklausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Bitte fiillen Sie Folgendes aus.

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Name des Tutors: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise.

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben.

e Mobiltelefone und &hnliche Geréte miissen wiahrend der gesamten Klausur komplett aus-

geschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Aufgaben sind untereinander unabhéngig.

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 Gesamt

Punkte /10 /10 /10 /10 /10 /10 /60
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Aufgabe 1. Integration (10 Punkte)
Betrachten Sie die Fliche A C R?, welche durch die Parabeln y = 322 und y = 4—2? beschrinkt

wird.

1A. Skizzieren Sie die Flache A.

[1 Punkt fiir die Schnittpunkte, 1 Punkt fiir den Schnitt mit der y-Axis]
1B. Beschreiben Sie A als Normalbereich in y-Richtung:

~1 <z< 1 und 312 <y<|  4-—a?

[In der Regel, 1 Punkt pro Késtchen. 1 Punkt, falls die Angaben fiir x der Form —A, A sind,

2.B. (=2,2) oder (—v/2,V2)]

1C. Berechnen Sie [, z*d(z,y).
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1 pd—a?
/xQd(x,y):/ / r?dyda
A =1 J3z2
1
4—2?
:/ xgy‘y:?m? dx
-1

1
= / 234 — 2? — 32%) dx

1

:4[(#-&)@

1

) il (R
3 5], 15

[Max 4 Punkte, —1 Punkt fiir jeden Rechenfehler.]
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Aufgabe 2. Dreidimensionale Integrale und Integralsitze (10 Punkte)
Der Kérper K C R? und das Vektorfeld f:R? — R? seien gegeben durch

x x y—z

4% +y* < 4
K = e R3 = d =12
4 0<2z<4—4x%— > und /1y Tz
z z Ty

Hinweis: Skizzieren Sie K auf Threm Schmierpapier.

2A. Parametrisieren Sie K in Zylinderkoordinaten:

z p pCcosey O<p<l
yl=2|¢| = 2psin mit 0<p<2m
z z z 0<z2< 4 — 4p?

2B. Berechnen Sie die Funktionaldeterminante der Parametrisierung ® und das Volumen des

Korpers K:

det &' = 2p : volz(K) = 4

voly(K) = /K Ld(z,y, 2)

21 1 4—4p?
= / / / 2pdzdpde Transformationssatz
p=0 Jp=0Jz

=0

1 4—4p? 1
= 27?/ / 2pdzdp = 27T/ 2p(4 — 4p*) dp
p=0 J z=0 p=0

—167r/1( —p*) =167 LI R

Beim Transformationssatz die Funktionaldeterminante nicht vergessen.

2C. Die Randfliche 0K besteht aus dem Boden B mit z = 0 und dem Mantel M. Wir para-
metrisieren M in Polarkoordinaten mit @y, : [0, 1] x [0, 27| — R3

—psi 16
pcc?sgo 0B, 0Dy, CO‘SQD psin g P (?osgo
P _ _ _ 2
Dy = | 2psinep |, s X o 2sinp | X | 2pcosp | = 8p~ sin ¢
4 — 4p? P 4 —8p 0 2p

2D. Berechnen Sie den Fluss von f durch 0K nach auflen.

f-dS=| o

oK

[\:‘
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f.ds = / div(f)d(z,y,2) = 0 dank GauB, da div(f) = 0.
oK K

2E. Berechnen Sie die Rotation rot(f) und ihren Fluss durch M nach aufen.

r—1
rot(f) = —-1—y || / rot(f)- dS = 2
1 M
pcosp — 1 16p% cos
/ rot(f) - dS = / / —-1- 2psmg0 | 8p?sing | dpdy
2p

2
= / / (16p° cos® ¢ — 16p” cos p — 8p*sin  — 16p” sin? p + 2p) dpdy
o Jo

16 8

2m
:/ <4COS go—gcosgp—gsmgo 4 sin® gp—l—l) dp =27
0

(Da die z-Koordinaten positiv ist, zeigt die Normale nach aufien.)
Beachten Sie, dass fo cos pdp = fo sin pdp = 0 und dass fo cos®(p) dp = fo sin?(¢) de.
[1 Punkt fiir die Rotation, 2 Punkte fiir das Integral. Das Integral bekommt 1 Punkt, falls das

Ergebnis ein rationales Vielfaches von 7 ist (z.B. 0, 7, 47 oder —107)]

2F. Sei I' = OM die Randkurve von M. Berechnen Sie das Arbeitsintegral des Vektorfeldes f

langs I' beziiglich der von M induzierten Orientierung:

/Ff-dr: o

/f dl' = f-dl'= / rot(f)- dS =27 dank Stokes.
r oM M

[1 Punkt wenn das Ergebnis mit dem vorherigen Ergebnis tibereinstimmt (auch wenn falsch)]




Prof. F. Witt Hohere Mathematik 3 (vertieft) 26. Februar 2020

Aufgabe 3. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (10 Punkte)

3A. Betrachten Sie die folgende homogene lineare Differentialgleichung

Y1) = 31y (1) - 24"(2) = 0.

Bestimmen Sie das zugehorige charakteristische Polynom p und seine Faktorisierung iiber C:

p(x) = ot — 3 — 227 = 2% (v — i) (2 — 2i).

[2 Punkte auch wenn die Faktorisierung fehlt, aber es ist klar von der Aufgabe 3B, dass der
Student/die Studentin die richtigen Nullstellen gefunden hat.|

Wir faktorisieren erst mal 2 —3iz—2x? = 2?(2?—3iz—2). Was iibrig bleibt ist ein quadratisches

Polynom und wir koénnen die iibliche p-g-Formel benutzen, um die Nullstellen zu finden:
\/ T4/ —:I: = 11 =1,T9 = 2I.

3B. Folgern Sie die allgemeine komplexe Losung y:R — C der oben genannten Differential-
gleichung.

y(t) = c1 + cot + cg et + ¢y 2

3C. Betrachten Sie nun die folgende lineare Differentialgleichung

(1) = 31y () — 25(1) = —2(1+ 3i) ¢

Benutzen Sie den richtigen Ansatz, um eine partikulére Losung zu finden

Ansatz: y(t) = cel

Partikuldre Losung: y(t) = 2¢t

[1 Punkt fiir die partikuldre Losung, falls sie von der Ansatzform ist.]

Wir benutzen den Ansatz y(t) = ce’ (keine Resonanz: 1 ist keine Nullstelle vom charak-
teristischen Polynom). Wir haben y(t) = ¢/'(t) = v"(t) = vy"(t) = y""(t). Einsetzen liefert
e'(1—3i—2) = —2(1+ 3i) e, also muss ¢ = 2 sein.

3D. Finden Sie eine Losung des folgenden Anfangswertproblems

y"(8) = 31y" () = 29/'(t) = —2(1 +3i)e"  mit y(0) =3,y(0) = 1,5"(0) = 2,5 (0) = 2.

y(t) = 2e +1—t
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[1 Punkt, falls die Losung von der Form partikuldre Losung + homogene Losung ist. 1 Punkt,
falls y(0) = 3.]

Die Losung hat die folgende Form: y(t) = 2e! + ¢ + cot + cz e + ¢4 e, Einsetzen liefert das
folgende System:

y(0) =2+c; +e3+ ey =3
y'(0) =24 ¢y +icg + 2icy =1
’y//(O) =2 C3 — 404 =2
y"(0) =2 —icg — 8iey =2
Also muss c3 =¢c4 =0, ¢y =1, cg = —1 sein.

Aufgabe 4. Charakteristikmethode (10 Punkte)

Gesucht werden Losungen u: R+ x R — R der folgenden partiellen Differentialgleichung:
2dyu(z,y) + (y — 2)Oyu(z,y) =u—y  mit u(ly) =y?/2.

4A. Stellen Sie das Differentialgleichungssystem fiir die charakteristischen Kurven auf.

x'(t) = x(t) : z(0) =1,
(1) = y(t) — (1) L w0 =,
S(t) = (1) - y(t), 2(0) = %

Lc\
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/

x x
4B. Sie haben ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem der Form | ¢/ | = A | y
Z z
1 0 O
mit A € C¥3 gefunden. Schreiben Sie die Matrix A:  A=||—-1 1 0
0 -1 1
4C. Ergénzen Sie folgende Sétze.
1
Der Vektor v3 = | 0 | ist ein Hauptvektor von A zum FEigenwert A =| 1 der Stufe 3.
0

Die dazugehorige Hauptvektorkette ist

1 0 0 0
v3= |0 —> vy = —1 — 1 =|0]— 10
0 1 0

Das charakteristische Polynom von A ist (1—\)3, also muss A = 1 sein. Dann ist vy = (A— E)vs

und v; = (A — E)vs.

4D. Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems (abhéngig von y) fiir das homogene

lineare Differentialgleichungssystem, das Sie gefunden haben.

il'(t) = et )
y(t) = yoe' —te' ,
1 1

z(t) = §y§ e —yote' + §t2 c!

[Im Allgemeinen 1 Punkt pro Késtchen. 1 Punkt, falls die Losungen die Anfangsbedingungen

erfiillen (aber 3 Punkte nur wenn alle drei richtig sind).]

Alle Losungen des homogenen DG-Systems haben folgende Gestalt (¢, ¢o, c3 € C):

.
o
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x(t) ) 0 0 el
y(t) | = crevitcre (va+tvr)+es et(v3+tv2+5v1) = | 0| +e | —et | +e3 | —tet |,
Z(t) ot Lot % et
also
x(t) = cze’
y(t) = —(co +te3) e
t2
2(t) = (¢1 + ot + 035) e
Aus den Anfangswerten leiten wir Folgendes her: ¢3 = 1, ¢ = —yg, ¢3 = ‘7’2—3

4E. Bestimmen Sie eine explizite Losung der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung

(abhéngig nur von z und y):

u(r,y) = L

Wir 16sen nach ¢ und yg:

t =In(z) Yo = LA In(x).
T

Dann ist

2

1 1 2
= §xln($)2 — (% + ln(x)) xln(z) + 57 (% +2 % In(x) + ln(x)Q)
. 2 2, Y 2
= §xln(x) —yln(z) — zIn(x)* + oy +yln(x) + =z In(x)

x

_v

2z
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Aufgabe 5. Wahrscheinlichkeitsteorie (10 Punkte)

2

=
/
=

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

0.1353

0.0821

0.0498

0.0302

0.0183

0.0111

0.0067

0.0041 | 0.0025

0.2707

0.2052

0.1494

0.1057

0.0733

0.0500

0.0337

0.0225 | 0.0149

0.2707

0.2565

0.2240

0.1850

0.1465

0.1125

0.0842

0.0618 | 0.0446

0.1804

0.2138

0.2240

0.2158

0.1954

0.1687

0.1404

0.1133 | 0.0892

0.0902

0.1336

0.1680

0.1888

0.1954

0.1898

0.1755

0.1558 | 0.1339

0.0361

0.0668

0.1008

0.1322

0.1563

0.1708

0.1755

0.1714 | 0.1606

0.0120

0.0278

0.0504

0.0771

0.1042

0.1281

0.1462

0.1571 | 0.1606

0.0034

0.0099

0.0216

0.0385

0.0595

0.0824

0.1044

0.1234 | 0.1377

0.0009

0.0031

0.0081

0.0169

0.0298

0.0463

0.0653

0.0849 | 0.1033

O |0 N | T =W [N —~|O

0.0002

0.0009

0.0027

0.0066

0.0132

0.0232

0.0363

0.0519 | 0.0688

Tabelle 1: Werte der Poisson-Dichtefunktion p, (k) =

u

k!

.

5A. Die Léange der Schlange in der Uni-Mensa ist Poisson-verteilt mit Erwartungswert p = 4.

Berechnen Sie die Standardabweichung: o =

5B. Berechnen Sie mithilfe der oberen Tabelle die Wahrscheinlichkeit, dass

(a) kein Mensch ansteht:

p(0) =e*

~ 0.0183

(b) mehr Menschen als erwartet anstehen:

4

4k
p(a:>4):1—zk—c
k=0

~ 0.3711

U

(c) die Anzahl der anstehenden Menschen sich von der erwarteten Anzahl um (strikt) weniger

als die Standardabweichung unterscheidet:

5
p(2 <z <6)= Z
k=3

‘ =~

gL

% 0.5471

[Volle Punkte auch wenn das Ergebnis nicht explizit berechnet wurde.]

10
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5C. Ein Ameisennest enthélt eine Million Ameisen. Die meisten Ameisen sind schwarz, aber

0.1% davon sind rot. Ein Forscher sammelt zufillig 2.500 Ameisen.

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Forscher hochstens 2 rote Ameisen ausgewéhlt hat?

[1 Punkt: Der Student hat verstanden, dass es um eine hypergeometrische Verteilung geht.
1 Punkt: Der Student hat verstanden, dass er 3 Terme addieren muss.
2 Punkte nur wenn alles richtig ist. |

Hypergeometrische Verteilung mit N = 1.000.000, K = 1.000, n = 2.500.
1.000Y (999.000) (1000 (999.000y | (1.000) (999.000
p(O) +p(1) +p(2> 1N ( 0 )( 2.500 ) ( Elgoggozéﬁ){) ) ( 2 )( 2.498 )
2.500

5D. Berechnen Sie explizit mithilfe der oberen Tabelle eine geschickte Approximation von dieser

Wahrscheinlichkeit.

[1 Punkt]
H(N,K,n)~ B(n,K/N) =~ P()\)
mit A = nK/N = 2.5.

[1 Punkt] Das heifit,

A0 Al \?
p(0) +p(1) +p(2) ~ Tre™ + Tre ™t + 5y e & 0.0821 402052 + 0.2565 = 0.5438.

Falsche Rechnung ist kein Fehler.

11
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Aufgabe 6. Fourier-Reihen (10 Punkte)
Es sei f:R — R die gerade 2m-periodische Funktion definiert durch

flx)=1 fﬁr0§x<g und f(x)=0 fﬁrg§x<7r.

6A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Interval [—3m, 37].

1
| | | | | |
—37 _bm |—2x 3r| —y T z m 3m 21 5 3 €z
2 2 2 2 2 2

N

Die Funktion f ist nicht stetig; si¢ hat Sprungstellen in x € nZ +

1 Punkt falls die Funktion 27-periodisch ist

6B. Bestimmen Sie den Grenzwert der Fourier—Reihe (f,,)nen von f in den Punkten x = 0 und

T =m/2:
lim f,(0) = 1 , lim f,(7/2) = % . dank Dirichlet-Kriterium
n—oo n—oo

6C. Berechnen Sie die Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier-Reihe f(z) ~ Y, _, ¢ €*”.

(
0 falls k =4l (I #0) oder k = 41 + 2,
1 1
1
S — falls k = 41 + 3.
wk

[Im allgemeinen 1 Punkt pro Kastchen. 1 Punkt falls ¢;, von der Form § ist, mit ¢ € C/]
Falls k£ =0,

1 (™2 1
o= — lde = -.
27T 771./2 2

12
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Falls k # 0
L "
Cr = — e " f(x)dx Definition

27 r=—17
1 /2 _

= — e e dg
2m —7/2
1 e—ikaz /2

— k#0
2T [ —ik :|x=—7r/2 ( 7é )

1 o—ikm/2  Gikm/2
_ﬁ(_ T ik)

= 27311{ ( — cos(—km/2) —isin(—km/2) + cos(kn/2) + iSiIl(k’ﬂ'/Q))
= % sin(k7/2)

0 falls £ = 4l oder k = 41 + 2
= # falls k =4l + 1

—# falls k = 41 + 3.

6D. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier-Reihe an einer geeigneten Stelle den Wert

_Z 1 1_1+1_1+1_i+i_i+
4l—|—1 4l+3 3 5 7 9 13 15

>0

Auswertung in x = 0 ergibt a = /4

Es gilt ¢ = c¢_y, also haben wir
Z ch 6271'1]633 = o+ QZC eka’x
k=—o00

Auswertung in z = 0 der Fourier-Reihe ergibt

1 1 1 2
1= £(0) = co + 2 z ( _ ):— -
=co+2) o= Z U+l u+3) "2t

k>1 >0

l\JI»—

Es folgt: Die obige Reihe konvergiert gegen 7.

13



