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~
Much to learn, you still have.
This is just the beginning.

Z Habe Mut, dich deines eigenen
Verstandes zu bedienen!
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Urheberrecht und Haftungsausschluss Uberbiick

Die hier angebotenen Inhalte sind urheberrechtlich geschiitzt. Sie diirfen zu nicht-kommerziellen
Zwecken in der Lehre verwendet werden, sofern die Quelle wie folgt vollstindig angegeben wird.

Prof. Dr. Michael Eisermann: Vorlesungsunterlagen zur Hoheren Mathematik,
Institut fiir Geometrie und Topologie (IGT), Universitit Stuttgart,
michael-eisermann.de/lehre/HM3

Diese Unterlagen dienen zur Vorlesung Hohere Mathematik 3 (vertieft). Sie sind konzipiert
fiir das Mathematik-Grundstudium in den Natur- und Ingenieurwissenschaften und vermitteln
einschligiges Basiswissen. Zusammen mit den Grundlagen umfassen sie iiber 800 Aufgaben
mit Losungen, die Schonsten davon entstanden in Zusammenarbeit mit Dr. Friederike Stoll.

Die Inhalte wurden vom Autor mit grofter Sorgfalt fiir die Prdsentation in der Lehre erstellt.
Sie werden allein zu Lehrzwecken zur Verfiigung gestellt, in der Hoffnung, dass sie zum Lernen
und Uben niitzen mogen, ohne jeden Anspruch auf Eignung zu irgendeinem anderen Zweck.
Sie sind keine Handlungsanweisung oder Empfehlung. Nur eigenstindiges Denken hilft!

Kunst und Wissenschaft, Forschung und Lehre sind frei. (GG Art.5.3.1) Der Autor iibernimmt
keinerlei Gewihr fiir die angebotenen Informationen und Daten, deren Aktualitit, Korrektheit,
Vollstindigkeit, Qualitiit oder irgendeine Nutzbarkeit aufierhalb der Lehre. Haftungsanspriiche
fir mogliche Schdden, materieller oder immaterieller Art, sind grundsitzlich ausgeschlossen.

Fiir Inhalte externer Quellen, insb. verlinkter Webseiten, ist stets deren Anbieter verantwortlich.
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Uberblick

Wie nutzen Sie dieses Vorlesungsskript?

004
Uberblick

Wozu bendtigen Sie mathematische Methoden?

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie. (Immanuel Kant, 1724-1804)

Diese Folien dienen als Grundlage meiner Vorlesung. Wie von Studierenden gewiinscht, konnen
sie auch eigenstidndig genutzt werden, zum Nacharbeiten, zur Klausurvorbereitung, oder notfalls
als Ersatz zur Vorlesung. Dazu sind Definitionen und Séitze mit zahlreichen Ubungen verwoben;
sie bilden daher kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umfingliches Lese- und Arbeitsbuch.

Die Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen. Dem studentischen Wunsche
folgend prisentiere ich vielfiltige Beispiele und Aufgaben mit Losungen, zudem Erléiuterungen,
Erinnerungen und Ergénzungen, instruktive Rechnungen und manchmal Beweise. Dies folgt der
bewihrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser leichter eine vorhandene Ubung, Erkldrung
oder Illustration iibergehen kann, als eine fehlende selbst (er)finden. Mdge es beiden niitzen!

Ich versuche, jedes Thema so einfach wie moglich darzustellen, doch so prizise und ausfiihrlich
wie es fiir ein solides Verstindnis notig ist. Erklarungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung
miindlich gebe, sind hier schriftlich ausgefiihrt; sie niitzen mir als Erinnerung, den Leser:innen
als Erlduterung. Eine ideale Mischung fiir alle und jede:n gibt es leider nicht: Der Bedarf nach
Umfang und Tiefe ist individuell unterschiedlich. Das Angebot ist reich. Dosieren Sie selbst!

Neben der Vollversion biete ich versuchsweise auch eine Halbversion, die mit der Axt auf halbe
Linge gekiirzt wurde, durch Loschung zahlreicher Beispiele und Aufgaben, Erinnerungen und

Illustrationen, Ausfiihrungen und Ergiinzungen. Je nach Bedarf der Leser:in ist dies an manchen
Stellen hilfreich, an anderen fehlt es. Wer es sich zutraut, nutzt die Vollversion und dosiert selbst.

Alles Leben ist Problemlosen. (Sir Karl Popper, 1902—-1994)

Verstidndnis und Beherrschung komplexer Zusammenhiinge benstigen Empirie und Theorie,
quantitative Modelle und sorgfiltige Planung. Diese beruhen im Wesentlichen auf Mathematik.
Der Beruf des Ingenieurs (m/w/d) und vieler anderer ist daher zunehmend mathematisch geprigt.
Mathematische Methoden sind hiufig Voraussetzung fiir den Erfolg technischer Entwicklungen;
das gilt auch, wenn sie beim Endprodukt im Inneren wirken und oberfléchlich nicht sichtbar sind.
Deshalb nutzen Sie bereits im Studium vielfiltige und umfangreiche mathematische Methoden,
und hierzu legt Thre Mathematikausbildung im Grundstudium das notwendige Fundament.

Es ist dabei vollig unmaoglich, alle in spiteren Anwendungen relevanten Techniken zu behandeln,
sozusagen als Enzyklopédie auf Vorrat. Dazu sind die Anforderungsprofile allzu unterschiedlich:
Was fiir den einen schon viel zu viel wire, ist fiir die andere noch lingst nicht umfassend genug.
Zukiinftige Ingenieur:innen sollen daher nicht nur die allgegenwirtigen Grundfertigkeiten lernen,
sondern auch mathematische Denkweisen und systematische Problemlsung, um je nach Bedarf
erforderliche neue Methoden selbststindig erwerben, vertiefen und anwenden zu kénnen.

Es ist in hochqualifizierten Berufen unwahrscheinlich, dass Sie genau dieses oder jenes Beispiel
wortlich anwenden. Das gilt ganz allgemein, selbst fiir die bestmogliche Auswahl von Beispielen.
Hingegen ist es wahrscheinlich, dass Sie diese oder dhnliche bewihrte Methoden hiufig nutzen.
Sie sollen daher nicht nur Beispiele lernen, sondern zugleich moglichst vielseitige Methoden!

Mathematik ist immer beides: sowohl abstrakte Theorie als auch konkrete Anwendung; sie sind
keine Gegensiitze, sie ergénzen sich, die eine kann nur mit der anderen dauerhaft erfolgreich sein.
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Wozu lernen Sie Mathematik? wenick| | VWOZU lernen Sie Mathematik? Uperblick
Hochtechnologie ist immer auch mathematische Technologie. Mathematik ist Grundlage und Werkzeug aller modernen Technologie.
Sie haben forschungsorientierte Studiengénge gewahlt, Sie studieren Als Ingenieur:in brauchen Sie Ihr methodisches Handwerkszeug.
ambitionierte Facher, hierzu brauchen Sie handfeste Mathematik. Dazu gehort als harter Kern und Grundlage die Hohere Mathematik.
Lo .. - . J hsvoller die Aufgabe, desto wichti ird die Mathematik.
Was Sie hier lernen, kénnen Sie Uberall nutzbringend anwenden. ?anfpmc svoter ie Higabe, cesto wichfiger wird Gie Matiematt
Mit diesen Werkzeugen kénnen Sie auch dicke Bretter bohren. Sie konnen das begriien oder bejammern, es ist und bleibt Tatsache:
Theorie ist nicht Ballast oder Schikane, sondern effizientes Werkzeug.
Viele von Ihnen wissen bereits, dass Sie mathematische Werkzeuge dringend brauchen.
. Andere finden es demnichst heraus, hoffentlich bereits in dieser Grundlagenvorlesung,
EBSTTY andernfalls nachfolgend in Anwendungen und Vertiefungen in Studium und Beruf.
. . Je frither und je gewissenhafter Sie Ihr Handwerkszeug erlernen, desto besser.
Mit Mathematik Die Mathematik bietet Thnen extrem prizise und scharfe Werkzeuge.
bis unméglich geht es besser! Zur effizienten Nutzung brauchen Sie einige grundlegende Kenntnisse.
Greifen Sie nicht wahllos in die Kiste oder packen die Werkzeuge
. . . . . am falschen Ende: Wissen macht Ah! Unwissen macht Aua!
Theque und Anwendung_ sind keine Geger_]sa_tze’ sie ergénzen sich und Vor uns liegt ein sehr anspruchsvolles und sehr lohnendes Semester.
arbeiten wunderbar effizient zusammen wie linke und rechte Hand. Ich beginne am Ende und will Thnen zeigen, wo die Reise hingeht:
Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung. ZV"Z: ;‘}‘v‘ze“ds.ie‘ dtietse leth"gef 1\:;110}16 I‘:‘{fiabei kl?““e“fie
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Stirke! amit fosen, cle jetzt moch auberhalb frer Beichwelte flegen®
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Wozu lernen Sie jetzt schon Mathematik? wenick| | \WWozu lernen Sie jetzt schon Mathematik? Uberblick

Frage nicht nur, was die HM jetzt schon fiir dich tun kann.
Frage vor allem, was du jetzt schon fiir die HM tun kannst.

Wenn du ein Schiff bauen willst, lehre deine Leute nicht nur
ihr Handwerk, sondern erwecke ihre Sehnsucht nach dem Meer!

Dem Anwenden muss das Erkennen vorausgehen. (Max Planck, 1858-1947)

Manche:r schimpft auf die ,,ldstige Theorie* und scheitert alsbald an allzu naiver Anwendung,
getreu dem Slogan ,,Plane nicht, irre lieber!“. Manchmal geht das gut, aber meist leider nicht.
Wem nichts besseres einfillt, der prangert pauschal die ,,Theorielast* des Studiums an und fordert
unspezifisch aber publikumswirksam ,,Praxisbezug*. Hohle Spriiche werden gerne wiedergekéut.

‘Wer Mathematik anwendet, weil} es besser: Theorie ist keine Last, sondern wirksames Werkzeug.
Gute Ingenieur:innen kennen die moglichen Methoden und entscheiden umsichtig und informiert.
Die Erfahrung zeigt: Immer héufiger sind mathematische Methoden der Schliissel zum Erfolg.

Ambitionierte Studiengénge bauen daher konsequent auf umfassende mathematische Grundlagen.

Manche Studenten (m/w/d) des Ingenieurwesens skandieren die Forderung ,,Wir wollen keine
Theorie, sondern nur Beispiele! Wenn das Ihre personliche Uberzeugung ist, iiberdenken Sie Thre
Studienwahl: Es gibt rein anwendungsorientierte Ausbildungen mit einem Minimum an Theorie.
Fiir ein forschungsorientiertes Studium wire das unzureichend, allzu einseitig und kurzsichtig.
Wie oben erklirt, sollen Sie nicht nur Beispiele lernen, sondern moglichst vielseitige Methoden!

Der Nutzen konkreter Beispiele zum Erlernen einer Methode steht auler Frage. Ebenso wichtig
ist jedoch die zugrundeliegende Theorie: Sie ordnet und erkldrt. Das ist meist ein zweistufiger
Vorgang: Diese Vorlesung riickt Beispiele soweit moglich in den Vordergrund, stellt aber auch die
notwendige Theorie zur Verfestigung und Vertiefung bereit. Damit Sie sich diese Grundlagen
moglichst gut aneignen konnen, werde ich Definitionen und Sitze explizit formulieren und
ausfiihrlich behandeln, und deren sichere Beherrschung spiter auch von Thnen erwarten.



http://michael-eisermann.de/lehre/Fanshop
http://michael-eisermann.de
http://michael-eisermann.de/lehre/HM3
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Mathematik ist schén und nitzlich. Mathematik ist schén und nitzlich. Erléuterung
Als Ingenieur:in wollen Sie komplexe, praktische Probleme 16sen. Dazu Die HM3 lasst niemanden kalt. Es gibt zu ihr nur zwei Ansichten:
brauchen Sie theoretische Grundlagen und mathematische Methoden. @ Die einen lieben die HM3, sie wissen bereits, dass sie Mathematik
Sie haben forschungsorientierte Studiengange gewahlt: LRT und MaWi. dringend benopgen, sie erlernen .L_md nutzen sie daher frihzeitig.

Je anspruchsvoller die Aufgabe, desto mathematischer die Werkzeuge! @ Alle anderen hingegen. .. erst spater.
Genau zu diesem Ziel bietet und verlangt Ihr Studiengang die HM3. Wir beantworten heute die groBen Fragen des Lebens. ...
Mit lhrem Engagement im Studium entscheiden Sie tiber Ihre Zukuntt. zumindest fir dieses Semester in der Hoheren Mathematik 3:
. . . Was kann ich wissen?
Die richtige Wahl: Aufwartsspirale — Was soll ich tun?
engagiert mitarbeiten, gemeinsam lernen, erfolgreich studieren o .
9ag 9 ’ 9 Was darf ich hoffen?
Die falsche Wahl: Abwartsspirale — Immanuel Kant (1724-1804)
iw desinteressiert mitlaufen, planlos vertrédeln, frustriert aufgeben. . o .
Die HMS3 ist fur Sie nicht nur Verpflichtung, sondern auch Chance!
Lohnt sich Ihre Investition in die HM3? Ja, sicher! Fragen Sie Alumni... Erkliire es mir, und ich werde es vergessen.
1 spannende Themen, schéne und niitzliche Mathematik. Zeige es mir, und ich werde mich erinnern.
, Lass es mich tun, und ich werde es verstehen.
2 klare Struktur, hervorragende Betreuung, faire Klausur. '
Konfuzius (551-497 v.Chr.)
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Mathematik ist schén und niitzlich. .. und anspruchsvoll. Mathematik ist schdn und niitzlich. .. und anspruchsvoll. Eriauterung
© In aller Bescheidenheit: Unsere HM3 ist sensationell gut. Warum erzahle ich lhnen das? Sie kénnen mit uns rechnen!

Die Lehrveranstating It auSerordentich gut i ST wionay Ich mdchte, dass Sie verniinftig handeln und erfolgreich studieren.
Zu dieser Entscheidung gebe ich Ihnen die nétigen Informationen.
o e e o o Sie haben die Freiheit, unverniinftig zu handeln und zu scheitern.
S e fiogen urd Belanga der itz i ittt 20 Ich kann lhnen den Weg zeigen, gehen miissen Sie ihn selbst.
(— Die Riickmeldungen sind insgesamt sehr positiv, die Befragungen sind
Ich habe durch die Teilnahme an dieser L L T sensationell gut, besonders flr eine Grundvorlesung am Studienanfang
Lehrveranstaltung viel gelernt. ﬂ und zudem gar in der Mathematik, als Service im Ingenieurwesen.
N 4 Unser Gesamtpaket der Héheren Mathematik 3 ist hervorragend.
/\ Klar und ehrlich: Studieren heiBt sich bemiihen! Dafur arbeite ich extrem hart, genauer gesagt: Ihr gesamtes HM3-Team!
v o o e o Von lhnen erwarte ich dasselbe: ernsthaftes Engagement und Mitarbeit.
O Sraoy T lgan  sahrniacy = sehvhoen Mir ist wichtig, diese Grundfrage anfangs ein fir alle mal zu kldren.
AnschlieBend kénnen wir uns auf Inhalte konzentrieren!
Die Lehrveranstaltung hat mich ... deutlich Qe Sk 2% ok 2% deutlich . . . . op /
e Seutich —H doutich Quidquid agis, prudenter agas et respice finem!
[Was immer du tust, handele klug und bedenke das Ende!]
T
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Unser llias-Kurs ist informativ und liebevoll gestaltet. Unser HM3-Skript ist erprobt und umfassend.
e STV VT SRS 1 =R S ——————— e rr———
Z Hoéhere Mathematik 3 vertieft - WiSe 24/25 eingebettet in ein Lese- und Arbeitsbuch
Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen.
\,—‘m\r Timeline Info Mitglieder JOHANN WOLFGANG VON GOETHE (1749-1832), Faust
Parallel zu meiner aktuellen Vorlesung HM3 stelle ich hier meine Folien zur Verfiigung,
Herzlich willkommen zur Hheren Mathematikc 3 vertleft! erprobt und umfassend. Sie sind kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umfangli-
. 1 dlesern llas Kurs finden sie A Online Materialen 20 unserer ches Lese- und Arbeitsbuch. Wer sie nur hastig durchblttert, wird ihren Umfang ab-
‘ rtseite schreckend finden. Wer sich jedoch ernsthaft einarbeitet, wird sie gut nutzen kénnen.
« 2urVorlesung mit ntegrierter Vortagsilbung bieten i nen unser Skt erprobt und umfassend. Grne geschehen, moge e izen
« Jede Woche Iosen Sie hier in llias ein hilfreiches Quiz. Damit wiederholen Sie den aktuellen Vorlesungsstoff und sind so fur die Ubungen o Q ) 1| o112 — | + [Seitengroge . 2T2®@|»
« Zor Gt el i o i e Woche i bungalet i gt g Augaben. i Prisenzbungen s i i e Ko
I derObung, s for e
' @ . ’ erkennen.
verstehen.
\/ HM3-Termine im Oberblick Prof. Dr. Michael Eisermann anwenden
Institut fir Geometrie und Topologie (IGT)
Vorlesung und integrierte Vor- Quizze Gruppeniibungen michasl-eisarmann. de/ehre/iM3
tragsiibung Wachentlich veranstalten wir ein Quiz  Die Gruppenibungen finden mittwochs, donnerstags und freitags in Universitit Stuttgart
jeweils von Freitay r, bis Diens- wverschiedenen Blocken statt. Die genauen Zeiten und Raume finden
S TS e e e
« Freitag, 11:30 - 13:00 Uhr in V 47.01 Das erste Quiz startet am Freitag, den  Die Anmeldung zu den Ubungen findet am Mittwoch, den 16. Ok-
Die erste Vorlesung findet am Dienstag, den 15 Ok. > OKtober 2024. ;""f]'mg‘::““if v o5 et Treten Sie dazu einer Fiir die Mittilung von Unklarheiten und Fehlern aller Art
tober 2024, statt. ter lllas-Gruppen Im Qg ner bel sowie fiir Verbesserungsvorschlige bin ich stets dankbar!
Das erste Ubungsblatt (Bonusblatt 0 zur Wiederholung) gibt es & %
schon in der ersten Woche. Die ersten Ubungen finden in der zwei- 7 Habe Mut, dich deines eigenen Much to learn, you still have.
ten Vorlesungswoche statt, also am 23. bis 25. Oktober 2024, W%, Verstandes zu bedienen! This is just the beginning.
. n . . 015 . . . . 016
So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig. So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig. Eriauterung

blauer Titelbalken

/ = Vorlesung

Die ita i der

weiBer Titelbalken
= Hintergrund \

Die der Austtnnng|

Ziel: Wie verhalten sich Strémungen? Welche Gleichungen getten hier? Die Stromungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.
- — Sie ist for die e, beim Bau von

igen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flieBt!

47 Strémungslehre:
“ Fluiddynamik
o

inkompressibel:
Hydrodynamik

kompressibel:
Aerodynamik

ohne Reibung:
Euler-Gleichung

‘ mit Reibung:

Luft- und Wasserstromung um die Kanarischen Inseln Navier-Stokes

(0) Wie beschreiben Sie eine Stromung in einem Gebiet © C & iber ein
Zeitinterval I = [to, ]2 Geschwindigkeit i: 1 x @ — B: (1.) r i(t, )
und Massendichte o:1 x 2 — R: (1.)  o(t. ) und evil. wetere Daten.
Die Massenstromdichte pi': I x 2 - ? beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich €2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.

In jeder Vorlesung werden etwa 20 bis 25 Vorlesungsfolien besprochen;
diese bilden den blauen Faden, das Kernprogramm, unser GrundgerUst.
Zu jeder Vorlesungsfolie gehéren etwa drei Hintergrundfolien; sie bieten
hilfreiche Erlauterungen und Ergédnzungen, Anwendungen und Beispiele,
Aufgaben und Lésungen, usw. Dosieren Sie selbst nach lhrem Bedarf!

Die Folien erfiillen eine doppelte Funktion. Fiir meinen Vortrag erstelle
ich die Folien zur visuellen Unterstlitzung und nutze sie als Grundlage.
Diese Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen.

Hier finden Sie alles Wesentliche, darauf sollten Sie sich konzentrieren.

Dieses Grundgerust erganze ich durch Hintergrundinformation in Form
von Erlauterungen und Ausfiihrungen, Erinnerungen und Erganzungen,
Aufgaben mit Lésungen, weiteren Beispielen und Rechnungen, etc.
Dies folgt der bewahrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser
leichter eine vorhandene Ubung, Erklarung oder lllustration tibergehen
kénnen, als eine fehlende selbst (er)finden. Mége es beiden nitzen!

Ich versuche, jedes Thema so klar und einfach wie méglich darzustellen,
doch so prézise und ausfihrlich wie fur ein solides Verstandnis nétig ist.
Erklarungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung mindlich gebe,
finden Sie hier zum Nachlesen noch einmal schriftlich ausgefihrt;

sie nutzen mir als Erinnerung und beiden Lesern als Erlauterung.

Tipp: Ein fettgesetztes Stichwort kann mit ,#Stichwort" gesucht werden.




Kapitel A: Was sind und was sollen Integrale?

A1 Konstruktion des Volumens
A1.1 Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?
A1.2 Was sind und was sollen Integrale?
A1.3 Schreibweisen fir Integrale

A2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen
A2.1 Der Korper (R, +, -, <) der reellen Zahlen
A2.2 Reelle Funktionen und ihre Operationen
A2.3 Absolute Summation von Reihen

A3 Konstruktion des Integrals
A3.1 Treppenfunktionen und ihr Integral
A3.2 Einschachtelung und Ausschdpfung
A3.3 Absolut integrierbare Funktionen

A4 Eigenschaften des Integrals
A4.1 Zerlegung und Betragsabschatzung
A4.2 Fast Gberall gleiche Funktionen
A4.3 Erste Beispiele und Versténdnisfragen

Kapitel B: Eindimensionale Integration

B1 Integration durch Einschachtelung (nach Riemann)
B1.1 Treppenfunktionen und Integration durch Einschachtelung
B1.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
B1.3 Integrationsregeln und elementare Integralformeln

B2 Integration durch Ausschépfung (nach Lebesgue)

B2.1 Absolute Integration durch Ausschdpfung

B2.2 Der Hauptsatz fir integrierbare Funktionen

B2.3 Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert
B3 Integrale und Reihen

B3.1 Vergleich von Integral und Reihe

B3.2 Stirling—Formel und Gamma-Funktion

B3.3 Konvergenzkriterien von Abel, Leibniz und Dirichlet
B4 Fazit: Eindimensionale Integration

B4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

B4.2 Beispiele zur uneigentlichen Integration

B4.3 Analytische und glatte Funktionen

Kapitel C: Mehrdimensionale Integration

C1 Der Satz von Fubini
C1.1 lterierte Integrale fiir nicht-negative Funktionen
C1.2 Der Satz von Fubini fir integrierbare Funktionen
C1.3 Integration Gber Normalbereiche

C2 Der Transformationssatz
C2.1 Neue Variablen als geschickte Koordinaten
C2.2 Polarkoordinaten und das GauBsche Integral
C2.3 Zylinder- und Kugelkoordinaten

C3 Fazit: Hauptsatz, Fubini, Transformation
C3.1 Zusammenfassung
C3.2 Verstandnisfragen
C3.3 Normalbereiche

C4 Weitere Aufgaben und Anwendungen
C4.1 Tragheitsmoment von Zylinder und Kugel
C4.2 Warnende Gegenbeispiele zu Fubini
C4.3 Volumina, Polstellen, Integrierbarkeit

Kapitel D: Integrale und Grenzwerte

D1 Vertauschen von Integral und Reihe
D1.1 Absolute Konvergenz in L'
D1.2 Integration von Potenzreihen
D2 Vertauschen von Integral und Limes
D2.1 Punktweise Konvergenz
D2.2 Majorisierte Konvergenz
D3 Vertauschen von Integral und Ableitung
D3.1 Kompakte Integrationsbereiche
D3.2 Beliebige Integrationsbereiche
D4 Weitere Aufgaben und Anwendungen
D4.1 Warnende Beispiele zur Vertauschung
D4.2 Berechnung von Integralen und Reihen
D5 Kalkul der Distributionen
D5.1 Lésungen der Wérmeleitungsgleichung
D5.2 Distributionen und ihre Rechenregeln

Kapitel E: Integralsétze in der Ebene

E1 Die Integralsatze von Green und Gauf3
E1.1 Wegintegrale und Kurvenintegrale
E1.2 Ebene Kompakta mit stlickweise glattem Rand
E1.3 Der Integralsatz von Green: anschauen und nachrechnen!
E1.4 Der Integralsatz von Gauf3: anschauen und nachrechnen!

E2 Anwendungsbeispiele
E2.1 Schreibweise als Differentialform
E2.2 Die Greenschen Flachenformeln
E2.3 Arbeitsintegrale in der Thermodynamik
E2.4 Flacheninhalt und Schwerpunkt
E3 Verstandnisfragen und Aufgaben
E3.1 Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?
E3.2 Zwei prominente Vektorfelder: Wirbel und Quelle
E3.3 Der Hauptsatz fiir Arbeitsintegrale: HDI
E3.4 Lésung des Potentialproblems

Kapitel F: Integralsatze fiir komplexe Funktionen

F1 Crashkurs zum Residuensatz
F2 Komplexe Funktionen und Potenzreihen
F2.1 Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
F2.2 Exponentialfunktion und Zweige des Logarithmus
F2.3 Laurent-Reihen, Polstellen und Residuen
F3 Die Integralformel von Cauchy
F3.1 Integralsatz und Integralformel von Cauchy
F3.2 Fundamentalsatz der Algebra und Nullstellensuche
F3.3 Entwicklung in Potenzreihen und in Laurent—Reihen
F4 Der Residuensatz und Anwendungen
F4.1 Das Residuum einer isolierten Singularitat
F4.2 Der Residuensatz fir Kompakta
F4.3 Anwendung auf reelle Integrale
F5 Fazit: Residuenkalkul
F5.1 Verstandnisfragen und Vertiefungen
F5.2 Anwendungsbeispiele zum Residuenkalkul

Kapitel G: Integralsatze im Raum

G1 Crashkurs zu Integralsatzen im Raum
G1.1 Flachenintegrale und Integralsétze im Raum
G1.2 Einfihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
G1.3 Ausfihrliches Beispiel zum Satz von GaufB3

G2 Flachenintegrale im Raum
G2.1 Glatte Flachenstlicke und Parametrisierungen
G2.2 Kugelsegment, Kugelkappe, Torusflache
G2.3 Rotationskérper und Guldinsche Regeln
G3 Integralsatze im Raum
G3.1 Die Integralsatze von Stokes und Gauf3
G3.2 Anwendung: das archimedische Prinzip
G3.3 Numerik: Triangulierung und Linearisierung
G4 Fazit: Integralsatze
G4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
G4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
G4.3 Geometrie auf gekrimmten Flachen

Kapitel H: Erste Anwendungen der Integralsatze

H1 Partielle Differentialgleichungen der Physik
H1.1 Eulers Kontinuitatsgleichung
H1.2 Fouriers Warmeleitungsgleichung
H1.3 Newtons Gravitationsgesetz
H1.4 Maxwells Elektrodynamik

H2 Vektorfelder und Potentiale
H2.1 Konservative Vektorfelder
H2.2 Rotationsfreie Vektorfelder
H2.3 Einfach zusammenhangende Gebiete
H2.4 Radialsymmetrische Felder und Potentiale

H3 Fazit: Erste Anwendungen der Integralsatze
H3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
H3.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
H3.3 Notwendige und hinreichende Kriterien
H3.4 Gegenlaufige Wirbelfelder, Quadrupolis




Kapitel I: Fourier—Analyse periodischer Funktionen

11 Die trigonometrische Orthonormalbasis
11.1 Periodische Funktionen, erste Beispiele
11.2 Periodische Fortsetzung, Spiegelung
11.3 Skalarprodukt und Orthonormalbasis

12 Fourier—Analyse und das Dirichlet—Kriterium
12.1 Fourier—Entwicklung der S&dgezahnfunktion
12.2 Das Konvergenz-Kriterium von Dirichlet
12.3 Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen

I3 Rechenregeln zu Integration und Glattheit
13.1 Integrieren und Differenzieren
13.2 Abklingen der Fourier—Koeffizienten
13.3 Von Potenzreihen zu Fourier—Reihen

14 Fazit: Fourier—Analyse periodischer Funktionen
14.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
14.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen

Kapitel J: Die Fourier-Isometrie

J1  Parseval-Gleichung und Fourier—Isometrie
J1.1 Die Energiegleichung und erste Anwendungsbeispiele
J1.2 Die Fourier—Isometrie zwischen Funktion und Spektrum
J1.3 Isoperimetrische Optimierung durch Fourier—Reihen
J2  Punktweise und gleichméaBige Konvergenz
J2.1 Punktweise Konvergenz nach Dirichlet
J2.2 GleichmanBige Approximation nach Fejér
J2.3 Wann gilt punktweise Konvergenz fast tberall?
J3 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.1 Bestapproximation durch Orthogonalprojektion
J3.2 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.3 Vergleich der drei Konvergenzbegriffe
J4 Fazit: Fourier—Analyse und Synthese
J4.1 Zusammenfassung
J4.2 Versténdnisfragen

Kapitel K: Fourier-Transformation

K1 Erste Beispiele, Eigenschaften, Rechenregeln
K1.1 Von der Fourier—-Reihe zum Fourier—Integral
K1.2 Einfache Beispiele und erste Eigenschaften
K1.3 Der Umkehrsatz fur Fourier—Transformierte
K2 Analytische Eigenschaften
K2.1 Rechenregeln der Fourier—Transformation
K2.2 Ableitung und Multiplikation
K2.3 Faltung und Produkt
K3 Metrische Eigenschaften
K3.1 Energiegleichung und Fourier—Isometrie
K3.2 Die Unschérferelation flr Fourier—Paare
K3.3 Bedeutung in der Quantenmechanik
K4 Fazit: Fourier—Transformation
K4.1 Zusammenfassung
K4.2 Verstandnisfragen
K4.3 Weitere Aufgaben

Kapitel L: Laplace-Transformation

L1 Die Laplace—Transformation
L1.1 Definition der Laplace—Transformation
L1.2 Linearitat und Ableitungsregel
L1.3 Streckung, Dampfung, Verschiebung

L2 Anwendung auf Differentialgleichungen
L2.1 Tabelle einfacher Laplace—Transformierter
L2.2 Lésung von Differentialgleichungen
L2.3 Partialbruchzerlegung und Residuen

L3 Weitere Eigenschaften und Anwendungen
L3.1 Ricktransformation und Injektivitat
L3.2 Faltung und Integralregel
L3.3 Greensche Fundamentallésung

L4 Fazit: Laplace—Transformation
L4.1 Vergleich von Laplace und Fourier
L4.2 Anwendung in der Systemtheorie
L4.3 Aufgaben zu Differentialgleichungen

Kapitel M: Gewdhnliche Differentialgleichungen

M1 Erste Beispiele von Differentialgleichungen
M1.1 Einfache Beispiele aus der Mechanik
M1.2 Separierbare Differentialgleichungen
M1.3 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
M2 Exakte Differentialgleichungen
M2.1 Exaktheit und Potential von f(z,y) + g(z,y)y' =0
M2.2 Lésung durch einen integrierenden Faktor
M2.3 Lineare Differentialgleichungen
M3 Fazit: Existenz, Eindeutigkeit, Lésungsmethoden
M3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
M3.2 Methodenvergleich: Viele Wege flhren zum Ziel.
M3.3 Gut & schlecht gestellte Anfangswertprobleme
M4 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
M4.1 Umformung und L&sung durch Substitution
M4.2 Exakte Differentialgleichungen und Potentiale
M4.3 Qualitative Analyse, Runden und Eingrenzen

Kapitel N: Differentialgleichungen héherer Ordnung

N1 Harmonische Schwingungen
N1.1 Freie harmonische Schwingung
N1.2 Erzwungene harmonische Schwingung

N2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
N2.1 Charakteristisches Polynom und Fundamentalsystem
N2.2 Lésungsansatz flr spezielle rechte Seiten r(z)e”

N2.3 Greensche Lésungsformel fiir beliebige rechte Seiten

N3 Lineare Differentialgleichungen mit stetigen Koeffizienten
N3.1 Fundamentalmatrix und Variation der Konstanten
N3.2 Lésung durch Potenzreihenansatz

N4 Die Euler-Lagrange—Differentialgleichung
N4.1 Optimierung durch Variationsrechnung
N4.2 Lésung des Brachistochrone-Problems

N5 Fazit: Differentialgleichungen héherer Ordnung
N5.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
N5.2 Weitere Aufgaben und Methodenvergleich

Kapitel O: Dynamische Systeme

O1 Dynamische Systeme
O1.1 Der harmonische Oszillator als dynamisches System
01.2 Gekoppelte Oszillatoren und Eigenfrequenzen
01.3 Mathematisches Pendel und Energieflache
0O1.4 Das Naherungsverfahren von Runge—Kutta

02 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

02.1 Lokale Lésungen: Satz von Picard-Lindel&f

02.2 Fortsetzungen und maximale L&sungskurven

02.3 Sensible Abhéngigkeit von den Anfangsdaten

02.4 Aufgaben zu Existenz und Eindeutigkeit und Stabilitat
O3 Der Hauptsatz fiir lineare dynamische Systeme

083.1 Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes

083.2 Variation der Konstanten zur Partikulariésung

03.3 Matrizenkalkil und Exponentialfunktion

03.4 Fundamentallésung homogener DGSysteme

Kapitel P: Autonome Systeme, Gleichgewicht und Stabilitat

P1 Lineare DGSysteme mit konstanten Koeffizienten
P1.1 Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen
P1.2 Lésungen mittels Eigenvektoren und Eigenfunktionen
P1.3 Lésungen mittels Hauptvektoren und Hauptfunktionen
P1.4 Von komplexen zu reellen Lésungen

P2 Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten
P2.1 Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat
P2.2 Rauber-Beute-Modell nach Lotka—Volterra
P2.3 Stabilitdtsanalyse nach Lyapunov
P2.4 Hamiltonsche Dynamik und Stabilitat

P3 Fazit: Differentialgleichungssysteme
P3.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
P3.2 Reduktion der Ordnung und Methodenvergleich
P3.3 Beispiele zur Dynamik um Fixpunkte und In/Stabilitét
P3.4 Invariante Mengen dank Tangentialbedingung




Kapitel Q: Partielle Differentialgleichungen (PDE)

Q1

Q2

Q3

Erste Beispiele partieller Differentialgleichungen

Q1.1 Partielle Ableitungen und der Satz von Schwarz

Q1.2 Cauchy—Riemann und Maxwell-Gleichungen

Q1.3 Konvektion-Diffusion und Navier—Stokes—Gleichungen
Q1.4 Ideale ebene Strdmungen und holomorphe Funktionen
Lineare PDE erster Ordnung

Q2.1 Lineare Differentialoperatoren

Q2.2 Lésung entlang charakteristischer Kurven

Q2.3 Die Charakteristikmethode und warnende Gegenbeispiele
Q2.4 Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten

Fazit: PDE erster Ordnung

Q3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

Q3.2 Aufgaben zur Charakteristikmethode

Q3.3 Losung durch Potenzreihenansatz

Q3.4 Methodenvergleich: Viele Wege flihren zum Ziel.

Kapitel R: Lineare PDE zweiter Ordnung

R1 Lineare PDE zweiter Ordnung

R1.1 Lésung durch Fourier—Transformation

R1.2 Klassifikation linearer PDE zweiter Ordnung

R1.3 Trennung der Variablen durch Produktansatz
R2 Anwendung auf die Potentialgleichung

R2.1 Laplace—Gleichung auf einem Rechteck

R2.2 Eindeutigkeit und Minimum-Maximum-Prinzip

R2.3 Gut gestellt? Hadamards warnendes Gegenbeispiel
R3 Anwendung auf die Wellengleichung

R3.1 Die harmonisch schwingende Saite

R3.2 Wellengleichung und die gezupfte Saite

R3.3 Die Energiemethode beweist die Eindeutigkeit.
R4 Fazit: PDE zweiter Ordnung

R4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

R4.2 Aufgaben zur Separationsmethode

Kapitel S: Die Warmeleitungsgleichung

S1

S2

S3

S4

Die Wéarmeleitungsgleichung und ihre freien Lésungen
S1.1 Von der Warmebilanz zur Differentialgleichung

S1.2 Warmeleitungskern und Superposition

S1.3 Lésung durch Fourier—Transformation

Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung als ARWP
S2.1 Wie schnell kiihlt ein Stab Uber seine Enden ab?

S2.2 Was passiert bei gleichmaBigem Aufheizen?

S2.3 Was passiert bei Isolierung an den Randern?

Existenz und Eindeutigkeit und Naherung des ARWP
S3.1 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

S3.2 Energie und Minimum-Maximum-Prinzip

S3.3 Approximation durch finite Differenzen

Die dreidimensionale Warmeleitungsgleichung als ARWP
S4.1 Wie schnell kiihlt eine Kugel Gber ihren Rand ab?

S4.2 Anwendungsbeispiele aus Kiche, Keller, Krimi

S4.3 Fazit: Ldsungen der Warmeleitungsgleichung

Kapitel T: Wahrscheinlichkeitsrechnung

T1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
T1.1 Zufall und Wahrscheinlichkeit: Grundbegriffe
T1.2 Rechnen mit Ereignissen: Wahrscheinlichkeitsrdume
T2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit
T2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Formel von Bayes
T2.2 Stochastische Unabhéangigkeit von Ereignissen
T3 Das Gesetz der groBen Zahlen (GGZ2)
T3.1 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz
T3.2 Die Ungleichungen von Pafnuty Chebychev
T3.3 Unabhangige Wiederholung: Gesetz der gro3en Zahlen
T3.4 Stochastische Abhangigkeit: Korrelation vs Kausalitat
T4 Fazit: Wahrscheinlichkeitsrechnung
T4.1 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
T4.2 Sex: Was niitzen dem Pfau seine Federn?
T4.3 Tischkicker: Das Runde muss ins Eckige.
T4.4 Google: die zufallige Irrfahrt im Internet

Kapitel U: Kombinatorik und Naherungen

U1

uz2

U3

u4

Produktexperimente

U1.1 Ausfallwahrscheinlichkeiten

U1.2 Prognosen zu Reaktorunfallen
U1.3 Kollision und Geburtstagsparadox

Kombinatorik und Urnenmodelle
U2.1 Kombinatorische Abzahlformeln
U2.2 Schubfachmodelle: {1,.. ., k} —{1,....n}

U2.3 Urnenmodelle: Ziehung von k aus n Kugeln

Drei grundlegende stochastische Modelle
U3.1 Hypergeometrische Verteilung: Stichproben
U3.2 Binomialverteilung: unabhéngige Versuche
U3.3 Poisson-Verteilung: bequeme N&herung
Fazit: hypergeometrisch, binomial, Poisson
U4.1 Verstandnisfragen und weitere Aufgaben
U4.2 Poissons Gesetz der kleinen Zahlen

U4.3 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

Kapitel V: Der lokale Grenzwertsatz

V1 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen
V1.1 Kontinuierliche Verteilungen
V1.2 Wahrscheinlichkeitsraume
V1.3 Eindimensionale Normalverteilung

V2 Erwartung, Varianz, Streuung
V2.1 Kumulative Verteilungsfunktion
V2.2 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz
V2.3 Verteilungen und ihre KenngréBen

V3 Der lokale Grenzwertsatz (LGS)
V3.1 Von der Binomial- zur Normalverteilung
V3.2 Der lokale Grenzwertsatz B(n, t) ~ N(y, 0?)
V3.3 Erste Anwendungsbeispiele

V4 Fazit: der lokale Grenzwertsatz
V4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
V4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
V4.3 Kleine Stichprobe und Intervallsch&tzung

Kapitel W: Der zentrale Grenzwertsatz

Wi

Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)

W1.1 Stochastisch unabhangige Zufallsvariablen
W1.2 Beispiele und erste Beobachtungen

W1.3 Der zentrale Grenzwertsatz

W2 Statistische Anwendungen

W2.1 Konfidenzintervalle
W2.2 Fehlerfortpflanzung
W2.3 Regressionsanalyse

W3 Fazit: der zentrale Grenzwertsatz

W3.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
W3.2 Summen von Zufallsvariablen und Grenzwertsétze
W3.3 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele

W4 Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung

W4.1 Laplace— und Fourier—Transformation von WMafen
W4.2 Beweisidee des zentralen Grenzwertsatzes
W4.3 Entropie verstehen und anwenden

Kapitel Z: Zusammenfassung

Das letzte Kapitel versammelt alle Kapitelzusammenfassungen

und bietet so eine Zusammenschau der wichtigsten Ergebnisse,
Satze und Methoden dieser Vorlesung zur Héheren Mathematik.
Im Laufe des Semesters fiihren wir Sie Schritt fir Schritt dorthin.

Diese Zusammenfassung ist dazu nur eine Gedachtnisstiitze; zum
soliden Verstandnis bendtigen Sie alle Grundlagen und viel Ubung!
Erfahrung, Umsicht und Versténdnis lassen sich nicht eintrichtern,
sondern nur durch regelmaBige Ubung erwerben. Also: Uben Sie!

Wir beginnen diese Vorlesung mit einem Kapitel zur Vorschau;
dies gibt zunachst eine Ubersicht der zentralen Themen der HM3
und dient somit zu einer ersten Orientierung und zu Ihrer Motivation.

Auch wenn Sie die ndtigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kdnnen
Sie doch sinngemaf erahnen, welche Techniken Sie brauchen werden.
Sie kdénnen jetzt schon die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den néchsten Wochen einldsen.
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Ein hoher Turm braucht eine breite Basis.
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Ein hoher Turm braucht eine breite Basis.
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Aufgabe: Konstruieren Sie eine Saule aus einem Material konstanter
Dichte o, so dass der Druck (Last pro Flache) Uberall konstant p ist.

Zahlenbeispiel: Beton o = 3g/cm3, Last Gy = 4600kN, Radius 7o = 1m, Héhe 300m.
Unser Modell ist zwar extrem vereinfacht, aber es illustriert doch recht gut das Prinzip.

Lésung: In Héhe = haben wir den Radius r(z) > 0 gemaf Skizze.
Die Flache ist A(z) = 7r(x)?, das Volumen V (z) = [, wr(h)? dh,
das Gewicht G(z) = goV (x), der Druck G(z)/A(z) = p. Insgesamt:
go- / ar(h)?dh = p-ar(z)?
h=0
Ableiten dieser Integralgleichung ergibt unsere Differentialgleichung:

2p7r(z) ' (z).

Diese ist elementar I6sbar. Wir trennen die Variablen und integrieren:

r'(z) _ ge /“” r'(R) /“”
———===1c = dh = cdh = Inr(z) —Inrg=cx
r(z)  2p n=0 7(h) h=0 (@) 0

Wir erhalten somit r(z) = ro e®. Der Radius wéchst exponentiell!

Dank passender mathematischer Werkzeuge gelingt uns die Rechnung erfreulich leicht.

Im Zahlenbeispiel gilt p ~ 1500kN/m? und r(z) = 1m - e *°V/™ also 7(300m) ~ 20m.
Probe / Plausibilitit: Die Druckfestigkeit liegt je nach Beton zwischen 10 und 100N /mm?.
Unsere Rechnung illustriert das Grundprinzip. Anwendungen berechnet man noch viel genauer!

gomr(z)® =
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Theorie und Anwendung: Modellierungskreislauf

© Abstraktion ist die Kunst, Wichtiges von Unwichtigem zu trennen.
Differentialgleichungen nutzen wir zur Formulierung der Naturgesetze,
sie sind die universelle Sprache der Naturwissenschaft und der Technik:
Damit kénnen wir Probleme formulieren, strukturieren, verstehen, 16sen.

1. Grundlegendes Versténdnis der vorliegenden Situation:

Um Anwendungen in der Physik, Mechanik, Thermodynamik,
Strémungslehre, etc. zu verstehen, bendtigen Sie zunachst die
erforderlichen Grundkenntnisse der betroffenen Anwendungsgebiete:
Naturgesetze, grundlegende Modelle, geeignete Vereinfachungen, etc.

© Erst so kdnnen Sie die Situation quantitativ und prazise erfassen.

2. Mathematische Modellierung der vorliegenden Situation:
Durch geeignete Vereinfachung, Formalisierung und Abstraktion
erhalten Sie ein mathematisches Modell. Dieses besteht aus den
relevanten GréBen und den zwischen ihnen gelten Beziehungen,
meist geeignete Gleichungen, sehr haufig Differentialgleichungen.

© Hierzu nutzen Sie die Techniken lhrer HM und weitere nach Bedarf.

3. Lésung durch geeignete mathematische Werkzeuge: Dazu lernen
Sie hier die grundlegenden Rechentechniken. Das ist ein weites Gebiet!
Je nach lhren Anwendungen vertiefen Sie die nétigen Techniken zur
numerischen Néherung, zu partiellen Differentialgleichungen, etc.

© Lésungen sind oft schwer zu finden, aber leicht zu berpriifen.
Zur Sorgfalt gehort, die gefundenen / benachbarte / alle Lésungen
zu prifen, zu diskutieren und umsichtig alle Sonderfalle zu beachten.

4. Anpassung und Uberpriifung anhand gegebener Daten:

Ist eine mathematische Lésung oder numerische Naherung gelungen,
so passen Sie schlieBlich die noch freien Parameter des Modells an die
gegebenen Daten an und Uberpriifen soweit méglich die Vorhersagen
des Modells durch Experimente, Messungen, Alternativmodelle, etc.

/\ Falls nétig muss erneut ab (1) ein besseres Modell erstellt werden.

Diese Vorlesung konzentriert sich auf L6sungsmethoden (Schritt 3).
Aus lhren Vorlesungen kennen Sie bereits einige Anwendungen (1,2,4),
viele weitere werden noch folgen. Nutzen Sie diese Querverbindungen!

Warum ist Mathematik so erfolgreich? "
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Warum ist Mathematik so erfolgreich?

Theorie / Mathematik

3. Theorie

aufbauende Eigenschaften
Regeln, Satze, Beweise

2. Modell

grundlegende Eigenschaften
Annahmen, Gesetze, Axiome

analysieren

folgern, I6sen

vorhersagen?
=)=

modellieren X vereinfachen
/~ planen?

konkretisieren L interpretieren
idealisieren " abstrahieren

G spezialisieren y/ validieren

Problem
bunso

1. Empirie anpassen 4. Anwendung
Beobachtung / Experiment — H Interpretation der Resultate
Erfahrungen, Wiinsche, Ziele tberprifen Uberpriifung des Modells
Realitat / Anwendung

Konkrete Anwendung benétigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Alles Denken beruht auf Modellen; diese konnen deskriptiv oder normativ eingesetzt werden.
Deskriptiv: beschreibend (Kettenlinie), erklirend (Planetenbewegung), vorhersagend (Wetter).
Normativ: vorschreibend (Bauplan), planend (Raumsonde), gesetzgebend (Klimaschutz).
Ingenieur:innen wollen beides, nicht nur passiv vorhersagen, sondern auch aktiv steuern

und beeinflussen. Hierzu benotigen Sie ausreichend starke mathematische Werkzeuge.

Die Differential- und Integralrechnung kennen Sie aus der HM1&2 und
wissen bereits, wie nitzlich sie lhnen jetzt schon in Anwendungen ist.
Diese Techniken werden wir dieses Semester ausbauen und vertiefen:
Integralrechnung und ihre Anwendung auf Differentialgleichungen.

Hierzu mdéchte ich gleich zu Beginn einige beriihmte Anwendungen
skizzieren, so dass Sie sich einen ersten Eindruck verschaffen kénnen.
Im obigen Beispiel suchen wir eine geeignete Form unseres Turmes.
Es ist demnach nicht nur eine Zahl gesucht, sondern eine Funktion!

Die Aufgabe flhrt zu einer Differentialgleichung, also einer Gleichung,
in der die gesuchte Funktion y(z) und ihre Ableitungen y'(z) auftreten.
Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik haben diese Form:
Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.

Auch wenn Sie die ndtigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kénnen
Sie doch sinngemaf erahnen, welche Techniken wir brauchen werden.
Sie kdnnen so in etwa die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den néchsten Wochen einldsen.
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Newtons Himmelsmechanik: der historische Triumph

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse m;, > 0, Position u(t) € R? und Geschwindigkeit v, (¢) € R>.
Lésung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

Up = vk, Uk = fe(u) = Z

ym; 7’“] —
j#k 2 |’le = uk|3

Vorgegeben sind die Anfangssdaten w(0) und vy (0) zur Zeit ¢t = 0.

Als Losung gesucht ist die Bewegung (u1,v1, . . ., tupn, vy) : [0, T[ — R5™,
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Lésung? Ja, das ist
der zentrale 3&E-Satz! Kollision oder Expulsion nach co sind méglich:
Eventuell existiert die Lésung nur flr eine kurze Zeit T > 0. Fir manche
Startwerte sind Lésungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Gliick!
© Den Fall n = 2 I6sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
@ Firn > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen lésen!
© Euler—Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 = to < t; < tp <t3 < ...,

ug(tiv1) ~ up(ti) +op(ts) - (i — 1),
vp(tiv1) = or(ti) + fr(u) - (i1 — ).

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit.

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.
Neben den zahlreichen ,,Fixsternen (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,,Wandelsterne*
(Planeten unseres Sonnensystems). Ihre Bewegung ldsst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zunichst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der groen Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

¢

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus’ heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prizisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst Isaac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-Korper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkliren, ja herleiten. Newtons revolutionire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erkldrt die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auBerirdische Phinomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Warum hilft Abstraktion?
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung.
Sie erklart und quantifiziert Zusammenhange: Das ist ihr Nutzen!
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke!
Sie ist schén und gut: asthetische Kunst und nitzliches Handwerk.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir
un instrument pour ’étude de la nature. Mais ce n’est pas tout:
elles ont un but philosophique et, j'ose le dire, un but esthétique.
Henri Poincaré (1854-1912)

Das Wort ,abstrakt missbraucht der Ignorant gern als Schimpfwort fir
alles, wortiber ihm die Kenntnis fehlt oder wovor er die Miihe scheut.
Zur Klarstellung muss und will ich Partei ergreifen fir die Abstraktion:
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erkléren als ihre zahlreichen Spezialfélle.
Denkokonomie: Daten &ndern sich, Methoden bleiben bestehen.

© Dabher betone ich konkrete historische Beispiele zum Wechselspiel
von Theorie und Anwendung. Die Geschichte ist lehrreich und lohnend.

Ziel: Wie verhalten sich Strdmungen? Welche Gleichungen gelten hier?

Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln

(0) Wie beschreiben Sie eine Strémung in einem Gebiet Q C R3 (iber ein
Zeitintervall T = [to, t1]? Geschwindigkeit 7: T x Q — R3: (¢, &) +— ¥(t, 7)
und Massendichte o: I x Q — R: (¢t,Z) — o(t, Z) und evil. weitere Daten.
Die Massenstromdichte o: I x  — R3 beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K € © C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fur inkompressible Strémungen, also flr o = const?

Lésung: (1) Die Uber die Randflache S = 0K ausstromende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

%///KgdKJrﬁé:aK(gﬁ-ﬁ)dS:o

(2) Wir dirfen die Ableitung unters Integral ziehen dank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung do/0t:

d Kpkt 6@
G e = [l Fax

Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringen und dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von Gauf3 (G3G):

# (o¥+1)dS “—m // div(g?)d
S=0K

Dank Linearitét des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

/// { +div gv)} dK =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt fir jedes Kompaktum K & .
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

do | o
E+dlv(gv)—0

Diese Kontinuitéatsgleichung ist grundlegend fiir die Strémungslehre.
(4) Flr inkompressible Stromungen gilt ¢ = const und somit div @ = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flie3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu genlgt allgemein bereits d;p + ¥ - grad ¢ = 0. Sehen Sie warum?
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Kérper?
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Warmebilanz fiir K = Kaninchen bei ¢t € Winter

Wir betrachten ein Gebiet Q C R? und ein Zeitintervall I = [to, ;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte ¢: I x Q — R,
Warmedichte u: I x © — R und Warmefluss f: 7 x Q — R3.

Aufgabe: (1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehérige Differentialgleichung.
(4) Vereintachen Sie schlieBlich durch die Annahme f'= —r V.

Losung: (1) Fir jedes Kompaktum K &  gilt die Warmebilanz:

Von den Wérmequellen in K zugefiihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen W&rmeenergie
+ Warmefluss tber den Rand von K nach auBBen

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

///Kq(t,x)dx=%M{u(t,x)di+#€=aKf(t7x)-ﬁdS

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benétigt.
Ich greife hier schon mal vor: g sei stetig, f einmal stetig diff"bar, u zweimal stetig diff bar.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

(2) Mit GauB3 (G3a) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

#5’:6}( ft,2) s i':ll‘ //K V. f(t,z)dz

Dirfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, o;u stetig!

d Kpkt o
E///Ku(tw)dx = //Kau(t,x)dx

Dank Linearitét des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///K {%u(t, 2) + V- fit,x) — qlt, z)} de — 0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fiir jedes Kompaktum K € Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

‘ duult,x) + V- ft,x) = q(t,z) ‘

Diese Gleichung gilt iiberall dort, wo etwas entsteht (¢), gespeichert wird (u) und flief3t ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heifit deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielféltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier-Theorie 16sen kénnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie u = o und f: ov erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.

(4) Warme flieBt von warm nach kalt, genauer f = —x Vu. Einsetzen:
Opu(t,x) + V+ [-6 Vu(t,z)] = q(t,2)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
du—kAu=q mit A=5?+0%+02

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7", genauer

u = ocT' mit Dichte ¢ und Wirmekapazitit c. Sie fliefit proportional zur Temperaturdifferenz,
also f = —\ VT mit Wirmeleitfahigkeit A. Demnach gilt f'= —x Vu mit k := = X/(oc). 5223
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfihigkeit (¢, 2) riumlich konstant und isotrop.

Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung (1822):

u 0? 0? 0?
6t —kAu=gq mit A*aix%"'aix% 671%

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u (links) mit Inhomogenitiit g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wirme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768-1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach ihm benannte Fourier-Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und g. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) kénnen wir die Fundamentallgsung angeben!
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Mars & Venus Express

Venus Express: Wieviel Treibstoff ist noch im Tank? *

Missionen der ESA

Start Jun. 2003 in Baikonur

Mars-Orbit ab Jan. 2004
| — Suche nach Wasser
Start Nov. 2005 in Baikonur
Venus-Orbit ab Apr. 2006
— Atmosphare der Venus

Orbiter: Masse 633kg leer
plus Treibstoff (MMH+NTO)
Acht Steuertriebwerke mit
je 10N Schub (im Labor)
Fortsetzung oder Ende:
Wie lange reicht der Sprit?

Siehe en.wikipedia.org/wiki/Mars_Express und /Venus_Express

Aus Steuermandvern errechnete Masse fiir 366 Tage bis 31.12.2012.
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Mathematische Statistik: Konfidenzintervalle
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Mathematische Statistik: lineare Regression

Jahresmittelwert der Gesamtmasse mit 3c—Konfidenzintervall.
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Regressionsgerade mit Konfidenzintervallen: 1o, 20, 30.
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Themen der HM1&2: Voraussetzung
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Themen der HM3: Zielsetzung

Lineare Algebra und Geometrie:

@ Reelle und komplexe Zahlen RCC

@ Euklidische Vektorrdume R", C"

@ Matrizen & lineare Gleichungssysteme Az =y

@ Eigenvektoren und Diagonalisierung Av = lv

@ Normalformen fir Quadriken 22—y =1
Analysis:

@ Konvergenz von Folgen und Reihen > oho Gk

@ Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit

@ Differential- und Integralrechnung

@ Differentialrechnung mehrerer Variablen
@ Vektorfelder, Wegintegrale und Potentiale

limg sz, f(x)
[ f(@)da = [F}
0p0yf = 0y0s f
rotgrad f =0

© Auf die Beherrschung all dieser Grundlagen kénnen Sie stolz sein,
als Handwerkszeug schon jetzt im Studium und ebenso spéater im Beruf!

Die HM3 bietet viel und verlangt viel ... in kurzer Zeit (37 Termine):

@ Mehrdimensionale Integration (4) Jgn f(x) dz
@ Integralsatze in Ebene und Raum (7) Jpdf = [o5f
@ Fourier-Analyse und Laplace-Transformation (5)  f(t) ~ 3 ¢ e

@ Gewohnliche Differentialgleichungen (8)

u'(t) = f(t,u(t)

@ Partielle Differentialgleichungen (4) Oy u(t,z) = 02 u(t,x)

P(A|B) = %

@ Wahrscheinlichkeitsrechnung (8)
© Diese méchtigen Techniken sind in Anwendungen allgegenwértig.
Jedes dieser Themen verdient eigentlich seine eigene Vorlesung. . .
Sie bekommen alles als ,Best-of“ in einem einzigen Semester!
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Ziele der HMB3 laut Modulbeschreibung
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Ziele lhrer universitdren Ausbildung

Die Studierenden verfiigen Uber grundlegende Kenntnisse
@ der Integralrechnung fir Funktionen mehrerer Veranderlicher,
@ gewohnliche und partielle Differentialgleichungen,
@ Fourier—Reihen und Integraltransformationen sowie Stochastik.

Sie kénnen die behandelten Methoden selbststandig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anwenden.

Sie besitzen die mathematische Grundlage fir das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften. Sie kénnen sich
mit Spezialist:iinnen aus dem ingenieurs- und naturwissenschatftlichen
Umfeld Gber die benutzten mathematischen Methoden verstandigen.

Konkrete Anwendung benotigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Daher Ihr Ziel: Sie beherrschen Ihr Handwerk, verstehen die Grundlagen und wenden passende
Werkzeuge fachgerecht an. Sie miissen dazu das Rad nicht neu erfinden: Ihr Studium biindelt die
Erfahrung vieler Generationen. Diesen Erfahrungsschatz sollen sie kennen und nutzen lernen.
Das gilt insbesondere fiir die Mathematik: Hier erlernen Sie Ihre Denk- und Rechenwerkzeuge.
Man kann Techniken auch oberflichlich kennen, aber ohne Ubung nicht effizient anwenden.
Aus diesem Grund sollen sie jede Woche die Ubungen ausgiebig und selbstkritisch nutzen!

Aus dieser ambitionierten Zielsetzung ergibt sich die Vorgehensweise:

@ Selbststandig: Es geht nicht nur um Auswendiglernen,
sondern um Verstehen und unabhéngige Urteilsféhigkeit.

@ Sicher: Es geht nicht nur um Intuition oder Spekulieren,
sondern um nachvollziehbare Argumente und Rechnungen.

@ Kritisch: Es geht nicht nur um Glauben oder (Auto)Suggestion,
sondern um (selbst)kritische Fragen und sorgféltige Antworten.

@ Korrekt: Sie beherrschen Definitionen, Satze, Methoden, Proben.
Gegenbeispiele zeigen Fehlerquellen, die es zu vermeiden gilt.

@ Kreativ: Es geht nicht nur um fertige Rezepte,
sondern um eigensténdige Anwendung.

Manche:r mochte Werkzeuge anwenden, auch ohne zu verstehen. , [Echte Macher lesen keine
Bedienungsanleitung.* Fiir Low-Tech mag das vielleicht geniigen, bei High-Tech sicher nicht.
Auch im Studium lockt diese scheinbare Abkiirzung: unverstandene Rezepte blind anwenden.
Das ist weder selbststindig noch sicher, weder kritisch noch kreativ, und meist nicht korrekt!
Kurzum: Ohne Grundlagenwissen tappen Sie im Dunkeln und konnen die Werkzeuge nicht
richtig nutzen. Damit verbauen Sie sich den Weg zu effizienten Lésungen, oder schlimmer noch,
treffen fatale Fehlentscheidungen. Seriose Ingenieursarbeit braucht grundlegendes Verstindnis!
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Kapitel A

Was sind und was sollen Integrale?
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Alles messen, was messbar ist —
und messbar machen, was noch nicht messbar ist.

Galileo Galilei (1564—1642)

Halbversion . michael-eisermann.de/lehre/HM3 . 26.02.2025
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1 Konstruktion des Volumens
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Was sind und was sollen Integrale?
Schreibweisen fir Integrale
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Integration: Theorie und Anwendung
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Integration: Theorie und Anwendung
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Emile Borel
(1871-1956)

Bernhard Riemann
(1826-1866)

Henri Lebesgue
(1875-1941)
Integration ist ein machtiges und allgegenwartiges Werkzeug.
Wir werden der Reihe nach drei fundamentale Fragen kléren:
1 Konstruktion: Was sind und was sollen Integrale?
2 Werkzeugkasten: Welche Rechenregeln gelten?
8 Training: Wie berechnen wir konkrete Beispiele?

Differenziert und integriert wird seit Newton (1643—1727) und Leibniz (1646-1716).

Thre Infinitesimalrechnung ist iiberaus erfolgreich und wird systematisch weiterentwickelt.
Die Integrationstheorie ist eine Errungenschaft des 19. Jahrhunderts (dank Riemann, Darboux,
Jordan, ...) und vollendet zu Beginn des 20. Jahrhunderts (dank Borel, Baire, Lebesgue, ... ).

Auch nach tiber hundert Jahren bewihrt sie sich tiglich in ihren zahlreichen Anwendungen,
von der Fourier—Analyse in der Signalverarbeitung iiber die allgegenwiirtige Wahrscheinlich-
keitsrechnung bis zur Quantenphysik. Das wird auch in weiteren hundert Jahren noch so sein:
Solide mathematische Arbeit hat einen extrem langen Nutzen. Die Investition lohnt sich!

Die Integration wird uns die ersten Wochen beschiftigen, ihre Anwendungen das gesamte
Semester. Dieses Uberblickskapitel gibt zunichst eine erste Kurzanleitung zur Integration.
In der Praxis stehen Sie vor allem vor der letzten Frage (3): Zu einer vorgelegten Funktion
f:9 — R wollen Sie das Integral [, f(x) da berechnen. Dazu brauchen Sie geeignete
‘Werkzeuge, insbesondere ausreichend starke Rechenregeln (2). Um diese tiberhaupt erst zu
erhalten und zu verstehen, miissen wir die erste Frage kldren: (1) Was bedeutet Integration?

Zur Not kann man versuchen, sich allein auf die besonders relevante dritte Frage zu stiitzen und
moglichst viele Beispiele auswendig zu lernen. Erfahrungsgemif erscheinen diese dann jedoch
unzusammenhingend und eher verwirrend. Es ist wesentlich effizienter, sich zuerst den nétigen
Uberblick zu verschaffen, um so allen Anwendungen gemeinsam die nétige Struktur zu geben.

Eine solide Grundlegung ist wichtig, um zu wissen, wovon wir reden! Ich erklire Ihnen hierzu
eine Handvoll Prinzipien, auf denen die gesamte Integration aufbaut. In den folgenden Kapitel

entwickeln wir hieraus praktische Rechenregeln, illustrative Beispiele und erste Anwendungen.
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Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?
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Definition: Messbare Mengen und ihr Volumen

Teilmengen A C R? wollen wir ihren Flacheninhalt voly(A) zuweisen.
Problem: Nach welchen Regeln? Welche Mengen sind messbar?

(1) Normierung
auf Rechtecken

(3) Monotonie

(2) Additivitat

(4) Einschachtelung

.
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Ebenso fiir den Rauminhalt vol3(A) von Teilmengen A C R3, und
allgemein fiir das n—dim. Volumen vol,,(A) von Teilmengen A C R".

Messbare Mengen A C R™ und ihr n—dimensionales Volumen
vol, (A) € [0, oo] definieren wir nach folgenden fiinf Grundregeln:

(1) Normierung: Jeder n—dimensionale Quader A C R"™ ist messbar,
und sein Volumen vol(A) ist das Produkt seiner Seitenlangen.
© Speziell fiir die leere Menge 0 folgt daraus vol(f) = 0.

(2) Additivitat: Sind A, B C R™ messbar, so auch AU Bund AN B,
und flr diese vier gilt vol(A) + vol(B) = vol(A U B) + vol(A N B).

© Fir An B = 0 folgt vol(A L B) = vol(A) + vol(B) dank vol(f) = 0.
(3) Monotonie: Sind A, B C R"™ messbar, so auch C = B \ A.

© Aus A C Bfolgt B= AU C und vol(A) < vol(B) dank Additivitét (2).
(4) Einschachtelung: Gilt A C Ay C Ay, C...CCC...CB,C B CBy
mit Ay, B, messbar und vol(Bj, \ A;) N\ 0, so ist auch C' messbar.

© Dank Monotonie (3) folgt daraus vol(A) ' vol(C) ./ vol(Bg).

(5) Ausschépfung: Sind Ay C A; C A, C ... messbar, so auch ihre
Vereinigung A = Ao U A; U A U..., und dabei gilt vol(A) 7 vol(A).
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Was sind und was sollen Integrale?
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Was sind und was sollen Integrale?

Beispiel: Wir integrieren f(z) = e=**/2 iber Q = -1,2].
G

Jy f(@)dz

Q ‘ x

Zur Funktion f: R — R existiert eine Integralfunktion F': R — R:z — f; f)dt mit F' = f
dank Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (B11). Leider ist " nicht elementar (B1P).
Schon in solch einfachen Beispielen benétigen wir die geometrische Integraldefinition als Fliche!

Grundidee: Sei Q2 = [a, ] ein Intervall und f: [a, b] — R stetig.
Das Integral f: f(z) d misst die Flache unter dem Graphen von f.

Verallgemeinerung: Sei 2 C R" ein Quader und f:Q — R stetig.
Das Integral [, f(x) dz misst das Volumen unter dem Graphen von f.

Beispiel: Wir integrieren f(x1,z2) = 1+ 22 — 23 Uber Q = [-1,1]2.

Gesucht ist das Volumen unter dem Graphen, also f:z f(z) dz. Dieses sehr einfache Beispiel
lisst sich auch ohne Rechnung I8sen: [, f(z) dz = 4. Konnen Sie es sehen? und ausrechnen?
Solide Grundlagen helfen der geometrischen Anschauung und dann der formalen Ausfiihrung!
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Intervalle und ihre Lange

Rechtecke und ihr Flacheninhalt e

Definition A3A: Intervalle und ihre L&nge

Eine Teilmenge I C R heifB3t Intervall, falls fir alle a < z < bin R mit

a,b € I auch z € I gilt. Fur a < b haben wir die endlichen Intervalle
b ={zeR|a<z<b}, Jab:={zeR|a<z<b},
[a,b[::{x€R|a§x<b}, ]a,b]::{x€R|a<x§b},

sowie die unendlichen Intervalle wie | —oco, +00[ = R und

[a,4o0[:={z€R|a<a},
J]—00,b] :={z€eR |z <b},

Ja,+oo[:={z€R|a<a},
]—oo,b[:={zeR|z<b}.

Jedem Intervall I # () ordnen wir die Lénge vol; (I) := sup I — inf I zu.
Der leeren Menge @ C R weisen wir die Lange vol; (0) := 0 zu.

Da (R, <) vollstiindig ist, ist jedes Intervall I C R tatsichlich von einem dieser zehn Typen!
Die endlichen Intervalle [a, b], ]a, b], [a, b], ]a, b] haben Léinge b — a. Die Linge 0 haben neben
nur die einpunktigen Intervalle [a, a] = {a}. Alle unendlichen Intervalle haben die Lénge +oo.

Das Intervall [a, b] ist kompakt. Die Intervalle |a, b[ sowie |a, +-00[ und ]—o0, b[ sind offen.

Je zwei Intervalle I, J C R definieren ein achsenparalleles Rechteck

R=IxJ=/1{ Lz, y) ‘1511/9/

Es hat den Flacheninhalt voly(R) := voly(I) - vol; (J).

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat das Rechteck den Fldcheninhalt 0. Haben beide Intervalle
positive Linge, so hat R positiven Flicheninhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat R unendlichen Flicheninhalt. Zum Beispiel gilt vols(R?) = 400, ebenso
volz (R x [0,1]) = 400, aber vola(R x {a}) = 0, gemiB der Konvention von Seite A205.
Sind beide Intervalle I, J C R endlich / kompakt / offen, so auch das Rechteck I x J C R2.

Dasselbe Prinzip gilt in jeder Dimension! Zur Verdeutlichung skizziere ich Quader Q C R>.

A303

Quader und ihr Rauminhalt
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Quader in beliebiger Dimension

—
\ J;

Je drei Intervalle I, J, K C R definieren einen achsenparallelen Quader

Q=IxJxK=1{(r,y,2)c R’

,yed, ze K }.
Er hat den Rauminhalt vol3(Q) := voly(I) - vol; (J) - vol; (K).

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat der Quader den Rauminhalt 0. Haben alle Intervalle
positive Linge, so hat ) positiven Rauminhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat Q unendlichen Rauminhalt. Insbesondere gilt somit vols(R?®) = +oo.

Sind alle drei Intervalle I, J, K endlich / kompakt / offen, so auch der Quader I x J x K.

Die Dimensionen n = 1, 2, 3 habe ich zur Betonung gesondert behandelt. Dasselbe Prinzip gilt
in jeder Dimension! Das ist zwar schwer zu zeichnen, aber rechnen ldsst sich damit ebenso gut.

Definition A3B: n—dimensionale Quader und ihr Volumen

Eine Teilmenge @ C R" heif3t achsenparalleler Quader, falls
Q=I5 xIyx---x1I,

mit Intervallen Iy, I, . .., I,, € R. Sein n—dimensionales Volumen ist

vol, (Q) := voly(I1) - voly (I2) - - - voly (I,).

Hat eines der Intervalle Lange 0, so hat der Quader das Volumen 0.
Haben alle Intervalle positive Lénge, so hat @ positives Volumen; ist
zudem eines der Intervalle unendlich, so hat @ unendliches Volumen.

© Im Satz C1E von Fubini fiihnren wir diese iterative Berechnung fort.
Proposition A3C: Streckung und Verschiebung
Fira € R und v € R" gilt vol,,(aQ + v) = |a|™ vol,(Q).

Ubung: Zeigen Sie dies! Zu Streckung und Stauchung siehe Satz A4l.
© Im allgemeinen Transformationssatz C2B filhren wir diese Idee fort.

A305

Grundidee: Das Integral misst das Volumen.

A306

Indikatorfunktionen

Die Mensa der Universitat Stuttgart auf dem Campus Vaihingen
aus Sicht der Mathematik (Pfaffenwaldring 57, 7. Stock)

Die Dachfldche kénnen wir uns als Funktion f:Q — R>( vorstellen.
Das Integral [, f misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen.

Dies lasst sich fur Treppenfunktionen besonders leicht ausrechnen.
Hierzu nutzen wir die folgende Notation und einfache Integralformel.

Die Indikatorfunktion einer Teilmenge A C 2 definieren wir durch

1 firze A,

I,:Q—>R:z—1 =
4 v 1a@) {0 fiir o ¢ A.

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

/ I4 =vol,(4) und allgemein / cIq = cvol,(A).
Q Q

© Dies ist die bewahrte Regel ,Volumen = Grundflache mal Héhe".
Sie ist der Ausgangspunkt fir die Integration, die wir nun ausfihren.
Hierzu betrachten wir Indikatorfunktionen von Quadern A C ) C R"
und bilden daraus die Treppenfunktionen als Linearkombinationen.

A307

Von Indikatorfunktionen zu Treppenfunktionen
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Definition: messbare Funktionen und ihr Integral

Zu Quadern Q; C Q und ¢;, € R definieren wir die Treppenfunktion

F=214+11p

¢
= Z Cl IQk .
k=1

B

A

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

>

© Die Menge T'() aller Treppenfunktionen ist ein R—Vektorraum.

Hierauf ist das Integral [, : 7(2) — R normiert, linear und monoton.
Das ist anschaulich plausibel; wir rechnen es spater sorgféltig nach:
zundchst eindimensional B1A, dann induktiv mehrdimensional C1A.

/

= Y & MLJ‘} chvol (Qr)-

k=1

e Ig,

Sei Q@ C R™ ein Quader. Messbare Funktionen f:Q — [0, co] und ihr
Integral [, f € [0, 0] definieren wir nach folgenden fiinf Grundregeln:

(1) Normierung: Fir jeden endlichen Quader A C Q ist die zugehdrige
Indikatorfunktion I4: Q2 — [0, cc] messbar, und es gilt fQ 14 = vol,(A).
© Speziell fur die Nullfunktion 0 = I, folgt daraus [, 0 = 0.

(2) Linearitat: Sind f, g messbar, so auch jede Positivkombination
af +bg mita,b € Rxo, und es gilt [(af +bg) =a [of+b[q9-

(3) Monotonie: Sind f, g messbar, so auch h = max(g — f,0).
© Aus f < gfolgth=g— fund [, f < [, g dank Additivitat (2).
(4) Einschachtelung: Gilt fo < f1 < fo<...<h<...<gp<qga <g

mit fx, gr messbar und fQ(g,c — fx) \¢ 0, so ist auch h messbar.
© Dank Monotonie (3) folgt daraus [, fi ./ Joh v [q 9k-

(5) Ausschopfung: Sind fo < f1 < fo < ... messbar mit f 7 f,
so ist auch f messbar, und es gilt [, fr /* [ f (monotone Konvergenz).
© Genial einfach. Einfach genial. Das alles passt auf eine Postkarte.
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Positive und negative Beitrage zum Integral
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Wir betrachten einen Integrationsbereich 2 C R", zum Beispiel 2 = R™.

Satz A3J: messbare Mengen und ihr Volumen

Genau dann ist eine Menge A C 2 messbar, wenn ihre Indikatorfunktion
I4:Q — R messbar ist. In diesem Falle gilt fiir ihr Volumen

vol,,,(A):/Aldaz ::/QIA(a:)da:.

Ist die Funktion f:Q — [0, cc] messbar, so auch 14 -f, und es gilt

/A f(e)de = /QIAu)f(x)dz.

Sind diese Integral endlich, so nennen wir A bzw. f Uiber A integrierbar.

© Wenn Sie integrieren kénnen, dann kénnen Sie damit auch Volumina
bestimmen. Die Indikatorfunktion I4 schneidet auBerhalb von A alles ab.

© Oft integrieren wir statt tber A lieber iber die schénere Menge .

Bislang haben wir das Integral nur fur nicht-negative Funktionen erklart;
das entspricht der Idee des Volumens und vereinfacht die Formulierung.
Zu integrieren sei nun eine Funktion f:Q — R, wobei R = R U {£oc}.
Wo immer f negativ ist, ist das Volumen negativ in Ansatz zu bringen.

f £ man

/ :

1 N ’ I N /

1 ’ 4 ’ 4
17 NSy + Nt

Wir zerlegen f = f+ — f~ in Positivteil f* und Negativteil f~ geman
o) = {f(z) falls fa) >0, {Ofm

0 sonst,
Beim Integral soll f~ negativ z&hlen, also [, f := [ /T — [ /™
/\ Diese Differenz ist nur sinnvoll, wenn beide Integrale endlich sind.

falls f(z) <0,
sonst.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral
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Definition A3K: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Fir jede Funktion f:Q — Rqilt f = f* — f~und |f| = f* + f~.
Genau dann ist f messbar, wenn f*:Q — [0, co] messbar sind.
(1) In diesem Falle ist auch |f| = f + f~ messbar, und somit gilt

[lr@lae= [ r@as [ @

(2) Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Falle kénnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf(r)dr ::/g;f*(a:)dxf/g;f’(z)dz.

/\ Die Differenz oo — oo ist sinnlos! Zur Integration von f = f* — f~
missen Positivteil £+ und Negativteil £~ endliche Integrale liefern.

© Das Kriterium [,|f(z)| dz < oo ist einfach, prazise und bequem.
Geschickte Abschatzung vermeidet die miihsame Berechnung von f*.

Satz A3L: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten einen Integrationsbereich 2 C R"™, zum Beispiel Q@ = R"™.
Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen

L'Q) =LYQR) :={ f: Q> R| [lf(z)|dz < oo }
ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung
L'Q) =R : f [, fz)de.

Sie ist normiert, monoton, erfiillt Einschachtelung und Ausschdpfung.
Durch diese fiinf Eigenschaften ist das Integral eindeutig bestimmt.

© Damit haben wir die Konstruktion des Integrals abgeschlossen!

Es erfillt unsere Wunschliste und ist hierdurch eindeutig bestimmt.
Das so definierte Integral ist tatséchlich R-linear. Das ist eine erste
wichtige Rechenregel! Der Nachweis ist einfach, aber etwas langlich.
In den néchsten Kapiteln geht es um weitere praktische Rechenregeln.
Die explizite Berechnung von Integralen erfordert Werkzeug und Ubung!

A409
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Verstandnisfrage: das fehlende Quadrat
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Ubung

Wir kénnen jeder messbaren Menge A C R? ihren Flacheninhalt
vola(A) zuordnen gemaf den fiinf oben erklarten Grundregeln.
Hieraus berechnen wir die Flache von Rechtecken, Dreiecken, usw.

Es ist bemerkenswert, dass das Ergebnis immer eindeutig ist,
insbesondere unabhéngig vom Rechenweg! Oder etwa doch nicht?
Wir zerlegen das rechtwinklige Dreieck A mit Kathetenlangen 13 und 5
wie skizziert und berechnen den Flacheninhalt vols(A) auf drei Weisen:

Welchen Ist die
Flacheninhalt f Antwort
hat das Dreieck? Flache 65/2 eindeutig?
Flache|32 5 Flache|33 12

7

Fir Volumen und Integral haben wir flinf Grundregeln: Normierung,
Additivitat / Linearitat, Monotonie, Einschachtelung und Ausschoépfung.
Satz A1A garantiert: Mit diesen fiinf Grundregeln kénnen wir jeder
messbaren Teilmenge A C R” eindeutig ihr Volumen vol,,(4) € [0, ]
zuweisen und ausrechnen. Allgemeiner garantiert Satz A3G: Mit diesen
flnf Grundregeln kénnen wir jeder messbaren Funktion f: Q — [0, co]
eindeutig ihr Integral fQ f(z)dx € [0, 0] zuweisen und ausrechnen.

Die vorliegende Ubung stellt diese zentrale Zusage auf die Probel!
Sind die Satze A1A und A3G falsch? Oder wo sonst liegt der Fehler?

Losung: Die links gezeigten Mengen nennen wir As, A7, Ag, Ai2. Jede hat den angegebenen
Flidcheninhalt vola(Ay) = k. Je zwei sind fast disjunkt: Ihr Schnitt Ax N Ay ist eine Nullmenge,
hat also Flicheninhalt vola(Ax N Ag) = 0 fiir k # £. Dank unserer Rechenregeln erhalten wir
fir A = As U A7 U Ag U A2 demnach den Flicheninhalt vola(A) =5+ 7+ 8 + 12 = 32.
Auf der rechten Seite betrachten wir entsprechend die Mengen B, Bs, B7, Bs, B12. Fiir ihre
Vereinigung B = By U Bs U B7 U Bg U By erhalten wir vola(B) = 1+ 5+ 7+ 8412 = 33.
Fiir das Dreieck A hingegen erhalten wir volz(A) = 65/2 = 32.5. Die Skizze suggeriert

A = A = B und provoziert damit den Widerspruch. Bei genauerem Hinsehen erkennen Sie
jedoch A C A C B. Diese Einschachtelung zeigt volz(A) = 32 < vola(A) < 33 = vola(B).
Alles wird gut! Der einzige Fehler liegt hier in der leichtfertigen Behauptung A = A = B.

Ad11
Ubung

Versténdnisfrage: numerische Integration
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Versténdnisfrage: numerische Integration

I= [ h(z)dz
\ \ \ \

Die Funktion h:[-3,3] — R wéachst auf [—3, 0] und fallt auf [0, 3].

Als Stltzstellen haben wir nur die Daten 1 (0) = 1, h(+1) € [0.60,0.61],
h(£2) € [0.13,0.14], h(£3) € [0.01,0.02] jeweils auf 10-2 genau.
Aufgabe: Wie groB3 ist I = ffg h(z) dz mindestens? héchstens?
Finden Sie die optimale Einschachtelung durch Treppenfunktionen!

Lésung: Die Monotonie von i und die gegebenen Stiitzstellen liefern fo < h < go mit
fo=0.011;_5 o +0.13T[_5 _1;+0.60 T of + I{0} +0.60 )9 1) +-0.13Tj; 2 +0.01 I} 37,
go = 0.021; 33 +0.141 3 5 +0.610 5 17+ 11 1 +0.61 13 oy +0.14 I3 3 +0.02 I 55.
Dank Monotonie des Integrals erhalten wir die Schranken Ay < I < By, hier mit den Werten
Ao = [ fo(x)dz = 0.01 +0.13 4 0.60 + 0.60 + 0.13 4 0.01 = 1.48,

Bo = [go(z)dz = 0.14 + 0.61 + 1.00 4 1.00 + 0.61 + 0.14 = 3.50.

Dank richtiger Rundung ist diese Einschachtelung nachweislich korrekt und soweit optimal.

\ \ \ \ ]

Allein aus diesen spirlichen Daten gewinnen wir eine (soweit optimale) Einschachtelung durch
zwei Treppenfunktionen fo < h < go. Aus diesen berechnen wir moglichst genaue Ober- und
Untergrenzen fiir das Integral / = ffd h(x) dz. Die so berechneten Schranken sind leider noch
sehr grob. Zwecks besserer Einschachtelung konnen wir die Rechnung durch weitere Stiitzstellen
verfeinern und den verbleibenden Fehler beliebig klein machen, also B, — A, “\, 0 erreichen.
Dies ist der erste Schritt in numerischer Integration; mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik.
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Verstandnisfragen: Rechenregeln Ubung

Aufgabe: Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze
Begriindung (ein Ergebnis der Vorlesung oder ein Gegenbeispiel).

1) Gilt [y, f(x) + g(x) da = fRW, )dz + fu&vu )dz?

(2) Gilt [5, f(z)-g(z)dz = [, f(z)dz - [, 9(2) dT"

(3) Aus f < g folgt [, f(z)dz < [Rn x)dz?

(4) Aus [p. f(z)dz < [, g(z)da folgt f < g?

(8) Gilt | fn f(z) dz| = [3a|f(2)| d2? oder >7? oder <?

(6) Aus [, |f(x)|dz = 0 folgt f = 0? oder f = 0 fast Gberall?
(7) Aus [3.|f(z)]dz = 0 und f stetig folgt f = 0?

8) Aus [ f(z)dz =0 folgt f =07
Hlerbel seien f,g:R™ — R integrierbar. (Der Fall » = 1 genligt, denn
Skizzen sind dann leichter, der Fall n > 2 verlauft jeweils genauso.)
Losung: (1) Ja, das Integral ist linear. (2) Nein, Gegenbeispiel f = Ijo 1 und g = Ijz 3.
(3) Ja, das Integral ist monoton. (4) Nein, Gegenbeispiel f = Ijo,1) = I 2yund g = 0.
(5) Fiir f = Tjo,1) — I o) gilt ,,<*. Nur,,<* gilt immer. (6) Nein, Gegenbeispiel f = I,;.
Es gilt nur f = 0 fast iiberall. (7) Ja, siche oben. (8) Nein, Gegenbeispiel f = Ijo,1] — Ij1 9.

Sie kennen und nutzen die Rechenregeln der reellen Zahlen (R, +, -, <):
Assoziativitat, Kommutativitat, Neutrale, Inverse, Distributivitat, Ordnung.

Aufgabe: (1) Formulieren Sig diese Rechenregeln einmal explizit aus.
(2) Welche gelten noch fir (R, +, -, <)? (3) Welche fir ([0, oc], +, -, <)?

Losung: (1) Zur Wiederholung zu (R, +, -, <) siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §0.2.
Die erweiterte Zahlengerade R = R U {00} haben wir auf Seite A205 erklirt: Addition,
Multiplikation, Anordnung. Die kritischen Fille sind 0 - (+00) = 0 und oo + (—o0) = 0.

(2) Fiir (R, +, -, <) ist die Null neutral bei Addition. Die Eins ist neutral bei Multiplikation.
Kommutativitit gilt offensichtlich nach Tabelle. Alles andere ist jedoch nicht mehr giiltig:

Das Assoziativgesetz gilt in (R, +) nicht, denn (co — 00) 4+ 1 = 0 + 1 = 1 ist nicht gleich

00 + (=00 + 1) = 00 — 0o = 0. Auch existiert zu +o00 in (R, -) kein multiplikatives Inverses.
Das vertraute Distributivgesetz (a + b) - ¢ = (a - ¢) + (b - ¢) gilt ebenfalls nicht, denn

(00— 1)+ 00 =00 00 = oo ist nicht gleich (co - 00) + (=1 00) = 00 — o0 = 0.

® Aus diesem Grund kénnen wir in (R, +, -, <) nicht so schon einfach arbeiten wie in R!

(3) Fiir ([0, 00], +, -, <) gelten alle Rechenregeln, bis auf die Existenz der Inversen.
Man priift dies wie in (2) geduldig und gewissenhaft fiir jede Rechenregel einzeln nach.

© Aus diesem Grund kénnen wir in [0, co] verniinftig arbeiten, zum Beispiel integrieren!

A415
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Verstandnisfragen: Doppelintegrale

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie vol; ({a4, . .
(2) Berechnen Sie [}, f(z) dz; hierbei seien a1 < ay < .
und die Funktion f:R — R erfulle f(xz) =0 fur x ¢ {(l],ag ., an}
(3) Berechnen Sie [, g(z) dz; hierbei sei die Funktion g: R — R
gegeben durch g(x) =« fir 2 € Nund g(z) =0 fir z ¢ N.

4) Bestimmen und vergleichen Sie das Volumen voly(R x {a}) sowie

//Ile{a} (z,y)dydz == /f f(z) = /RIRx{a}(I,y)dy,
//IRX{(L}($7y) dz dy ::/g(y) dy, g(y) ::/IRX{«z}(Ivy) dz.
RJR R R

Losung: (1) Firz € R" ist {z} = [z1,21] X - -+ X [, 2x] ein Quader mit vol, ({z}) = 0.
Aus der Additivitit des Volumens folgt vol, ({a1,...,an}) =0 fiirjede endliche Menge.
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar, also Q = {ao, a1, az, ... }. (Warum?)
Durch Ausschopfung folgt vol; (Q) = lim voly ({a1,...,an}) =1lim0 = 0.

(2)Esgilt f =37 | f(ai) I1q,3, dank Linearitit [, f(«)dz = Y27 f(a:) voli ({a:}) = 0.
(3) Wir schépfen g aus durch die Funktionen g : R — R mit gi(z) = « firz € {1,...,k}
und gi. () = 0 sonst. Es gilt g " g, also [, g(x) dz = limg 00 [ gr(z)dz =0 ddnk (2).

., an}), voli (Q) und vol; (R).
.<apinR

Wir untersuchen fiir f:R? — R die Gilltigkeit folgender Gleichung:

/ ( / f(az,y)dy> @ = [ ( / f(rw)d:v> ay = [ fepdey)

Sie gilt fir sehr viele Funktion f:R? — R aber nicht fiir alle!

Aufgabe: (0) Gilt I[atb]x[c,d](wv y) = I[(L;,](.’L‘) . I[c,d](y) fur alle (.I y) € R??
Gilt fir X CRP und Y C R? allgemein Ixxy (z,y) = Ix(z) - Iy (y)?

(1) Berechnen und vergleichen Sie die drei obigen Integrale fir die
Indikatorfunktion f = I, eines Rechtecks Q = [a,b] x [c,d] C R2.

(2) Gilt die Gleichung fir alle Treppenfunktionen f = Zizl e Ig,?
Bleibt sie erhalten bei Linearkombinationen f = >, ¢ fi?

(3) Bleibt sie erhalten bei monotoner Konvergenz fi, * f?

(4) Skizzieren Sie f = 3707 o Tk k1) x (k1] — Lot 1 ht2]x bkt 1]-
Berechnen und vergleichen und bestaunen Sie die Doppelintegrale!

Losung: Dies fithren wir am Anfang von Kapitel C aus. Die Rechnungen beruhen allein auf der
Definition des Integrals und sind schon jetzt unmittelbar moglich. Sie sind eine gute Ubung,
um sich mit dem zweidimensionalen Integral und dem Satz von Fubini vertraut zu machen!
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Verstandnisfragen: Verschiebung und Skalierung Ubung

Aufgabe: Sei Q C R" ein Quader und f = I seine Indikatorfunktion.
(1) Seig:R" — R:g(z) = f(z — v) die um v € R verschobene Funktion.
Ist auch g eine Indikatorfunktion? eines Quaders? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [, f(z —v)dz und [, f(z)da?

(2) Sei h:R™ — R:g(z) = f(c 'z) die um c € Ry gestreckte Funktion.
Ist auch h eine Indikatorfunktion? eines Quaders’? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [, f(c™'z)dz und [5, f(z)dz?
Lésung: (1) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle @ = [a,b] C R:
Genau dann gilt z — v € [a,b], wenn z € [a + v, b + v] erflllt ist.
Allgemein fiir jede Teilmenge @ C R™ und jeden Vektor v € R™ gilt
x—veQgenaudann,wennz € Q+v:={qg+v|qeQ} erfilltist.
Zum Quader Q = [a1,b1] X -+ X [an,by] CR™und v = (vy,...,v,) € R?
gilt hierbei Q@ + v = [a1 4+ v1, b1 + v1] X X an + Vn,y by + vp] T R™.

Fur f =1Ig gilt demnach g(z) = f(z — v) = Igy(x), also g = Ity
Nach Definition A3B gilt vol,,(Q + v) = (b1 — a1) - - - (b, — an) = vol,(Q).
© Wir erhalten hier also [, f(z — v)dz = [z, f(z) dz. Gut zu wissen!

(2) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle @ = [a,b] C R:

Im Falle ¢ > 0 gilt ¢!z € [a,b] genau dann, wenn z € [ca, cb] erfillt ist.
Im Falle ¢ < 0 gilt c~'z € [a, b] genau dann, wenn x € [cb, ca] erflllt ist.
Allgemein fiir jede Teilmenge @ C R" und jeden Faktor ¢ € R \ {0}
gilt c™'z € Q genau dann, wenn z € ¢cQ := { cq | ¢ € Q } erfilllt ist.
Zum Quader Q = [a1,b1] X - -+ X [an,by] € R™ und ¢ € R> ist hierbei
cQ = [cai, ch] X -+ X [can, cby] C R™ der um ¢ gestreckte Quader.
Fir c € R<q gilt entsprechend ¢ Q = [¢by, cai] X - -+ X [cby, ca,] € R™:
Die Streckung um den Faktor —1 ist eine Punktspiegelung am Ursprung.
Fur f = Ig gilt demnach h(z) = f(c™'z) = L.g(z), also g = L.q.
Nach Definition A3B gilt fiir das Quadervolumen bei Streckung:

vol, (¢ Q) = |cby — caql - - - |cby, — cay|
= |C‘"(b1 - al) e (bn - a’n) = ‘Cln VOIH(Q)

© Wir erhalten hier also [, f(c™'z)dz = |c|" [ f(z) da.
Ist das anschaulich klar? Machen Sie es sich klar!
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Satz A41: Translationsinvarianz, Streckung und Stauchung

Gegeben sei eine messbare Funktion f:R™ — R sowie ein beliebiger
Streckfaktor a € R \ {0} und ein Verschiebungsvektor b € R™.
(1) Dann ist auch die Funktion z — f(a:v + b) messbar, und es gilt

o Ll

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/f )dz.

Verschiebung um einen Vektor b € R™ andert den Wert des Integrals
nicht. Stauchung um den Faktor a multipliziert das Integral mit 1/|a|™.

/ ‘f a%-i—b de =

f(aL +b)dz =

Ausblick: Transformation von Integralen werden wir in Kapitel C mit dem Transformationssatz
wesentlich allgemeiner formulieren und zu einer zentralen praktischen Rechentechnik ausbauen.
Speziell Verschiebung und Stauchung sind niitzlich und dienen hier als erste schone Illustration.

Aufgabe: Folgern Sie den Satz aus den fiinf Grundregeln des Integrals:
(1) Gilt die Aussage fur Indikatorfunktionen f = I von Quadern?

(2) Ubertragt sie sich auf Treppenfunktionen f = Zk 16k 10,7

(3) Bleibt sie erhalten bei Einschachtelung und Ausschépfung?

(4) Bleibt sie erhalten bei Zerlegung in Positiv- und Negativteil?

Lésung: (1) Ja, dies haben wir in der vorigen Aufgabe nachgerechnet.
(2) Dank Linearitat des Integrals gilt dann fur jede Treppenfunktion:

4
/faerbdxf/chIQk (az +D)d Zc /IQk ax + b)dx
k=1

|a|”/ (T x:W;ck./le(x)dz:W/f(m)dx

Die Aussage bleibt erhalten bei (3) Einschachtelung und Ausschdpfung
und schlieBlich auch bei (4) Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
(Ubung: Schreiben Sie dies wie in (2) ebenso geduldig aus.)

Somit gilt die Aussage fir alle messbaren Funktionen.
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Vorgehensweise

Das Integral f: f(z) d misst die Flache unter dem Graphen von f:

A

\ \ b @

© st f:[a,b] — R stetig, so reicht Einschachtelung zur Integration.

© Hieraus folgern wir niitzliche Rechenregeln des Integrals:
Hauptsatz:  Fir F' = f gilt [* f(«) dz = F(b) — F(a).
Substitution: [ £(g(t) ¢'(t) dt = [4%) f(x) dz
Produktregel: [* f(x)¢/(x)dz = [fgll — [ f'(x) g(x) da

® Manche Funktionen kann man so noch nicht integrieren.

© Fur diese nutzen wir das Prinzip der Ausschdpfung.

A\ Das Integral jab f(z) d ist zuerst Flicheninhalt und dann erst Stammfunktion, dank HDI!
Aus Bequemlichkeit wird es oft umgekehrt dargestellt: Das ist gut gemeint, aber auch irrefiihrend.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist keine Definition fiir das Integral,
sondern eine Folgerung: Der HDI gilt nur eindimensional, fiir stetige Integranden auf einem
Intervall [a, b]. Fiir die hoherdimensionale Integration hat der Begriff der Stammfunktion zunichst
keinen Sinn, Flécheninhalt und Volumen hingegen schon! Diese Sichtweise ist daher tragfahiger.

Wir beginnen mit eindimensionalen Treppenfunktionen f : R — R. Dank der Anordnung des
reellen Zahlkorpers (R, +, -, <) sind diese sofort zugénglich. Hierauf kénnen wir das Integral in
der gewiinschten Weise konstruieren und alle erhofften Eigenschaften nachrechnen (Satz B1A).

Getreu den im vorigen Kapitel A formulierten fiinf grundlegenden Integrationsregeln erkliren
wir in diesem Kapitel die eindimensionale Integration durch Einschachtelung und Ausschipfung.
Es geht zunichst um die Grundlagen, die Sie aus der HM2 kennen und hier beherrschen miissen,
sodann um die nétigen Vertiefungen sowie viele Beispiele. Damit soll dieses Kapitel den Weg
ebnen zur mehrdimensionalen Integration, der wir uns in den folgenden Kapiteln widmen.

Fiir viele Anwendungen wichtig ist insbesondere das Zusammenspiel von Integralen und Reihen.
Wiihrend es im Kapitel A zundchst um die Definition des Integrals ging, kommen wir in diesem
Kapitel B zur Praxis des Integrierens. Das ist ein weites Feld, zu dem ich eine komprimierte
Einfiihrung gebe. Hier brauchen Sie Ihre Rechenfertigkeiten! Integrieren erfordert Geschick,
Ubung und Erfahrung, gemiB obigem Motto: Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

[1] Zur Wiederholung siche Stroppel, Hohere Mathematik 2, Kapitel 3.
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R:z — z. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei dquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

h(z) ==

bl

I
sl
sle

3
|
-

Sle
S|e

ES
1l
o

0 a
Lésung: Fir die Integrale gilt wg—z a “72 N &;”Z—z

Ausfiihrlich: Wir nutzen >3-} & = n(n — 1)/2. (Ubung: Rechnen Sie es
nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.2 oder spater B305.)

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,, gn : [0,a] — R mit f,, < h < g,.
Hierzu unterteilen wir das Intervall [0, a] durch z;, = k2 mitk =0,...,n.
Sei f,, konstant auf Jzg_1, zx[ mit Wert Ming, | o) "h = Tk-1- Dann gilt:

n—1
“ N a a  (n—1na 1,
/wzo fa@)dz = gkn ‘n 5 w2 720

Sei g, konstant auf |y, 1, z;[ mit Wert max; h = z. Dann gilt:

T—1,2k]
a n 2
a a n(n+1)a 1,
dr = E k—— = ——— =
,/z:o gn(@) dz =non 2 n? N 2¢

Fir n — oo gilt [((gn — fu) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

a
1
/ zdz = =d?
0 2

© Dieses Ergebnis ist anschaulich-geometrisch klar. Sehen Sie wie?
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung

B108

Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R:x — x2. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei dquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

h(z) = 2*
n
(k)
—\n/ o
(ko)
prd ‘n/ n
0 a

Losung: Fir die Integrale git ("=iCn=D e » b, nlnflEntl) o

Ausfiihrlich: Wir nutzen Z',’c’;é k% = (n — 1)n(2n — 1)/6. (Rechnen Sie
es nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.4 oder spater B305.)
Wie zuvor unterteilen wir [0, a] durch z;, = k2 mit k= 0,...,n.

Sei f, konstant auf |z;_, =4[ mit Wert miny,, | ., = z7_,. Dann gilt:

"G n—1 2 3
n—1)n2n—-1)a 1

d :Zkzaiﬂ:(”if 13

./.r:() fo(@)dz = n? n 6 n3 7 3¢

Sei gn, konstant auf Jz;._1, zx[ mit Wert max,, | ., h = xz Dann gilt:
a n 2 3

a2 a n(n+1)2n+1)a 1.

dr = P2 = TR a3

/::0 Gn(z) do Z n? n 6 n? \ 3¢

k=1
Fir n — oo gilt [i'(gn — fa) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

= 1
/ 2?de = =d®
Jo 3

© Einschachtelung liefert fiir jede monotone (B1B) oder stetige (B1¢)
Funktion konvergente Abschatzungen durch untere & obere Schranken!
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrand
fila,b) = R

Integralfunktion

= [T f@t)dt

Der Hauptsatz besagt anschaulich: Die Steigung der Integralfunktion
= [7 f(t)dt ist der Wert f(z) des Integranden, also F'(z) = f(x).

Diese Beziehung wollen wir prazise formulieren und nutzen lernen.

[1] Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.6. @ Hauptsatzkantate, youtu.be/4n6aB4aasyg.

Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar, dank Satz B1c.
Wir definieren ihre Integralfunktion F': [a,b] — R durch

Jtyat
Ji=a

Fur die Flache Uber dem Intervall [z, 2 + h] finden wir

F(z) =

~x+h
F(I+h)fF(CE):/ f)ydt =~  f(z)-h.
t=x
Genauer gilt folgende Einschachtelung:
z+h
h- min f < / f@®)dt < h- max f.
[z,2+h] t=x [z.z+h]

Fir h — 0 finden wir dank der Stetigkeit von f im Punkt 2 somit

. ) " z+h
Fath)-Fe) _ %1;7ﬂ0& - f@)

Also gilt F'(x) = f(x). Das erd6ffnet eine wunderbare Rechentechnik!
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Grundintegrale: elementare Stammfunktionen Fre

Satz B11: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)
Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion

)= [ o a

ist differenzierbar, und fir die Ableitung gilt 7’ = f. Ist umgekehrt
F':[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F, so gilt

F:la,b] > R mit F(z

/ff@) do = [F]b mit [F]b = F(b) — F(a).

a

Diese Aussagen heif3en auch 1. und 2. Hauptsatz. Im Falle F’ = f bzw.
F = [ f + const heiBt F Stammfunktion zu f. Anwendungsbeispiele:

/ sinzdr = [7005:75]7T =1-—(-1) =2
Jx=0 =0

s
/ rsinzdr =
=0

™
[sin T — T Cos x} =7-0 =7
=0

mat1

" "1
/xadar::Jrl (a #-1) /7dx:ln\:r\
/e“dx: e’ /ln:rd:rfxlnxfz

/cosxdz: sin /Slnzdx— —cosx
/ coshx dx = sinhz / sinhz dz = coshzx
1 1
———dx = tanx —dx = —cotx
(cos )2 (sinz)2
" 1 1
/dez tanh z /de: — cothx
1 1 -
/Wdaz: arctan /mdaz: Iny/|2H |
1 1
————dx = arcsinz ————dx = arsinhz
VT s e Ve
- x

© Ubung: Machen Sie wie immer die Probe durch sorgfiltiges Ableiten!

Produktregel = partielle Integration Eviautoning Beispiele zur partiellen Integration Edtutoning
Korollar B1J: partielle Integration Rekursion: Manche Integrale muss man mehrfach partiell integrieren.
Fur alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g: [a,b] — R gilt /x“ Tdx =a"e" — n/ 2" e da,
b
/ f(z)g'(z)dx = [f(.%‘)g(:v)]b —/ F(@)g(z) dx /.1;”’ sinzdr = —z" cosa;+n/:p”'*lcos.q;d.q;,
b /J” coszdr =2"sinz —n / 2" Lsinz da.
Nachweis dank HDI: Es gilt [fg]' = f'g + fd', also f (f'g+ fg') = [fal’-
Dank Linearitat des Integrals erhalten wir [*(f'g) + [*(f¢') = [f4]’. /sin(:l:)"dw = —%sin(x)"*l cos(z) + —= ; ! /Sm(%)”*2 dz
© Zwecks Vereinfachung wéhlt man die Faktoren geschickt. Beispiel: 1' n - 1 )
- " gl 1 /cos(z)" dz = +— cos(x)" Lsin(x) + — /cos(a:)”*z dz
/ZL'”]IIZL’diL':LIIIZL'—/L(L’L':L(IH.L—7> " "
n+1 n+1 n+1 n+1 Fir I, = [ /0 sin(z)"dz gilt Io = T und I; = 1 und weiter I, = =11, _,:
© Manchmal nitzt als Trick, den Faktor 1 einzufihren. Beispiel: w2 71-3-5---(2k—1) m (2k)!
) = T G k) 2k
/(In z)"de = / 1-(Inz)"de =z (Inz)" — n/(ln )" tde e=0 |
/‘”/2 in()?1 d 2.4-6---(2k) k12 . 22k
sin(x T = = .
Letzteres behandelt man ebenso, bis man bei (In z)° ankommt. =0 3:5:7---(2k+1) (2k +1)!
Kettenregel = Substitution Etutening Beispiele zur Substitution Edautoneg
Korollar B1k: Integration durch Substitution Eine wichtige Anwendung ist die logarithmische Ableitung:
Fir g:[a,b] — [e, d] stetig differenzierbar und f : [¢, d] — R stetig gilt / f'(z) de = In|f ()|
b a(b) /@)
t flg@®) g'(t)dt :/ ( )f(U) du. Typische Beispiele, die Sie (er)kennen sollten:
=a u=g(a

Nachweis dank HDI: Fiir F(s) = [* f(u) du gilt F(g(t)) = f(g(t)) g'(t). / de / dr=lnz firz>0

= [F(g®)]k = [52) f(u) du.
g(a) gilt, vereinbaren wir [ := — s
© Merkregel: Fir u = g(t) gilt 3¢ = ¢/(t), also du = ¢/(t) dt. Beispiel:

Hieraus erhalten wir [ f(g(1)) ¢'(t) dt
Damit dies auch flr g(b) < g(

5

cos(u) du = [sin(u)} = sin(5) — sin(1)

u=1

2 5
/ cos(t> +1)-2tdt =
t=0 Ju=1
Hier substituieren wir u = g(t) = t* + 1. Demnach gilt 4% = ¢/(t) = 2¢.
Die Integrationsgrenzen missen von ¢ nach u angepasst werden:
Wenn ¢ von 0 bis 2 lauft, dann lauft « von g(0) = 1 bis g(2) = 5.

dr=Inlnz firz >1

/ da::/(lnx)
z Inx Inz
1 de — (Inlnz)
zlnzx Inlnz Inlnz
/tan(ﬂf)dfﬁ:/ﬂdz:,/w
oS T oS T
[ cottayaa = [ 052 g - [ L

. sin x

L[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.1-3.3.

dz =Inlnlnx firz >e

dz = — In|cos x|

- dz = In|sin z|
sinz



http://youtu.be/4n6aB4aasyg
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Integration rationaler Funktionen

Ein Polynom p(z) = ag + a1z + asx? + - - + a,2™ abzuleiten ist leicht:
Man erhélt p(x) = a1 + 2asx + - - + na,z™!, also wieder ein Polynom.
Ebenso leicht kénnen wir integrieren und erhalten wieder ein Polynom:

an

/p(a:) dz = const + agz + %acz + 834 In g

3 n+1

Auch eine rationale Funktion r(x) = p(z)/q(z) abzuleiten ist leicht:

P'(x)q(x) — pla)d (x)
q(x)

Fur jede rationale Funktion r(z) ist die Ableitung r'(z) wieder rational,
aber Stammfunktionen im Allgemeinen nicht! Manche Integrale fiihren
zu In und arctan und somit aus den rationalen Funktionen hinaus:

dx ©odex
— =In|z| und —— =arctanz
T 4+ 1

© Das ist aber auch schon das Schlimmste, was passieren kann. . .
Der folgende Satz erklart, wie man rationale Funktionen integriert.

r(z) =

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.4.
Jede rationale Funktion r(z) = p(z)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale. Beispiele:

7)(,)7 4x‘77x+20 2 3 n 5
T3 —622+32+10 =z+1 -2 z-5
:>/ r)dz = 2In|z 4+ 1| — 31n|z — 2| 4+ 5In|z — 5]
r(z) = 322 — 3z — 10 1 2z 45
23 5221 1lx 15 z-3 22+22+5

-1
= / ydz = In|z — 3| + In|2? +2$+5|+Zdrctan 5
© Die Rechnung mag lang und mithsam sein, aber sie gelingt immer!
Insbesondere kann ein Computer-Algebra-System sie fiir uns ausfiihren.
© Der folgende Satz liefert die elementaren Integrale der Partialbriiche.
Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns tber R, dass wir jede
rationale Funktion als Summe solcher Partialbriiche schreiben kénnen.
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Integration rationaler Funktionen
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Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen

Satz B1L: Integration rationaler Funktionen

Jede rationale Funktion r(z) = p(z)/q(x) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung (B1N) und folgende Grundintegrale:

[
/ (a:fuw =

/ ar +b
———dx
J 22+ 2z +u

/ axr +b Qo —
(@2 +2vz +u)k

dz = aln|z — u|

—a

e —uF

= (k>2)

ln\r + 2vz 4 u| +

\/u — 02
(b — av)z + (bv — au)

2(k — 1)(u — v?) (2% + 2vx + u)k-1
(2k — 3)(b— av)
2(k —1)(u — v?)

dx

1
/ (@2 + 2vz + u)k-1

© Zum Nachweis genugt es, geduldig und gewissenhaft abzuleiten.
Probe als Ubung: Die Formeln sind furchteinflé3end, aber elementar!

Satz B1M: Fundamentalsatz der Algebra, reelle Zerlegung

Jedes reelle Polynom ¢ € R[z]* lasst sich zerlegen in ¢ = uq’fl < ghm
mit v € R* und affin-linearen Faktoren ¢;(z) = = — u; mit u; € R oder
quadratischen ¢;(z) = 22 + 2v;z + u; mit u;,v; € R und ’l)]2 —uj <0.
Hierbei kénnen wir k; > 1 annehmen fir alle ¢ sowie g; # g; flr i # j.

Korollar B1N: reelle Partialbruchzerlegung
Jede rationale Funktion g € R(z) ist Summe von Partialbriichen

p p1, P12 P1k
—=DPo ot kll
q1 (h q
Fooo
+ Pm,1 + p7127,,2 R pw;km
qm Im qm"

mit Polynomen py, p; ; € R[z] und degp;; < degq; < 2 wie oben.

Zusammen mit Satz B1L gelingt so die elementare Integration.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution

Ein elegant-raffinierter Integrationstrick wurde
von Weierstral3 entwickelt: Die trigonometrische
Generalsubstitution 16st eine groBBe Familie von
Integralen durch elementare Stammfunktionen.
Die Kreislinie S = { (z,y) e R? |22 +y2 =1}
parametrisieren wir trigonometrisch durch
J—m, [ = ST {(=1,0)}: s > ¢ = (cos 5,sin ).
Alternativ gelingt dies auch stereographisch:
1—t2 2t )
1+t 1+¢2)

Y
1+z
Dies sind zueinander inverse Bijektionen, denn
es gilt g(£()) =t und f(g(z,y)) = (z,). Ubung!

f:RAsl\{H,o)};tH(

St {(-1,0)} B R: (z,y) —

Satz B10: rationale Integranden in sin s und cos s
Beide Parametrisierungen kénnen wir ineinander umrechnen geman

- 2t 1—¢2 N ot 1—¢2
ms=-—-;, = R ns = oIk @ =
1+ 1+ Tiow T T
ds 2dt
t = tan(s/2), dt:ﬁos(s)’ s = 2arctant, ds= T e
Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € R[z,y]
und Q(cos s,sins) # 0 flr alle s € I C |—m, w[. Auf I erhalten wir geman
. 1—¢2 2t 2dt
/R(coas»lns)dsf /R(1 T 1+t2)1+t2

einen rationalen Integranden in ¢. Diesen kénnen wir dank Satz B1L
elementar integrieren und anschlieBend s = 2 arctan ¢ rlicksubstituieren.

Ubung: Die Formeln liegen explizit vor; rechnen Sie alle sorgfaltig nach!
© Jede rationale Funktion in sin s, cos s wird so elementar integrierbar.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution

Aufgabe: Finden Sie auf dem Intervall I = ]0, 7[ Stammfunktionen zu

2 1—sins
sin s 3+coss (1 —coss)sins’
Lésung: Wir nutzen Weierstraf3’ trigonometrische Generalsubstitution:
ds (1+1¢2) 2dt dt
= = =Int=Int 2
/ sin s _/ 2t 14¢2 + u ntan(s/2)

/ 2 d / 2 2dt / 2 at
5= . =
) 1-t2 2 2
3+ coss 3+ 15e 1+t 2+t
t tan(s/2)
Qarctan(—) = ﬂarctan(7>
V2 V2
1—sins 1,4, 5 1 _3 1 1,
——————ds= [ -t —1 “tPdt=-Int+t " ——t
/(l—coss)sins /2 +2 2 + 4

1 1
= Eln tan(s/2) + cot(s/2) — ZCOtZ(S/Q)

© Machen Sie wie immer die Probe durch sorgféltiges Ableiten!
Die Rechnung mag langlich sein, aber sie ist vollkommen elementar.

Diese Substitution mutet zunéachst an wie Magie, sie entspringt jedoch
zwei sehr einfachen Parametrisierungen der Kreislinie 22 + y? = 1:
2

(z,y) = (cos s,sins) = (1 n ; , %)

© Dieser Trick funktioniert ebenso fiir die Hyperbel 22 — 32 = 1:
1+t 2t

1—-12"1— t2>
Ebene Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E ausfiihrlicher behandeln,
insbesondere auch die Frage nach geeigneten (Um)Parametrisierungen.
© Geschlossene Wegintegrale der Form

27
/ R(cos s,sin s) ds
5=0

werden wir in Kapitel F mit dem Residuensatz berechnen (Satz F4H).
© WeierstraB3’ trigonometrische Generalsubstitution ist daher keine

obskure Randerscheinung, sondern eine vielseitige Rechenmethode,
die zahlreiche schone Aspekte verbindet, geometrisch und analytisch.

(z,y) = (cosh s, sinh s) = (




GaufBsche Glockenkurve und Fehlerintegral
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Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe

flz) = e—ot/2 \
elementar
F(l‘) T fz— f(t) dt

nicht elementar!

Spaltfunktion und Integralsinus

B149

© Die Darstellung von f und F als Potenzreihe erlaubt eine elegante
und extrem effiziente numerische Berechnung. Hierzu dient die folgende
Aufgabe; damit kénnen wir die Funktion F' bequem tabellieren.

Satz B1p: Liouville 1835

Die Glockenkurve f(z) = exp(

z%/2) ist analytisch, sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion F(z

= [, f(t) dt ist nicht elementar.

© Die GauBsche Glockenkurve f und ihre Integralfunktion F spielen
eine zentrale Rolle in Theorie und vielen Anwendungen, insbesondere in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Hierzu miissen wir das
Integral F(z) konkret berechnen, meist fir kleine Werte wie z € [—4, 4]

© Wir werden spéter lim, o, [* ¢~**/2dt = /27 ausrechnen
dank zweidimensionaler Integration, Fubini und Transformationssatz

@ Fur F existiert keine elementare Formel. Auch dieses negative
Ergebnis ist niitzlich: Es hat keinen Sinn, sich vergebens abzumihen.
Die umsichtige Ingenieur:in versteht, was méglich ist, und was nicht

Integralsinus als Potenzreihe

B150
Erlauterung

B146
Erlauterung

si(z) = {sm(z)/x far z # 0,

fur z = 0.

) = [, si(t)dt

nicht elementar!

Ist si stetig? Gleitet unser Surfer
sogar glatt Gber die Stelle z = 0?
sin(z) =z — 23/3! + 2° /5! F

si(z) =1 — 22/3! +2/5! F

Satz B1Q: Liouville 1835

Die Spaltfunktion si: R — R ist stetig, analytisch sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion Si(

= [7,si(t) dt ist nicht elementar.
Aufgabe: Entwickeln Sie si und Si als Potenzreihe. Lésung:
" _ = (*Uk 2k . _ = (*Uk 2k+1
si() = 2k T Siw) = ;} Qk+ DIk + )"

Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI, denn Potenzreihen diirfen wir termweises ableiten
Wir sehen Si’ = si und Si(0) = 0, also Si(z) = [; si(t) dt. [L] Analysis, Beispiel 3.8.7.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe siehe Seite D106,

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.
Die Spaltfunktion si und der Integralsinus Si treten zum Beispiel bei Beugung von Lichtwellen
an einem Spalt auf. Aquivalent hierzu begegnet uns die Spaltfunktion als Fourier—Transformierte
der Rechteckfunktion. Anwendung: So werden mikroskopisch kleine Strukturen gemessen.
Wir werden etwas spiter sogar den Grenzwert lim, f’r # dx = 7 ausrechnen kénnen

allerdings erst dank zweidimensionaler Integration, lnteggﬂséitzen und Residu‘enkalkﬁl. ’
Unerschrockenen gelingt dies auch eindimensional mit der Laplace—Transformation. [C409]
. . R B205 . . - B206
Beispiel: Integration durch Ausschépfung seisiel| | Beispiel: Integration durch Ausschépfung Beispiel
f Aufgabe: Integriere f(z) = 2= auf Q = [1, +oo[ durch Ausschdpfung
e =g T30 Lésung: Fir fi = f -1y gilt fr ~ f. (1) FOr a = 1 finden wir
\\ il Z Def k 1 HDI k
/ fr(x)dz = / —dz = [lnx] = Ink / +4o0.
f2 Ja Jz=1T =1
fo < fi (2) Fur a < 1 fallt f noch langsamer:
e s k 1—a 1k 1-a
e R s O x et _ > k-1
**************** / fk(7) dz Z / %y 2 |:I ] = - /oo
fS =1 l-a =1 1—a
<7 3) Nur fir @ > 1 fallt f schnell genug:
T— T ' fk . Def k 2% de HDI xl=a k _ 1—kl-e 1
_ ) 1—al _ a—1 a—1
f4 z=1 x=1
\ e e 2 = Dank Ausschépfung fi, 2~ f gilt [, f /7 [, f- Wir erhalten also
Ja >, . 7‘
\\_,,,J,fi,,[,}:,” L | Ink flra=1 s +oo flra <1,
T dz = 1_gl-a . — 1 ..
[11 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.8 und spéter B217 z=1 7T a1 fira#1 a—1 fira > 1.
Die Funktion f ist nicht Riemann—integrierbar, da ihr Triiger [1, 4+oo[ nicht beschrinkt ist
. . . .. B: . . . . B!
Beispiel: Integration durch Ausschépfung saewi| | Beispiel: Integration durch Ausschdpfung Baepie
f 2 I3 fa

|
N
0
'
|
!

= Ink ~ +oo.
' i (2) Fur @ > 1 wéchst f sogar noch schneller:
) ) ! 1 1-aql ka—l -1
\ \ \ /fk Ydz Z / 7%z Z [L } — ' +oo
| | o=k 1—a o=k a—1
I (3) Nur fiir a < 1 wéchst f langsam genug:
1 1-a 1 a—1
! x 1-k 1
7\ 7 — Si(x)dz g / %y 2 { } = —
WAL = Q =y l1—a o=1/ 1—a 1—a
k . .
[ o ff‘ Dank Ausschopfung fi 7 f gilt [, fr /* [q f- Wir erhalten also
. . . i /‘1 1 d Ink fira=1| ks J+oo flra>1,
—n xr = a— - -
[11 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.9 und spiter B217 z=1/k ¢ 1_111’(1 ! fira #1 ﬁ fira < 1.
Die Funktion f:]0, 1] — R ist nicht Riemann—integrierbar, da sie nicht beschrinkt ist

Aufgabe: Integriere f(x) = 2z~ auf Q
Lésung: Fir fi = f - 1,1 gilt fr 7 f. (1) FUr a = 1 finden wir

=]0, 1] durch Ausschdpfung.

1 1
/fk Yde = / 1d T {lnm]
- 1/k x=1/k
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Fazit

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

B402
Fazit

Elementare Grundintegrale / Stammfunktionen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung B11 erklért,
in welchem Sinne Differenzieren und Integrieren einander umkehren:

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion

/j £t dt

ist differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt F” = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F”, so gilt

/bf(yc) dz = [F]b mit [F]b
© Der HDI ist das Arbeitspferd der eindimensionalen Integration:
die Berechnung vieler elementarer Integrale gelingt erst dank HDI.
Dieser nltzliche Zusammenhang gilt noch wesentlich allgemeiner:
f stetig
f stiickweise stetig
f absolut integrierbar

F:la,b) >R mit F(z):=

= F(b) — F(a).

<= I stetig differenzierbar
<= F stlckweise stetig differenzierbar
B214

B123

<= F absolut stetig

Ta+l 1
a _ _ - —
/1: dxia—i—l (a#-1) /Idac In|x|
/ezdm:ez /lnzdxlenxfz
/cos:rd:r = sinz /sin:rd;r: —cosx
/coshzdz = sinhz /sinhwdx = coshz
1 1
———dx = tanz ———dx = —cotx
J (cosz)? (sinz)?
1 1
/mdx: tanh z /de: — cothx
1 1
/mdx = arctanz /mdx: In /|2
1 1
————dx = arcsinzx ————dz = arsinhz
V1—z? V1+z?
- x

© Probe als Ubung: Integrale sind durch Ableiten leicht nachzupriifen!

B403
Fazit

Partielle Integration und Substitution

B404
Fazit

Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

Aus der Produktregel folgt dank HDI die partielle Integration [B129:
Fur alle stetig differenzierbaren Funktionen f,g: [a,b] — R gilt

[y |- [ r@ewae

Aus der Kettenregel folgt dank HDI die Substitutionsregel Bi31]:
Fir g:[a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f: [c, d] — R stetig gilt

(@)do = [/(@) gla

b (b)
fmmdm&:/g ) du

t=a u=g(a)

© Damit lassen sich bereits viele Integrale elementar berechnen.

© Jede rationale Funktion r(z) = p(x)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominenteste Beispiele sind die Glockenkurve exp(—x2/2) und die
Spaltfunktion si(z) = sin(z)/z B149. Hier nutzen wir Potenzreihen o.4.

Zur Integration Uber ganz R haben wir drei nltzliche Méglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

/Rf(a:)da: 3:/Rf+(x)dx—/Rf’(z)dz.

/\ Hierzu miissen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein lber Q C R™ (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte

oo z b
/;oo f(z)da := aggzo/(l f(z)dz + blgg)o/z f(z)da.

/\ Hierzu miissen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
© Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)

(CH) / f(z)de = hm/ f(z)de.

© Existiert das Integral (2) so auch (3) und beide sind gleich. 6223
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht. B417]

B405
Fazit

Vergleich von Reihe und Integral

B406
Fazit

Abelscher Grenzwertsatz

Sei f:R>¢ — R>o monoton fallend. Fir alle « < b in N gilt dann

b+1 b b
[t < Yiw < f@+ [ fd
r=a k:a r=a

Das ist oft eine niitzliche Naherung: Wir ersetzen mithsame Summen
durch bequeme Integral, oder auch umgekehrt je nach Anwendung.
Durch Grenzlbergang b — oo erhalten wir

/00 flx)dz < Zf(k) <
T=a k=a

Insbesondere haben Reihe und Integral gleiches Konvergenzverhalten.
Beispiel: Fir die Funktion f(z) = 1/x erhalten wir

- f(z)dx

T=a

fla) +

n
1
1 1 < <
nn+1) < Z =
k=1
© Die harmonische Reihe wéchst wie der natlirliche Logarithmus!
Insbesondere erkennen wir die Divergenz }"_, + — oo fiir n — oco.

1+ In(n)

© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten:

Sei )72, ax eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.
Dann konvergiert die Potenzreihe f(z) = 33 aa® fur alle z € [0,1]
und die so definierte Funktion f:[0,1] — C ist stetig, sogarin x = 1.

Fir » 1 konvergiert also f(z) = 352, axz® gegen f(1) = 352 ax.
Beispiel: Fir alle = € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung
o0 5
N — (_1)k k41 _ 22 2 gt 2 af
111(1+.1,)—kz:k+1.r =z 2+3 4+5 6+'“
1)k 3 5 7 9 11
N A A
arctan(z) §2k+1 "ttty oty Tt
Fir x 1 erhalten wir dank Abel die beiden beriihmten Reihen
oo . o0 L
(=" =Dk _ 7
=1In(2 = o
kz_ok+l n(2)  und kz_()2k+l 1

B407
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Konvergenzkriterium von Leibniz

B408
Fazit

Konvergenzkriterium von Dirichlet

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

0o n—1

koo k
(1) ;(—1) ag = ,,}g&;(—l) ar,
oo R
(2) / e“%a(z)dz := lim / e“a(r)dz, w#0.
=0 70 Ja=0

(1) Die Folge a;. € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; \, 0,

also ap > a3 > ag > ... und a; — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerabschatzung |35, (—1)*a| < a, N\, 0.

(2) Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) \, 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).
Beispiel: Das Leibniz—Kriterium sichert die Konvergenz von Reihen
wie den beiden obigen 32, (—1)%/(k + 1) und Y32, (—1)%/(2k + 1).
® Uber den Grenzwert macht das Leibniz—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische Naherungen mit Fehlerabschatzung!
Fir die Konvergenz trigonometrischer Reihen wie 3"7° ; e /k2 oder
Sope cos(kx)/k* oder Y72 sin(kz)/k® nutzen wir folgendes Kriterium.

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form
o) n—1
Z ar by = 7}5& Z ay, b,
k=0 k=0
o0 T
(2) / a(z)b(z)dz = lim / a(z) b(x) dz.
=0 70 Je=0

(1) Die Folge a;. € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; “\, 0.

Die Folge b, € C habe beschrankte Partialsummen B,, = ZZ;& b,
das heiBt |B,,| < M fir eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, N\, 0 flr n — oco.

(1)

(2) Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) “\, 0.
Die Funktion b: R>g — C sei auf jedem Intervall [0, r] integrierbar mit
beschrénkter Integralfunktion B(r) = [/ b(z) d, das heiB}t |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2 ) mlt Fehler < 2Ma(r) N\, 0 fir r — occ.

@ Uber den Grenzwert macht das Dirichlet—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische Naherungen mit Fehlerabschatzung!
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Ubung

Integration mittels Substitution

B410

Integration mittels Substitution Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie fir « € [—aq, a] die folgende Stammfunktion:

/\/(1273:2(11: =

(1) Wie priifen Sie diese Gleichung?

T a? /X
Va2 —a22 4+ — arcsm<f) + const
2 2 a

(2) Wie finden Sie sie?

Losung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren z = asin(t):

/\/ a? —z2dx = / Va2 — a?sin(t)? - acos(t) dt

= a2/cos(t)2dt

1 s(2
a2 / + cos(2t) dt
. 2
2 2
= %t + az sin(2t) + const

Die Ruicksubstitution ¢ = arcsin(x/a) erfordert Sorgfalt:
2 2 2 2

%t + aZ sin(2t) = %t + % sin(t) cos(t)
2 2
- %t + % sin(t)y/1 — sin(t)?

a? /T a?/x X\ 2
= Gaesin(2) + 5 (5)y1- (3)
2 T P
= arcsin(i) +IVa2 -2
2 a 2
© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).
Fingerlibung: Entwickeln Sie alle hier benétigten Identitdten aus den
Euler—Formeln cos(t) = (el +e~1)/2 und sin(t) = (el — e71*)/2i.
Alternativ kann man solche Formeln nachschlagen in Integraltafeln wie

dem umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von |.N. Bronstein und
K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme.

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.

B411
Ubung

Integration mittels Substitution

B412
Ubung

Integration mittels Substitution

Aufgabe: Berechnen Sie fir = € R die folgende Stammfunktion:
. 2
/ Vad+22dz = 2@+ a2 + % arsinh(%) + const

2
a?+ 2% + %ln(ac +vaZ+ 1:2) + const
(2) Wie finden Sie sie?

R N

(1) Wie priifen Sie diese Gleichung?

Lésung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren = = asinh():

/ Va?+az2dr = / a? + a?sinh(t)? - a cosh(t) dt

=d? / cosh(t)? dt

_ a2/ 1+ cosh(2t)

1t
5 c
2 2
= %t + % sinh(2t) + const

Die Ricksubstitution ¢ = arsinh(z/a) erfordert Sorgfalt:
2 2 2 2

%t + aZ sinh(2t) = %t + % sinh(t) cosh(t)
o2 2

= ?t + % sinh(t)

2 2

e (7) + S (e ()

= —arsmn| — —\ — —
2 a 2 \a a
2

=< arsinh(f) +IVa2 + 22
2 a 2

© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).

1 + sinh(¢)?

Nitzliche Fingerlibung: Entwickeln Sie alle hier benétigten Identitaten
aus den Formeln cosh(t) = (e* + e~%)/2 und sinh(¢) = (e! —et)/2.

Mit der Mitternachtsformel erhalten Sie hieraus schlieBlich:

arsinh(t) = In(t + /1 4 ¢?)

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.

B413

Verstandnisfragen: elementare Stammfunktionen Ubung

B414

Verstandnisfragen: der Hauptsatz Ubung

Aufgabe: Zu folgenden Funktionen sollten Sie Stammfunktionen
auswendig kennen und auch durch Ableiten nachprifen kénnen.

. 1 . .
/x”’dx, /7dcs7 /e"c dz, /lnxdx,

J =z
/sin xdz, /cosmdm, /sinhxdx, /coshxdz,

/ ! 1z / ! 1z / ! da / ! 1z
(cosx)? o (sinx)? o (coshz)? “ (sinh x)?2 o

1 1 1 1
——d ——d —dx, —dx.
./1+x2 > ./17902 > ./\/17952 - ./\/1+;r2 *
Lésung: Diese Stammfunktionen finden Sie auf Seite B124.
Versuchen Sie, alle gewissenhaft durch Ableiten nachzuprifen.

© Umfassende Integraltafeln finden Sie online zum Beispiel unter
de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_Mathematik:_Integrale.
Heutzutage sind Computer-Algebra-Systeme der bequemste Zugang.

/\ Einfache Integrale sollen Sie sicher erkennen und selbst berechnen.

Nochmal der Hauptsatz: Sei 2 C R ein Intervall und C* = C*(Q, R)
die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f:Q — R.

Aufgabe: Differenzieren und Integrieren definieren zwei Abbildungen

D:C'»C°: Fes f mit f(x):}LmW’
I:C°=C': f—F mit F(z):/r F() dt.
Ji=xq

(1) Gilt (Do I)f = ffur f € CO? Gilt (I o D)F = F — F(xo) fur F € C'?
(2) Sind C'! und C° Vektorraume? Sind D und I lineare Abbildungen?
(3) Was sind Bild und Kern von D? Was sind Kern und Bild von I?

© Diese Sichtweise nutzen wir spéter fir Differentialgleichungen.
Lésung: (1) Das sind die beiden Aussagen des Hauptsatzes B11 (HDI).
(2) Ja, C! und C? sind Vektorrdume, und hierauf sind D und I linear.
(8) Dank (D o I)f = fist D surjektiv, also Bild(D) = C°.

Ebenso ist I injektiv, &quivalent hierzu gilt Kern(I) = {0}.

Aus (I o D)F = F — F(xo) folgt Bild(I) = { F € C' | F(x9) =0 }.

Fur DF = 0 folgt F — F(zp) = 0, demnach gilt Kern(D) = {const}.

B415
Ubung

Versténdnisfragen: mogliche Fehlerquellen

B416
Ubung

Versténdnisfragen: Funktionenklassen

Aufgabe: Die Ableitung von —z~1 ist 72, also gilt [ 1/2?dz = —1/z.
Was halten Sie von folgenden Rechnungen? Stimmt das Ergebnis?

21 : —172 1 1
1 —dz = = ——41=+4=
) .L1I2 o [x}ﬂ 2Jr +2
21 —172 1 3
2 —dz = ———1=-=
@) ,/_1x2(r [$}—1 2 2

(3) /ldm:/bldm = J:'l—/m-il
x x z x

B 0 = 1

Lésung: (1) Ja, dies gilt dank HDI fiir 1/2% auf dem Intervall 1, 2].

(2) Der HDI gilt nur auf Intervallen, aber auf [—1,2] \. {0} gilt er nicht!
1/2? ist positiv, also auch [*, 1/2* d; genauer [, 1/22 dz = co. [B208
Obige Rechnung und das Ergebnis —3/2 sind also kompletter Unsinn.
(3) Lesen Sie Korollar B1J zur partiellen Integration nochmal genau!
© Wir brauchen Rechenregeln, mdglichst prazise formuliert als Satze.
Die Voraussetzungen kléren, wann und wie wir sie anwenden kdnnen.

Aufgabe: Welche Aussagen uber Funktionen f : [a, b] — R sind wahr?
Begriinden Sie durch ein Ergebnis der Vorlesung oder Gegenbeispiel.

(1) Ist jede differenzierbare Funktion stetig? und umgekehrt?

(2) Ist jede stetige Funktion integrierbar? und umgekehrt?

(3) Jede rationale Funktion f ist diff’bar und f’ ist rational.

(4) Jede rationale Funktion f ist integrierbar und [ f ist rational.

5) Jede elementare Funktion f ist diff’bar und f’ ist elementar.

6) Jede elementare Funktion f ist integrierbar und | f ist elementar.
7) Jede analytische Funktion f ist diff’bar, und f’ ist analytisch.

(8) Jede analytische Funktion f ist integrierbar, und [ f ist analytisch.

(
(
(

Losung: (1) Ja, dank Definition / Nein, Gegenbeispiel f(z) = |z|. (2) Ja, dank HDI / Nein,
Gegenbsp. f = Ijg 1. (3) Ja/Ja, dank Quotientenregel. (4) Ja/Nein, Gegenbsp. [ 1/x dz = In|z|.
(5) Ja/Ja: Jede elementare Grundfunktion ist diff’bar, sogar analytisch, auf ihrem offenen (!)
Definitionsintervall, mit elementarer Ableitung, somit auch Summe, Produkt, Komposition.
Andernfalls erhalten wir Gegenbeispiele wie \/z oder |z| = v/z2. (6) Ja/Nein, exp(—22) und
sin(x)/x sind elementar, aber ihre Stammfunktionen nicht. (7) Ja/Ja. (8) Ja/Ja. Wiederholung!



http://de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_Mathematik:_Integrale
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Beispiele zur uneigentlichen Integration

B418

Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

Aufgabe: Wir fixieren a € R fo 1 ENEEREEE—
und untersuchen die Funktion L —
T j2
v R—=>R:x— —v.
L EESEENE T <\\\
i
S EE x
——
EE——
\\>
_———‘—‘/—/

(1) Fir welche a € R> ist f, absolut integrierbar? (2) uneigentlich?
(3) Flr welche a € R existiert zu f, : R — R der Cauchy—Hauptwert?
(4) Sind diese drei Integraldefinitionen translationsinvariant?

[ tawar = [ e

Lésung: (1) Fir z — oo gilt f,(x) ~ 2!~ Genauer: Fir z > 1 gilt
x x x

Daher ist f, absolut integrierbar flir a > 2, aber nicht fir a < 2.

Ausfuhrlich: Fir @ > 2 und = > 1 nutzen wir das Majorantenkriterium:

r . T 2—a 4 p2—a _
/ deﬁ/ xl_adx:[“): ]7 T 1 1
Jp=1 1+ |I|a Jr=1 2 —alz=1

20

2—a Ha72<oo

Fir a < 2 und z > 1 hingegen nutzen wir das Minorantenkriterium:

T T 2—a
/ dezl/ xl’“dwzl{'r }T =7
»=1 1+ |.’L‘|a 2 Jom1 212 —alz=1

Im Grenzfall « = 2 ist das letzte Integral 1/2In(r) — oo.
(2) Ebenso flr uneigentliche Integrierbarkeit, denn f,(z) > 0 fir z > 0.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f, existiert offensichtlich fur alle a € R:

T T T x
/ — = —dr=0 = lim/ ———dx=0
. T1+|x|a r~>oo.7,1+|$‘a

2*@71
2—a

— 00

B419

Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

B420

Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

(4) Das absolute Integral ist translationsinvariant dank Konstruktion.

© Dasselbe gilt auch fiir uneigentliche Integrale, denn das Ergebnis
ist unabhangig vom willkiirlich gewéhlten Teilungspunkt =z € R:

/ flz —xo)dz =
—0 b—+o0 , 2
= lim

20 b—zo
(Hbfoc /(1710 f(x) d:L'—&-bLiinoo /Zim f(z)ds = /7Oo f(z) da

/\ Der schwichere Cauchy—Hauptwert ist nicht translationsinvariant:

T 7+20 r+xo
/ S I R / U / Ty
—r 1+ ‘CC + I()' J—r+xo 1+ |$‘ r—xo 1+z

r4x 1 —
= [x —In(1+ x)} ’ 1-‘:-7“7?" — 2x0
r—xo +7r+x

/\ Nicht einmal seine Existenz bleibt unter Translation erhalten:

lim
a—r—00

b
/ flz —x0)dz+ lim flz—x0)de

=20+ In firr — oo

T
/ x + xodr = 2rzg — sign(xg) -oo  flrr — oo
-

© Die beste und robusteste Eigenschatt ist absolute Integrierbarkeit.

sin(x)

1+

N\

(@) =

‘I.a gJo

1
N

N\

Aufgabe: Wir untersuchen g, : R — R mit g,(z) = sin(z)/(1 + |z|*).
Fir welche Werte a € R ist g, absolut integrierbar? uneigentlich? CH?
Lésung: Absolut integrierbar fiir a > 1, aber nicht fir a < 1
Uneigentlich integrierbar fir « > 0, aber nicht fir a < 0.

Fur jedes a existiert der Cauchy—Hauptwert und ist gleich 0.

Die ausfiihrliche Rechnung verlauft analog zur folgenden Aufgabe.

B421

Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit Ubung

B422

Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit Ubung

Aufgabe: Wir untersuchen f:[1,00] — R mit f(z) = z®sin(z).

(1) Skizzieren Sie diese Funktion flr verschiedene Parameter a € R.
(2) Fur welche Parameter a € R ist f absolut integrierbar?

(3) Fur welche Parameter a € R ist f uneigentlich integrierbar?

/_\

o O e T

N\

@ = 1.5 __/7

\7_:1.—7
~ © Speziell fiira = —1

erkennen wir hier die
Spaltfunktion (B149).

© Solche Integrale treten in der Fourier-Theorie haufig auf (Kapitel K).
Die zugehdérigen Konvergenzfragen sind knifflig, aber auch lohnend.

(2) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

lim

{I sin
T—00

x)| dz.

Fir a < —1 folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium:

T T ma+1 T
/ |2 sin(z)] dz < / z%dr = { } =
=1 x=1 a+ 1 1

Fir —1 < a < 0 folgt die Divergenz aus dem Minorantenkriterium:
rkm

/(k—l)ﬂ'

Wir erhalten als untere Abschéatzung eine divergente Reihe:

o0 o0 km [e'e}
z%sin(z)|dz = dx > 2(km)* =
[ latsinta) Z/() s =3 206m

Far a > 0 folgt die Divergenz ebenso aus dem Minorantenkriterium.

rotl _q

a+1

. -1
a+1

< o0
ke

|a* sin(z)| dz > (kﬂ’)“/ |sin(z)| da > 2(km)*
(k=)

‘1‘“ sin(z

B423
Ubung

Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit

B424

Integrierbarkeit und Konvergenzkriterien Ubung

(3) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

lim

T
i / x%sin(z) dx.
=00 Jp—1

Fir a > 0 existiert dieser Grenzwert nicht: Dies sieht man wie zuvor mit
dem Minorantenkriterium. Fir a < 0 hingegen existiert der Grenzwert!

Dies folgt bequem aus dem Konvergenzkriterium von Leibniz (B3H)
bzw. allgemeiner aus dem Konvergenzkriterium von Dirichlet (B31).

Konkret geht’s so: Wir integrieren partiell und schauen genauer hin.

T
/ az® ! cos(z) dz
=1

e

T

/;1 z%sin(z) de = [—I“ cos(:::)LE=1 +
= cos(1) — r®cos(r) + /

Jr=1

az® ! cos(z) dz
Es gilt »* cos(r) — 0 und das letzte Integral konvergiert absolut:

T T r
/ |a:v"’_1 cos(z)| da < / —az®lde = {710} =1-r"—>1
=1 =1 =1

Aufgabe: Erklaren Sie durch geeignete Satze oder Gegenbeispiele:
(1) Damit die Reihe Y72, f(k) = lim, o Y1, f(k) konvergiert,

ist das Kriterium f(k) — 0 fur k — oo (@) hinreichend? (b) notwendig?
(2) Damit das Integral [°  f(x)de =lim, .o [;_, f(x)dz konvergiert,
ist das Kriterium f(z) — 0 fir = a oo (a) hinreichend? (b) notwendig?

Lésung: (1) Das Kriterium f(k) — 0 fir £k — oo ist nicht hinreichend,
wie die harmonische Reihe Y2, 1/k zeigt. Es ist aber notwendig dank
Cauchy—Kriterium, siehe Stroppel, Ho6here Mathematik 2, Lemma 1.9.1.
(2) Das Kriterium f(x) — 0 fUr 2 — oo ist auch fur Integrale nicht
hinreichend, wie (nochmals) das Beispiel [° =~! da zeigt. [B208)
Es ist auch nicht notwendig, wie das Fresnel-Integral [ sin(2?) dz
zeigt! Wir substituieren u = 2%; mit 2 = /u und dz = Ju~"* du gilt:
sin(u)

T 5 T2
sin(z?) dz :/
/z:l u=1 2V/u

Dieses Integral konvergiert flr » — oo, wie die vorige Aufgabe zeigt.
Den Grenzwert berechnen wir spater mit komplexer Integration.

du
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Kapitel C

Mehrdimensionale Integration

Wie machen wir’s, dafs alles frisch und neu
Und mit Bedeutung auch gefillig sei? [...]
Ein jeder sucht sich endlich selbst was aus.
Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen;
Und jeder geht zufrieden aus dem Haus.
Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832), Faust (1808)
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Mehrdimensionales Volumen Uberblick

C004
Uberblick

Mehrdimensionale Integration

Das Integral misst das Volumen. Die Grundidee ist denkbar einfach:
Jedem Quader Q = [a1,b1] X - X [an,b,] C R"™ kdnnen wir unmittelbar
sein Volumen zuordnen, ndmlich das Produkt seiner Seitenlangen (A3B).

Wir wollen jedoch nicht nur das
Volumen von Quadern messen,
sondern von beliebigen Mengen:

Der disjunkten Vereinigung
mehrerer Quader ordnen wir
die Summe ihrer Volumina zu.

(Bei einer beliebigen Vereinigung
ist zur Korrektur das Volumen der
Uberschneidungen abzuziehen.)

Damit kénnen wir das Volumen beliebiger Mengen approximieren,
und schlieBlich durch Grenzibergang sogar exakt bestimmen.

In Kapitel A haben wir grundlegend erklért, was Integrale [, f bedeuten.

In Kapitel B haben wir eindimensionale Integrale ff f(z) dz berechnet,
insb. dank des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (B11).
Fur mehrdimensionale Integrale folgen nun zwei wichtige Techniken:

@ Der Satz von Fubini C1E fiihrt die n—dimensionale Integration zurlick
auf n-fach iterierte eindimensionale Integration. Das hilft.

@ Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution und ermdglicht, geschickte Koordinaten zu wahlen.

Mit diesen drei Grundtechniken lassen sich bereits sehr viele Integrale
effizient berechnen. Hierauf aufbauend kommen in den folgenden
Kapiteln weitere bewéahrte und nitzliche Rechentechniken hinzu:

@ Vertauschung von Integralen und Grenzwerten (Kapitel D)
@ Integralsétze von GauB3 / Green / Stokes (Kapitel E, G, H)
@ Wegintegrale holomorpher Funktionen und Residuen (Kapitel F)

Damit haben Sie einen umfangreichen Werkzeugkasten zur Integration,
der lhnen als Grundlage fiir die meisten Anwendungen ausreichen wird.

Fubini fir nicht-negative Funktionen o

C114
Erlauterung

Fubini fir nicht-negative Funktionen

Die Rechnungen zu dieser Konstruktion beweisen die Formel von Fubini
far alle Treppenfunktionen, und per Grenzlbergang fir alle messbaren
Funktionen f: X x Y — [0, co]. Allein die Einschachtelung ist miihsam,
diese rechnen wir hier nicht nach. Zusammenfassend erhalten wir:
Satz C1B: Fubini fur nicht-negative Funktionen

Seien X1,..., X, C R Intervalle, also X; x --- x X,, C R" ein Quader.
Far jede messbare Funktion f: X1 x --- x X,, — [0, o0] gilt

/ f(z)dz:/ f(z1,...,xn) dey, . .. da;.
X1X X Xn X1 Xn

Dasselbe Ergebnis gilt bei beliebiger Integrationsreihenfolge.

© Eindimensionale Integrale beherrschen wir recht gut dank HDI.
© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
© Wir diirfen uns jeweils die bequemste Reihenfolge aussuchen.
© Der Satz gilt allgemein fir X; C R4, ..., X,, C R% messbar.

Fir manche Anwendungen ist folgende Zusammenfassung flexibler:
Wir gruppieren X = X; x --- x X, undY = Xp11 X - X Xpyq.
Satz C1c: Fubini flr nicht-negative Funktionen

Seien X CR? und Y C R? messbarund @ = X x Y C RPT,

Fir jede messbare Funktion f: X x Y — [0, oo] gilt

| t@nien = [ [ fendpie= [ [ faded.

Erliduterung: Das zweite Integral bedeutet: Zu festem = € X integrieren wir die Funktion
fz:Y = [0,00] :y = f(z,y) und erhalten F': X — [0, 00]: = F(x) := [, f(z,y)dy:
deren Integral ist [ [, f(x,y)dyda := [y F(z)dz. Entsprechend fiir das dritte Integral.

‘Wenn das Integral fy f(z,y) dy fiir jedes € X existiert, dann gilt die erste Gleichung wie
angegeben. Es kann jedoch vorkommen, dass die Funktion f, : Y — [0, oo fiir einige wenige
2 € X gar nicht messbar ist. Gliicklicherweise ist f fiir fast jedes € X messbar, eventuell mit
Ausnahme einer vernachlissigbaren Menge N C X vom Volumen Null. Wir definieren dann
F:X — [0,00] durch F(z) := [, f(z,y)dy firz € X \ N, sowie F(z) = 0 firz € N.
Dann besagt der Satz, dass F' messbar ist und fov f(z,y)d(z,y) = [ F(x)dz gilt.

C115
Ubung

Beispiel in Dimension 2
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Ubung

Beispiel in Dimension 3

Aufgabe: Berechnen Sie f[0,1]><[1.2] 36xy? d(z,y) mit Fubini.
Lésung: Erste Rechnung, erst Uber y integrieren, dann Gber z:

1 2
/ 36y d(z,y) = / / 36y dy
[0,1]x[1,2] A Je=0 LJy=1

1 2 1 1
= / {12.%3/3} dz = / 8drdr = [42a:2] = 42
Bl =0 y=1 =0 BlI =0

Andersrum geht es auch, erst lber x integrieren, dann Uber y:

2 1
/ 36zy’d(z,y) = / { / 36212 dx} dy
J10,1]x[1,2] v Jy=1 LJa=0

HDI 2 1 2 HDI 312
= / {183323/2] dy = / 18y%dy = [Gyd} = 42
Bl y=1 x=0 y=1 Bl y=1

Notation: Insbesondere bei iterierten Integralen kann es hilfreich sein, die jeweilige Variable
zusitzlich auch unter dem Integralzeichen zu notieren, wie in obigen Rechnungen geschehen.
Dies dient der Betonung und hat den Vorteil, dass wir beim Lesen von links nach rechts schon am
Anfang wissen, was uns am Ende erwartet. Diese ausfiihrliche Notation ist zwar etwas redundant,
aber gerade deshalb in handschriftlichen Rechnungen weniger fehleranfillig. Moge es niitzen!

dx

Aufgabe: Integrieren Sie f(z) = x1(23 + x3) Gber [0,1] x [1,2] x [0,2].
Wie viele Reihenfolgen sind méglich? Liefern alle dasselbe Ergebnis?
Lésung: Das Integral berechnen wir mit Fubini:

1 2 2
/ flz)de = / / / x1 (22 + 23) dog dag day
[0,1]x[1,2]x[0,2] 21=0 Jao=1 J23=0
1 2 2
= / / {7:1 (,773.733 + %T%)} dzs day
x1=0 Jx2=1 x3=0

1 2
= / / m1(2m§ +2)dzoday
z1=0 Ja2=1
1
2 2
= / T1 [—x% + 2:1;2] dxy
21=0 3 r2=1

1 20 10
= r1—dry = —
n/f;lio 3 3

© Wir diirfen hier die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen:
Alle sechs Reihenfolgen liefern dasselbe Ergebnis: Probieren Sie es!
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Beispiel

Tabellenkalkulation: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

C119
Beispiel

Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Ist es in Tabellen egal, ob Sie erst Zeilen oder erst Spalten summieren?
Klar, bei endlichen Tabellen! Fir unendliche gibt es Uberraschungen:
Seia:N x N — Rmita(i, i) = +1und a(i+1,i) = —1 und sonst = 0.

J Zeilen zuerst:
o0 o0
0 ! > alij) =0
=0 i=0
0 +1 ==l
Spalten zuerst:
0 +1 | -1 o oo
Do alig) = +1
0 +1 | -1 par e
0 | +1| =1 ) /\ Umordnung verlangt
¢ absolute Summierbarkeit!
+1 0 0 0 0

® Das ist ja filrchterlich! Kann das auch bei Integralen passieren? Ja!

Aufgabe: (0) Man skizziere die Funktion f:R? — R gegeben durch
[= Z <I[k,k+1[><[k,k:+1[ - I[k+17k+2[><[k:,k+1[)~
k=0
(1) Man berechne und vergleiche und bestaune die Doppelintegrale

[ ] fewaay = [ [ jepi
yeR JzeR zeR JyeR

(2) Widerspricht das Fubini? Was erhélt man fur f* und f~ sowie | f|?
Lésung: (1a) Zeilen, erst nach = und dann nach y integrieren:

/yE]R z€R fl@.y)dudy = /

yeR
(1b) Spalten, erst nach y und dann nach z integrieren:

[ s [
zeR JyeR

zeR
/\ Das zeigt, dass wir nicht blind drauflos rechnen diirfen!

0dy=0

Ip(z)de = +1

Fubini far absolut integrierbare Funktionen o

C122
Erlauterung

Wann gilt Vertauschbarkeit?

Bislang haben wir Fubini (Satz C1B) nur flr nicht-negative Funktionen!
Dank Zerlegung in Positiv- und Negativteil (A3K) folgt daraus allgemein:

Satz C1E: Fubini 1907
Seien X C R? und Y C R? messbare Teilmengen.
(1) Fir jede messbare Funktion f: X x Y — R = [—oo, +o0] gilt

/};Xy|f(ﬂ%y)|d(ér,y):/% /;\f(:r,y)}dydﬂc:/;/).(If(lny)ldzdy

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

|t = [ [ tenaas= [ [ opasa.

© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
© Wir brauchen absolute Integrierbarkeit: genau die, mehr nicht.
© Wir dirfen uns dann die bequemste Reihenfolge aussuchen.

© Fubini und die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge gilt
@ fir alle nicht-negativen Funktionen f: X x Y — [0, oc],
@ fir alle absolut integrierbaren Funktionen f: X x Y — R,
@ zum Beispiel, wenn X, Y und f beschrankt sind,
@ insbesondere fir X, Y kompakt und f stetig.

/\ Fiir die ersehnte Gleichheit sind diese Voraussetzungen wesentlich!
Aufgaben am Kapitelende zeigen lehrreiche Gegenbeispiele.
Zur korrekten Anwendung missen Sie dieses Problem beherrschen.

Der Satz von Fubini ist ungemein praktisch, wie wir bereits gesehen haben, denn er erlaubt uns,
die mehrdimensionale Integration auf die leichtere eindimensionale Integration zuriickzufiihren.

Der erste Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion g, : Y — R:y v |f(z, )|

ist fiir fast jedes € X messbar, eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X.

Wir definieren G': X — [0, 00] durch G(x) := [,.|f(,y)|dy firz € X \ N, sowie

G(z) = 0 fiirz € N. Dann 1stGmessbar undes gilt -fXxY‘f z,y)|d(z,y) = [y G(z)dz.

Der zweite Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion f,: Y — R:y > f(x,y) ist fiir
fast jedes x € X mtegrlerba.r eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X. Die Funktion
F:X — Rmit F(z) := [, f(z,y) dyturallemeX N N, sowie F(z) = 0 firz € N, ist
integrierbar und erfullt Jxxy fy)d(z,y) = [ F(x)dz. Ebenso fiir das zweite Integral.

c123

Flacheninhalt einer Kreisscheibe

C124

uung| | Rauminhalt einer Kugel Ubung
Aufgabe: Berechnen Sie den Flacheninhalt der Kreisscheibe Aufgabe: Berechnen Sie den Rauminhalt einer Kugel vom Radius r:
D={(z,y) eR?|a® +4? <r?} K={(z,y,2) eR*|2? + 7 + 22 <r?}
={(zy) eR?| r<e<r, —Vr2-a2<y< V2 a2} ={(my2)eR¥|—r<z<r 2+ <r? 22}
Loésung: Dank Fubini geniigt eindimensionale Integration: Lésung: Dank Fubini und der vorigen Aufgabe finden wir:
Def Fub ub
vola(D) = / Ip(z,y)d(z,y) = / / Ip(z,y)dyde / Ix(z,y,2)d( w / / (z,y,2)d(z,y) dz
R2 z€R JyeR R3 e —r J(z) €R2
+VrZ—z? r ) T 4
= 1dydz = 2v/r2 — 22dx = / n(r? — 2% dz e w[zrszzi} = —ard,
- R~ wor o Jo—— Bl 3 2= 3
Substitution z = —r cos(u) und dz = rsin(u) du mit u € [0, 7] © Die Rechnung fillt hier sogar noch einfacher aus als fiir die Kreisscheibe.
T ‘ ™ © Der Term 7 ist plausibel, denn die Kugel wichst in jede Richtung proportional zu r.
]\i“ / 2/12 — r2 cos(u)? - rsin(u) du = r? / 2 Sin(u)2 du Die Konstante 4 hingegen kann man nicht raten. Wir gewinnen sie aus der Integration!
31K h
u=0 u=0 © Rekursiv konnen Sie mit derselben Rechnung in jeder Dimension n = 0, 1,2, 3, ... das
e ™ 1 ™ Volumen der Kugel D} = { (z1,...,2,) € R” ‘ @7 + -+ + x5 < r” } bestimmen:
b r2/ 1 — cos(2u) du L2 [u - = sin(2u)] = mr? ’ "
e B 2 u=0 n 0 1 2 3 4 5 6

© Das Ergebnis kannten Sie bereits. Nun kénnen Sie es ausrechnen! vol(DP)| 1 2r | ow® | gwr® | gt | Bt | gt

C125

Volumen eines Kegels {Ubung
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Volumen eines Rotationsparaboloids Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Kegels
K:{(I,y,z)€R3|O§z§h, x2+y2§z2}.
Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:

/ I (e, y,2) d(z, 3, 2) / / I (z,y,2) d(z,y) dz
R3 2=0 JR2
= Zhpd

[ Bl -

© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, bendtigen Sie achtmal soviel Fliissigkeit.
Der Term h? ist plausibel, denn der Kegel wiichst in jede Richtung proportional zu .

Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Rotationsp;raboloids
P:{(I,y,z)eR‘rwogzgh, x2+y2§z}.
Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:

/ IP(.'I,‘7y7 Z) d(.’IJ,y, Z) / / IP -1 Y,z d(.l y)d
R3 2=0 JR?
= fh

/z:()wzdz = r 2]2:0

=z
2
© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, bendtigen Sie viermal soviel Fliissigkeit.
Der Term h? ist kein Tippfehler, auch wenn man hier naiv vielleicht h* erwarten wiirde!

Allgemein ist das Volumen eines dreidimensionalen Kegels % mal Grundfliche mal Héhe.

Anders als im vorigen Beispiel des Kegels wchst hier das Volumen tatsichlich nur mit 2.




Normalbereiche (aka schlichte Bereiche) o
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Integration Uber ebene Normalbereiche

h(r) = Hvr? — a? ul 3 3 Lo - i
/\ : i b
D
— il
KJ 14 1
9(2) = =Vr* =z ta b T

i
1
|
vola(D) = 7r? voly = j: h(z) — g(z)dz volp = j h(y) — g(y) dy

Definition C1G: ebener Normalbereich
Eine Teilmenge B C R? heit Normalbereich in y—Richtung, wenn

B:{(z,y)€R2|a§z§b, g(z) <y < h(z) }.
mit g, h: [a, b] — R stetig und g < h. Entsprechend in z—Richtung, wenn

B={(z,y) eR?*|a<y<b, g(y) <z <h(y) }.

Gilt beides, so nennen wir B C R? einen Binormalbereich.

Satz C1H: Fubini fiir ebene Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R? ist kompakt, somit messbar, vols(B) < oo.
Sei f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig.

Fir B={(z,y) €R? |a <z <b, g(z) <y < h(z) } gilt dank Fubini

/Bf(x,y) d(z,y) = /l:a /;h(:(z)

Fir B={(z,y) eR*|a<y<b, g(y) <z < h(y) } gilt dank Fubini

JECICYE / i

A\ Zur Anwendung miissen Sie die Grenzen a, b, g, h des Bereichs B korrekt bestimmen.
Manche Bereiche sind Normalbereiche sowohl in z— als auch in y—Richtung: Sie haben dann die
‘Wahl und konnen sich den leichtesten Rechenweg aussuchen. Unsere Konstruktion des Integrals
stellt sicher, dass das Ergebnis wohldefiniert ist, also unabhingig ist vom gewihlten Rechenweg!

z,y) dy dz.

h(y)
f(z,y)dzdy.

z=g(y)

o . . . c o . . . c
Integration Uiber eine Kreisscheibe Goumg Integration Uiber eine Kreisscheibe O
Aufgabe: Integrieren Sie f(z,y) = 2> + 32 Uber die Kreisscheibe Dieses Integral entspricht dem Tragheitsmoment eines Zylinders.
sl 9 9 o Anschaulich misst [},(2* + y?) d(x,y) das Volumen der Menge Q
D={(x,y) eR® |2 +y* <r?} zwischen der Kreisscheibe D x {0} und der Flache z = a2 + 2.
={(z,y) eR? | —r<az<r —Vr2-22<y<+Vr2-a2?}
={(@y) eR?|—r<y<r, —VrP-p2<z<\r?—y?}
Lésung: Wir wahlen eine Beschreibung als Normalbereich:
[ tan ey [, @y
224y2<r
ViZ—a? r V=22
/ / («® +y?) dyde = / [:L'Qy + %yﬂ dzx
—r Jy=—vr2—2? o= y=—r2—a2 e
: Das ist der Zylinder Z = D x [0, r*] ohne das Rotationsparaboloid [C126]
= 7 2V/r2 — 22 (222 4 1) dx = / - Y o Tj 2 P
e B Y- ) P:{ac,y,z E]R|x +y¥<z<r }
Wenn Sie Herausforderungen mogen, versuchen Sie doch mal, das letzte Integral auszurechnen. Hier gllt Z=QUP mit volg (Q n P) = 0. Dank Additivitat [A320] f0|gt
Wenn Sie es lieber bequem mogen: Spiter gelingt die Rechnung spiirbar leichter mit dem 4 4 T 4
Transformationssatz. [€402] Die Wahl eines geschickten Rechenweges erfordert Ubung! vol3(Q) = vol3(Z) — vol3(P) = mr® — §T = §T

der Integrationsreihenfolge o
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Die Qual der Wahl. ..

Aufgabe: Integrieren Sie f(x,y) = ¥"/2, sin(y?). < "L {ber

Y A:{(x7y)€R2|0§x§y§1}.
A Lésung: Normalbereich in y— und z—Richtung:
A={(z,y)

z ={(z,y)

ER?|0<z<l,z<y<1}
€ER[0<y<l0<z<y}

® Der erste Anlauf ist nicht elementar integrierbar: Holzweg!

forenaen & [ ]

© Bei umgekehrter Integrationsreihenfolge gelingt es jedoch leicht:

o1 . 2
/f:Ey (z,v) = / / _JZ/ded ”[)[/ {xe_yz/zr dy
y=0 Ja=0 y=0 =0

_ / ye ¥ 2y [ fu/z]y , = 1-eV ~ 030347
y=0 B =

eV /2 dy dz

Der Begriff der Normalbereiche lbertragt sich in naheliegender Weise
von ebenen Bereichen B C R? auf B C R” in beliebiger Dimension:

o(z,y) € ACR?

Integration (iber Normalbereiche dauonng Integration Uber iterierte Normalbereiche dauoneg
Definition C11: Normalbereich Satz C1k: Fubini fir iterierte Normalbereiche
Eine Menge B C R™ hei3t Normalbereich in k-ter Richtung, wenn Das Integral jeder absolut integrierbaren Funktion f: B — R Uber
B= {{II eRrR" | (.1}1,...,(I)k,l,l‘k+1,...,mn) €A, B= {.’I’ eRrR" | [Lk(,’El,...,.’Itk,l) <z < bk(l‘l,...,]}k,l) fur alle k& }
9(@1s s T 1, Bty @) S @k SA(E1, o TR, Thg -5 Tn) l&sst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

mit A C R"~! kompakt und stetigen Randfunktionen g, h: A — R.

In Worten: Die Grenzen fiir ;. h&ngen von den anderen Variablen ab.

Satz C1J: Fubini fir Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R™ ist kompakt und somit auch messbar.
Ist f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig, dann

h(u)
/ f(z dI—/ / s Uk—15 Uy Ukt 15 - - - 5 Un
u€eA Ju=, g(u)

Ist auch A ein Normalbereich, so kdnnen wir das Verfahren iterieren. ..
Die Grenzen jeder Variable =), hangen von den vorigen z1, ...,z ab.

)dv du

b1 ba(z1) b (€1, Zn—1)

/f f($17$27---,37n

Ubung: Zu r € R+ betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
A ={(21,...,a) ER* | 0<a1 <mp <+ <wp <7}

Skizzieren Sie AL, A2, A? und berechnen Sie rekursiv das Volumen

r T, T3 T2
vol, (AY) = / / s / / 1dzydas - -+ doy_1 day,.
zp=0 Jxn,_1=0 x2=0 Jz1=0

Lésung: Siehe Seite C425. Es gibt einige schéne Uberraschungen!

)dzp - des dzy.

T1=a1 T2= az(Il)In—dn(Zl, Tn— 1)
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Sehr oft mUssen Sie zwischen Bild und Formel Ubersetzen, zwischen
geometrischer und analytischer Beschreibung der Problemstellung.

Die Analytische Geometrie gibt Ihnen hierzu Werkzeuge: Koordinaten!
Diese nutzen Sie iberall, zum Beispiel in der Konstruktionslehre bei der
Bemessung und rechnerischen Auslegung der genutzten Bauteile.

In Koordinaten sind Normalbereiche hierzu ein vielseitiges Werkzeug.
Zur lllustration zeige ich einige Beispiele, von einfach bis knifflig:

Aufgabe: Die oben gezeigten kompakten Bereiche By, Bs, ..., B C R?
entstehen durch Vereinigung und Differenz aus Rechtecken [a, b] X [c, d]
und Kreisscheiben, abgeschlossen B((p, ), ) bzw. offen B((p,q),).
(a) Beschreiben Sie die Menge B; als Vereinigung bzw. Differenz.
(b) Ist B; ein Normalbereich in y—Richtung? oder in z—Richtung?
Wenn ja, mit welchen Grenzen a, b, g, h? Explicit is beautiful!
(c) Schreiben Sie fBl f(z,y)d(z,y) soweit mdglich als Doppelintegral.
(Die konkrete Rechnung zu gegebenem f flhren wir hier nicht aus;
die Techniken zur eindimensionalen Integration kennen Sie bereits.)
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Lésung: (1a) Die Skizze zeigt B; = [~1,1]2 . B((0,0),1/2).
(1b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von B; mit

der Geraden {z = 0} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist B; kein Normalbereich in z—Richtung: Symmetrie!

(1c) Hierzu musste man B; in Normalbereiche zerlegen, etwa so:

+/:771/Z/:71f(7 y)dyde +/ 71/2/11 i/lmf(vz y)dydz

r=—1

1/2
+/ / flz,y dydx-i—/ / flx,y)dyde
rz=—1/2 u:\/w ( ) z=1/2 Jy=—1 ( )

Genauso gelingt es in z—Richtung: Symmetrie! Eine Alternative wére:
By [-1,1]2

B((0,0),1/2)
Hierzu muss f auf [-1, 1] gegeben und zudem absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen miissen, dann hilft dieser Trick nicht.)
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

(z,y)d(z,y)

(2a) Die Skizze zeigt By = ([~1,1] x [~1,0]) U B((0,0), 1).
(2b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
BZ:{(:I;,y)ER2 ‘ 1<z <+1, -1<y<V1i-a?}
—_ —_ |
a b g(x) h(x)
Es ist zudem ein Normalbereich in z—Richtung:

By={(z,y) eR* | -1 <y <+1, g(y) <z < h(x) }
Fur —1 <y < 0 gilt hierbei g(y) = —1 und h(y) = +1;

fir0 <y <1gilt g(y) = —v/1 —y?und h(y) = /1 — 2.

(2c) Integrale Uber By kénnen wie demnach wie folgt schreiben:

f(z,y)d(z,y) /:_1/7

J By
- '/7':_1 /;,,::_1 fay)dady + ,é:o /:—:/ﬁ f(z,y) dzdy

Vorteil: Das erste Doppelintegral ist etwas leichter auszuschreiben.
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

(z,y)dydx
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(3a) Die Skizze zeigt B; = [—1,1]*> \ B((0,1),1).
(3b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
By={(z,9) eR?|-1<2<+1l, -1<y<1-—V1-2%}
= o) BT —

Hingegen ist B3 kein Normalbereich in z—Richtung: Fir jedes ¢ € ]0, 1]
besteht der Schnitt Bs N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nétig oder gewilinscht kénnen wir Bs geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(3c) Integrale tUber B3 kénnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—vV1—22
f(z,y)d(z,y) / / f(z,y)dydz
-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

B3

(4a) Die Skizze zeigt By = [-1,1]* \ [B((0,1),1) U
(4b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

(x,y) ERQ‘—1<1<+1 \/1—L2—1<y<1—\/1—L2}

a g(x) h(z)

B((0,-1),1)].

By=

Hingegen ist B, kein Normalbereich in z—Richtung: Fir ¢ € [-1,1] ~ {0}
besteht der Schnitt B, N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nétig oder gewlinscht kénnen wir B4 geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(4c) Integrale Uber B4 kénnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—V1—22
f(z,y)d(z,y) / /
By =—1 Vi—z2-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

f(z,y)dydx
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(5a) Die Skizze zeigt Bs = [1,1]% ~ U B((£1,£1),1).

(5b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
Bs={(v,y) eR?| 1< <1, g(z) <y <h(z) }

Wie finden wir g(z) und h(z)? Die Kreisgleichung (z — 1)2 + (y-1)2=1
liefert den Viertelbogen oben rechts: y =1 — /1 — (1 — z)2. Demnach:

gl@) =v1i-(1—lz[)* =1,  h(x) =1-v1-(1-[z[)?

Genauso gelingt es in z—Richtung: Nutzen Sie die Symmetrie!
(5¢) Integrale Uber Bs kénnen wie demnach wie folgt schreiben:
1\MV 1

1—
/ f(a,y)d(z,y) / /
-1
1—y/1=(1—[a])?
/ / f(z,y)dzdy
—1Ja=\/1-(1—]z])2-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

V1-(1—[z])2
f(z,y)dydx

(6a) Die Skizze zeigt Bs = B((0,0),1) ~ B((—r,0),r) fir r ~ 0.58.

(6b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {z = —0.5} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist Bg kein Normalbereich in z—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {y = 0.5} besteht aus einem Intervall und einem Punkt.
(6¢) Wenn der Integrationsbereich Bg schon so mihsam ist, dann wohl
auch das Integral fBb z,y) d(x,y). Oft hilft der folgende einfache Trick:

fenden = [ fwgdes) - [ @ de)

Bs B((0,0),1) A

Hierzu nehmen wir an, dass unser Integrand f bereits auf der grof3en
Kreisscheibe B((0,0),1) gegeben ist und dort absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen miissen, dann hilft dieser Trick nicht.)
Das letzte Integral geht nicht Uber die ganze Kreisscheibe B((—r,0),r),
das wére zuviel, sondern nur Gber A = B((0,0),1) N B((~r,0),r); dies
kann man als y—Normalbereich darstellen, nach genauerer Rechnung.

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Wie verhalt sich das Volumen von X C R" unter Transformationen?

Affin-lineare Abb.
P:R" - R"
r—=y=v+Tx

Beispiel: v =0
1.3 —-0.2
= <70.4 1.6>

Wie verhélt sich das Volumen unter affin-linearen Abbildungen?

| volu(Y) = volu(X) - det(T)] |

[1] Siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.11. Das ist speziell fiir n = 2 das Kreuzprodukt,
fiir n = 3 das Spatprodukt. Wir konnen die Formel dank Fubini und Substitution nachrechnen,
siehe unten C2F. Beispiele: Fiir Drehungen gilt det 7" = +1, fiir Spiegelungen det 7" = —1.
Fiir die allseitige Streckung mit konstantem Faktor a € R gilt det T = a™.

Stetig diff’bare Abbildung
P:R"DX Y CR"
D(z + h) = D(x) + D' (z)h

(T = x%fzg
T 2I1I2

& T\ _ 2rx1 —2x9
xTro 2I2 21‘1

det @' @) =4(a? +23)

Satz C2A: Transformationssatz flir n—dimensionale Volumina
Seien X,Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar:

/ |det ®'(z)| dz
IX

t

vol,(Y) = / 1dy =
Jy
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Die Abbildung ®: X — Y beschreibt einen Koordinatenwechsel:

Sie ordnet jedem Punkt « € X genau einen Bildpunkt y = ®(z) € Y zu.
Bijektivitat bedeutet: Zu jedem y € Y existiert genau ein Urbild z € X.
(Injektiv/surjektiv: Jedes y wird hdchstens/mindestens einmal getroffen.)
Die Punkte y € Y kénnen wir also auf zwei Arten beschreiben:

durch ihre kartesischen Koordinaten y = (y1, . . ., y»), Wie immer,

aber ebenso durch die krummlinigen Koordinaten y = ®(z1, ..., xy).

Was heif3t hier &: X — Y stetig differenzierbar mit Ableitung ®’'?
Wenn der Integrationsbereich X C R™ nicht offen ist, so verlangen wir
®:U — R stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung U D X.

Die Ableitung ®': U — R™*" ist dann die Jacobi—Matrix

9% 0Py
oz 0a
o 0% _ A(®y,...,D,) . o
Or  O(x1,...,xn) - .~
oz 0T

Die Funktion det ® : U — R heiBBt Funktionaldeterminante von ®.

Der Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Die hier als Beispiel gezeigte Abbildung z — y = ®(z) ist nicht linear.
Wir sehen: Die Volumenverzerrung |det ®’(z)| hdngt vom Punkt = ab!

© Die Transformationsformel wird wunderbar anschaulich durch die
Taylor—Entwicklung ®(x + h) ~ ®(z) + ®'(z)h bis zum linearen Term.
Kleine Quader = + A werden abgebildet auf &(A) ~ ®(z) + ®'(z)(A),
also vol,, (P(A)) = vol,(A) - |det ®'(z)| wie zuvor erklart. Summation
Uber eine Zerlegung in viele kleine Quader ergibt die obige Formel.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so die Rechnung zu vereinfachen.
Vermutet wurde der Transformationssatz schon von Euler (1769) fur
Doppelintegrale und von Lagrange (1773) fiir Dreifachintegrale — und
von allen ausgiebig genutzt. Ein strenger Beweis ist technisch schwierig
und wurde erst Uber hundert Jahre spater von Cartan (1890) entwickelt.

© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv geniigt, dass @ injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.
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Aufgabe: Parametrisieren Sie den Kreisring
KE={(ry) eR*|rf <a®+y><ri}

in Polarkoordinaten. Berechnen Sie so seine Flache.

Lésung: Fir K sind Polarkoordinaten besonders gut angepasst!
K ={(pcosp,psiny) ! ro<p<r, 0<p<2m}

© Die Skizze zeigt die Volumenverzerrung proportional zu det ® = p.
Die kleinen Rechtecke wiegen weniger, die groBen Rechtecke mehr!

Als Parametrisierung nutzen wir (wie skizziert und vorgeschlagen)
T\ _ [pcosp) . P . .
<y) = <psin<p) =P <‘/’> mit  (p, ) € [ro,71] X [0,27[ =: D.

© Die Abbildung ®: D — K ist bijektiv und stetig differenzierbar.
Wir berechnen ihre Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

7)) 2 0@y) _ (eosp —psing) q>’<” _
7 A(p,») sing pcosyp ®
Flachenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

1 27
volp(K) = /ld(m,y) ‘:‘/ p dipp) = / / pdpdp
K - DIFu’_detl p=ro J p=0
HDI = HDI 21"t 2 2
= 2mpdp = [Wﬂ} = w(r{ —g)
Bl o=ro BlI p=ro

© Plausibilitatspriifung: Dasselbe Ergebnis folgt aus der Kreisflache.
/\ Es gilt voly(D) = 27(r; — o). Man beachte die Volumenverzerrung!
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Satz C2B: Transformationsatz fir n—dimensionale Integrale
Seien X, Y C R" messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f:Y — R messbar, so auch (f o ®) - det ®: X — R, und es gilt

/|f(y)\dy = /|f(¢(1:))|-|det‘1>’(a:)‘dx.
Y X

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/ ) dy = / F(®(2)) - |det & (2)| da.
Y X

Merkregel analog zur Substitution: Fir y = ®(z) gilt dy = |det ®'(z)| dz.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so unsere Rechnung zu vereinfachen.
© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv gentigt, dass ® injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.

Aufgabe: Folgern Sie in Dimension n = 1 die obige Formel des
Transformationssatzes C28B aus der Substitutionsregel B1k.

Lésung: Der HDI impliziert die bekannte Substitutionsregel B1k:
b D (b)
[ r@w)ewa- [
Jr=a Jy=>o(a)
Hierzu sei @ : [a, b] — R stetig diff'bar und f:R D ®([a,b]) — R stetig.

In Satz C2B setzen wir zusatzlich ®: [a, b] — [c, d] als bijektiv voraus.
Wir unterscheiden daher zwei Félle, je nachdem, ob ® wachst oder fallt.

(1) Ist ®: [a,b] — [c,d] wachsend, &' > 0, ®(a) = ¢, ®(b) = d, so gilt:

b D(b)
0 ®)|d| = o®)d = =
J e = [reae < [ s 7
(2) Ist ®:[a,b] — [c,d] fallend, @' < 0, ®(a) = d, ®(b) = ¢, so gilt:
[ 1
[e.d]

Lo Frcow

© In beiden Féllen gilt der Transformationssatz C2B wie angegeben.

f(y)dy.
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© Eine beriihmte Anwendung der zweidimensionalen Integration:
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die GauBsche Glockenkurve

flz) =2,
g9(z,y) = f(@)f(y)

(2) Kénnen Sie f: e~%*/2 4z in geschlossener Form angeben?
(3) Berechnen Sie zur Funktion g das Flachenintegral

/ e~ (@ +y?)/2 d(z,y)
K

tber dem Kreisring K = { (z,y) € R? | a> <2? +y? < V? }.
(4) Welches Integral erhalten Sie fiir a — 0 und b — c0?
(5) Bestimmen Sie hiermit das Integral I = [, e=**/?dz.

f:R—>R,
g:R? 5 R,

sowie die Glockenflache
fir z,y € [-3,3].

® Dieses Integral konnten wir mit eindim. Integration nicht berechnen.
© Mit zweidimensionaler Integration hingegen gelingt es nun leicht!

Losung: (1) Skizze der GauBBschen Glockenkurve:

Ihre Streckungen und Verschiebungen heiBen ebenfalls Glockenkurven.
Sie spielen eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beim
zentralen Grenzwertsatz W1D; er wird uns in Kapitel W beschéftigen.

(2) Die Integralfunktion F(z) = [ f(t) dt erlaubt ke|ne geschlossene
Formel, ebensowenig die beshmmten Integrale f f(t)dt = F(b) — F(a).

Ich warne vorsorglich vor einem verbreiteten Missverstindnis: Die Funktion f ist stetig und
somit integrierbar (Satz B1C), daher existieren dle bestimmen Integrale [ f(t) dt und somit
auch die Integralfunktion F': R — R:a — fo t) dt. Allerdings kann diese nicht durch
elementare Funktionen (also durch exp, log, sin, cos, ...) in geschlossener Form dargestellt
werden. Das ist nachweislich unmoglich. Es ist aussichtslos danach zu suchen!
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Skizze der GauBschen Glockenflache g(xz,y) = e~ (@ +7)/2;

Diese Funktion g wollen wir Giber den Kreisring K integrieren:
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(3) In Polarkoordinaten (z,y) = (pcos ¢, psin) gilt d(z,y) = pd(p, ¢).
Die Integration gelingt dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

/ (g y) / | 2 p dp,p)
@ Jla b x[0,27] Foeet
) ‘
b / / Pe—n 2/2 dpdp T / 2”Pe_p2/2 dp
ClIr p=a J p=0 o p=a
HDI _ - 2/2 = - 2/2 - 7b2/2
BlI { me’ ]p:a B 27r<e ' ’ )

(4) Fir a — 0 und b — oo finden wir:

/ e (@ )2 d(z,y) = 27
R'Z

@ Das eindim. Integral j" ~2%/2 4g; knnen wir nicht direkt angreifen.

© Das zweidim. Integral [, e~(**+¥")/2 d(, y) ist hingegen leicht dank
des Faktors p. Vergessen Sie nie nie nie die Funktionaldeterminante!

(5) SchlieBlich gelingt uns so auch das eindimensionale Integral:

) 2
(/ o7 /2 dT)
R
/ —7*/2 4 . /C’VQ/2 dy

= / _(Zz+y 2 a(e,y)
Clt RxR ©

Kunstgriff: Statt I berechnen wir 12!

/07'2/24 </c y2/2dy> dx
// ~@+52)/2 4y,

e V2 dydz

Satz C2G: GauB3sches Integral

Es qilt / e ™2 dy = V2.

R
© Dies ist ein eindimensionales Integral, aber allein mit eindim.
Methoden schafft man es nicht. Erst durch die Berechnung als
zweidimensionales Integral |dst sich alles in Wohlgefallen auf!
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()

e it

Sei pu,0 € R mit o > 0. Die Funktion ¢ : R — R mit

pla) =~ 127r 35

PR LR

heif3t (Dichte der) Normalverteilung mit Mittelwert ;. und Streuung o.
Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.

© Wahrscheinlichkeitsdichte: ¢ > 0 und [; o(z) dz = 1

© Hier gilt Schwerpunkt = Mittelwert = Jpro(x)de=p

© Tragheitsmoment = Varianz = [, (z — p1)%¢(z) dz = o?

Wir kennen die Gamma—Funktion

o0
e " da.

FIR>0—)R>0:Z'—>F(2):/
=0

Aufgabe: Berechnen Sie den Wert r(%) = / % e " dg.

=0
Lésung: Die Substitution = = »? und dx = 2u du ergibt:

1 * -1 7u oc
1"(7) = u 2udu = 2
2 u=0 u=0

© Dank der Funktionalgleichung T'(> + 1) = 2 T'() aus Satz B3E folgt:

.2
e " du

2
e " du

Satz C2H: Gamma-Funktion an halbzahligen Stellen

Es gilt F(%):ﬁ und FGJFﬂ):w

2 v
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LI YL
o Aoy

v

Griechische Amphore aus dem Louvre, Bildquelle: wikimedia.org

Stuttgarter Fernséhturm, Bw\dqhelle: wikimedia.org

Zylinderkoordinaten eignen sich bei Rotationssymmetrie bezuglich
einer Achse, zum Beispiel zur Parametrisierung von Rotationskérpern.

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskodrpers
R={(z.y,2) eR*|a <z <b ro(2)? <a?+y* <ri(2)?}

(1) in Zylinderkoordinaten und (2) mit Fubini (zum Vergleich).
(3) Was erhalten Sie fir —1 < z <1 mit rp = 0 und r1(z) = cosh(z)?

C235
Ubung

Zylinderkoordinaten

C236
Ubung

Volumen eines Rotationskérpers

Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten um die z—Achse:

z T pCos P
y| =[psing | =0 |¢
z z z

®:D—R mit D={(p,p 2)€cR?]
a<z<b m(z) <p<rifz), 0<p<2m )

Die Funktionaldeterminante ist wie zuvor bei Polarkoordinaten:

P 9 cosyp —psing 0 p
o) = M = [sinyg pcosp O = detd' || =p

Wir erhalten folgende Parametrisierung unseres Rotationskorpers:
R={(z,y,2) €R? [a<z<b, ro(2)? < 22 + 92 Srl(z)Q}
={(pcosp,psing,z) |a<z<b, ro(z) <p<ri(z), 0<p<2m}

Anschauung: Die drei Spalten von @’ sind die Tangentialvektoren in Richtung p, ¢, z. Diese drei
stehen hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Lingen 1, p, 1.

(1) Volumenberechnung in Zylinderkoordinaten, d(z,y, z) = pd(z, p, ¢):

b 71(2) 2m
volz(R) = /ld(a;y7 z) 1:'}% /pd(z,p7 ®) :% / / / pdpdpdz
R - JD z=a J p=ro(z) J =0

; b 71 (2) ) b 1(2) b
= / / 2rpdpdz = / [Trp2]” T = / 7r1(2)? — 7o (2)%dz
Bl z=a J p=ro(z) B S e=a ro(2) z=a

(2) Mit Fubini und Kreisringen erhalten wir dasselbe Ergebnis:

b b
/ / Ir(z,y,2)d(z,y) dz = / 7r1(2)? — 7ro(2)? dz
z=a JR? % Je=a

(3) Flr rg, 71 :[-1,1] — R mit ro = 0 und r1(z) = cosh(z) erhalten wir:

V013 (R) =

ClIE

o ! T 1
volz(R) = / X 7 cosh(2)? dz e 71'/ 2 cosh(2z) + 3 dz
z2=— 2=

ﬂ[i sinh(2z) + E]l w(% sinh(2) + 1) ~ 8.84

21:=—1

(Additionstheoreme fiir cosh und sinh oder einfach ausmultiplizieren.)

C237
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Kugelkoordinaten wung| | Kugelkoordinaten Ubung
z Wir parametrisieren durch Kugelkoordinaten:
psiné cos ¢ p
psinfsing | =@ | 0
( pcosf ®

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen der Kugel vom Radius r:
K = {(z,y,2) € R? | 2442 4 22 §r2}

(1) in Kugelkoordinaten und (2) als Rotationskérper (zum Vergleich).

Der Poldistanzwinkel 6 lduft vom Nordpol § = 0 zum Siidpol § = 7, die geographische Breite
¥ = 7 /2 — 6 hingegen vom Aquator ¥ = 0 zu den Polen ¥y = £7 /2. Der Azimutwinkel ¢ ist nur
bis auf Vielfache von 27 bestimmt; als Standardbereich wihlen wir [0, 27, alternativ ] —m, 7].

M Y $:D— K mit D=1{(p0,0) €R?|

0<p<r, 0<6<m 0<p<2r}

Wir berechnen die Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

Oy, 2) sinfcosy  pcosfcosp —psinfsing
il = ﬁ = | sinfsing  pcosfsing  psinfcosy
(0,0, ) cos @ —psind 0
= det ®' = p%sind (Ubung!)

© Hierist (p, 0, o) ein rechtshéindiges Koordinatensystem, det ®' > 0. Hingegen wiire (p, ¢, 0)
linkshéindig. Unser Integral ist nicht orientiert, also rechnen wir mit dem Absolutbetrag |det ®’|.
Anschauung: Die drei Spalten sind die Tangentialvektoren in Richtung p, 6, ¢. Diese drei stehen
hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Lingen 1, p, psin 0.

C239
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Kugelvolumen ooung| | Kugelsegment Ubung
Lésung: (1) Das Volumen berechnen wir in Kugelkoordinaten: hJ
vol3(K) = / ld(z,y,2) = / p2sinf d(p,0,¢) PVt
K o D Fu'det z : \
Fuk " 4 2 HDI T i ) |
o / / / psingdpdodp 2 / / amptsingdodp || |
p=076=0Sp=0 . p=0J0=0 . . Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Kugelsegments
> P ™ b > T 31" T s .
“;w/ 2#{_p2cos6] dp:/ 47rpzdp 1ol [7,03} =3 K:{(I,y7z)€R3|x2+y2+z2§r2,r—hgzgr}_
Bl =0 0=0 p=0 Bl 3 p=0 3
) Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten und d(z,y, z) = pd(z, p, ¢):
© Der Term 7 ist plausibel, denn die Kugel wiichst in jede Richtung proportional zu r. , VT2 on
Die Konstante 37 hingegen kann man nicht raten, sondern nur durch Integration berechnen. vols ( K) _ / 1d (L v, Z) Trafo / / p dpdpdz
. ) . .. . K P Jo=r—h J p=0 e=01—!
(2) Zum Vergleich die Rechnung als Rotationskorper: i 3 Fudet
" 239 47 . é/7 m(r? — 2%) dz 'Qlw[rzzfz—]r = ... = ﬂhQ(T,E>
vols(K) = / a(r? —2%)dz = 7r[7"2z — —} = 3 a—r—h Bl 3 le=r—h 3
cie fo__, Bl I P — 3

© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg éindert sich. Sie haben hier freie Wahl!

Die Kugel ist ein Rotationskorper, also bieten sich neben Kugel- auch Zylinderkoordinaten an.
Je nach Problemstellung ist es eine Kunst, besonders gut angepasste Koordinaten zu wihlen.
Hier hilft nur Erfahrung; die erwerben Sie, wie immer im Leben, nur durch eigene Ubung.

Ist das plausibel? Wir machen die Probe fir Halb- bzw. Vollkugel:
h=r = vol3(K) = 2%7'3, h=2r = vol3(K) = 4%7“3

© Vergessen Sie nie... nie... nie... die Funktionaldeterminante!




Komplexe Funktionen und ihr Integral ot

Der Hauptsatz (HDI) fir komplexe Integrale =

Auf 2 C R™ betrachten wir neben reellen auch komplexe Funktionen.
Jede komplexe Funktion f:Q — C kénnen wir zerlegen in ihren

Realteil und

Imaginérteil

Ref:Q — R:z +— Re f(z),
Imf:Q— R:z— Im f(z).
Hieraus lasst sich f zusammensetzen geméB f = Re f +ilm f.

Es gilt | f[2 = [Re f|> + |Im /> und [Re f|, [Im f| < |f] < [Re f| + |Im f].

Wir nennen f:Q — C messbar, wenn Re f und Im f messbar sind.
Wir nennen f integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind.
Aquivalent hierzu: die Funktion f ist messbar und Jolfl < .

In diesem Fall kdnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf::/QRef-Q-i/g;Imf.

© Wegen R C C ist das reelle Integral ein Spezialfall des komplexen.
© Linearitat (ibertragt unsere Rechenregeln aufs komplexe Integral.

© Wir formulieren allgemeine Rechenregeln gleich reell und komplex.
Der HDI gilt wortlich fur komplexe genauso wie fir reelle Funktionen:

Jede stetige Funktion f:[a,b] — C ist integrierbar. lhre Integralfunktion
F:la,b)] = C mit F(z):= / f(t)dt

ist differenzierbar, und firr die Ableitung gilt F” = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — C differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F”, so gilt

b b
/ f(z)de = {FL
Beispiel: Fir alle a,b € R und w € R ~ {0} gilt:
b b
/ elwt dt — [i elwt}
t=a 1w t=a

© Alles gilt ebenso fur f:[a,b] — C™ und f: [a,b] — C™*™,
wobei komponentenweise integriert und differenziert wird.

mit [F]b = F(b) — F(a).

a

C303

Der Satz von Fubini Fazit

C304

Integration ber Normalbereiche Fazit

Seien X C R? und Y C R? messbare Teilmengen, zum Beispiel Quader.
Der Satz von Fubini C1E fiihrt die Integration (ber X x Y zurlick auf die
(iterierte aber jeweils einfache) Integration Uber X und Gber Y. Das hilft.

(1) Absolute Integration: Fir jede messbare Funktion f: X x Y — C gilt

/. )| des) - [ i@ wiayas = [ [ i idsdy.

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

| tewdan= [ [ reniie= [ [ 1@ydeay

/\ Hierzu ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich! Andernfalls ist
das linke Integral nicht definiert und die rechten beiden evtl. verschieden.
Fir einfache, aber drastische Gegenbeispiele siehe [C117], [C409), [C413].

Diese VorsichtsmaBnahme ist also nétig, die miissen Sie beherrschen.
© Absolute Integrierbarkeit und somit Vertauschbarkeit gilt, wenn X, Y
und f beschrankt sind, also insbesondere flir X, Y kompakt und f stetig.

Integration tiber Normalbereiche ist ein wichtiger Spezialfall
und die wohl haufigste Anwendung des Satzes von Fubini:

Das Integral einer absolut integrierbaren Funktion f: B — C Uber
B = { reR" | (Lk(.’L'l, . ,.’)Zk,l) <ap < bk(.’L'l, . ,C(?kfl) fur alle k& }

lasst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

[ o=
B

© Dies gilt ebenso bei jeder anderen Reihenfolge der Variablen.

Sie haben hier also die Wahl der Integrationsreihenfolge.

/A Man muss hierzu allerdings die Integrationsgrenzen umschreiben!
Geometrische Hilfe: Das gelingt einfach und sicher anhand einer Skizze.
/\ Das Ergebnis ist dasselbe, aber der Rechenweg kann verschieden
schwierig sein. Flr ein bemerkenswertes Beispiel siehe [C133].

by ba(x1) br(21,ecsp—1)
f(z1,22,...,xy) dzy, - - - dzodzy

z1=a1 T2=a2(x1) Tn=0n(T1,..,Tn—1)

. C305
Der Transformationssatz Fazit

. C306
Polarkoordinaten Fazit

Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution: Wir wéhlen neue Variablen als geschickte Koordinaten.

Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f: Y — C messbar, so auch (f o @) - det &' : X — C, und es gilt

/' @)l dy = / F(@())] - |det & ()] .
Y X

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt
[ 1y = [ s@@)-Idet #/)| .
Y X

/\ Auch hier ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich!

Die Ableitung @’: X — R™ ™ ist die Jacobi-Matrix, ®' = (9;P;);;.

Die Funktion det ®': X — R ist hierzu die Funktionaldeterminante.

Ihr Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.

© Fir eindimensionale Integrale entspricht dies der Substitutionsregel.
Allerdings nehmen wir hier den Betrag und vergessen die Orientierung.
Allgemeiner formuliert Satz C2c¢ die orientierte Version mit Vorzeichen.

Fubini und Transformation sind zwei hdufig genutzte Techniken.
Polarkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zu Radien 0 < ry < 71 < oo betrachten wir den Kreisring
Kz{(x,y)&RQ‘r’ggx2+y2§r%}.

Diesen kénnen wir durch Polarkoordinaten parametrisieren:

®:[ro,m] x [0,27] = K mit (3) = <ZZ?§:§) =@ <<Z)

Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante sind hier:

o(x —psi
o - 2@y :<C_Oss0 psuw) e detd =
singp pcosy

Ap, )
Fur jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

C307

Zylinderkoordinaten Fazit

x wo [T [T [(peose
f()d(lny) o N (R "
/K y 0 Jpmrg Jopmo” \psing ) Loy
C308

Kugelkoordinaten Fazit

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Zylinderkoordinaten sind eine einfache und h&ufige Anwendung.

Zu Radien g, 1 : [a, b] — R~ betrachten wir den Rotationskérper
K={(,9,2) eER*|a <z <b, ro(2)? <a®+y> <ri(2)? ).

Diesen kénnen wir durch Zylinderkoordinaten parametrisieren:

T pCOoS p
y| =|psing | =@ |¢p
z z z

mit den Grenzen a < z < bund 0 < ¢ < 27 sowie ry(z) < p < r1(2).
Die Funktionaldeterminante ist hier wie zuvor det ® = p. (Ubung!)
Fur jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Kugelkoordinaten sind eine einfache und hdufige Anwendung.

Zum Radius r > 0 betrachten wir die Kugelschale
K={(v,y,2) eR¥|rd <a?+y? + 22 <ri}.

Diese kénnen wir durch Kugelkoordinaten parametrisieren:

T pcos sin @ P
y| =\ psinpsing | =& |0
z pcosf ©

mit den Grenzen ryp < p <r;und 0 < 6 < 7 sowie 0 < ¢ < 27.
Die Funktionaldeterminante ist hier det ® = p?sin 0. (Ubung!)
Fur jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

x

b r1(z) 27T pcosy
/f y | d(z,y,2) “’:‘"/ / [l psing | p dedpdz
K P ") r=a p=ro(z) J =0 ==

z Fu'det

x R x  son  [pcospsind
/ fly|dz,y,z2) gn/ / / | psinpsing | p?sin dpdfdp
K . wo o Jomo Jomo [

pcosf Fudet
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Verstandnisfragen Ubung

C310

Verstandnisfragen Ubung

Was besagt der Hauptsatz (HDI)? Unter welchen Voraussetzungen?

Was besagt der Satz von Fubini? Unter welchen Voraussetzungen?
Nennen Sie (mindestens) ein Beispiel, wo Vertauschung nicht gilt.

Was besagt der Transformationssatz? Welche Voraussetzungen?
Was ist und wozu dient hier die Funktionaldeterminante?

Formulieren Sie Polarkoordinaten, Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Berechnen Sie ausflhrlich jeweils die Funktionaldeterminante.

Ist die Orientierung positiv? Welche Varianten sind nitzlich:
verschiedene Achsen? verschiedene Winkelkonventionen?

Wir nutzen (z,y,z) = (psinf cos ¢, psin @ sin @, pcos 0) =: ®(p, 6, ).

Welche Parameterbereiche D; passen zur Kugel K vom Radius r?
Dy =10,7] x [0, 7] x [0,2n], Dy =10,7] x [0, 7] x [0, ],
D3 = [0,r] x [0,27] x [0, 7], Dy = [0,7] x [0,27] x [0, 27].

Ist damit ®; : D; — K surjektiv? injektiv? bis auf eine Nullmenge?

Was sind Normalbereiche? Wie kénnen Sie hierliber integrieren?
Kann eine Menge B C R? auch zweifach ein Normalbereich sein,
also zugleich in z— und in y—Richtung? Kennen Sie Beispiele?

Warum ist folgende beliebte Vertauschung vollkommen unsinnig?

b h(zx) h(z)
[ tewwe = [
z=a Jy=g(x) y=g(z)
Liefern die folgenden Integrale fiir f:R? — R, dasselbe Ergebnis?
‘ 1 1
[ tewien = [ [ fepie
0<z<y<1 =0 Jy=x
, Loy
[ tewdey = [ [ ey
JO0<Lz<y<1 Jy=0 Jx=0

Wenn alle drei Integrale dasselbe ergeben, warum missen Sie dennoch
manchmal verschiedene Integrationsreihenfolgen ausprobieren?

f z,y)drdy

C311
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Normalbereiche
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Normalbereiche

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das (ausgefiillte) Dreieck A C R?
mit den Eckpunkten (a, 0), (b,0), (0,¢), wobei 0 < a <bund 0 < c.

(2) Ist A ein Normalbereich in z—Richtung? in y—Richtung? Wie?

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks als Doppelintegral.
Uberpriifen Sie das Ergebnis mit Hilfe Ihrer Geometriekenntnisse.

(4) Die Massendichte ¢o: A — R sei gegeben durch o(z,y) = zy.
Berechnen Sie die Gesamtmasse M = [, o(z,y) d(z,y) des Dreiecks.

Lésung: (1) Ein solches Dreieck A sieht etwa so aus:

A

(2) Dies ist ein Normalbereich in z—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:]0,c] — R gegeben durch ¢g(y) = a — ya/c und h(y) = b — yb/c,
und ebenso ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,b] = R mit g(z) = max(0, c — zc¢/a) und h(z) = ¢ — xzc/b.

(8) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini fir Normalbereiche:

b—yb/c c —a
vola (A / / ldzdy = / (b—a)— ydy
r=a—ya/c y=0
_ b—a 5 (b—a)c
- [(b_ W~ 5 ]y:o )

© Das ist die bekannte Formel ,Grundseite mal Héhe durch zwei*.
(4) Die Gesamtmasse berechnen wir durch Integration der Dichte o:

b—yb/c c 24,1b—yb/c
JM—/ / zy dzdy :/ [ﬂ} e dy
z=a—ya/c y=0 2 la=a—ya/e

¢ B-a?, -0, V¥-a?
= : d
_/y:O 2 YVt vt vdy
7 {b27a214 a27b273+b27a27]c 7(1)2*0,2)62
Tl VT Y 1 YT

© Ein Hoch auf Fubini! AnschlieBend geniigen Geduld und Sorgfalt.

C313

Normalbereiche Ubung

C314

Normalbereiche Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das endliche Flachenstiick A C R?,
das von der Geraden y = z und der Parabel y = = berandet wird.

(2) Ist A ein Normalbereich in z—Richtung? in y—Richtung? Wie?
(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt voly(A) auf beide Weisen.
(4) Berechnen Sie den Schwerpunkt bei homogener Masseverteilung.

Lésung: (1) Unser Flachenstiick A sieht so aus:

Y

T

(2) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,1] — R mit g(z) = 22 und h(z) = =, und ebenso in z—Richtung
mit den Randfunktionen g,k :[0,1] — R mit g(y) = y und h(y) = /y.

(8) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini fir Normalbereiche:

! “ ! 22 231 1
:/ / 1dyd$:/ xfxzdx:{i,i] _ 2
=0 Jy=x2 =0 2 3 la=0 6

Anders herum geht es auch, unter Beachtung der neuen Grenzen:

1 Vi 1 2:’/3/2 ,yZ 1 1

ldxdy = —ydy = L i

_/y:O ,/zzy Yy ./y:o VY —ydy { 32 ]y:o 6
(4) Die Koordinaten des Schwerpunktes S(A) = (S;, Sy) von A sind:

1 T 1 z
Sz =6 / / rdydr =6 / [Ty} dx
=0 Jy=a2 =0 y=a?

vola(A)

volg(A) =

4.1 1
_ 2 _ —gl*t % - -
/3“" z*de 6[3 4]10 2

2

y.’l/‘
= ddL—6/ dx
/Lo/y Bsz 10[2](/L

x x? 3 25yt 2

=6 T -—Tdr =6|——— =z
/1102 2 ¢ [6 10]1:0 5

C315
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Normalbereiche

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie A = { (z,y) € R?| ||+ |y| <1} und
B={(z,y) €R?||z| < 7/2, |y| < cos(z) } sowie C = B\ A.

(2) Unterteilen Sie C in vier kongruente Binormalbereiche.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt von C auf beide Weisen.

(4) Gegenprobe: Kénnen Sie den Flacheninhalt auch direkt sehen?

Lésung: (1) Unsere Mengen A, B,C C R? sehen so aus:

& X
. N

(2) In jedem Quadranten erhalten wir einen Binormalbereich, etwa

D:CHRQZOI{(I,y)ERQ‘OS.’ESTF/Q, max(0,1 — z) <y < cos(z) }
={(z,9) eR?|0<y <1, 1—y<x<arccos(y) }

(3) Aus Symmetriegriinden gilt vola(C') = 4 vola(D).
Den Flacheninhalt von D berechnen wir mit Fubini:

cos(x) /2 pcos(x)
/ / 1dydL+/ / 1dydzx
=0 = U
:/ COS()+.L—1(1.I+/
=0 z=1

= [sin(:r)JrI—?fx}i 1:1/2

V012

cos(z) dz

) o + [sin(x)] :f

Alternative: Wir integrieren zuerst tber = und dann Uber y.

arccos(y) 1
/ / ldaxdy = / arccos(y) +y — 1dy
= y=0
—1/2

\/177+—7y} =0

(4) Das Quadrat A mit Seitenlange /2 hat Flacheninhalt voly(A) =
Der Flacheninhalt unter cos(z) Uber [—7/2, /2] ist 2, also Volg(B)
Wegen C = B~ Aund A C B gilt voly(B \ A) = vola(B) — vola(A) =

VOIQ

[U arccos
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Masse, Schwerpunkt, Tragheitsmoment Ubung

C402

Tréagheitsmoment eines Zylinders Ubung

Aufgabe: Gegeben sei ein (kompakter) Kérper K C R? und seine
(stetige) Massendichte ¢: K — R. Wie berechnen Sie daraus die
Gesamtmasse, den Schwerpunkt und die Tragheitsmomente?

Losung: (1) Berechnung der Masse m des Kérpers K mit Dichte o:

‘ m = m(K, g) = / o(@1, 22, 75) (21, 72, 25)
K

(2) Schwerpunkt s = (s1, 52, s3) des Kérpers K mit Dichte o:

1
s; = si(K,0) = o / x; (w1, T2, 23) d(1, 22, 3)
JK

(3) Tragheitsmoment I3 des Kérpers K bzgl. der x3—Achse:

I3 =I3(K,0) = / (a2 + 23) o(x1, 22, v3) (21, 22, 73)
K

@© Ahnliche Rechnungen nutzen wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie
far Erwartung und Varianz einer stetigen WVerteilung o (s. Kapitel V).

Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I (
K ={(zy,2) €R3‘x2+y2§r2, 0<z<h}
beziglich der z—Achse. Die Massendichte p auf K sei konstant.

K) des Zylinders

Lésung: In Zylinderkoordinaten (z,y, z) = (pcos ¢, psin g, z)
gilt d(z,y, 2) = pd(p, ¢, z). Flr das Tragheitsmoment finden wir:

/(1 +y3) oz, y, 2)d(z,y, 2)

h
v /z 0 /p 0 /Ap Fudet

HDI " HDI 7’4
= 0- 27rh,/ pdp 5 0-2wh-—
P

)

L(K) =

- p dedpdz
| N—

n —0 Bl1 4

1 1
coar?h -2t = Zoe?
— 2
= vol3 (K)

Das traditionelle Formelzeichen fiir die Dichte ist o. Als Integrationsvariable nutzen wir gerne p.
Ungeschickt? Ich wollte keines von beiden dndern, also unterscheide ich sie in der Schreibweise.
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Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I (K) der Kugel
K={(2,y,2) eR¥|2? + 2 + 2> <7}

(1) in Kugelkoordinaten und zum Vergleich (2) in Zylinderkoordinaten.

Die Massendichte ¢ auf K sei konstant (wie zuvor, zur Vereinfachung).

Losung: (1) Fir (z,y,2) = (pcospsind, psin psin b, p cos ) gilt
d(z,y, 2) = p?sin(#) d(p, 0, ¢). Fir das Tragheitsmoment finden wir:

L(K) % /(z‘ 1) oy, 2) d(2.9,2)
P 9111(9) dedédp

2T
o[
Fub
0=0 Fudet
-

HDI . 3 part 4

= 027 ptdp sm(B) df = o-2m- — -
5

Jp=0 Bl 3

Lir Jo—o

- —ard

|
= volz(K)

(2) Alternative Berechnung in Zylinderkoordinaten:

IZ(K) = /K(m2 +l/2> g(l’,y,z) d(x,y,z)

:g-/ /<x2+y2>d<x,y>dz
z=—r J D(z)

mit der Kreisscheibe D(z) = { (z,y) € R? | 22 +y* <r? — 2% }; das
innere Integral erkennen wir geometrisch oder aus der vorigen Aufgabe!

T T
IZ(K):Q-/ g(r27z2)2dz:g~g/ i
z=—r 2=—r

meglte-g Rl e p o
© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg andert sich.
Jede:r hat die Wahl, sich die bequemste Rechnung auszusuchen.
© Einfache Kérper wie Zylinder, Kugel, etc. kommen haufig vor, ihre
Tragheitsmomente finden Sie daher in jeder guten Formelsammlung.

@ Steve Mould: The Turntable Paradox, youtu.be/30M7hX3UUEU.

— 2222+ e
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20|

10

—10|

—20 |

Die vorige Rechnung ist leicht, aber die Funktion f etwas kiinstlich:
Sie ist stlickweise definiert und zudem unstetig auf der Diagonalen.

Ist dies mdglich fur eine rationale Funktion f(z,y) = P(z,y)/Q(z,v),
also einen Quotienten von Polynomen P und Q? Erstaunlicherweise ja!

/A Schon eine einzige Polstelle kann uns in Schwierigkeiten bringen:

Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche und bestaune:

/ / Iiu dydL / /
=0 y=0 LO

Als Integrand betrachten wir hier die rationale Funktion f:R? — R mit

deJ

2 —q?
(J;‘Z + y2)‘2
(2) Integrieren Sie f(xz,y) Uber den Viertelkreis in Polarkoordinaten.

Lasst sich hier die Transformationsformel anwenden? Warum / nicht?
(8) Ist f Giber [0, 1)2 absolut integrierbar? dber [0, 1]2 . [0, [? fir e > 0?

flz,y) = far (z,y) # (0,0) und f(0,0) := 0.
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Lésung: (1a) Zunachst berechnen wir das erste Integral:
! IZ - y2 PB y 1 1
22 W el [ 2 2] = 2
y=0 (2 +1?) probe! L2 4 % Ly=0 1+z

1 1 2 2 1
T4 —y 1
55 dydr = ——dr =
/z:[) /y:() (22 + y?)? Y /z=0 1+ 22

(1b) Im zweiten Integral tauschen die Variablen = und y die Rollen:
sdzdy = T

/_/O/TOIZ 4

/\ Die beiden Integrale vertauschen in diesem Falle also nicht!
Und das bei denkbar einfachem Integranden: eine rationale Funktion!

© Der Integrand hat eine interessante geometrische Interpretation,

wie die obige Rechnung bereits andeutet: Fir = # 0 bzw. y # 0 gilt
02 Y 02 x

flz,yy) = ~ % y axctan(;) = 2eay arctan(;).

Daher kdnnen wir hier gliicklicherweise alles explizit nachrechnen.

N

1 m
rcton@)] = T
{er an(z) - 1

(2) In Polarkoordinaten (z,y) =

9(p, ) := f(pcos g, psinp) = cos(2p)/p”.
Additionstheoreme! Die Skizze zeigt f. Die nachste Katastrophe:

/T /"—/2 cos(2¢p)
p=0J =0 /)2 —

p dedp=0
Fu'det

(pcos g, psin ) erhalten wir

/A Auch die Transformationsformel l4sst sich hier nicht anwenden!

Wir verlangen absolute Integrierbarkeit. Sonst ist Vorsicht geboten!

(8) Ware f:]0,1]?> — R absolut integrierbar, so miissten nach Satz C1E
von Fubini beide Integrationsreihenfolgen denselben Wert ergeben.
Das ist hier nicht der Fall, also ist f nicht absolut integrierbar.

T /2 9 o1
/ / dedp:/ Lap= oo
p=0 J =0 P /):(]p

Die Funktion f:R? — R ist (iberall stetig bis auf den Punkt (0,0).
Sie ist Uber jedem Kompaktum K € R2 \ {(0,0)} absolut integrierbar,
insbesondere Gber [0, 1] \ [0, e[? mit ¢ > 0. Das Problem sitzt um (0,0)!



http://youtu.be/3oM7hX3UUEU
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Aufgabe: Bestimmen Sie flir 0 < » < R das Volumen des Volltorus

(R + psinf) cos ¢ p 0<p<r
V= (R+psinf)sing | =@ | 0| |0<6<2rm
pcosf @ 0<p<2r

(1) in Toruskoordinaten und (2) als Rotationskdrper (zum Vergleich).

Der Volltorus V' besteht aus dem Kreis Kr = { (z,y,0) € R? | 2° + y* = R* } sowie allen
Punkten mit Abstand < r zu K r. Die obige Abbildung skizziert dies fir R = 2und r = 1.

Lésung: (1) Wir nutzen die angegebene Parametrisierung &:

Az, y, 2) sinfcosp pcosfcosep —(R+ psinf)sing
o = 8’73’ = | sinfsing pcosfsing (R+ psinb)cosyp
(.0, ¢) cos —psinf 0

det ® = p(R + psind) (plausibel, rechtshandig)

Volumenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

27
/ / / p(R+ psinf)dedfdp
6=

T

:27r/ p (RO — pcosb de:27r/
/):0{ ( )]9:0 =0

-ernl5]

vols(V) = / 1d(z,y, =
p-R-2mdp
=27R - mr?

© Dies entspricht der Guldinschen Volumenregel G2B fiir

Rotationskérper: -2 ist der Flacheninhalt des kleinen Kreises,
27 R ist der bei Rotation zuriickgelegte Weg seines Schwerpunkts.

Serviettenring / the napkin ring problem
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|

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie das Volumen des Serviettenrings

S:{(m,y,z)eR3|x2+y2+22§7'2, a:2+y227'2—h2}

(2) Hangt das Volumen von der Héhe h ab? und vom Radius r?
Ist das plausibel? Priifen Sie dies mit Hilfe der vorigen Aufgaben!
(Einfache Kérper taugen gut fur Klausuraufgaben, etwa Februar 2013.)

Lésung: Fir Rotationskdrper kdnnen wir Zylinderkoordinaten nutzen:

VrZ=z2 . h VrZ=z2Z
volz(S) = / / / pdedpdz = / / 2rpdpdz
—h Jp=vr2=hZ —h Jp=vr2—n?
h ViT=Z
E / [ 2} T dz = 7r/ h? —22dz
B z=—h p=Vr2—h? z=—h
w2, 2" — %45 (Kugel vom Radius 4!
= 7{1, Z_E]z:—h = 3 (Kugel vo adius h!)

Das Volumen hangt nur von der Héhe h ab, aber nicht vom Radius r.
AuBerdem ist das zugleich das Volumen der Kugel vom Radius h.
Das ist auf den ersten Blick hochst erstaunlich! Ist es plausibel?

© Fur h = r erhalten wir das volle Kugelvolumen, wie es sein soll.
© Summe: Kugel = Zylinder + Segmente + Ring

© Alternative Rechnung mit Fubini, das gelingt ebenso leicht:

:/i_h /H;Z)IR(I., y, z) d(z,y) dz :ﬂ/}" (r = 22) —

z=—h
@ Ein schones Video von Vsauce hierzu: youtu.be/J51ncHP_BrY.

vols(S) (r2 = h?) dz
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Viele Objekte unseres Alltags sind rotationssymmetrisch,
aus praktischen Griinden der Herstellung oder der Nutzung,
zum Beispiel rotierende Maschinenteile oder Werkstuicke.
Die Tépferscheibe wird seit Jahrtausenden genutzt.

Zur Beschreibung und Parametrisierung solcher Rotationskdrper
ist die Wahl von Zylinderkoordinaten meist natirlich und natzlich.
Zur lllustration dieses Kapitels wollen wir dies an einem schénen
(nicht ganz bierernsten) Anwendungsbeispiel durchrechnen.

Sie kdnnen das Volumen eines Weizenbierglases leicht experimentell
messen: Hierzu genlgen ein geeignetes Glas und eine Flasche Bier.
Dies wird taglich hundertausendfach erprobt, zumeist erfolgreich.

@ Hierzu ein Stuttgarter Science Pub: youtu.be/c4_GFCiemlc.

Wir wollen es zur lllustration unserer Techniken einmal ausrechnen.
Danach werden Sie Weizenbiergldser mit anderen Augen sehen.
Das Beste daran: Hier arbeiten Theorie und Praxis Hand in Hand.
Das Ergebnis Ihrer Rechnung kénnen Sie empirisch testen: Prost!
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z Weizenbierglaser sind hoch und geschwungen.
Falls Sie auf einer Party zufallig Zeit dazu haben
sollten, vermessen Sie ein Glas und erstellen Sie
eine Parametrisierung: steigert den Nerd-Faktor!
Fir diese Vorlesung habe ich genau das getan:

8am.

Einige Messungen fiihren zu folgendem Modell:
G={(2,y,2) ER}|0<2<22, a? + 92 <r(2)?}
mit einer Radiusfunktion r(z) = a + bsin(cz + d).

Bier Warum? Weil es gut passt. In Fourier we trust!

L jl Ham \:
] kel {1

[T r

Alle L&ngen in cm, siehe nebenstehende Skizze:
Der Durchmesser variiert von 5¢cm auf 5cm Héhe
bis 8cm auf 18cm Hoéhe, Letzteres ist die H6he des
Fullstrichs. Der Glasboden innen liegt 2cm hoch.
Diese Daten durfen Sie gerne nachmessen!

[TTTTTTTITI
I s s
I e e == S AN

Aufgabe: Berechnen Sie das Biervolumen. Prost!
Ist das Ergebnis Ihrer Erfahrung nach plausibel?

Lésung: Die Messdaten kalibrieren die Parameter unseres Modells:
Wir finden a = 13/4 und b = 3/4 sowie ¢ = 7/13 und d = —m 23/26.
Das gesuchte Volumen berechnen wir wie Uiblich dank Fubini:

volg(B) = /3 Ip(z,y, 2)d(z,y, 2) / / Ip(z,y,2)d(z,y)dz
R
18 .
/ ar(z)?dz = Tl'/ [a + bsin(cz + d)} dz
z=2 z=2

18
= 7r/ a? + 2absin(cz + d) + b? sin(cz + d)? dz
z=2

18 B2
= 7r/ a® + 2absin(cz + d) + 5 {1 — cos(2cz + 2d)} dz
2=2

b2 b2 18
55T sin(2cz + 2d)] e

(Kalibrierung einsetzen und ausrechen!)

2ab
= ﬂ[azz - %cos(cz +d)+

= 504.856

© Das Ergebnis ist plausibel; 500cm? = 0.5[ ist fiir Weizenbier tblich.
Im Rahmen der Messgenauigkeiten ist 505cm? erstaunlich prazise (1%).



http://youtu.be/J51ncHP_BrY
http://youtu.be/c4_GFCiem1c
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Aufgabe: Zu r € R+ betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
A ={(x1,...,

(1) Skizzieren Sie A}, A2, A? und berechnen Sie das Volumen

T Tn T3 T
vol, (A}') = / / e / / 1dzydas - -« da,—1 day,.
zp=0Jx,_1=0 x2=0 Jx1=0

(2) Berechnen Sie das Volumen des n—dimensionalen Wirfels

wr 77"—{

xn)eR“}nglg:@g---gxngr}.

eR" } @ € [-1,7] }.

(3) Berechnen Sie das Volumen der n—dimensionalen Kugel
D' = Brn(0,7) = { (21, ..., otk <g? }.

Gilt vol,, (D) / vol, (W) N\, 07 Ist das plausibel? (Vielleicht glauben Sie
nur an Dimension 2 und 3, aber rechnen kdnnen Sie es ganz allgemein.
Religidse Bedenken oder gar Ausreden sind hier nicht angebracht.)

© Fassen Sie Mut und Zutrauen. ..

zp) €R™ | 2t +-

auch zu hohen Dimensionen!

Losung: (1) Wir machen eine Skizze, das hilft fast immer zur Klarung:

T2 T3 1

xy 1
0 r 0 r 21 X2

Die Eckpunkte des Tretraeders sind (0,0, 0), (0,0,r), (0,r,7), (r,7,7).
3

r2 :
= E, VOlg(A,‘j) =

Wir vermuten vol,, (A7) = =} und bestétigen dies per Induktion:

Tn,
/ / / / ldzidzy--- dzy_1 dz,
zp=0 Jx,_1=0 Jaxo=0Jx1=0

_ nety g [T (@) (zn)"1" o
= /M:O vol,_1(AZ) day, = /zn:() (n D)1 ]

n! zn=0 N m
© Plausibel: Der Wirfel [0, 7]" zerlegt sich in n! kongruente Simplizes.
© Random fun fact: Die Summe ist 32 vol,, (A?) = S°0° v /nl = .

volg(A%) =1, voly(Al) =7, voly(A2)

r
G

voly(

d¢n = {
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(2) Fir den Warfel W = [—r, r]™ gilt vol,,(W;*) = (2r)". Dies folgt direkt
aus der Definition des Volumens, und ebenso mit Fubini per Induktion:

vol, (W) = / vol,_1 (W) = / 2r)"tda, = (2r)"
(3) Fur die Kugel D7 gilt vol,,(D}) = 7,7™ mit 7,, :== vol,(D7).

n 0 1 2 3 4 5 6
vol, (D) 1 2r r? %ﬂr3 % 2pt %7’1’27’5 %n:‘rﬁ

Wir berechnen die Konstante 7,, rekursiv, wie zuvor erklart:

1
T = vol, (DY) = / Trn—1 (\/1 - a:,%)ni1 dz, = T_1 /
Tn=—1

=0

T

sin(z)" dz

Hierzu substituieren wir x,, = cos(:r) fir z € [0, 7] und dz,, = sin(z) dz.
Das Wallis-Integral I, = [T sin(z)" dz integrieren wir partiell [B130
beziiglich sin(x)" ! - sin(x) und nutzen cos(z)? = 1 — sin(x)%:

/sin(a:)" da = —sin(z)" ! cos(z) + /(n — 1) sin(z)""%(1 — sin(z)?) da

Auflésen nach [ sin(z)" dz ergibt die schéne Rekursionsformel

-1 /sin(a})"’2 dz.

n

1
/sin(:c)" dz = - sin(x)" ! cos(x) + L

Fur I, = [T, sin(z)" dz gilt Ip = 7 und I; = 2 und weiter I, = %21, _:

n

L 1-3-5---(2k—1) (2k)!
. 2k 10— . =
/I=Obm(ac) dr =m 316 (2h) T o2k
™ 4.6 12 . o2k
/ i)™ dz — 2:4:6-(2k) _, k222
=0 3-5-7-~-(2k+1) (2k +1)!
Es gilt I,,1,—1 = 27 /n und somit 7, = 7,_2 - 27/n. Wir erhalten also
ﬂ.k 21€+1 7
T = U men = Ty
Die Gamma—Funktion fasst beide Félle elegant zusammen (C2H):
. /2
volp, (DY) = 1™ mit 7, = m

© Random fun fact: Es gilt 352, vol,(D?*) = 302 (7r)k /k! = e™".
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Fur = € R™ nutzen wir die euklidische Norm |z| := /2% + - -+ + 22.
Aufgabe: Berechnen Sie [ _, o |7[* dz und [p,[z|* dz firn = 1,2,3.

Ist der Grenzwert fiir a \, 0 endlich? und der Grenzwert flir b ,* cc?

Lésung: Sei 0 < a < b. (1) Fir n =1 und o # —1 finden wir

a+1 5 ba+1 _ aa+1

b
/ |z|*de =2 / 2da = 2{33 } =2
a<|z|<b Jax=a a+1la=a a+1

Im Sonderfall « = —1 finden wir entsprechend 2(Inb — Ina) = 2In(b/a).
Der Grenzwert fiir a N\, 0 ist endlich fiir « > —1, unendlich fiir « < —1.
Der Grenzwert flr b oo ist endlich fir o < —1, unendlich fir « > —1.
Das Integral [,|=|* dz ist unendlich fir jeden Exponenten a € R.

(2) In Dimension n = 2 nutzen wir Polarkoordinaten:

b 27 p
/ |z|*dx = / / pY- p dpdp= QW[
a<le|<b p=ato=0 = «

Fu'det

at2 - p
+ 2} p=a

Im Sonderfall « = —2 finden wir ebenso 27(Inb — Ina) = 27 In(b/a).
Der Grenzwert fiir a N\ 0 ist endlich fiir « > —2, unendlich fiir « < —2.
Der Grenzwert flir b oo ist endlich fir o < —2, unendlich fiir o > —2.
Das Integral [,.|2|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten o € R.
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(3) In Dimension n = 3 nutzen wir Kugelkoordinaten:

27 pa+3 b
Ydr = (0) dpdfdp =4
./a<|r\<b‘x| e / /9 0 / P Sln ) v P W[Oé+3]p:a
- F

Im Sonderfall « = —3 finden wir ebenso 47r(lnb —Ina) =4nln(b/a).
Der Grenzwert flir a N\ 0 ist endlich fir & > —3, unendlich fir o < —3.
Der Grenzwert fur b oo ist endlich fiir « < —3, unendlich fir o > —3.
Das Integral [ps|2|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten o € R.

(4) Zur Information: In jeder Dimension n > 1 gilt vol,, (D) = 7,7 und

b pa+n b
/ |z|*dx = / Tt dp = nTn[ ]
a<|z|<b p=a a+nlp=a
Im Sonderfall & = —n finden wir ebenso nr,(Inb — Ina) = nr, In(b/a).
/\ Das Integral [;,|z|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten o € R.

© Ob eine Polstelle von f:R™ — R lokal integrierbar ist, hangt von ihrer
Ordnung ab — und bemerkenswerterweise auch von der Dimension n!

Wir halten die Ergebnisse dieser Aufgabe im folgenden Satz fest.

Satz C4A: lokale Integrierbarkeit einer Polstelle

Das globale n—dimensionale Integral [, |z|* dz ist unendlich fir jeden
Exponenten « € R und in jeder Dimension n > 1. Genauer gilt fir r > 0:
Das Integral f‘zm\x\“dx ist unendlich fiir « > —n, endlich fiir o < —n.

Lokal gilt: f‘

J:|<7,|:z:\°‘dx ist unendlich flr & < —n, endlich fir a > —n,

a+1 q . .
22 in Dimension n =1,
rat2 . . .
/ o] d m gz inDimensionn =2,
T xr =
a+3 . . .
Jlzl<r “+5 in Dimension n = 3,
ratn .. . .
NTy Mn in jeder Dimension n.

Die Funktion f:R"™ — R:x + |z|“ ist lokal integrierbar fir o > —n.
Wir prazisieren diesen nitzlichen Begriff nachfolgend in Definition C4H.
Ahnliche Fragen begegnen uns haufig, daher lohnt es, das passende
Vokabular der LP—Raume und geeignete Werkzeuge zu entwickeln.
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Integrale und Grenzwerte
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Then I come along and try differentiating under the integral sign,
and often it worked. So I got a great reputation for doing integrals,
only because my box of tools was different from everybody else’s,
and they had tried all their tools on it before giving the problem to me.

Richard Feynman (1918-1988), Surely You're Joking, Mr. Feynman! (1985)
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Integration einer Reihe: Unter welchen Voraussetzungen gilt

/kaﬂfk(x) @ = 3 [ h@ar o

Stetigkeit des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

fy Lo jas = i | [ sias] 2

Ableitung des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

5} 0
| mtewa = [ femay 2

© Diese Rechentechniken sind oft hilfreich. Die wollen Sie nutzen.
@ Die Gleichungen gelten nicht immer! Das miissen Sie wissen.
© Es gibt einfache Kriterien. Die sollen Sie beherrschen.

Das zentrale Kriterium ist die majorisierte Integrierbarkeit.

In Rechnungen mdchten Sie oft Integral und Grenzwert vertauschen.
In Anwendungen treten diese Umformungen h&ufig auf. Leider werden
sie oft blind oder nach Geflihl angewendet, oder gar so getan, als gélten
sie einfach immer. Das ist nicht richtig, wie wir an Beispielen sehen.

Die Gleichungen gelten aber doch haufig genug, um ndtzlich zu sein,
und zahlreiche Anwendungen illustrieren die Kraft dieser Methoden.
Zur korrekten Verwendung bendtigen Sie also geeignete Kriterien!

Wir wollen daher in diesem Kapitel die Voraussetzungen erlautern
und die ersehnten Rechenregeln ableiten. Als Mahnung zur Sorgfalt
illustrieren einfache Gegenbeispiele, wann die Formeln nicht gelten.

Als erste Warnung nenne ich folgenden beliebten Finanztrick:

Am Tag 1 leihe ich mir 1 Euro, den ich dann am Tag 2 zuriickzahle.
Auch am Tag 2 leihe ich mir 1 Euro, den ich am Tag 3 zuriickzahle.
Dies setze ich nun unbegrenzt fort. Was ich leihe, zahle ich zurlck. ..
dennoch verschafft mir diese Reihe 1 Euro, den ich nie zurtickzahle!
Anschaulich: Die Schulden werden nach Unendlich verschoben.

Vor dieser Methode mdchte ich hier ausdriicklich warnen!

Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel saupn| | Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel Beiopi
Kredit und Tilgung: Skizzieren Sie fi. = I j11] — Ijps1,542) fUr k € N. Graph zu g2 = fo + f1 + fo!
g
Heute{leihe ich-mir 1+€- Was zweimal geht,
k+1 k+2 Morgen zahle ich 1€ zurtick. geht-auch dreimat:
7
Offensichtlich gilt [ fx(x)dz = 0. Graph zur Teleskopsumme g, = fo + f1 + -+ + fa!
Zwei solche Kreditgeschafte Undimmer wieder. .
kann ich geschickt kombinieren. n+1 nT2 sogar unendlich pft?
b T * !
Auch fUr g1 = fo + f1 ist das Integral Null. Das Integral IR gn(z) dz ist jeweils Null. Was passiert fir n — co?
Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel saspel| | Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel Belepe

Aufgabe: Man berechne und vergleiche und bestaune:

/]R;fk(iv)dz = /R :Z;Ofk(ir) dz

Lésung: (a) Fur jedes k € N sehen wir (rechnerisch oder graphisch):

/fk(x)dx:() = Z /fk(x)dx =0

R k—0 R

(b) Andererseits kennen wir fir jedes = € R die Teleskopsumme
Z fe(@) =T (@) = Ipgineg (@) —  Ioq(o).

Fir jedes = € R und n — oo gilt daher punktweise Konvergenz:

ka ) =TIp1(z) = /szk ) dz=1

k=0

® Integral und Reihe vertauschen im Allgemeinen nicht!
Dies ist ein sehr einfaches, doch frappierendes Beispiel:
Fir die Funktionen fi, = Iy x41) — Ljpg1,42) Qilt

/Q ;fk(x) de # kZ:O /ka(:c)d:c

Anschauliche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich“.

/\ Im Kreditbeispiel: Wir leihen uns Geld, das wir nie zuriickzahlen.
Wir vertrésten immer auf morgen, doch Iésen das Versprechen nie ein.
(Schneeballsystem, Ponzi—Betrug, ,robbing Peter to pay Paul”)

/\ In den meisten Anwendungen sollte diese Pathologie nicht auftreten.
Wir missen dazu die Erhaltung der Masse explizit sicherstellen,
gegebenenfalls separat nachweisen oder ausriicklich fordern.

© Mathematisch garantieren wir dies durch Fubini D1A oder
allgemeiner den Satz von der majorisierten Konvergenz D2D.
Damit I1&sst sich das Problem prazise benennen und lésen.
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Integration von Potenzreihen

Satz D1A: Fubini fir absolut konvergente Reihen
Sei fo, f1, fo2,... : Q2 — C eine Folge messbarer Funktionen. Dann gilt

/Qg\fk\ = g}/ﬁbﬂ-

Ist dieser Wert endlich, so ist f = Y72, f in fast allen Punkten = € Q
absolut konvergent, zudem Uber 2 absolut integrierbar, und es gilt

© Beachten Sie die Parallele: Der Satz C1E von Fubini besagt dasselbe fiir Integrale.

Beweis: Die erste Gleichung haben wir gezeigt. Die Punkte 2 € Q mit Y7 | fx(z)| = 400
bilden eine Nullmenge N. Fiiralle z € Q \ N gilt 77 (| fx(2)| < +00, und wir definieren
f(x) =372 fe(x) durch diese absolut konvergente Reihe. Fiir z € N setzen wir f(z) = 0.
Die zweite Gleichung gilt fiir fj, : Q© — [0, 0o]. Sie folgt fiir reelle Funktionen durch Zerlegung
fe = f,:' — f » und sodann fiir komplexe Funktionen durch Zerlegung fr = Re fi + iIm fj.

Aufgabe: Gegeben sei eine konvergente Potenzreihe
fil=ppl =Rz f(z) =) apat.
k=0

(1) Entwickeln Sie F(z) = [,7, f(z) dz ebenso als Potenzreihe.
(2) Konkretes Beispiel: Entwickeln und integrieren Sie f(z) = e,

Lésung: (1) Dank D1A durfen wir Integral und Reihe vertauschen:

T xr o0 . [e%¢) T
re) = [Cwa= O araz Yy [ ata
t=0 =0 | 125 o L Jt=0
e ar 00 ay
HDI okl _ 1k
k+1 d T
k=0 k=1

© Die Vertauschung gilt hier dank absoluter Konvergenz auf [0, z].
© Probe durch termweises ableiten. (2) Konkretes Beispiel:

—z2 — (71)]c P a > (71))C .
flz)=e :kgo e 22k F(I):;mZZkJrl_

. . - D:
Punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge !
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Majorisierte Integrierbarkeit: Definition

Definition D2A: punktweise Konvergenz

Wir sagen, die Funktionenfolge f;: @ — C konvergiert punktweise
gegen die Funktion f:Q — C, wenn fi.(xz) — f(z) flr jedes z € Q gilt

Aufgabe: Skizzieren Sie fi:R — R:z +— e~@=®)7 fir k € N.
(1) Konvergiert f;. punktweise? Gegen welche Grenzfunktion f?
(2) Vergleichen Sie [ limj,_,o fi(z) dz und limj o0 [ fr() dz.
I 1 |

k

Lésung: (1) Fur jedes z € R und k — oo gilt fi(z) — 0. (2) Daher gilt:

/Rlim fk(x)dx:/R()dx:() # klglgo/Rfk(I)dI:kh_)n;of:\/E

k—o0

/\ Anschauliche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich®.

Definition D2B: majorisierte Integrierbarkeit
Sei (fi)icr €ine Familie messbarer Funktionen f;: Q — C miti € I.
Wir nennen h:Q — [0, 00| Majorante, wenn |f;| < h fur alle ¢ € I gilt.

Die Familie heif3t majorisiert integrierbar, wenn eine integrierbare
Majorante existiert, also h: Q2 — [0, co] mit |f;| < hund [, h < oco.

© Die Integrierbarkeit [, h < oo der Majorante garantiert,
dass keine Masse nach Unendlich verschwinden kann.

© Aus der Majoration |f;] < hfolgt [,|fi] < [, h < oo,
insbesondere ist jede einzelne der Funktionen f; integrierbar.

/\ Selbst wenn jede einzelne Funktion f; integrierbar ist, folgt daraus
noch nicht, dass die gesamte Familie (f;);cr majorisiert integrierbar ist!
Beispiel: Zu r € Ry sei A, :R — R: 2z +— max(0, ’:—L")

Zur Familie (A;)rer., ist h(x) = 1/]4z| eine Majorante.

Dies ist sogar die kleinste Majorante, denn Ay,(z) = h(z).

Die Familie (A;),cr., ist daher nicht majorisiert integrierbar.
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Majorisierte Integrierbarkeit: Hillfunktion

. . D209
Der Satz von der majorisierten Konvergenz

Das vorige Beispiel ist durchaus typisch:

Proposition D2c: Hullfunktion

Eine Folge (fx)reny messbarer Funktionen fo, f1, f2,... : Q2 — C
ist genau dann majorisiert integrierbar, wenn ihre Hullfunktion

h =sup|fi| : @ = R>o : — h(z) = sup|fi(z)],
keN keN

absolut integrierbar ist, also [, h < oo erfiillt.

Beweis: Mit f; ist auch | f;| messbar, ebenso hy, = max{| fo|,...,|fx|}-
Somit ist auch die obige Hullfunktion & := lim hj, = sup|fi| messbar.

Wegen |fi| < h ist dies eine Majorante, und zwar die kleinst mégliche.
Damit ist die behauptete Aquivalenz klar dank Monotonie des Integrals.

Beispiel: Fiir die wandernden Glockenkurven f,(z) = se=(=9" mit
a € R ist die Hillfunktion = 1: Man betrachte hierzu obige Skizze.

Die Familie (f.)aqcr ist also nicht majorisiert integrierbar.

Unter welchen VorsichtsmaBnahmen gilt folgende nitzliche Formel?

lim / fa(z)dz = / lim f,(z)dz
n—oo Jo QN

Satz D2D: majorisierte Konvergenz, Lebesgue 1901
Sei fo, f1, fo2,... : 2 — C eine Folge messbarer Funktionen.
(1) Konvergiert f,, punktweise gegen f:Q — C, so ist auch f messbar.

(2) Existiert eine integrierbare Majorante /: Q2 — R, mit | f,| < h und
Jqh < oo, s0ist f intbar, es gilt [,|f, — f| — 0 und somit [, f — [, f-

© Dies ist eine niitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

/\ Die punktweise Konvergenz (1) allein genligt nicht, siehe Beispiele.
Die integrierbare Majorante (2) ist daher wesentliche Voraussetzung:

Die Majorante verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet!
In den obigen Beispielen war genau dies die Ursache des Problems.

© Anwendungsbeispiel: vol(Q2) < oo und |f,| < M € R fiir alle n € N.

D301
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Parameterintegrale auf Rechtecken

Ein parameterabhéangiges Integral ist von der Form
F(x) :/ flz,y)dy mit f: X xY —C.
Y

Beispiele: (1) Wir kennen dies bereits von Doppelintegralen

/X/yf(:c,y)dyd:n:/XF(m)dm.

(2) Das Newton—Potential einer Massenverteilung ¢: R? — R ist
o(y)

er3 [y — 7|
(3) Die Fourier—Transformierte einer Funktion f:R — C ist

1 Heo —ixy
F(x) = E/ e f(y)dy.
y=—00

Ist F stetig? diff’bar? Wann dirfen wir 9, unters Integral ziehen?

9 ‘ )
%/Yf(fﬂ-,y)d’!/ = /yg (x,y)dy

F:R> =R mit F(I):/
Y

F:R—C mit

Wir beginnen mit Parameterintegralen der einfachsten Bauart:

Satz D3A: Parameterintegrale auf Rechtecken
Ist f:[z0,21] X [y0, 1] — C stetig, so auch die Funktion

nm:/ffmm@.

F: [Io,wl] — C mit

Ist zudem f stetig diff'bar bezliglich z, so auch F', und es gilt

F@—iyfmw@—/mﬁmw@
dz Jy=y, ' y=yo 0T ' ’

In diesem Falle diirfen wir also die Ableitung unter das Integral ziehen.

© Die Stetigkeit von f bzw. % sind naheliegende Voraussetzungen.
© Die Kompaktheit von [y, 41] verhindert, dass Masse verschwindet!

Dies ist ein Spezialfall der viel allgemeineren Sitze D3D und D3E zur Stetigkeit und Ableitung
von Parameterintegralen. Wir beweisen sie nachfolgend dank majorisierter Integrierbarkeit.
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Leibniz—Regel fiir Parameterintegrale
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Leibniz—Regel fiir Parameterintegrale

Etwas allgemeiner und noch nitzlicher sind Normalbereiche:

Satz D3B: Leibniz—Regel fiir Parameterintegrale
Seien g, h: [zg, 1] — R stetig mit g < h. Auf dem Normalbereich

B={(z,y) eR?*|zg<a <1, g(z) <y < h(x)}

sei f: B — C stetig. Integration nach y ergibt die stetige Funktion

h(x)
F:lzo,z1] = C mit F(z) ::/ f(z,y)dy.

y=g(z)
Sind zudem f, g, h stetig diff’bar beziglich z, so auch F', und es gilt

ch(x)
W) 1o h@) g @) S o) + [ 5
y=g(z

Fl(z) = (z,y)dy

© Bei festen Grenzen g(x) = yo und h(z) = yl erhalten wir Satz D3A.

© Wie zuvor kénnen wir die Ableitung unter das Integral ziehen.
Als Randterme kommen die Ableitungen der Intervallgrenzen hinzu!
Beweis: Zur Vereinfachung sei f auf ganz R? fortgesetzt zu einer
stetigen Funktion f:R? — C. Als Hilfsfunktion definieren wir

v

[(z,y)dy.

y=u
Sie ist stetig in u, v, x dank Satz D3A, und sogar stetig differenzierbar
nach u, v,z dank Satz D3A fir 2o < = < z; und g(z) < u < v < h(z).
Somit ist die Verkettung F(z) = G (=, g(z), h(x)) stetig in z, sogar C.
Far die Ableitung F’ finden wir dank Kettenregel, Satz D3A und HDI:

7] 0 C 7] dh
o2 gl b)) + G () L)+ G2 () o)

h(z) af ,
:/y o 3@y dy—f(w,9(x) g

G:R*—=C durch G(z,u,v):=

F'(z) =

() + (2, h(z)) W (x)
© Fur diese etwas langliche Ableitung geniigen Geduld und Sorgfalt.

© Als Spezialfall enthalt Satz D38 den HDI: L [" | f(y)dy = f(x). Diese Leibniz—Formel niitzt in vielen Rechnungen, zum Beispiel N247.
Parameterintegrale tiber Kompakta eauenng| | Parameterintegrale iiber Kompakta Edeutsning

Alles bleibt einfach, solange wir Giber Kompakta integrieren:

Satz D3c: Parameterintegrale Uber Kompakta
Sei X C R? offen, Y C R? kompakt. Ist f: X x Y — C stetig, so auch

)= /Y f(z,9)dy

Ist zudem f stetig diff’bar bezliglich z;, so auch F, und es gilt

0
O .L_afj/fzyd"l /87]

In diesem Falle diirfen wir also die Ableitung unter das Integral ziehen.

F:X - C mit

© Die Stetigkeit von f bzw smd naheliegende Voraussetzungen.
© Die Kompaktheit von Y verhlndert, dass Masse verschwindet!

Dies ist ein Spezialfall der noch allgemeineren Sitze D3D und D3E zur Stetigkeit und Ableitung
von Parameterintegralen: Falls Y nicht kompakt ist, benotigen wir majorisierte Integrierbarkeit.

Beweis: (1) Stetigkeit von F gilt dank majorisierter Konvergenz D2D:
Der Ball B(xo,7) C X ist kompakt, ebenso K = B(xg,r) x Y, hierauf ist
die stetige Funktion f beschrankt, f(z,y) < h( ) = M = max|f|k|,
also f(xz,—) majorisiert integrierbar dank [, h(y) dy = M vol(Y) < oc.

(2) Seip=1und z € [a,b] C X. Dank HDI und Fubml berechnen wir

/fxy / tza%f(tay)dtdy

:? / af(t y)d(t,y) = / / 2 f(t,y) dydt
la,z]xY ot ! t—a
Nochmals dank HDI und Stetigkeit von 9, f folgt hieraus

H\)l

BlI 82" $ y
Erlduterung: Die Vertauschung von Ableitung und Integral (2) fithren wir dank HDI zuriick auf
die Vertauschung von zwei Integralen. Der HDI lisst sich anwenden, da 0 f stetig ist. Der Satz

von Fubini lsst sich anwenden, da 0, f stetig ist und somit absolut integrierbar auf [a, x] xY.
Dank (1) ist ¢ +— fy (‘%f(f y) dy stetig, daher konnen wir im letzten Schritt den HDI anwenden.

HDI

ydy =

Stetigkeit von Parameterintegralen >
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Stetigkeit von Parameterintegralen

Wann dirfen wir Grenzwerte unter das Integral ziehen?
lim/f(r.,y)dy = / lim f(zy)dy = /fxo y)d
z—=xo |y

Satz D3D: Stetigkeit von Parameterintegralen

Sei f: X xY — Cmit X C RP offen und Y C RY. Zudem existiere

F(z) ::/ f(z,y)dy flrjedes z € X.
Y

Fir die Stetigkeit von F': X — C haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

@ wenn f bezlglich z stetig ist und Uber Y majorisiert integrierbar.
Majorante h:Y — [0, oc] mit | f(x,y)| < h(y) und [, h(y)dy < oo

In diesem Fall diirfen wir den Grenzwert unter das Integral ziehen:

in [ty = [ m f@andy = [ feosay
z—zo Jy y =0

Nachrechnen: Fir z — x( gilt dank majorisierter Konvergenz D2D:

Jim F(z) = Ilggn/yf(x,y)dy = /Yzhﬁlgﬂf(x.,y)dy
= /f(fb'my dy = F(z0)
Y

Erliduterung: Wir sehen hieran, dass fiir die Stetigkeit von F'im Punkt o € X gentigen:
@ Fiir jedes y € Y ist die Abbildung f(—,y): X — C:z — f(z,y) in zo stetig.
Das bedeutet limy 4, f(z,y) = f(zo,y) fiir alle x — o und festes y € Y. = (2)
@ Fiir alle x € X, oder zumindest alle x in einer kleinen Umgebung B(I[), r) von xo,
ist die Abbildung f(z,—):Y — C:y — f(x,y) majorisiert integrierbar. = (1)

Diese Bedingungen sind automatisch erfiillt, wenn f: X x Y — C stetig und Y kompakt ist:
Als Majorante wihlen wir dann die Konstante M = max{ |f(z,y)| | # € B(zo,7), y €Y }.
Hier ist B(zo,7) C X der abgeschlossene Ball mit Mittelpunkt 29 und Radius 0 < r < co.
Somit ist auch die Produktmenge B(zo,7) x Y kompakt, und hierauf ist f beschrinkt.

© Die Kompaktheit von Y bzw. die integrierbare Majorante verhindert,
dass beim Grenzlbergang Masse nach Unendlich verschwindet!

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Stetigkeit gilt nicht immer!

lim
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Ableitung von Parameterintegralen

Wann dirfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen?
7] 7]
= /Y fle,y)dy = %F(I) = /Y aszf(ﬂc.,y) dy

Satz D3E: Ableitung von Parameterintegralen
Sei f: X xY — Cmit X C RP offen und Y C RY. Zudem existiere

:/ f(@,y) dy.
Y

Fur die stetige Differenzierbarkeit von F' haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn g f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

@ wenn af] bezugllch x; stetig ist und lber Y majorisiert int'bar.
Majorante h:Y — [0, co] mit "/ (z,y) < h(y) und [, h(y)dy < oc

In diesem Fall dirfen wir die Ableltung unter das Integral ziehen:

0 0 .
aT:J_F(”f) = aTj/yf(TuZ/)d?/ = /

F:X —-C mit

(z,y) dy.

Nachrechnen: Zur Vereinfachung sei p =1und = € [a,b] C X.

Lis v 0
S RCOE / tﬁfm)dtdy

Jha

J Fub
= t d(t, =
“ /[”Mat (ty)dit,y) 2

Nochmals dank HDI und Stetigkeit von 0, f folgt hieraus

Flla) = /Y %f(x, y) dy.

Erliduterung: Die Vertauschung von Ableitung und Integral fithren wir dank HDI zuriick auf die
Vertauschung von Integralen. Fubini lisst sich hier anwenden, da 01 f majorisiert integrierbar ist
und somit absolut 1ntegr|erbar auf [a, ] x Y:Fiir h:Y — [0, 00] mit [}, h(y)dy < oo und
00 f (z, y)| < hly) gilt [, 1y 10ef (8 y)d(t,y) < |z —al [} h(y) dy < oo. Dank D3D ist
t— fy o f(t, y) dy stetig, daher konnen wir im letzten Schritt erneut den HDI anwenden.

HDI

fla,y)dy =

F(z) — F(a)

(t,y) dy dt

© Die Kompaktheit von Y bzw. die integrierbare Majorante verhindert,
dass beim Grenzlubergang Masse nach Unendlich verschwindet!

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
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Wann vertauschen Integral und Limes?

Fir f = Y52 f» mdchten wir Integral und Reihe vertauschen:

J ) = ([

k=0
/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Fur die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt flr f;, > 0: monotone Konvergenz!
@ Gleichheit gilt fir [ > fk| < oo bzw. fir 3= [|fi| < oo,
@ insbesondere fiir konvergente Potenzreihen, f;(x) = apz”.

© Dieses einfache Kriterium ist in vielen Anwendungen niitzlich.

Es verhindert insbesondere, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Schon in einfachsten Gegenbeispielen gilt 3~ [ fi # [ fi.

/\ Diese Kriterien sind hinreichend, aber i.A. nicht notwendig.
Die majorisierte Konvergenz erlaubt genauere Aussagen.

Far f, — f méchten wir Integral und Limes vertauschen:

fu(z)da
Q

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

lim
n—oo0

= lim fp(z)dx

Qoo

Fur die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt bei monotoner Konvergenz 0 < f,, A~ f,

@ bei majorisierter Konvergenz f,, — f mit |f,| < h und fQ h < oo,

@ insbesondere, wenn vol(2) < oo und |f,| < M € Rflrallen € N.

© Dies verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

© Sei h:Q — [0, 0] integrierbar. Auf der Teilmenge aller messbaren
Funktionen f: — C mit Schranke | f| < h ist die Zuordnung f — [, f
folgenstetig: Aus punktweiser Konvergenz f,, — f folgt [, f = [ /-
Dies ist eine starke und niitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Wie zuvor gesehen kdnnen selbst einfache Beispiele fehlschlagen.
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Ableitung von Parameterintegralen

Wir wollen Stetigkeit nutzen und Grenzwerte unter das Integral ziehen:

[ e

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Sei f: X xY — Cmit X C RP offen und Y C RY. Zudem existiere

/ I(x,y) dy.
Y

Fur die Stetigkeit von F' haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,
@ wenn f bezlglich z stetig ist und Uber Y majorisiert integrierbar.
In diesem Fall diirfen wir den Grenzwert unter das Integral ziehen:

/ffcm ) dy. ‘

lim =
=0 Jy

[z, y)dy lim f(z,y)dy =

y T—To

F:X—-C mit F(z):=

lim

i [ ey & [l sl -
T—=T0 Jy

y T—To

Wir wollen differenzieren und die Ableitung unter das Integral ziehen:
) 0
:/ flzy)dy = ):/ yf(w,y)dy
Y y OZj

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Sei f: X xY — Cmit X CRP offen und Y C R?. Zudem existiere

/Y f(z,y)dy

Fur die stetige Differenzierbarkeit von F' haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn - stetlg ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

F:X>C mit F(z):=

@ wenn df bezugllch z; stetig ist und Uber Y majorisiert int’bar.
In diesem Fall diirfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen:

7]
alj/qu = /}/%f(az,y)(ly.

[‘)rj
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Vertauschungssatz von Schwarz: 9,0, F' = 0;0;F

Satz D4A: Vertauschbarkeit partieller Ableitungen, Schwarz 1873
Sei U C R” offen und hierauf F': U — R zweimal stetig differenzierbar.
Farallei,j € {1,...,n} und a € U gilt dann 9;0;F (a) = 0;0;F (a).

Die Hesse—Matrix (0;0;F); j : U — R™ ™ ist in jedem Punkt symmetrisch,
das Gradientenfeld f = (01 F,...,0,F):U — R™ ist somit rotationsfrei.

© Die Vertauschung 9;0; = 9;0; ist ungemein niitzlich, und wir wollen
sie eigentlich immer anwenden. Es gibt jedoch eine Voraussetzung!

/\ Wenn man die Bedingung F' € C?(U, R), also Existenz und Stetigkeit
der zweiten Ableitungen, weiter abschwacht zur minimalen Bedingung
,F ist zweimal partiell differenzierbar®, dann gilt die Vertauschbarkeit
im Allgemeinen nicht! Es gibt dann Gegenbeispiele wie das folgende.

Beweis des Satzes: Wir dlrfen n = 2 sowie ¢ = 1, j = 2 annehmen.
Nach Verschiebung dirfen wir zudem a = (0,0) € U C R? annehmen.
Da U C R? offen ist, gibt es ein § > 0, sodass [0, 8] x [0,6] C U gilt.
Fir (z,y) € U sei Gy(z) :== F(x,y) — F(z,0). Dank Mittelwertsatz fur
z = Gy(x) gilt Gy(2) — Gy(0) = G (§) - = fur ein geeignetes 0 < ¢ < w.

Wir untersuchen G (&) = 01 F (&, y) — 01F(¢,0): Dank Mittelwertsatz fir
y = O F(€,y) gilt G (€) = 1 F(€,y) — hF(£,0) = a0y F(£,7) - y fur ein
geeignetes 0 < n < y. Wir erhalten also zu z,y € [0, §] insgesamt:

F(z,y) — F(x,0) = F(0,y) + F(0,0) = 001 F(¢,7) -y
Wenn wir statt y zuerst « festhalten, dann erhalten wir ebenso:

Hierbei hangen (¢, 7), (€,7) € [0, 2] x [0,y] wie erklart von (z, ) ab.
Fur (z,y) €10,6)2 C U dividieren wir durch zy # 0 und erhalten

001 F(&,n) = D102F (&,7)).

Im Grenzwert fiir (z,y) — (0,0) gilt (£,7) — (0,0) und (£, 7) — (0,0).
Dank der Stetigkeit der zweiten Ableitungen 9,0, F' und 9,0» F folgt

0201 F(0,0) = 0,02F(0,0).
Damit ist die Vertauschbarkeit 9,0, F' = 9,0>F bewiesen.

F(z,0) + F(0,0) = 010, F (€,7) - wy
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Aufgabe: Wir untersuchen die Funktion F:R? — R mit (0,0) und

ay(a® —y®)
T far (x,y) # (0,0).

Berechnen Sie (1) f = grad F:R? — R? und (2) g = rot f: R? = R.
Gilt rot grad F' = 0? Erklaren Sie! Ist f stetig (C°)? stetig diff’bar (C1)?
Vertauschen die partiellen Ableitungen? Gilt der Satz von Schwarz?

F(z,y) =

Lésung: (1) In jedem Punkt (z,y) # (0,0) gilt dank Quotientenregel
1,4 + 41,2212 _ ’!/4 1?4 _ 4a:2y2 _ y4
f=(0:F,0,F) = (y (22 + y2)2 (2% + y2)2 )
Im Punkt (z,y) = (0,0) mlssen wir genauer hinschauen:
F(z,00=0 = (9,F)(0,0)=0
F(0,y)=0 = (9,F)(0,0)=0

)

Das Vektorfeld f: R? — R? ist stetig: Die Kreislinie > 4 3> = 2 ist kompakt, daher nimmt
|z* £ 42%y? — y*|/r* hierauf ein Maximum M (r) an. Zu verschiedenen Radien r > 0 bleibt
M (r) unveriindert. Die Faktoren y, « sichern Konvergenz f(x,y) — (0,0) fiir (z,y) — (0,0).

(2) Wir berechnen g = rot f = (0, f2 — 0y f1) = (020, F — 0,0, F):
AufU = R2 < {(0,0)} gilt F € C?, also rot f = 0 dank Schwarz (D4A).
Ubung: Sie kénnen 9, f> und 9, f explizit ausrechnen und vergleichen.

Im Punkt (z,y) = (0,0) mlssen wir erneut genauer hinschauen:

B0 = = b = (@.)0.0) =
f1(0,y) = _—215 =—-y = (9,/1)(0,0)=—-1.

Somit erhalten wir schlieBlich fir jeden Punkt (z,y) € R? die Rotation

o( ) = rot(£)(y) = {2 o Ej j’; # Eg 8;

/\ Das Vektorfeld f hat ein Potential F, aber dennoch gilt rot f # 0.

Erklirung: Es mangelt an Differenzierbarkeit! (1) Die Funktion F ist C'*, aber nicht C?, und
die Vertauschbarkeit 0,0, F' = 0,0, F gilt hier nicht! Der Satz von Schwarz gilt immer noch,
lisst sich aber hier nicht anwenden. Auf R? \ {(0,0)} gilt F € C°°, somit 9,0, F = 9,0, F.
(2) Das Vektorfeld f = grad F ist stetig (C°) und differenzierbar, aber nicht stetig diff’bar @h.
Das bequeme Kriterium ,,exakt = rotationsfrei* dank Schwarz lasst sich hier nicht anwenden!
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Vertauschbarkeit: Fubini impliziert Schwarz.

Der Satz von Fubini (C1E) besagt in der einfachsten Form

by b b2 b1
/ / g(z,y)dyde = / / g(z,y) dz dy
T=a1 Jy=az y=az J x=a1

fur jede stetige Funktion g auf Q := [a1, b1] x [a2, b2] € R2. Geometrisch
ist das anschaulich: Beide Integrale ergeben das Volumen fQ g unter g.
Der Satz von Schwarz (D4A) garantiert die Vertauschbarkeit

001 F = 010 F

fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion F:R? D U — R.
Das ist geometrisch weit weniger anschaulich. Wer Satz D4A fir
anschaulich oder gar selbstverstandlich halt, der wiederhole und
untersuche das Gegenbeispiel sowie den Beweis des Satzes!
Fubini ist zentral flir die mehrdimensionale Integralrechnung.
Schwarz ist zentral fiir die mehrdimensionale Differentialrechnung.
Der HDI (B11) Ubersetzt zwischen beiden: Fubini impliziert Schwarz!

Mit dem Satz von Fubini wollen die den Satz von Schwarz zeigen:

Satz D4B: Vertauschbarkeit partieller Ableitungen

Sei U C R™ offen und hierauf F': U — R eine beliebige stetige Funktion.
Seieni,j € {1,...,n} zwei Indizes. Wir setzen voraus: Die partiellen
Ableitungen 0;F und 9; F' sowie 0,0; F existieren und sind stetig.

Dann existiert auch die Ableitung 9;0;F, und es gilt 9;0;F = 0;0;F.

© Diese Formulierung ist etwas genauer und starker als Satz D4A:
Wir verlangen nur die Existenz und Stetigkeit der Ableitungen 9; F' und
0;F sowie 0;0;F. Die Existenz und Stetigkeit der Ableitung 9;0;F
hingegen wird nicht gefordert, sondern gleich mit gefolgert!

Aufgabe: Wir dirfen n = 2 sowie i = 1, j = 2 annehmen. Zeigen Sie:
z Y
/ / 20 F (u,v)dvdu = F(z,y) — F(a1,y) — F(z,a2) + F(a1, a2)
u=a; Jv=az

Nutzen Sie Fubini und berechnen Sie 0,0, F = 0,0, F. Erkléaren Sie in
jedem Rechenschritt, welchen Satz / welche Rechenregel Sie benutzen!
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Vertauschbarkeit: Fubini impliziert Schwarz.

Lésung: Wir zeigen die Behauptung in jedem Punkt a = (a1,a2) € U.
Da der Definitionsbereich U offen ist, kdnnen wir b; > a; und by > as
hinreichend nahe wahlen, so dass [a1, b1] % [ag,b2] C U gilt.

Fur alle z € [a1,b1] und y € [ag, b2] finden wir dank HDI (Satz B11):

T Yy T
/ / 01 F(u,v)dvdu = / NF(u,y) — 01 F(u,az)du
u=ay Jv=as u=aj
= F(z,y) — F(a1,y) — F(z,a2) + F(a1,a2)

Hier nutzen wir zuerst, dass zu festem w die Abbildung v — 91 F'(u,v)
stetig differenzierbar ist mit Ableitung v — 0201 F (u, v), sodann dass die
Abbildung v — F(u,y) — F(u, as) stetig differenzierbar ist mit Ableitung
u— N F(u,y) — 01 F(u,a2). Daher dirfen wir in beiden Fallen den
(zweiten) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwenden!

Dank Fubini (C1E) diirfen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen:

y z
/ / 201 F(u,v)dudv = F(z,y) — F(a1,y) — F(z,a2) + F(a1, a2)
v=as Ju=ay

Der Integrand v + [.” 8201 F(u,v) du ist stetig dank Satz D3A.
Dank dem (erstem) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(B11) kénnen wir daher das linke Integral nach y ableiten und erhalten:
/‘ RO F(u,y)du = O F(z,y) — 02F (a1,y)
u=ay

Auch der Integrand u — 0201 F(u, y) ist stetig nach Voraussetzung.
Dank dem (erstem) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(B11) kénnen wir daher das linke Integral nach = ableiten und erhalten:

RO F(x,y) = 0102F(x,y)
Dies gilt insbesondere im Punkt (z,y) = (a1, a2), den wir beliebig
vorgegeben haben. Somit gilt 9,0, F = 0,0-F auf ganz U.

© Diese sorgféltige aber leichte Rechnung zeigt: Fubini impliziert
Schwarz. Umgekehrt impliziert ebenso Schwarz auch Fubini in der
angegebenen einfachsten Form; dies flihren wir hier nicht weiter aus.
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals

Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche und bestaune:

lim {/ xe @)’ dy} = / lim [1 e_<’”y)2] dy
z—=0| Jr r2z—0

Losung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = z e~ @

/ \HUllfUHktion hiy) =1 \/*)(\2/3
A I

fa,y) =
/\ Der Integrationsbereich R ist hier nicht kompakt.
Die Hullfunktion hat unendliches Integral. Also Vorsicht!

(2) Zur Integration substituieren wir v = xy und du = |z|dy:
/ ze @) dy = sign(a:)/ ef(zy)z\:d dy
R R

i sign(dz)/‘fu2 du ig sign(z) v
. x

C2B

F(z) =

Fir die Funktion g(u) = e~** kennen wir das Integral Jrg(u)du = /7.
Fir festes © > 0ist f(z,y) = z g(xzy) die vertikale Streckung um z und
horizontale Stauchung um z, hat also genau dieselbe Fléche wie g!
Das Umklappen des Vorzeichens ist in der Skizze gut zu erkennen.

Obwohl der Integrand f(x,y) stetig ist, ist das Integral F'(x) unstetig!

lim re~ @) g } = lim F(z) = /m, aber
z\,0 |:/R Y z\,0 ( ) f

li “@* gy = /()d =0 isti!
./R xl{% [xe ] y A y Sapristi

/\ Zur seribsen Rechnung muss man die Voraussetzungen beachten!
Das Problem verschwindet unter einer integrierbaren Majorante (D3D).
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals

Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche und bestaune:

a 2 ] ) a 2
“ —(zy) - —(zy) i _
{/ x|z|e dy_ / ; {z\xl e ] dy inz=0

Losung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = z|z| e~

|| e (zy)

I@,y) =

/\ Der Integrationsbereich R ist hier nicht kompakt.
Wir treffen dieselben Probleme wie zuvor. Also Vorsicht!
You can’t always get what you want, but you get what you need.

(2) Die Funktion f(z,y) = z|z| g(xy) mit g(u) = e~" ist stetig diff'bar.
Das Integral berechnen wir dank Substitution v = zy und du = |z|dy:

F(z) = /f(:l:,y) dy = /L\x\g(ﬁy) dy J(: :L'/g(u) du ‘= zy/r
. o R Cac
Ableiten des Integranden hingegen liefert:

o) = 2l g(ay) + el y o ()

Das verschwindet flir z = 0. Wir erhalten also

d 2
— ~(@y) dy = [ od
/R ox [m|x\ © ]z:(] Y /]R Y

0 2 0
= 2l e=@¥? g, iy P9
ox {/R zlale dy} 20 oz [Lﬁ] =0

A\ Zur seribsen Rechnung muss man die Voraussetzungen beachten!
Das Problem verschwindet unter einer integrierbaren Majorante (D3E).

0, aber

V7. Sapristi!
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Fourier—Transformierte der Normalverteilung: Feynman—Trick

Ubung

© Nach den Warnungen hier ein gutartiges und niitzliches Beispiel:

2

f('}

ry)=e?

z=0
L=
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie die Funktion f(z, y) = e~¥°/2 cos(zy).
(1) Erlaubt 8, f (z, y) eine integrierbare Majorante h(y)?

(2) Berechnen Sie das parameterabhéngige Integral
r+00

cos(zy)

<
<0

r=4

F:R—R mit F(z)= / e V2 cos(zy) dy.
Jy=—c0

Hinweis: Zeigen Sie F'(z) = —xzF(z), indem Sie die Ableitung 9, F(z)
unter das Integral ziehen und partiell integrieren. Lésen Sie nach F auf.

Lésung: (1) Ableitung und integrierbare Majorante:

%(x,y)‘ - ‘eiy2/2'(—y)sin(a:y)‘ < e*yz/2|y‘ —: h(y)

(2) Dank Vorbereitung (1) dirfen wir 9, unter das Integral ziehen:

D3§

/ d e *y2/2 e *?/2/2 1
F'(z) = p e cos(zy)dy = e (—y) sin(zy) dy
Yy=—00 y=—0o0

= {eﬂf/z Sin(l‘y)] e

- /+OO eV 2y cos(zy)dy = —aF(x)
y=—00 y=—00
Demnach genligt F: R — R der Differentialgleichung F'(z) = —zF(z).
Wir trennen die Variablen geméaB F'(z)/F(z) = —x
und integrieren zu In F(z) — In F(0) = —2/2.
Wir erhalten die Losung F(z) = F(0) e/,
Mit F(0) = /2r folgt F(z) = 2w e="/2,
© Leistungsstarke Theorie erméglicht effiziente Berechnung.
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8
9

Aufgabe: (1) Fiir ¢ > 0 berechne man das Integral

ge e
/ e~ dg.
=0

(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man

o0
/ z" e dx.
=0

(3) Warum dirfen wir in (2) die Ableitung 9; unter das Integral ziehen?

Das Integral (2) ist die Laplace—Transformierte der Polynomfunktionen x +— ", siehe Kapitel L.
Die Rechnung gelingt mit partieller Integration [B3T6], etwas miihsam. Differenzieren ist leichter.

Was soll Frage (3) bedeuten? Natiirlich diirfen wir unter dem Integral nach ¢ ableiten: Das ist ein
freies Land, und niemand kann uns das Ableiten verbieten! Wir kénnen erst nach ¢ ableiten und
dann iiber « integrieren oder umgekehrt. Es ist jedoch im Allgemeinen nicht klar, ob diese beiden
Rechnungen dasselbe Ergebnis liefern. Der obige Satz D3E rechtfertigt hier die Gleichheit!

Lésung: (1) Integriert wird hier Uber = bei festem Parameter ¢:

00 —tx
/ e~ dy [7 ¢ ] - 1 .
=0 t =0 t

(2) Wenn wir 9, unter das Integral ziehen durfen, so erhalten wir:

> D31 1 o 1

/ —ze Tdx = - also / e ®dr = 5
=0 13 =0 13
"0 . i 2 "0 2

/ —z?e ™y 2 - also / e dr = 3
=0 ! t =0 t
<, v 3! . 3!

/ —zdetdxr 2 - also Pe®dr = e
=0 13 =0 t

Per Induktion erhalten wir daraus mihelos die ersehnte Antwort:

/ 2" e dr = 1, speziell / z"e " dx =n!
Ja=0 t Ja=0

(3) Fir 0 < a < b finden wir eine von ¢ € [a, b] unabhangige Majorante:
const
1+ 22

}—;1:" efm} <a"e ¥ =:h(z) < also / h(z)dz < oo
=0

© Alle betrachteten Ableitungen sind (lokal) majorisiert integrierbar.
Dank Satz D3E dirfen wir in (2) die Ableitung unter das Integral ziehen.
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0
9

Aufgabe: (1) Fir ¢ > 0 berechne man das Integral

1 et
— [ e "z dx.
V2T /IR

(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man
1

V2 Jr
(3) Warum dirfen wir in (2) die Ableitung 9; unter das Integral ziehen?

2
=
22k 7T dz.

Die Funktion ¢(z) = 0’”2/2/\/% ist die Dichte der Standard-Normalverteilung, die in

der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle spielt. Das Integral iiber zp(x) ist ihr
Mittelwert (Schwerpunkt), hier = 0 aus Symmetriegriinden. Das Integral iiber 22 (2 ist ihre
Varianz (Trigheitsmoment). Allgemein nennt man das Integral iiber 2" () das n-te Moment.

Der zweite Parameter ¢ wird hier trickreich eingefiihrt, um unterm Integral zu differenzieren,
motiviert durch den Erfolg (2) und gerechtfertigt durch die integrierbare Majorante (3).

Lésung: (1) Wir substituieren durch v = v/*z und du = v/t dz, also
u2
Tdu = t3.

L /e*t%dz’ S /e’
V21 JRr ’ ’ \/7?\/27r R

(2) Wenn wir 9, unter das Integral ziehen durfen, so erhalten wir:

1 22 a2 o 1 s 1 / o g 3
—— [ ——e¢ '2dx = —=t" 2 also — [ 2%e T dz =t72,
\/27T/]R 2 b2 V2r Jr '

1 t e o 3._s 1 / o? 5
— [-Fe'Tde = —St72  also —— [ ate T dr=3-t"2,
\/27T/]R 2 2 V21 Jr

1 a0 a2 D3 35 7 1 : 22 7
—— [T e "Tdr E — ¢z also —— [ 2be T de =353,
M/R 2 2 \/%/R

Per Induktion erhalten wir daraus mihelos die ersehnte Antwort:

4 Vo,

12
/kaeftde:1-3‘5-»-(2kf1)
R

(3) Fur 0 < a < b finden wir eine von ¢ € [a, b] unabhé&ngige Majorante:

const

{7952" e_"”z/z} <z e/ h(z) < also / h(z)dz < co

JR

© Alle betrachteten Ableitungen sind (lokal) majorisiert integrierbar.
Dank Satz D3E diirfen wir in (2) die Ableitung unter das Integral ziehen.

1+ 22
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22

9

Aufgabe: Berechnen Sie (mdglichst geschickt)

1 1 1 1
/ 2 da, / 2° In(z) d, / 2% In(z)? de, / 2% In(z)? dz.
z=0 =0 z=0 =0

Lésung: Manchmal ist allgemeiner spurbar leichter! Wir berechnen

1

=5 1

F(t) ::/ stde=(t+1)7" fare>—-1. %

=0 6

Wenn wir die Ableitung unter das Integral ziehen dirfen, so erhalten wir:
1

, |
/ 2in(z)de = F'(t) = —(t+1)72 y —

=0 36

1

) t=5 1
/ 2n(z)>dz = F"(t) = +2(t+1)73 =
Jx=0

216

1 &
/ 2in(z)3dz = F"(t) = —6(t+1)~* =
z=0

Ubung: Erklaren Sie die Gleichheiten ,—=“. Welche Satze greifen hier?
Alternativ kdnnen Sie hier partiell integrieren. Finden Sie das leichter?

Aufgabe: Berechnen Sie (mdglichst geschickt)

/1
=0

Lésung: Manchmal ist allgemeiner spirbar leichter! Wir berechnen

071 1 171 1 271
a dz und a dz und x ;

w—0 Inzx

Inz w—0 Inzx

/1 at—1
v—0 N

Unser erstes Integral F/(0) = 0 ist leicht. Wir suchen nun F (1) und F(2).
Wenn wir die Ableitung unter das Integral ziehen dirfen, so erhalten wir:

o o1 1 A1 1
F't) = / &[1 ]dx:/ x‘dx:[l ] =—
=0 Inx =0 t+1la=0 t+1

Der HDI beschert uns nun das ersehnte Ergebnis:

F(t) := dx far¢ > —1.

t

F(t) — F(0) = /

F(t) |05

! Cds = [ln(s + 1)] =In(t+1)

t
5=0

Ubung: Erklaren Sie die Gleichheit ,=*. Welche Sétze greifen hier?
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Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe. Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion f(z) = =% = e~*I"® auf [0, 3].

Schétzen Sie damit graphisch-numerisch das Integral I = fol % dz.

Lésung: (1) Auswertung einiger Punkte ergibt das folgende Bild:

Wir nutzen hierzu insbesondere den Grenzwert limg\ o[z ~"] = 1.

g(L) [y In
Bei besgnderer Sorgfalt
fOhren wir zuerst eine

Kurvendiskussion aus:
Maxima,/ Minima, etc.

1.28 <1 <1.30

f ’I‘) = 7= C—zlnz

\

Aufgabe: (2) Zeigen Sie folgende erstaunliche Gleichung:

1
/ T
=0

T dy = i EF
k=1

Anleitung: (a) Setzen Sie fiir den Integranden die Exponentialreihe ein.
(b) Vertauschen Sie Integral und Reihe. Warum gilt dabei Gleichheit?
(c) Erinnern Sie sich an den Feynman—Trick D421 zur Berechnung von

LV K
/1:095 (—Inz)*dx = e

(3) Berechnen Sie damit das Integral bis auf einen Fehler ¢ < 1077.
(a) Fir den Fehler bei Reihenabbruch gilt dank geometrischer Reihe:

= Srt St - S -

(b) Bis zu welchem Term miissen Sie numerisch summieren?

firt > —1und k € N.

<107°
nn
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Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe.

Lésung: (2) Wir nutzen sorgsam unsere Integrationswerkzeuge:

-1 1
/ / —rluv*dx
J =0
@ k(=1
= / nq) dx
=l

r %dx =

0w 1
- ZW

© Die einzige nicht-elementare Umformung ist die Vertauschung von
Integral und Reihe (b). Die hier summierten Funktionen sind alle positiv,
also andert die Vertauschung das Ergebnis nicht, siehe Fubini D1A.

© Erfahrung zahlt sich aus: Das innere Integral (c) kennen wir bereits.

(3) Die Reihe konvergiert gliicklicherweise extrem schnell!
Es genligt, die ersten neun Terme (k = 1,2,...,9) zu summieren:

11 1
k=1 o
Z 3 1T T T

1
o4+ — =1.291285 590...
3195 +-o+ 9 2912859969590

Der Fehleristeg = >°22 o k™" < goqgm = 1.111...- 1070 < 1079,
Langere Summation liefert schnell und bequem weitere Dezimalstellen:

o0
7 kR = Z E~F = 1.29128599706266 . . .

1
|«
=0 k=1

© Plausibilitatscheck: Die ersten zwei Nachkommastellen entsprechen
unserer Graphik. Hier kdnnen Sie weitere numerische Methoden testen.
@ The Bernoulli Integral is ridiculous, youtu.be/PxyK_Tsnz10.

Dort wird Schritt (2¢) durch Substitution geldst, das ist mihsamer.

Wir genieBen, leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.
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Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche

2L fl

(2) Gilt absolute Konvergenz? Was ist hierbei die Hillfunktion?
(3) Gilt majorisierte Integrierbarkeit? Was ist die Hlllfunktion?

7(lc+1).7:dx , k 7(k+1)z dz.

_OkO

Losung:

—

1) Wir kénnen beide Seiten direkt ausrechnen:

/100 =In(2)

0

LR |
:/ dz =1In(2)
u=0 1+u

© Dank unserer Integrations- und Summationstechniken gelingt die
direkte Rechnung auf beiden Seiten. Demnach gilt Vertauschbarkeit.
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(2) Als Hullfunktion der absoluten Integranden finden wir:

Z o (kD) _

k=0
Diese ist nicht integrierbar; wir substituieren © = e~* und erhalten:

o] —x 1
1 1
/ ° —dz = / dz = [— In(1 — u)]
=0 1—e® u=0 1—u u=0

(3) Mit alternierenden Vorzeichen hingegen finden wir dank Leibniz:

n

Z(il)k: C—(k:+1)z

k=0

1—e?®

= +00

S e T

Die Hullfunktion h(x) = e™* ist viel sparsamer und bleibt integrierbar:

oo -
/ e ¥dr = {7 e_z] =1<+o00
Jax=0 =0

Hier gilt nicht absolute Konvergenz, aber majorisierte Konvergenz!
© Dies geniigt, um Integral und Reihe vertauschen zu diirfen (D2D).

D431
Ubung

Die Wallis—Reihe fiir 7 /2

D432
Ubung

Die Wallis—Reihe fiir 7 /2

Aufgabe: Die geometrische Reihe fiir ¢ = sin(z)2/2 € [0,1/2] zeigt

i sin(z)*+1  2sin(z)
prd ok 2 — sin(z)?’
Integrieren Sie Uber [0, 7/2] und berechnen Sie so die Wallis—Reihe:
1,12 1-2:3 _i 1-2:3--k o«
3 35 3:5-7 ’kzo3~5~7-~(2k+1)’2

© Konvergiert die Reihe? Ist der Grenzwert plausibel? Die Majorante
>0 27% = 2 beweist die Konvergenz gegen einen Grenzwert € [1,2].
Lésung: Auf der rechten Seite erhalten wir dank Substitution
/2
[—2 arctan(cos r)} T

/2 9si /2 92si
/ SlTl(I) o= / sm(a;) do —
»—0 2 —sin(x) 2—0 1+ cos?x a=0 2

Links gilt dank absoluter Konvergenz der geometrischen Reihe:

o0
/7’/2 sin(z)** %H Z/ sin(x)
= r=

Uko

2k+1 s 1.2k
MY =S e
* ;3‘5-“(21@“)

Zur Erinnerung: Stammfunktionen zu sin(z)™ und cos(x)™ berechnen wir,
wie bereits gesehen [B130], rekursiv durch partielle Integration:

/ sin(z)" dz = 1 sin(z)" ! cos(z) + / sin(z)" "2 dz

n
cos(x)" 2 dx

n—1

' 1 , -1
/ cos(z)" dz = += cos(z)" L sin(z) + n--
n n

Fir I, = jr osin(z)" dw gilt Iy =  und I; = 1 und weiter I,, = =11, _:

/2 .3.5... _ )1
/ dn(e)de - TLB@EoD) 7 (@)
o 27 2.4-6---(2k)  2Kk12.2%

/2 2.4-6---(2k) k12 . 2%

in ()2 de — 3 _ K .
/1:0 @) e = s T T k) T @k D)

© Einsetzen in obige Reihe beschert uns die schéne Wallis—Formel.
Ist die Rechnung auch lang und miihsam, jeder Schritt ist klar und leicht.

© Leistungsstarke Theorie erméglicht effiziente Berechnung.
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Kapitel E

Integralsatze in der Ebene

Wahrlich es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen,
nicht das Besitzen, sondern das Erwerben,
nicht das Da-Seyn, sondern das Hinkommen,
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E003
Uberblick

Motivation und Zielsetzung

E004
Uberblick

Vorgehensweise

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Far jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

b
[ taae=re) -

Das ist eine bemerkenswerte GesetzméaBigkeit: Das Integral Uber das
Intervall [a, b] l&sst sich entlang des Randes 9la, b] = {a, b} bestimmen!

F(a).

Der HDI vereinfacht enorm die Berechnung bestimmter Integrale,
oft ermdglicht er sogar explizite Integrale in geschlossener Form.
Der HDI (B11) ist daher zentral fir die eindimensionale Integration;
zusammen mit Fubini (C1E) und Transformationssatz (C28) liefert er
die Grundtechniken zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale.

Der HDI I&sst sich verallgemeinern von Dimension 1 auf 2 und 3 usw.
Die so entstehenden Integralsatze von Green, Gaul3 und Stokes
ermdglichen die Umformung und Berechnung von Integralen.

Wir beginnen dieses Kapitel E mit Kurvenintegralen, als Wiederholung
und Vertiefung dieser wichtigen Integrationstechnik aus der HM2.

Wir erklaren insbesondere die Unabhéngigkeit von Parametrisierungen,
sodass wir von Wegintegralen zu Kurvenintegralen tibergehen kénnen.
AnschlieBend werden wir in diesem Kapitel die Integralsatze von Green
und GauB fiir ebene Vektorfelder f:R? — R? kennen und nutzen lernen.

Das Prinzip ist genial einfach, doch wie immer erfordert es Ubung.

Im folgenden Kapitel F werden wir dies auf komplexe Funktionen
f:C — C anwenden. Ziel ist dabei der Residuensatz von Cauchy.

Im anschlieBenden dritten Kapitel G diskutieren wir die Integralsatze
von GauB und Stokes fiir rdumliche Vektorfelder f:R3 — R3.

Das abschlieBende vierte Kapitel H der Reihe diskutiert physikalische
Anwendungen: die Kontinuitatsgleichung in der Strémungslehre,
Fouriers Warmeleitungsgleichung, Newtons Gravitationsgesetz

und Maxwells Gleichungen der Elektrodynamik.

E009

E010
Erlauterung

Skalarfelder und Vektorfelder

Skalarfelder und Vektorfelder

Skalarfeld g:R? 2 Q — R: (=, y) — g(z,y), z.B. Temperatur, Luftdruck.

Vektorfeld f:R? D Q — R?: (z,y) — (f1(2,y), f2(z,y)), z.B. Wind, etc.

Vektorfelder treten in vielen naturwissenschaftlichen Modellen auf.
Hierbei gelten gewisse Gesetze, die wir verstehen und nutzen wollen.

EO11
Erlauterung

Skalarfelder, Gradient, Taylor—Entwicklung

E012
Erlauterung

Vektorfelder, Jacobi—Matrix, Divergenz, Rotation

Wir betrachten zunéchst ein ebenes Skalarfeld
g:RZDQ SR : (z,9) = gz, y).

Jedem Punkt (z,y) € Q wird eine Zahl g(z,y) € R zugeordnet;
der Definitionsbereich Q C R? sei hierbei eine offene Teilmenge.
Unser Skalarfeld g ist dann nichts weiter als eine reelle Funktion.
Wir kénnen die Funktion g als eine Flache Uber Q) veranschaulichen:
Der Wert z = g(x,y) ist dann die Hohe Uber dem Punkt (z,y).
Wir nehmen an, dass g stetig partiell differenzierbar ist, kurz C*.
Die Ableitung d1g(z,y) = %(z, y) ist die Steigung in z—Richtung.
Die Ableitung dag(x,y) = 5 (x, y) ist die Steigung in y—Richtung.
Dies definiert zwei neue Funktionen 0;g, d>g: Q2 — R. Der Gradient

g =gradg = (91g,00g) : Q=R : (2,y) = (Drg(@,y), D2g(x,y))
weist in Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion g.
Der Gradient ist der Ilneare Term der Taylor—EntwmkIung

gz + +Zé‘zg aH—ZZE)@g x)aia; +

j=11i=1

Wir betrachten nun ein ebenes Vektorfeld

fiRPDQ R (2,y) = fz,y) = (filz,9), fo,y)).
Jedem Punkt (z,y) € Q wird ein Vektor f(z,y) € R? zugeordnet, mit
Komponenten fi(z,y) € Rund fa(x,y) € R. Seine Jacobi-Matrix ist
O(f1, f2) <3f1/3$ 6f1/8y) _ <31f1 32f1)
(z,y) 0f2/0x  0f2/0y ofa df2)’
Wir definieren die Quelldichte oder Divergenz div f: 2 — R durch

f =

divf:=01f1 + Dofo = % + %
oy’
Wir definieren die Wirbeldichte oder Rotation rot f : QO — R durch
7] 0
o f 1= o — oy = 02 90
Y

(11 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.2.
In diesem Kapitel E geht es zunéchst nur um ebene Vektorfelder.
Dreidimensionale Vektorfelder behandeln wir spater in Kapitel G.




Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral

E017
Ubung

Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral

E019

(3) das Arbeitsintegral de - ds entlang des Randes 0D.
Was schatzen Sie vorab: Vorzelchen? GroéBenordnung? exakte Werte?

Ubung
7777?/%7/ i/‘i'/iiy: - : : \\ ; i i L lf L % ’/L Lésung: (2) Die Wirbeldichte rot(f) und die Wirbelstarke auf D sind:
/////// ’///HHH;H‘ 7777‘7 rot(f) = Ofa—0afi =3-(-2) =5
PEPEEENE N g
// ’/ é,? ?iii,4,>~+7f 1 5«//&%/ /rot(,f)d(a:,y):5volg(D) =52 =10
Y N it é D
//// ’ ‘i i ) BRI 4 ff f/////‘/ /,L (3) Die Kurve I' = 9D ist polygonal und das Vektorfeld f ist linear in z, y.
‘ [4 ¥ R Y < f . . . . . . . .
'7'//// /// Ny t t r R : 2 /// // In diesem Spezialfall kdnnen wir das Arbeitsintegral einfach summieren
/ é /[ é ﬁ i | ;;;??& I / Schwerpunkt s;, | Vektor f(sx) | Tangente ¢, | Ldnge |T'| | Arbeit
L e n_ D | Ga | a3 1 2 [
vl T BN ¥ N vt 2 5 5 5
TR
<L’f‘”99/20w § INININENE s //////://///}// Ty (1,0) (L3)  |(L-1/v2] 22 | -8
Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck D = [ (0, —1), (2,-1), (2,1)]. Wir erhalten so:
und skizzieren Sie hierauf das Vektorfeld f(z,y) = (x — 2y, 3z — y). £(s)
(2) Berechnen Sie die Wirbelstérke Jprot(f)d(z,y) auf D sowie )

oD

ods = Zf(Sk)'tk‘Fk‘ =10
l‘/:

Die Gesamtsumme ist 10: Beim Umlauf um 9D wird Arbeit verrichtet.
© Geman Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!

E021
Ubung

Divergenz, Quellstérke und Flussintegral

E023

Divergenz, Quellstérke und Flussintegral {Ubung

und skizzieren Sie das Vektorfeld f(z,y) = (x —y+ 1,3y —a — 1).

(2) Berechnen Sie die Quellstarke [, div(f)d(z,y) auf D sowie

(3) das Flussintegral faD f(s) x ds entlang des Randes 0D.

Was schatzen Sie vorab: Vorzeichen? GréBenordnung? exakte Werte?

S S N N N T S S W O O 5 P BN O B 2 e e e 5 . ; ; . i 5 ind-
;\;\:\\ NN NN %/4 R Rl ot Rt B e e Lésung: (2) Die Quelldichte div(f) und die Quellstérke auf D sind:
\\\““‘ R S S PRI R PR IR s e v, S Y div(f) = Oifi+0afo = 1+3 =

AARLWA NELEENE PRIV PR IPE S ) S S RN BN

\\\\\\xKQHHH,,,HH SENEE /dw ) = dvoly(D) = 4-2 =8
'\\\\\kk»»;AA4v>»~~xx\

RN e sy A ili‘ NN (3) Die Kurve 9D ist polygonal und das Vektorfeld f affin-linear in z, y.
i t Sy vy~ : < TN WA NN \\I\‘{\: In diesem Spezialfall kdnnen wir das Flussintegral einfach summieren:
= T= T o v T T : : : : z 2 \éi\\\ RN Schwerpunkt s, | Vektor f(si) | Normale ny | Lange |Tx| | Fluss
ARREE N O NN EINNMNNNN NN L (-1 3.5 [ (0.1 2 [0
A r iy vy vy \\\\\

; Hux\‘i\‘\*\:\\\\\\\t\\\\\\\\\ T2 (2,0) (3,-3) (1,0) 2 6

(o N NNINNNNNNRNRRRNN \\\\\\\\\\\\.\\.&&\ I's (1,0) (2,-2) (-1, 1)/V2 22 -8

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck D = [ (0, -1), (2,-1), (2,1)] Wir erhalten so:

JRCECE > flon) el =

Die Gesamtsumme des Flusses ist 8: Aus D flie3t mehr raus als rein.
© GemanB Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!

. N . E025
Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene

E026
Erlauterung

Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene

Kurven ' C R? parametrisieren wir (stiickweise C*) durch ~: [a,b] — T.
Am Punkt s = (t) heftet das infinitesimale Wegelement ds = ~/(¢) dt.

b
Kurvenlange /\dF| :/ |ds| / Iy ()| dt
T sel t=a
b
Kurvenintegral /g\dF\ :/ g(s)|ds]| : / g(y(@®) Y ()| dt
T Jsel t=a

b
Fy(@®) o

t=a

b
RCOE

Sei D C R? eine kompakte Flache mit stiickw. glatter Randkurve 9D.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O D — R? gilt dann

Satz von Green: / rot f(x,y)d(z,y) / f(s)-ds,
s€dD

(.a:,y)ED ]
Satz von GauB3: / div f(z,y)d(z,y) = / f(s) x ds.
(zy)eD JsedD

Arbeitsintegral /f-dF = f(s)+ds (t)dt
T sel’

Flussintegral / fxdl = +(t)dt
T

f(s)xds :=
sel’

© Diese Satze sind die zweidimensionale Fortsetzung des HDI:
Der Integralsatz von Green / GauB3 Ubersetzt zweidimensionale Integrale
liber eine kompakte Flache D C R? in eindimensionale Integrale entlang
der Randkurve 9D. Diese Integrationstechnik ist sehr oft nutzlich!

Die Randkurve 0D parametrisieren wir (stiickweise) durch regulare
Wege v : [a, b] — R2. Das Kurvenelement ds = +/(t) dt stellen wir uns als
ein kleines Wegstlick vor und |ds| als seine Lénge. Der Vektor ds liegt
tangential an der Kurve. Das Skalarprodukt f(s)«ds = f(v(¢))«7/(¢) d¢
misst den tangentialen Anteil von f langs der Kurve, das Kreuzprodukt
f(s) x ds = f(y(t)) x 4'(t) dt den normalen Anteil senkrecht hierzu.
Wir integrieren langs v und addieren alle Beitrage. Links steht die
bequeme, parameterfreie Abklrzung flr das Integral (iber die Kurve T

Warum so kompliziert? Wir interessieren uns letztlich fir die Kurve T,
aber nur mit Wegen ~ kénnen wir rechnen: differenzieren / integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung - ist unentbehrliche Rechentechnik.
Die Rechenwege sind verschieden, alle fiihren zum selben Ergebnis!
Erst diese Gewissheit rechtfertigt die abkiirzende Schreibweise links.

E029
Erlauterung

Grundbegriffe: Wege und Kurven

E030

Differenzierbare und regulare Wege

Ein Weg im Raum R"™ ist eine stetige Abbildung

7(t)
v fa, b > R b= y(t) = :
"/n(t)
Die von ~ parametrisierte Kurve ist die Menge aller Bildpunkte,
r=9(ab) ={~(t) [a<t<b} < R
/\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!
[T Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.3-5.4.

Jedem Parameterwert ¢ € [a, b] wird ein Bildpunkt y(¢) € R™ zugeordnet. Durchliuft ¢ das
Intervall [a, b], so durchlduft (t) die Kurve I'. Stetigkeit bedeutet hierbei: Fiir t — ¢ gilt
[v(t) = ~y(to)| — 0. Aquivalent hierzu: Jede Koordinate 71, n ta, b] — R ist stetig.

Physikalische Interpretation: Der Weg v : [a, b] — R™ beschreibt die Bahn (Trajektorie) eines
Teilchens in der Ebene R?, im Raum R?, oder allgemein in einem Zustandsraum R". Zur Zeit
t € [a, b] befindet es sich im Punkt v(¢) € R". Beispiel: Which way did the bicycle go?

Jeder Weg ~ ist eine Abbildung, die so beschriebene Kurve I' ist nur eine Menge. Beide Begriffe
miissen wir fein sduberlich auseinanderhalten! Wir interessieren uns meist fiir die Kurve T,

Erlauterung

Der Weg v: [a,b] — R™: ¢+ ~(t) heiBt stetig differenzierbar, kurz C*,
wenn jede Koordinatenfunktion 4, ..., v, : [a,b] — R stetig diff’bar ist.

Die Ableitung +': [a, b] — R™ ist dann der Geschwindigkeitsvektor

7t +h) —m(t) 7()

’Y’(t) = lim w = lim — : :
h—0 h h— : )

Yu(t + R) = n(t) Yn(t)
Die euklidische Norm |y/(t)| € R ist die Absolutgeschwindigkeit.
Der Weg ~: [a, b] — R" hei3t doppelpunktfrei, wenn fir s # ¢
stets v(s) # ~v(¢) gilt. Anders gesagt, die Abbildung ~ ist injektiv.
Der Weg ~ heif3t reguldr, wenn ~ injektiv ist und stetig diff’bar mit
7 (t) # 0 fur alle ¢ € [a,b]. Seine Bildmenge T" hei3t dann glatte Kurve.
Ein parametrisiertes Kurvenstiick (T, v) ist eine glatte Kurve I' C R"
mit einer Parametrisierung durch einen regularen Weg ~: [a, b] = T..
Regulidre Wege sind die beste Wahl zur Parametrisierung von Kurven. Die Forderung ist streng,
in vielen Rechnungen geniigt etwas weniger: Der Weg «: [a, b] — R™ heifit semiregulir, wenn

aber nur mit dem Weg  konnen wir rechnen, zum Beispiel differenzieren und integrieren.

er regulir auf |a, b[ ist. Im folgenden Beispiel sind 3 und +y regulir, aber o nur semiregulir.




E033

Einfihrendes Beispiel: Lédnge eines Halbkreises Ubung

E034

Einfihrendes Beispiel: Lédnge eines Halbkreises Ubung

Wir betrachten folgenden Halbkreis I' vom Radius 1 um den Nullpunki:

y

Aufgabe: Beschreiben Sie I" implizit als Ldsungsmenge sowie explizit
durch drei verschiedene Parametrisierungen. Berechnen Sie die Lénge.

Losung: (0) Implizite Beschreibung als Lésung von Un/Gleichungen:
F:{(x,y)€R2|x2+y2:1, 3320}

Welche Parametrisierungen sind geeignet? Welche sind geschickt?
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

(1) Algebraische Parametrisierung durch Auflésen der Gleichung:
N 2 — 2 / — —S
a:[-1,1] = R?, a(s) = (V1-s2s), d(s) (7\/@,1)7

ds [arcsin(s)] :1

41 +1 .
() = ()| ds = /
(@) /5:—1‘(y (s)| 8 Jo=—1 V1 — 52 s=—1

(2) Polarkoordinaten liefern eine weitere Parametrisierung von I':
Bil-mfenfd) »R2, (1) = (cost,sint), B/() =
/2 +7/2
W= [ " jpoa- [
t=—m7/2 t=—7/2
(3) Rationale Parametrisierung durch Weierstra3—Substitution [B137):
) 1-u?  2u —4u 2(1-u?)
([-1,1] = R? =, 2= ), YW=, 2 ),
VL1 2 R () (H—uz7 1+u2> 7w ((1+1L2)2 (1+u2)2>'

—+1 +1 2du
= [ o [ 2
™) LJ”’(“)‘ u= [ T

© Die Wahl einer Parametrisierung ist notig zur konkreten Rechnung.
Die Rechenwege sind verschieden. Alle fihren zum selben Ergebnis!

=T

(—sint, cost),

ldt=m

= [2 arctan(u)} :i,l

=T

E035
Ubung

Einflihrendes Beispiel: Arbeitsintegral

E036
Ubung

Einflihrendes Beispiel: Flussintegral

Aufgabe: Berechnen Sie das Arbeitsintegral

e P Dl A
//;(“\t\F\ Jr- f - dT des Vektorfeldes f(z,y) = (—y, )
J /‘,* W o ML A langs des positiv orientierten Halbkreises T',
¥ 7 »x A . .
ik ¥ f/{‘;ﬁ % 1)}, des Durchmessers A, sowie [}, rot(f)d(z, ).
G “x‘a.‘.,,,{; £ /]I Ist das Ergebnis unabhéngig von der fir
. \‘\‘ﬂ L die Kurve I" gew&hlten Parametrisierung?
N gt 74 Kann man es ohne Rechnung direkt sehen?

Was andert sich mit der Orientierung?

Lésung: Fir I wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

. +7/2 , T2 gint —sint
/Ff-dF = ./t:_"/zf(ﬁ(t))'ﬁ (t)dt = '/_ﬁ/z < cost > ) ( cost >dt -7

Ebenso [, f+dA = 0. Es gilt rot(f) = 2, also [, rot(f) d(z,y) = 7.

Das Vektorfeld f kénnen wir uns als Kraftfeld vorstellen. Der Weg 3 beschreibt die Bewegung
eines Probeteilchens. Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir gemil Arbeit = Kraft - Weg.
Wir verwenden das Skalarprodukt, da nur der tangentiale Anteil der Kraft in Wegrichtung zihlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

A\ Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)

N Aufgabe: Berechnen Sie das Flussintegral
\i\ :ki "4*/,, [r fxdr de; _Vektprfe_ldes f(z,y) :.(;r,y)
S b, < -X,  Uber den positiv orientierten Halbkreis I' und
<7 f"fwg"v: > T}~ den Durchmesser A, sowie [, div(f)d(z,y).
SR 4.:4»..{; <2/~ Istdas Ergebnis unabhéngig von der fir
T ‘»,:'4"‘:* N%7AN die Kurve I gewahlten Parametrisierung?
u :’ A Kann man es ohne Rechnung direkt sehen?
SEER Was andert sich mit der Orientierung?

Lésung: Fir I wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

+7 , "2 (cost —sint
./fodl“ = ./t:_wf(ﬁ(t))xﬂ (t)dt = /_W/Q (sint) X ( cost >dt =

Ebenso [, f x dA = 0. Es gilt div(f) = 2, also [}, div(f) d(z,y) = 7.

Das Vektorfeld f konnen wir uns als Stromungsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit vorstellen.
Der Weg 3 beschreibt eine Kurve. Das Integral ergibt die hieriiber flieBende Fliissigkeitsmenge.
Wir verwenden das Kreuzprodukt, da nur der normale Anteil senkrecht zur Wegrichtung zhlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

A\ Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)
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Polygonziige und ihre Weglange

Rektifizieren bedeutet gerade machen: Anschaulich messen wir den
Weg v mit einem Faden, den wir anschlieBend gerade ausstrecken.
Beispiele begegen uns Uberall, etwa in Geoinformationssystemen:

Wegintegrale spielen in Theorie und Anwendung eine wichtige Rolle.
Hierzu missen wir zuerst klaren, wie man die LaAnge von Wegen misst.

Dies geschieht in drei Schritten: Durch Summation fiir polygonale Wege,
durch Grenziibergang fur beliebige stetige Wege, und schlieBlich durch
Integration dank Weglangenformel E1B fir stetig differenzierbare Wege.

Gegeben seien Zeitpunkte a = tg <t; <to <--- <ty =biNR
sowie eine Folge von Bildpunkten py, p1,p2, ..., py im Raum R™.

:

PN

Pk
k=01 N

Do

Diese Daten definieren den Polygonzug v = [[o [t f2 -~ I~ 1.

Dies ist der Weg v : [a,b] — R™, der ~(t) = pi, affin-linear verbindet:
tp —t t—tg—1

t) = - .

v(t) t *tk—lpk 1t & 7tk_1pk

Seine Weglange definieren wir als Summe der Schrittldangen:

firt e [tk:—l, tk].

N
€)= |pk — pra]
k=1

Dies ist wohldefiniert, zusétzliche Teilungspunkte &ndern nichts.
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Stetige Wege und ihre Weglange

()

y(to

b Ocbop o o N

Seiv:la,b] > R"einWeg. ZuP ={a=ty<t; <ty <--- <ty =b}
gehdren die Punkte pg = v(t0), p1 = 7(t1), p2 = Y(t2), - .., bN = Y(tN).
Die Lange des approximierenden Polygonzuges [ [0 [1 f2 - [v ] ist

N
(7, P) =Y |y(te) = (tk-1)]-
k=1
Fur jede Verfeinerung P’ O P gilt die Ungleichung ¢(v, P') > ¢(v, P).
Die Weglénge von ~v: [a, b] — R" definieren wir als den Grenzwert
£(y) := sup{ {(v, P) | P Partition von [a, ] }.

Der Weg ~ heif3t rektifizierbar, wenn er endliche Lénge hat, ¢(v) < cc.

Ein beliebtes und erstaunliches Beispiel ist die Koch—Kurve:

AN 1 NS )

Yo

Der so als Limes «,, — v:[0, 1] — R? entstehende Weg ist injektiv, stetig,
aber nirgends differenzierbar. .. und dieser Weg hat unendliche Lange!
Wir kénnen dies nun nachrechnen und bestaunen: Um die Koch—Kurve
abzumessen, genugt kein endlicher Faden, egal wie lang er sein mége.

© Technische Anwendung z.B. als fraktale Antenne, Multiresonanz.
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Satz E1A: Eigenschaften der Weglange
Die Lange eines Weges ~: [a, b] — R" ist definiert durch

£(y) := sup{ £(v, P) | P Partition von [a, ] }.
Positivitat: Fir jeden Weg v gilt £() > |y(a) — v(b)| > 0.
Definitheit: Genau dann gilt /() = 0, wenn ~ konstant ist.
Additivitat: Fir alle a <t < b gilt £(7](a8) = £(V]ja,) + €V
Stetigkeit: Fir jeden rektifizierbaren Weg ist die Weglangenfunktion

s [a,b] = Rxg : t = £(V][a)

stetig und monoton wachsend. Ist v injektiv, so ist s streng wachsend.
Ableitung: Ist der Weg  stetig differenzierbar, so auch s, und es gilt

S(t) =W @) also s(t) = [l (r)ldr

Hieraus lasst sich die Lénge ¢(v) bequem als Integral gewinnen (E1B).

Satz E1B: Wegléngenintegral
Fur jeden stlickweise stetig differenzierbaren Weg ~ : [a, b] — R™ gilt

b
= [ ol

Insbesondere gilt fiir die Weglange die einfache Abschatzung

0 < |y(b) =) < Ly) < (b—a) rﬁfﬁdv/l < oo

Diese Integralformel ist in jedes Auto eingebaut: Das Tachometer zeigt
die Momentangeschwindigkeit |7/ (¢)| zum Zeitpunkt ¢; integriert Gber das
Zeitintervall [to, t] wird hieraus die zurlickgelegte Weglénge ftt[')\'/('r)\ dr.

Auch die Ungleichungen entsprechen unmittelbarer Erfahrung:
Wenn Sie drei Stunden lang héchstens 130km/h fahren, dann legen
Sie héchstens die Weglange 390km zuriick, eventuell auch weniger.
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Definition der Kurvenlange

Eine Umparametrisierung ist eine stetige Bijektion ®: [a, ] — [@, b].
Dank Kompaktheit ist die Umkehrfunktion ®~1: [@, b] — [a, b] stetig.

Fir eine reguldare Umparametrisierung verlangen wir zudem,
dass beide Bijektionen ® und ®~! stetig differenzierbar sind.

[ Zur Wiederholung siche Stroppel, Héhere Mathematik 2, §2.3. Genau dann ist ® regulir,
wenn P stetig diff’bar ist mit ®’(x) # O fiir alle « € [a, b]. Dank Kettenregel ist dann
auch @~ stetig diff’bar mit (®~')' () = ®'(z) ™" firalle = € [a,b] und & = ®(z).

Wege 7 : [a,0] — R™ und 7 : [@, b] — R™ heiBen dquivalent vermdge
einer Umparametrisierung ®, wenn v = 4 o ® gilt, also yo &1 = 7.

Im Beispiel sind «, 3,~ &quivalent und /3,y sogar regular aquivalent.
Satz E1c: Invarianz der Lange bei Umparametrisierung
Aquivalente Wege haben dieselbe Bildmenge und dieselbe Lange. {

Beweis: Jede Umparametrisierung @ : [a, b] — [a, b] ist strikt wachsend oder strikt fallend.
Zur Partition P von [a, b] gehdrt die Partition P = ®(P) von [a, b] mit £(y, P) = £(7, P).
Ebenso von P zu P = ®~'(P). Hieraus folgt £(y) = sup{(v, P)} = sup{£(%, P)} = £(7).

Je zwei injektive Wege ~: [a,b] — R" und 7 : [, ] — R"

mit demselben Bild I" sind dquivalent vermdge & = 77! o 4.

Satz E1c garantiert die Gleichheit ¢(y) = () der Weglangen.
Wir kbnnen somit die Lange vol; (I") der Kurve T' C R™ definieren:
Definition E1D: Lange einer Kurve

Wir definieren die Lénge der Kurve T' C R™ durch

‘ voly (T) := ()

mit ~ : [a, b] — T stetig und bijektiv.

Das Ergebnis ist unabhangig von unserer Wahl der Parametrisierung ~:
Die Lange vol; (T") ist eine wohldefinierte Eigenschaft der Kurve I' C R™.

Zunichst ist ' C R™ nur eine nackte Menge ohne jede Struktur. Fiir I" hat es daher keinen Sinn
nach Stetigkeit oder Differenzierbarkeit oder Linge zu fragen: Diesen Fragen miissen wir erst
durch die Wahl einer Parametrisierung v : [a, b] — T einen Sinn geben! Hierzu verlangen wir,
dass es eine stetige und bijektive Parametrisierung + : [a, b] — I" gibt. Diese ist dann eindeutig
bis auf Aquivalenz, und somit £(+y) unabhingig von der Wahl von ~y. Somit ist die Lénge eine
Eigenschaft der Kurve I" und nicht bloB des zur Parametrisierung genutzten Weges +y.
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Potenzreihen der Funktionen
% und  sinh(z) = %

Zeigen Sie cosh? — sinh? = 1 sowie cosh’ = sinh und sinh’ = cosh.
(2) Skizzieren Sie die Funktion g(x) = cosh(z) — 1 fir =2 <z < 2.
(3) Der Graph I ist eine ebene Kurve. Berechnen Sie die Lange vol; (T').

cosh(z) =

Lésung: (1) Wir setzen e” = Y32, 2% /k! ein und rechnen’s aus:

liemat (o) o ¥ a2 o
o) = 3(X G+ 5 ) =g Sttt
k=0 k=0 j=0
Lok & (—a) 2+l P T
inh(z) = - (Y 7 - )= et LT
sinh(z) 2(;0 %l ; il j;o 2j 1) r+ 30 + 5l +

© Dies sind elementare mathematische Funktionen: cosh heit
Kettenlinie, Katenoide oder Seilkurve: Sie entsteht, wenn man eine
Kette an ihren Enden aufhangt unter Einfluss der Schwerkraft.
Umgekehrt ist sie die optimale Form eines selbstragenden Bogens.

(2) Skizze des Funktionsgraphen I' zu g(x) = cosh(z) — 1:

Y
cosh(z) — 1

g9(0) =C
g(1) =~ 1.54
9(2) ~ 3.76 hx)=12/2
9(x) = g(—1)
(

2 4
g@) =%+ 5+ "\
Dies ist keine Parabel!

(8) Die Parametrisierung : [—2,2] — R? mit y(¢) = (¢, g(t)) ergibt

2 2 2
Uy) = / |v'(t)| dt = / /1 +sinh(t)2dt = / cosh(t) dt
frJ 2 -2 -2
‘%‘ [sinh(t)}i2 = 2sinh(2)
© Vergleich mit der Skizze: Dieser Wert fiir vol; (T') ist plausibel.

VOh (F) =

)
EID

R 7.25372
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Lange einer Parabel

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion h(x) = 22/2 fir —2 < z < 2.
(2) Der Graph T ist eine ebene Kurve. Berechnen Sie die Lange vol; (T').

Lésung: (1) Skizze des Funktionsgraphen T' zu h(z) = 2%/2:

y p
cosh(a)—1

h(z) = 12/2

T

© Das ist die gute alte Parabel, die jeder aus seiner Schulzeit kennt.
Nun wollen und kénnen wir endlich ihre Lénge berechnen.

/A Man beachte Ahnlichkeiten und Unterschiede zu cosh(z) — 1.

Der Fehler z* /4! + ... macht sich fiir groBe = immer stérker bemerkbar.

(2) Die Parametrisierung : [—2, 2] — R2 mit v(t) = (¢, h(t)) ergibt

2 2
voly (T) ]‘%‘ U(y) = / |7/ (t)| dt = / V1+t2dt (Subst=sinhu)
! J-2 J—2

ElB

HDI

[lf 1+82+ 1 au'qinh(i‘)]2
5t 12 + 5 arsinh(t))
1 5. 1 12
bt 1+tz+§ln(t+\/1+tz)] ,

= 2V5+In(2+ V5) ~ 5.91577

/\ Die Funktion h(x) = x?/2 ist viel einfacher als g(z) = cosh(z) — 1,
aber die Integration der Weglange ist tatsachlich etwas schwieriger.

Unverhofft treten auch hier die Hyperbelfunktionen sinh und cosh auf,
nicht in der Aufgabenstellung, aber anschlieBend durch Substitution.

(siehe B411)

Bl1

(Probe: ableiten!)

(Plausibilitatscheck!)

© Vergleich mit der Skizze: Dieser Wert fiir vol; (T') ist plausibel.
Die Diagonale von (0,0) nach (2,2) hat die L4nge 2v/2 = 2.82843.
Der Parabelbogen hat die etwas gréBere Lange évoll(l“) ~ 2.95788.
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Geometrisch-physikalische Interpretation

Definition E1E: Weglédnge und Wegintegral
Sei v:[a,b] — R™ ein stetig diff’barer Weg mit Bildkurve I' C R™.
Die Wegléange ist (wie oben erklart) gegeben durch

1) = [l = [ rona

Wir definieren das Wegintegral einer Funktion ¢g:I" — R durch

b
/gldv\ 1:/
oy t=a

Zur Abkirzung schreiben wir hier dy = +/(¢) dt und |dvy| = |v/(¢)| dt.

g(v(®)) V' ()] dt,

[ Zur Wiederholung siche Stroppel, Héhere Mathematik 2, §5.3-5.4. Anschaulich stellen wir
uns ¢g: ' — R als Massenverteilung auf der Kurve I" vor; das Integral ergibt die Gesamtmasse.
Die Abkiirzungen links dient der bequemen und iibersichtlichen Schreibweise, die ausfiihrliche
Formel rechts erklirt, wie Sie es explizit ausrechnen. Das ist der Sinn dieser Definition.

Beispiel: Sei v:[a,b] — [a,b]: 2+ z, und g: [a,b] — R stetig.
Dann misst f7 gldy| = f[a‘b] g(z) dz die Flache unter g Uber [a, b].

g g

Ta Y b /W

Im allgemeinen Fall v:[a,b] = ' C R" und ¢g:T' — R gilt ebenso:
Das Integral fvg |dy| misst die Flache unter g Gber dem Weg ~.
Man nennt d~y anschaulich ein ,infinitesimales Wegelement*:

Das Integral fwg |dy| summiert die Beitrage g |dy| Gber den Weg ~.
Vektorielles Wegelement (mit Richtung) 7/(¢t)dt =dy =ds=....
Skalares Wegelement (nur Lange) |7/(¢)|dt = |dy| = |ds| = .. ..
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Geometrisch-physikalische Interpretation

Definition E1F: Arbeitsintegral und Flussintegral
Sei v:[a, b] — R" ein stetig diff’barer Weg mit Bildkurve ' C R™.
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:I" — R™ ist

b
[£oavi= [ sa@)v o

t=a

Speziell in der Ebene (n = 2) definieren wir zudem das Flussintegral

b
[exar=[" sa®)x 7o
ol t=a

Zur Abkirzung schreiben wir dy = +/(t) dt. Ist der Weg ~ geschlossen,
also v(a) = y(b), so schreiben wir statt f7 auch dekorativ betonend 557.

Die Abkiirzungen links dient der bequemen und iibersichtlichen Schreibweise, die ausfiihrliche
Formel rechts erklirt Ihnen, wie Sie es explizit ausrechnen. Das ist der Sinn dieser Definition.

Das Vektorfeld f:R™ — R™ kdnnen wir uns als Kraftfeld vorstellen.
Der Weg ~: [a,b] — R™ beschreibt die Bewegung eines Teilchens.

Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir geman Arbeit = Kraft - Weg.
Das Skalarprodukt zahlt nur den tangentialen Anteil in Wegrichtung.
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Das Vektorfeld f kénnen wir uns auch als Strdmungsgeschwindigkeit
einer Flussigkeit vorstellen. In der Ebene ergibt das Flussintegral die
Uber v (von links nach rechts) flieBende Fllssigkeitsmenge. Das
Kreuzprodukt zahlt den normalen Anteil senkrecht zur Wegrichtung.

Ebene Kompakta mit stiickweise glattem Rand o
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Ebene Kompakta mit stiickweise glattem Rand

Typisches Beispiel und Modell ist
ein Rechteck D = [a1, b1] X [ag, ba].

Definition E1H: Kompaktum mit stlickweise glattem Rand
D C R? heit Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt, und der Rand 9D ist eine stlickweise glatte Kurve.

@ In jedem regularen Randpunkt s € 0D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 9D und das AuBBere auf der anderen Seite.

Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 9D liegt.

Die freundliche Stimme in der S-Bahn sagt: ,,on the left in the direction of travel.

Erinnerung: D C R™ kompakt bedeutet beschrankt und abgeschlossen.
Halbebene { (z,y) € R? | y > 0} und Quadrant { (z,y) € R? | 2,y > 0}
haben zwar jeweils stiickweise glatten Rand, sind aber nicht kompakt.
Es gibt auch ebene Kompakta, deren Rand nicht stlickweise glatt ist:

40

Die Koch—Kurve und die Mandelbrot—-Menge sind als Fraktale zu populirem Ruhm gelangt.
Diese Objekte sind faszinierend, aber mangels Differenzierbarkeit schwierig zu behandeln;
unsere Methoden reichen hierzu noch nicht. Wir konzentrieren uns daher auf Kompakta mit
stiickweise glattem Rand: Diese sind flexibel genug, um in Anwendungen als realistisches
Modell zu dienen, aber noch einfach genug, um bequem und effizient rechnen zu konnen.

Die Erfahrung zeigt: Als vereinfachte Niherung an eine komplexe Realitit reichen sie oft aus.
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Die Integralsatze von Green und Gaul3

Zur Erinnerung: Sei Q C R? offen und f: Q — R? ein C''-Vektorfeld.
Wir definieren seine Quelldichte oder Divergenz div f: Q — R
sowie seine Wirbeldichte oder Rotation rot f : 2 — R durch

. 0 ofs 0 0
dlvf;:31f1+32f2:£+£, rotf::81f2—82f1:£—i.
ox Oy ox Oy
(11 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.2.
Dreidimensionale Vektorfelder behandeln wir spéater in Kapitel G.

Nach unseren Vorarbeiten kénnen wir nun folgenden Satz aussprechen:

Satz E11: Integralsatze von Green und Gaul3

Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand dD.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: D — R? gilt dann

Satz von Green: / rot f(z,y) d(z,y) = / f(s)-ds,
(z,y)eD s€dD

Satz von Gaus: / 7 o)l p) = / 26 52 e
(z,y)eD s€dD

Diese Gleichungen nutzen alle bisher bereitgestellten Integralbegriffe:
Sie vergleichen Flachenintegrale (links) und Kurvenintegrale (rechts).
Die Gleichheit dieser beiden ist ebenso erstaunlich wie nitzlich.

Wir kbnnen uns f als Geschwindigkeitsfeld einer Flussigkeit vorstellen.
Im Punkt (z,y) beschreibt die Quelldichte div f(z,y), wie viel Flissigkeit
entsteht; das Flachenintegral ist somit die Quellstarke von f auf ganz D.
Das Flussintegral von f Gber den Rand 9D misst, wieviel herausflie3t.

© Beide ergeben dank GauB denselben Wert!

Im Punkt (z,y) beschreibt rot f(z, y), mit welcher Winkelgeschwindigkeit
eine mitschwimmende Probe rotiert. Anschaulich kann man dies durch
ein kleines Schaufelrad messen. Das Flachenintegral Uber D ist somit
die Wirbelstarke von f auf ganz D, und das Arbeitsintegral tber 9D ist
die Zirkulation des Vektorfeldes f entlang des Randes dD.

© Beide ergeben dank Green denselben Wert!

Wir kénnen diese Gleichungen nun durch Beispiele illustrieren
und durch direktes Nachrechnen sogar allgemein beweisen!
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Ubung Ubung
Fur D C R? kompakt mit stlickweise glattem Rand 0D besagt Green: Y- : s Lésung: (1) Horizontales Vektorfeld;
) zum Arbeitsintegral entlang 0D tragen
rot f(z,y)d(z,y) = / f(s)-ds. . -
/(W)ED s€oD : @) hier nur unterer und oberer Rand bei.
I N n atlab] = R% a(t) = (tg(1)),
‘Waren unsere wenigen Beispiele bisher nur Zufall? Haben wir vielleicht Ausnahmen oder notige
Voraussetzungen vergessen? Wie konnen wir sicher sein, dass die Gleichung wirklich immer und a ( ) (1 g ( ))
iiberall anwendbar ist? Um hierbei sicher zu gehen, sollten wir sie einmal explizit nachrechnen! g(z )
Aufgabe: Rechnen Sie die Greensche Gleichung nach. .. B:la,b] - R é(t) =t h(/t))’
(1) Fir f = (f1,0) horizontal und jeden Normalbereich in y—Richtung 1@ b= B(t) = (LK (1)
D={(z,y) eR*|a<z <D, glz) <y<h(z) }. Fur f = (f1,0): R O D — R* folgt Green aus Fubini und dem HDI:
2) Fir f = ikal und j N Ibereich in z—Rich @) 9 fy
(2) Fur f = (0, f2) vertikal und jeden Normalbereich in z—Richtung / rot f(z, ) d(z,y) 2 / / of %(L y) dy da
D={(zy) € R? ‘ a<y<b, gy) <z <hy)} (z,y)eD A Jema Jy=g(@) T
(3) AIIgemein fur f = (f.l’ f2) ur.1d jede:n Bipormalbereich D C R2 g / filz, 9)) — fi(z, h(z))dz
Z.B. ein Rechteck, eine Kreisscheibe, jedes konvexe Kompaktum. P Jr=a
(4) Gilt Green fiir jedes Kompaktum D C R?, zerlegt wie in (3)? Dot / fedo— /f cdg Z f(s)-ds
Z.B. einen Kreisring oder eine Kreisscheibe mit mehreren Lochern. « JB Joap
Der Integralsatz von Green goung| | Der Integralsatz von Green ung

Y (2) Ebenso fir jedes vertikale Vektorfeld;
Nk zum Arbeitsintegral entlang 9D tragen
K hier nur linker und rechter Rand bei.
Y
a:fa,b = R%  a(t) = (g(t),1),
o (t) = (g'(t), 1)
9(y)
k. B:lab] = R%, - B(t) = (h(t), 1),
T B(t) = (W(t),1).
Far f = (0, f2) : R? O D — R? folgt Green aus Fubini und dem HDI:
h(y)
/ rot f(z,y)d E / / %7ﬂ(az y) da dy
J(zy)eD N Jyma Jomg) 0z Oy
= / fa(h = falg(y), y) dy
= /f-(lﬁ—/f-da = f(s)+ds
B « oD

(3) Fur Binormalbereiche folgt aus den Rechnungen (1) und (2):

/ rot(f1,0) d(z,y) +/ rot(0, f2) d(x,y)
D D

e / (f1,0) -ds+/ (0, f2) +ds

4) Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand 0D.
Wir zerlegen D in Binormalbereiche Dy:

/ rot(f1, f2) d(z, y)
D

Y
NAZH

Lin

mt

Z/M

A\ Arbeitsintegrale l&angs innerer Kanten sind
gegenlaufig und heben sich paarweise auf!

© Somit gilt der Satz von Green auch fiir D.

Lin

/(nﬁrm

d(z,y)

Z/ rot(f) d(z,y)
Dy,

ADﬂ$ds
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Fir D C R? kompakt mit stiickweise glattem Rand 9D besagt GauB:

/ div f(z,y)d(z,y) / f(s) x ds.
(zy)eD s€dD

Waren unsere wenigen Beispiele bisher nur Zufall? Haben wir vielleicht Ausnahmen oder nétige
Voraussetzungen vergessen? Wie konnen wir sicher sein, dass die Gleichung wirklich immer und
iiberall anwendbar ist? Um hierbei sicher zu gehen, sollten wir sie einmal explizit nachrechnen!

Aufgabe: Rechnen Sie die GauBBsche Gleichung nach. ..
(1) Fur f = (0, f2) vertikal und jeden Normalbereich in y—Richtung
D:{(w,y)ER2|a§x§b, g(x)gygh(z)}‘
(2) Fur f = (f1,0) horizontal und jeden Normalbereich in z—Richtung
D={(z,y) eR*[a<y<b, gly) <z <h(y)}.
(8) Aligemein fir f = (f1, f2) und jeden Binormalbereich D C R2.
Z.B. ein Rechteck, eine Kreisscheibe, jedes konvexe Kompaktum.

(4) Gilt GauB fiir jedes Kompaktum D C R?, zerlegt wie in (3)?
Z.B. einen Kreisring oder eine Kreisscheibe mit mehreren Léchern.

Der Integralsatz von Gaul3 Ubung
v Lésung: (1) Vertikales Vektorfeld;
zum Flussintegral Uber 9D tragen
\%\ hier nur unterer und oberer Rand bei.
¢ )
a:fa,b] = R?  a(t) = (t,9(t)),
: o'(t) = (1,4'(1).
Bilab] = R B(t) = (¢, h(t),
a VbW B(t) = (1, W (t)).
Fur f = (0, f2) : R? O D — R? folgt Gauf3 aus Fubini und dem HDI:
h(z)
/ div f(z,y)d / / on 8j2 (ac y) dydx
(.y)eD @ Jo=a Jy=gt) 00
b
= fa(z, 1(z)) = fo(z, g(2)) da

/zjxda/fxdb’“ / f(s) x ds
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(2) Ebenso fur jedes horizontale Vektorfeld;
zum Flussintegral von f Gber 0D tragen
hier nur linker und rechter Rand bei.

atfa,b] - R a(t) = (g(t),
o'(t) = (4'(t),

B(t) = (h(t), 1),

B'(t) = (W' (£),1).

> R? folgt GauB aus Fubini und dem HDI:

w/b/h@fmm
' Jy=a Ja=g) O

oy
b

Ji(h(y),y) — f1(9(y),y

y=a

/fxdﬁ—/fxda”:“ F(s) x ds
B8 a 51

h(y
t),
1).

a- B:la,b] — R?,

Fir f = (f1,0): 7’

/ div f(z,y) d(z,y) :
(z,y)eD ¢

HDI

oD

(z,y)dzdy

)dy

Bl

Def

(3) Fur Binormalbereiche folgt aus den Rechnungen (1) und (2):

/mvn
(/m>x®+/mh)

4) Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand 0D.
Wir zerlegen D in Binormalbereiche Dy:

/&Wﬁdxw
D

/lefl f2)d(z,y)

Y
NAZ

A FIussmtegrale langs innerer Kanten sind
gegenlaufig und heben sich paarweise auf!

© Somit gilt der Satz von GauB auch fiir D.

xds =

Ly)-‘r/DdiV(O, fo)d(z,y)
= /(fl:f2) x ds

A3L

Lin

Adc

div(f)d(z,y)

& /D
def(s) xds = LD'f(S) x ds
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sowie die Kurve I' = { (z,y) € R? | 22 + 4y = 4 }. Berechnen Sie
(2) das Flussintegral sowie (3) das Arbeitsintegral von f tber T'.

/27r
t=0

Leichter mit Gauf3: Dank konstanter Divergenz div(f) = 2 erhalten wir

£(s) x d /D div(f) d(z,y)

oD

2cos(t)? + 2sin(t)? + 17sint cost dt 4m

GauB

2voly(D) 4.

wung| | Anwendungsbeispiel zu Gau3 und Green Goung
ST L e =Py~ NNV . ; i 5 din Elli
://://// ///,;t - KZNNENENIN } 3 x s ’i ‘ } } t Lésung: Wir wahlen eine Parametrisierung fiir die Ellipse T, etwa
//:////f/ i/:// rarACICIEEE o A % % & v:00,27] = T, ~(t) = (2cost,sint), ~'(t) = (—2sint,cost).
4 < |¥ >x X
////// //“j:A<H et / Sie berandet D = { (z,y) € R? | 2 + 4y* < 4 } mit voly(D) = 27.
/////é»; 'j ’: i s | <[y xR - f f / & /‘l/ (Transformationssatz: Streckung um den Faktor 2 in z—Richtung.)
/////////////14*"‘>“"ft74fffff/‘f
f///???; ‘Z 2 ¢ AN AREE 7 /f 9 /// ////77, FurdasFIussmtegralvonfuberFnachauBenerhaltenww
N (A,
i1¢**“‘,,,://f//‘////‘/ Para P - /
/// HHNNNREEEEELD ////‘/?, /fxdff/fxdw tof(/(t))xv(t)dt
l ! NINE e /// ////‘4/‘ .
‘ ISR AR A Param / <2005t—351nt> “ <—2s1nt> dt
T s = L) ()
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das ebene Vektorfeld f:R? — R? mit

Anwendungsbeispiel zu Gauf3 und Green
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(3) Fur das Arbeitsintegral von f l&angs I' erhalten wir
27
[rar = [ra = [T ram)oa
¥ t=0
Param /'27r <2 cost — 3sin t) . <—2 sint> dt
+—o \10cost +sint cost
27
/ 6sin(t)? + 10 cos(t)? — 3sint cost dt
t=0

© Erlnnerungff Lsin(t)? =

167

2”0 cos(t)? = 7 und ftzgo sin(t) cos(t) = 0.

/\ Hierbei orientieren wir die Kurve I positiv, das umlaufene Gebiet
liegt also stets links der Kurve. Bei umgekehrter Durchlaufung wechselt
das Arbeitsintegral sein Vorzeichen, statt +16 erhielten wir also —16.

Leichter mit Green: Dank konstanter Rotation rot(f) = 8 erhalten wir

f(s)-ds k;‘\:\‘” /Drot(f) d(z,y)

aD :

8voly(D) 167.

Ubu

© Dank der Integralsatze kénnen wir uns jeweils aussuchen, ob wir
lieber ein Flachenintegral oder ein Kurvenintegral ausrechnen wollen.
Je nach Anwendung kann das eine oder das andere vorteilhaft sein.

Das ist die Starke und der Nutzen unserer Integralsatze!

© Plausibilitatsprifung: Den exakten Wert des Integrals kénnen wir

jeweils nur durch Ausrechnen gewinnen, aber das richtige Vorzeichen
kdnnen wir in diesem Beispiel bereits an der obigen Skizze erkennen!
Bitte nutzen Sie dies, um Rechenfehler zu erkennen und zu vermeiden.

© Das Ergebnis der Kurvenintegrale iiber die Kurve T ist unabhéngig
von der gewahlten Parametrisierung ~: [a,b] — I'. Das ist wesentlich:
Andere Parametrisierungen 7 : [@, b] — I sind ebenso méglich, gehen
andere Rechenwege, doch enden alle schlieB3lich beim selben Ergebnis.

/\ Bitte beachten Sie, dass wir I' = 9D stets positiv orientieren!

Nur so erhalten wir das Flussintegral Gber I' nach au3en und passend
dazu das Arbeitsintegral 1angs I in positivem Umlaufsinn, wie vereinbart.
Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um!

ng
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Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand 9D.
Fr alle stetig differenzierbaren Vektorfelder f,g: D — R? gilt:

Satz von Green: /

rmmmw«aw:/’ o(s) - ds,
(z,y)eD €dD

Satz von GauB: /

(z,y)eD

div f(z,y)d(z,y) = /eaD f(s) x ds.

Den Rand 9D parametrisieren wir (stiickweise) durch ~: [a, b] — dD.
Fir s = (z,y) = (m1(t),72(t)) gilt ds = (dz, dy) = (v, (t) dt, 75(t) db).
Wir erhalten so die aquivalente Schreibweise als Differentialform:

Green: / 992 _ 99
(z,y)eD oz 8y

GauB: / oh + of
(z,y)eD oz ay

© Beide Satze sind aquivalent mittels (g1, g2) = O(f1, f2) = (—fo, f1).

l(r,y):/ : ! dz + g2 dy,
xr,y)e

d(fb'-,y):/ fidy — fadz.
(z,y)€0D

Erlauterung

Die Integralsatze sind eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit:

Das Flachenintegral ber den gesamten Bereich D lasst sich durch
das entsprechende Wegintegral entlang des Randes 9D bestimmen!
Zur Berechnung von Integralen kénnen wir daher beide ausspielen:
Ist das Flachenintegral einfacher, so nutzen wir ersteres.

Ist das Randintegral einfacher, so nutzen wir zweiteres.

Die Schreibweise als Differentialform ist haufig bequem und wird daher
in vielen Anwendungen verwendet, wie z.B. in der Thermodynamik.
Wir nutzen hierbei die Konvention ds = (dz, dy) = (v4(t) dt, v4(¢) dt).
Das ergibt sich ganz natirlich aus s = (z,y) = (71(¢), v2(t))-

Die Schreiweise dz und dy ist daher bequem und Ublich.

In der Ebene sind beide Sétze offensichtlich Aquivalent. Die Satze von
GauB und Stokes im Raum behandeln wir im Ubernachsten Kapitel G.
Im R? unterscheiden sich Arbeitsintegrale tGber Kurven (Dimension 1)
deutlich von Flussintegralen Gber Flachen (Wande, Codimension 1).
In der Ebene R? hingegen fallen beide Sichtweisen zusammen.

E207
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Aufgabe: Fir D = { (z,y) € R? | 22 + y* < 1 } berechne man

/ (x? —y)d:L'+(a7—y)dy
@, 1/)65/)' 91=—J2 I* g2 = /'1‘

Skizze: Zwei Interpretationen, als Arbeitsintegral und als Flussintegral:

/////xg///f NN
/

Farardrars s SN

b & Ao

AP
'/ / (Lange/10)+

Ubung
Randintegral: Wir wahlen ~ : [—7, 7] — 0D mit y(t) = (cost, sint).
Hieraus folgt +/(t) = (—sint, cost), also dz = —sint d¢, dy = costdt.

[ @
oD

/7?
-
/7?

- ungerade

Rechentrick: Ungerade Integranden liefern Uber [—, | das Integral Null.
Auch [T cos(t)?dt = [T_sin(t)?dt = 7 kénnen Sie geometrisch sehen.
Flachenlnlegral: Mit Green / Gauf3 und Polarkoordinaten erhalten wir

/ (2? —y)dw+(m—y) dy:/ 1+2y d(z,y)
(2,y)€0D 1= — L 1 pb——

—Jf2 =g92=n

de  + (x —y) dy

(cos(t)? —sin(t)?) (—sint) + (cost —sint) cost dt

™

- Icos(t)2 sin(t)I + Isin(t)3I + cos(t)? — sin(t) cos(t) dt

ungerade

ungerade

pdp

1
/ / (14 2psing) pdepdp :27r/
0 P




Flacheninhalt berechnen entlang der Randkurve e

Flacheninhalt messen entlang der Randkurve e

Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Rotation der ebenen Vektorfelder

fay) = (0,0, hlw.y)= o

(2) Wie berechnen Sie hiermit zu einem (einfach geschlossenen) Weg
7 [a,b] — R? den Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs D C R2?

(0,.%)7 g($7y): —yw).

Lésung: (1) Wir finden rot(f) = 1. (2) Dank des Satzes von Green folgt:

1= [rstatesn = [ gto-an= [ ear= [ i

Hierist s = (z,) = (1(£), 72()) und ds = (dz,dy) = (v (t) dt, 4(t) dt).
Ebenso rot(g) = 1 und rot(h) = 1. Wir erhalten folgende drei Formeln:

vola (D

Satz E2A: Greensche Flachenformeln
Fir jedes Kompaktum D C R? mit stiickweise glattem Rand 0D gilt

1
vol2(D):/ :rdy:/ 7ydx:7/ rzdy — ydz.
oD aD 2 Jop

Greens Flachenformeln sind ein schéner und bemerkenswerter Satz:
Die umlaufene Flache lasst sich bestimmen allein aus der Randkurve!

Bildquelle: wikimedia.org

Ein Planimeter ermittelt Flacheninhalte, z.B. auf einer Landkarte, indem
man den Rand der zu messenden Flache mit einem Fahrstift abféahrt.
Dabei integriert eine geeignete Mechanik prazise den Flacheninhalt!
Sie kénnen es sogar selbst bauen, siehe YouTube > lego planimeter
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Schwerpunkt des umlaufenen Bereichs

p B . ;
Kreisprozess eines

idealen Otto—Motors
(Viertaktmotor)

\ \ \
Bei einer Volumenanderung dV wird die Arbeit dIW = pdV verrichtet.
Beim Prozess v: [to,t1] — R™:t — (p(t), V (¢),...) also insgesamt

t1
W:/dW:/pdV:/ P
it el t=to

Bei einem Kreisprozess gilt v(¢1) = (o). Die dabei geleistete Arbeit
W ist der Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs in der V—p—Ebene.

() V'(t) dt.

Aufgabe: Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand.
Fir seinen Schwerpunkt sp = (zp,yp) zeige man mit Green (E11):

- ~ b
xD:W(lD)/ngdx = ! )/t:a%(t)w(t)%(t)dtv

VOIQ(D
- / dy = —— / " o dt
= xT = .
YD volz(D) on yay volQ(D) t:a’n Y2(t) V2

Losung: Dank des Satzes von Green finden wir

_ADzydw:éD(_wy70)-((lx7dy) ”‘f“”/Drot(—wy,U)d(%y)
:/D:cd(x,y) zp - vola(D),

/ fvydy:/ (0,zy) + (da,dy) "=
JOD JoD

= /Dyd(%y) =

/ rot(0, zy) d(z,y)
D

YD VO]Q(D).

E217

Herzkurve / Kardioide

E218

Herzkurve / Kardioide

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie :[0,27] — R2:t ~ (1 — sint)(cost,sint).
Welche Werte schatzen Sie hieraus fiir Lange und Flacheninhalt?
Heutzutage nutzt man Computer zur
(1 ) Y numerischen Approximation. Frither
o 16ste man solche Quadraturaufgaben
niherungsweise so: Man zeichne die
Figur, schneide sie aus und wiege sie
sorgfiltig. Das Gewicht ist dann der
gesuchte Flicheninhalt mal Gewicht
pro Einheitsfléiche (iiblich 80g/m?).

7:[0,27] — R?

int)(cost,sint)

Flache: 4 <|voly(H) < 5
(1) =8

Lange:

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie v:[0,27] — R2:¢ — (1 — sint)(cost,sint).
(2) Berechnen Sie die Lange der Kurve I' = { 7(¢) | 0 < ¢ < 27 }.
(3) Ist der umlaufene Bereich H C R? ein Normalbereich?

(4) Berechnen Sie den Flacheninhalt vols(H). Welche Methode
ist hierzu am geschicktesten: Fubini? Transformation? Green?

Hinweis: Sie kénnen 1 — sin(t) = 2sin(t/2 — 7/4)? zeigen und nutzen.

1 sint) N
SN

//

sin(t/2 =m/4) |~ T

Wie findet man diese Gleichung? Die Skizze zu 1 — sin(t) lésst sie erahnen. Wie priift man sie?
Sie finden 2 sin(z) sin(y) = cos(z — y) — cos(z + y) in Ihrer Liste der trigonometrischen
Additionstheoreme und erhalten so 2sin(t/2 — 7/4)% = 1 — cos(t — 7/2) = 1 — sin(t).
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(2) Lange des Weges 7:[0,2n] — R2:t +— y(t) = (1—sint) <$§;>
PN cost _ sin(t)
~'(t) = — cos(t) (sint) + (1—sint) ( ) ) (Produktregel)

A (t) + A/ (t) = cos(t)? + (1 —sin(t))? = cos(t)? + 1 — 2sin(t) + sin(t)?
/()] = v/2(1 — (1)) =

2m 2m 37 /4
Uy) = /t:0|'y ()] dt = 2/t:0‘sm(t/2 —m/4)|dt = 4/u:777/4|s1n(u)| du

0 37/4
= 74/ sin(u) du + 4/ (Negativ- & Positivteil)
u=—m/4 u=0

S I ) W (R S B

u=—m/4
Zur Berechnung von | (t)|? nutzen wir Pythagoras, oder entdecken ihn hier erneut, denn die
Vektoren (cos t,sint) und (— sin(¢), cos(t)) sind orthonormal! Diese Abkiirzung nutzen wir
gleich noch einmal im Integral (4). Den Flicheninhalt f /4 /4\5111 (u)| du = 2 konnen Sie wie
oben ausrechnen oder graphisch ablesen: Skizzieren Sie |sm(u)\ und schauen Sie scharf hin!

V4sin(t/2 — 7/4)? = 2|sin(t/2 — 7/4)|

sin(u) du

(3) Der umlaufene Bereich H ist ein Normalbereich in y—Richtung, also
H={(z,y) €eR?|a<a<b, g(x) <y < h(z)}. Diese Darstellung ist
jedoch mihsam: Sie mlssten a, b sowie g(x), h(x) explizit ausrechnen.
Die Flachenberechnung mittels Fubini scheint daher eher umstandlich.
Wir versuchen es auf einem leichteren Weg mit dem Satz von Green!

(4) Fur f(z,y) = %(—y,x) gilt rot f = 1. Dank Green erhalten wir:

wit) = [ roitna@y) = [ 14 = [ 6w 0w
¥ t=l
1 (% . —sint cost . sint
= 5./L:o(1 —sint) < cont ) . {7cost <sint> + (1 —sint) < cost >} dt
1 27 ) 5 1 2 . . 9 1
=- (I —sint)*dt = - 1—2sint+sin(¢)“dt = (27 +m)
2 Ji=o 2 Ji=o 2

4.7124

=-1m =

2
© Plausibilitatsprifung: Aus der Skizze schétzen wir 4 < voly(H) < 5.
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Haufig miissen Sie zwischen Formel und Bild (ibersetzen, zwischen
algebraischer und geometrischer Beschreibung. So auch hier:

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das Bild des Weges
v i [—mw] = R% : t s y(t) = |t| - (cost,sint).
Schatzen Sie die Weglange und den umschlossenen Flacheninhalt.

(2) Berechnen Sie zum Vektorfeld f(z,y) = (—y, z)
das Arbeitsintegral f7 f(s) - ds entlang des Weges ~.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt der vom Weg ~
umschlossenen Flache H C R2. Ist Ihr Ergebnis plausibel?

(4) Berechnen Sie schlieBlich das Arbeitsintegral fvg(s) -ds

des Vektorfeldes g(z,y) = (2% + 4y, 10x + e¥) langs 7.

(5) Berechnen Sie die Weglénge £(v). Ist Ihr Ergebnis plausibel?
Formelsammlung: Die folgende Stammfunktion (B411) ist hilfreich.

/\/a2+x2dx _—

2
3 a? + 22 + %111(904— a? +1:2> + const

Lésung: (1) Wir beginnen mit der Skizze, das hilft zur Anschauung!

- <

@ = N®m
— Sgeby

T~ D

@ AT 838
(@] / \ 9:3‘39)8

|
5 Lo 0l

1050y
p=_ oA No
D — RN
o« - Nw 5835

g L g
- F 5 F 39
o / s533°%

~~ 35
o ~—— ~2gch
AL ==t 2o
s 18327

Der Weg ~ hat Lange ¢(v) ~ 12. Die vom Weg ~ umschlossene Flache
H={p-(cose,siny) ‘ —m <@ <m 0<p<|pl} hatFlacheninhalt
vola(H) ~ 10. Die genauen Werte berechnen wir in (3) bzw. (5).
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(2) Wir nutzen direkt die Definition des Arbeitsintegrals:

[eeas= [T sam-voa

" —sint . cost —sint
B /t=77r|t‘< cos t) ’ {blgn(t) (sint) + It'( cos t)}
_ /7r 2q — [i]ﬂ .

fr—— 3 lt=—n 3

Die Betragsfunktion ¢ — |¢| im Punkt ¢ # 0 erfiillt %M =sign(t) € {+1}.
Wer den Betrag vermeiden will, zerlegt das Integral in [ = ffr + [y

20.67

(3) Wir nutzen den Satz von Green, hier als Flachenformel dank (2):
1 1 73

vola(H) = / 1d(z,y)dz = 7/ rot(f) d(z,y) = 7/f(s) eds = =
= 2 Jy 2/, 3

Alternativ kénnen Sie den Flicheninhalt volz (H) ebenso mit dem Transformationssatz in
Polarkoordinaten ausrechnen. Dies wurde in der vorigen Aufgabe zur Kardioide ausgefiihrt.

(4) Wir nutzen wieder den Satz von Green, diesmal umgekehrt zu (3):
/!](5) +ds = / rot(g) d(z,y) = / 6d(z,y) = 6voly(H) = 27° ~ 62
¥ H H

(5) Wir berechnen schlieBlich die Weglange (mittels B411):

lv) = / [y(1)] dt = 2/ V1+t2dt

t=—m t=0
= [t\/l +12 +1n(t+ V1 +t2)}
:71'\/1+7r2+1n<7r+ 1+ﬂ'2)

~ 12.2198

t=0

© Das Ergebnis ist anschaulich plausibel, es entspricht der Skizze.
Die genauen Werte hingegen kann man nicht raten, nur berechnen.
© Mit den geeigneten Werkzeugen gelingt Ihnen die Ldsung leicht.
Ihre Integrationstechniken bieten lhnen extrem effiziente Methoden.
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Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Vektorfelder f, g:R? \ {0} — R? mit

r\ 1 —y z\ 1 T
/()= (2) o()=as ()

Wie beschreiben Sie anschaulich Wirbelstarke und Quellstarke?
Lésung:  Wirbelfeld f: Quellenfeld g:

Y.
J
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LAl b e T 2 /,“*vf VAT
u‘ S : L 2y ] ¥ Y : FUENEN
NEaa e = S ¥ \ =
- = (Lange/5) r +— (Lange/5)

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Vektorfelder f,g:R? \ {0} — R2.

(2) Berechnen Sie Divergenz und Rotation dieser Vektorfelder, sowie
(3) die Arbeits- und Flussintegrale Uber ~(t) = r(¢)(cos p(t), sin ¢(t))
(4) und Giber den Rand 9D eines beliebigen Kompaktums D C R2.
Welche Werte erwarten Sie nach Anschauung der Skizzen?

Lésung: (2) Gewissenhaftes Ableiten nach der Quotientenregel ergibt:

. _Ofi  Ofr  —(-y)(2z) = —x(2y) _
W= 5 oy T @ @y -
vt f= M2 0N _ (@ +y?) —2(22) (@ +9*) = (—y)(2y) _

ox Oy (z2 +y?)? (22 +y2)?

09 Og1 _ —y(2x)  —x(2y) _
Ot = 5, oy (@2+y2)? (22 +y?)? =0

L 0g1 99 (2P +yt) —x(22) (2P +yP) —y(2y) _
divg = or T ay (22 + 42)2 + (22 + y2)2 =0

E321

Zwei prominente Vektorfelder

E323

Zwei prominente Vektorfelder

(8) Wir schreiben den Weg ~: [a,b] — R2 \ {0} in Polarkoordinaten:
A0 =r0(G5) . o =ro(Sa) s ().

sin ¢(t) sin p(t) cos o(t)

Fur das Arbeits- und Flussintegral von f entlang + finden wir sodann:

freoo= LG [ () + w0 ()
= /t; () dt = p(b) — p(a) Winkelzuwachs entlang

[oran= (i) <[5 () « o (2o
= /tb _r'® dt = [— lnr(t)]b r(a)

T =In o 0 falls r(a) = r(b)

t=a T )
© Beide Rechnungen entsprechen der Anschauung unserer Skizzen!
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(4) Fir D C R? kompakt mit stiickw. glattem Rand 6D C R? \ {0} gilt

/ f(s)xds:/ g(s)+ds=0
Jop Jop
0 falls 0 ¢ D: 9D umlauft 0 nicht,

$) o ds = _ ds = .
/BDf(é) g /apg(g)X y {27r falls 0 € D: 9D umlauft 0 einmal.

da die Kurve 9D geschlossen ist,
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Vorgehensweise

Fir f:R? D Q — R? gelten die Integralsatze E11 von Green und GauB:

[rotnaen = [ jeas [ divpat) -

Diese wenden wir nun auf komplexe Funktionen f:C D Q — C an.
Erfreulicherweise gewinnen wir mit komplexen Integralen auch reelle:

[ xds
aD

sin(uz) )
———da

o0
/70o - r = wsign(u)
o0
/ co;(um) dw
oo T4
g 1
/ dt = ——
t—0 a +cost a2 —1

Solche Integrale sind mit reellen Methoden nur schwer zu berechnen.
Mit dem Residuensatz fiir komplexe Funktionen gelingen sie leicht!
Diese Technik wird oft angewendet, auch im Verlauf dieser Vorlesung,
insbesondere fir Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).

for alle u € R,

= me ¥ fur alle u € R,

fir alle a € Rs1.

Wir betrachten die komplexe Zahlenebene R? = C = {x +iy | z,y € R}
und hierauf komplexe Funktionen f:C 2 Q — C, die wir entlang von
Wegen v : [a, b] — Q integrieren gemaB [ f(z)dz == fabf(’y(t)) 7/ (t) dt.
Ebenso Ubertragen wir den Begriff der Differenzierbarkeit aus dem
Reellen ins Komplexe und erleben einige schéne Uberraschungen!

Zur Orientierung skizziere ich zu Beginn als Crashkurs die wichtigsten
Begriffe und typische Anwendungen zur Berechnung (reeller) Integrale.

Der Héhepunkt sind Cauchys Residuensatz und seine Anwendungen,
die fir (komplexe und reelle) Integrale neue Rechentechniken eréffnen.
Auf dem Weg durch die komplexe Ebene gewinnen wir reelle Integrale!
Jacques Hadamard (1865-1963) sagte treffend: ,Der kiirzeste und beste
Weg zwischen zwei reellen Wahrheiten fuhrt oft durchs Imaginare.”

(Im Original so schén: ,La voie la plus courte et la meilleure entre deux
vérités du domaine réel passe souvent par le domaine imaginaire.)

[ Meyberg—Vachenauer: Héhere Mathematik, Band 2. Zur Vertiefung
Janich: Funktionentheorie und Remmert: Funktionentheorie.
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Anwendung auf ideale ebene Strémungen e

Komplexe Funktionen gehdren zum mathematischen Grundwerkzeug.
In diesem Kapitel werden wir damit phantastische Integrale berechnen.
Auch darlber hinaus begegnen sie lhnen haufig und nitzen tberall.

Die vorsichtige Ingenieur:in fragt sich: Lohnt sich diese Investition? Ja!
Ich greife vor und nenne zwei wunderschéne klassische Anwendungen.

Wir kénnen jede holomorphe Funktion f(z + iy) = u(z,y) — iv(x,y) als
ein Vektorfeld (u, v) : R? — R? mit div(u,v) = rot(u, v) = 0 betrachten.
4 Satz Q1A: holomorphe Lésungen der Maxwell-Gleichung

Jedes ebene statische E-Feld £ : R? D Q — R? ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = Ey —iE>: C O Q — C und umgekehrt.

4 Satz Q1B: holomorphe Lésungen der Navier-Stokes-Gleichung

Jede ebene stationare Strémung v = (v1, vs) : R? O Q — R? konstanter
Dichte, ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne duBere Kréfte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; —ive: C 2 Q — C und umgekehrt. )
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© Einfaches und intuitives Modell, exakte Lésung dank Holomorphie!

niedrige Geschwindigkeit = Uberdruck
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So berechneten Kutta und Joukowski die dynamische Auftriebskraft!
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Komplexe Wegintegrale

Definition F1A: komplexes Wegintegral

Sei f:C D Q — C stetig und v: [a,b] — Q stlickweise stetig
differenzierbar. Das komplexe Wegintegral von f entlang ~ ist

b
[ fedz= [ s O

Einfache Merkregel zur Schreibweise: Fiir z = (t) gilt dz = +/(¢) dt.

Der Integrand g(t) = f(v(t))+/(t) ist eine stetige Funktion g: [a,b] — C.
Diese zerlegen wir gemaB g = g1 + ig2 mit g1, g2 : [a, b] — R in Realteil
g1 = Re(g) und Imaginarteil g» = Im(g) und definieren das Integral

b

b b
/ g(t)dt ;:/ ) dt+i/
Ji=a t=a t=a

© Jedes komplexe Integral fasst also zwei reelle Integrale zusammen.
Die komplexe Schreibweise ist sehr effizient, bequem und Ubersichtlich.

g2(t) dt

Es lohnt, diese beiden reellen Integrale noch genauer anzuschauen. ..
Wir integrieren f(z,y) = u(z,y) + iv(z, y) langs ~(t) = z(t) + iy(¢), also:
FOW)Y () = (u+ )@ +iy) = (ua’ — vy') +i(uy’ +va’)

Das komplexe Wegintegral fasst zwei reelle Wegintegrale zusammen,
das Arbeitsintegral und das Flussintegral des Vektorfeldes f = (u, —v):

Re/v f(z)dz :/ab uz’ — vy dt :[y(% —v) - (2, ) dt :[(u, —v) «dy

Y Arbeitsintegral!

b
Im/ f(z)dz :/ wy' +va' dt :/(u, —v) x (2,y') dt :/(u7 —v) x dy

a ol 7Y Flussintegral!
/\ Man beachte das Vorzeichen: Es ist unschdn, aber unvermeidlich.
Es passt zum oben erklérten komplexen Skalarprodukt (w | z) = wz.

© Wir werden hierauf den Integralsatz von Green / Gau3 anwenden
und ernten den Integralsatz von Cauchy F3A fiir holomorphe Funktionen.
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Aufgabe: (1) Integrieren Sie f:C~ {0} = C:z = f(2) = 2" mitk € Z
entlang der Kreislinie v : [0, 27] — C:t ~ y(t) = r¢'* mit Radius r > 0.

Lésung: (0) Vorbereitung: Fir jede ganze Zahl a € Z berechnen wir

2 i Def 2 2 HDI 0
/ ertdr = / cos(at) dt+i/ sin(at) dt =
Ji=0 i Ji=o Ji=0 S 2w

© In der Fourier-Theorie entspricht dies der Orthonormalitét.
(1) Wir nutzen die Definition F1A des komplexen Wegintegrals:

flra # 0,
fira = 0.

' 2m 27
zkdz e 2)dz et A d Dol 7,eit k. reit ld
a2 hre s @ae = [ et ety

Jt=0 t=0

2 I 2 HDI O
ik . i in . i )|
= / rhelbt . pieltdqr 2 jpktt / ekt gy 'L .
t=0 t=0 O 27

© Nur 27! liefert einen Beitrag! Plausibel: Fir jedes k € Z ~ {—1} hat
f(z) = 2* die Stammfunktion 2**!/(k + 1): Das Wegintegral hangt daher
nur von Start und Ziel ab, geschlossene Wegintegrale sind daher Null!

fir k # —1,
for k = —1.

Satz F1B: die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie
Um den Punkt 2z, € C und mit Radius r € R~ betrachten wir den Weg

v [0,27] = C : t s y(t) = 29 + reit.

(1) Fir jede ganze Zahl k € Z gilt die Residuumsformel:
%(zfzo)kdz _ {o far k # —1,
o

fur k = —1.
(2) Fir jedes Laurent-Polynom f(z) = Y7 ax(z — 20)* folgt:

27

n

ng {Z ax(z = ZO)'“} dz = 27ia_y

k=—n

(3) Dasselbe gilt fur jede konvergente Laurent—Reihe, also n — o,
denn wir dirfen Integral und Grenzwert vertauschen dank Satz D1A.

Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen e
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Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen

5 B(zo,p) i={z€eC|lz—2|<p}

% F(30) = lim f(z0+w) = f(20)
%A([)) w

K(zp,0,p) i={2€C |0 <]z— 2

Sei Q2 C C offen. Eine komplexe Funktion f = u +iv:C 2 Q — C heif3t
holomorph, wenn sie komplex differenzierbar ist und f’: Q — C stetig.

< Cauchy-Riemann-Gleichungen 0,u = 9,v und d,v = —J,u.

< Die Strémung f = (u, —v):R? D Q — R? erfiillt div f = rot f = 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zg, p) C €2 gleicht f einer Potenzreihe.
< Auf jedem Kreisring K (2, 0, p) C Q gleicht f einer Laurent-Reihe:

i ar(z — 2)* mit a = ! Ldz

k= -
271 Jop(zr) (2 — 20)F+!

f(z) =

k=—00

Der Koeffizient res,, (f) := a—_; ist das Residuum von f im Punkt z.

Alle analytischen Funktionen sind holomorph. Erinnerung: f analytisch
heif3t, dass sich f lokal als konvergente Potenzreihen darstellen lasst.
Erstaunlicherweise gilt die Umkehrung, also holomorph < analytisch!
Insbesondere: einmal komplex diff’bar impliziert beliebig oft diff’bar!
Ist f:C D Q — C holomorph auf einer Kreisscheibe B(zg, p) C Q, so
|asst sie sich dort als konvergente Potenzreihe darstellen (Satz F3E):

f(z)
= — ——dz.
= omi | 9B(z0.) (2 — 20)FH! ‘

flz)= Zak(z —z0)F  mit
k=0

Wir kénnen ebenso auch Singularitaten (insb. Polstellen) behandeln:
Ist f:Q — C holomorph auf einem Kreisring K (zg, 0, p) C €, so lasst
sie sich dort als konvergente Laurent—Reihe darstellen (Satz F3F):

oo (o] o0

Z ar(z — zo)k = Zak(z - zo)k + Zak(z —z) 7"

k=—00 k=0 k=1

Dies ist die Summe einer Potenzreihe in u = (z — z) als Nebenteil und
inv = (2 — 20) ! als Hauptteil. Letztere kodiert die Singularitat in 2.

f(z) =

F111
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Der Residuensatz

¢ Satz F4D: Residuensatz fir Kompakta, Cauchy 1825

Sei Q C Coffenund f:Q ~\ S — C holomorph auf 2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitdten. Sei D C O kompakt
mit stiickweise glattem Rand, wobei 9D N S = . Dann gilt:

2mi Zseb ng(f)

f(z)dz =

oD

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

Anschaulich kénnen wir uns f:C D Q — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s €
entspricht einem Teilchen mit seiner Ladung res;( f): das Residuum!
Fiir das Feld (z — zp)~* haben wir oben das Wegintegral ausgerechnet:
Langs der Kreislinie (t) = zo + re' erhalten wir $(z — z9) ™! dz = 2ni.
Fur alle k # —1 hingegen verschwindet das Integral: ¢(z — 20)Fdz = 0.
Dasselbe gilt nun fiir jede holomorphe Funktion / Laurent—Reihe um zj:
Das Wegintegral von f langs des Weges v um zj ist 27i res,, (f).

Mit diesem Integral messen wir demnach die Ladung im Punkt z.
Umlauft ¥ mehrere Singularitaten, so addieren sich die Residuen:

Jede Singularitat s liefert ihren Beitrag 2wi ress(f) zum Integral.

Der Raum dazwischen ist Vakuum und liefert keinen Beitrag.

Dies ist eine wunderbare Eigenschaft holomorpher Funktionen.

Reelle Anwendung: Die Halbebene ist nicht kompakt, aber fir schnell
genug abklingende Funktionen kénnen wir den Residuensatz hierauf
ausdehnen. Auch einfache Polstellen auf R kénnen wir zulassen:




Anwendung auf Fourier—Integrale e Anwendung auf das Dirichlet—Integral e
H y [
=
®
@
=r 3R RNAR AR IRNARARE x| s A Bl
4 Satz F4K: Fourier—Integrale rationaler Funktionen Wir betrachten erneut die Spaltfunktion si: R — R mit
Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R ) sin(z)/z firz #0,
seien hochstens einfach. Fiir deg(q) > deg(p) 4+ 2 und u > 0 gilt dann: si(z) = L fiir z < 0.
e F(z) ™ da = 2ri Z res [f(z)eiuz] o Z res [f(z) eiuz} Ihre Integralfunktion Si(z) = [ si(t) d¢ ist nicht elementar.
—o0 )0 Im()=0” Nun endlich kénnen wir si: R — R Uber ganz R integrieren:
°° sin(x) . " sin(x) )
Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0. /7OC - dz = ,.IHEC /ﬂ - dz =7
Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkdil || Organisation dieses Kapitels Edeutsrang

Aufgabe: Berechnen Sie firr u € R das reelle Integral

/ sin(uz) dz = 7sign(u).

x

—00

Lésung: Der Integrand ist der Imaginarteil der holomorphen Funktion

el cos(uz sin(uz
= 8 - o) i)
Far u > 0 kénnen wir daher den Residuensatz anwenden:
0o Llux iuz H 2
e . e R _ iu U .
dz £ rires :ﬁlreszl+—zof—zl+‘.. = 7l
Joo T HK2=0| 2 2=0 1! 2!

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale
/ cos(ux) dr—0 und / sin(ux) dr = 1.
o T oo T

Flr u < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fir v = 0 ist alles klar.

© Dieses Integral konnten wir zuvor noch nicht ausrechnen [B149), jetzt
aber ganz leicht! Diese vielseitige Rechentechnik flhren wir in §F4 aus.
Dieses eindimensionale reelle Integral war zunachst auBBerhalb unserer
Reichweite. Erst durch die effiziente Behandlung als zweidimensionales
komplexes Integral 16st sich nun alles in Wohlgefallen auf!

© Der Residuensatz ist ein allgemeines und machtiges Werkzeug.
Die obigen Beispiele motivieren, welche Aspekte wir nun klaren missen,
wenn wir den mathematischen Begriffen auf den Grund gehen wollen:
Der Residuensatz gilt nur fir holomorphe Funktionen f:C 2> Q — C.
Wie kdnnen wir diese Eigenschaft definieren und bequem erkennen?
Wie entwickelt man eine holomorphe Funktion auf B(z, p) in eine
konvergente Potenzreihe? auf K (z, o, p) in eine Laurent—Reihe?

Wie definieren wir das Residuum? Wie berechnen wir es effizient?
Wie kdnnen wir schlieBlich den Residuensatz beweisen und nutzen?

© Dieses Kapitel entwickelt die nétigen Grundlagen (§F2—§F3)
und einige wichtige Anwendungen des Residuenkalkuls (§F4—§F5).
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Komplexe Differentiation

Definition F2A: komplexe Ableitung
Sei 2 C C offen und f:Q — C eine komplexe Funktion. Wir betrachten

fzn) = 1)

Zn—2 2 — 2
zn€Qn{z} n

Wir nennen f im Punkt z € 2 komplex differenzierbar, wenn dieser
Grenzwert existiert fir jede Folge 2, — 2z mit z,, € Q und z,, # z.

Dieser Grenzwert hei3t dann die komplexe Ableitung, geschrieben

HO=F) _ . fetw) - £)

! — 1'
f'(2) %1;2 =2 w5 w
Beispiel: Fir f(2) = 22 gilt f/(2) = 2z, denn &= = (+ 2 — 22
Allgemein: Fiir alle n € Nund f(z) = 2" gilt f/(z) = nz""!, denn
<< : j = Z ek o™l fir ¢ - 2
k=1

Satz F2B: komplexe Ableitungsregeln

Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit, aber nicht umgekehrt.
Die Ableitung ist linear und erfillt Produkt- und Kettenregel:

[ef]'(z) =af'(2) firaeC,  [f-g]'(2) = f(2)g(2) + f(2)d' (),
[f+9)'(x) = F'(2) + ¢ (2), [hog)'(z) = K(9(2)) - ¢ ().
Hierbei seien f, g im Punkt z € C komplex diff’bar und h im Punkt g(z).

Der Nachweis dieser Regeln verlauft wortlich wie im reellen Fall.
Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.2.

Aufgabe: Firr f(z) = 27" folgt f'(2) = —nz"""! in jedem Punkt » # 0.
Lésung: Aus 2" - f(z) = 1 folgt dank Produktregel
f'(z)=0.

Diese Gleichung lésen wir auf zu f/(z) = —nz"1f(2) = —nz "L

"t f(z) + 20
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Holomorphe Funktionen

Definition F2¢: Holomorphie

Sei Q2 C C offen. Eine komplexe Funktion f: 2 — C hei3t holomorph,
wenn sie auf ganz Q2 komplex differenzierbar ist und f': Q — C stetig.

Aufgabe: Ist jedes komplexe Polynom holomorph?
f(z)=ao+aiz+ ag?t + -+ ap2"
Lésung: Ja, f ist auf ganz C holomorph mit der Ableitung
f'(2) = a1 + 2a9z + - - - + nay2".
Aufgabe: Ist jedes komplexe Laurent—Polynom holomorph?
f@)=a_pnz™"+- -+ a1z M Hag+arz+ -+ anz”
Lésung: Ja, f ist auf C* = C ~ {0} holomorph mit der Ableitung

1

f(z)=—na_pz" =i —a_1z7 2+ a1 + - + napz™

© Gleiches gilt fiir konvergente (Laurent-)Potenzreihen, also n — co.

Korollar F2D: Eigenschaften holomorpher Funktionen
Holomorphe Funktionen f, g:Q — C sind insbesondere stetig.
Linearkombination, Multiplikation und Komposition holomorpher
Funktionen ergeben wieder holomorphe Funktionen. Dabei gilt:
[af] =af’ [f-9) = Fa+1d
[+ =f+4d, [hog)' =(Hog)-g.

© Soweit verhilt sich die komplexe Ableitung genau wie die reelle.
Insbesondere fiir (Laurent-)Polynome gelten dieselben Rechenregeln.
Wir wollen dies gleich auch fiir (Laurent-)Potenzreihen festhalten.

/\ Wir werden sodann als fundamentalen Unterschied zu R ausnutzen,
dass wir in C in zwei linear unabhéngige Richtungen ableiten kdnnen.
Dies impliziert die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen und wird
unsere Integralséatze in der Ebene (Green / Gauf3) zum Einsatz bringen.
Dadurch entfalten sich viel starkere GesetzmaBigkeiten als im Reellen.
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Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

Sei f:C D Q — Cim Punkt z € C komplex differenzierbar:
) = [z +w) = f(2)

lim —F—————=,
w—0 w
weC~{0}
Dannist f im Punkt 2 € C insbesondere partiell differenzierbar:
fetn =) _0f oy Teti) - fG) 107

lim ——————~ = -
r—0 r ox 50 is idy
reR~{0} seR~{0}

(2).

Beide stimmen mit f’(z) Uberein! Fir f = u + iv gilt also
. Of ou O 19f v Ou
/ = —_— E —_— —_—— = —(2) —1— .
1) = G =g +ig () = 1500 =5 () —ig ()
Dies sind die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
du_ov v _ou
oz~ oy’ or Oy’
© Dieses Kriterium ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend.
Damit kénnen wir leicht Gberprifen, ob f: C 2 Q — C holomorph ist!

Satz F2e: Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
Sei Q2 C C offen. Die komplexe Funktion f:Q — C zerlegen wir in
fz+1iy) = u(x,y) + iv(z,y) mit u,v: Q — R. Dann sind &quivalent:
1 Die Funktion f:Q — C ist holomorph, das heif3t
auf ganz Q komplex differenzierbar mit stetiger Ableitung f'.

2 Die Funktionen u,v:Q — R sind stetig partiell differenzierbar
und erfillen die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen.

Nachrechnen: Die Implikation ,(1) = (2)* haben wir ausgerechnet.

Die Umkehrung ,(2) < (1)“ erhalten wir aus der Taylor—Formel:

Firw =r+is gilt f(z +w) = f(2) + 0uf(2) 7 + Oy f(2) s + o(Jw]).

Dank 9, f = i, f folgt f(z + w) = f(2) + (8, — 19y) f (2) w + o(|w]).
Fir w — 0 gilt somit (f(z +w) — f(2))/w — 1(0x — 10y) f(2).

© Einfach und praktisch: Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

Ubersetzen verlustfrei komplexe in reelle Differenzierbarkeit und zuriick!
Wir nennen 0, = (9, — i9,) die Wirtinger—Ableitung nach z, siehe F2F.
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Es gibt mehrere aquivalente Formulierungen der CR—Gleichungen
Ot = Oy,  Opv = —0yu.

Sie besagen, dass die Jacobi-Matrix eine ganz spezielle Form hat:

J— Ogt Oyu _[a —b
Opv Oyv b a )’
© Die Determinante ist a® + b% = | f'(z)|?> > 0. Es handelt sich um eine
Drehung gefolgt von einer Streckung um den Faktor |f/(z)|. Dies erklart,

warum im Falle f’(z) # 0 die Abbildung f die Winkel erhalt und kleine
Quadrate in kleine Quadrate Uberflihrt, wie in obigen Graphiken gezeigt.

Das Vektorfeld f = (u, —v) : Q — R? ist divergenz- und rotationsfrei:
div(u, —v) = +0,u — Oyv =0,
rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.

© Genau diese Eigenschaft nutzen wir im Residuensatz, siehe F3A.

Aufgabe: (1) Ist die Funktion f:C — C: z — 22 holomorph?
(2) Ist f(z) = z holomorph? (3) und e**¥ = ¢® cosy + i e® sin y?
Lésung: (1) Wir finden u(z, y) = (22 — y2) und v(z,y) = 22y und somit

<61u &,u) (21: 721/) div(u, —v) = +9,u — dyv = 0,
V) = : also

Ozv Oy 2y 2z rot(u, —v) = —0,v — Jyu = 0.

Die Funktion f(z) = 22 ist holomorph. © Das wussten wir schon!

(2) Wir finden u(z,y) = z und v(z, y) = —y und somit

<81u &,u) (1 0 ) div(u, —v) = +0,u — dyv = 2,
’ = also
Opv Oyv 0 -1 rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.

Die Funktion f(z) = z ist nicht holomorph. © Erstes Gegenbeispiel!
(8) Auch ¥ = e® cosy + ie” sin y ist holomorph:

Opt Oyu e’cosy —e’siny div(u, —v) =0,
) =, also
Ozv  Oyv esiny

e’ cosy rot(u, —v) = 0.
© Das folgt auch direkt aus der Exponentialreine e* = 352, 2*/k!.
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Motivation: Wir wollen Funktionen auch um Polkstellen entwickeln.
Zum Beispiel 271 oder =" oder e/* = S7° ) £~ entwickelt in zp = 0.
Definition F20: Laurent—Reihe

Eine Laurent—Reihe ist eine (zunachst formale) Reihe der Form

+00

Z ar(z — 2)*.

k=—oc0

f(2) =

Sie ist gegeben durch ihren Entwicklungspunkt z, € C und ihre
Koeffizienten a;, € C firr k£ € Z. lhr Hauptteil und Nebenteil sind

o]

fn(z) = Z ak(z — zo)k.

k=0

fa(z) =Y ax(z—20)7"
k=1

Der Nebenteil ist eine Potenzreihe in u = (z — z), der Hauptteil ist
demnach eine Potenzreihe in v = (2 — z9)~'. Fiir beide gelten die
Rechenregeln fiir Potenzreihen, wie wir sie oben ausgefiihrt haben.

Gilt a, = 0 fur alle & < 0, so haben wir eine Potenzreihe vorliegen;
fiir die Koeffizienten gilt dann f(zo) = ag und f®)(z0) = k! az.
Treten auch negative Potenzen (z — z)* mit k < 0 auf, so kdnnen wir
in die Laurent—-Reihe nicht den Entwicklungspunkt z, einsetzen!
Man nennt z, eine Singularitat und unterscheidet drei Typen:

1 Wir nennen z, eine hebbare Singularitat, wenn a; = 0 fir k£ < 0.
In diesem Fall verschwindet der Hauptteil, kurz f; = 0, und
der verbleibende Nebenteil f = fy ist eine Potenzreihe um 2.
Beispiel: f(z) =sin(z)/z = Yoo (—1)%2%/(2k +1)!in 20 = 0
Wir nennen z, eine Polstelle n-ter Ordnung (n > 1),
wenn a_,, # 0 aber a; = 0 fUr alle Indizes k£ < —n gilt.
Beispiel: f(z) =z"e* =352, 2*/(k+n)linz =0
3 Wir nennen z, eine wesentliche Singularitét,

wenn ay, # 0 fUr unendlich viele Indizes k < 0 gilt.

Beispiel: f(z) = e/* = 3% 2% /klin 2 =0

n
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)
Der Nebenteil konvergiert fur |z — zo| < p mit

p:=1/limsup ¥/|ag| € [0,c].
k—o0
Der Hauptteil konvergiert fir |z — zg| > o mit

o :=limsup ¥/|a_g| € [0.0¢].
k—ro0

Die Laurent—-Reihe konvergiert somit auf dem offenen Kreisring

K(z,0,p):={z€C|o<|z—2|<p},
wo sowohl der Hauptteil konvergiert als auch der Nebenteil.

/\ Fir o > pist K(z0,0,p) leer und die Reihe konvergiert nirgends!
Das ist ungllcklich, aber méglich. Im Folgenden benétigen wir o < p.

© Auf ihrem Konvergenzgebiet kdnnen wir mit Laurent—-Reihen wie
Ublich rechnen: Addition, Multiplikation, Komposition, Ableitung, ...

Satz F2pP: Ableitung von Laurent-Reihen
Sei Q) = K(zp,0,p) mit0 < o < p < co. Jede Laurent—Reihe

f:Q=C mit f(z)= ) ar(z—z)" furallezeQ,

k=—00

ist auf ©2 holomorph. Ihre Ableitung ist gegeben durch

f:1Q=C mit fi(2)= Y ka(z—z)* " firallezeQ.
k=—oc0
Auch diese ist auf 2 holomorph, somit ist f beliebig oft differenzierbar.
Eine Stammfunktion zu f existiert genau dann, wenn a_; = 0, ndmlich

c kit
Z k+1(z 20)

k=—o00
k#—1

F:Q—C mit F(z)= fur alle z € Q.
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Satz F2aQ: Koeffizienten einer Laurent—Reihe
Sei f: K(z0,0,p) — C gegeben durch die Laurent—Reihe

oo

Z ar(z — 20)k.

k=—o00

f(z) =

Fir jeden Radius » mit o < r < p und jeden Index ¢ € Z gilt dann

RNy
£7 omi 0B(z0.m) (2 — 20)tH1

dz.

© Fr Potenzreihen (F2J) geniigt ableiten, denn a, = f*)(z)/k!.
Bei Laurent—Reihen extrahiert das Integral fiir uns die Koeffizienten.
© Natiirlich bestimmen die Koeffizienten (ay,)xcz die Funktion f.
Dank F2a bestimmt die Funktion f alle Koeffizienten (ax)rez-

© Umgekehrt kénnen wir dies nutzen, um jede holomorphe Funktion
f:K(z0,0,p) — Cin eine Laurent—Reihe zu entwickeln (Satz F3E).

Nachrechnen: Wir setzen ein und rechnen es aus (dank Satz F1B):

f(2) / [ = k—é—1:|
————dz = ap(z — 2 dz
/(?B(zo‘r) (2 — 20)tH! 9B(z0.r) k;m (2 = 20)
= Z ag {/ (z — z@kil*l dz] =2miay
b oo dB(z0,r)

Wir erahnen hier bereits die Magie der komplexen Funktionen.

Alles wird klar und einfach dank unserer griindlichen Vorbereitung:

© Reihe und Integral vertauschen dank absoluter Konvergenz (D1A).
Die Integrale [, (2 — z0)* haben wir oben ausgerechnet (F18).
© Beim Wegintegral von f um z, bleibt nur der Term 27ia_; zuriick.
Deshalb hei3t a_; das Residuum (das ‘Zurlckbleibende’) von f in z.
© Division durch (z — %)’ verschiebt alle Exponenten der Reihe,

so dass der gewlinschte Koeffizient a, nun zum Residuum wird.
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Aufgabe: Sei a € C und n, k € N sowie r € R-(. Berechnen Sie

1 (z+a)™
2mi

oB(0,r)
Lésung: Fir (z + a)™ nutzen wir den binomischen Lehrsatz. Es gilt

n

. . > n
erar =3 (D)o, aso LD

j=0

n

_ Z <”> Si—k=1n—j
J

j=0

Das Integral gelingt leicht dank Linearitat und obiger Formeln:
w50
JOB(0,r) JOB(0,r) =0 J

= Z (n) av . {i/ Pl dz} = (n) vk
=\ 271 Ja(o,r) k

© Wir integrieren hier ein Laurent-Polynom, die Konvergenz spielt
daher zun&chst noch keine Rolle. Es genligt die Linearitat des Integrals.

1 f (z4+a)" 1
s =

2mi T omi

Aufgabe: Sei a € C und k € N sowie r € R-(. Berechnen Sie
1 e(LZ
i

% JOB(0,r)

Lésung: Dank Exponentialreihe gilt

Das Integral gelingt leicht dank obiger Formeln:
e 1

L e (£
— - z = -2z v4
271 Jopo, 2! 27 Jon(o, i

— . J=k=1q,| = &
Z {27“ /{)B(O,r)z 7} k!

© Wir integrieren hier eine Laurent-Reihe. Sie konvergiert absolut in
jedem Punkt z € C \ {0}. Daher vertauschen Reihe und Integral.

. . . . . oy se F401
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. . . F402
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Definition F4A: Residuum

Sei f holomorph auf B(zo, p) \ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Hierauf ist f eine Laurent-Reihe f(z) = 3232 ak(z — 20)*.
Das Residuum von f im Punkt z; ist somit gegeben durch

: 1
IZ%S(J‘) =01 = 52

f(z)dz

dB(z0,r)

firo < r < p.

Beispiel: Berechnen Sie das Residuum im Punkt zp = 0 von. ..

f(z) =az7t, reso(f) =a
f(z) =azf mitk # -1, reso(f) =0
f(z) =exp(a/z) =1+ az"! 2,272+‘3— +. reso(f) =a
flz) =22 cxp(a/z)—z +az+ 2,2 +“T Ty, reso(f) = a®/6
f(z) =ex ()/z =234 ;,z’1+3iz +. reso(f) =1/2
f(z) = cos(z )/z =72 %ZOJrIZ 76,z4+ reso(f) =0

Satz F4B: Residuum einer einfachen Polstelle

(1) Sei f holomorph auf B(zg, p) \ {20} = K(20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim_, ., [(z — 20) f(2)] in C.
Dann hat f in zy héchstens einen einfachen Pol, und es gilt

rzez)s(f) = ZILII;O [(z = 20) f(2)].

(2) Sei speziell f = p/q Quotient zweier holomorpher Funktionen mit
einfachem Pol in zg, d.h. p(z0) # 0, g(20) = 0, ¢'(20) # 0. Dann gilt:

p(20)
' (20)

2 fim Z)(Z) 2

zﬁzo q(z) lI(ZU>

res(f) = lim [(z — 20) f(2)]

20 2—20

Beispiel: Sei f(z) = exp(az)/z = z7' + a2 + ‘;7 + “: 22+
Fir p(z) = exp(az) und ¢(z) = z folgt reso(f) = p(0)/¢'(0) =

© Dies vereinfacht die Berechnung von Residuen einfacher Pole.
Die letzte Formel entspricht der beliebten Regel von LHospital.
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Satz F4c: Residuum einer mehrfachen Polstelle

Sei f holomorph auf B(zo, p) \ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim,_, ., [(z — 20)" f(z)] in C.
Dann hat f in zy héchstens einen Pol n-ter Ordnung, und es gilt

res(f) = lim o (%)n_l {(Z - Zo)nf(z)} .

20 2=z (n—1)!

Fir einfache Polstellen (n = 1) erhalten wir obige Formel:
res(f) = lim [(z = 20)/(2)]

Z0
Fir zweifache Polstellen (n = 2) wird einmal abgeleitet:

w0 = 1 & i~ ]

Beispiel: Flr f(z) = exp(z)/2" und zp = 0 gilt reso(f) = 1/(n — 1).
Alternativ als Reihe: f(z) = 2"+ -+ 27 /(n — D!+ 20/nl + ...

Das Residuum von f in zp ist definiert als Laurent-Koeffizient a_; bzw. als Wegintegral um zo.
In einer wesentlichen Singularitdit wie f(z) = exp(1/z) in zo = 0 ist dies der einzige Zugang.
In einer Polstelle konnen wir das Residuum auf verschiedene, meist leichtere Weisen berechnen.
Nachrechnen: Wir entwickeln f um z in eine Laurent—Reihe (F3F):

o0

Z a(z — zo)k

k=—00

f(z) =

Wenn lim._,, [(z — 20)" f(2)] existiert, dann gilt a;, = 0 fir k < —n.
Multiplikation mit (= — zo)" liefert zunéchst die Potenzreihe

(z=20)"f(2) =a_n(z—20)° + - +a_1(z — 20)" T+ ao(z — 20)" + ...
Nach (n — 1)-maligem Ableiten bleibt nur noch die Potenzreihe

d \n—1
(&> {(z —20)"f(2)| = (n = Dla_1(z — 20)° + nlag(z — 20) + .. ..
FUr z — z erhalten wir schlieBlich (n — 1)! a_;, wie gewlinscht.

© In Worten: Multiplikation mit (z — zp)™ I6scht zunéchst den Pol,
anschlieBend verschiebt die (n — 1)-fache Ableitung a_; in Grad 0.
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Satz F4D: Residuensatz fir Kompakta, Cauchy 1825

Sei Q) C C offenund f: 2~ S — C holomorph auf 2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitdten. Sei D C O kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 8D NS = (. Dann gilt:

f(z)dz = 2xi Zseb rgs(f)

oD

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

© Damit erreichen wir den Héhepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen! Wir wissen nun, was holomorphe Funktionen
sind und wie man sie dank Cauchy—Riemann—Gleichungen erkennt.
Wir wissen zudem, wie man mit isolierten Singularitadten umgeht und
ihr Residuum ausrechnet. Die nétigen Wegintegrale und Integralsatze
in der Ebene haben wir im letzten Kapitel E kennen und nutzen gelernt.

Damit halten wir alle Zutaten flir den Residuensatz in Handen!

Jede holomorphe Funktion f:C 2 Q — C erfiillt die CR—Gleichungen.
Flr f = u + iv ist dies gleichbedeutend zu rot(u, —v) = div(u, —v) = 0.
Dank Integralsatz gilt [, f(z) dz = 0 fiir jedes Kompaktum D C Q.

Was passiert nun, wenn f isolierte Singularitaten s € D hat?
Jede Singularitat s liefert ihren Beitrag 2i resg(f) zum Integral!
Der Raum dazwischen ist ,Vakuum® und liefert keinen Beitrag.

Anschaulich kénnen wir uns f:C D Q — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s € ©
entspricht einem Teilchen mit einer gewissen Ladung a_1 = ress(f).
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Nachrechnen: Seien s, ..., s, die Singularitaten im Inneren von D.
Es gibt nur endlich viele, da jede isoliert liegt und D kompakt ist.

Wir wahlen » > 0 so klein, dass die abgeschlossenen Kreisscheiben

B(s1,7),...,B(sp,r) ganz im Inneren von D liegen und disjunkt sind.
/ f(2) dz = 2mi ress, (f).
OB (sy.r)

Die Restmenge E = D . [B(s1,7) U U B(sy, r)] ist kompakt
mit stlickweise glattem Rand 0FE = 0D U 0B(s1,r) U ---UJB(sy, 7).
Positive Orientierung bezlglich E bedeutet: Die Kreislinien 9B(s, )
werden im Uhrzeigersinn durchlaufen, damit E links davon liegt.

Da f auf E holomorph ist, gilt nach dem Integralsatz von Cauchy

0= /()Ef(z)dz = /an(z)dz—é/aB(%r) f(z)d=.

Die Vorzeichen entsprechen der positiven Orientierung des Randes.

Cauchys Residuensatz ist der Hohepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen. Er beruht auf Cauchys Integralsatz F3A und
Cauchys Integralformel F3B und enthalt diese als Spezialfalle:

Korollar F4E: Spezialfélle des Residuensatzes
Sei Q) C C offen und f:Q — C eine holomorphe Funktion.
(1) Fir jedes Kompaktum D C Q) mit stlickweise glattem Rand gilt

/ f(z)dz=0.
oD
(2) Fir jeden Punkt zp € Q ~\ 0D und k € N gilt

1 / f(2) A @ (z) firzg € D,
JOD (

. N Z - .
2mi z — zg)kt1 0 fur zo ¢ D.

Im ersten Integral hat der Integrand f(z) keine Singularitat, im zweiten
hat f(z)/(z — 20)*t" eine Polstelle in z; mit Residuum f*)(z,)/k!.
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y

22 21 z

Aufgabe: (1) Berechnen Sie flr « > 1 das komplexe Wegintegral

/ dz _ i
Jopoy) 22 +202+1 Va2 -1

Dabei ist 9B(zo, ) die Kreislinie um z, mit Radius . Wir parametrisieren
sie mathematisch positiv durch «: [0,27] — C:t > y(t) = 2o + re'.

Lésung: Unser Integrand f(z) hat zwei Polstellen z1, 22, beide einfach:

w=—-a—Vda-1 <-1< zn=-a+vVa2-1 <0
_ 1 _ 1 PBZ 1 2
f(Z)_22+2(IZ+1_(Z*Zl)(Z*ZQ) T oz—z  z—2
Res . 1 1
new) B e = o0 = s

N Res . ) o 1 1
ro = r}\\(,/J :i lim {[f_ — :g)v/(:,]} = - — = ﬁ
22 ] 29 — 21 2va? —

Der Residuensatz beschert uns somit ein erstes schoénes Integral:

/ _dz < ori res(f) = ™
o)

BO1) 22 +2az+1 21 a? —

—_

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!
© Zur Berechnung von Residuen haben wir effiziente Formeln.
© Der Residuenkalkiil niitzt uns auch bei der Partialoruchzerlegung!
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Aufgabe: (2) Berechnen Sie flr « > 1 ebenso das reelle Integral

& 1 T
dt = .
t—0 a +cost a2 —1

Lésung: Wir nutzen die Euler—Formel z = e* = cost + isint, also

. et 4ot 541 . ot _ it 5 -1
cost = ———— = R sint = ———— = -
2 2 ’ 2i 2i

Einsetzen in den Integranden ergibt

© Dieser Trick funktioniert fiir alle Integrale jf:”O R(cost,sint) dt:

Wir substituieren z = it = cost +isint und dz = ie' dt = iz dt.

Satz F4H: rationale Integranden in cost und sin ¢

Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € C[z, y]
und Q(cost,sint) # 0 fur t € R. Dann ergibt die WeierstraB—Substitution

1 <z+z‘1 z—2z71

f@) = gBl ——

> e C(z)

eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 9B(0,1), und es gilt

1 n 24271\ 7! 22+ 2az+1\! 2z
_— = a = =
a+ cost 2 2z 224+ 2az+1

Wir integrieren langs der Kreislinie v: [0,27] — C: ¢+ y(t) = e'.
Fir z = y(t) = e gilt dz = +/(t) dt = ie dt, also dt = dz/(iz), somit:

/‘“ dt 7/‘“ 2zdt 72/ dz o 2
tmoatcost  Jigz2+2az+1 " i Jopony 2+20z+1 e —1

© Das gesuchte Integral iber die halbe Periode ist genau die Hélfte.

2
R(cost,sint)dt = / f(z)dz = 27 res(f).
-/t:[) ( ) dB(0,1) @ o Z568(071) s /)

Diese Formel erhilt man wie in der vorigen Aufgabe. Kennt man die Polstellen von f in B(0, 1),
so kann man hieraus die Summe der Residuen ableiten. Damit lassen sich alle Integranden der
Form R(cost,sint) iiber [0, 27] integrieren: Das Problem reduziert sich auf die Nullstellensuche
des Nennerpolynoms von f (F3D). Alternativ konnen wir hier reell rechnen und mit Weierstral’
trigonometrischer Generalsubstitution sogar eine Stammfunktion bestimmen, sieche Satz B10.
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Die Halbkreisscheibe 4)7" ‘ Y ‘ ﬁ)r ={z=a+iyeC|
ist kompakt mit Rand V/ N 22 <2 s
0D, =[=rirful,. T J
Ly
Dy
=7 X

©

Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

/°" cos(uzx)
Joso T2+1
Anleitung: (1) Integrieren Sie f(z) = e** /(2% + 1) Uber [-r,7] und T,..
(2) Fir w > 0 und » — oo verschwindet das Integral Gber I',.. Warum?

dz =me ¥,

© Fir u = 0 kdnnen wir den HDI nutzen dank arctan(z)’ = 1/(2? + 1).
Far u > 0 hingegen gelingt uns die Berechnung erst komplex mit dem
Residuensatz F4D. Fir u < 0 erhalten wir genau dasselbe Integral.
Lésung: (1) Wir untersuchen die holomorphe Funktion

eiuz

T E-)+i)

Ihre Singularitaten +i sind einfache Polstellen. Demnach gilt

iuz
e

2241

f(z) =

e v . et

T 1'(\?(,/) =5

Wir betrachten die obere Halbkreisscheibe D, vom Radius r > 1.
Der Rand von D, besteht aus [—r, ] und dem oberen Halbkreis T',..

In D, liegt nur die Singularitat +i. Dank Residuensatz erhalten wir:
eiuz

" ' _ ' . Res . _ —u
/_T d:c+/l‘r —/ODTTHdz = 27r1r?s(f)—7re .

© Der Residuensatz vereinfacht unsere Rechnung entscheidend!

rflb(f) = lim[(z - 1)f(z)} =

FaB z—+i

iuw
e

22 +1

iuz
e

—d
2117
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(2) Fur das Integral I&ngs I', suchen wir eine geeignete Majorante:

Ciuz
[ el
r,z+1 T,

Im Zahler gilt [¢*?| = |e!*®| - [e™®¥| < 1 dank u, y > 0. Im Nenner gilt
22| =22 +1—1] < |22+ 1|+ [1],als0 [22 + 1| > |22 -1 =1 — 1.
Aligemein gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung |2 — w| > ||z — |w]|.
Als Grenzwert fir v > 0 und r — oo erhalten wir somit das Integral

o] eiuz
/ 27(1.’1):7!'07
ey aria L

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale
bln ux

X aha
/ cos(uz) de=me ™ und /
oo T2H1 x2+1

Beide sind absolut konvergent. Das zweite verschwindet da ungerade.
© Fir u < 0 erhalten wir dank Symmetrie dasselbe Integral: 7 e~ 1¥l.

eluT g—uy

22+1

r

jde| <

— 0
—1 roco

u

dz = 0.

© Die obige Abschéatzung ist oft niitzlich und verdient einen Namen:

Lemma F41: Jordan-Lemma
Fur den Halbkreis T, := { re' | t € [0,7] } und M, := max,cr,|f(2)| gilt

f(z)dz| < 7rM, und <IM, firu>o.
u

f(z)e* dz
.

rr

Dies geht gegen 0 fiir r — oo, falls r M, — 0 bzw. M, — 0 gilt.

Nachrechnen: Die erste Ungleichung ist klar. Die zweite folgt so:

f(Z) elt% 4 < / ‘f(Z) eiuz! |dZ‘ < / ‘f("' eit) eur(icost—sint)' |7”i eit‘ dt
T T t=0

/2

= r/ |f(relf)|emrsintqe < TAIT/ e ursint gt = 27’]\%/ e
Ji=0 Ji=0 Ji=0

2t

/2
7(,,7] — I]V[T(l _
t=0 u

—ursint dt

/2
< 2rM, / e F At = EMT[ ey < T,
Ji=0 u u

Wir nutzen die Abschatzung sint > 2t/m; machen Sie dazu eine Skizze!
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© Diese Berechnung funktioniert fiir alle Integrale von dieser Form!
Einfache Merkregel: Polstellen auf der reellen Achse z&hlen nur halb.

Satz F4k: Fourier—Integrale rationaler Funktionen

Sei f(z) = p(z)/q(=) eine rationale Funktion; hat f Polstellen in R,
so soll jede hdchstens einfach sein. Flr deg(q) > deg(p) + 2 gilt:

+00
/ f(z)de =27 Z TSS(f)+7Ti Z rgs(f)

Im(s)>0 Im(s)=0
Fir deg(q) > deg(p) + 1 und alle u > 0 bzw. u < 0 gilt:

+o00

f(z) e dz = +2xi Z rgs{ “‘Z] + i Z e [ ‘“z}
B Im(s)>0 Im(s)= 0
+o0

f(z) e dz = —2xi Z res {f(z (\IUZ] — Z res [ 1112}
- Im(s)<0 Im(s)=0

© Diese Integrationstechnik ist sehr niitzlich und wird oft angewendet,
insbesondere fur Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).
Wie ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung zu verstehen?
Liegen Polstellen s; < --- < s, auf der reellen Achse, so betrachten wir

s1—2 sp—2 sn—1 r
/ f - llm {/\ f + / ‘f + o + / 'f + / 'f]
oo s1+2 sno1+2 sp—1

Der Integrand f ist nicht absolut integrierbar, denn in der N&he einer
n-fachen reellen Polstelle s € R gilt f(z) ~ a/(x — s)™, und wir wissen
1

s+%
_/5,1 (x—s)"
=

Glicklicherweise heben sich fir n = 1 Positivteil und Negativteil auf:

1
/-,er; 1
-1 T—S
-

Daher konvergiert das oben angegebene Integral flr r — oc.
Die Z&hlung der Residuen folgt nun aus dem vorigen Lemma F4J.

dz = oo fiurallen > 1 (B208).

dz =0 als Cauchy—Hauptwert.
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Aufgabe: Berechnen Sie firr u € R das reelle Integral

/oo sin(ux)
= &

(1) In welchem Sinne konvergiert dieses Integral? absolut? uneigentlich?
(2) Warum ist das Integral fur alle v > 0 gleich? Substitution s = uz!

dz = 7sign(u).

Losung: Flr « > 0 kdnnen wir den Residuensatz anwenden:

0 giuz e ) iuz . iu 0 ILZ
dz = wires =mires |z 14+ =20 — — 21 +.

Jow T Bk 2=0| z 2=0 1! 2!
Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale

L o0 <1 a1
) dr =0 und / de:ﬂ.
o T

/ > cos(ux
o T

Fir u < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fir « = 0 ist alles klar.
© Der Residuensatz ist ein allgemeines und machtiges Werkzeug.

= 7i.

/\ Die Spaltfunktion si(x) = sin(z)/z ist zwar stetig und somit Gber
jedem endlichen Intervall [a, b] C R integrierbar [B149], aber sie ist nicht
elementar integrierbar, d.h. ihre Stammfunktion Si(z) ist nicht elementar.

/\ Die Integranden sind nicht absolut integrierbar , das heift:

/ ‘cosx‘d / ‘bmx’d

© Das Integral f sin(x)/x dz existiert nur uneigentlich, das heif3t
0 . b
lim / sinz dzr = lim / e dx = E‘
a——o00 [, T b—oo Jp—g T 2
Das Integral [*_cos(x)/x dx existiert sogar nur als Cauchy—Hauptwert:

. U cos . " cosz
lim dr = —oc0, lim dz = +o0,
r—00 —r T T—00 1/,’, xT

—1/r ) r
lim {/ cosxdx+/ cosz ] _o.
r—=oo | J_, x iyr T

Letzteres ist klar, da der Integrand cos(z)/« eine ungerade Funktion ist.
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Aufgabe: Berechnen Sie fiir a,b > 0 das reelle Integral
r+0o0 1

[ wrowm

Lésung: Der Integrand f(2) = 1/(2% + a?)(2% + %) hat Pole in Lai, +bi.

© Das reelle Integrale wird bestimmt durch die komplexen Polstellen!

Erster Fall: a # b, also einfache Pole. Die Residuen sind dann

dz.

Res . . . 1 1
res(f) = lim [(= — ai) f(2)] = Jim Cra)(Z+8) ~ 200 —a?)
Res 1. . . 1 1
= 1 —b =1 =
res(f) 5 zféi(z ‘)f(z)] 25 2t a?)(z+bi)  (a? — b2)2bi
Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:
oo
Res .
/_oo fl@)dz = ZTI'IZIIH(S)>U r(ses(f)
27i n 27i 7(a —b) T
T 2ai(b? —a?) ' 2bi(a® —b2)  ab(a®? —b2)  ab(a+b)

Im Falle a = b erwarten wir dasselbe, rechnen’s aber ausflihrlich nach:
Zweiter Fall: a = b, also zweifache Pole in +ai. Das Residuum ist dann

Res 1. d 2 _ d 1
) £ i -] = o]
b 2 - =2 _ 1
e zra)d | (2a)}  dddi
Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:
[Tiwar = m Y et = omp = o
o x x = 1 I‘SS = 4Tl 40,31 = 20,3

Im(s)>0
© Stetigkeit! Der zweite Fall o = b folgt aus dem ersten Fall a # b:
Dank Satz D3D durfen wir den Grenzwert lim,,_,, unters Integral ziehen.
Zusammenfassend erhalten wir fiir alle a, b > 0 die Gleichung

1
/,m i@+ ©

"+00 T

ab(a+b)’
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Residuen der rationalen Funktion

1
fz) = Arq
Losung: Der Nenner hat in +1 =+ i vier einfache Nullstellen:
1

f(z) =

(z—=1-Dz-1+)(z+1-i)(z+1+1i)
Erinnerung [F230%: 2! + 4 = 0 heiBt z* = 4e™ 275 fiir k = 0,1,2,3,.. .,
Wurzel z = /2 e(m+2mk)/4 also » € {+1 + i}. Machen Sie eine Skizze!
Fur f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt ress(p/q) = p(s)/q'(s):

Aufgabe: (2) Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

o0 (2711
/ coz(zw) d
Jooo P+ 4

Lésung: Auf den Fall v > 0 wenden wir den Residuensatz an:

~00
/ Z 1‘eS< )
v Im(s )>0 °
o141
o -
71'1{ 16

i . 1u( 14i)
6
g [(1 _ 1) e—u+iu 4 (1 + 1) e—u—iu}

iux iuz
e Res . €
1 dr = 27 -
4+ 4 Fax zt+4

1u(1+1) +

. ry Res 1 _ 1 — 1+i . (f) — I i m 2\ o= UHu T o s
(ffii)(f) Fip Hlfllﬁ{zlzfi] T 8(—1+1) 6 ()W) 16 = ZRe[(l_l)e ] = 1° (cos u + sinw)
res () < lim [ 1 ] 1 1-i res (/) 1+1 Far u < 0 ist das Integral dasselbe. Zusammengefasst erhalten wir:
> = el e VA T es —-
(—1+i) i 14| 423 8(+1+1) 16 (—1—i) 16 /00 cos(ux) o L (cosful + sinful)
r = — COS |U fs L
Diese Vorbereitung nutzen wir flr die folgende Integration. —o 44 4
Integrale Uber die reelle Halbachse Edtutoning Integrale Uber die reelle Halbachse Edtutoning

Satz F4L: Integrale Uber die reelle Halbachse

Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, g € C[z] und degq > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R>(, gekirzt also ¢(z) # 0 fir alle z € R>.
Dann gelten folgende Formeln fir Integrale Uber die reelle Halbachse:

[aase =% fronec]
' 1
f( ) In(z) da ——22 7ﬁozess[f( )In(z —7r1/ f(z)dz

Wir werden diesen Satz anschlieBend als Ubungsaufgabe beweisen.
Zuvor betrachten wir einfache Anwendungsbeispiele zur lllustration.

Aufgabe: Berechnen Sie folgende Integrale. Ist der Satz anwendbar?
> 1 * 1 > 1 "
W [ e [ e © [ e @ f

Losung: (1) Das erste Integral kdnnen wir elementar berechnen:

00

—d
P

. * 1 00
2mi . / dz = |ln(z +1) = lim In(z+1) —In(1) = oo
/ fl@)z*de = 1= o2ria Zs¢0 res {f(z) z(’} filro<a<1 20 T +1 [ ]’r:(] =00
] ] o o /\ Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier nicht erfillt,
Hierbei nutzen wir fiir jede komplexe Zahl > = 7 ¢'¥ mit 0 < r < oo denn der Integrand f(z) = 1/(z + 1) fallt nicht schnell genug ab.
und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In 2 := Inr + ip. /A Das Residuum gibt hier sicher nicht die richtige Antwort!
Auf C \ R>q entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2wm.
Fir a € R setzen wir 2% := e*12 Auf R sind das die iblichen reellen res {ln(z)} — lim In(z) = 7i
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu Rx. =1|z+1 =1
Integrale Uber die reelle Halbachse Edauone Integrale Uber die reelle Halbachse Edautoneg

(2) Auch das zweite Integral kénnen wir noch elementar berechnen:
1— lim

o 1 —1 7
/z:0 (z+1)2 do = [:c+1]z:0 z=00 1 + 1
© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfilllt.
Das Residuum gibt hier tatsachlich die richtige Antwort:

res [M} _

z=—1 (Z + 1)2

(3) Auch das dritte Integral kénnen wir noch elementar berechnen:
© 1 ™

/ o2+ 1 2

© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfiilit. Die Residuen

1

lim 11 In(z)

z——1dz

de = [arctan(l')ro: =

0=

lim arctan(x) —
T—00

(4) Das vierte Integral kénnen wir nicht mehr elementar berechnen.
Wir nutzen deshalb Satz F4L. Alle Voraussetzungen sind hier erfiillt:

Esist 23 + 1 = (2 + 21)(z — 22)(2 — z3) mit den drei Nullstellen

n=—l=e", zp=etB= 71-"_1\/? 23 = ™0/3 = 1_1\/57
2 2
1
In(z1) = =i, In(z2) = i 3 In(z3) = i 3
Die Residuen der Funktion F(z) = f(z) In(z) sind demnach
res l‘n(z) = lim _In(x) = lim 111(,?) = ln(z‘k)7 also
2=z | 23 + 1 22 %(23 +1) 2z, 322 322
i L V3= } . B(V3+1)
rgs(F) =73 rze;s(F) =75 IZS(F) =T

© Dank Satz F4L erhalten wir den Wert des gesuchten Integrals:

/°° de 273
=0 1+(L’3 a 9

der beiden Polstellen z; = +i und 2 = —i geben die richtige Antwort:
res IIH(Z) = lim & = lim M = M, also
z=z, | 22 + 1 zovzk %(22 +1) 2oz, 22 22
In(2) _7ri~1/2 1 [ In(z) ] @i-3/2 3
zre+lL2 + 1} % T4 SN2y T o w
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Der Residuensatz fir Kompakta

Sei Q2 C C offen. Der Weg v : [a, b] — (2 sei stlickweise stetig diff’bar.
Das komplexe Wegintegral einer stetigen Funktion f:C D Q — Cist

b
/f(z) dz = ) f(y(@#)~'(t)dt. Merkregel: z = y(t), dz = +/(t)dt
y =a

Eine komplexe Funktion f = u +iv: C 2 Q — C heif3t holomorph,
wenn sie auf ganz Q komplex differenzierbar ist und f’: Q — C stetig.

< Cauchy-Riemann-Gleichungen 9,u = d,v und 9,v = —0yu.
< Die Strémung f = (u, —v):R? D Q — R? erfiillt div f = rot f = 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zp, p) C © gleicht f einer Potenzreihe:
fz) = ar(z— =) mit ! _fO__
k=0

ap = — d
"7 omi 9B(z0) (€ — 20)FH1 ¢

< Auf jedem Kreisring K (29,0, p) C § gleicht f einer Laurent-Reihe:

d . 1
f(z) = Z ap(z — 20)* mit ay ::%/‘)B( )%dﬁ

k=—o00

Der Koeffizient res;, (f) := a—1 heiBt das Residuum von f in z,.

Wir nutzen den Satz von Green / GauB in der komplexen Ebene C = R2.
Fur holomorphe Funktionen erhalten wir so den Residuensatz F4D:
Sei Q) C Coffenund f: 2~ S — C holomorph auf Q bis auf

eine Menge S isolierter Singularitdten. Sei D C O kompakt

mit stiickweise glattem Rand, wobei 9D N S = (). Dann gilt

f(z)dz = 27riz .

oD s

Drgs(f).

Das Residuum von f: K (s,0, p) — C im Punkt s ist definiert durch

r?s(f) = !

B Tm OB(s,r)

f(z)dz furo<r<p.

Ist s eine hochstens n-fache Polstelle von f, so gilt
) 1 d \n-1 "
rss(f) - l;n{ (n—1)! <$> [(z =) f(z)]
Fir f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt ress(p/q) = p(s)/q'(s).
© Damit lassen sich Residuen in Polstellen meist leicht berechnen.
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(1) Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(x,y) eine rationale Funktion mit Nenner
Q(cost,sint) # 0 fur alle t € R. Dann ergibt die Weierstra—Substitution

1 24zt z—271
1= or( )

eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 9B(0,1), und es gilt

27
R(cost,sint)dt :/ f(z)dz = 27 res
-/t=0 ( ) AB(0,1) ( ) ZsEB(O,l) s

()

(2) Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R
seien hochstens einfach. Fur deg(gq) > deg(p) + 2 und w > 0 gilt dann:

+o00
f(z) e dz = 2ni Z res [f(z) emz] + 7 Z res [f(z)ei“z}

Im(s)>0 - Im(s)=0

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0.

(3) Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, g € C[z] und degq > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R>, gekirzt also g(z) # 0 fir alle z € R>.
Dann gelten folgende Formeln fir Integrale Uber die reelle Halbachse:

/:o f@de  ==3 ] e () n(2)]
:Oo f(@)In(z)de = _% Zs#o es [f(z) ln(z)2] — i /z:] f(z)dz

27i

&
oo
g L _ . a 3
/Zzoj(x) 2de = 1= o2ma ZS#] res {f(z) Z ] firo<a<1

Hierbei nutzen wir flir jede komplexe Zahl z = re'¥ mit 0 < r < co
und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In z := Inr + ip.
Auf C \ Rxq entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2m.

Fir o € R setzen wir 2* := e*!#. Auf R+ sind das die (iblichen reellen
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu R~.
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Aufgabe: Die folgende Rechnung beweist 0 = 1. Wo stecken Fehler?

CQTrik

Far alle k € Z qilt: =1

eka+1

Multiplikation von (1) mit e =e

Einsetzen von (2) in (1) (e%ikﬂ)%ik 1

: I
Potenzgesetz (e")* = e** e dmi ki ramik

Potenzgesetz ¢“1* = v - ¢*
21.2
67477 k

Anwendung von (1) =1

0 =1

RN

2)
3)
4)
o4k | 2wk _ (5)
(6)
(7)

Grenzwert fir &k — oo

A\ Das ist eine lehrreiche Ubung, bitte versuchen Sie zuerst selbst, den Fehler einzugrenzen!
Die Gleichungen (1) und (2) sind tatsichlich giiltig, auch (3) 1* = 1 scheint noch in Ordnung,
obschon die Bedeutung von a” fiir a, z € C unklar ist. Die letzte Gleichung (7) ist offensichtlich
falsch, ebenso (6), (5), (4). Die Implikationen (4) = (5) = (6) = (7) sind alle einwandfrei,

sie starten leider bei einer falschen Aussage (4). Der einzige Fehler liegt also bei (3) = (4).

In C sind Logarithmen und Potenzen nicht eindeutig, daher ist extreme Vorsicht geboten!

Aufgabe: (1) Es gilt 1* = 1 fir alle z € R, also wohl auch fiir alle z € C.
Aus ™ =1 folgt 1 = 1! = (e?™)! = 2™ = ¢727 % 0.002 < 1. Fehler?
(2) Fiir a € C und n € N definieren wir a” := 1 und rekursiv a"*! := a" - a.
Fir a € C* setzen wir a=™ = 1/a™. Welche Potenzgesetze gelten hier?

(8) Fir a € Ry und z € R sei a* := e*!@ Welche Regeln gelten?
(4) Fir a € Rog und z € C sei a* := e*!", Welche Regeln gelten?
(5) Ist a* := e*!™@ gine brauchbare Definition fiir alle a, z € C?

A\ Die Potenzgesetze lassen sich nicht naiv von R auf C fortsetzen! Vielleicht empfinden Sie die
Redlichkeit und Sorgfalt als iibertrieben, die ich fiir komplexe Logarithmen und Wurzeln
aufwende. Die drastischen Beispiele sollen Sie gegen gefihrliche Sorglosigkeit impfen.

(2) Fiira € (C*,-,1) und z € Z gelten alle iiblichen Potenzgesetze:

oVt = g¥ . o, ot

1°=1, (ab)®=a%b, =1,
Allgemeiner als (R*, -, 1) und (C*, -, 1) gilt dies fiir jede kommutative Gruppe (G, -, 1).

(3) Auch fiira € (R>o,-,1) und z € R gelten alle sechs Potenzgesetze. (So sind Sie’s gewohnt.)
(4) Fiir a € R und z € C gelten diese Regeln bis auf die letzte! Als Gegenbeispiel siehe (1).

(5) Nein, denn fiir @ € C sind In a und somit *' * nicht eindeutig! Als Gegenbeispiel siche (1).
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Satz F5A: Existenz von Logarithmusfunktionen
Fur jedes Gebiet 2 C C* sind &quivalent:
1 Auf Q existiert eine Logarithmusfunktion f:Q — C.
2 Auf Q hat 1/z eine Stammfunktion g: Q — C, ¢/'(2) = 1/=.

3 Esgilt § 1/zdz = 0 fir jeden geschlossenen Weg v in €.
Das hei%t, der Nullpunkt wird von Wegen in Q nicht umlaufen.

Aufgabe: Beweisen Sie sorgfiltig die Aquivalenzen (1) < (2) < (3).
Das ist das zentrale Beispiel fir das ebene Potentialproblem.
Losung: (1) = (2): Wir zeigen f’(z) = 1/z mit der Definition F2A.
Sei z, — z eine konvergente Folge in Q. Fir die Bildfolge w,, = f(z,)
und w = f(z) gilt dann w,, — w dank Stetigkeit von f. Hieraus folgt:

3 _ . W AWn -1 1

f(z) f(zn) _ W — Wnp _ |:C € :| N [ew} _ l

Z—Zn ew — eWn wW — Wy z

Somitist f fur alle z € Q differenzierbar mit Ableitung f'(z) = 1/=.
Da somit auch f’ stetig ist, ist f holomorph geméan Definition F2C.

(2) = (1): Dank Produktregel gilt [ze 9] = [1 - z¢/(2)] e 9%) = 0.
Demnach ist ze9(2) £ 0 konstant, also ze~9(*) = ¢¢ fiir ein ¢ € C.
Somitist f(z) = g(z) + ¢ eine Logarithmusfunktion, wie behauptet.

(2) = (3): Sei v:[a, b] — Q ein geschlossener Weg, also y(a) = v(b).

Dank HDI verschwindet das Wegintegral §. 1/2dz = [g(z)m?) =0.

(3) = (2): Wir fixieren einen Basispunkt zo € Q. Zu jedem Punkt z € Q
existiert ein Weg «: [0, 1] — Q von «(0) = 2y nach (1) = z, da wir Q2 als
zusammenhangend voraussetzen. Wir definieren nun g(z) := [ 1/zdz.
Wegen ¢ 1/zdz = 0 ist dies wohldefiniert, das heiBt: g(z) hangt nur von
z ab und nicht von der willkiirlichen Wahl des Integrationsweges «. Dank
HDI gilt dann ¢’(z) = 1/z. (Cauchy—Riemann, analog zu H2A.)

Beispiel: Den Hauptzweig Ing : C \ R<g — C des Logarithmus erhalten
wir durch Ing(z) = f[1 . 1/zdz. Hierzu wahlen wir den direkten Weg [1,z]
von 1 nach z; jeder andere Weg in C \ R« ergibt dasselbe.

Fur den Zweig In,- : C \ R>o — C gilt ebenso In,(z) = i + f[—l,z] 1/zd=.
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Aufgabe: (1) Ist f(z) = 1/z holomorph? (2) Ist g(z) = 1/z holomorph?
(8) Fir welche Konstanten a € R ist die Funktion 4 : C* — C mit

. z Y
h =5 ———— holomorph?
(z +1iy) 22 tarey %) p
.. i . 1 -y T .y
Loésung: (1) Es gilt f(2) = ey B S +ti oyl

=wv(z,y)

Diese sind erflllt:

= u(z,y)

Wir prifen die Cauchy—Riemann—Gleichungen. ..

gy —THY gu_ 2T

z (laz_i_yQ)z7 z (x2+y2)2’
—9 _ 2 2

dyu — 22 o= —2 1V
(22 4 y2)2 (22 + y2)2

Alternativ & kirzer: f(z) = 1/z ist eine Laurent—Reihe, also holomorph.
(2) Fur g(z) = u(z,y) — iv(x,y) hingegen gilt Cauchy—Riemann nicht!

(3) Fur h(z) = u(z,y) — iav(z,y) gilt Cauchy—Riemann nur bei a = —1!
© Die Cauchy—Riemann—Gleichungen F2E sind bequem und hilfreich.

Aufgabe: Wir untersuchen f:C — C und g: Cre~o — C gegeben durch

. o - 1 .
fz +iy) = 23y + i3, gl +1iy) = 5 In(z® +¢°) + iarctan(y).
z

(
(1) In welchen Punkten (z,y) sind f, g partiell differenzierbar?
(2) In welchen Punkten (z,y) sind f, g komplex differenzierbar?
(3) Begriinden oder widerlegen Sie: g ist holomorph mit ¢'(z) = 1/>.
Losung: (1) Die Funktionen f, g sind Uberall stetig partiell diff’bar:

Buf(z,y) = 3xy® + 2ixy?, Oy f(z,y) = 223y + 3iz*y?,

61.‘](3371/) = ayg(xal/) =

x ] Y ) x

(2) Fur f ist Cauchy—Riemann aquivalent zu 2xy* = —2z3y, also
xy(y? + x%) = 0. Das ist nur auf den Achsen = = 0 und y = 0 erfilllt.
Die Funktion g erflllt die Cauchy—Riemann—Gleichungen Uberall,

ist also komplex differenzierbar, und somit holomorph auf Cge~.

(3) Diese Rechnungen zeigen: g ist holomorph mit ¢’(z) = 1/.

© Wie in Satz F2m ist g der Hauptzweig des Logarithmus auf Creso.
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Zur Erinnerung: Der Laplace-Operator in der Ebene ist A = 92 + 82
Eine C?—Funktion u:R? D Q — R heiBt harmonisch, wenn Au = 0 gllt

Aufgabe: (1) Ist f: C D 2 — C holomorph, dann sind Realteil © = Re f
und Imaginérteil v = Im f harmonisch. Prominente Beispiele sind:

e’cosy, e"siny, loglz|, arctan(y/x).
(2) Kann h: Cgeso — C holomorph sein mit h(z + iy) = 2% + iv(x, y)?
Lésung: (1) Jede holomorphe Funktion f ist beliebig oft diff’bar (F3E),
somit auch u, v. Wir kdnnen den Satz von Schwarz (D4A) anwenden.
Dank Cauchy—Riemann-Gleichungen 0,u = d,v und 9,u = —0,v gilt
Au = 0,0;u + 0y0yu = +0,0,v — 0,0,v = 0,
Av = 0,0,v + 0y0yv = —0,0yu + 0yO,u = 0.
(2) Nach (1) musste u(x,y) = z* harmonisch sein, ist sie aber nicht:
O™ = 0,(e*™%) = ™% (g/x+Inzx) = 2*(1 +Inz),
2 x” 0:(2"(1+Inx)) = "((1+ Inz)®+1/2) = Au.

Daher gilt Au # 0, z.B. fiir z = 1. Also kann h nicht holomorph sein!

Aufgabe: Sei f:C — C:z — |z|. Berechnen Sie die Wegintegrale
(1 [, f(2) dz auf direktem Wege « von 1 nach —1 auf der z-Achse,
2) [, f(2)dz von 1 nach —1 aber Uber den oberen Halbkreis 5.

(3) Kann demnach die Funktion f holomorph sein?

Losung: (1) Fir a: [-1,1] — C mit a(¢) = —t gilt &/(¢) = —1 und somit

/f(z)dz:/1 \t\-(fl)dtﬂ/: —tdr =[] =1

(2) Fir 8:[0, 7] — C mit B(¢) = e gilt f(8(t)) = |B(t)| = 1 und somit

/f dszolm = [sw] =2

(3) Der Weg o umgekehrt orientiert und 5 parametrisieren den Rand
des Halbkreises. Wére f holomorph, dann folgte dank Residuensatz

/ﬁ f) s [ foyas =

© Dieses Integralkriterium ist sogar dquivalent zur Holomorphie (F58).

F529

Fresnel-Integrale Ubung

F530

Fresnel-Integrale Ubung

Aufgabe: Ziel der Aufgabe ist die Berechnung der Fresnel-Integrale:

A0 AR i UL
\K\/VM RARARURARTLALELL

AR el LT
VAR RN

Bislang konnten wir nur die Konvergenz sicherstellen. Immerhin!
Mit komplexer Integration kdnnen wir nun den Grenzwert ausrechnen:
(1) Wiederholen Sie die Berechnung des Integrals [~ e dg.

2) Gilt [, e dz = fﬂ e dz + f e~ dz fiir die Integrationswege
a,B,7:10,7] = C mit a(t) —f(1+1) B(t) =t, ~(t) =r+1it?

(3) Gilt fW e=*" dz — 0 fir r — 0o? Finden Sie eine Abschatzung.

(4) Folgern Sie hieraus den Wert der beiden Fresnel-Integrale.

(1) Aus Kapitel C kennen wir das GauBBsche Integral (Satz C2G):

o0
/ e dz = /7, e dz = i
R =0 2
(2) Wir betrachten die angegebenen Integrationswege «, 3, ~:
Y
a7
¥
D
X
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(2) Die Wege £, v und (umgekehrt) o umlaufen das Dreieck D C C.
Da f auf ganz D holomorph ist, folgt [}, f(z) dz = 0, ausgeschrieben:

/cfz2 dz = / e dz +/c’z2 dz
a B ¥

Dies folgt aus Cauchys Integralsatz F3A, oder ebenso aus dem noch
allgemeineren Residuensatz F4D, da f keine Singularitaten hat.

(3) Fr » — oo wollen wir die Konvergenz fv e dz — 0 zeigen:

/' e dz /T o (rHit)? dt' /T |et27r2—2itr| dt
v Jt=0 Jt=0

IN

v N
= / A < / e at
Jt=0 Jt=0
etr—r2 " 1—e 1
= = < - =0
L r r

© Das Integral entlang  fallt schlieBlich nicht mehr ins Gewicht.

(4) Fiir r — oo wissen wir [, e=*" dz = /7/2 dank (1).
Dank (3) gilt [, e dz — 0. Mit (2) folgt [, e=** dz — y/7/2.
Ausgeschrieben bedeutet das:

) T " \/57‘ .
/ e dz = / c’mz(l +i)dt = LR - g
« t=0 \/i
Wir substituieren hier ¢ = z/+v/2 und dt = dz/v/2.

Fir r — oo erhalten wir folgenden Grenzwert:
e dy = / cos(z?) — isin(z?) dz = L2
T

o0
/L 0 2=0 2 V2

Der Vergleich der Real- und Imaginarteile ergibt:

oo 00 1
/ cos(a?) da = / sin(z?) de = = T
=0 =0 2 2

© Eine geschickte Wahl des Integrationsweges wirkt Wunder.
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Aufgabe: (1) Die folgenden Funktionen h;: C . S — C sind holomorph
bis auf isolierte Singularitdten. Bestimmen Sie jeweils alle Residuen:

z z

@ Mm@ = ® b= G
e™* S .

© ()= @ ha(z) = S57 firkeN.

Das ist die Hauptarbeit dieser Aufgabe. Sie sollen Residuen verstehen
und die Werkzeuge zu ihrer Berechnung mdglichst effizient einsetzen.
Im zweiten Teil nutzen Sie die Residuen zur Berechnung von Integralen:
Sei 71 der positiv orientierte Rand des Rechtecks mit Ecken +3 + § und
~2 der Rand der Kreisscheibe B(—1/2,1). Bestimmen Sie die Integrale

@) /

7

2m 1
oy
=0 (4cost+5)

In welchem Sinne konvergiert das letzte Integral? absolut? uneigentlich?

hi(z)dz fori=1,2,3,4undj=1,2,

00 IQ

dt und (4)/ —dux.

4
ozt —1

Losung: (1) Wir berechnen zun&chst die Residuen mit F4B bzw. F4c.

22

oI D)GE0E 1 hat einfache Pole:

(a) Die Funktion h;(z) =

2 22

hy = li : I
reshp = iim —w—————— = l1lm —5 = —
z0 z2—20 E(24 — 1) 2z0 423 4zp

flr zg = +1, +i, also

h +1 h L h i h +i
resh; = +— resh; = —— reshy = —— resh; = +—
it e 4’ e 4’ M 4

e
(b) Fir hy faktorisieren wir den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman
222 4+ 524+2=2(242)(z + 1)2).

Die Funktion hy(z) = -

102+ 272z 1o atin

—2, —1/> doppelte Pole:

4z+3)2—2-8(z+ 1)) 5

= lim =

i, 5 i )

le2b ho = hm

=2 (4(z + 1/2)2)2 To7

. z 4z +2)%—2-8(2+2) 5

sSho = | ——2 | = 1 -4+
r,e; "2 ziril% dz {4(2-1—2)2} zauilé (4(z + ) )2 +27
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(c) Wir untersuchen die Funktion

eﬂz
422 — 4245

Wir faktorisieren den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman

422 —de+5 =4z — (12 +1)][z - (12— 1)].

hg(Z) =

Fur die einfachen Pole 1/2 + i berechnen wir die Residuen vermége

ez ™20

res hy = lim = fir zo = 1/2 £ 1, alternativ
z0 z2—20 (—(422 4z + 5) 829 — 4

N | e o™ (3H) _ /2 jem/2
res hg = lim — = - ~ = — =+ s
1+ ’ slyidlz— (L2 —1)]  4(l+i-1lp+i) 8i 8

Tz em(3-1) _ /2 iem/2

res h lim = = —
T A - (k)] 40k -i-1k-1) s 8

(d) Wir untersuchen die Funktion h4(z) = cos(z)/2"*! fiir k € N.
Die einzige Polstelle von hy ist zy = 0; sie hat die Ordnung & + 1.
Satz F4c fir die Residuen mehrfacher Polstellen ergibt dann

LdNkT _ 0
reghaz) = lim () [ ha(a)] = Cu

falls k£ ungerade,
falls £ = 2¢ gerade.

© Die Ableitungen sind zu unserem Gliick hier sehr {ibersichtlich.

Alternativ entwickeln wir h4 in eine Laurent—Reihe um zo = 0:
i
= (20)!
Das Residuum ist dann der Koeffizient vor >~ also
{0 falls k ungerade,

% falls k = 2¢ gerade.

20—k—1

ha(z) =

et =

© Die Reihenentwicklung ist zu unserem Gliick hier sehr libersichtlich.
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(2) Dank Residuensatz F4D miissen wir zur Berechnung der Integrale
nur die Residuen aufsummieren, die im Rechteck bzw. im Kreis liegen.

Im

Die Pole innerhalb des Rechtecks sind: 0 und —3 und £1.
Die Pole innerhalb des Kreises sind: 0 und —1 und —1.
Dank Residuensatz F4D erhalten wir schlieBlich die acht Integrale

//1 hi(z)dz

= 27 {res hy + res hl} =0,
+1 -1
=2mi|reshy| = 27r1,

. 10 .
ha(z)dz = 27i {reb h2:| = 37,

1/

/
/M h3(z)dz:/w ha(z) dz —o,
=
/Y 1

Soar furk =2¢,
ha(z)dz = 2mi {rcs h4} — e W
0 0 sonst.

© Es genligt jeweils, die Residuen aus Teil (1) zu summieren.
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(3) Gesucht ist das reelle Integral

27 1
/ L
=0 (4cost+5)2

Dies berechnen wir als komplexes Integral mit Hilfe von Satz F4H:
Der Integrand ist R(z,y) = 1/(4z + 5)2 mit & = cost und y = sin .
Wir nutzen die Euler—Formel z = el = cost + isin t und substituieren

. et 4ottt 54 o1 " ot _ it -1
cost = —— = sint = ——— = -
2 2 ’ 2i 2

1 1 . z i ( )
- 5 = —i = —iho(z
iz 2+z1)+5)? (222 + 5z + 2)2 2

f(z) =

Hier ist —1/2 die einzige Polstelle in B(0,1). Dank F4H erhalten wir:

2 1
/t:O (4cost +5)?

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

10
dt:/ f(2)dz = 27i-(—i)res hy = —7
s (2) ( )71/2 2 = &

(4) Gesucht ist das reelle Integral

o] 2
/ fidx.
Lo Tt =1

Dies berechnen wir mit Hilfe des Residuensatzes F4Kk und Teil (1):
1] o

00 .1’2
/—oc $4 -1
-2 1{ i]+ iH+ 1[ 2
it S R 7Y B R 2
© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

/\ Der Integrand ist weder absolut noch uneigentlich integrierbar.
Unter dem Integral verstehen wir daher den Cauchy—Hauptwert:

—1-1/r .’112 1-1/r ’IJZ r ‘,1;2
. / —dr+ / ——dz + / ——dx
o0 \J—r zt—1 Jorppat -1 Jiprp et =1

lim
© Mit dieser VorsichtsmaBnahme gelingt die Rechnung wie erhofft.

dz = 27ires hy + 7i rcfs hy + 7i rels h1
H =
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie das Wegintegral

fOr jeden der folgenden geschlossenen Wege ~; : [a, b] — C.
//';\ VAN 4 D £ o) £
gy i
— {1 i
\/ W 49)

Die markierten Punkte sind die Polstellen des Integranden. Ausfihrlich:

(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung Gber R und tber C
(3) Berechnen Sie alle Polstellen und dort jeweils das Residuum.
Welche Reihenfolge der Rechnungen (1,2,3) scheint Ihnen geschickt?

Losung: Seit diesem Kapitel verfligen wir Giber effiziente Werkzeuge zur
Berechnung von Residuen, daher bietet sich die Reihenfolge (3,2,1) an.
(3) Die Nullstellen von z* — 1 sind die vierten Einheitswurzeln +1, +i.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kdnnen wir Satz F4B nutzen:

o 2] - 2
=20[q(z)]  '(20)
Wir erhalten so bequem und effizient die gesuchten vier Residuen:

1 1

(rff)(f) = A {4,23} =+

R 1 1

(r,e]b)(f) = Am, {42 } T4

1 i

(Ifr)(f) B zh—g%l-l|:423:| =t

. 1 i

0= Jim ] =

© Der Residuenkalkiil gelingt uns leicht dank effizienter Werkzeuge!

Residuen und Partialbriiche o
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(2) Wir zerlegen den Nenner in seine Linearfaktoren iber C:

A l=0E-1)E+1)(z—-i)(z+1)
Alle Faktoren sind einfach. Die Partialbruchzerlegung (kurz PBZ)
der Funktion 1/(z* — 1) hat daher die besonders einfache Form

1 a n b n c d
A-1 z2+1 z2+i

z—1 z—1i

Die Konstanten a, b, ¢, d € C sind hierbei noch zu berechnen, etwa durch

Koeffizientenvergleich, oder bequem und miihelos dank Residuen:
LN SUNRNI SN SR
-1 4z—1) 4A(z+1)  A(z—i) 4(z+1)

Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.

Uber R fassen wir (z —i)(z 4 i) = 22 + 1 zusammen und erhalten:
IS S |
A—1 4(z—-1) 4(z+1) 2(z2+1)
© Der Residuenkalkiil niitzt uns auch bei der Partialbruchzerlegung!

(1) Wir nutzen Residuen (3) bzw. Partialbriiche (2): Fur die Wegintegrale
genlgt es jeweils, die Umlaufe um jede Polstelle zu zahlen! (Satz F4G)

i T )+ ) -
ﬁ 72%Hd22+(1‘fis)(f)+(lf{§)(f) -0
z%?i ﬁd =+ res(f) = res (/) - ;
% 3 mdz = +(1fi%)(f) +r (71)(f) + (ref)(f) + {Eg(f) =0

© Der Residuenkalkill I8st selbst komplizierte Integrale sehr leicht.
Fir Laurent—Polynome berechnen wir Wegintegrale leicht direkt (F1B);
dank Linearitét gelingt es hier ebenso flir eine Summe solcher Terme.
Viele Rechnungen lésen Sie so bequem, sicher, routiniert: Sie missen
schlieB3lich nur noch die Umlaufe von ~ zahlen und dabei das Vorzeichen
beachten; wie Ublich l1auft mathematisch positiv gegen den Uhrzeiger.
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von
f(z)

(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung Gber C und Gber R.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral 51 %B(O n f(2) dz firr > Juwl.
(4) Zum Vergleich: Was gilt fir w = 0? Ist das koharent?

nz"1

far w € C \ {0}.

Zn —

Lésung: (1) Die Lésungen von 2" = 1 sind die n-ten Einheitswurzeln
zp = Ch =R/ flir k= 0,1, ..
Die Lésungen von 2" = w" sind somit z;, = (f; wflirk=0,1,...,n— 1.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kdnnen wir Satz F4B nutzen:
s [2)] - 2
==lq(z)] ¢ (20)
Wir erhalten so bequem und effizient die Residuen:

nzn—1 nzt—1
L” —w"} {717” 1} =1

= lim

z—rzk

res
z=2zk

.,n — 1. (Machen Sie sich eine Skizze!)

(2) Wir zerlegen den Nenner in Linearfaktoren: 2" — w” = [1Zg 2 —
Alle Faktoren sind einfach, die PBZ hat die besonders einfache Form

U'

nz"1 o ¢ c Cn_1
w2 —w — Cuw - Cw 2= hw
Die Konstanten erhalten wir mihelos dank Residuen, namlich ¢, = 1.
nz"1 1 1 1 1
z"—w”:z—er —anJr - Cw z— (P w

Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.
Uber R kombinieren wir je zwei komplex Konjugierte, wobei w € R:

1 1 2z —2cos(2mk/n)w
z—Cifw 22 —2cos(2mk/n)zw + w?

(3) Fur r > |w| gilt 5L 9903(0,r) flz)dz =312, 1cqzk( ) = n, sieche F3D.
(4) Fur w = 0 finden wir direkt f(z) =n/z und % %3(0,7») f(z)dz =n.

Anschaulich: Alle n Polstellen fusionieren, die Residuen addieren sich.
Stetigkeit: Dank Satz D3¢ durfen wir lim,,_,o unters Integral ziehen.

firo <k <n/2

_Ck
2 — Crw
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von

62° e* 1

62°
m7 f3(2) =

28 +1

_ cos(mz)

hiz) = sin(rz)

, falz) = fa(2)

sin(rz)’

(2) Bestimmen Sie — soweit méglich — die Partialbruchzerlegung von f;.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral 4’53(0,4) fr(2) dz und ganz allgemein

dz fur jedes Kompaktum D C C mit stlickweise glattem Rand.

ﬁg)p Te(2)

Lésung: (1a) Die Nullstellen des Nenners 26 + 1 sind z;, = e™i(2k+1)/6 {3
k=0,1,...
Alle Polstellen sind einfach; dank Satz F4B gilt res.—., [fi(z)] = 1.
(2a) Die Partialbruchzerlegung hat die besonders einfache Form

62° 1 1 1
= +ot :
B+l 22—z z2—12 z— 25
(3a) Es gilt 52 f1(z)dz = #|D N {zo,21,...,25}| wie in Satz F3D.
27 JOD

Fir fa(z) =

= fi1(z)e* gelten die Rechnungen entsprechend angepasst.

,5, kartesisch +i und (++/3 +i)/2. Machen Sie eine Skizze!

r

(1c) Die Funktion f3(z) = 1/sin(mz) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F48 gilt res,—, [ f3(2)] = lim,nz[1/ sin(mz)’] = (1) /7.

(1d) Auch f4(z) = cos(wz)/ sin(wz) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F48 gilt res.—nr [ f1(2)] = lim,_pr[cos(nz)/sin(rz)] = 1/m.

(3) Hieraus folgt das Wegintegral ¢, , fx(z) dz wie in Satz F4D / F3D.
(2) Wenn sich f3, fy als Reihen ) _ cn/(z — n) absolut konvergent
darstellen lassen, dann liefert der Residuenkalkil die Koeffizienten:

1 ‘ 22 = (—1)"
ese(mz) = sin(7z) R Z z—n E T L2 —n?
nEZ =1
cos(mz) . 1 27 1
t == = — Z = — > E—
cot(mz) sin(rz) TEgEon T2 w i 22 —n?

Nun missen wir noch umgekehrt die vermuteten Formeln nachprifen:
© Fir jedes z € C \ Z sind die Reihen rechts absolut konvergent,
denn fir n — oo gilt 1/(n? — 22) ~ 1/n2, und wir wissen > 1/n2 < cc.
© Die Grenzwerte dieser Reihen sind tatséchlich csc(mz) bzw. cot(7z).
Diese Rechnung erfordert etwas Sorgfalt und wird in ausgefihrt.
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(1777-1853) (1819-1903) Geometrie auf gekrimmten Flachen
Halbversion . michael-eisermann.de/lehre/HM3 . 26.02.2025
. : c q g G . - . . . G
Klassische Anwendung: archimedisches Prinzip Ma\uberdﬁ'k Erinnerung: Integralsatze in Dimension 1 und 2 Operdick

Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft eines Korpers K
gleicht dem Gewicht go vols(K') des verdrangten Mediums.

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand OK (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdrangt das Fluid). Solche GesetzmiafBigkeiten begegnen

Thnen héufig in Naturwissenschaft und Technik und sind ungemein niitzlich: Es handelt sich um
eine typische Anwendung unserer Integralsitze. Diese wollen wir nun kennen und nutzen lernen!

Archimedes von Syrakus (287-212 v. Chr.) war ein genialer Mathematiker, Physiker, Ingenieur.
Fiir Konig Hieron sollte er priifen, ob dessen Krone aus reinem Gold bestand oder gestreckt war,
ohne sie zu beschidigen! Das archimedische Prinzip soll er beim Bade entdeckt haben. In seiner
Begeisterung sprang er aus dem Wasser und rannte nackt durch Syrakus (yuuvog [gymnos],
‘nackt’, siche Gymnasium). Sein Ausruf gilt bis heute als Sinnbild fiir plétzliche Erkenntnis:
eVpnxa [heurékal, ‘Ich habe es gefunden!”, frei ibersetzt: ‘Verflixt, wo ist mein Handtuch?

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fur jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

b
HDI: ./: f(z)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit: Das Integral liber das
Intervall [a, b] 1&sst sich entlang des Randes dla, b] = {a, b} bestimmen!
Ebenso in der Ebene R? kennen wir bereits zwei solche Integralsatze;
auch hier lassen sich Flachenintegrale durch Randintegrale bestimmen:

Satz von GauB3: / div f(z,y) d(z,y) = / f(s) x ds,
(zy)eD s€0D

Satz von Green: / rot g(z,y) d(z,y) = / g(s)+ds.
J(zy)eD JscoD

Dasselbe gilt sinngeman im Raum R?, allgemein in jeder Dimension.
Hier lassen sich Volumenintegrale durch Randintegrale bestimmen.
Die hierzu nétigen Flachenintegrale erklaren wir in diesem Kapitel.

Integralsétze im Raum: GauB3 und Stokes e
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Integralsatze im Raum: der Satz von Stokes

| Ittty
7
| L=y = f’/,;,/
14 — Z
I enun 2
| pSSESESEEES-o

Sei V C R? kompakt mit stiickweise glatter Randflache S = V.

div f(v)dV = /es?av f(s)+dS

Satz von Gauf3:

veV

Sei S C R? eine stiickw. glatte Flache, orientiert mit Randkurve I' = 95S.

Satz von Stokes: / rot f(s)+dS = f(s)-dl
s€S

sel'=0S

© Dies ist die 3dim. Fortsetzung der 2dim. Satze von Gauf3 & Green.
Die Orientierungen von S und I' sind wie in der Skizze angegeben.

Hierbei sei f:R3 D Q — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Jedem Punkt v € Q wird ein Vektor f(v) € R3 zugeordnet. Dies kénnen
wir uns z.B. als Strémungsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit vorstellen.
Die Integralsétze haben dann folgende anschauliche Bedeutung:

Die Divergenz div f(v) ist die Quelldichte des Feldes f im Punkt v € Q.
Das Volumenintegral [, _,- div f(v) dV misst die Quellstérke von f auf V.
Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randflache S = oV

Die Quellbilanz im Volumen V flieBt liber die Randflache 0V

Die Rotation rot f(s) ist die Wirbeldichte des Feldes f im Punkt s € Q.
Das Flachenintegral [, . rot f(s) dS misst die Zirkulation von f auf S.
Rechts steht das Arbeitsintegral von f l1angs der Randkurve I" = 9S.
Die Rotation auf der Flache S zirkuliert langs der Randkurve 0S.

Es ist recht leicht und sehr hilfreich, eine Anschauung zu entwickeln.
Um zudem die Integralsatze wie oben prazise formulieren zu kénnen,
mussen wir Kurven- und Flachenintegral einflihren und verstehen:
Sie sollen schlieBlich nicht nur anschauen, sondern auch rechnen!

- . G
Kurven- und Flachenintegrale "
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Kurven- und Flachenintegrale

Kurven I' C R? parametrisieren wir (stiickw. C1) durch v:R D [a,b] — T.
Am Punkt s = ~(¢) heftet das infinitesimale Wegelement dT" = +/(¢) d¢.
Kurven- und Arbeitsintegral Uber das Kurvenstiick I" sind dann:

b
[ swlari= [ st) prafaae
sel’ t=a
g b
[ s [ ) vwa
sel’ t=a

J2. Art”

fir (C°) Skalarfelder g:R® D T' — R bzw. Vektorfelder f:R* D T' — R3.
Flachen S C R? parametrisieren wir (stiickw. C') durch ®:R?> > D — S.
Hierbei ist D C R? ein ebenes Kompaktum mit stiickweise glattem Rand.
An s = ®(xz,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (9,® x 0,®) d(=,y).
Flachen- und Flussintegral Uber das Flachenstiick S sind dann:

/' 4(5)]dS] == / o(B(,9) - 0.8, ) x 0,8 ()| d(z, )
s€S (z,y)eD

(s)-dS = / (@) - (:(z,y) x 0,8(x,)) d(z,)
seS (z,y)eD

Ist g:I" — R eine Massendichte (Masse pro Lénge), so ist [, g|dI'| die
Gesamtmasse. Im Spezialfall ¢ = 1 erhalten wir die Gesamtlange ¢(T").
Das Kurvenelement dT" = +/(t) dt interpretieren wir als kleines Wegsttick.
Seine Lange ist |dI'|, und der Vektor dT" liegt im Punkt s tangential an T
Das Skalarprodukt f(s)-dl’ = f(v(t)) -7/ (¢) dt ist der tangentiale Anteil
von f langs der Kurve (,Kraft mal Weg“). Wir integrieren alle Beitrage.

Ist g: S — R eine Massendichte (Masse pro Flache), so ist [ g|dS| die
Gesamtmasse. Im Fall g = 1 erhalten wir den Flacheninhalt voly(S).
Das Flachenelement d.S stellen wir uns als ein kleines Flachenstulck vor.
Sein Flacheninhalt ist |dS|, und der zugehdrige Vektor d.S' steht im Punkt
s senkrecht auf der Flache S. Im Flussintegral ist das Skalarprodukt
f(s) - dS somit der normale Anteil von f senkrecht zur Flache S.

Wozu dient ®? Meist interessiert uns letztlich nur die Flache S C R?,
aber nur Parametrisierungen kdnnen wir differenzieren und integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung @ ist unentbehrliche Rechentechnik;
das Ergebnis ist unabhéngig von der gewéahlten Parametrisierung!
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Einflihrendes Beispiel zum Satz von Stokes Ubung

Aufgabe: Erkldren Sie, warum/wie Green ein Spezialfall von Stokes ist.
Green: Fir S C R? kompakt mit stiickw. glatter Randkurve T = 95 gilt

/SES

Stokes: Diese Gleichung gilt genauso fiir orientierte Flachen S C R3.
Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s)+n(s)|dS| = f(s)+dl.
s€S sel’

Erinnerung: Fir jedes C'—Vektorfeld f:R? D Q — R? definieren wir

01 fi Oaf3 — O3 fo
rot(f)= (0| x [ fo] = |Dsfr—Oifs .
03 f3 O1fa — 02 f1

Die Ebene betten wir ein als R? = R? x {0} C R3 und erhalten demnach
rot(f1, f2,0) = (0,0, 01 f2 — d2f1) und das Flachenelement (0,0, dS).
© Der Satz von Green ist der ebene Spezialfall des Satzes von Stokes.

rot f(s)+-dS = f(s)-dr.
sel

© Der Stokesche Satz (ibertragt den Greenschen Satz von R? auf R?:

Aufgabe: Sei 5 C R? die nérdliche Hemisphare vom Radius  mit
dem Aquator I' = 95 als Randkurve. Berechnen Sie [ rot(f)-dS
und [, f - dI fiir das Vektorfeld f(xz,y,2) = (z —y,z + 2, —x — y).

Lésung: Wir berechnen zunéchst die Rotation des Vektorfeldes

x z2—y 01 fi -2
IR
z —r—y 03 f3 2
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Einflihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
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Die nérdliche Hemisphére ist S = { (z,y,2) | 22 + 32 + 22 =72, 2> 0}.
Diese Flache parametrisieren wir durch Kugelkoordinaten & : D — R3:

T rsin 0 cos ¢
Param . . <f<
s=[y| "="| rsinbsing :q><9>’ D—{<0> 0_9_7r/2}
z rcosf ¥ P

0<p<2m
Wir berechnen die Tangentialvektoren und den Normalenvektor:

rcos @ cos ¢ —rsinfsin r2sin” @ cos
rcosfsing | x rsinfcosy | = [ r2sin®@sing
—rsinf 0 2 sin  cos O

Fir die gesuchte Zirkulation von f auf der Flache .S erhalten wir somit:

[ orseas = [ )EDrotf@w,w»-(%xgg)d<e,¢>
Js P

es
- /7r/‘2
¢ 0=0

HDI

0> 0v

90 " 9

27
/ —2r2sin? 0 cos ¢ + 2r? sin? O sin ¢ + 2r? sin 6 cos 0 dyp df
=0

HDI /2

_ 2

27

/2 ol
47 / sin 6 cos 6 6 47y [7 sin(6’)2]
Bl 0—0 Bl 2

0=0

Einflihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
Die Randkurve I' = 95 ist der Aquator, S = { (z,y,0) | 22 + y*> =12 }.
Diese Kurve parametrisieren wir durch den Weg ~: [0, 27r] — R3 mit

.- (u) <Of> —o (") =20,

Fur das gesuchte Arbeitsintegral 1angs I" erhalten wir somit

27
FOv(®) /() dt

t=0
—rsint

o —rsint

/ rcost . rcost | dt
t=0 \ —pcost —rsint 0

2 . .

/ r?dt = 2w

t=0

© Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Stokes:

/ rot f(s)+dS = f(s)+dll
s€S

sel’

Param

(s)+dl’
sel’

Das Kreuzprodukt von Vektoren im R? !
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Tangentialvektoren und Flachenelemente

w Erinnerung: Das Kreuzprodukt

zweier Vektoren u, v € R? ist
v

Ul V1 UQV3 — U3V
«
ug | X | v2 u3v; —u1v3 | .
u us U3 UV — U207

Der Vektor w = u x v steht senkrecht auf den Vektoren u, v.
Die Orientierung von (u, v, w) entspricht der Rechte-Hand-Regel.

Die Norm |w| ist der Fl&cheninhalt des von den Vektoren « und v
aufgespannten Parallelogramms, also |w| = |u/ - |v] - sin <(u, v).

Daher gilt w = 0 genau dann, wenn « und v linear abhéngig sind, und
umgekehrt w # 0 genau dann, wenn u und v linear unabhangig sind.

Die Abbildung (u,v) — u x v ist antisymmetrisch, v X u = —(u x v),
und bilinear, also u x (av + ') = a(u x v) + b(u x v'), ebenso in .

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §3.10.

Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine stetig diff'bare Abbildung
®:R2D D — S CR5.

5= 0(z,y)
= Tidz €9 Tody

oS

oD

(z.y)
erda <> eady

Am Punkt s = ®(z, y) heften die Tangentialvektoren

o® o
T = a(x,y) und Ty := Fy(%@’)

Der zugehérige Normalenvektor ist das Kreuzprodukt N = T x T5.
Der Flacheninhalt eines kleinen Flachenelements d.S ist daher

voly ([:17, z+da] X [y,y + dy])

g%(fﬂay) X %(ﬂay) dz dy
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Integration Uber parametrisierte Flachenstiicke

Weiterhin sei ®:R?2 D D — S C R? ein parametrisiertes Flachenstiick.
Fir das vektorielle bzw. skalare Flachenelement schreiben wir

a®  9d b  0d
d(z,y).

M%:(55X5§>MLM und 42| =75 % 3y

Der Flacheninhalt des parametrisierten Flachenstiicks ® ist

/ 0P
(z,y)€D

0P
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R* D S — R ist

0P
do| .= (0] T,

0P
%(Iv y) X @(I7y)
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 D S — R? ist

[rre=[ (s@w] g < Gen) i@,

volp(®) := /L))\d(b\ =

d(z,y).

Links steht die bequeme Kurzschreibweise, rechts steht, wie Sie dies
explizit ausrechnen mit dem Flachenelement d® = (0,® x 9,®) d(z,y):
Das Flachenelement d® = n |d®| steht fir ein kleines Flachenstlick;
sein Flacheninhalt ist |d®|, der Vektor n steht senkrecht zur Flache.

So kommen wir, wie oben erklart, von der Geometrie zum Integral.

Einfachstes Beispiel fir ein Flachenintegral ist der Flacheninhalt
Jpld®|: Anschaulich summiert dieses Integral alle Fl&chenelemente.
Aligemein ist das Integral [, g |d®| ein durch g: S — R gewichteter
Flacheninhalt. Wir kdnnen uns g als Massendichte vorstellen (Masse pro
Flache); das Flachenintegral (iber S ergibt so die Gesamtmasse auf S.

Das Flussintegral [}, f - d® misst, wieviel f durch @ flieBt: Der Vektor
d® steht senkrecht zur Flache, somit ist das Skalarprodukt f - d® der

normale Anteil von f senkrecht zur Flache. Sind f und d® parallel, so
multipliziert man die Lange | f| mit |d®|. Im Allgemeinen sind f und d®
nicht parallel; es zahlt dann nur der Anteil von f in Normalenrichtung:

Die oben erklérte Zerlegung d® = n |d®| ergibt f - d® = (f - n) |dD|.
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Volltorus und Torusflache Obung

Aufgabe: Sei 0 < r < R. Wir betrachten den Volltorus V' mit

(R + psinf)cos ¢ 0<p<r
V= (R+psinf)sing | [0<6 <27 ».
pcosf 0<p<2r

(1) Parametrisieren Sie die Torusflache T' = 9V und skizzieren Sie

) (R+rsind)cos ¢ 0<0<9
die Teilflache T’ C T fiir die Werte T < ¢ < 37 und 0 < 0 < Ir. T =9V = (R + rsin6) sin ¢ 0o 2“
(2) Bestimmen Sie den Flacheninhalt vols(T") der Torusflache T rcosf =¢=r

Lésung:

Fir p = 0 erhalten wir die blaue Kreislinie K vom Radius R, und der
Volltorus V besteht aus allen Punkten mit Abstand héchstens r zu K.
© Im Sonderfall R = 0 und » > 0 erhalten wir Kugelkoordinaten.

Die Randflache T = 9V des Volltorus erhalten wir fiir p = r:

G227
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Flacheninhalt der Torusflache

© Im Inneren des Kérpers haben wir drei Freiheitsgrade, hier p, 6, ¢,
auf der Randflache {p = r} entsprechend nur noch zwei, hier 6, ¢.
(2) Parametrisierung ® :R? O D — T C R? in Toruskoordinaten:

( ) _ ((R+rsin9)cosw) :q’(Z)» 5 {(Z)

(R+rsinf)sing
rcosf
© Wir parametrisieren hier die gesamte Torusflache. Wenn die
Problemstellung anderes verlangt, dann passen Sie die Parameter
entsprechend an, etwa = < ¢ < 27 und 0 < # < Zx in obiger Skizze.
Tangentialvektoren, Normalenvektor, Flachenelement:

T
Y
z

0<0<2r
0<p<2rm

0% 7’cos€c95ap 0% 7(R+r:%in0)sincp
— = |rcosfsing |, — = (R+rsinf)cosp =
00 . op
—rsinf 0
R+ rsin®)sinf cos ¢

D ( D [}

20 g r(R 4+ rsinf)sinfsin ¢ %9 g— =7r(R+rsind)
r(R+ rsind) cos 6

Das Flachenelement |d®| = (R + rsin #) misst die durch ® bewirkte
Flachenverzerrung. lhre Berechnung ist hier etwas langlich, aber leicht.

Hiermit berechnen wir den Flacheninhalt:

2 [ el = / o
(0,0)eD

vola(T') %(97 ©) %

27
/ / r(R+rsind)dedé
(H 0 —

HDI

37‘1;(9,@ a0, ¢)

27r/ r(R+ rsind) dé
6=0

HDI

2mr - 27R

© Dies iIIustriert die Guldinsche Flachenregel G2B
fur die Mantelflache M eines Rotationskérpers:

vola(M) = voly (T') - 2w d(T")
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Volumen des Volltorus Obung

Aufgabe: (3) Bestimmen Sie das Volumen vols (V') des Volltorus.
Hierzu missen Sie fir V zunéchst geeignete Koordinaten wahlen.
Hinweis und Prazisierung: Wahlen Sie zunachst Toruskoordinaten.

T
Y
z

Lésung: Parametrisierung @ :R3 D> D — V C R? in Toruskoordinaten:
P
0 0

(R + psinf)cos ¢
()—((R+psin9)sing¢>—¢<>, D—{() }
P P

pcost
Jacobi—Matrix @' und Funktionaldeterminante det ®’:

0<p<r
0<0<2r
0<p<2rm

p

Az, y,z) sinfcosp pcosfcosgp —(R+ psind)sing
@/:ﬁ: sinfsing pcosfsing (R + psind)cosp
(00, ¢) cos @ —psinf 0

det @' = .. / .=p(R+psinf)  (plausibel, rechtshandig)

Diese Determinante misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Rechnen Sie diese Determinante zur Ubung sorgféltig aus.

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

Def

voly(V) = / ld(z,y,2) = / |det | d(p, 6, ¢)
= / / / o (R + psin®d) dpdfdp
CIE 9
HDI / / (R+ psinf)dodp
\ 11 0 J o=
\%J 47r2/ de/)
p=0
2 2. 27R

© Dies illustriert die Guldinsche Volumenregel G28
far den Rauminhalt eines Rotationskérpers K

volg(K) = vola(A) - 27 d(A)
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Volltorus und Torusflache

Die folgenden Rechenregeln sind besonders einfach und h&ufig nitzlich.
Sie sind benannt nach Paul Guldin (1577—1643), waren aber bereits in
der Antike bekannt, etwa Pappos von Alexandria (um 300 n. Chr.).

Satz G2B: Guldinsche Regeln fiir Rotationskdrper

Der Kérper R C R3 entstehe durch Rotation einer ebenen Flache A um
eine disjunkte Achse in derselben Ebene. Fir sein Volumen gilt dann:

\ volz(R) = vola(A) - 27 d(A) \

Hierbei ist vola(A) der Flacheninhalt der rotierten Flache A
und d(A) der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.

Die Mantelflache M = OR hat den Flacheninhalt
‘ voly(M) = voly (T) - 27 d(T). ‘

Hierbei ist vol; (I") die Lange der rotierten Randkurve I = 0A
und d(T") der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.

Aufgabe: Bestimmen Sie mit den Guldinschen Regeln das Volumen
vol3(V') des Volltorus sowie den Flacheninhalt voly(T') der Torusflache.

Lésung: (1) Mit vola(A) = 7r? und d(A) = R gilt
volz(V) = voly(A) - 21 d(A) = nr?

(2) Mit vol, (T') = 277 und d(A)

-2nR = 2n*r’R
= R qilt
voly(T) = voly(T) - 27 d(T) = 277 - 27 R = 47*rR

Sei I' die Kreislinie vom Radius r um (R, 0,0) in der z—z—Ebene.
Diese rotieren wir um die z—Achse und erhalten die Torusflache 7.
Die Kurve I' hat Lange 27 und den Schwerpunkt (R, 0,0).

Somit hat die Torusflache T den Flacheninhalt voly(T) = 47%rR.
Die von T berandete Kreisflaiche A hat den Flacheninhalt 72

Ihr Schwerpunkt ist der Kreismittelpunkt, also ebenfalls (R, 0,0).
Somit hat der Volltorus V den Rauminhalt vol3(V) = 2x%r2R.

© So kann man sich Torusvolumen und Flacheninhalt leicht merken!
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Stiickweise glatte Flachen o

Glatte Flachen sind schén, aber oft zu restriktiv. Typisches Beispiel und
Modell ist die Oberflache eines Quaders Q = [a1, b1] X [ag, ba] X [as, bs].

Die Oberflache eines Quaders.

Dies ist eine stiickweise glatte Fldche S = 0Q C R3,
zusammengesetzt aus sechs regulidren Flichenstiicken.
Sie hat keinen Rand, geschrieben .S = (), und ist
orientierbar durch die nach auen zeigende Normale.

Die Quaderflache ohne Deckel.

Diese Teilfliiche S’ C S lisst sich zusammensetzen aus
fiinf reguldren Flidchenstiicken. Sie ist orientierbar durch
die nach auflen zeigende Normale. Ihre Randkurve

I' = 95’ sind die vier Kanten des oben entstehenden
Rechtecks mit der gezeigten positiven Orientierung.

Rechte-Hand-Regel: Die Orientierung der Flache S definiert
eine zugehdrige positive Orientierung der Randkurve I' = 95S.

Eine Hemisphére.

Die Hemisphire lésst sich als ein regulidres Flichenstiick
parametrisieren, zum Beispiel durch stereographische
Projektion vom Siidpol auf die Aquatorebene.

Die Hemisphiire ist orientierbar durch die nach auflen
zeigende Normale. Sie hat den Aquator als Rand, und die
Rechte-Hand-Regel definiert seine Orientierung.

Die Oberflache einer Kugel.

Die Sphire S lisst sich nicht als ein einziges regulires
Flichenstiick parametrisieren, aber sie lisst sich aus zwei
regulidren Flichenstiicken zusammensetzen, z.B. aus zwei
Hemisphiren. Sie ist orientierbar durch die nach auflen
zeigende Normale. Sie hat keinen Rand, 85 = (.

Dies nennen wir eine ,,geschlossene Fliche:
Die Sphire ist kompakt und ohne Rand.
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Stiickweise glatte Flachen
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Das Mobius—Band ist nicht orientierbar.

Der Mantel eines Zylinders.

Der Zylindermantel ist ein regulires Flichenstiick,
zum Beispiel parametrisiert durch einen Kreisring.
Er ldsst sich ebenso durch zwei Rechtecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Zylindermantel ist orientierbar durch die nach aufien
zeigende Normale. Er hat zwei Kreislinien als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierungen.

Der Mantel eines Kegels.

Der Kegelmantel lisst sich durch zwei Dreiecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Kegelmantel ist orientierbar durch die nach auflen

zeigende Normale. Er hat eine Kreislinie als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierung.

Es gibt auch nicht-orientierbare Fléachen. Hier das einfachste Beispiel:

(34 rsing)cosep

, 0<p<2rm
y in 2 qi =¥ =
M= (3 +rsin %F)sm(p l<r<i
7’COS§

/\ Auf solche Flachen lasst sich der Satz von Stokes nicht anwenden!

Der Integralsatz von Stokes e
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Spezialfall: geschlossene Flachen

Satz G3E: Integralsatz von Stokes

Sei S C R3 eine stiickweise glatte, orientierte Flache. Ihre Randkurve
T' = S ist dann ebenso stiickweise glatt und werde positiv orientiert.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 D S — R3 gilt dann

/es rot f(s)+dS = f(s)-dr.

Jsel’

Die Zerlegung dS = n(s)|dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s)+n(s)|dS| = (s)-dr.
s€S

!
sel’

Beweis: Die Gleichung gilt fiir jedes regulére Flachenstiick S C R? und
folgt aus dem entsprechenden Satz von Green in der Ebene, siehe G1A.
Fur stiickweise glatte Flachen addieren sich die Flachenintegrale. Die
Kurvenintegrale langs innerer Kanten heben sich paarweise auf, da sie
gegenlaufig orientiert sind. Bleibt der positiv orientierte Rand I' = 95.

Beispiel: Ist die Flache S C R3 geschlossen, also 95 = (), so gilt

/ rot f(s)-dS & / f(s)ds "= 0
Js€s e Jseas

© Dies gilt fur die Randflache S = 9V jedes Kompaktums V C R3.

© Integralsétze kénnen Rechnungen dramatisch vereinfachen!

Das Flussintegral links kann beliebig kompliziert sein; rechts beim Randintegral sehen wir das
Ergebnis auf einen Blick! Einfaches Beispiel: Die (dreidim.) Vollkugel K hat als (zweidim.)
Randfliche die Sphire S = 9K Die (zweidim.) Sphire S wiederum hat als (eindim.) Randkurve
die leere Menge, &S = (. Ebenso fiir den Volltorus V' C R und die Torusfliche S = oV,
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Der Integralsatz von Gau3 im Raum

Typisches Beispiel ist ein Quader V' = [a1, b1] X [a2, b2] X [as, b3].
Tnav

L. s — sy

Definition G3F: Kompaktum mit stlickweise glattem Rand
V C R3 heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ V ist kompakt und der Rand 9V ist eine stlickweise glatte Flache.

@ In jedem regularen Punkt s € 9V’ liegt das Innere von V auf der
einen Seite von 9V und das AuBBere von V' auf der anderen Seite.

Der Rand 0V ist positiv orientiert, wenn nyy stets nach auBBen zeigt.

Satz G3aG: Integralsatz von Gau3 im Raum

Sei V C R? kompakt mit stiickweise glatter Randfléche S = 9V,
orientiert durch den von V' nach auBBen weisenden Normalenvektor.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: V — R? gilt dann

/ div f(v)dV = f(s)-dsS.
veV

ses

Die Zerlegung dS = n(s) |dS] ergibt die gleichwertige Formulierung

/ div f(v) dV = / £(s) +n(s) |dS].
veV seS

Links steht das Volumenintegral der Quelldichte div(f) Uber V.

Wie Ublich bezeichnet dV = d(z,v, z) das Volumenelement.
Rechts steht das Flussintegral von f lber die Randflache S = V.
Das Flachenelement dS = (61® x 9;®) d(x,y) sei positiv orientiert:
Der Normalenvektor d.S senkrecht auf 9V zeigt stets aus V heraus.
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie die Auftriebskraft, die auf den Kérper K wirkt.

| -

Folgern Sie daraus den Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft des
Korpers K gleicht dem Gewicht govols(K') des verdréangten Mediums.

0K n

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand OK (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdringt das Fluid). Wir kénnen dies nun exakt berechnen!
Zur Vereinfachung nehmen wir an, die Fliissigkeit habe konstante Dichte o > 0. Die Schwerkraft
wirkt nach unten in negativer z—Richtung, wie in der Skizze angedeutet. Der Korper liege ganz in
der Fliissigkeit; ihre Oberfliiche sei z = 0. Lings des Randes 0K iibt die Fliissigkeit einen Druck
aus. Dieser nimmt linear mit der Tiefe z zu, entsprechend der dariiber liegenden Wassersiule.
Der Absolutbetrag des Drucks in Tiefe z ist demnach | P| = gp|z|. Konkrete Werte sind in
unserem Beispiel owasser = 1000kg/m® und ggrge = 9.81m/s?, somit go = 9810N/m?.

Lésung: In jedem Randpunkt s = (z,y, z) € OK sei n(s) die auBere

Einheitsnormale. Hier herrscht folgender Druck (= Kraft pro Flache):
skalar |P(s)| =golz|, vektoriell P(s) = goz-n(s)

Die Vektoren P und n sind entgegengesetzt; das Vorzeichen steckt im
Faktor z < 0. Dadurch erfahrt der Kérper K die folgende Auftriebskraft:

F= [ Pelasi=ge [ nlas
s€EOK s€EOK

Ihre Komponenten F' = (F,, Fy, F,) berechnen wir mit GauB3:

/(7Kznw|dS\:/0K(§>-n|dS| ((%“'/Kdiv(§>d(1:,y,z):0
/aKzny\dS\:/aK(g>-n|dS| i:‘ /Kdiv(g>d(x,y,z):0

/ znZ\dS\:/ (8>-n|dS| 4%‘1/div(8>d(w,y,z):volg(K)
0K oK \* @ K z
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Das archimedische Prinzip gilt auch fiir Kérper, die nur teilweise in die
Fllssigkeit eintauchen: Es zahlt das eingetauchte Volumen. (Warum?)
Ein Schiff verdrangt Wasser, erhélt dadurch Auftrieb und schwimmt!

Der hier angenommene Druckverlauf gilt bei konstanter Dichte,

in einem inkompressiblen Medium. Er gilt annahernd auch in Luft
(und anderen Gasen) bei nicht allzu groBen Héhenunterschieden.
Er gilt insbesondere fur realistisch groBe Luftschiffe oder Ballone.

SchlieBlich I16ste Archimedes mit Hilfe der Wasserverdrangung das
Problem der Dichtemessung und konnte den Goldschmied des Kénigs
als Betriiger entlarven. Gibt es eine schoénere historische Anwendung
der HMS3 flr Materialwissenschaftler und Luft- und Raumfahrttechniker?

Damit sind wir schlieBlich zum Ausgangsbeispiel zurlickgekehrt:

dem archimedischen Prinzip, das wir nun mathematisch verstehen.

Die Anordnung der Themen gleicht somit einem geschlossenen Weg.
Das Wegintegral (iber dieses Kapitel ist aber nicht Null, denn wir haben
sehr wohl wertvolle Arbeit verrichtet und neue Erkenntnisse gewonnen!

Aufgabe: Wieviel Prozent eines Eisberges liegen unter Wasser?
Speziell fir ggis = 918kg/m? uUnd owasser = 1025kg/m?3? Allgemein?
Wie hangt das Ergebnis von der Form des Eisberges ab?

Lésung: Sei E der Eisberg, unter Wasser liege der Teil U C E.
Wir nehmen Gleichgewicht an, d.h. der Eisberg sinkt oder steigt nicht.
Das Gewicht vol3(E) ggis g gleicht dem Auftrieb vols(U) owasser g- AlSO

vol3(U)  omis

V013 (E) OWasser
Mit anderen Worten, etwa 90% des Eisberges liegen unter Wasser,
nur die verbleibenden 10% sind Uber Wasser sichtbar. Daher der
sprichwdrtliche Ausdruck: ,Wir sehen nur die Spitze des Eisberges.”
Der genaue Wert hangt nur von den Materialkonstanten ab, also der
Massendichte des Eises ggis und des Wassers gwasser- Hingegen ist
die Form des Eisberges unerheblich. Alles ist schén und einfach!
© Der Integralsatz von GauB und somit auch der archimedische Satz
sind auf alle Kérper mit stlickweise glatter Randflache anwendbar!

~ 0.90
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung

Nur wenige, extrem einfache Werkstiicke
haben elementar-geometrische Formen.

© Komplizierte Werkstiicke
kann man triangulieren, das heif3t
naherungsweise darstellen durch &
Ecken, Kanten, Dreiecke und Tetraeder. ™~

© Diese Darstellung ist eine sehr effiziente Datenstruktur und eignet
sich besonders gut zu numerischen Berechnungen auf einem Computer.

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die folgenden Korper:
W = { (z,y,2) eR3 | lz] <1, |yl <1, |2] < 1}
O={(,9,2) €R® | |z + |yl +|2| <2}
K={(2,y,2) €R* | ||, [yl || <1, |&| +|y| + || < 2}
P={(z,9.2) €01} |z+y+2<2}

(2) Bestimmen Sie den Rauminhalt vols(P) des Korpers P.

(3) Bestimmen Sie fiir jede Seite Sy, ..., S7 von P den Fluss

des Vektorfeldes f(x,y,2) = (3z + 1, 12y + 4, 36z + 6 ) durch Sj.

(4) Berechnen und vergleichen Sie [, div(f)d(z,y,2) und [, f-dS.
(5) Fiihren Sie alle Rechnungen ebenso fiir W und O und K aus.

Das ist der diskrete Charme dieser Aufgabe: Sie konnen dies ohne komplizierte Integrale direkt
mit elementarer Geometrie 16sen. Auch diesen Spezialfall sollten Sie kennen und beherrschen.

Fun fact: Der Wiirfel W (Hexaeder, Sechsflichner) und das Oktaeder O (Achtflichner) sind
regulir, also vollkommen symmetrisch. Es gibt nur drei weitere Korper dieser Art: das Tetraeder
(Vierflichner), das Dodekaeder (Zwoélfflichner) und das Ikosaeder (Zwanzigflichner). Kénnen
Sie diese ebenfalls so konkret angeben, durch Koordinaten ihrer Eckpunkte? Das ist knifflig!
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lllustration anhand einfacher Polyeder

Lésung: (1) Die obige Skizze zeigt die Polyeder W, O, K und P.
(2) Fur das Polyeder P gilt vols(P) = 5/6 und voly(OP) = (9 + v/3)/2.

(3) Wir bestimmen fir jede Seite 51, ..., S7 von P den Fluss
des Vektorfeldes f(x,y,z) = (3z + 1, 12y + 4, 362 + 6 ) durch S.

Flachenstlck / Typ | Schwerpunkt 5, | Normale ny, | Inhalt | Fluss
S Quadrat (0,1/2,1/2) (~1,0,0) 1 -1
Sy Quadrat (1/2,0,1/2) (0,-1,0) 1 —4
S3 Quadrat (1/2,1/2,0) (0,0,—1) 1 —6
Sy | rechtw. Dreieck | (1,1/3,1/3) (+1,0,0) | 1/2 2
Ss | rechtw. Dreieck (1/3,1,1/3) (0,+1,0) 1/2 8
Se | rechtw. Dreieck (1/3,1/3,1) (0,0,+1) 1/2 21
S; | gleichs. Dreieck | (2/3,2/3,2/3) | (1,1,1)/V/3 | V/3/2 | 45/2

(4) Wir finden [, div(f) d(z, y, 2) = 51vol3(P) = 42.5 = [, f - dS.
(5) Fur W, O, K verlaufen alle Rechnung genauso (etwas langlich).
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Glatte Flachenstiicke

Ein Weg ist eine stetige Abbildung ~: [a, b] — R", hier meist n € {2, 3}.
Er parametrisiert die Kurve I' = { y(t) | a < ¢ < b} C R™ als Bildmenge.
Der Weg heiB3t regulér, wenn ~ injektiv ist und stetig differenzierbar mit
+'(t) # 0 fur alle t € [a, b]. Seine Bildmenge I heif3t dann glatte Kurve.

Am Punkt s = () heftet das infinitesimale Wegelement ds = ~/(t) dt.
Das Kurvenintegral eines Skalarfeldes g: R" O I" — R entlang ~ ist

b
/F g1dT| = / a(s)1ds] = /t:ag(m) Y@t

s€

Speziell fir g = 1 erhalten wir so die L&nge vol; (") = ¢(+) der Kurve I.
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:R™ D IT' — R" entlang ~ ist

Das Arbeitsintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung
und somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stickweise glatte Kurve I'.

fF(r®) -~ @) dt.

D C R? heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt und der Rand 0D ist eine stlickweise glatte Kurve.
@ In jedem regularen Randpunkt s € 0D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 9D und das AuBBere auf der anderen Seite.
Beispiele: Rechtecke, Polygone, Kreisscheiben, Kreisringe, ...
Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 0D liegt.
Die Einheitstangente t5p : D — R? zeigt in Richtung der Orientierung,
die Einheitsnormale ngp = Otgp : 0D — R? zeigt liberall aus D heraus.
Sei D C R? zusammenhéngend kompakt mit stiickweise glattem Rand.
Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine C'—Abbildung ®: D — R3.
Senkrecht auf den Tangentenvektoren 0,®(z, y) und 9,®(z, y)
steht der Normalenvektor 0,9 (z,y) x 9,®(x,y) fir (x,y) € D.
Die Parametrisierung @ heif3t regulér, wenn sie injektiv ist und
zudem 9, ®(z,y) x 9y®(x,y) # 0in jedem Punkt (z,y) € D erfillt.
Das Bild S = ®(D) C R? heiBt dann glattes Flachenstiick.
Der Rand S := ®(9D) ist dann eine stlickweise glatte Kurve.
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Kompakta mit stiickweise glattem Rand

Flachen S C R3 parametrisieren wir (stiickweise) durch ®:R> D> D — S.
An s = ®(z,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (9,® x 0,®) d(z,y).
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R* D S — R entlang ® ist

seS (z,y)eD

Speziell flir g = 1 erhalten wir den Inhalt voly(®) = voly(S) der Flache S.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 O S — R? entlang ® ist

()48 = [ f(@(e.0)) - (0.8(0,1) % 0,(z.9)) d(o.).
JseS (z,y)eD

Der Normalenvektor 9, ® x 9, im Punkt ®(z,y) steht senkrecht auf S.
Fir das Flussintegral z&hlt daher nur der Anteil von f senkrecht zu S.

Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung,
somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stlickweise glatte Flache S.

Hier ist |dS| = |d®| = |0, P x 9,®|d(z, y) das skalare Flachenelement
und dS = d® = (9,® x 9,®) d(z, y) das vektorielle Flichenelement.
Die Zerlegung d.S = n(s) |dS| definiert die Einheitsnormale n:.S — R3.
Diese definiert fiir jedes Flachenstiick eine der beiden Orientierungen.
Fur stlickweise glatte Flachen verlangen wir, dass die Orientierungen
einzelner Flachenstlicke am gemeinsamen Rand zusammenpassen.

© Zur numerischen Approximation kénnen wir die Kurve / Flache
triangulieren und das Vektorfeld linearisieren / Taylor—entwickeln. Fir
Polygone oder Polyeder und lineare Vektorfelder ist dies exakt.
V C R? heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:

@ V ist kompakt und der Rand 0V ist eine stlickweise glatte Flache.

@ In jedem reguldren Punkt s € 9V’ liegt das Innere von V auf der
einen Seite von 9V und das AuB3ere von V' auf der anderen Seite.

Beispiele: Quader, Polyeder, Vollkugeln, Kugelschalen, Volltori, . ..

Der Rand 9V ist positiv orientiert, wenn nyy stets nach auBBen zeigt.
Die Einheitsnormale ist der Einheitsvektor in Richtung d® = ngy|d®|.
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Unsere Integralsétze beruhen alle auf dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI, Satz B11) und verallgemeinern diesen:
1dim: Jedes kompakte Intervall [a,b] C R hat als Rand 9[a, b] = {a, b}.
Der Startpunkt zahlt negativ, n(a) = —1, der Zielpunkt positiv, n(b) = +1.
Fur jede stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R gilt dann

/E[ @8 2T fon) = 10) - f@.

se{a,b}
Allgemein: Sei 2 C R" offen und f:Q — R stetig differenzierbar.
Zudem sei I' C Q eine stiickweise glatte und orientierte Kurve.
Fur das Arbeitsintegral von f’ = grad f entlang T gilt dann:

> f(s)ns)

sedl’

Ps)-ds 2

sel’

Die Orientierung teilt die Randpunkte s € JT" in Start- und Zielpunkte;
Startpunkte z&hlen negativ, n(s) = —1, Zielpunkte positiv, n(s) = +1.

Ist die Kurve I" geschlossen, also 0T = 0, so folgt . f'(s) - ds = 0.

sel’

© Der Satz von GauB in der Ebene R? und im Raum R? besagt:
Das Volumenintegral der Divergenz div(f) Uber das Kompaktum V ist
gleich dem Flussintegral von f nach auB3en lber die Randflache oV.

2dim: Sei D C R? kompakt mit stiickweise glatter Randkurve T' = 9D.
Sein:T' — R2: s+ n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O D — R? gilt dann

[ avi@paen @ [ oaeal = [ fs)xs
(z,y)eD sel sel

3dim: Sei V C R? kompakt mit stlickweise glatter Randflache S = V.
Sein:S — R3: s~ n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? D V — R3 gilt dann

/ div f(@,9,2)d(,1,2) 2 [ f(s)+n(s)(dS| = [ f(s)-dS.
(z,y,2)eV ses s€S

Gleichwertige Schreibweise mit n(s) |ds| = O ds bzw. dS = n(s) |dS].
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Zusammenfassung und Ruckblick

© Der Satz von Green in der Ebene bzw. von Stokes im Raum:
Das Flachenintegral der Rotation rot(f) tber die Flache S ist
gleich dem Arbeitsintegral von f entlang der Randkurve 95S.

2dim: Sei S C R? kompakt mit stiickweise glatter Randkurve T' = 05S.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O S — R? gilt dann

/ rot f(s)-ds =
seS

3dim: Allgemeiner gilt dies fur jede stlickweise glatte, orientierte Flache
S C R® und jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 O S — R3.

Die Zerlegung dS = n(s)|dS| ergibt das gleichwertige Flachenintegral

f(s)-ds.

sel’

/ rot f(s) «n(s)|dS| "= (s)-ds.
s€S

!
sel’

Die stiickweise glatte Randkurve I = 95 sei hierbei positiv orientiert.
Liegt die Flache S in einer Ebene, so reduziert sich Stokes zu Green.

Diese Integralsatze sind gut und schon! Geht es auch einfacher?
Nein, denn Sie sollen nicht nur fiihlen, sondern auch rechnen kénnen!
Zur prazisen Formulierung und konkreten Berechnung benétigen Sie
daher alle Werkzeuge fiir Kurven-, Flachen- und Volumenintegrale.
Hierzu brauchen Sie solide Grundlagen und effiziente Methoden:
Definitionen & Sétze, Beispiele & Rechentricks. .. sowie Ubung!

Nochmal die Lernziele laut Modulhandbuch:

@ Die Studierenden verfligen Uber grundlegende Kenntnisse zur
Integralrechnung fir Funktionen mehrerer Verénderlicher. [.. ]

@ Sie sind in der Lage, die behandelten Methoden selbststéndig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anzuwenden.

@ Sie besitzen die mathematische Grundlage fiir das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften.

@ Sie kbénnen sich mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und
naturwissenschaftlichen Umfeld Uber die benutzten mathematischen
Methoden versténdigen.
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Aufgabe: (0) Rezitieren Sie mdglichst prézise unsere Integralsatze.
Wie bestimmen Sie méglichst allgemein div rot(g) und rot grad(h)?

(1) Skizzieren Sie V = { (z,y,2) € [~4,4]3 | 2?2 +y?+22<25 }
(2) Schatzen und bestimmen Sie das Volumen vols(V') des Kérpers V/
sowie den Flacheninhalt vol»(S) seiner Randflache S = oV

(3) In welchen Punkten s € S ist die Randflache S = 0V nicht glatt?
Geben Sie Uberall sonst den duBeren Einheitsnormalenvektor an.

(4) Berechnen Sie zu f(z,y, z) = (z,2y,e™) das Flussintegral fs feds.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?

(5) Wir betrachten das Vektorfeld g(z,y, 2) = (z,y, 2)/(x? + y* + 29).
Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [ f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?

(6) Wir betrachten g(z,y, z) = (cos(zyz), sin(zyz), exp(z? + y* + 25)).
Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [ f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?

Lésung: (1)

19), Kugellampe UFO
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(2) Der Korper V ist eine sechsseitig abgestumpfte Vollkugel vom
Radius r = 5; ihr fehlen sechs Kugelsegmente der Hohe h = 1:

i 4 ‘ h 416
volg(V) = §7TT3 —6-7h? (r - g) = 5= 436
volg(S) = 4mr? —6-27rh +6-73%2 = 947w~ 295
© Plausibel? volz([—4,4]) = 8 = 512, vola(9][—4,4]?) = 6 - 82 = 384.

(3) Die Randflache S = 9V ist nicht glatt in den sechs Kreislinien
Fi7{27i41+y *9}undFif{y*:|:4x+z =9 }und
If={aw=+4, 4> +22=9}. Uberall sonst ist die Flache S glatt.

Ins€{z=44, 22 +y% < 9 } ist die Einheitsnormale n(s) = (0,0, £1).
Inse{y==+4, 2%+ 2% <9} ist die Einheitsnormale n(s) = (0,=£1,0).
Ins e {x==+4, y> + 2% < 9 } ist die Einheitsnormale n(s) = (+1,0,0).

In jedem anderen Punkt s € 95 ist die Einheitsnormale n(s) = s/5.

Hier gilt |s|? = 22 + 2 + 22 = 25 und —4 < x,y, z < 4. In einer kleinen
Umgebung eines solchen Punktes s sieht die Flache S genauso aus wie
die Sphére vom Radius 5, daher ist der Einheitsnormale hier s/|s| = s/5.

(4) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist méglich. .. aber miihsam.
© Dank GauB gilt [ f-dS = [,, div(f)dV = 3volg(V) = 416 7.
/\ Stokes ist hier nicht anwendbar, denn uns fehlt g mit f = rot(g).

(5) Die direkte Berechnung von fs fe dS ist méglich. .. aber mihsam.
© Dank Stokes gilt [ f+dS = [yrot(g)-dS = [;4g-ds =0dads = 0.
/\ GauB ist hier nicht anwendbar, denn f ist nicht auf ganz V' definiert.

(6) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist moglich. .. aber mihsam.
© Dank Stokes gilt [ f-dS = [grot(g)-dS = [,gg-ds=0dadsS = 0.
© Auch GauB lasst sich anwenden: fs fedS = [, div(f)dV =0.

© Diese Beispiele illustrieren erneut den Nutzen unserer Integralsatze:
Manche Rechnung 16st man besser mit Anschauung und Versténdnis!
© Wer eindimensional integrieren will, der sollte den Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung (HDI) kennen und nutzen!

Wer mehrdimensional integrieren will, der sollte die entsprechenden
Integralsatze von Gauf3, Green und Stokes kennen und nutzen!

G413
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Aufgabe: Ein bewohnter Iglu werde beschrieben durch die Menge
I:{(z,y,z)ERs|12+y2+z2§4, 220}.
Der Warmefluss im Iglu sei gegeben durch das Vektorfeld
f(z,y,2) = (z,y,42 + 22 + > — 4).
(1) Wieviel Warme entsteht im Iglu I insgesamt?

(2) Wieviel Warme flie3t durch den Boden B nach unten?
(3) Wieviel Warme flie3t durch die Kuppel K nach auBBen?

Lésung: (1) Das Vektorfeld f hat konstante Quelldichte div(f) = 6.
Dies entspricht homogener Warmeerzeugung im Inneren des Iglu.
Die Gesamtmenge der im Iglu entstehenden Warme ist demnach

/ div(f)dI =

I
(2) Der Boden des Iglu ist die Kreisscheibe

B:{(w,y,O)ER3‘3;2+y2§4}.

Die auBere Einheitsnormale ist hier konstant np = (0,0, —1). Also

/f-an(z‘,y) = /4—x2—y2d(x7y)
B B

2
6-volg(I) = 6-§7r23 = 327

Flussintegral Gber B

2
:‘ / / —p*) pdpdy  Polarkoordinaten
p=0

4.2

© Hierist ,B C R?* bereits eben, dies nutzen wir zur Parametrisierung.

= o2r(8—4) = 8.
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(3a) Die Kuppel des Iglu ist die obere Hemisphéare
K:{(:L'.,y,z) e R? ‘:v2+y2+22:4, ZZO}.
Wir sparen uns viel Arbeit durch den Satz von Gauf3:

/Idiv(f)dl = /Ssz-dS = /Bf-dB+/Kf°dK

Hieraus lesen wir ab: [}, f + dK = 32 — 87 = 24x. (Dieser Iglu verliert
demnach dreimal mehr Warme Uber die Kuppel als tiber den Boden.)
(3b) Alternativ integrieren wir, etwa in Kugelkoordinaten ®: D — K:

7 sin 0 cos @
s:¢<9>: rsinfsing |, D—{<6> OSGSF/Q}‘
v rcosf v

0<p<2rm
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

7 cos 6 cos o —7rsinfsin ¢ 2 sin® 0 cos ¢
= | rcosfsing | x | rsinfcose | = [ ?sin?fsine
—rsinf 0 72 sin 6 cos @

© Der Normalenvektor d® zeigt aus V heraus, Rechte-Hand-Regel.

ov o0
00 Jy

|g|U Ubung
Das Flussintegral des Vektorfeldes f iber die Kuppel K ist demnach:
oe 9P
s)+dK = / B0, ¢)) - (= x — ) d(8,
| e [ 100.0)- (55 % 5) d0.0)

. rsin 6 cos p 2 sin? 0 cos ¢
= / rsin 6 sm 4,9 | r2sin?@sing | d(6, )
D \4rcosf +r?sin®f — 4 r2sinf cos
/ / 3 sin0 + 473 sin 0 cos?0 + 1* sin0 cos 0 — 472 sin 0 cos O d dy
©=0 J6=0
Spétestens hier verfluchen wir unsere Wahl dieses Rechenweges. ..
Umso mehr preisen wir den wunderbar nitzlichen Satz von GauB3!
Zum Gliick sind dies Standardintegrale der Form ‘[9":/5 sin? 6 cos? 0 d6.

Geduldiges Ausrechnen / Nachschlagen ergibt (fiir den Radius r» = 2):
f(s)+dK = / = gT?(T‘Z

seK
© Diese Beispiel illustriert erneut den Nutzen unserer Integralséatze.

+8r—8) = 2Ur
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Skizze eines Dreiviertel-Torus:

Aufgabe: Sei V C R? der oben skizzierte Dreiviertel-Volltorus.

(1) Parametrisieren Sie den Kérper V' in Toruskoordinaten,
sowie die Kreisscheiben A und B und die Mantelflache C.

(2) Bestimmen Sie Volumen vol3(V') und Oberflacheninhalt voly (V).

(3) Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation des Vektorfeldes
f(:I;7 y? Z) =

(4) Berechnen Sie den Fluss von f durch S = 9V nach auB3en.

(2,9, 2+ 4y +2)°).

(5a) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch A nach auB3en.
(5b) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch B nach auBBen.
(5¢) Folgern Sie den Fluss von rot(f) durch C nach auBBen

© Diese Aufgabe iibt, Flachen- und Volumenintegrale méglichst
effizient einzusetzen. Zur Vereinfachung nutzen wir womaglich die
Integralsatze und fiir Rotationskérper auch die Guldinschen Regeln.
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(1) In Toruskoordinaten mit R = 2 und r = 1 wird V' beschrieben durch

(R+ psinf) cos ¢ 0<p<r
V= (R+ psinf)sing 0<f<2m ,.

pcosf 0<¢p<3m/2

Die Randflache S = 9V besteht aus der Kreisscheibe A fir ¢ = 0,
der Kreisscheibe B fiir ¢ = 37 /2, sowie der Mantelflache C fiir p = r:

W R+gsin0 0<p<r
- 0<0<2rm
pcost
0
- . 0<p<r
B-{(Rpsm@) 0<9<2ﬂ}
pcosf
C=

rcosf

(Berinfes) | g<y<on
7 sin f) sin ¢ 0< o< 3m/2

(2) Nach den Guldinschen Regeln G2B finden wir:

volg(V) = z ~mr? - 27R = 372

5 3 .
volg(8V) = 7 +mr? + i 2nr-2rR = 2mr? + 37%rR

(3) Wir berechnen div(f) = 2 und rot(f) = (12(y + 2)?, —2z,0).
4) Das Flussintegral gelingt am einfachsten mit dem Satz von GauB3:

/f .ds /Vdiv(f)dV = /ngv -

Wir kénnten das Flussintegral [ f - d.S auch direkt ausrechnen,
indem wir tber A und B und C integrieren. Das ist aber miihsamer.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!

2volz(V) = 6x2.

© Leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.
Wir lassen die Integralsatze einen groB3en Teil der Arbeit erledigen.
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(5a) Hier hilft kein Trick, wir missen einfach die Definition nutzen und
ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,0) = (2 + psiné,0, pcos6):

9% 9D pcosf sin 0 0
% X = 0 X 0 =1|-p
P —psinf cos @ 0

Plausibilitdtscheck: Dies ist die &uBere Einheitsnormale (0, —1,0) mal
der Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

/rot(f)-dA = /21|<1A\ / / 2(2+ psinf)pdodp
A A 6=

1
/ 8tpdp = [47rp } = 47
p=0
(5b) Hier hilft kein Trick, wir miissen einfach die Definition nutzen und

p=0

ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,0) = (0, —2 — psiné, pcosf):
o0 00 0 0 p
FX%: —sinf | x [ —pcos@ | =10
r cos @ —psin@ 0

Plausibilitdtscheck: Dies ist die auBere Einheitsnormale (1,0, 0) mal der
Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

/ / 12p%sin? 0 d6 dp
0=

1
= / 12rp2dp = {dﬂp} = 3
Jp=0 =0

/rot(f)-dB = /12(y+2 [dB| =
B

(5¢) Mantelflache C? Nach dem Integralsatz von Stokes gilt

/Arot(f)-dA+/Brot(f)-dB+/rot(f) .dC = /Srot(f)-dS

c

Stoke

= f eds =

© Ohne weitere Miihe folgt Jorot(f)+dC = —77. Dies folgt ebenso
aus dem Integralsatz von GauB3, denn divrot(f) = 0. Das Flussintegral
Jorot(f) - dC kann man auch direkt ausrechnen, das ist aber miihsamer.
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Aufgabe: (1) Seien r, h > 0 reelle Zahlen. Skizzieren Sie den Kérper
V C R3, der begrenzt wird durch z = 0 und z = h und 22 + 3% = r2.

(2) Berechnen Sie zum Vektorfeld f(z,y, 2) = (vty, —223y?, 2?) die
Divergenz und den Fluss von f durch den Rand 9V nach auBBen.

Lésung: (1) Der angegebene Kérper V ist ein Zylinder der Hohe
Uber einer Kreisscheibe D vom Radius r als Grundflache:
a? +y? <

T 2 pCos 0<p<r
= 1 = sin ¢ <p<
\%4 g; 0<z<h pslzny; 0<yp<2r

0<z<h
(2) Die Divergenz ist leicht auszurechnen:

div f(z,y, z) = 423y — dady 4 22 = 22

Wir kdnnten das Flussintegral fW f +dS direkt ausrechnen, indem wir
die Randflache S = 0V in Mantel, Deckel und Boden zerlegen, usw.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!

Alternativ kénnen wir den Satz von Gau3 anwenden: Die Divergenz ist
hier leicht, und der Rotationskérper V ist einfach zu beschreiben!
Das Volumenintegral gelingt leicht in Zylinderkoordinaten:

Gaul . Trafo T 27r h
fedS = div(f)dvV = 2z -
oV o v e p=0Jo=0Jz=0
. r 21 9 h T T 9
= / / [z p} dpdp = / / hepdedp
B p=0 J =0 2=0 Jp=0Jp=0

-
ey / 27rh2p dp % 7h?r?
Jp=0 ’
Ebenso leicht gelingt das Integral in kartesischen Koordinaten:

h
/ feds = / div(f / / 2zdzd(x,y)
Jov R (z.y)ED
12l / [22] d(a: y) — / hZ d( )
M J@yept 12=0 (z9)eD

h2/ d(z,y) = wh*?
(z,y)€D

pdzdedp
2




Prof. Dr. Michael Eisermann . Hoéhere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel H

Erste Anwendungen der Integralséatze

M.C. Escher

Alles sollte so emfach wie moglich gemacht werden
— aber nicht noch einfacher.

Albert Einstein (1879-1955)
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Motivation und Zielsetzung

Nahezu jedes naturwissenschaftlich-technische Gebiet nutzt Integrale
und Integralsétze. Im ersten Teil dieses Kapitels wenden wir sie zur
lllustration auf vier zentrale und physikalisch relevante Probleme an:
1 Eulers Kontinuitatsgleichung:
Wie verhalten sich strémende Fllssigkeiten?
2 Fouriers Warmeleitungsgleichung:
Wie berechnet man den Wéarmefluss in einem Kérper?
8 Newtons Gravitationsgesetz:
Wie berechnet man das Gravitationsfeld einer Masse?
4 Maxwells Elektrodynamik:
Wie breiten sich elektromagnetische Wellen aus?

Diese Problemstellungen sind auch mathematisch von zentraler
Bedeutung, denn sie fihren uns zu den drei Grundtypen partieller
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Diese werden wir mit weiteren
Werkzeugen in spateren Kapiteln immer besser behandeln kénnen.
Mit unseren bisherigen Techniken wollen dies jetzt vorbereiten.

Im zweiten Teil dieses Kapitels greifen wir das Potentialproblem auf,
das Sie bereits aus der HM2 kennen: Sei U C R™ offen. Unter welchen
Bedingungen erlaubt ein Vektorfeld f:R"™ D U — R" ein Potential?

Wir suchen also zu f eine Stammfunktion F': U — R mit grad F = f.
Wenn dies moglich ist, so nennen wir f exakt (oder ein Gradientenfeld).

Nicht jedes Vektorfeld f kommt solcherart von einem Potential.
Wir fragen daher: Wie kénnen wir feststellen, ob f exakt ist?
Und wenn ja, wie kdnnen wir ein Potential berechnen?

Die Antwort hangt, wie Sie aus der HM2 wissen, zunachst vom
Vektorfeld f ab: die lokale Integrabilitatsbedingung rot(f) = 0 ist
notwendig. Uberraschenderweise ist sie noch nicht hinreichend: Die
Antwort hangt zudem von der globalen Gestalt des Gebiets U C R™ ab!
Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes kénnen wir dieses Problem nun
vollstandig I6sen fur konvexe Gebiete U C R™ und allgemeiner fir alle
einfach zusammenhangenden Gebiete. Potentiale niitzen uns Uberall,
etwa in Kapitel M zur Lésung von exakten Differentialgleichungen.
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Differentialoperatoren und Integralsatze
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Wir nutzen hier zur Ubung die dekorative Schreibweise der Physik.

Als Abkirzung nitzlich ist der Nabla-Operator V = (9y, 02, 03).
Gradient: gradg=Vg = ( %, 68752, % )

Rotation:  rot f'= V x f= (%*%7 g;’: gfi gﬁ *Z'T):Q
Divergenz: divf=V.f = % + % g—ﬁ

Laplace: Ag =V g ‘Z + g; + gii

Unsere Integralsatze schreiben wir dann in folgender Form:

HDE [ (V)47 = g(7zm) — o(7un)
Stokes: // x f)e = 5505 f-ds
GauB: //Vv-fdvz dvf-ﬁdS

Ziel: Wie verhalten SICh Stromungen? Welche Gleichungen gelten hier?
. oo g

Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln

(0) Wie beschreiben Sie eine Strémung in einem Gebiet Q C R3 (iber ein
Zeitintervall T = [to, t1]? Geschwindigkeit 7: T x Q — R3: (t, &) + ¥(t, 7)
und Massendichte ¢: I x Q — R: (¢, %) — o(t, Z) und evil. weitere Daten.
Die Massenstromdichte o7': I x  — R3 beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K € © C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fur inkompressible Strémungen, also flr o = const?

Lésung: (1) Die Uber die Randflache S = 0K ausstromende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

%///,}df(ﬂ{fé:%(w-ﬁ) s =0

(2) Wir dirfen die Ableitung unters Integral ziehen dank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung do/0t:

d Kpkt aQ
a///K@cm w /// aK

Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringen und dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von Gauf3 (G3G):

# (o - 1) ‘g‘ // div(e?) d
S=0K o

Dank Linearitét des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

/// { +div gv)} dK =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt fir jedes Kompaktum K & (2.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

Ao
s + div(e?) =0

Diese Kontinuitatsgleichung ist grundlegend fur die Strémungslehre.
(4) Fr inkompressible Strémungen gilt ¢ = const und somit div @ = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flie3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu genlgt allgemein bereits 9,0 + ¢+ grad ¢ = 0. Sehen Sie warum?
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Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Kérper?

o
g
s

=

2

B
o
g
£
5

=

°
5

b}

@

Warmebilanz fiir K = Kaninchen bei t € Winter

Wir betrachten ein Gebiet 2 C R? und ein Zeitintervall I = [to, ;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte ¢: I x Q — R,
Warmedichte u: I x © — R und Warmefluss f: 7 x Q — R3.

Aufgabe: (1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz fur K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Vereintachen Sie schlieBlich durch die Annahme f = —r Vu.

Lésung: (1) Fir jedes Kompaktum K & Q gilt die Warmebilanz:

Von den Wérmequellen in K zugefiihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Warmefluss tber den Rand von K nach auBBen

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

///Kq(t,x)dx:%-///I(u(t,l')dl'+#g:8}(f(t,z)-ﬁdS

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benétigt.
Ich greife hier schon mal vor: g sei stetig, f einmal stetig diff’bar, u zweimal stetig diff bar.
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(2) Mit GauB (G3a) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

ﬁg:m{f (t,0)-sids E0 //Kv'f(tym)dm

Darfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, d,u stetig!

%M{u(tw)dx ”‘: / T u(t, ) dx

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///K {%u(t, 2)+ V- fltz) —qlt, I)} dz < 0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fiir jedes Kompaktum K € Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

| Qult ) + V- lt,2) = at,2) |

Diese Gleichung gilt iiberall dort, wo etwas entsteht (¢), gespeichert wird (u) und flieft ( fﬂ)4
Die Wirmeleitungsgleichung heif3t deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielfiltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier-Theorie 16sen kénnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie v = o und f: ot erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.

(4) Warme flieBt von warm nach kalt, genauer f = —x Vu. Einsetzen:
Opu(t,x) + V+ [-£ Vu(t, z)] = q(t,2)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
du—kAu=q mit A=5?+0%+02

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7", genauer

u = ocT mit Dichte ¢ und Wirmekapazitit c. Sie flieft proportional zur Temperaturdifferenz,
also f = —\ VT mit Wirmeleitfahigkeit A. Demnach gilt f'= —x Vu mit x := A/(oc). 5223
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfihigkeit (¢, ) riumlich konstant und isotrop.

Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung (1822):

Ou 0 9
Au = A=+
E mit ox? * or} " 023

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in w (links) mit Inhomogenitit g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Warme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768—1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach ihm benannte Fourier-Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und g. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) kénnen wir die Fundamentallosung angeben!
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Was niitzen uns solche Gleichungen? Welche Probleme lésen sie?
Typische Anwendungen verlaufen nach dem obigen Muster:

Integralsatze

| 2. Integralgleichungen | | 3. Differentialgleichungen |

phys. Messungen, mathematische
\gen Lésungsmethoden

GauB, Green, Stokes

U/ exakt / numerisch

Vorhersage?

‘ 1. physikalisches Modell ‘ ‘4. technische Anwendung‘

Planung?

In einigen Paradebeispielen gelingt uns eine explizite Lésung:
© exakt, Ubersichtlich, leicht zu verstehen, zu priifen und zu nutzen!
@ Solche Lésungen sind leider meist auf einfache Félle beschrénkt.

In komplizierteren Féllen bleibt (nur) die numerische Approximation:
@ uniibersichtlich, schwerer zu verstehen, zu priifen und zu nutzen.
© Naherungen sind mit Computerhilfe in vielen Fallen durchfiihrbar!

Auf beiden Wegen leisten Differentialgleichungen die Formulierung und
anschlieBende Losung des urspriinglichen (physikalischen) Problems.
Meist geschieht dies eingebettet in einem Modellierungskreislauf.

H(t,x) = e’i”2/4"“/\/47r/it
\\ — Maximum H (t,0) ~ const//t

Die Gleichung d;u =  92u hat als Fundamentallgsung
H(t,z) = exp(—2?/4kt)//Amkt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauBische Glockenkurve

um den Mittelwert ;1 = 0 mit der Varianz o = 2#t.

Fiir t / oo flieBt die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir t \, 0 konzentriert sich die Wirme im Punkt z = 0.
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\ i ST TV

endl. Linearkombination

Wenn zur Startzeit ¢ = 0 die Warme C] L,k
in den Punkten 1, . . ., §x konzentriert ist, dann

erhalten wir zur Zeit ¢ > 0 die Superposition /
Linearkombination von Fundamentallésungen.
Bei kontinuierlicher Startverteilung wird dies zu
einem Integral, wie im folgenden Satz erklart.

4 Satz D5D: Lésungen der Warmeleitungsgleichung

(1) Die Wéarmeleitungsgleichung d;u = x Au hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

1 ox ( |x|2>
(VArkt)™ P et
Die Konstanten sichern die Normierung [, _p. H(t,z)dz = 1 fir ¢ > 0.

(2) Fur ¢t = 0 sei die Warmeverteilung uo : R™ — R vorgegeben, ug € Cy.
Fir ¢ > 0 erhalten wir die Lésung durch Superposition (Faltung D5E):

z) = H(t,x = &) uo(§) .

£eRn

H:RyoxR"—>R: H(t,z) =

u: Rog xR = R : ult,

Sie erflillt O;u = k Au fUr t > 0 sowie limy\ o u(t, x) = ug(z).

(3) Aus u(0, z) = sin(kz) fiir t = 0 folgt u(t, ) = e~*** sin(kz) fiir t > 0.
Aus u(0,z) = 3, o sin(kz) folgt u(t, z) = 3, cx e~ sin(kz) flr ¢ > 0.
Die Warmeleitung glattet: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab. |
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Wir betrachten ein Bauteil Q C R? aus warmeleitendem Material.
An den Randern liegen die Temperaturen 0°C, 100°C, 200°C an.

Aufgabe: (1) Diskretisieren Sie wie oben die Warmeleitungsgleichung

Opu(t, x,y) = k[Oqult, x,y) + Oqu(t,,y)], u(0,z,y) = uo(x,y).

(2) Losen Sie die Gleichung numerisch! Was ist der stationare Zustand?
Hierzu sei Az = Ay, und At wéhlen wir so, dass x At/(Az)? = 1/4 gilt.

Losung: (1) Wir diskretisieren und nahern die partiellen Ableitungen:
t,x+Ax/2,y) — u(t,z—Az/2,y)
Ax
Opu(t, x+Ax/2,y) — Opu(t,x—Ax/2,y)
Ax

_u(t,x—Awx,y) — 2u(t, x,y) + u(t, v+Ax,y)

~ (Az)?
Diese Naherungen kennen wir bereits. Ebenso verfahren wir fir 63.
Die Warmeleitungsgleichung dyu = k[02u + 0Zu] néhern wir durch v:

) U

a’tu(tv Ty

Qult,z,y) ~

v(t+At x,y) =v(t,z,y) + At O (t, z,y)
Kk At

=v(t,z,y) + Bo? {1}(
Kk At

(Ay)?

t,x—Az,y) — 2v(t, z,y) + v(t, v+Awz, y)}

[U(t,x7y7Ay> - QU(t,l‘,y) + U(t7x7y+Ay)]

Hier sind At, Az, Ay > 0 Schrittweiten, nicht der Laplace—Operator.
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Im konkreten Beispiel arbeiten wir mit (z,y) € {1,...,12} x {1,...,7},
Zeitschritt At = 1 und x = 1/4. Wir erhalten die Mittelwerteigenschaft:

v(t,z—1,y) + ot z+1,y) +v(t, z,y—1) + v(t, z,y+1)

v(t+1l,z,y) = 1
Stationéare Y
Lésung: A / /
200

100

0

© Ausgehend vom gegebenem Startzustand v (0, ;, y) konnen wir so die zeitliche Entwicklung
berechnen. Nochmal zur Betonung: Die diskrete Losung v (¢, z, ) ist nur eine grobe Niherung
der kontinuierlichen Losung (¢, z, y). In der Numerik erfahren Sie mehr zu Fehlerschranken
und noch besseren Methoden. Viele davon stehen als Softwarebibliotheken zur Verfiigung.

© Unsere Niherung ist auf den folgenden Seiten numerisch illustriert. Die Rechnung beginnt
mit einer (beliebigen!) Startverteilung zur Zeit ¢ = 0 und konvergiert recht schnell gegen die
(eindeutige!) stationdre Losung: Zwischen ¢ = 50 und ¢ = 80 ist kaum noch ein Unterschied.
Das ist fiir den Computer einfach und schnell zu rechnen; eine Tabellenkalkulation geniigt.

© Die stationdre Losung befindet sich im Gleichgewicht, erfiillt also die Mittelwerteigenschaft

v(z—1,y) + v(z+1,y) + 0(z,y—1) + v(x, y+1)
4

o(z,y) =

© Der stationdre Zustand ¥ ldsst sich auch stochastisch interpretieren als Ergebnis einer
zufilligen Irrfahrt (engl. random walk): Auf einem Spielfeld  C Z? ziehen Sie jeweils mit Wkt
p =k At/(Az)?, hier p = 1/4, nach links / rechts / oben / unten. Das Spiel endet mit den
Gewinnen am Rand. Die Gewinnerwartung auf jedem Feld (z, y) ist der Wert o(z, y).

© Dieses einfache Beispiel illustriert das allgemeine und iiberall wichtige Dirichlet-Problem.
Die Berechnung von o fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem mit 7 x 12 = 84 Unbekannten!
Fiir diese finden wir genau 84 Gleichungen. Die Gleichgewichtslosung o ist tatséchlich eindeutig,
und die iterative Berechnung als Wirmefluss liefert eine erstaunlich gute numerische Methode.
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t=01{200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 t=21{200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 000 000 | 063 075 075 075 075 075 075 075 075 075 075 063 | 000
000 000 000 | 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 | 000
000 000 000 000
000 000 000 000
000 000 000 000
000 000 000 | 006 006 006 006 006 006 006 006 006 006 006 006 | 000
000 000 000 | 031 038 038 038 038 038 038 038 038 038 038 031 | 000
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
t=1|200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 t=3|200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 | 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 | 000 000 | 072 088 091 091 091 091 091 091 091 091 088 072 | 000
000 000 000 | 019 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 019 | 000
000 000 000 | 003 003 003 003 003 003 003 003 003 003 003 003|000
000 000 000 000
000 000 000 | 002 002 002 002 002 002 002 002 002 002 002 002|000
000 000 000 | 009 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 009 | 000
000 | 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 | 000 000 | 036 044 045 045 045 045 045 045 045 045 044 036 | 000
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
Zeitliche Entwicklung zum stationédren Zustand " Zeitliche Entwicklung zum stationéren Zustand e
=50 | 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 Gegeben sind meist Anfangswerte u(0, z) = ug(z) fiir t = 0 und = €
000 | 099 138 156 164 169 171 171 169 164 156 138 099 000 sowie Randwerte u(t, z) fur alle ¢ > 0 und = € 9Q, kurz ARWProblem.
000 | 060 098 121 134 141 145 145 141 134 121 098 060 | 000 N . . .
000|042 074 097 111 119 123 123 119 111 097 074 042 |ooo| || \armeleitungsgleichung d.u(t,x) = Au(t,z) firalle t > O und z € ©.
000 | 034 061 032 096 104 108 108 104 096 032 061 034 | 000 Stationdr d,u =0 < harmonisch Au=0 <« Mittelwerteigenschaft
000 | 032 057 076 088 095 099 099 095 088 076 057 032|000 Wir kbnnen die stationare Verteilung exakt bestimmen dank Trennung
000 | 036 061 077 087 093 096 096 093 087 077 061 036 | 000 der Variablen und Fourier—Theorie, sieche R201 und die Graphik R408.
0001053 075 086 092 095 097 097 095 092 086 075 053 | 000 Anfangs- und Randwertprobleme (kurz ARWP) werden wir in Kapitel S
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 ausfuhrlich diskutieren und mit Fourier—Theorie l&sen, siehe Satz S3D.
e e s s e T ]| i Wamelsung gt Hhe Frowenzen ingen oo sl
000 | 061 101 125 139 147 151 151 147 139 125 101 061 | 000 Lasst 5|_ch dlg Warmgleltungsglelchung l_Jmkehren, also zyruckrechnen’?
000 | 044 078 102 118 127 132 132 127 118 102 078 044 | 000 Thec.)retlschjla, praktisch nein. Gegeben ]stsFatt:uo zurZeltt:.Onun up
000 | 036 066 088 103 113 117 117 113 103 088 066 036 | 000 zu einem Zeitpunkt 7' > 0, und gesucht ist die/eine Startverteilung uy.
000 | 034 061 081 095 103 107 107 103 095 081 061 034 | 000 Die riickwartslaufende Warmeleitungsgleichung d,u = —r 02u entsteht
000 | 038 064 082 093 099 102 102 099 093 082 064 038|000 durch Zeitumkehr ¢t — —t. Sie glattet nicht, sie raut auf: Winzig kleine
000 | 054 076 088 095 098 100 100 098 095 088 076 054 | 000 Stérungen in uy flhren zu explosionsartigen Stérungen in ug. Dieses
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 Umkehrproblem ist daher schlecht gestellt (engl. ill posed), siehe R221.
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Wir betrachten die Kugelschale
K={geR|rn<lg<n}

mit den Radien 0 < ry < r; und
konstanter Massendichte p € R.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie das
Gravitationspotential «(z) im Punkt

Z = (0,0, R) mittels Kugelkoordinaten
¥ = (rsinf cos g, rsinfsin g, r cosh).

(2) Welches Gravitationsfeld f = grad u herrscht auBerhalb (|| > r)?
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Potential einer Punktmasse!
(3) Welches Gravitationsfeld f = grad u herrscht innerhalb (|Z| < r()?
Wie interpretieren Sie dieses bemerkenswerte Ergebnis geometrisch?
Hinweis: Der Ansatz ist klar, die Rechnung ist aber nicht leicht. Man
berechne |§ — |? = r2 — 2rRcos § + R? und substituiere t = — cos 6.

Lésung: (1) Zu berechnen ist das Integral

JeEK |7 — 7|

Fir die Integration Uber 7 € K nutzen wir Kugelkoordinaten
¥=(y1,y2,y3) = o(r, 0, ).
Wir kennen die Funktionaldeterminante det &' = 72 sin 6, also

(rsinfcos,rsinfsinp,rcosf) =

d(y1,y2,y3) = r?sin6 d(r, 8, ).
Wegen Rotationssymmetrie hangt «(Z) nur vom Radius |z| ab.
Es genlgt daher, u(Z) etwa langs der z—Achse zu berechnen.
Wir fixieren deshalb den Punkt Z = (0,0, R) mit R = |z| € Rx>o.
Der Abstand |§ — 7] ist in dieser Parametrisierung
=r%sin? fsin® g + r?sin? O cos? p + (rcos§ — R)?
=r2sin®0 + r?cos® 0 — 2rRcos 0 + R?
=12 —2rRcosf + R

7 - @
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Damit berechnen wir unser Integral in Kugelkoordinaten:

ul@) = LeK |y — - dy
o OL

inf
= / 2mor? / S do dr
r=ro 0=0 V12 + R?2 — 2rRcos

Das innere Integral berechnen wir mit ¢t = — cos# und d¢ = sinf dé zu

1
= {E Vri4+ R2+ 2TRt:|

or?sinf
r2+ R2 —2rRcosf

dp dfdr

1

/t:,l r2+ R2 +2rRt t=—1

1
= E{\/r?JrRZJr%Rf\/7“2+RZ*27’R}

2/r
2/R

farr > R,

1
== R —R|) =
I+ Bl = |r = Rl) { fGrr <R

(2) AuBerhalb der Kugelschale K gilt R > r; und somit
1

' M
u(Z) = = / dror?dr = =
A — 1

Dies ist das Potential einer punktfdrmigen Masse M im Ursprung.
AuBerhalb K herrscht das Gravitationsfeld f = gradu = M7/|7|3.
(3) Innerhalb der Kugelschale K gilt R < ry und somit

=],

Dieses Potential héngt hier nicht weiter von Z ab. Somit verschwindet
das Gravitationsfeld f = grad = 0 im Inneren der Kugelschale.
Geometrische Erklarung: Auf jeden inneren Punkt wirken entgegen-
gesetzte Krafte gegenlberliegender kleiner Flachenstlicke im Abstand a
bzw. b. Die Flache wachst mit a? bzw. b%, die Kraft nimmt ab mit 1/a?
bzw. 1/b2, also sind beide Kréfte gleich groB und heben sich auf.
Bemerkung: Fir den verbleibenden Fall ro < R < r; zahlt nur die
Masse m = 3mo(R? — r3) der Kugelschale vom Radius o bis zu R.

4mordr = const.
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Die Massendichte ¢:R3 — R erzeugt das Gravitationsfeld
Y y—- ..

f(@) = / ———3 o(y) dij.
@) gers |7 — @3 )

Zwecks Integrierbarkeit sei o beschrankt und absolut integrierbar (H1D).

Aufgabe: Berechnen Sie den Fluss von f durch den Rand S = §D
eines Kompaktums D C R3 (mit Fubini und der vorigen Aufgabe).

Lésung: Der Fluss aus D ist proportional zur Gesamtmasse in D:

dg) -ds

-as ) ol a7

—M/ o) df
yeD

Hierzu muss p ausreichend gutartig sein, sodass in (1) absolute Integrierbarkeit gilt. Gleichung
(2) ist dann Fubini und (3) haben wir zuvor ausgerechnet. Ist zudem f stetig differenzierbar, so
folgt div f = —4mp nach GauB. Der Regularititssatz H1D prizisiert die Voraussetzungen.

R SR mit

feds 2

- o . P
. == 0(9)

Jap Jzeap \Jyers | — 7|
=
GER3 zedD |J - I.‘S

/,P%%@WMﬂ:
FERS

Aufgabe: Berechnen Sie das Gravitationsfeld feiner Kugelschale
K={§eR3|ro<|yl <ri}mit0<ry<r und konstanter Dichte o.

Erste Losung: direkt durch Integration, miihsam aber lehrreich.
Zweite Losung: Mit dem Integralsatz von GauB3 geht es viel leichter.
Das Feld f ist kugelsymmetrisch, das heiBt f(z) = g(|Z]) - Z/| .

Aus B(0,r) = { & € R® | |7 < } flieBt 55, [+ dS = 4mr2g(r).
Dank Gaun gilt andererseits 153(677) fedS = —dn f§(6 " o(y) dy.

9= [ e

Gravitationstarke:

Fir r > ry gilt g(r) = —m/r?: Wie eine Punktmasse im Ursprung.

Fir r < 7o gilt g(r) = 0: Hier heben sich entgegengesetzte Kréfte auf.
Firry <r <r giltg(r) = —o 3 27 (r® — r§): Wie Punktmasse, aufgeteilt.
Spezialfall Vollkugel: Flir 0 =ro < r < ryist g(r) = —oix 51 linear.

© Der Integralsatz von GauB vereinfacht die Rechnung erheblich!
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Gravitationsfeld der Erde

g(r) = | f(r)| Gravitationsfeld einer Vollkugel bzw.
Kugelschale bei homogener Masse

Vollkuge

Kugelschale \\

RS S|

1 i

Wir sehen in diesem Beispiel sehr schon, dass f stetig ist, wie im folgenden Satz H1D erklrt, und
sogar stetig diff’bar wo p dies ist. Wir sehen aber auch, dass f nicht iiberall differenzierbar ist.
Um realistische Beispiele wie dieses technisch korrekt zu behandeln, lohnt sich unsere Miihe!

Gravitationsfeld der Erde geman Preliminary Reference Earth Model:

Innerer  AuRerer
Kern Kern Mantel Mantel
e PREM

/ / \ lineare Dichte
/ / \ = konstante Dichte

4 / / /

2 /

0 2 4 6 8 10 12 14

Abstand zum Erdmittelpunkt in 1000km

Unterer Oberer Weltraum

-
n

-
)
I

o]

Gravitationsbeschleunigung in m/s?
[}

Bildquelle: wikimedia.org
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Potentiale und Gradientenfelder

Wir fihren die Diskussion von Feldern und Potentialen fort (E341).

Wiederholung: Sei U C R" ein Gebiet. Was versteht man unter. ..

(1) einem Skalarfeld F auf U? (2) einem Vektorfeld f auf U?

(4) einem Potential zu f?

Was besagt der HDI fur ein Vektorfeld f mit Potential F'?

Was gilt demnach fiir Arbeitsintegrale geschlossener Wege?

Ein Skalarfeld auf U ist eine stetige Abbildung F':R" D U — R.

Ein Vektorfeld auf U ist eine stetige Abbildung f:R" D U — R™.

Zu jedem stetig diff’baren Skalarfeld F: U — R ist der Gradient
OF OF

Ox1’ 8;17”)'

(4) Ein Potential zu f: U — R™ ist ein Skalarfeld F: U — R mit I/ = f.
5) Fir jeden stiickweise stetig diff’baren Weg ~: [a, b] — U gilt dann:

/ rean= [ ma)ywas [C U g0 po ) pow)

6) Ist f = F” und - geschlossen, also v(a) = ~(b), so folgt 5;67 fedy=0.

f:U—R"™ gegebendurch f=F =gradF = (

(1-2) Jedem Punkt = € U aus dem Definitionsgebiet U wird eine reelle
Zahl F(z) € R bzw. ein Vektor f(z) € R™ zugeordnet. Wir nehmen meist
stillschweigend an, dass diese Zuordnungen stetig / stetig diff’bar sind.
(3—4) In Dimension n = 1 ist f = F” Ableitung und F Stammfunktion.
Potentiale sind nur bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

(5) Das Arbeitsintegral eines Gradientenfeldes f = F’ hangt nur vom
Start p = v(a) und Ziel ¢ = v(b) ab, ansonsten aber nicht vom Weg ~.
Physikalisch entspricht dies der Energieerhaltung: Die zur Bewegung
entlang ~ aufgebrachte Arbeit wird als Lageenergie gespeichert.

(6) So kann man feststellen, ob ein Vektorfeld f ein Potential hat:

Aus 457 f+dy # 0 folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.

Wir nennen ein Vektorfeld f konservativ, wenn ¢ f-dy = 0 gilt.

Das bedeutet, langs geschlossener Wege wird keine Arbeit verrichtet.
Jede an einer Stelle des Weges aufgewandte Energie wird an anderer
Stelle zuriickgewonnen, die Gesamtenergie bleibt schlieBlich erhalten.

[ Zur Wiederholung siche Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5. Das Potentialproblem 16sen wir
in Kapitel E und hier allgemein. Wir nutzen es in Kapitel M fiir exakte Differentialgleichungen.
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Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es
ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F: U — R mit F’ = f existiert.
Das ist das Potentialproblem. Wie kénnen wir es konkret anpacken?

Ein Vektorfeld f: U — R™ hei3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn ﬁ f+dv = 0 fur jeden geschlossenen Weg ~: [a,b] — U qilt.

U q U q
B

@ Lasso!
p p y=aU-4

Konservativ: Das Arbeitsintegral hangt nur von Start p und Ziel ¢ ab,
nicht vom Integrationsweg, denn [, f-da — [, f-df = fﬁw fedy=0.
Satz H2A: Hauptsatz: exakt < konservativ

(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R" ein Potential so ist f konservativ.
(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F(z) = [ , f(s) - ds ein Potential.

Nachrechnen: (1) Aus f = F’ folgt ﬁ/ fedy=F(y()) — F(v(a)) =0.
(2) Wir kdnnen und werden U als wegzusammenhéngend annehmen.
Wir wéhlen einen Fquunktp € U und definieren F: U — R durch

Py = [ fis ds_/f da= [ flo() o).

s=p t=0

Hier ist «: [0,1] — U von «(0) = p nach a(1) = x ein beliebiger (!) Weg.
© Der Wert F(z) ist wohldefiniert, also unabhangig vom willkiirlich
gewahlten Weg «, da wir unser Vektorfeld f konservativ voraussetzen.
Ist F' ein Potential zu f? Gilt wirklich 9;F = f; furallei =1,...,n?

Fur jeden Punkt z € U und h > 0 mit [z, z + he;] C U finden wir:

F(z+he) 2 F(z)+ ' filz +te;) dt

Ji=o0
OF@) & SR he) Y g
© Somit gilt F’ = f wie gewiinscht, das heiBt, F ist ein Potential zu f.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld

Aufgabe: (1) Sei a € R. Skizzieren Sie das zirkulare Vektorfeld

FU=R {0} = R? mit f(z,y) = (—y,z)/(x® +y>)"2

x 1 /-
f(y :7‘7“< 4

Lange/5
Max 2

22+ y?

Aufgabe: Wir betrachten f(z,y) = (—y,z)/r* mitr = /22 + y2.
(2) Berechnen Sie |f(z, y)| und das Arbeitsintegral langs 0B(0, r).
(3) Berechnen Sie rot(f). Fir welche a ist rot(f) konstant? Null?
(4) Fir welche a existiert zu f ein Potential F: R? \ {0} — R?

Lésung: (2) Wir finden | f(z,y)| = v'~“. Da f Giberall tangential ist:

</1§ F(s)-ds = §£ F(5) - tos |ds| = yﬁ P1=0 |ds| = 2772
Japo.r 2B(0,r) 2B(0,r)

(3) Wir finden rot(f) = 0y fo — 0o fy = .. /‘ .= (2—a)/r
Die Rotation ist konstant fiir a € {0, 2}, und Null nur fir a = 2.

as Fe erlaubt kein Potential auf R* \ {0}, denn es gilt
4) Das Feld f erlaubt kein P ial auf R? d il

¢ f(s)+ds #0.
8B(0,r)

© Das Vektorfeld ist nicht konservativ, also auch kein Gradientenfeld.
/\ Fira = 2ist das Feld f rotationsfrei, besitzt dennoch kein Potential!
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Homotopie von Integrationswegen

Wiederholung: Stroppel, Hohere Mathematik 2, Satz 4.3.10.

(1) Wann heiBt ein C'-Vektorfeld f: R™ D U — R™ rotationsfrei?

(2) Was besagt der Satz von Schwarz (D4A) fur partielle Ableitungen?
(3) Ist Rotationsfreiheit fiir Exaktheit notwendig? (4) hinreichend?

(5) Auf welchen Gebieten U C R™ gilt ,rotationsfrei = exakt“?

(

1) Ein C'-Vektorfeld f heif3t rotationsfrei, wenn 0;fi = 0; f; qilt.
Das bedeutet, die Jacobi—Matrix (9; f;); ; ist symmetrisch.

In Dimension n = 2, 3 ist dies gleichbedeutend mit rot(f) = 0.

(2) Jede C%—Funktion F: U — R erfillt 0;0,F = 9;0;F fur alle 4, .
Jedes C'-Gradientenfeld f = (01 F, ..., 8, F) ist somit rotationsfrei.
(3) Fur jedes C'-Vektorfeld f gilt: Exaktheit impliziert Rotationsfreiheit.
Existiert némlich ein Potential F' mit 0, F = f;, so folgt 9; f; = 0; f;.
(4) Aus 0; f; # 0, f; folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.
Aber allein aus 0; f; = 9; f; folgt noch nicht, dass f ein Potential hat!
(5) Ist das Gebiet U C R einfach zusammenhéngend, so erlaubt
jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R™ ein Potential F: U — R.

Sei f:R"™ D U — R" ein Vektorfeld.
Wir integrieren entlang der Wege

a, f:]a,b] — U von p nach q.

Die Ergebnisse sind i.A. verschieden!

Hat f ein Potential F, so ist jedes
Arbeitsintegral gleich F(q) — F(p).
Aus rot(f) =0und a U —j = 9D folgt
Jo f+da = [, f-dB dank Stokes.

© In dieser gliicklichen Situation
muissen wir viel weniger rechnen!
Wege a und $ heiBen homotop in U, wenn sie sich stetig ineinander
deformieren lassen — innerhalb von U und bei festen Endpunkten.

Satz H2B: Rotationsfreiheit impliziert Homotopieinvarianz.

Ist das Vektorfeld f:R™ D U — R" rotationsfrei, so liefern homotope
Wege a, 3: [a,b] — U dasselbe Arbeitsintegral [ f-da = fﬂ fedg.
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Einfach zusammenhéngende Gebiete

Wir verstehen Kreisringe und gehen nun zu allgemeineren Gebieten:

/ p

konvex sternférmig zu p
g 2 mehrfach (nicht einfach)
einfach @
zusammenhéngend zusammenhéangend

Will man priifen, ob ein Vektorfeld f:R™ O U — R™ konservativ ist, so
muss man 5;67 f+dvy = 0 nachweisen fur alle geschlossenen Wege in U

Ist f rotationsfrei, so gentgt jeweils ein Weg in jeder Homotopieklasse.
Hier spielt die Form des Gebietes U eine entscheidende Rolle!

Ganz einfach wird es, wenn alle Wege untereinander homotop sind.

Eine Menge U C R™ hei3t konvex, wenn zu je zwei Punkten p,q € U
ihre Verbindungsstrecke [p,q] = { (1 —s)p+s¢|0<s<1}inU liegt.
Wir nennen U sternférmig bezlglich eines festen Zentrums p € U,
wenn zu jedem Punkt ¢ € U die Verbindungsstrecke [p, ¢] in U liegt,
Wir nennen U (weg)zusammenhéngend, wenn zu je zwei Punkten
p,q € U ein Weg a: [0,1] — U von a(0) = p nach a(1) = ¢ existiert.
Zudem heif3t U einfach zusammenhéangend, wenn zudem je zwei
Wege «, 5:]0,1] — U mit gleichem Start und Ziel homotop in U sind.
Aquivalent als Lasso: Jeder geschlossene Weg +: [0, 1] — U lasst sich
auf einen Punkt zusammenziehen (durch eine Homotopie in U).

Aufgabe: Zeigen Sie fiir jedes Gebiet U C R™ die Implikationen

U konvex = U sternférmig = U einfach zusammenhé&ngend.
Lésung: (1) Ist U konvex, so eignet sich jeder Punkt p € U als Zentrum.
(2) Sei U sternférmig zu p und ~: [0, 1] — U ein geschlossener Weg.
Wir kdnnen ~(0) = (1) = p annehmen, notfalls dorthin verschieben.
Wir finden die Homotopie H;(t) = (1 — s)p + s(t). Skizzieren Sie’s!
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Ldsung des Potentialproblems

Satz H2E: Potentiale auf einfach zusammenhéangenden Gebieten

Unser Gebiet U C R" sei einfach zusammenhéngend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'-Vektorfeld f: U — R™ erlaubt genau dann ein
Potential F: U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erfillt.

In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral

@ b
f(s)-dsf/ fla(t)) -/ (t)dt mit {
Jt=a

s=p

» U und
ala) =p, a(db) = .

a:la, b

F(z) =

f:U - R istexakt, | S stetigdifbar

IF:U—SR:F =f

f ist rotationsfrei,

0; G = 82 cauf U
U einfach zshgd it 5

f stetig diff‘barw HStokeS

HDI ﬂ W Arbeitsintegral

f ist konservativ, immer

$ f-dy=0inU

f ist lokal konservativ,
gfi7 f+dy =0 lokal

U einfach zshgd

Gegeben sei U C R" offen und f: U — R™ ein stetiges Vektorfeld.
Problem: Wie priifen Sie, ob f exakt ist? Wie finden Sie ein Potential?
© Notwendiges Kriterium, fiir f € C', ist Rotationsfreiheit 0;fi = 0;fj.
© Auf jedem einfach zusammenhangenden Gebiet ist sie hinreichend!
© Das Arbeitsintegral F(z) = ¢ + f;p f(s) - ds liefert uns ein Potential
F:R" DU — R. Die Eichung F'(p) = ¢ legt das Potential eindeutig fest.

© Die Wahl des Integrationsweges a vom FuBpunkt p zum Ziel z in U
ist beliebig: Je zwei sind homotop und ergeben dasselbe Integral (H2B).

© Zwecks leichterer Integration wahlt man « méglichst geschickt,
etwa «:[0,1] — U mit a(t) = (1 — ¢)p + ta falls U sternférmig zu p ist.
© Speziell fir Quader kann man auch ein Hakenintegral nutzen:

F(z) :/f%l fl(tvp27p3)dt+/
t=p1

t=p2

) T3
fa(w1,t,p3) dt +
Jt=ps3

fa(wy, o, t) dt

/\ Nach der Rechnung die Probe nicht vergessen: Gilt F/ = £?

Fiir die Rotationsfreiheit verlangen wir, dass f stetig differenzierbar ist. Alle anderen Begriffe
und Implikationen gelten fiir stetige Vektorfelder; sie benétigen keine Ableitung, nur Integrale.
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Volltorus und AuBenraum Obung

Aufgabe: Skizzieren Sie zu Radien 0 < o < p < o0
1 den Kreisring A={zeR?|o<|z|<p},
2 die Kugelschale K ={2€cR?|o<|z|<p}.
8 einen Volltorus V C R? und seinen AuBenraum U = R3 \ V.
Sind diese Gebiete konvex? sternférmig? zshgd? einfach zshgd?
Unter welchen Voraussetzungen hat ein Vektorfeld hierauf ein Potential?

Die Kugelschale ist einfach zusammenhé&ngend, der Kreisring nicht!
Jeder geschlossene Weg ~v: [0, 1] — K ist in K zusammenziehbar!
/\ Einfach zusammenhangend bedeutet nicht unbedingt ,ohne Lécher”.

Der Volltorus V' C R? ist zusammenhéngend, aber nicht einfach zshgd.
Seine Seele (die blaue Kreislinie) ist in V' nicht zusammenziehbar.
Dasselbe gilt, dual hierzu, fir den AuBenraum U = R3 \ V.

Anwendung / Anschauung: Wir stellen uns den Torus V' als einen stromdurchflossenen Leiter vor,
etwa als eine Spule mit Wicklung um die z—Achse. Der Aulenraum U ist leer, insbesondere
flieBt hier keinerlei Strom. Wir untersuchen die Maxwell-Gleichungen im statischen Fall
O E = 9,B = 0: Es gilt div B = 0 und auf U zudem rot B = 0, dennoch gilt gﬁﬂ B(s)ds #0;
genau dies beobachtet man bei Gleichstrommagneten. Bei Wechselstrom (dynamischer Fall)
nutzt man rot £ = —d, B/c zur Induktion in einer zweiten Spule (Transformator).
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Notwendige und hinreichende Kriterien

Gegeben ist ein C1-Vektorfeld f: R D U — R" gesucht ist ein Potential.
Aufgabe: Formulieren Sie lhren Algorithmus zur Nutzung der Kriterien
(1) LAuf U gilt rot f = 0. und (2) ,U ist einfach zusammenhé&ngend.*
sowie (3) ,Es gilt 4>;/ f+dvy = 0 fur jeden geschlossenen Weg ~ in U .
Wie kdnnen Sie im positiven Falle ein solches Potential F' berechnen?
Warum sind Potentiale zu f nicht eindeutig? Wie finden Sie alle?

Kriterien U einfach U nicht einfach
an fund U zusammenhangend | zusammenhangend
rot f # 0 Auf U erlaubt f Auf U erlaubt f

J(f) asymmetrisch kein Potential. kein Potential.

Auf U erlaubt f
ein Potential F'.

rot f=0
J(f) symmetrisch

Beides ist mdglich.
Prife 957 fedy=0.

/\ Die vollstandige Lésung des Problems erfordert mehrere Kriterien,
einige notwendig, andere hinreichend. Diese Zusammenfassung hilft.

Aufgabe: Gegeben ist
ein C''-Vektorfeld
f:R*DU — R™

Schwarz D4A

Gesucht ist ein Potential,
F:U — Rmitgrad F = f.

Ja

Homotopie H2E

U einfach zshgd

Auf U erlaubt f | Ja Nein

ein Potential F. | H2

Auf U erlaubt f
kein Potential.

$ fedy=0
fur alle []? Hen
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld wung| | Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Obung
Fortsetzung & Schluss: Wir betrachten das zirkulare Vektorfeld Inwiefern liegt das Problem am Definitionsgebiet U = R2 \ {0}?
FU=RE{0} = R2 mit f(z,y) = (—y.2)/(a +y?)2/2 /\ Das Gebiet U ist nicht einfach zusammenhéngend. (Loch in 0)
Lasst sich Green anwenden: fan?T) f(s)-ds= fmo” rot(f) d(x,y)?
2R +, o e T Ty T s N () NE A\ Offenbar nicht: Im Punkt 0 ist f und somit rot(f) nicht definiert!
= I R P e R I o e L o Der punktierte Integrationsbereich B(0,r) ~ {0} ist nicht kompakt.
S8, oy e - : al : ] 1 Aufgabe: Statt U = R? < {0} betrachten wir vier offene Halbebenen:
"y " . N o i

A\\"' NN Uy =

Yoy " | 7 YA L N C Ul - {y 0} U3 e
1444 A4y L g
1y RN {z >0} {z <0} e
o PR 4 {y < 0}
IR i 14 , T (5) Fir welche a erlaubt f; = f|y, : U; — R? ein Potential F;: U; — R?
| IR | NEMRSRE . e ) K (6) Bestimmen Sie jeweils zu f; : U; — R? alle Potentiale F;:U; — R.
o IEEYENENNECN R AN AN AN “Lange/s (7) Existieren Potentiale Fis: U1 U Uz — R? Fio3:Uy UU> UUs — R?
< ST I T LT Max2, Warum konstruieren wir so nicht auch ein Potential F: U — R?
Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld torg| | Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld g
(5) Wir finden rot(f) = (2 — a)/(a? + y2)¥/2. Ebenso finden wir F»(x,y) = — arctan(x/y) + const auf U und weiter
Zur Exaktheit ist rot(f) = 0 notwendig, also a = 2. Fy(w,y) = arctan(y/z) + const sowie Fi(z,y) = — arctan(z/y) + const.
Das ist die notwendige lokale Bedingung, unabhéngig vom Gebiet. Auf jedem dieser (konvexen!) Gebiete U; erlaubt f ein Potential F;.
Zudem ist U; konvex (H2E): Fiir a = 2 existiert ein Potential F;: U; — R. (7) Die folgenden Abbildungen skizzieren diese Potentiale F;: U; — R.
Ist ein Potential F zu f vorgelegt, so ist die Probe leicht: Es geniigt, Je drei dieser Potentiale lassen sich verkleben, aber nicht alle vier!
geduldig nachzurechnen, ob 9;F = f; gilt. Aber wie finden wir F'? Wir beginnen mit F, = arctan(y/x) und Fy = — arctan(z/y) + c.

Diese stimmen auf U; N Us Uberein firr ¢ = 7/2: Punktprobe in (1,1).
Ebenso F3 = arctan(y/z) + =. Wir erhalten F: U; UU, UUs — R.

@0) () v o . _ (
File,y) / F(s)-ds +/ F(s)eds =0+ [ f(a,0)-(0,1)d¢ || Im letzten Schritt finden wir ebenso Fy = — arctan(x/y) + 37 /2.

(6) Wir bestimmen ein Potential F; : U; — R dank Arbeitsintegral (H2A):

=(1,0) =(z,0) =0 Dies schlief3t sich nicht: Auf U, N U; bleibt die Differenz Fy — F} = 27!
Y z Y 1 y/z Das entspricht dem Integral %B(o » f(s) +ds = 2m, wie zuvor gesehen.
= Sdt=] ————d = —— du ’
/z:o 22 + ¢ /z:o L+ (t/z)? (t/z) /u:() 1+ u? Das Bild von M.C. Escher illustriert diese bemerkenswerte Situation: Das
y/z Gravitationsfeld ist konservativ: Sie kdnnen nicht sténdig bergab laufen,
= [arcmn(“)]uzo = arctan(y/z) auch nicht stindig bergauf! Denken Sie etwa ans Wandern im Gebirge.

In einer kreisférmigen Gegenstromanlage hingegen kénnen Sie stets

Probe: 9, arctan(y/x) = —y/(a? +y?), 9, arctan(y/z) = z/(2* + 7). gegen den Strom schwimmen, so wie hier im Wirbelfeld.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld wung| | Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Potential F; Potential 77 U Fy

Uy
Unser Vektorfeld f: U = R2 \ {0} — R? erfiillt rot(f) = 0 auf ganz U. Unser Vektorfeld f: U = R? \ {0} — R? erfiillt rot(f) = 0 auf ganz U.
Die offene Halbebene U ist konvex, hierauf hat f also ein Potential F;. Die Vereinigung U; U Us ist sternférmig, hierauf hat f ein Potential.

Die obige Rechnung zeigt alle Lésungen: Fi(z,y) = arctan(y/xz) + const Wir passen die Integrationskonstanten an und verkleben F; und F.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld oung| | M.C. Escher: Ascending and Descending Obung

/ Potential F; U Fy U F3
/

2w

Auch Uy U U, U Us ist sternférmig: Wir erhalten die Ebene R? minus
eine Halbgerade. Auch hierauf hat f ein Potential: die Wendelflache!
Diese schlief3t sich nicht, daher erhalten wir kein Potential F: U — R.
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Physikalische Anwendungen der Integralsatze =

Stromungslehre: Die Massenbilanz als Integralgleichung:

g///gdlr@r# (0+7)dS = 0
dt JJJk S=0K

Hieraus erhalten wir dank Gauf3 die Kontinuitéatsgleichung:

9e + div(e?) = 0,

bei ¢ = const also dive' =0
ot N

Warmeleitung: Die Warmebilanz als Integralgleichung:

/[/K ot 7) dz = %///K ol ) #;:W Fit,z) - 7dS

Hieraus erhalten wir Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung:

Oou . 0 9
A kAu= A= 42 4+ 2
or "ot mit ox? * oz} "~ 023

© Diese Differentialgleichung kénnen wir [6sen, exakt oder numerisch.

Elektrodynamik: Die Maxwell-Gleichungen als Integralgleichungen:

E.idS = /// dmodV
°)% 1%

515 E-d;:—l/ 9B as
a8 C S 82‘

B-7dS=0
ov

Ampére Durchflutungsgesetz §1§ Beds= L // (47rj+ a—E) -7dS
a8 C S Ot

Coulomb Ladungsgesetz

Faraday Induktionsgesetz

GauB Quellenfreiheit

Dank Gauf und Stokes erhalten wir hieraus Differentialgleichungen:

4 . 10B
V. FE =4mp, V><E'+78—:0,
c ot
vV.-B=0, vxB- 108 _dry
c Ot c

© Daraus folgen insbesondere Ladungserhaltung und Wellengleichung.
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Exakte und konservative Vektorfelder Fazit

. . H
Konstruktion von Potentialen =

Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es
ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F: U — R mit F’ = f existiert.

o ed P o F) = (9F oF
f—F—gIadF—(alF,...,an)—(axl,...,axn .

© Fir jeden stiickweise stetig diff’baren Weg v : [a,b] — U gilt dann:

o PARGW) )
A foar= [ Po@)-y o= [ FH = o)

Ist der Weg ~ geschlossen, v(a) = ~(b), so folgt demnach ‘¢'7 fedy=0.

F((a))

Ein Vektorfeld f: U — R™ hei3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn 957 f +dv = 0 fur jeden geschlossenen Weg ~: [a,b] — U gilt.

© Das garantiert: Arbeitsintegrale hingen nur von Start und Ziel ab.
Diese beiden Begriffe erweisen sich als aquivalent (Hauptsatz H2A):
(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R"™ ein Potential, so ist f konservativ.
(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(«) = [ f(s) - ds ein Potential.
© Der Wert F(z) ist wohldefiniert, unabhéngig vom gewéhlten Weg 1.

Ldsung des Potentialproblems bei einfachem Zusammenhang (H2E):

Unser Gebiet U C R™ sei einfach zusammenhéangend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'—Vektorfeld f: U — R™ erlaubt genau dann ein
Potential F': U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erflllt.

In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral
v:la,b] = U,

T b ’ H
F(z) = / J@rds= [ S(0) /(@) de mit {v(a):p,v(b):ﬂ

f:U — R™ ist exakt,
JF:U »R:F' = f

f ist rotationsfrei,
ajfi = alfj auf U

f stetig diff’bar
_

U einfach zshgd
HDIH WArbeitsintegraI f stetig diff’barw HStokeS

f ist konservativ, immer

$ fedy=0inU

f ist lokal konservativ,
gﬁ7 f+dy =0 lokal

U einfach zshgd
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen razt| | ZUsammenfassung und Versténdnisfragen Fazit
Aufgabe: Unter welchen Voraussetzungen gilt. . . 2 (1) Voraussetzungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung [B123], kurz HDI:
Die Funktion F: [a, b] — C sei stetig differenzierbar mit Ableitung f = F’. (Es geniigt F stetig
1 b d b 7 und stiickweise stetig differenzierbar [B213], oder noch allgemeiner F* absolut stetig [B214].)
( ) o f(.L') = ( ) N (a) (2) Gegenbeispiele [C414]: Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Voraussetzungen des Satzes von
. Fubini [€121); f: X x Y — [0, cc] sei messbar oder f: X x Y — C absolut integrierbar.
(2) / / f(xv y) dydz = / / f(xv y) dz dy (3) Voraussetzungen des Transformationssatzes [C209]: Die Mengen X, Y C R" seien messbar,
XJY YJXx f:Y — [0, 00] messbar oder f : Y — C absolut integrierbar, ® : X — Y stetig differenzierbar
(3) / f(y) dy = / f(@(l‘)) |det (IJI(I)‘ dz und bijektiv (zumindest injektiv und surjektiv bis auf Ausnahmemengen vom Volumen Null).
Y X (4) Das Integral ist linear! Die Behauptung gilt unter den iiblichen VorsichtsmafSnahmen:
n n fr 12 — [0, 0o] messbar oder fj, :  — C absolut integrierbar.
(4) /Q Z f"(”c) de = Z /Q Je (T) de (5) Gegenbeispiele D101 Fiir Reihen, also unendliche Summen, gilt Vertauschung nicht immer!
k=0 k=0 Hinreichend ist fx : Q — [0, oo] messbar oder L'—Konvergenz 332 [, | fx| < co.
(o] oo n
_ (6) Fiir Grenzwerte und Integrale gilt Vertauschung nicht immer! Voraussetzungen fiir den
(5) /Q Z fk(x) de = Z /Q fe (I) de Satz der majorisierten Konvergenz [0209]: Hinreichend ist punktweise Konvergenz fr — f (fast
k=0 k=0 iiberall) und eine absolut integrierbare Majorante g mit | fi| < g (fast iiberall) fiir alle k.
(6) / lim fk(i) dz = lim / fr (1) dz (7) Gegenbeispiele [0409]: Leider kann man nicht immer die Ableitung unter das Integral ziehen!
Q k—oo k—oo Jo Hinreichend ist insb. Y kompakt und f: X x Y — C stetig und stetig nach « differenzierbar.
d o Allgemein wie bei der majorisierten Konvergenz [0309]: Fiir jedes x ist y — f(z,y) integrierbar
(7) a flz,y)dy = %f(% y)dy iiber y, fiir fast jedes y ist ¢ — f(z,y) stetig differenzierbar nach x, und zudem existiert eine
~JY Y & integrierbare Majorante g(y), das heiBt, |(9f,/0x;)(x,y)| < g(y) fiir alle z und fast alle y.
g Y y/ 9T
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen razt| | ZUsammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Was ist ein Skalarfeld g? ein Vektorfeld f?
Unter welchen Voraussetzungen gilt. .. ?

(1) c‘)z-c‘)jg = 8]'(91-9
(2) rot grad g = 0
3) divrot f =0

(4) /er grad g(s) «ds = Zse@[‘ g(s)n(s)

6 ot f(e)-ds = / S
(6) /U€V div f(v)dV = /seav f(s)+dS

Erklaren Sie Bedeutung, Definition und Funktionsweise dieser Formeln.
Welche physikalischen und mathematischen Anwendungen kennen Sie?

Sei 2 C R? ein Gebiet, also eine offene zusammenhingende Teilmenge. Hierauf betrachten wir
ein Skalarfeld g, also eine stetige Abbildung g: Q2 — R, sowie ein Vektorfeld f, also eine stetige
Abbildung f: Q — R>. Sind diese zudem stetig differenzierbar, so definieren wir wie iiblich die
Ableitungen grad, rot, div, siehe zum Beispiel die Wiederholung zu Beginn von Kapitel H.

Aussage (1) gilt fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen g : 2 — R: Das ist der Satz
von Schwarz (D4A). Damit rechnet man die angegebenen Identitdten (2) und (3) leicht nach.

Die Gleichungen (4-6) sind unsere Integralsitze. Hierzu seien f und g stetig differenzierbar.
(Etwas weniger geniigt, zum Beispiel Lipschitz—stetig und somit fast tiberall differenzierbar.)

Fiir den HDI (4) sei I' C Q C R? eine stiickweise glatte Kurve vom Startpunkt p zum Zielpunkt
q mit vektoriellem Wegelement ds. Hierzu sei I" orientiert; genau wie beim eindimensionalen
HDI werten wir Startpunkte negativ, n(p) = —1, und Zielpunkte positiv, n(q) = +1. Allgemein
kann eine solche Kurve I" mehrere Komponenten und mehrere Randpunkte s € OI" haben.

Fiir Stokes (5) sei S C Q2 C R? eine orientierte, stiickweise glatte Fliche mit vektoriellem
Flichenelement dS = n |dS|, also Einheitsnormale n : S — R® und skalarem Flichenelement
|dS|. Die Randkurve I' = 9SS ist dann ebenfalls stiickweise glatt und wird positiv orientiert
gemiiB der Rechte-Hand-Regel. (Fiir ebene Flichen S C R? entspricht der Satz von Stokes im
Raum R® dem Satz von Green in der Ebene R?, siche Kapitel E. Beide sind dquivalent.)

Fiir Gaul3 (6) schlieBlich sei V' C € ein Kompaktum mit stiickweise glatter Randfléiche 9V und

dem iiblichen euklidischen Volumenelement dV = d(z1, z2, 23). Die Randfliche S = 9V wird
orientiert durch die nach auBen weisende Einheitsnormale n.: S — R?, so dass dS = n [dS)].
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Sei A C R? eine Gerade, D eine Kreisscheibe um 0
sowie K eine Kugel um 0. Begrlinden oder widerlegen Sie:

(1) Jeder stetige Weg ~: [a,b] — R™ hat endliche Lénge.

(2) Jeder stetig diff’bare Weg 7 : [a, b] — R™ hat endliche Lange.
(3) Fur f:R?~ {0} — R? mit div(f) = 0 gilt [;,, f(s) x ds = 0.
(4) Fur £:R?~ {0} — R2 mit rot(f) = 0 gilt f,,, f(s)-ds =0.

(5) Fur f:R3~ {0} — R3 mit rot(f) = 0gilt f;,, f(s)+ds=0.

(6) Fir f:R3 \ A — R3 mit rot(f) = 0gilt [, f(s)+ds = 0.

(7) Fur f:R3 \ {0} — R3 mit div(f) = 0 gilt [, f(s)+dS =0.

(8) Fir f:R™~ {0} — R™ mit f(x) = const - z/|z|™ gilt div(f) = 0.
(9) Fir f:R™ ~ {0} — R" mit div(f) = 0 gilt f(z) = const - z/|z|™.

(0) Wikipedia zu Konservative Kraft (aufgerufen 11.11.2024):
LAquivalent sind: 1. Die Arbeit entlang jeder beliebigen geschlossenen
Kurve innerhalb des Feldes ist gleich Null. [...] 4. Das Feld ist auf einem
einfach zusammenhangenden Gebiet definiert und [dort rotationsfrei].”

Aussage (1) gilt nicht. Die Kochkurve ist ein beliebtes Gegenbeispiel.
Aussage (2) gilt dank der Integralformel £(v) = fab |9/ (t)| dt fiir die Weglinge.

Aussage (3) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Quellenfeld f(z,y) := (z,y)/(z* + y?).
Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R? \ {0} und dennoch Jop F(s) x ds = 2m.

Aussage (4) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld f(z,y) := (—y,z)/(z* + 4?).
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? ~. {0} und dennoch Jop f(s)+ds = 2.

Aussage (5) gilt dank Stokes und der Geometrie des Raumes: Wir haben 0D = 9. fiir eine
Hemisphire S C R? \ {0}, also [, f(s)+ds = [, f(s)-ds = [grot(f)-dS = 0.
Allgemein: Das Gebiet R® . {0} ist zwar nicht konvex oder sternformig, aber dennoch einfach
zusammenhingend! Das bedeutet, jede geschlossene Kurve I' in R® ~ {0} ist zusammenziehbar,
somit verschwindet ldngs I" das Arbeitsintegral jedes rotationsfreien Vektorfeldes.

Aussage (6) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z,y, 2) = (—y,z,0)/(z* 4+ y?) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R® \. A und dennoch Jop f(s)+ds = 2.

Aussage (7) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Feld einer im Ursprung konzentrierten Masse
oder Ladung, also das Quellenfeld f(z,y, z) = (z,y, 2)/(z* + y* + 22)*/2.

Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R® \. {0} und dennoch [, . f(s) +dS = 4.

Aussage (8) rechnet man leicht nach. Die Umkehrung (9) ist falsch, zum Beispiel erfiillt
jedes konstante Vektorfeld f auch div(f) = 0. Wenn wir jedoch verlangen, dass f divergenzfrei
und zudem radialsymmetrisch ist, so folgt tatséchlich f(x) = const - z/|z|", siehe Satz H2F.

m . H:
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis Ihrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus lhrem Fundus:

(1) Jedes Vektorfeld f: R' — R! hat ein Potential.

(2) Jedes Vektorfeld f:R? — R? hat ein Potential.

(8) Jedes Vektorfeld f: R? — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.

4) Jedes Vektorfeld f:R™ — R™ mit 0; f; = 9; f; hat ein Potential.

5) Jedes Vektorfeld f:R2 \ {0} — R2 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
6) Jedes Vektorfeld f:R3 . {0} — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
7) Jedes Vektorfeld f:R? \ A — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
Hierbei sei A C R? eine Gerade, etwa die z—Achse.

(8) Jedes Feld f:R™ \ {0} — R": f(z) = g(|=|) - z/|z| hat ein Potential.
(9) Wikipedia zu Rotation eines Vektorfeldes (aufgerufen 11.11.2021):
.Die Divergenz der Rotation eines Vektorfeldes ist gleich null. Umgekehrt

ist in einfach zusammenhangenden Gebieten [im R3] ein Feld, dessen
Divergenz gleich null ist, die Rotation eines anderen Vektorfeldes."

—_~ o~ o~ —~

Aussage (1) gilt immer: Dank HDIist F'(z) = [;” f(t) dt eine Stammfunktion, also F’ = .

Aussage (2) gilt nicht immer: Notwendiges Kriterium ist rot(f) = 0. Beispiel: Das Vektorfeld
f:R? = R? mit f(z,y) = (—y, z) erfiillt rot (f) = 2 # 0. Demnach erlaubt f kein Potential,
das heiBt, es gibt keine Funktion F': R? — R mit grad F' = f. Unnétig danach zu suchen!

Aussagen (3) und (4) gelten immer: Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten (wie R™) ist fiir
C'—Vektorfelder f:R™ — R™ das notwendige Kriterium rot(f) = 0 auch hinreichend.

Aussage (5) gilt nicht immer. Unser zentrales Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? \. {0}, aber dennoch .‘ﬁaB(o ) f(s)+ds =2m.

Aussage (6) gilt immer, denn im Gegensatz zur punktierten Ebene R? ~. {0} ist der punktierte
Raum R? \ {0} einfach zusammenhiingend. Hier ist rot(f) = 0 hinreichend.

Aussage (7) gilt nicht immer. Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z,y, 2) = (—y,z,0)/(z* 4+ y?) um die z—Achse A.

Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R® \. A, aber dennoch $op f(s) +ds = 2.

(8) Zu f(z) = g(|=|) - /|z| mit g stetig finden wir explizit das Potential F'(z) = G(|z|) mit
G(r) = ff g(p) dp: Leiten Sie es geduldig ab, Sie finden grad F' = f. Somit rot f = 0.
(9) Ja. Nein! Prominentes Gegenbeispiel: Das Gebiet U = R® \. {0} ist einfach zshgd.
Das (Gravitations-)Vektorfeld f: U — R®:z + x/|z|? erfiillt div(f) = 0 auf ganz U.
Fiir jede Sphéire S um 0 gilt [ f+dS = 47 > 0. Somit ist f = rot(g) unméglich!
Dank 95 = () und dem Satz von Stokes (G3E) gilt némlich [ rot(g) +dS = [,5g+ds = 0.

H317

Potentialproblem auf R? Obung

H318

Potentialproblem auf R x R.y x Ryg Obung

Aufgabe: Gegeben sei f:R? — R3 mit f(z,y,2) = (ay,z — Bz,2 — ).
(1) Fir welche Konstanten «, 8 € R ist dieses Vektorfeld f exakt?
(2) Falls existent, finden Sie F:R? — R mit F/ = f und F(2,2,2) = 0.

Lésung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:

rot(f)1 =0y fs —0:.fo =p-1
rot(f)e = 0.f1 — Oufs =0
I'Ot(f)?) = 8;]‘2 — ayfl =1—-«

Demnach ist f rotationsfrei nur fiir « = 8 = 1. Das Gebiet R? ist konvex,
dank Satz H2E ist das Vektorfeld f(z,y, z) = (y,x — 2,z — y) exakt.

(2) Wir integrieren f koordinatenweise zu einem Potential F: R — R:
%F(z,y,2) =y
OyF(z,y,2)=x—2

= F(z,y,2) =2y +aly,2)
= F(z,y,z) =2y —yz +b(2)

0. F(x,y,2)=2—y = F(x,y,z):xyfszr%ZQJrc
Probe: Die Funktion F:R3 — R mit F(z,y,2) = zy — yz + %,22 -2
erflllt F(2,2,2) = 0 sowie 0,F =yund 9,F =z — zund 9,F = z — y.

Aufgabe: Auf U = { (z,y,2z) € R* | y > 0,z > 0 } betrachten wir

flz,y,2) = (ln(y/z)7 ax/y, bx/z )

(1) Fir welche Konstanten a, b € R ist dieses Vektorfeld f exakt?
(2) Bestimmen Sie in diesen Fallen ein Potential F mit F(1,1,1) = 1.

R3O U = R?,

Losung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:
rot(f)1 = Oy f3 — 0. f2 = Oy(bx/z) — O.(ax/y) =0,
rot(f)e = 0. f1 — Oufz = 0-(In(y/2)) — Bu(bx/2) = —1/2 —bJz =0,
rot(f)s = Oz fa — 9y f1 = Ox(az/y) — Oy(In(y/z)) = a/y — 1/y =0.

Demnach ist f rotationsfrei nur fir (a,b) = (+1,—1). Das Gebiet U ist
konvex, dank Satz H2E ist f(z,y, z) = (In(y/z), +z/y, —z/z) exakt.

(2) Als Potential finden wir durch koordinatenweise Integration
F(z,y,2) = zln(y/z) + c.

Machen Sie die Probe! Um F(1,1,1) = 1 zu erhalten, wahlen wir ¢ = 1.

H319
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Potentialproblem auf Kreisring und Kreisscheibe
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Potentialproblem auf Kreisring und Kreisscheibe

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Potentiale des ebenen Vektorfeldes

f AN 2 T " a -y
Ty 2ty -1\y) 222\ )

Lésung: Wir berechnen zunachst die Rotation. .. Uberall gilt rot(f) = 0.
Wir sehen gsaB(O’r) f(s)+ds = 2ma. Flr a # 0 existiert kein Potential!

Im Folgenden sei daher a = 0. Auf der Kreislinie 22 + y? = 1 wird der
erste Nenner Null. Der Definitionsbereich zerfallt somit in zwei Gebiete

A:{(x.,y)E]R?|1:2-‘ry2>1}7 B:{(x.,y)E]R2|x2+y2<l}4

Das Gebiet A ist ein Kreisring (hier mit Radien 1 und o).

Das Integral langs Kreisen um 0 verschwindet, da f radial ist.

Auf A finden wir das Potential Fa(z,y) = In(z? + > — 1) + ca. Probe!
Das Gebiet B ist eine Kreisscheibe, auch hierauf hat f ein Potential.
Auf B finden wir das Potential Fi(x,y) = In(1 — 22 — y?) + cp. Probe!

Insgesamt erhalten wir also F(z,y) = In|z? + y? — 1| + c4 14 +¢cp 1.

Die beiden Zweige des Potentials F(z,y) = In|z? + y> — 1| auf den
beiden Gebieten A und B sehen etwa wie folgt aus. Wir haben eine
Singularitat F(x,y) — —oo entlang der Kreislinie 22 + y2 = 1.
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Potentialproblem fir gegenlaufige Wirbelfelder Ubung

Aufgabe: Auf dem Gebiet U = R? \ ([~1,1] x {0}) betrachten wir

1) = amrre () 9() = ermrre (),

(1) Skizzieren Sie die Felder f, g und ihre Superposition h = f + g.
(2) Bestimmen Sie die Rotation. (3) Besitzt f ein Potential? ¢? und h?
(4) Bestimmen Sie mdglichst explizit ein Potential, falls existent.
Lésung: (1) Das Feld f ist das rechtsdrehende Wirbelfeld um (1,0).
Entsprechend ist g das linksdrehende Wirbelfeld um den Pol (-1, 0).
Ihre Superposition h = f + g ergibt sich durch punktweise Addition.
(Beispiele: Wirbelschleppe eines Flugzeugs, Magnetfeld einer Spule)

(2) Wir wissen bereits rot(f) = 0 und rot(g) = 0 und somit rot(h) = 0.
Wir nutzen die Linearitat der Ableitung: rot(f + g) = rot(f) + rot(g).

(8) Das Feld f hat auf U kein Potential, denn 9553(0.2) f(s)+ds=2m #£0.
Ebenso hat g auf U kein Potential, denn 95913(0,2) g(s)+ds = —2m # 0.
© Das Feld h hingegen hat auf unserem Gebiet U ein Potential!

Das rechtsdrehende Wirbelfeld f um den Punkt (1,0).
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Potentialproblem fiir gegenlaufige Wirbelfelder

Das linksdrehende Wirbelfeld g um den Punkt (—
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Potentialproblem fir gegenlaufige Wirbelfelder

Wie kann man zu h: U — R? ein Potential H : U — R konstruieren?
Far f und g kennen wir jeweils Potentiale F; und G; auf Halbebenen.
Hieraus erhalten wir jeweils Potentiale H; = F; + G; zu h = f + g:

Uy ={z>+1}: Hi(z,y) = arctan(g; g 1) - aIctan(z Jyr 1> + const
1 -1
Uy ={y>0}: Hyz,y)= arctan(x + ) - arctan(m ) + const
Y Y
Us ={z<—-1}: Hi(z,y) = arctan(x 2 1) - arctan( _Z'l_ 1) + const
z+1 —
Uy={y<0}: Hy(z,y)= arctan( . ) - arctan( > + const
Y

Wir versuchen, diese zusammenzukleben. .. und erleben ein Wunder:
Setzt man alle Konstanten Null, so passen H,, Hy, Hs, Hy zusammen!
Die Sprungstelle [—1,1] x {0} ist hier aus U ausgenommen.

Wir machen die Punktprobe: Es gilt H1(2,0) = 0 sowie Hy(2,y) — 0 flr
y N\, 0und Hy(2,y) — 0 flry 0. Ebenso gilt H3(—2,0) = 0 sowie
Hy(—2,y) — 0 firy \,0und Hy(—2,y) — 0 flry 0. Alles wird gut!

Potential

Das Wirbelfeld f: U — R? hat kein Potential auf U, ebensowenig das
gegenléufige Wirbelfeld g: U — R2. Erstaunlicherweise hat fiir a,b € R
ihre Superposition h = af + bg genau dann ein Potential, wenn a = b gilt.

H331
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Einfach zusammenhéngende Gebiete
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Einfach zusammenhangende Gebiete

Aufgabe: Welche der folgenden Gebiete in U = ]-2,2[2 \ {(£1,0)}
sind konvex? sternférmig? einfach zusammenhangend?

U Vi Va Vs

Wi Wa W3 zZ

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternformig, nicht einmal einfach zusammenhingend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Die Gebiete V1, V2, V3 sind konvex, Wy, Wa, W3
sind nicht konvex aber sternférmig, und Z nicht sternférmig aber einfach zusammenhéngend.

Aufgabe: Wir betrachten das Gebiet U = B(0,2) ~ {(0,0)}.
(1) Ist U konvex? sternférmig? einfach zusammenh&ngend?

Finden Sie, jeweils maximal, (2) ein konvexes Gebiet V C U,
(3) ein sternférmiges Gebiet W C U, sowie (4) ein einfach
zusammenhéngendes Gebiet Z C U, das nicht sternférmig ist.

Lésung: Fir U = B(0,2)

DO

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternformig, nicht einmal einfach zusammenhingend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Offensichtlich ist V' konvex und sogar maximal mit
dieser Eigenschaft. Entsprechend ist W nicht konvex aber sternférmig beziiglich (1,0), zudem
maximal mit dieser Eigenschaft. Die Gebiete Z und Z’ sind nicht sternformig, aber immerhin
einfach zusammenhiingend. Zudem ist Z maximal mit dieser Eigenschaft, aber Z’ nicht.

{(0,0)} betrachte man folgende Skizzen:
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Fourier—Analyse periodischer Funktionen

L’analyse mathématique est aussi étendue que la nature elle-méme |[. . .].
Elle rapproche les phénomenes les plus divers,
et découvre les analogies secrétes qui les unissent.

Joseph Fourier (1768-1830), Théorie analytique de la chaleur (1822)
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Motivation zu Fourier—Reihen

\ i \

S
Vorgelegt sei f:R — R mit Periode T, also Grundfrequenz w = 27 /T.
Ziel: Wir zerlegen das Signal f in harmonische Schwingungen geman

f(t) = % + aj cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(2wt) + by sin(2wt) + . ..

Grundschwingung Oberschwingungen

- ¢os(wt)
sin( 2wt
—sin{bwt

I+
cor
—Ho

Periodische Vorgénge sind tberall: Jahreszeiten, Tag & Nacht, Puls,
Schwingungen, Schall... Ihr Innenohr ermittelt eine Fourier—Analyse.
Zerlegung (Analyse) in harmonische Schwingungen gelingt flr praktisch
alle periodischen Funktionen, egal wie kaprizids sie auch sein mégen!
Diese sensationelle Entdeckung trug Fourier 1807 der Akademie vor.
Dirichlet klarte 1829 grundlegende Fragen zur Konvergenz (Synthese).

Die Fourier—Analyse hat zahlreiche wichtige technische Anwendungen:
@ Digitalisierung von Ton- und Bilddaten (FFT, MP3, JPEG, MPEG).
@ Datenkompression, Herausfiltern relevanter Frequenzbereiche.

@ Datenanalyse, Mustererkennung, z.B. Spracherkennung.
@ Zerlegen von komplizierten Funktionen in einfache Basisfunktionen.
@ Optimale L?-Approximation, L&sung von Differentialgleichungen.
Wir behandeln hierzu ausfihrlich die mathematischen Grundlagen:
@ Wie berechnet man zur Funktion f ihre Fourier—Koeffizienten?
@ Konvergiert die Fourier—Reihe? Wie? Wann? Wo? Wogegen?
@ 3Blue1Brown: But what is a Fourier series? youtu.be/r6sGWTCMz2k

Periodische Funktionen e

Periodische Funktionen e

Jede Funktion f:R — R kdnnen wir als Signal betrachten:
Jedem Zeitpunkt ¢ € R wird ein reeller Wert f(t) € R zugeordnet.
Diese Zuordnung ist zun&chst beliebig und muss nicht stetig sein.

Es ist nutzlich, auch komplexe Funktionen f:R — C zu untersuchen;
das kostet keinerlei Mehraufwand und vereinfacht viele Rechnungen.

Definition 11A: periodische Funktion
Eine Funktion f:R — C hat Periode 7' € R, wenn gilt:

fE+T) = f(t)

firallet € R

Das bedeutet, die Funktionswerte wiederholen sich im Abstand von T'.
Hierzu sagen wir auch kurz, die Funktion f:R — C ist T—periodisch.
In diesem Fall gilt f(t +nT) = f(¢) fUr alle ganzen Zahlen n € Z.

Mit T sind somit auch alle Vielfachen 27, 3T, 4T, etc. Perioden.

Die kleinste Periode nennt man gelegentlich auch Minimalperiode.
Diese zusétzliche Bedingung spielt im Folgenden meist keine Rolle.

Leitbeispiel: Die Funktion e'* = cos(t) + isin(t) hat Periode T = 2.
cos(t) sin(t)

Im

Re

Die Funktionen cos(kwt) und sin(kwt) mit k& € Z haben Periode T' = 27 /w,
ebenso die komplexe Funktion ey (t) := et = cos(kwt) + isin(kwt).

1103

Periodische Funktionen: Beispiele
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Periodische Funktionen: Beispiele

Legen wir die Spannung sin ¢ an einen Gleichrichter, so erhalten wir. ...
Einweg-Gleichrichter: Spannungsverlauf (sin¢)™ = max{0, sint}.

{ ]

=27 —7 s 2 3‘71

4}11' b

Zweiweg-Gleichrichter: Spannungsverlauf |sin ¢| mit Periode 7. [1417]

£

—27 — T 2m 3‘77 4% s
Diese Funktionen sind stetig aber nicht differenzierbar (in t € 7Z).

Die GauB-Klammer |z| := max{ k € Z | k < z } bedeutet Abrunden.
Die Sagezahnfunktion s(t) = ¢ — [¢] hat Periode 1 (und 2,3,4,...).

! i iy b b i i )

0 1 2

Die Rechteckfunktion r(t) = (—1)!*) hat Periode 2 (und 4,6,8,...).
iy 5 !

T 1 T T

Diese Funktionen sind unstetig (in ¢t € Z) aber stlickweise stetig (B1E).



http://youtu.be/r6sGWTCMz2k
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Integral T—periodischer Funktionen
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Skalarprodukt T—periodischer Funktionen

\/

VAN

avs

V \V\[
T 2T 0 \
Lemma I1B: Integral T—periodischer Funktionen

Die Funktion f:R — C sei T—periodisch und auf [0, T integrierbar.
Zur Integration kénnen wir ein beliebiges Periodenintervall wahlen:

a+T T/2
~/t:a - /;T/Z
Nachrechnen: Wie skizziert sei 0 < a < T, allgemein geht’s genauso.
Dank Periodizitat gilt [,"+* f =[5 f(t) dt, dank Additivitat also

/a f:/a f+/TT+af:/a f+/0f:/0f+/a f:/o .

0 20

T
F(t)dt

t=0

f@t)dt = f(t)dt.

Definition 11¢: Skalarprodukt periodischer Funktionen
Fir Funktionen f, g : [a, b] — C definieren wir ihr Skalarprodukt durch

b
IPx L1 C : F(&)g(t)dt

t=a

(f,9) = (flg) = s

Der Integrand fg sei absolut integrierbar, etwa f € L> beschréankt und
g € L! absolut integrierbar, allgemein f € L?,g € LI mit 1/p + 1/q = 1.
Bei Periode T' > 0 integrieren wir Gber ein Intervall mit b —a € N> - T'.
Das Periodenintegral ist invariant bei Verschiebung und Vervielfachung.

Symmetrie: Vertauschen bedeutet konjugieren, (g | /) = (f | g9).
Linearitat im zweiten Faktor, konjugiert im ersten: Fir alle a € C gilt
Sloat+g)=la)+{flg), (flag)=a(flg),
(it folg)=(flg)+{falg), (aflg)=alflg)
Positivitat: Fir jede stetige Funktion f # 0 gilt (/| f) > 0. Allgemein
qilt (f|f)y>0,undaus (f| f)=0folgt f(¢t) = 0 fur fast alle ¢ € [a, b].
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© Jede T—periodische Funktion kénnen wir zu Periode 2
umparametrisieren. Letztere sind flir uns besonders bequem.
Proposition I1D: Umparametrisierung auf Periode 27

Sei ¢:R — C:t+ ¢(t) eine Funktion mit Periode T > 0 und
Grundfrequenz w = 27 /T. Wir setzen x = wt, also t = z/w.

Dann hat die Funktion f:R — C: f(z) = ¢(t) = ¢(z/w) Periode 2,
dennfiralle x € R gilt f(z 4 27) = p(t + T) = p(t) = f(x).

Das Skalarprodukt bleibt dank Substitutionsregel B1k unveréndert.

Fir ¢t = z/w und dt = dz/w sowie (t) = f(a:) und ¢(t) = g(z) gilt:
| — 1
(ol vir =5 [ GO =5 [~ Tt da= (1 g

Wir betrachten im Folgenden meist 27r—per|od|sche Funktionen.

Dann ist w = 1, und unsere Formeln werden kirzer und einfacher.

In konkreten Anwendungen ist die Frequenz w meist fest vorgegeben.
Die Umrechnung gelingt jedenfalls leicht wie oben in 11D festgehalten.

Beispiel: f(z) =

AN
J

1+ Zsin(z) — Lsin(3z) + &

2 cos(bx) + 135 cos(6z)
/\
B
"V

|
=
3

Trigonometrisches Polynom nennen wir jede endliche Summe

§ Ck elkwt

k=—n

f(® L Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)

k=1

2

zu gegebenen Koeffizienten ay, b, € C, by = 0 bzw. c1, = (ax F ibk)/2.
© Beide Schreibweisen sind niitzlich, die komplexe ist oft bequemer.
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sin(3t) cos(5t)

cos(3t)

AVAN

\V,

" sin(3t) cos(5t) dt =0

VAV

t 0

| \/ w | W :
sin(3t) cos(5¢t) = —% sin(2t) + § sin(8¢) cos(3t)? = £ + L cos(6t)
AVAR AVAR
0 T 2m

2
J=o

cos(3t)2dt =7
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Aufgabe: Integrieren Sie fir k, ¢ € N folgende Funktionen Uber [0, T'):

cos(kwt) cos(fwt), sin(kwt)sin(fwt), sin(kwt) cos(fwt).

Wir erinnern hierzu an die stets nlitzlichen Additionstheoreme
cos(a) cos(B) = % B) + cos(a + B)],
sin(a) sin(B) = 3[cos(a — B) — cos(a + B)],
sin(a) cos(B) = 1 [sin(a — B) +sin(a + B) ].

Leiten Sie zunachst diese Additionstheoreme aus der Euler—Formel
el® = cos a + isin a und dem Exponentialgesetz ¢'*t1# = i@ ¢if ab.

[cos(a —

Lésung: Zur Berechnung nutzen wir folgende Grundintegrale

T
/ sin(nwt)dt =0 firallen € Z,
=0
T 0 furn#0,
/ cos(nwt) dt = . n#
Ji=0 T firn=0.

Die Orthogonalitat folgt dann durch direktes Nachrechnen.

T 1 /T
/ cos(kwt) cos(fwt) dt = = / cos((k — O)wt) + cos((k + £)wt) dt
t=0 2 Ji=o

0 flr k # ¢,
=0T/2 fiurk=(>1,
T furk=¢=0.
T 1 /T
/t*O sin(kwt) sin(lwt) dt = 3 /f*O cos((k — Owt) — cos((k + £)wt) dt
0 flr k # ¢,
=qT/2 furk=10>1,
0 firk =£=0.
T 1 /T
/tf() sin(kwt) cos(fwt) dt = 3 /t*() sin((k — Qwt) + sin((k + {)wt) dt = 0

© Das ist schdn. Alles wird noch schéner und (ibersichtlicher fiir die

komplexe Funktion e = cos(kwt) + isin(kwt), siehe nachste Aufgabe.
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Fir Funktionen f,g: R — C mit Periode T nutzen wir das Skalarprodukt

/ ®

Sei w = 27/T. Als Basisfunktion ¢, : R — C mit k& € Z definieren wir

(flg):

‘ en(t) == et = cos(kwt) + isin(kwt).

Ihre Linearkombinationen sind die trigonometrischen Polynome:
n

gt) =Y g™ mit f(k),5(0) € C.

l=—n

k=—n
Aufgabe: Wie bestimmt die Funktion f:R — C ihr Spektrum f:7 — C?
Wir nutzen Orthonormalitat: Berechnen Sie hierzu die Skalarprodukte
© (len), (M {exle) @ exlg) @ (Flg) @ (FIf)
(5) Entwickeln Sie f(t) = sin?¢ und g( ) = cos® t in Fourier—Ponnome.
(6) Berechnen Sie daraus -~ [7 sin®¢d¢ und oL [*7 cos ¢ dt.

Lésung: (0) Wir berechnen (1 | e,, ). Fiir n = 0 ist es besonders leicht:

1 [T . 1 [T
/ 1-e%t s = —/ 1dt =
=0 T Ji—o

T
Flr n € Z mit n # 0 nutzen wir den HDI und wT' = 27:

1 [T ) ) T
Def 1. emwt dt emwt]
t=0 t=0

<1 ‘ en) = 7
(1) Orthonormalitat — Wir berechnen die gesuchten Skalarprodukte:

(Lleo) = =

w 1L
T

BlI inw

T

T . .
eflkwt elfwt de

T
(en | eg) 2 i/t e ety dt %

T =0 t=0
Exp l ei([—k:)wL dt ) 0 fark 7é L,
t=0 1 furk=~¢.

© Die Basis (e )rez ist orthonormal beziiglich des Skalarprodukts!
Das ist analog zur Geometrie des euklidischen Raumes R™ bzw. C™.

© Im Komplexen ist alles halb so schwer und doppelt so schén!
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(2) Fourier — Dank Linearitat und Orthonormalitét erhalten wir:
Jee) =30 GO enler) < GR)

© Das Skalarprodukt filtert den gewiinschten Koeffizienten heraus!
(3) Parseval — Dank Bilinearitat und Orthonormalitat erhalten wir:

(o] Z

(ex | g)

n

Ul = (3 Fwe] S awe) = 30 7 (a| 3 atere)
k=—n {=—n k:—n l=—n
LS S FWaO el e LS Fmam).
k=—nfl=—n k=—n

© Diese Rechnung gilt allgemein fiir Orthonormalbasen wie im R™.
(4) Energiegleichung — Fir das Normquadrat gilt Pythagoras (I111):

(f11) Z|f

k=—n
© Das Normquadrat ist die Summe der Koeffizientenquadrate.

(5) Wir entwickeln f und g dank der Euler—Formel e = cost + isint:

it —it\ 2
_ 1 . 1 1 . 1 1
f(t) = sin(t)? = <%> =g g - e =5 — S eos(2)
eit+e—it 3 1 . 3 . 3 . 1 .
t) = t3: _ 3t 2Lt e 14 = o3t
g(t) = cos(t) ( 7 3¢ +Se +8e +86
e (1) Lo (3t)
ES 71((» ) —lumﬁ)

© Dank Orthonormalitét (1) lesen wir die Fourier—Koeffizienten ab (2).
(6) Wir nutzen die Energiegleichung (4) und Fourier—Koeffizienten (5):

2T n

| ~ 3

— Trde 2 B 2 =
o | sttt = 1) k;m =3
1 [27 64 qp 2 < | > i: !A(k) 2 5
— cos = = = —
27 Ji—o 719 k=—n I 16

© Die Energiegleichung gilt allgemein fiir Fourier—Reihen! (Satz J1A)
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Die Funktion f:R — C sei T—periodisch und auf [0, 7] abs. integrierbar.
Wir entwickeln f in Harmonische zur Grundfrequenz w = 27 /T

- ikwt A 1 T —ikwt
)~ Y cxe mit ¢ ::<ek|f>:f/t70e @) de

k=—oc0

Hier ist ¢, € C die Amplitude (und Phase) der k-ten Schwingung el**.
Dank Euler—Formel e/t = cos(kwt) + isin(kwt) ist hierzu aquivalent:

F(t) ~ % + 3 aj cos(kuwt) + by sin(kwt) mit Koeffizienten

k=1
T — 1by
ap = — cos(kwt) f(t)dt = ¢ + c—g, cp = @ — b
T Ji—o 2
2 (T i
by, := 7/ sin(kwt) f(t)dt = i(ck —c—), c—p= m.
T Ji=o 2

© Fir z = wt erhalten wir Periode 27 und Grundfrequenz 1.

Das T—periodische Signal f zerlegen wir so in sein Spektrum I3
1 T

T

f:RSC o—e f:ZC, flk)= e Rt £ (1) dt

t=0

In Grad < n approximieren wir f durch das Fourier—-Polynom f,,:

ap
E cp et — -+ 2 ay, cos(kwt)

k=-n

+ by, sin(kwt)

Flr n — oo erhalten wir (zumindest formal) die Fourier—Reihe:

o0 o0

" ag ~ .

~ E cp Rt — 5 + ) cos(kwt) + by sin(kwt)
B k=1

k=—o00

Gelesen: ,Die Funktion f hat die Fourier—Koeffizienten ¢, bzw. ay, by.."
Far trigonometrische Polynome ist die Reihe endlich, sonst unendlich!
© Fur die Konvergenz dieser Reihe gibt es effiziente Kriterien.
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Zur Fourier—Analyse bendtigen wir nur die absolute Integrierbarkeit,
also fOT\f(t)\ dt < co. Wegen |e~**t| = 1 ist dann e~*“ £(t) lber [0, T
absolut integrierbar, und obiges Integral definiert ¢, € C fur jedes k € Z.
Das trigonometrische Polynom f,, dient uns als Approximation an f.
Die Fourier—Reihe ist jedoch zunachst nur eine bequeme Schreibweise:
Wir wissen noch nicht, ob und in welchem Sinne die Reihe konvergiert!
Zur Konvergenz bendtigen wir etwas starkere Voraussetzungen an f,
etwa quadratische Integrierbarkeit fOT\f(t)\2 dt < oo, siehe Kapitel J.
Selbst wenn die Fourier—Reihe in einem Punkt ¢ € [0, 2] konvergiert,
muss der Grenzwert nicht der Funktionswert f(¢) sein. Dazu gentgen
starkere Forderungen, etwa Differenzierbarkeit im Punkt ¢ (Satz 12A).
Nur im Falle der Konvergenz in jedem Punkt ¢ € R schreiben wir

oo
_ Z o ekt

k=—00
Das nennen wir die Fourier-Synthese, also das Zusammensetzen der
Teilschwingungen zwecks Rekonstruktion der urspriinglichen Funktion f.

o0
= % + ; ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)

Das Konvergenzproblem ist analog zur Taylor-Reihe von f € C*°(R,R):
o0 k
(z) ~ E cpz® 10)
k=0

k!
Das bedeutet zunachst nur: f hat die Taylor—Koeffizienten ¢, (B438).
Konvergenz: Fir n — oo muss das Restglied verschwinden: R,,(z) — 0.

mit Taylor—Koeffzienten ¢, =

In diesem Kapitel berechnen wir zunéchst zentrale Beispiele von
Fourier—Reihen: S&dgezahn-, Rechteck- und Treppenfunktion etc.
Die hierbei beobachteten Eigenschaften und Rechentechniken
formulieren wir parallel hierzu allgemein als Satze / Rechenregeln.
Das dient ganz konkret dazu, nitzliche Tricks und Abkiirzungen zu
erklaren und fiir Anwendungen bereit zu stellen. Insbesondere aber
klaren wir, wann, wo und wogegen die Fourier—Reihe konvergiert.
Im n&chsten Kapitel Ubertragen wir die geometrischen Begriffe des R™
wie Skalarprodukt, Norm und Abstand, auf quadratisch integrierbare
Funktionen und ihre Fourier—Reihen. Das ist eine Uberaus nitzliche
Betrachtungsweise und der natlrliche Rahmen der Fourier—Theorie.
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Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =z fir 0 < z < =.
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihe.

o) 0 o)

/\ Wir wissen zunéchst nur f(z) = z fiir 0 < = < 7. Da f ungerade ist,
also f(—x) = —f(z), folgt f(0) =0und f(z) =z fir -7 <z < 0.

Dies setzen wir 2r—periodisch fort. Insbesondere folgt f(+7) = 0.

© Die Funktionsskizze ist fiir die Rechnung hilfreich. Wer schon die
Funktion nicht zeichnen kann, dem misslingt wohl auch das Integral.

(1) Der nullte Fourier—Koeffizient ¢, ist der Mittelwert liber eine Periode:

1 [7 . .
co = - 2 zdx =0 (siehe Skizze)
2 2r | .

Fir k € Z ~ {0} rechnen wir komplex und nutzen partielle Integration:

o = e ek dy i([i e’””:z:]7T 7/.7r ie’”“” d:v)
2m ) 27 \ Lk - ok
et 3 DRt
Tk 2 Tk 2 B k

Damit haben wir die Funktion f in ihre Fourier—Reihe entwickelt:

Z(—l)kH%sin(lm’)

k=1

f@) ~ (-1 =

k#0

1 1 1
= 2 {sinzfisin2x+§sin3x7Zsin4x+...}

© Da f ungerade ist, erhalten wir c_;, = —c, also eine Sinus-Reihe.
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Umrechnung der Koeffizienten fiir die Co/Sinus-Reihe:

b= (i — i) = (-1 2.

Zum Vergleich nochmal direkt die Integrale fiir ay, b, mit & > 1:
ap = 1 /W z cos(kz) da

() -

1 s
b, = 7/ zsin(kz) dz

-7

C(fpmen) et ) e

Zur Berechnung von ay, b sind zwei Integrale nétig, flr ¢, nur eins.
Man spart ein wenig, doch der Rechenweg ist Geschmackssache.
Die Umrechnung zwischen ay, by, und ¢, gelingt jedenfalls leicht.

ag = ¢+ =0,

(ungerader Integrand)

(gerader Integrand)

© Die Fourier—Koeffizienten ay, by, ¢i, sind hier leicht zu berechnen.
Da f reellist, gilt ax, b, € R und c_;, =¢;. Da f ungerade, gilt a;, = 0.
Die folgenden Graphiken zeigen hierzu die Fourier—Polynome f,,.
Wir wollen verstehen, in welchem Sinne f,, — f konvergiert.

© Fur jeden Punkt 2 € R gilt augenscheinlich f,,(z) — f(z):
In den Punkten z = 0 und = = = ist dies klar, ansonsten keineswegs!

Die Koeffizienten klingen nur langsam ab (~ 1/k), das hei3t auch hohe
Frequenzen tragen noch deutlich bei: Die Fourier—Reihe ist ,rau”.

/A\ Wir sehen recht eindringlich das sogenannte Gibbs—Phédnomen:
Die Funktionen f,, Gberschwingen in Sprungstellen um ca. 9%.

@ Es gilt daher keine gleichmiaBige Konvergenz f,, — f auf R:

Ein kleiner e—=Schlauch um f enthalt nicht alle f,, fir n > ny.

© Auf jedem Intervall I = [—x + §,7 — §] abseits der Sprungstellen
konvergiert f,, gleichmaBig gegen f: Zu jedem ¢ > 0 liegen schlieBlich
alle f,, im e=Schlauch um f auf I. Auch das ist bemerkenswert!
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Spektrum

1 1 1 1
flz) = Q{Sinw - 5511121‘ + 551113;1: - ZSin4fL‘+ gsin5w$...

Die ersten Fourier—Polynome f1, f2, f3, ... &hneln f zunachst nur grob:

4
- f
—h
— fo
2 — s
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Das Fourier—Polynom fq von Grad 9 liegt schon n&her bei f:

4

—— f

—fo
2
0
-2

2 0 2 4 6

—6 —4 —

Das Uberschwingen bleibt auch bei héherem Approximationsgrad:

4
) N —-— f
— fa
2
0 ® ®
—2
[ q
—4
—6 -4 -2 0 2 4 6
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Wir untersuchen die zentrale Frage: Konvergiert die Fourier—Reihe?
Wir approximieren f:R — C mit Periode T' durch Fourier—Polynome
1 T

n
fu(t) := Z et mit o=

—ikwt
e () dt.
T Ji—o

k=—n
Wir sagen, die Fourier-Reihe von f konvergiert im Punkt ¢ € R,
wenn die Zahlenfolge (f,,(t))nen in C fir n — oo konvergiert.

Sie konvergiert im Punkt ¢ gegen f(t), wenn f,,(t) — f(¢) qilt.
In diesem Falle (und sorgsamerweise nur dann) schreiben wir

f(t): Z CkeikWt.

k=—00

n
— 1 ikwt
SO = Jiw, 3 ere

k=—n

oder kurz

/\ Fourier vermutete zunéchst Konvergenz f,, — f fiir jede Funktion f.
Das ist jedoch nicht immer der Fall. Wir brauchen praktische Kriterien!
© Wir nutzen hierzu das Dirichlet—Kriterium: Ein wenig Regularitat
von f im Punkt ¢ € R garantiert die erhoffte Konvergenz f,,(t) — f(¢)!

Punktweise & gleichmaBige Konvergenz von Fourier—Reihen
/ e

b 5 al el
/ R R
iV i

Borafeseibivas J \
@ © E A8 @

Links-/rechtsseitiger Grenzwert und Ableitungen von f im Punkt ¢:

F(t=) i= i £(7), f(t+) = lim f(7),
f(r) = f(t=) fr) = ft+)

T—1 T—1

(=) = lim

Die Dirichlet-Bedingung fordert, dass alle vier Grenzwerte existieren.
Wir nennen f sprungnormiert im Punkt ¢, falls f(t) = 3 [f(t—) + f(t+)].

(t+) = 1i
s () lim

Zur Erinnerung: Genau dann ist f stetig in ¢, wenn f(t) = f(t—) = f(t+) gilt.

Beispiele a, b sind stetig, ¢, d haben eine Sprungstelle, d ist sprungnormiert, ¢ nicht.
Beispiele a, b, ¢ haben beidseitige Ableitungen, d hingegen nicht (senkrechte Tangente).
Beispiel e hat rechtsseitig eine Polstelle, hier sind Ableitung und Sprungnormierung sinnlos.

Punktweise & gleichmaBige Konvergenz von Fourier—Reihen Edatarun
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Stetigkeit im Punkt t € R ist &quivalent zu f(t) = f(t—) = f(t+).
Im Falle f(t—) # f(t+) hat f in t eine Sprungstelle (siche Skizze).

Differenzierbarkeit im Punkt ¢ impliziert Stetigkeit und ist &quivalent
zu Dirichlet mit f(t) = f(t—) = f(t+) und f'(t—) = f'(t+) = f/(¢).

Zu einer vorgelegten Funktion f stellt sich die konkrete Frage:
In welchen Punkten konvergiert die Fourier—Reihe? und wogegen?
Das Kriterium von Dirichlet gibt hierauf eine sehr praktische Antwort:

Ist f im Punkt ¢ differenzierbar, so konvergiert die Fourier—Reihe gegen
den Wert f(¢). Das gilt auch dann noch, wenn f in ¢ stetig ist und beide
links-/rechtsseitige Ableitungen existieren. Sogar Sprungstellen kénnen
wir so noch gut behandeln: Die Fourier—Reihe konvergiert dann gegen
den Mittelwert! Um all diese Félle prazise zu klaren, muss man nur die
vier geforderten (links-/rechtsseitigen) Grenzwerte von f sicherstellen.

© Die Dirichlet-Bedingung ist recht milde: Sie erlaubt Sprungstellen
und verhindert lediglich, dass unsere Funktion f allzu wild oszilliert.
Fur viele praktische Falle ist das ausreichend — und sehr bequem!

Satz 12A: Dirichlet—Kriterium fur Fourier—Reihen, siehe J2A & J2B
Sei f:R — C abs. integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch, w = 27 /T.
(1) Angenommen, f:R — C erfillt die Dirichlet-Bedingung im Punkt ¢,
d.h. beide Grenzwerte f(¢+) und beide Ableitungen f/(¢+) existieren.
Dann konvergiert in diesem Punkt ¢ die Fourier—Reihe f,,(t) geman

@) =30 ck glkwt %[f(t+) + f(tf)] fir n — oo.

/\ Der Funktionswert f(t) im Punkt ¢ spielt dabei gar keine Rolle.

(1a) Speziell gilt f,,(t) — f(¢) falls f in ¢ zudem sprungnormiert ist.

(1b) Ist f: R — C stlckweise stetig differenzierbar und lberall stetig bzw.
sprungnormiert, dann konvergiert f,,(t) — f(¢) in jedem Punkt ¢ € R.

(2) Ist f: R — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit | f'| < L,
so konvergiert die Fourier—Reihe f,, — f sogar gleichmaBig auf ganz R:

\ 1fa®) = F()] < 2LJw-In(n)/n —0 fir n— oo
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© Das Dirichlet—Kriterium 12A kénnen wir auf die Sagezahnfunktion
anwenden und die Konvergenz ihrer Fourier—Reihe vollstandig klaren!

Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =z fir 0 < z < 7.

b

/ A P
S / /
d / /

7

/ g 4

Aufgabe: (2) Bestimmen Sie f(z+) und f’(z+) in jedem Punkt x € R.

(3) In welchen Punkten x € R konvergiert f,(z) fir n — co? Wogegen?
1 1 1 1 1 1 1

4) Wi k i 1—= +=—- — - +...7?

(4) Wogegen konvergiert 5 + 17 + Z 73 + T +

Lésung: (2) Auf |—7, 7| gilt f(x) = 2. In jedem Punkt z € |—7, 7| ist f

stetig, f(z£) = f(x), und zudem differenzierbar, f'(z+) = f'(z) = 1.

Alles wiederholt sich 2r—periodisch, auf |7, 3], ]3w, 57, etc.

In unserem Beispiel ist = die einzige Sprungstelle (modulo 27Z):
fr=) = lim 7(6) = lim 1]

J(r+) = lim f(t) = lim [t - 2r] = —r

=47

Auch in der Sprungstelle existieren die einseitigen Ableitungen:

f/(7=) = lim [~ f(m-) — lim t-m —liml=1
t t—m t nt—m t

f'(m+) = lim 1) = f(r+) = lim (t=2m) = (=m) =liml=1
N\ t—m N\ t—m N\

© Das zeigt: Unsere Funktion f erfilllt die Dirichlet-Bedingung! (12A)
© Zudem ist f sprungnormiert, das heiBt f(z) = 3[f(z+) + f(z—)].
Das giltin © = &7 dank f(£+7) = 0, aber ebenso fir —7 < z < 7.
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(3) Dank (2) kénnen wir das Dirichlet—Kriterium (12A) nutzen:

= Dirichlet x  fir — C s
Z(—l)k“% sin(kz) "= f(x) = N Ejr TewsT
= k 2 0 firz==+m.

(4) Speziell fir z = 7/3 kennen wir folgende nltzliche Werte:
k 0 1 2 3 4 5

cos(km/3) /2 | 12| -1 | =172 | 172 | ...

sin(km/3) 0 V3/2 | V3/2 0 —/3/2| —V3/2] ...

Damit kénnen wir Reihe und Funktion auswerten und vergleichen:

11 1 1 1 1 1 G 7r m

V3 1*5*1*5*?*§+E*ﬁ+“} = (5) =3

© Hieraus erhalten wir den gesuchten Grenzwert der Reihe:

1_1+1_1+1_1+i_i+ :L

2 4 5 7 8 10 11 3V3

© Dass diese Reihe konvergiert wissen wir dank Leibniz-Kriterium B3G.
Nun kénnen wir sogar ihren Grenzwert berechnen, exakt und explizit!

0.6045997880. ..

© Das praktische Dirichlet—Kriterium 12A bestétigt unsere Anschauung!
Wir gewinnen explizite Grenzwerte und kénnen damit exakt rechnen.
Das ist ein méachtiges Werkzeug, wie wir schon in dieser Aufgabe sehen:

/\ Fur die letzte Rechnung (4) benétigen wir f,,(z) — f(z) fir n — oc.
Dies stellen wir im vorigen Teil durch das Dirichlet—Kriterium sicher (3).
Hierzu mussen wir nur die geforderten Grenzwerte von f sichern (2).

Diese Vorgehensweise ist typisch und besteht aus zwei Teilen:
Zur Fourier—Analyse berechnen wir die Fourier—Koeffizienten (1):

o0
flz) ~ Z et mit ¢
k=—o00
Zur Fourier-Synthese bestimmen wir zum betrachteten Punkt z € R,
ob und wogegen die Fourier—Reihe f,(z) fir n — oo konvergiert (2—4).

1 21

=3 : e ke f(2) da

/\ Nur im Falle der Konvergenz in jedem Punkt 2 € R schreiben wir:

o0 o0
flz) = Z Ck elke — (l% + X ay cos(kx) + by sin(kx)
- k=1

k=—00
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Die Funktion f:R — R sei 2r—periodisch mit f = Ij, ;) auf [a, a+27].
Hierbei seien die Werte a < b < a + 27 beliebig vorgegeben.
Spéter wollen wir insbesondere —a = b = /4 betrachten.

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihe.

© Wir berechnen hier die Fourier—Reihe einer Indikatorfunktion.
Durch Linearkombination erhalten wir beliebige Treppenfunktionen!

2) Bestimmen Sie f(z+) und f’(z+) flr jeden Punkt = € R.
3) In welchen Punkten x konvergiert f,,(z) fir n — oo? Wogegen?

@
3)
(4) Welche Werte haben Funktion und Reihe fir z = b = —a?
®)

1 1 1 1 1 1 1
) 11 1 1 o
5) Wogegen konvergiert 1 3 + F T + 9 11 + = 3 15 + ... 7

(1) Der Fourier—Koeffizient ¢ ist der Mittelwert Giber eine Periode:

1 a+2m 1 b b—a
o= flx)dz = —/ lde = — (siehe Skizze)
o r—a 27 Jo—a 21
Fir k # 0 rechnen wir komplex und finden:
D 1 _ikx o 1| —1 —ikz b C_ika - C_ikb
Ck = 5= e = ——|=€ = —0—
27 Jy—a s 21 | ik a 2mik
Die Fourier—Reihe, zunachst formal (ohne Anspruch auf Konvergenz):
b—a Cfika _ Cfikb .
L D
k#0

® Ohne Werkzeug ist dieser Reihe kaum anzusehen, ob und wogegen
sie konvergiert. © Hier rettet uns das Dirichlet—Kriterium! (Satz 12A)
(2) Die Funktion f ist konstant auf Ja, b[ und auf ]b, a + 2x[. Hier ist f
stetig, also f(z+) = f(z), und differenzierbar, f'(z+) = f'(z) = 0.

In 2z € {a,b} hat f eine Sprungstelle, mit f(a+) = f(b—) =1 und

f(a—) = f(b+) = 0 sowie einseitigen Ableitungen f’(z+) = 0.
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(3) Dank (2) kénnen wir das Dirichlet—Kriterium (12A) nutzen:

flra < ax <b,
firb <z <a+2m,
fir x = a und flr x = b.

71ka _ 71kb

C ormik 124

1
ik:.v) Dirichlef 0
1
2

(4) Im symmetrischen Fall « = —b vereinfacht sich diese Reihe zu:

b sin(kb) oike _ sin( kb
T + km B Z 2 k)
k#0

© Da f gerade ist, erhalten wir c_;, = ¢, also eine Cosinus—Reihe.
/\ In der Sprungstelle gilt f(+b) = 1. Die Reihe ergibt hingegen:

b >, sin(kb) > sin(k:b) b
- +2kZ:1 = cos(kb Z A os(kb) = 173

k=1
© Den Wert dieser Reihe verdanken wir Dirichlet! Speziell fir b = /2
sehen wir ihn direkt, denn hier gilt sin(kb) cos(kb) = 0 fur alle k € Z.

)23

(5) Speziell fir x = b = 7 /4 kennen wir folgende nitzliche Werte:

k 0 1 [ 2] 3 4|5 |6]| 7
cos(kr/a) || +1 | +2 | 0 | -2 | 1| -2 | 0 |+
sin(kr/4) || 0 | +2 | +1 [ +2 | 0 | 2| 1| L

Fur ungerade k = 2 + 1 gilt 2sin(km/4) cos(km/4) = (—1)7, sonst = 0.
Wir setzen also = = b = 7/4 in unsere Reihe ein und vereinfachen:

1 12 T kN o 1 (-1 o«
1 ;ZE‘”< ) (4)*5 j§02j+171
© Hieraus erhalten wir den gesuchten Grenzwert der Reihe:
EEE S S SN SO R
3 5 7 9 11 4

© Das ist die Leibniz—Reihe, die wir bereits von Seite B319 kennen.
Fir = b = 7/3 erhalt man Ubrigens die Reihe der vorigen Aufgabe.

7853981633 .. ..
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Sei f:R — R ungerade und 27—periodisch mit f(z) = 1 flr0 < = < .
Hierzu sei g: R — R mit g(z) = f(x + 7/2) die Verschiebung um = /2.

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f, g. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihen.
(2) Konvergiert die Fourier—Reihe in jedem Punkt gegen die Funktion?

Lésung: Der vorigen Aufgabe entnehmen wir bzw. rechnen direkt aus:

——o ——o to o——o o
®- & ® & ® ®

- m =m/f2 /2
© oo

f ungerade ~ Sinusreihe g gerade ~ Cosinusreihe

a1 11 1
f(x)—;{smx+§sm3x+gsmox+?sm7z+551119I+‘..}
4 1 1 1 1
g(x):;{cosxfgcos3x+gcos5rf?cos7z+§cos9xqi..l

(0) Skizze! (1) Wir rechnen geduldig oder nutzen die vorige Aufgabe.
(2) Dank Dirichlet 12A gilt f,(z) — f(z) und g, (z) — g(x) in jedem
Punkt = € R, hier sogar in den Sprungstellen da sprungnormiert.

© Wir erkennen hier besonders schén folgende Symmetrieregeln:

Fir jede reelle Funktion f:R — R qilt ax, b € R, also ¢_j = ¢.

Ist f gerade, also f(—z) = f(z) fUr alle z € R, so gilt

| costha) i)

Also f ~ Cosinusreihe. Fir reelle Funktionen hei3t das ¢;. € R.

ﬂ\i\?

by =0, ap= C_p = Ck.

Ist f ungerade, also f(—
ar, =0, by= g/ sin(kz) f(x)dz, c_ = —ck.
™ Jo

Also f ~ Sinusreihe. Fir reelle Funktionen heif3t das ¢, € iR.

z) = —f(z) fur alle z € R, so gilt

© Mit dieser einfachen Beobachtung lasst sich dank Symmetrie
die Rechnung halbieren oder Ergebnisse auf Plausibilitat prifen.
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Zur lllustration nochmal ausfiihrlich die Rechnung fir f:

Der nullte Fourier—Koeffizient ist der Mittelwert Uiber eine Periode:
(10 1 _
2 =/ f( )dz =0

o= (ungerader Integrand)

Berechnung der Fourier—Koeffizienten fir k > 1:

1
aw=_[ f( ) cos(kx)dx =0 (ungerader Integrand)
by = 1 f( ) sin(kz) de (gerader Integrand)
™
= g/ sin(kz) dz _2 {M}
T Jo m k 0
_2 [1 - cos(lmr)] _Jo  far k gerade,
T k | & firk ungerade.

© Dank Symmetrie sparen wir hier 50% des Rechenaufwands.

Zum Vergleich das Integral fur ¢, mit k& # 0:

1 711@‘1
= f() da

1 r,m . 0 X
=5 / e ke gy —/ o ike dx}
T 1Jo _
Lre .
= — / e ke qg 7/ elk® dx}
2m 1o 0

Cr =

Y A 1 y—cos(kx)

=i /0 sin(kz)dez = iﬂ'[ A ] dx
_1[1- cos(k’ﬂ')} | furkungerade,
Tir |k ~ o firk gerade.

Oder umgerechnet fiir die Co/Sinus-Reihe:

4 g
7= far k ungerade,

ar =cx +c_ = 0. by =i(ckp —c_g) =
BT F k=il ) {0 fir k gerade.

© Die komplexwertige Rechnung bringt hier keine weitere Ersparnis.
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Spektrum

4 1 1 1 1
f(z) =—|sinz+ ssin3z + —sinbx + - sin7z + —sin9x + ...
™ 3 5 7 9

Die ersten Fourier—Polynome f1, fs3, f5,... ahneln f zunéachst nur grob:

Die Fourier—Polynome f,, htheren Grades liegen immer naher an f.

Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion
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Das Uberschwingen bleibt auch bei héherem Approximationsgrad:

—-— f
1 U/\VA an/\v VAV,. J\vl\v — s AA
0 ® ® ® L ®
-1 wAJD Wa Av"v AVAVA
—6 —4 -2 0 2 4 6

Dieses Gibbs—Phanomen tritt allgemein an jeder Sprungstelle auf!

(@ Was erkennen wir an diesen Fourier—Polynomen fi, fa, f3,...?

Fir groBe n &hnelt das Fourier—Polynom f,, immer mehr der Funktion f.
Das Dirichlet—Kriterium I2A garantiert uns die punktweise Konvergenz!
In jedem Punkt = € R gilt Konvergenz f,,(z) — f(x) fir n — oc.

An jeder Sprungstelle passiert jedoch etwas hochst Bemerkenswertes:
Die Fourier—Polynome f,, kbnnen dem Sprung nur folgen, indem sie
etwa 9% Uber das Ziel hinausschieB3en. Auch fir Approximationen
groBerer Ordnung bleibt dieses Gibbs—Phanomen bestehen.

Anschaulich: Wenn wir um f einen sehr schmalen Schlauch legen,
so liegt darin keines der Fourier—Polynome f,,. Das bedeutet, die
Konvergenz f,, — f gilt hier punktweise, aber nicht gleichmaBig!
Der Abstand sup,cg|fn(z) — f(x)| wird nicht beliebig klein.

Auf jedem kompakten Intervall [a, b] mit 0 < a < b < 7 fern der Sprung-
stellen ist unsere Funktion f jedoch stetig, sogar stetig differenzierbar.
Auf [a, b] konvergieren die Fourier—Polynome f,, gleichméaBig gegen f.
Ein Uberschwingen findet auf [a, b] nicht statt, nur in den Sprungstellen!

Fourier—Entwicklung der Dreieckfunktion
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Aufgabe: Sei f: R — R ungerade, 27r—periodisch f(z)=1flr
0 < & < . Die Integralfunktion F(xz) = [, f(t) dt ist periodisch.
(0) Skizzieren Sie f und F. (1) Berechnen Sle d|e Four|er—Re|hen.

(2) Wogegen konvergieren 1+ +z5+5+... und 1—g5— 5+ =+ ...

— f

3 —F

2

11—

0 . .

-1 e—o o
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Losung: Auf [—, ] finden wir F(z) = |z|, dann 27—periodisch.
(1) Die Fourier—Reihe der Rechteckfunktion f = F’ kennen wir bereits:

4 1 1 1 1

f(z) ~ —|sinz + ssin3z + —sinbx + -sin7z + —sin 9z + ...
™ 3 5 7 9
=l I

4 1 1 1
F(x) ~Cy— — |cosx + —5 cos 3z + —5 cos 5x + — cos Tx + .
™ 32 52 72

Aus F(z t) dt erhalten wir dank Integration (I3A) mihelos:

Der nullte Fourier—Koeffizient Cj ist der Mittelwert Uber eine Periode:

1 T 1 T 1 T 1 2.
—/ F(l)dx——/ |x|dz:f/ xdxzf{l—] =T
21 ) 2m J_ T Jo ml2lo 2

Dank Dirichlet 12A haben wir Konvergenz in jedem Punkt z € R. Also:

Def
C() =

us

F(z)

4 P 1
cosT
2 7 32

1 1
cos 3x + 5 cosbz + — 7 cosTx + . }

Fourier—Entwicklung der Dreieckfunktion
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Zum Vergleich die direkte Berechnung der Fourier—Koeffizienten:

1 us
Ay = 7/ || cos(kx) dz
™ —T

us
/ x cos(kz) dx

0
kz)1"

(=
{cos]ifw)}: :% [C%(i#} N {(iwiz

(ungerader Integrand)

(gerader Integrand)

(partielle Integration)

smgm’) dgc>

fur k gerade,

7
2
m
2
T

us
|z|sin(kx)dx =0

-7

Bi—2
™

Daraus erhalten wir die ersehnte Co/Sinus-Reihe:

P 4
o)~ g ey

j=0

cos((2j + 1)z)

fur k ungerade.

Zum Vergleich direkt das Integral fir Cy, mit k& # 0:
e ke || dz

Cp = —
k 2

1 T (U

= — {/ e % pdy — / e ke dx}
2 0 -7
1 T L

= — {/ e T o d + / ek g dm}
27 | Jo 0

1 /7 .
7/ cos(kz)xdz = ... wie oben ...
0

s

_ 2
_ k2
0

Oder umgerechnet fir die Co/Sinus-Reihe:

fur k ungerade,
fur k gerade.

4

-z fUr k ungerade,

Bi=i(Ch—C ) =0, Ap=Ci+C =14 _ )
b =1(Ch ») k= k k {0 fiir k gerade.

© Die komplexwertige Rechnung bringt hier keine weitere Ersparnis.
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Ohne konstanten Term:

4 1 1 1 1
F(z) = - cosx + 370053;1:-&- 5700851:+ﬁcos7w+ 970059;1:-&-...

Die Fourier—Polynome F,, konvergieren gleichméaBig gegen F:
0.1

—0.1

Zur besseren Sichtbarkeit zeichne ich die Differenz F,, — F vergroBert.
Dieser Fehler liegt in einem e—Schlauch mit ¢ < 2 max|F’|In(n)/n. (12A)
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(® Was erkennen wir an diesen Fourier—Polynomen Fy, Fy, F,...?
Schon die ersten Fourier—Polynome F}, liegen recht nahe bei F.

Das Dirichlet—Kriterium I2A garantiert uns Konvergenz in jedem Punkt!
Noch besser: Wenn wir um F einen Schlauch der Breite £ > 0 legen,
so liegen darin alle Fourier—Polynome F,, fir ausreichend grof3es n:
Die Fourier—Polynome F,, konvergieren gleichméBig gegen F'!

Dies ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz 12A von Dirichlet:

F:R — Cist stetig und stlickweise stetig differenzierbar mit | F'| < 1.
Aus der Skizze lesen wir |Fy3 — F'| < Fi3(0) < 0.05 ab. Satz I2A sagt
|Fi3 — F| < 2max|F’|In(13)/13 < 0.4 voraus: Diese allgemeine und
einfache Fehlerschranke ist korrekt, hier um den Faktor 8 zu groBziigig.

Das ist durchaus respektabel, dafiir ist unsere Schranke bequem und
der Beweis relativ leicht (ausgefiihrt ab Seite J201 im nachsten Kapitel).

Als Kontrast illustrieren die obige Sdgezahn- und Rechteckfunktion
das Gibbs—Ph&nomen in jeder Sprungstelle. Hier kann bestenfalls
noch punktweise Konvergenz vorliegen, aber keine gleichmaBige.

(2a) Ausgewertet im Punkt z = 0 finden wir:

m 4 1 1 1 Dirichlet
Mt Sttt | =Y FO0)=0
i grEeae] B O
Hieraus folgt:
1 1 1 72 s
1+3*2+5f2+ﬁ+ *g*l;)u()(l»n(ll

2 s

Hieraus folgt:
1 1+i+ 72
T 8V2

32 52 72
@© Dank passender Werkzeuge war die Rechnung schlieBlich leicht. Erneut gelingt uns damit die
Berechnung schwieriger Reihen! Aus der Reihe A := 377/ 1/(25 + 1)? = 7?/8 folgt zudem
B =37 1/k* = °/6,denn B = A + B/4. Dies lost das beriihmte Basler Problem.

1-— = 0.8723580249. ..
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Sei f:R — C eine T—periodische Funktion und differenzierbar.
Dann ist die Ableitung f’ ebenfalls T—periodisch, soweit klar.
Hingegen ist die Integralfunktion F(z) = [ f(¢)dt

dann und nur dann periodisch, wenn j}iof(t) dt = 0 gilt:

z+T
/t ftyde =

=T

T Y
flz)de = 0
t=0
Ein illustratives Gegenbeispiel liefert folgende S&gezahnfunktion:

Fl@+T)-F(z) =

2l | fla)=2— |2
— F(z) = [y f(t)dt

0 1 2 3 4

Satz I3A: termweise Integration von Fourier—Reihen

Sei f:R — C integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch. Die zugehérige
Integralfunktion F(t) := C + [!_, f(r) dr ist genau dann periodisch,
wenn F(T) — F(0) = fT:() f(7) dr verschwindet. In diesem Falle gilt:

-
T ) T T
Ck :/ e Rt £(4)dt = {c"k“tF(t)] 0+ ikw/ e Rl B (#)dt = ikwCh
t=0 = t=0
' = 0 da T—periodisch !

Das heif3t, wir dirfen Fourier—Reihen termweise integrieren:

ikwt Ck ikwt
@) ~ < +che 3 F(t)NCUJFZme
k£0 ! k40

Integrationskonstante durch Punktprobe: £(0) = C' = Co + 3=, 40 75

© Wir kénnen die Umkehrung sorgsam als Ableitungsregel fiir F lesen:
Hierzu sei F absolut stetig mit F" = f, also F(t) = F(0) + f;o f(u) du.
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2
~ o
1% — K
— 5
Z i
0 /
o }%
o rd
B A— = 0 2 1

Wir vergleichen die Fourier—Reihen von F und der Ableitung f = F”.
Aufgabe: Impliziert F(z) ~ 3", Cj, e immer f(z) ~ 3, ikCy, **?
Die Fourier—Polynome F,, sind beliebig diff’'bar. Gilt F,,’(0) — F'(0)?

Loésung: Dank Dirichlet—Kriterium 12A wissen wir fliir —7m < z < :

F( ) o . sin 2x n sin3x  sindx
z)=5 = sinz 2 3 1
Die naive Ableitungsregel gilt hier keineswegs:

flx)y=12 o cosz —cos2x+ cos3z —cosda + ...

@ Inx =0 gilt F,/(0) = 1 fir n ungerade und F,’(0) = 0 fiir n gerade.
Siehe Graphik! Die Zahlenfolge 0,1,0,1,0,1,0,1, ... konvergiert nicht!
@ Die Ableitungen F,’(0) konvergieren nicht gegen F’(0) = 1/2!
Sie erkennen das Problem sehr deutlich an den obigen Graphen.
A\ Hier gilt nicht F(t) = F(0) + [1_, f(u) du wie im Satz I3A verlangt.
Bitte lesen Sie Satze sorgsam und griindlich, wie immer, so auch hier.
Nur wer sein Werkzeug beherrscht, rechnet korrekt und effizient.

© Satz I3A garantiert: Integrieren ist besser als Differenzieren!
Fir die Ableitungsregel gemaf Satz I3A muss F' absolut stetig sein.
Zum Beispiel geniigt: F stetig und stlickweise stetig differenzierbar.




1321
Beispiel

Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion

1322
Beispiel

Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion

Aufgabe: Sei F': R — R von Periode 27 mit F(z) = 22/2 fur |z| < 7.
(0) Skizzieren Sie F und F’. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihen.
(2) Wogegen konvergieren 1— 5 +5— b+ ... und 14+ 2+ +...?

4
2
0
-2
—F
—— F'

—4

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Losung: Die Fourier—Reihe von F' kann man direkt berechnen. ..
oder bequemer und schneller aus F(z) = [, F'(t) dt ablesen.

(1) Die Ableitung f = F’ ist 2r—periodisch mit f(z) = x fir -7 < z < .
Das ist unsere Sagezahnfunktion [1205]. Firr diese wissen wir bereits:
. . 1. 1. 1.
flz)~2 {smx - 5811121 + gsm&c - 1511141 +.. }
Aus F(z) = [ f(t)dt erhalten wir dank Integrationsregel I3A miihelos:
1 1 1
F(z)~Cy—2 {cosz — 2—20052:6 + 3—200531’ — Ecos4:r +.. }
Der nullte Fourier—Koeffizient Cj ist der Mittelwert Gber eine Periode:

b 1 [T 1 (™ a? 1 T 2
= [ Pa)dr= — =[] =%
Co =5 ,/_ﬂ (@)de =2 TRl T

2
Dank Dirichlet 12A haben wir Konvergenz in jedem Punkt = € R. Also:

L 1 1 1
F(z):€72 COS$*2?COSQI+ ﬁcos?;xfﬁcos&r:t...
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Ohne konstanten Term:

1 1 1 1
F(z) = —2{(:053:— ﬁcos2$+ 3—20053z— 4—200s4x+§c0551¢4..}

(2a) Ausgewertet im Punkt z = 0 finden wir:

2 1 1 1 Dirichle
572{172—2+3—274—2i”.} =" F(0)=0
Hieraus erhalten wir den Grenzwert der folgenden Reihe:
111 2 ot
1—?-‘1‘?—4*2 . = E 0.8224670334 . ..
(2b) Ausgewertet im Punkt z = 7 finden wir:
w2 1 1 1 Dirichlet w2
F+2|:1+§+§+E+“l = F(ﬂ')i;
Hieraus erhalten wir die Lésung des beriihmten Basler Problems:
11 1 w2

1.6449340668 . . .

I+ Sty t gt = — =
22 32 42 6

In der HM2 konnten Sie schon zeigen, dass diese Reihe konvergiert. (Wiederholung: Wie? B3A)

Nun konnen wir endlich ihren Grenzwert berechnen! Dieses berithmte Problem wurde 1644 von

Pietro Mengoli gestellt und 90 Jahre spiter 1735 von Leonhard Euler gelost (zundchst noch vage).

Dank starker Fourier-Theorie fillt uns das Ergebnis in den Scho8! @ youtu.be/d-03eB9sfls
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Abklingen der Fourier—Koeffizienten e

Fir unsere Sagezahnfunktion finden wir: %
1
sin 2x + gsin3x — Zsin4x +.. w
= [, f(t)dt folgt [1827]; %
1 1 1
F(z) = % -2 {cosx - ﬁcos2x+ §0053x - Ecosékr +%.d\
v

ﬂqm -
Fir unsere Rechteckfunktion finden wir: A

4 1 1 1
flx)=— [sina; + 3 sin 3z + 5 sin 5 + 7 sin7x + .. J\
s \\

Fr die Dreieckfunktion Fi(z) = [” f(t) dt folgt [1508l: W

4 1 1 1
F(x) = r_= {cosm—i— = cos3x + —cos5m+—cos7m+...}
m

Fa) =2 {sinx - %
)

Fur die Parabelfunktion F(x
2

2 32 52 72

© Glattheit entspricht schnellem Abklingen der Fourier—Koeffizienten!

© Glattheit impliziert schnelles Abklingen der Fourier—Koeffizienten:

Satz 13B: Riemann—Lebesgue-Lemma

Ist f:[0,27] — C absolut integrierbar, so sind die Fourier—Koeffizienten
ep = o= [27 e f(z) dz eine Nullfolge, das heiBt |ci| — 0 fir [k| — oo

Demnach ist F(z) = C + [;-,, f(t) dt absolut stetig und erfllt |[kCy| — 0.
Entsteht F aus f durch d-fache Integration, so gilt sogar |k?C},| — 0.

© Umgekehrt garantiert schnelles Abklingen auch Glattheit (s.a. J3c):

Satz 13c: Abklingen und gleichméBige Konvergenz

Sei (cr)kez eine beliebige Folge komplexer Zahlen ¢, € C. Im Falle
> klek| < oo gilt gleichmaBige Konvergenz gegen die stetige Funktion

1 27 i
e k7 (1) da.

o ) = . oikT =
f.]R—HC.J,»—)f(JU)—Z cpe und =5 .

k=—occ

Gilt sogar 3", |k4c| < oo, so ist f mindestens d-mal stetig diff'bar.
Letzteres ist zum Beispiel erfiillt, wenn |cx| < ¢/|k|4t mit o > 1 gilt.

1327
Erlauterung

Abklingen der Fourier—Koeffizienten
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Eindeutige Darstellung als trigonometrische Reihe

© Slogan und Merkregel: Integrieren glattet, Differenzieren raut auf.
Das schlagt sich unmittelbar in den Fourier—Koeffizienten nieder.
Wir kennen hierflr bereits einige eindrlckliche Beispiele:

Aufgabe: Priifen und interpretieren Sie diese Kriterien zum Abklingen
(Satz I3B und Satz I13c) an unseren vier bisherigen Beispielen.
Lésung: Die Beispiele liegen wunderbar explizit vor uns:

(1) Die Sagezahnfunktion f ist unstetig, mit Sprungstellen in = + 27 Z.
Ihre Fourier—Koeffizienten erflillen |cx| = 1/|k| — 0, aber ", |cx| = cc.

(2) Inre Integralfunktion F ist stetig, und hier gilt |Ci| < oc.
Hingegen ist F' nicht stetig diff'bar, und es gilt >"|kCk| = co.
Treppenfunktionen liefern weitere Beispiele:

(3) Die Rechteckfunktion g ist nicht stetig, mit Sprungstellen in 7Z.
Ihre Fourier—Koeffizienten erfillen |c;| < 1/|k| — 0, aber >~ |ci| = co.
(4) Die Dreieckfunktion G ist stetig, und hier gilt > |C| < oo.
Hingegen ist G nicht stetig diff'bar, und es gilt > |kCj| = oo.

© Jede Laurent-Reihe 3", ., cp2* definiert fir z = e'* mit z € R
die trigonometrische Reihe >, _, ¢y, ek mit Koeffizienten (cx) ez

(@ Das wirft die Frage auf: Kénnen wir sicher sein, dass dies zugleich
die Fourier—Koeffizienten sind? Hierauf antwortet der folgende Satz:
Satz I3D: Eindeutigkeitssatz, de la Vallée-Poussin 1912
Die Funktion f:R — C sei 2rm—periodisch und auf [0, 27| integrierbar mit
27
f:R—>C o—e f:Z—C, also f(k):= QL/ e % () da.
T Ja=0

Gegeben sei eine beliebige Folge (cx)rcz komplexer Zahlen ¢ € C mit

flz) = Z cre®® also f(x) = Z cr ek 5 f(x) fir n — oo.

k=—00 k=—-n

Dies gelte fir alle = € R mit hochstens abzahlbar vielen Ausnahmen.
Dann folgt ¢, = f(k) fur alle k € Z: Die Reihendarstellung ist eindeutig!



http://youtu.be/d-o3eB9sfls
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Trigonometrische Polynome

Fir Funktionen f, g : [a, b] — C definieren wir ihr Skalarprodukt durch

/ 7®

Der Integrand fg sei absolut integrierbar, etwa f € L> beschréankt und
g € L' absolut integrierbar, allgemein f € LP,g € LI mit1/p+1/q = 1.
Bei Periode T" wéhlen wir ein beliebiges Intervall der LAnge b —a =T
Dieses Periodenintegral ist invariant bei Verschieben oder Vervielfachen.
Sei w = 27/T. Als Basisfunktion ¢, : R — C mit k € Z definieren wir

LPx Lt =C: (fig)=(flg):

‘ ex(t) = e* = cos(kwt) + isin(kwt).

Fur diese Funktionen gelten die Orthonormalitatsrelationen

(o leg) {o fir k # ¢:

paarweise Orthogonalitat,

1 firk=2¢: Normierung auf Lénge 1.

Ahnliche, etwas kompliziertere Formeln gelten fiir cos(kwt) und sin (kwt).
© Meist gehen wir mit 2 = wt zur Periode T = 27 und w = 1 {iber.

Trigonometrisches Polynom nennt man jede C—Linearkombination

n
§ Ck elkwt —

k=—n

a L .
?0 + ; ay, cos(kwt) + by, sin(kwt).

© Die Menge aller Funktionen f:R — C ist ein C—Vektorraum. Hierin
ist die Teilmenge aller T—periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Die Basisfunktion e, spannen den Unterraum der trigon. Polynome auf.
Jede solche Funktion f:R — C bestimmt ihre Koeffizienten geman

o=z [ eMp@yat = (e | f) baw.
T Ji=o
2 (T

ax = = cos(kwt) f(t)dt = 2(cos(kwt) | f),
T Ji=o

= 2(sin(kwt) | f).

T
by — % /z sinlat) (1)t

© Formeln fiir ¢;, sind meist einfacher und ibersichtlicher als flir ay, by.
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Konvergenz-Kriterium von Dirichlet

Allgemein: Ist f : R — C periodisch und Uber [0, T'] integrierbar, dann
definieren wir durch obige Formeln die Fourier—Koeffizienten von f.
Diese Koeffizienten von f fassen wir zur Fourier—-Reihe zusammen:

3]
§ Cr elkwt —

k=—oc0

(o]
G Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt).
2 k=1

/\ Diese Reihe ist zunachst nur eine symbolische Schreibweise!
Gelesen: ,Die Funktion f hat die Fourier—Koeffizienten ¢, bzw. ay, by.."

Aufgrund der Euler—Formel ¢** = cos(kwt) + isin(kwt) gilt dabei

a =ck+c_g,  bp =i(ck — c—k),
ay, — ibg ay, + iby,
k=——", Ccp=—r.

Ist f reell, also f:R — R, so gilt a, by, € R, also c_j, = ¢.
Ist f gerade, so liefert f eine Cosinusreihe, b, = 0, c_j, = ¢;.
Ist f ungerade, so liefert f eine Sinusreihe, a;, =0, ¢_; = —c.

Zur Funktion f ist f,(t) = Y _,, cx ¢** ihr n-tes Fourier—Polynom.
Wir sagen, die Fourier—Reihe von f konvergiert im Punkt ¢ € R, wenn
die Zahlenfolge (f,.(t))nen in C flr n — oo konvergiert. Beispiel: Ist f im
Punkt ¢ differenzierbar, so folgt f,,(t) — f(t). Allgemeiner gilt Satz 12A:
(1) Angenommen, f:R — C erfillt die Dirichlet—Bedingung im Punkt ¢,
d.h. beide Grenzwerte f(¢+) und beide Ableitungen f/(¢+) existieren.
Dann konvergiert in diesem Punkt ¢ die Fourier—Reihe f,,(t) geman

§ Ck elkwL

k=-n

1[f(t+)+f( =) fir n— oco.

(2) Ist f: R — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit | f'| < L,
so konvergiert die Fourier—Reihe f,, — f sogar gleichmaBig auf ganz R:

‘ falt) = £(8)] < 2Ljw-I(n)/n —0 fir n— oo

(3) Ist f mindestens d-mal stetig differenzierbar, so ist die gleichmaBige
Konvergenz entsprechend schneller gemaB |f,, — f| < const - In(n)/n.
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Integrieren und Differenzieren

Fir unsere Sagezahnfunktion finden wir: %

1 1
f()—Q{smxff@mquL sin3z — — sm4:v+

Fir die Parabelfunktion F(z) = [ f(t) dt folgt [1821]; %

F(z) = ? —2 {cosxf §CO{321‘+ §c053x7 420054x+\L

o

1
sin bx + ?sin7x+..l

t) dt folgt [1309]; %

Flr unsere Rechteckfunktion finden wir:

4 1 1
flz) = - [sinx+ gsin3x+ B

Fur die Dreieckfunktion F(z) = [ f
4 1 1 1
F(x):gfg{c05m+3 cos 3T + = cosoz+7—0057ac+ }

© Es gilt Konvergenz in jedem Punkt = € R: Wir schreiben ,=* statt ,~*“.
© Wir sehen explizit, wie schnell die Fourier—Koeffizienten abklingen.

/\ Fourier—Reihen kénnen wir nicht immer termweise ableiten!
© Hingegen kénnen wir sie immer termweise integrieren: [I

Sei f:R — C periodisch und integrierbar und F(t) :=C + f u) du.
Genau dann ist F' periodisch, wenn f _of(u)du=0.1In d|esem FaII g|lt

Ck
NC()‘FZMQ

k#0

ikwt

fO) ~ e+ et =
kA0

© Wir kénnen die Umkehrung sorgsam als Ableitungsregel fiir F lesen:
Hierzu sei F absolut stetig mit F' = f, also F(t) = F(0) + j;jzo f(u)du
Zum Beispiel genugt: F' stetig und stlickweise stetig differenzierbar.
Glattheit entspricht schnellem Abklingen der Fourier—Koeffizienten:
Fur jede integrierbare Funktion f: [0, 27] — C gilt |¢| — 0 fur [k] — oo.
Ist f mindestens d-mal stetig differenzierbar, so gilt sogar |k%c;| — 0.
Umgekehrt: Gilt Y "|cx| < oo, zum Beispiel |cx| < ¢/|k|* fir a > 1,

so konvergiert > cxex, gleichmaBig gegen eine stetige Funktion f.

Gilt sogar 3" |k%c;,| < oo, S0 ist f mindestens d-mal stetig diff’bar.

1407
Fazit

Signal und Spektrum

1408
Fazit

Punktweises Produkt und Faltungsprodukt

Sei f:R — C absolut integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch.
Wir entwickeln f in Harmonische zur Grundfrequenz w = 27 /T

iy :l = —ikwt ~ = Y ikwt
Flk) = e F@ydt, fe)~ Yo Flk)er.

k=—00

fo—ef,

Diese Analyse zerlegt das Signal f: R — C in sein Spektrum f:Z — C.
Die Reihe ist wie zuvor zunachst nur eine symbolische Schreibweise;
wir schreiben Gleichheit nur im Falle der (punktweisen) Konvergenz.
Fur diese Fourier—Analyse gelten folgende nitzliche Rechenregeln:

Linearitat: af o—eaf, f+go—ef+7,

f(=t)o—e f(=F), f(t)o—e f(=k),
o—ee k), € f(t) o—e f(k —10),

Symmetrie:
Verschiebung: f(t —a)

Produkte: frgo—ef 5.

© Diese niitzlichen Eigenschaften vereinfachen unsere Rechnungen.
Linearitat, Symmetrie und Verschiebung rechnet man leicht nach.

Die Fourier-Analyse Ubersetzt das punkiweise Produkt h = f - g
der Signale in das Faltungsprodukt 2 = f « § der Spektren:

> Fm)gn)

m+n=k

h=f-go—eh=Fxg mit h(k)=

Konvergenz und Summierbarkeit sind garantiert falls f, ge(z,C):
Aus Y |f(m)] < cound Y |g(n)| < oo folgt dann 3" |h(k)| < co.

Umgekehrt gilt: Die Fourier-Analyse tbersetzt das Faltungsprodukt
h = f * g der Signale in das punktweise Produkt i = f - g der Spektren:

T
h(t) = = fu) gt — u) du.

h:f*gO—OE:f-ﬁ mit
T u=0

Konvergenz und Integrierbarkeit sind garantiert falls f g € L([0,T),C):
Aus [ | f(u)|du < oo und [ |g(v)|dv < oo folgt [ |A(t)] dt < cc.
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Aufgabe: (typische Klausuraufgabe, so zum Beispiel September 2012)
Die Funktion g: R — R sei 2r—periodisch mit g(z) = e” flr 0 < z < 27.
(1) Skizzieren Sie die Funktion g auf dem Intervall [—4, 47].
(2) Bestimmen Sie die Grenzwerte g(z=+) und Ableitungen ¢'(z+).
(3) Bestimmen Sie zu g die Fourier-Reihe g(z) ~ Y22 c e*®.
(4) Warum und wogegen konvergiert die Reihe in jedem Punkt 2 € R?
(5) Bestimmen Sie so den Grenzwert der Reihe
o0 1 1 1 1 1 1 1 1

DAY i B A RS TR AT A
Lésung:
(1) Skizze / |

= I = =

~——
~
Lo = Ut

D D DD
DD DD
—~
~_.

™~
0

—37 —27 27 37

-7

. Am Rand gilt

(2) Fir 0 < z < 27 gilt g(z£) = e und ¢'(z+) = ¢*
27

g(0+) = 1 und ¢'(0+) = 1 sowie g(2r—) = " und ¢’ (2n—) = e
© Alles setzt sich 2r—periodisch fort, also g(0—) = ¢’(0—) = e*".

(3a) Die Integration gelingt hier am einfachsten komplex:

27 71]@ o B 27 (1-ik)z _ e(l*ik)z o _ e271' -1
dz = e dr = - = —F
=0 =0 1 —1ik Jz=0 1-—ik
Damit erhalten wir die komplexen Fourier—Koeffizienten:
1 27 " e27r 1 e e27r -1 "
= — d = ) ~ T T
% =gr ) ¢ 9@ dr=5ra s 9@) k:Z_OO 2n(l —ik)

(3b) Zum Vergleich die Koeffizienten der Co/Sinus-Reihe:

o e —1 (e —1)(1+ik) &7 —1 71 k(1 — ™)

T or(1—ik) | 2m(1+ K2 20(1+ kD) 2r(1+ k%)
2T 1 . k(1 —e?)

akak+C—kfmy bkfl(ckfc_k)fm.

I\ Fir ¢'(z) = g(z) ~ 302 e e*® gilt die Ableitungsregel 13A nicht!
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2m
cos(kx)e®dz = [Cos(kx) ez] . +k

cos(kz) e® da

27 o
/ sin(kx) e® dx
=0
2T o o
/ sin(kz) ¢ dz = [sin(kx) o”} — k/
=0 0 =0
27 o
/ cos(kz) e” dz = (e*™ — 1) — k? / cos(kz) e® da
=0 z
2m o

(3c) Zum Vergleich rechnen wir reell. Partielle Integration liefert:

=0

Das sieht zirkular aus, aber ersteht wie Phonix aus der Asche:

=0

sin(kz) e® do = k(1 — e¥™) — k2/ sin(kz) e® dx
&

Das kénnen wir nun nach den gesuchten Integralen auflésen:

27 27 27
e —1 e —1
s(kx)e®dr = —, I e = ——5——~
/Tzocoq( r) e’ dx e also ay D)
27 o o
. k(1 —e®™) k(1 —e°™)
sin(kz)ede = ———=, alsoby = ————.
-/z:()bln( z) e” dz T K 25T

Beide Rechenwege sind ahnlich lang, die Wahl ist Geschmackssache.

(4) Dirichlet (Satz 12A) garantiert Konvergenz in jedem Punkt z € R:

L i ay, cos(kx) + by sin(kz) = ga+) +9(@=)

2 2
k=1
(5) Speziell in der Sprungstelle z = 0 finden wir:
2 o 1 +027r
-+ Z CE i
o 2 2m
e?m — 1 eT—1 eT+1
= =
;0 (k2 +1) 2r + 2
Auflésen nach der Reihe und vereinfachen liefert schlieB3lich:
Tem+e " 1 + 7 coth(m) IO
Zk2+1:2 e 5 = 2.07667. ..

© Dank unseres Integrationswerkzeugs sind die Rechnungen leicht.
Mit Fourier—Analyse gelingt uns die Berechnung schwieriger Reihen!
Das bequeme Dirichlet—Kriterium garantiert die punktweise Konvergenz.
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Aufgabe: Die Funktionen f, g: R — R seien 2r—periodisch und
sprungnormiert und auf dem Intervall |-, [ gegeben durch

e’ fe ¥ [

f(z) = cosh(z) = 7 und g(z) =sinh(z) = 3

(1) Skizzieren Sie f und g auf dem Intervall [—4r, 47].
(2) Entwickeln Sie f und g in ihre (reellen) Fourier—Reihen.
(3) In welchen Punkten konvergieren die Fourier—Reihen? Wogegen?

(4) Werten Sie die Fourier—Reihen in geeigneten Punkten z € [—7, 7]
aus und bestimmen Sie so explizit den Grenzwert der Reihen

1)k 2k+1)
ZH—k? und ZH 2k+1)°

(5) Bestimmen Sie die Ableitungen f’, ¢’ und ihre Fourier—Reihen.
In welchem Fall gilt die Ableitungsregel I3A? in welchem nicht?
Das Ergebnis ist erstaunlich. Erklaren Sie es mdglichst genau!

i I il I I
I\ I\ A I\
/i [\ I\ /1
[ 1\ J I\ [ JER
JEA NPT J 1\ JE
/1 [ LAY [\ J o1\
/ \ / \ / \ / \
/ N\ / \ / N\ / \
74 J J
—37 Gid =T T rd 3m
/ / / /
/ / / /
/ / /
/ /. (a) / /
[ [ 7 / /
[ [ [ /
| [ / [
[ | | |
f AR f f
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(2) Wir berechnen die Fourier—Reihen von ¢* und e~* auf |-, 7[:

1 T i e(l—ik‘,)ﬂ' _ e—(l—ik)ﬂ' . e T
_ ika o q — _
W=or ) 0 2r(1 — ik) o (1 — ik)
- i ™ o g — e(l+ik)m _ ei(l+ik)7r Nk o™ — eTﬂ—
27 J_ 2m(1 + ik) 27(1 + ik)
Symmetrie nutzen! Hieraus folgen die Fourier—Reihen von f und g:
up £up _1)ksinh(7r) [1+ik’ 1fik}
2 2r L1+4+k2 7 1+ k2
(—1)ksinh(m) ;,  sinh(r > 1y 2sinh(m)
f(z) k;w 0+ ) e = + Z AR cos(kx)
(—=1)¥ik sinh(m) 4 > ki1 2k sinh(m)
~ AT WWSIIAT) ik — N7 () 28T o (K
9(z) k;oc Tk © ;( ) (1 + k2) sin(ke)

(3) Dank Dirichlet—Kriterium 12A konvergieren die Fourier—Reihen
fn— fund g, — g in jedem Punkt x € R, erstere sogar gleichmaBig.
In den Sprungstellen = € 7(2Z + 1) gilt g (z) = §[g(z+) + g(z—)] = 0.

(4) Wir werten f(z) inz =0aus und g(z) inz = 7/2:

d . 2sinh(m)
+ Z(—1)km

k=1

sinh(7)

1=f(0)=

us

—_

oo
I
k*l 1+ k2 2sinh(7) 2

36398 .

h(r/2) — a(m2) = S5 (L1 22+ Dsinh(r)
sinh(m/2) = g(7/2) ;0( 1y 1+ (27 +1)2)

© —1)7(25 + 7 sinh(7w/2 a0
_ Z o 2J7+1 D _ QSinI(l(T{)) —0.31301. ..

j=0

(5) AuBerhalb der Sprungstellen 7(2Z + 1) gilt f' = gund ¢’ = f.

Die Funktion f ist absolut stetig, das heiBt f(¢t) = f(0) + qu:o f(u)du
also kdnnen wir die Fourier—Reihe formal ableiten gemaB Satz I3A.
Hingegen ist g nicht absolut stetig, denn g(t) # ¢(0) + [_, ¢'(u) du, und
Satz I3A ist hier nicht anwendbar. Wir kénnen beides direkt nachprifen!




1417

Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe Ubung

1418

Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe Ubung

Beim Lésen partieller Differentialgleichungen mit Anfangs- und
Randwerten (ARWP) begegnen uns Probleme von folgender Art:

Aufgabe: (1) Entwickeln Sie die gegebene Funktion g: [0, 7] — R
mit g(z) = z(m — x) in (a) eine Cosinusreihe und (b) eine Sinusreihe:

r) = Zbk sin(kx)
k=1

(c) Welche Fourier—Reihe hat die 2n—periodische Fortsetzung ¢g.: R — R
mit go(z) = x(m — ) fir 0 < z < 7w und g.(z) =0 fir -7 <z <07?

(2) In welchen Punkten = € [0, 7] konvergieren diese Reihen? Wogegen?
Konvergieren diese Reihen gleichmaBig auf [0, 7] gegen die Funktion g?
(3) Punktprobe: Bestimmen Sie durch geeignete Auswertung die Reihen
S Y=, Sy (i = e TR (0 gy =+
Wie ist in (1) die Entwicklung in verschiedene Fourier—Reihen méglich?
Man beachte, dass die Funktion g zun&chst nur auf [0, 7] gegeben ist.
Je nach Aufgabe kann g daher verschieden auf R fortgesetzt werden!

L Qo
g(z) = - 5 +;ak cos(kx),

&

i
\.,

N

fizes

AL NN AN

\

B

A\

b

Die gerade 2r—periodische Fortsetzung g,:R — R von g: [0, 7] — R.
Aufgrund der Spiegelsymmetrie von g ist g, hier zudem w—periodisch.
Die Ableitung ¢/ : R \ Zm — R ist ungerade. Wir kennen sie bereits!

= AN REEESSS ~—=¥<
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Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe

Lésung: (1a) Zwecks Cosinusreihe setzen wir g gerade fort zu g,: EREAN TN Zammn pamEm
ay = 1 / cos(kz) go(z) dz = 2 / cos(kz) g(x) dz / / \ / \ \
Ly — ™ Jo
72/3 fir k = 0, also ap = 7%/3, \/‘ \/gg( ) ‘/
=< —4/k* fir k> 2 gerade, agj = —1/42, \ \
0 fir k > 1 ungerade, agji1 =0 (Symmetriel) ERN el
Das kann man direkt ausrechnen durch zweimalige partielle Integration. / / \ / \ \
Alternativ integrieren wir geman I3A die Sagezahnfunktlon A
gn(x) ~ Zzsin@jx) = galz) =24 Z cos (2j) \/ 9io(?) \/
j=1
(2a) Dank Dirichlet—Kriterium I2A konvergiert dlese Fourier—Reihe N Gammy
in jedem Punkt = € R gegen g,(x), sogar gleichmaBig auf ganz R. / / \ / \ \
Dies gilt somit insbesondere auf dem urspriinglichen Intervall [0, 7].
(32) Die Auswertung im Punkt 2 = 0 ergibt g(0) = 0 = 72/6 — S22, 1/72, \/ o, (2) \/
also 3272, 1/42 = /6. In z = w/2 finden wir >-°2, (—1)7 /5% = —=2/12.
Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe Goung Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe Goung
(1b) Zwecks Sinusreihe setzen wir g ungerade fort zu g;:
9b T ™
/ \ Y b, = l/ sin(kz) gp(z) de = z/ sin(kz) g(x) dz
™) _r T Jo
K % \ / 8 flr £ > 1 ungerade, by; -8
= 7k? =t Ung SR ARRT OV §E
\ / \ gl 0 fur k > 0 gerade, byj =0 (Symmetrie!)

\
X
\ /

Die ungerade 27—periodische Fortsetzung g,: R — R von g¢: [0, 7] — R.
Die Ableitung g; : R — R ist folglich gerade. Wir kennen sie bereits!
Achtung: Nur auf den ersten Blick &hnelt g, der Sinusfunktion.

DTS /

N

Das kann man direkt ausrechnen durch zweimalige partielle Integration.
Alternativ integrieren wir gemé&s I3A die Dreieckfunktion g; [1309]:

.+ Zsm 2]+1 )

;o8 = cos((2j + 1))
o) = Sy I DI Ty

(2j+1)2
(2b) Dank Dirichlet—Kriterium I2A konvergiert diese Fourier—Reihe
in jedem Punkt 2 € R gegen g,(z), sogar gleichmaBig auf ganz R.
Dies gilt somit insbesondere auf dem urspriinglichen Intervall [0, ].
(8b) Auswertung in = = Z ergibt (%) = I = 8 3" ((~1)7/(2j +1)°.
Diese Punktprobe beschert uns 3772 ,(~1)! /(2; +1)% = 73/32.
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Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe

&
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Eine weitere 2r—periodische Fortsetzung g.: R — R von g: [0, 7] — R.
Wir nutzen unsere Vorarbeit und betrachten g. = (ga + g,)/2 als eine
Uberlagerung: Die beiden Summanden g, und g, kennen wir bereits!

(1c) Wir betrachten g. = %(ga + ). Aus (1a) und (1b) folgt sofort:

2 © 1 oo
ge(z) = 1 + Z 2—,2005(2]':5) + Z
=4 =0

Diese Fourier—Reihe kann man wie immer durch Integration ausrechnen.
Nach unserer Vorarbeit ist es viel leichter, die Linearitdt auszunutzen!
(2c) Dank Dirichlet—Kriterium 12A konvergiert diese Fourier—Reihe

in jedem Punkt 2 € R gegen g.(z), sogar gleichmaBig auf ganz R.

(3c) Die Auswertung im Punkt z = 0 ergibt ¢(0) =0 = ’{—; — Z?‘;l 2]%
Diese Punktprobe beschert uns erneut die Reihe > 32| 1/;% = 72/6.
Auch im Punkt 2 = § gelingt uns die Punktprobe ebenso wie zuvor:

ﬁ sin((2j + 1)z)

2 2 X j ) j 2 2 2

T s T -1y 4 —1)7 s s m
J(D)=T T PEY A e e
2 4 12 o 24 T = (25 +1) 12 24 8

© Punktproben bescheren uns neue Reihen oder zeigen Rechenfehler,
zum Beispiel eine vergessene oder falsch berechnete Konstante ¢.
© Zur Kontrolle hilft auch die graphische Darstellung der ersten Terme.
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Motivation und Zielsetzung

Fourier—Analyse zerlegt das Signal f:R — C ins Spektrum f:7Z — C:

oo

~ 2 A

1kwt

fo—eF, Fh):=1 [zoe"kwtf( B,

Hierzu sei f:R — C absolut integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch.
Der Fourier-Koeffizient Flk ) ist die Amplitude der Schwingung el**,
Somitist f:Z — C das Spektrum zur Grundfrequenz w = 27 /T

Fourier-Synthese: Zu gegebenem Spektrum 717 — C betrachten wir
die zugehdrigen Teilschwingungen f( ) e** und rekonstruieren hieraus
durch Uberlagerung die Funktion f(z) = 3", f f(k) ™, falls konvergent.
Konvergiert die Reihe? In welchem Sinne? Mit welchem Grenzwert?

Bislang nutzen wir punktweise und gleichméBige Konvergenz (I12A).
In diesem Kapitel geht es um Konvergenz im quadratischen Mittel.
Fur typische Anwendungen sind diese drei die zentralen Techniken.
Wir nutzen zwei zentrale Satze: Dirichlet 12A und Fischer—Riesz J1A.

Im vorigen Kapitel haben wir einzelne Funktionen f: R — C untersucht.
In diesem Kapitel betrachten wir den Vektorraum aller Funktionen.
Diese mutige Sichtweise verschafft uns einen besseren Uberblick:

Wir nutzen unser Wissen Uber Lineare Algebra und Skalarprodukte.

Die T—periodischen Funktionen f: R — C bilden einen Vektorraum,
ebenso bilden die Koeffizientenfolgen f:Z — C einen Vektorraum:
Addition und Skalarmultiplikation sind jeweils punktweise erklart,
dies nutzen und schétzen wir bereits als praktische Rechenregeln.

Die Fourier—Analyse ist eine lineare Abbildung .7 : f — f

Die Fourier-Synthese ist eine lineare Abbildung .Z~1 : f — f.

Auf welchen Funktionenraumen sollten wir diese nun betrachten?
Die Isometrie L? « ¢? ist (iberraschend einfach und Gberaus niitzlich!

Kurzum: Wir transformieren hier nicht nur einzelne Funktionen,
sondern untersuchen, wie sich die Fourier—Analyse .% : L? — (% und
die Fourier-Synthese .# ! : /2 — L? als lineare Abbildungen verhalten.
Eine anschauliche Anwendung ist die isoperimetrische Ungleichung J1B.

Satz von Parseval: die Energiegleichung e

Satz von Parseval: die Energiegleichung e

Wir flhren die Untersuchungen des vorangegangenen Kapitels | fort.
Sei f:R — C absolut integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch.
Die Fourier—Analyse zerlegt das Signal f in sein Spektrum f:

(o]

~ 2 A

1kwt

N N gr
fo—sF Foy= g [ s

Fir die punktweise bzw. gleichmaBige Konvergenz dieser Reihe haben
wir das praktische Dirichlet—Kriterium 12A, das wir in §J2 beweisen.

In §J3 fuhren wir diese Fourier—Analyse weiter aus und beweisen:
Dabei gilt die Parseval-Gleichung, auch Energiegleichung genannt:

Z|f

k=—00

—~ 1 (T
[ fllzz =1Iflle also T/ ®)*dt =
t=0

Genau dann ist die Funktion fquadrat integrierbar, fOT\f Pdt < 00,
wenn die Koeffizientenfolge 7 quadrat-summierbar ist, Zk\f( )% < oo.

© Die komplexe Schreibweise ist meist kiirzer und {ibersichtlicher.
Fir reelle Funktionen f: R — R nutzen wir auch die Co/Sinus-Reihe:

0
§ Ck elkwt —

k=—00

a | o . .
5t Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)
Dank der einfachen Umrechnung ¢4 %(ak F ibg) erhalten wir:
aj 15
7 e ERREP LA

Nachrechnen: Es gilt |co|? = a3 und |cy4|? = $(a? + b2) fir k # 0;
jeder Summand tritt jeweils emmal fur +k und emmal fur —k auf.

0o

®2dt =

© Wie so oft ist die komplexe Gleichung eleganter und leichter.
Ich gebe beide Formeln an, damit Sie sie leicht zur Hand haben.

Physikalisch bedeutet die Parseval-Gleichung eine Energieerhaltung:
Die Gesamtenergie des Signals f (als Integral auf der linken Seite) ist
die Summe der Energien aller Teilschwingungen f( ) e, (rechte Seite).
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Satz von Parseval: die Energiegleichung
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Satz von Parseval: die Energiegleichung

Analogie: In der Physik ist 2|v|? die kinetische Energie einer Masse m
mit Geschwindigkeit v = (v1, va,v2) € R3, also v = viey + vaea + v3es.
Da unsere Basis (e1, es, e3) orthonormal ist, gilt [v|2 = v + v3 + v$:
Die Gesamtenergie ist daher die Summe der Teilenergien!

Fir trigonometrische Polynome, also endliche Summen statt Reihen,
folgt die Parseval-Gleichung direkt aus dem Satz des Pythagoras:
Die Gesamtlange (aka Norm) des Vektors f zum Quadrat (linke Seite)
ist gleich der Quadratsumme seiner Koordinaten f(k) (rechte Seite).

Der Raum L? entsteht als Abschluss der trigonometrischen Polynome:
Die Funktionen e (t) = e mit k € Z bilden eine Hilbert-Basis (J3E),
also ein vollstandiges Orthonormalsystem fur den Raum L?([0, 7], C)

mit dem Skalarprodukt (f | g) = ¢ [0 ) g(t) dt, wie oben erklart.

Alternativ fuhrt folgende Sichtweise und Rechnung ebenfalls zum Ziel:
Wie in den folgenden Beispielen gilt Parseval fiir Rechteckfunktionen.
Per Linearkombination gilt Parseval dann flr alle Treppenfunktionen.
Per Grenziibergang gilt Parseval fiir alle integrierbaren Funktionen!

Wir kénnen uns f zum Beispiel als ein akustisches Signal vorstellen.
Die Fourier—Analyse f — f zerlegt das Signal f in sein Spektrum f.
Die Fourier—Synthese f — f rekonstruiert aus dem Spektrum das
urspriingliche Signal. Dabei geht keinerlei Information verloren!

Anwendung: Aus dem Spektrum kénnen wir Frequenzen leicht ausfiltern,
abschwéachen oder verstarken. Die FuBball-Weltmeisterschaft 2010 etwa
war gepragt vom Brummen der Vuvuzela. lhre Grundfrequenz liegt bei
ca. 230Hz, dazu kommen noch Obertdne. Diese Frequenzen lassen sich
gezielt herausfiltern durch (digitale) Fourier—Analyse—Synthese.

b g & o

Der klare Vorteil: Man kann die stérenden Frequenzen gezielt dampfen;
das Getrdte ist trotz Filter zwar noch zu héren, doch splrbar gemindert.
So kann die Fernsehzuschauer:in den Stadionjubel wieder genieBBen.

Wieviel Energie geht dem Signal hierdurch verloren? Genau die Energie
der herausgefilterten Frequenzen. Ein Jubel fir die Energiegleichung!
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Energiegleichung der Sagezahnfunktion Beispiel

Aufgabe: Berechnen Sie beide Seiten der Energiegleichung fir

fla)= Z(—l)k+1§sin(kz) = {“‘

fir -7 <z <,
0 flrz = +n.

Signa

Spektrum

Lésung: Wir berechnen beide Seiten der Energiegleichung

—/ Z\ck|2:zo+52aﬁ+bi.
k=1

k=—oc
Das Integral ergibt:

(t)*dt

Die Reihe ergibt:

oo

»
Il
—
o~
Il
—

© Diese Reihe haben wir im vorigen Kapitel ausgerechnet.
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Energiegleichung der Rechteckfunktion

Aufgabe: Berechnen Sie beide Seiten der Energiegleichung fir

+1 faro<z<m,

4 q1n3r §1n5r

W{EIHI+ 3 =<¢-1 fir—7m<z<0,
0 furze{0,£x}.

S

Spektrum

flz) =

Lésung' Wir berechnen beide Seiten der Energiegleichung

2 “0 I 2 2
— Z |ex]? = §Zak+bk.
k=1

k=—00
Das Integral ergibt: 1

(t)|*dt

f() =1

27 J_
Die Reihe ergibt:

0o

a5+ Za -&-b2 278
) 2(2j +1)2

Dies entspricht der bemerkenswerten Glelchung [1309]

co

1 w2

(25 +1)2 8

7=

Diesen Wert konnen Sie alternativ auch aus 3" | 1/k* = 7 /6 ableiten. Sehen Sie wie?
Hinweis: Sie konnen die ungeraden und die geraden Terme getrennt summieren und erhalten

S R =521/ (25 +1)° + 352, 1/(24)°, die letzte Reihe ist gleich § 372 | 1/k%.
Die Fourier—Isometrie eauonng| | Die Fourier—Isometrie Edtutoning
Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den C—Vektorraum Sei f:R — C abs. integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch, w = 27 /T.
2 = L2([0,T],C) { 0,7] - C ‘ / 24t < } Die Fourier—Analyse zerlegt das Signal f in sein Spektrum Iz
= s s = o0
r I 1 T *l w 1KW:
Hierauf haben wir als Skalarprodukt und Norm die Integrale fo—ef, [f(k):= T/ . ket f(t)d Z Flk) etk
t=|
1 T k=—00
. P12 . 2
(f19)p = */ Tt und £l := T /tzolf(t)l d. Es gilt die Parseval-Gleichung, auch Energiegleichung genannt:
Die quadrat-summierbaren Folgen bilden den C—Vektorraum R 1 (T
A - e =171 aso % [ i@t = 3 17k
2 =*(z,C) ::{f:Z%(C Z \f(k)|2<oo} t*“ k=—o0
k=—00 ~
) . i Dank dieser Gleichung gilt f € L? genau dann, wenn f ¢ ¢2 gilt.
Hierauf haben wir alsjkalarprodukt und Norm die Sol:mmen Fir f,g € L? gilt die Parseval-Gleichung zudem fiir Skalarprodukte:
(F19)e = > Fk)gk) und [flE:= > |f(k)P N =
3y 2 (fla)z=(Fl@)e also f/ Fewdi= Y FRgH)
Das Produkt ist absolut integrierbar/summierbar dank Cauchy—Schwarz. ' k=—o0
© Beide Vektorraume L? und ¢2 scheinen zun&chst sehr verschieden. © Diese Beziehungen fassen wir in folgendem Satz zusammen:
Die Fourier—Isometrie enthiillt jedoch das Gegenteil: Sie sind isomorph! Fourier—Analyse und —Synthese sind zueinander inverse Isometrien.
Die Fourier—Isometrie """ Die Fourier—Isometrie Edtseiny

Satz J1A: Fourier—Isometrie, Fischer—Riesz 1907
Jeder Funktion f € L? ordnen wir ihre Fourier—Koeffizienten fe 2% zu:

Z : L¥([0,T],C) = 2(Z,C) : f f mit f(k) = l/T e Rt £ (1) dt
T Ji—o

Umgekehrt definiert jede Koeffizientenfolge f € ¢2 eine Funktion f € L2

Zf

k=—00

F7' ' 2(Z,C) - L*([0,T],C) : frs f mit f(t) gree
Diese Abbildungen sind C—linear und zueinander inverse Isometrien.
Norm und Skalarprodukt bleiben erhalten dank Parseval-Gleichung:

Ifl =1 fle  also = / W= S IF)P
k=—0c0
(flgh2=(F1g)e also %/,Zomg“)‘“:k; BEG)

Diese Fourier—Isometrie ist der H6hepunkt unserer kurzen Einfiihrung
zu Fourier—Reihen. Sie perfektioniert die ersehnte Analyse / Synthese:

(F, 771 : L2([0,T],C) = *(Z,C) : fo f
Diese Beziehung ist hochst erstaunlich und ungemein praktisch:
Aus dem Signal f gewinnen wir das Spektrum f und umgekehrt.

Aus f € L* C L' folgt f € £2 C ¢ dank Energiegleichung. Umgekehrt:
Fir f € ¢2 2 ¢" konvergieren die Polynome fult) =30 F(k)e*tin
L? D L™ gegen eine Funktion f:R — C dank Vollstandigkeit von L.

Aus der Energiegleichung folgt die allgemeine Parseval-Gleichung.
Damit das Integral einen Sinn hat, muss fg absolut integrierbar sein.
Damit die Reihe einen Sinn hat, muss f g absolut summierbar sein.
Beides wird garantiert durch die Cauchy—Schwarz—Ungleichung:

IS =gl < Wfllez - llgllez, 1 Gller <11 fllez - [Glle2

Ungleichungen und Konvergenzbegriffe werden nachfolgend ausgefihrt.
Doch zuerst prasentiere ich eine elegante geometrische Anwendung.
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Isoperimetrische Optimierung durch Fourier—Reihen

Wieviel Flache F kénnen Sie mit einem Zaun der Lédnge L umgrenzen?

maximale 7

Flache?

Aufgabe: (0) Wie verhalten sich L, F und F/L? bei Streckung um \?
(1) Welche Flache Fi erreichen Sie mit einem Quadrat von Umfang L?
(2) Welche Flache F erreichen Sie mit einem Kreis von Umfang L?
(3) Geht noch mehr? Wie sehen optimale Kurven aus?

Lésung: (0) L wéchst linear, F' quadratisch, F'/L? bleibt konstant.

(1) Seitenlange a = L/4, Flache F = a®> = L?/16. Das ist schon gut.
(2) Radius r = L/2m, Flache F = mr? = L?/4r. Das ist noch besser!

Wie beschreiben wir einen geschlossenen Weg v: [0, L] — R? = C?
Sei 7/ absolut integrierbar mit v(t) = v(0) + fi v/(r) d7 und (L) = ~(0).
Wir parametrisieren nach Weglénge, mit konstanter Geschwindigkeit
[/(t)| = 1 fur alle t. Nach Skalierung kdnnen wir L = 27 annehmen.
Beispiel: Der Kreis (t) = cp + ¢; e mit ¢, ¢; € C und |e1| = 1.

Die umschlossene Flache ist F' = 1 Im j‘,i"oﬁy’ dt = 7.

Transformation .
Problem } transformiertes Problem ‘

Rechnungl

Rechnung : schwierig leichter

. Riicktransformation |
Lésung ‘

Aufgabe: Untersuchen Sie die Fourier—Entwicklung v(t) = 3", ¢y, e!*:
(1) Entwickeln Sie 4/ und berechnen Sie 3", k?|c|? dank Parseval.
(2) Berechnen Sie die von v umschlossene Flache F mit Green.

(3) Giltimmer F < x? (4) Fur welche Kurven gilt Gleichheit?

transformierte Lésung ‘
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Isoperimetrische Optimierung durch Fourier—Reihen

(1) Wir entwickeln v, v’ : [0, 27] — C in ihre Fourier—Reihen

~(t) = ch e* und A/(t) ~ Z ik ¢ e*,

keZ k#0

Wir lesen diese Beziehung von rechts nach links als Integration (I13A).
Dank Energiegleichung und Parametrisierung nach Weglénge folgt:

1o ‘

& [ e =
2’7‘[’ t=0 L—1
=1

(2) Die umschlossene Flache berechnen wir mit Green und Parseval:

1 27 ) , L
5 [ tm[n = i) (of +i0p)]

— t=0
wIm{ Z a-ikck] = TI'Z k\ck\Z
k=—00

1 27 _, .
= mlm|— Fy'dt| =
2m =0 k=—00

Gleichung (G) ist die Greensche Formel fir den Flacheninhalt.

L1 2T , ,
F = 5 MY — e dt =
0

(3) Wir vergleichen unsere Flache F' mit der Kreisflache :

o0
Ty kel

k=—00

[ee]

WZ k |ek

k=—00

o0
<m0 ke und xo=

k=—00

7| 2

Die erste Reihe ist termweise kleiner-gleich der zweiten:

Fl-7 < k[ =K |er> < 0.
[Fl—m < ﬂk,z (k] =B ferl™ <
=—00 <o
Also gilt |F| < 7: Die Kreisflache kann nicht tibertroffen werden!
(4) Gleichheit gilt nur, wenn ¢, = 0 fur alle k ¢ {—1,0,1}. Also

Yt) =core P Feg et mit o4 leq)? 21
Aus F' = 4 folgt |1 — [c_1[> = +1, also [e;| = 1 und [c_1| = 0.
Aus F = —r folgt |c1|2 — |c_1]? = —1, also |¢;| = 0 und |c_q| = 1.

© Das heiBt, nur Kreise ~(t) = ¢o + ¢'(**) maximieren die Flache!
Alle anderen Kurven umschlie3en strikt kleineren Flacheninhalt.
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Lésung des isoperimetrischen Problems

Die isoperimetrische Ungleichung e

Das isoperimetrische Problem ist eine klassische Optimierungsaufgabe:
Wieviel Flache F' kdnnen Sie mit einem Zaun der L&nge L umgrenzen?
Die Lésung mit Fourier—Reihen grenzt an Zauberei! Was passiert hier?

Nach ersten Beispielen wollen wir alle Mdglichkeiten erkunden.
Wir wollen alle periodischen Funktionen v:R — R? untersuchen
und zu gegebenem Umfang L die groBtmdgliche Flache F' finden.
Der Raum aller Funktionen ist allerdings sehr unlbersichtlich.

Die Fourier—Isometrie Ubersetzt dies in ein Problem tber Reihen.
Dieses ist wesentlich Ubersichtlicher und kann leicht geldst werden.

Dabei haben wir die Fourier—Isometrie voll ausgenutzt:
Die Ubersetzung bewabhrt alle wesentlichen Informationen!
Dieses schéne Ergebnis bildet eine wiirdige lllustration:
Transformation zur Vereinfachung ist durchaus typisch.

© Darum geht es in Mathematik und Wissenschatft allgemein:
Zusammenhéange verstehen und geeignete Werkzeuge entwickeln,
um damit konkrete Probleme zu I6sen, effizient, sicher, korrekt.

Wieviel Flache F' kénnen Sie mit einem Zaun der Lédnge L umgrenzen?
© Fourier transformiert ein schwieriges Problem in ein leichtes!

Problem

Rechnung | schwierig

Transformati .
ransformation } transformiertes Problem ‘

Rechnung l leichter

Lésung Ricktransformation } transformierte Lésung ‘

© Wir haben so den Beweis von Hurwitz (1902) nachgerechnet:

Satz J1B: isoperimetrische Ungleichung
Sei [0, L] — R? ein geschlossener Weg, also 7(0) = v(L).
Zudem sei v stlickweise stetig differenzierbar und habe Lange L.

Fir den umschlossenen Flacheninhalt I gilt immer F < Fy = L?/4x.
Gleichheit gilt nur, wenn ~ einen Kreis vom Umfang L beschreibt.

Das ist anschaulich plausibel und nun auch nachvollziehbar bewiesen!
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Die isoperimetrische Ungleichung
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Die isoperimetrische Ungleichung

W Ein klassisches Optimierungsproblem:

Der Legende nach wurde Karthago gegriindet
durch die phonizische Konigin Elissa, romisch
Dido genannt. Der lokale Herrscher versprach
ihr dazu so viel Land, wie sie mit einer Kuhhaut
umspannen konne. Diese schnitt Dido in diinne
Streifen der Gesamtlinge ¢ und maf} die Grenze
des zukiinftigen Karthago ab, das auf einer Seite
durch die gerade Mittelmeerkiiste begrenzt wird.

Aufgabe: (1) Welche Kurve wahlit Dido, um die Flache zu maximieren?
(2) Und wenn zwei Kistenpunkte der Stadtgrenze vorgegeben sind?
© Intuition ist gut, aber vage. Schliissige Argumente sind besser.

(1) Wir betrachten die Fliche, die von einer Geraden GG und einem Weg ~y der Linge £ begrenzt
wird. Durch Spiegelung an G erweitern wir y zu einem geschlossenen Weg. Dabei verdoppeln
sich die Linge und der umschlossene Flicheninhalt. Nach der isoperimetrischen Ungleichung
folgt 2F < (2¢)?/(4r), also F < ¢*/(2r). Nur fiir einen Halbkreis erhalten wir Gleichheit.

(2) Wir fixieren zwei Punkte A und B mit Abstand < ¢ auf der Geraden G und verlangen, dass y
von A nach B lduft. Sei I' der Kreisbogen der Liinge ¢ von A nach B. Wir vergleichen den von y
und I’ umschlossenen Flidcheninhalt, jeweils ergénzt durch den fehlenden Kreisbogen jenseits G.
Die isoperimetrische Ungleichung besagt, dass der Flidcheninhalt genau fiir v = I maximal ist.

Wer Freude am Knobeln hat, mag vielleicht folgende Varianten untersuchen: Sie verfiigen iiber
einen Zaun der Linge L, entweder starr (ein Geradensegment) oder flexibel (eine stiickweise
stetig differenzierbare Kurve). In einem grofien rechteckigen Garten mochten Sie einen Bereich
fiir Thre Kaninchen einzdunen. Welche Fliche ist hier hochstens moglich? Welche Zaunkurve
maximiert die Fliche? Was gilt fiir einen kreisformigen Garten? Was gilt fiir ein parabelformig
auslaufendes Ende des Gartens? Machen Sie sich Skizzen und argumentieren Sie umsichtig!

Zum Ausklang nenne ich noch ein einfaches, aber erhellendes Zahlenbeispiel. Es ist eine schone,
leichte Aufgabe, doch sie erfordert geometrischen Sachverstand und quantitativen Vergleich.
Mit den niitzlichen Werkzeugen Ihrer Vorlesung zur HM3 gelingt Ihnen die L6sung nun leicht:

Aufgabe: (nach einer Klausuraufgabe vom Februar 2012)

(1) Kénnen Sie mit 12m Zaun eine Flache von 12m? umschlieBen?

(2) Kénnen Sie mit 13m Zaun eine Fl&che von 13m? umschlieBen?

Lésung: Wir wissen, dass der Kreis den Flacheninhalt ' maximiert:
F<Fo= L%/4x, und Gleichheit gilt nur fiir den Kreis (J18).

(1) Fur L = 12 finden wir Fy = L?/4m < 12. (Es gilt 12 < 47 < 13.)

(2) Fur L = 13 erreicht der Kreis die Flache Fry = L? /47 > 13.
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Die Fourier—Isometrie Fazit

Es gilt die Parseval-Gleichung, auch Energiegleichung genannt:
1 T
Il = W7l aiso % [ sorar= 3 1

k=—00
Ist dieser Wert endlich, so ist die Funktion f quadrat-integrierbar, kurz
f € L?, und die Koeffizientenfolge f ist quadrat-summierbar, kurz f € ¢2.

Alternativ nutzen wir die Co/Sinus-Reihe mit ¢4 = %(ak Fibg):

59
§ Ck elkwL _

k=—o00

) dt =

oo
% + Z ay, cos(kwt) + by sin(kwt)
k=1
o0

dolal =

a(2) 1 2, 72
,/ Z+§Zak+bk'
k=—00 k=1

Fir f,g € L? gilt die Parseval-Gleichung zudem fiir Skalarprodukte:

()2 dt

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den C-Vektorraum
LQ:LQ([O,T],C)::{ OT%(C'/ dt<oo}
Hierauf haben wir als Skalarprodukt und Norm die Integrale
(f19)em = —/ FDgndr und | f]3, = %[:ﬂ|f<t>|2(1t.
Die quadrat-summierbaren Folgen bilden den C—Vektorraum

STk <oo}.

k=—o00

2 = (*(z,C) ::{f:Z%(C

Hierauf haben wir als Skalarprodukt und Norm die Summen

(Flade =Y Fkgk) und [fI2= Y IFk)

k=—o00 k=—00

Bl JRY N TR Das Produkt ist absolut integrierbar/summierbar dank Cauchy—Schwarz
= I = t)g(t)dt = k ) N : « : ’
{(Flg)=(f13) also T /i F&)9(®) k;w' (k) g(k) © Beide Vektorraume L2 und ¢? scheinen zunéchst sehr verschieden.
' Die Fourier—Isometrie enthiillt jedoch das Gegenteil: Sie sind isomorph!
Die Fourier—Isometrie 71| | Die Fourier—Isometrie Fan

Die Fourier-Isometrie J1A ist folgende Analyse / Synthese:

(Z,Z7Y) : IX(0,T],C) = (Z,C): f & f ‘

Jeder Funktion f € L2 ordnen wir ihre Fourier—Koeffizienten f € ¢2 zu:

N T
foo = [

Umgekehrt definiert jede Koeffizientenfolge fe % eine Funktion f € L2:

> k)
k=—o0
Diese Abbildungen sind C—linear und zueinander inverse Isometrien
zwischen dem Funktionenraum L2([0, T, C) und Folgenraum ¢%(Z, C).
© Funktionen f € L? und Folgen f'e 2 entsprechen sich verlustfrei.
Norm und Skalarprodukt bleiben erhalten dank Parseval-Gleichung.
© Eine Anwendung ist die isoperimetrische Ungleichung J18:
Allein der Kreis maximiert den umschlossenen Flacheninhalt F.

F L2502 f fomit e et £(1) dt

eikwt

FL R L2 [ f omit f(t) =

Die Fourier—Isometrie nutzt wesentlich die Begriffe der linearen Algebra:
Vektorraume mit Skalarprodukt 11G, Cauchy—Schwarz—-Ungleichung I1H,
Satz des Pythagoras I11, Orthonormalisierung [1J. Zentrales Beispiel:
Die Menge aller Funktionen f:R — C ist ein C—Vektorraum. Hierin ist
die Teilmenge der T—periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Die Funktionen ¢j,: R — C: ¢ ¢ = cos(kwt) + isin(kwt) mit k € Z
spannen den Unterraum V = { Y"7__ ¢, et | n €N, ¢, € C } aller
trigonometrischen Polynome auf und sind hierin eine Orthonormalbasis.
Die Vervollstandigung dieses Raumes V' beziiglich der L?>~Norm ist
der Raum L2 = L%([0, T],C) aller quadrat—integrierbaren Funktionen.
Auch die Menge aller Folgen f: 7 — C ist ein C—Vektorraum.

Die Folgen 6, : Z — C mit ¢, (k) = 1 und 6;(¢) = 0 fir ¢ # k spannen
den Unterraum W = { 3"}’ __ e | n € N, ¢; € C} aller Folgen

mit endlichem Tréger auf und sind hierin eine Orthonormalbasis.

Die Vervollstandigung dieses Raumes W beziiglich der ¢2~Norm

ist der Raum ¢2 = ¢2(7, C) aller quadrat—summierbaren Folgen.

© Die Fourier—Isometrie f < f liefert V= W, vervolistandigt L2 = ¢2.
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Fourier—Analyse: Glattheit und Abklingen Fazit

Riemann-Lebesgue

Fec :|fk) =0
nullkonvergent

fert: [J1f(z)dz < oo
absolut integrierbar

.~ Hausdorff-Young 5
Ut fe - Ut
N \ [flize = [1fllea S
]
felL?: f |f(z ‘2dL < ool Energiegleichung J?e 02 - Zklf( )2 <

quadratisch integrierbar quadratisch summlerbar

o fi

I£llz2 = l1Fle2

Von oben nach unten werden die Bedingungen strikt starker.
Die Implikationen gehen daher immer nur von unten nach oben.
Die Umkehrungen gelten nicht, wie geeignete Gegenbeispiele zeigen.

In der oberen Halfte gehen Implikationen von links nach rechts: R
Schwache Bedingungen an f garantieren schwache Folgerungen fiir f.

In der unteren Halfte gehen Implikationen von rechts nach links:
Erst starke Bedingungen an f garantieren starke Folgerungen fir f.

In der Mitte steht der symmetrische Fall p = ¢ = 2: Die Energiegleichung
1fllz2 = Hf”p garantiert die niitzliche Aquivalenz f € L? < f € ¢2.
Die L?-Theorie ist daher zentral: die schonste, beste und einfachste.

= > = 170 Hausdorff-Young L
o JeL?|< e < 1Fler j‘ Ergénzend nenne ich zudem die Hausdorff—Young—Ungleichungen:
w " ) = Sie interpolieren zwischen (p, ¢) = (1, o0) und dem zentralen Fall
. = (p,q) =(2,2)durch1 <p<2<g<ocomitl/p+1/qg=o00
eC fed . £ . . . .
fstetig gleichmanige f aebl;olﬁtzszlfr‘r{rgi?rtzfo Dasselbe Diagramm gilt fiir g € C™ und die n-fache Ableitung f = ¢(",
Konvergenz allgemein fiir g € AC™, also g € " und ¢»~1 e AC absolut stetig.
Fourier—Analyse: Integrieren und Differenzieren #ar| | Punktweise Konvergenz vs quadratisches Mittel o
") fi Leb e Wir fassen die Beziehungen dieser drei Konvergenzarten zusammen.
Jo 19" ()] dz < oo JLemannT=eesgus k"3 (k)| — 0 Seien fo, f1, fo, ..., f :Q — C Funktionen auf einer Menge 2 C R<.

nullkonvergent

absolut mtegrlerbar

fi

>

GleichméBige Konvergenz:
supeolfn(z) — f(2)] =0

vl <oo| F S

Konvergenz im
9 —
=

M immer

Punktweise Konvergenz:

fu(@) = [f(2)

in jedem Punkt z € Q

quadratischen Mittel:
Jocal fu(z) — f@)2dz —0

X Hausdorff-Young 5
Ut (/‘/" c [Pl—/—— 77— [ Ut
ﬂ‘ [£lle = 1Ifllea 'H RN
f ‘g(n) |2 dr < 69 Energiegleichung Zk|k"§(k)‘2 < 00
quadratisch integrierbar | |is||,. = |If|. | Quadratisch summierbar
S “ Hausdorff-Young H Y
Ut g € LI ——r : Ut
H [fllza < [1fller H <
it
g€ Cn, also g™ e ¢, S LIE"G(k)| < oo
n-mal stetig diff’bar gleichmaBige absolut summierbar
Konvergenz

© Die Implikation ,gleichmaBig = LP* folgt sofort aus der Ungleichung
[ Uula) = F@)P do < v0l) - (supscol fu(a) — @) 0
xE
© Die Implikation ,gleichm&Big = punktweise® ist klar: Fir z € Q gilt

|fa(z) — f(2)] < supyeqlfalz) — f(x)] — 0.
/\ Die Umkehrungen gelten nicht, siehe Gegenbeispiele.
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Aufgabe: Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze
Begriindung (ein Ergebnis der Vorlesung oder ein Gegenbeispiel).
(1) Was bedeutet punktweise Konvergenz der Fourier—Reihe von f?
Was sagt das Dirichlet—Kriterium tber Konvergenz und Grenzwert?
(2) Angenommen f ist nicht nur stetig, sondern stiickw. stetig diff’bar.
Konvergiert die Fourier—Reihe gleichmaBig gegen f? Wie schnell?
(3) Was besagt Pythagoras fir Norm und Skalarprodukt? Allgemein:
Was besagt die Parseval-Gleichung fir Norm und Skalarprodukt?
(4) Wie definieren Sie die Raume L? und ¢? fir 1 < p < 00?

Erklaren Sie insb. die wichtigsten Falle L', L2, L und ¢!, ¢2, ¢>.

(5) In welchem Sinne ist das Fourier—Polynom f,, vom Grad n

die beste Approximation an die Funktion f in L2([0,7],C)?

In welchem Sinne konvergieren die Funktionen f,, gegen f?

(6) Nennen Sie eine Folge f 7 — C in ¢2 aber nicht in /.

Gilt umgekehrt ¢! C ¢2? (Beweis oder Gegenbeispiel)

(1) Nennen Sie eine Funktion f:[0,1] — Cin L' aber nicht in L2.
Gilt umgekehrt L2 C L'? (Beweis oder Gegenbeispiel)

(2) Wie definieren Sie die Fourier—Abbildungen (Analyse / Synthese)
F L' =0 und FU 0t o L7

Wie definieren Sie als symmetrische Fassung die Fourier—Isometrie

e N

Z :L? > ¢* und

(3) Wie andert sich das Spektrum f wenn Sie f in einem Punkt ¢ € R
abandern? in endlich vielen Punkten? auf einer Menge vom Maf3 Null?
(4) Was bedeutet: Aus dem Signal f gewinnen Sie das Spektrum f
und umgekehrt rekonstruieren Sie aus dem Spektrum f das Signal f?
(5) Wie 16sen Fourier—Reihen das isoperimetrische Problem?
Inwiefern transformieren sie ein schwieriges Problem in ein leichtes?
(6) Welchen Flacheninhalt kdnnen Sie mit einem Zaun der Lange L
héchstens umgrenzen? Welche Kurven maximieren die Flache?

Jati
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Versténdnisfragen zur Energiegleichung

Aufgabe: Seien f,g: R — C periodisch und absolut integrierbar.

(0) Wiederholen Sie mdglichst prazise den Satz von Parseval (J3C).
(1) Seien f, g stetig. () Gilt =0 = f=0und(b) f=5 = f=g?
(2) Dieselbe Fragen fir f, g stickweise stetig und (3) sprungnormiert.
(
(

)
)
4) Aligemein: (a) Folgt aus f = 0stets f = 0, zumindest fast tiberall?
b) Folgt aus f = g stets f = g, zumindest fast berall?

Losung: (1a) Ja: Dank Parseval gilt fOT\f(t)\Zdt =Y enlf(B)? = 0.
Aus dem Integral fOT|f(t)|2 dt = 0 und der Stetigkeit von f folgt f = 0.
Ausfuhrlich siehe Satz J3E und den anschlieBenden Beweis.

(1b) Ja, dies folgt aus (1a) angewendet auf die Differenz f — g.

(2) Nein: Wie zuvor gilt fOT|f(t)|2 dt = 0, allerdings dirfen wir nun f an
endlich vielen Stellen &ndern. Dann gilt weiterhin f = 0 aber f # 0.

(3) Ja, die Sprungnormierung stellt die Eindeutigkeit wieder her.

(4) Ja, aus fOT\f(t)\?dt =0 folgt f(x) = 0 fir fast alle « € R, das heif3t
alle x auBerhalb einer vernachlassigbaren Menge N C R, vol;(N) = 0.

Aufgabe: (1) Ist 377 | sin(kz) Fourier—Reihe einer int'baren Funktion?
(2) Ist die Funktion f:R — R mit f(z) = >3, sin(kx)/Vk stetig?

(8) Vorgelegt sei die trigonometrische Reihe f(z) = 372 | k~*sin(kz).
Fir welche a € R konvergiert f in jedem Punkt x € R? Fir welche a € R
ist f zudem quadrat-integrierbar? stetig? stetig differenzierbar?

(4) Dieselben Fragen fir f(z) = 372, sin(kz) /(£ In(k)?)

oder f(z) = S22 4 sin(kz)/ (k% In(k)’ In(ln k)°) mit a, b, c € R.

Lésung: (1) Nein nach Riemann-Lebesgue 138, denn b, = 1 /4 0.

(2) Nein, denn >"7° , 1/k = oc. Ausflhrlicher gilt folgendes:

(3) Diese trig. Reihe konvergiert fiir a > 0 in jedem Punkt z € R:

Inz =0,7/2,,... folgt dies aus dem Leibniz—Kriterium (Satz B3G),
und allgemein fir = € R aus Dirichlets Verallgemeinerung (Satz B3I).
Fir f € L?ist a > 1/2 notwendig und hinreichend dank Parseval (J3C).
Fur f € CYist a > 1/2 notwendig und @ > 1 hinreichend (Satz 13c).
Fur f € Cist a > 3/2 notwendig und a > 2 hinreichend (Satz 13¢).

(4) Analog zu (3); zur Konvergenz dieser Reihen siehe B303.
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Aufgabe: Vorgegeben sei ein Exponent a € R. (1) Ist 3222 | k=% eih®
die Fourier—Reihe einer stetigen 2r—periodischen Funktion f:R — C?
(2) Falls ja, wie oft ist f stetig differenzierbar? mindestens? héchstens?

Lésung: Wir nutzen die obigen Kriterien zu Konvergenz und Stetigkeit.
Die Reihe Y72 ,|k~¢| divergiert fir a < 1 und konvergiert fiir a > 1.
(1a) Fira > 1 gilt 372, [k7%| < co, somit konvergieren die Funktionen
fulz) = S7_, k™" gleichmaBig gegen f(z) = Y 5o, k¢ elke,

Alle Funktionen f,, sind stetig, also auch die Grenzfunktion f.

Die Antwort lautet hier also: Ja, f(z) = 50, bk~ e'*® ist stetig.

(1b) Fir a < 1 gilt 72, |[k~*| = co. Angenommen es gabe eine stetige
und 27—periodische Funktion f:R — C mit f(z) ~ > oo, k™% e,
Dank f € C°([0,27],C) C L?([0,2n],C) folgt dann 7| f(«)| dz < co
und dank Energiegleichung >"72 ;|k~%| < oo, also 2a > 1.

Fir a < 1/2ist die Antwort also: Nein, f kann nicht stetig sein.
Fir 1/2 < a < 1 lassen unsere Kriterien keinen Schluss zu.

(2) Wir nehmen a > 1 an und untersuchen f(z) = >°7°, k= ek,
Durch Ableiten und Integrieren erhalten wir dank (1) sofort:

(2a) Aus a > n + 1 folgt f € C"(R,C):

Flr a > n+ 1 ist f mindestens n-mal stetig differenzierbar.

(2b) Aus f € C"(R,C) folgta > n + &:

Fira <n+1/2ist f héchstens (n — 1)-mal stetig differenzierbar.

Zusammenfassend bleiben damit zwei Mdglichkeiten:
@acn+1l,n+3] = feCm~C"! das heiBt:
f ist n-mal stetig differenzierbar, aber nicht (n + 1)-mal.
@acln+3,n+2 = feC"\ C"? das heiBt:
f ist n-mal stetig differenzierbar, hdchstens aber (n + 1)-mal.
© Unsere bequemen Kriterien liefern uns recht prazise Aussagen:
einfacher Plausibilitdtscheck und schnelle Vorabinformation.

® Es bleibt eine (kleine) Liicke. Falls dies wirklich nétig sein sollte,
so mussen wir hierzu die gegebene Funktion f genauer untersuchen.
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Aufgabe: Fiir C>°—glatte Funktionen klingen die Fourier—Koeffizienten
extrem schnell ab; hierzu gilt erfreulicherweise auch die Umkehrung:

(1) Ist 3272 4 e*= die Fourier—Reihe einer glatten Funktion?

(2) Ist 332, 27* e** die Fourier—Reihe einer glatten Funktion?

(3) Was gilt fir 3", cx e mit ¢, < ¢* und 0 < ¢ < 1?

Losung: Ja, in beiden Fallen ist die so dargestellte Funktion glatt:
- 1 ikx - 1 iz\k iz
>t =Y S =ewp(e) = fla)
k=0

k=0

o ik 0 e\ k 1

—k  ikz __ _ _
Yok =3(5) = g = 9@
k=0 k=0

Die Funktionen f, g: R — C sind 2r—periodisch und C*°—glatt.

(3) Dasselbe gilt allgemein: Die Laurent-Reihe i(z) = 3", o, cxz*
konvergiert auf dem Kreisring U = K (0,¢7!,¢) C C. Die so definierte
Funktion h:C D U — C ist C*°—glatt, sogar analytisch / holomorph.
Somit ist insbesondere auch R — C:z + h(el®) = 3=, _, cx € glatt.

© Schnelles Abklingen der Fourier—Koeffizienten entspricht Glattheit
der Funktion. Sie kennen hierzu das L2—Kriterium 3|ex|? < oo sowie
das C™—Kriterium " |cx|k™ < oo, wie oben erklart und illustriert.

© In unserem vorliegenden Beispiel klingen die Koeffizienten extrem
schnell ab, so dass das C™—Kriterium fiir jedes n € N erflllt ist:

Die so dargestellte Funktion f ist also tatsachlich C>°—glatt.

© Besser noch kénnen Sie die Reihe sogar explizit ausrechnen:

Sie erkennen hier die Exponentialreihe bzw. die geometrische Reihe!

Gleiches gilt fir jede Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises,
allgemein jede Laurent—Reihe im Inneren ihres Konvergenzkreisrings.
Auch hier lohnt sich Ihre Investition in mathematische Allgemeinbildung.
© Glattheit der Funktion £ und Abklingen der Fourier—Koeffizienten f
kénnen Sie leicht prifen, selbst in vielen schwierigen Situationen,

in denen Sie f nicht genau kennen oder analysieren kénnen.

© Unsere bequemen Kriterien liefern uns recht préazise Aussagen:
einfacher Plausibilitdtscheck und schnelle Vorabinformation.
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Motivation: von Fourier—Reihe zu Fourier—Integral Uberbiick

Die Funktion f:[-T/2,T/2] — C zerlegen wir in ihre Fourier—Reihe:
- izk-2r /T 1 (T2 ick-2m)T

) ~ cp e e mit ¢ :7/ e AT f(x) da

)~ D O (z)

k=—o00
Sei A¢ = 27/T = w. Wir betrachten ¢ = kAE als diskrete Variable:

T/2
9(§) = / o

FUr nicht-periodische Funktionen f:R — C betrachten wir 7" — oco.
Dann gilt A¢ — 0, und somit wird ¢ eine kontinuierliche Variable.
Heuristisch wird so aus der Fourier—Reihe das Fourier-Integral:

g(§) = /°° e g f(JL) dz und f(;l) ~ i/;x

p=—00 2m =—00

e ayde und ()~ o Y gle)eia

EETAE

g(&) e dg

Diese Formel mit 27 vor dem letzten Integral ist die Konvention der Physik, siehe Laplace [C406].
Ich verwende in diesem Kapitel die symmetrische, in der Mathematik tibliche Normierung v/27.

Das erklart Anschauung und Heuristik, Definitionen und Séatze folgen.
Die Fourier—Analyse hat zahlreiche wichtige technische Anwendungen:

@ Digitalisierung und Datenkompression (FFT, MP3, JPEG, MPEG).
@ Datenanalyse, Mustererkennung, z.B. Spracherkennung.

Sie ist zudem ein universelles Werkzeug der Mathematik:
@ Zerlegen von komplizierten Funktionen in einfache Basisfunktionen.
@ Optimale L?—Approximation, Lésung von Differentialgleichungen.

@ 3B1B: But what is the Fourier transform? youtu.be/spUNpyF58BY
D. Gabor, Nobelpreis 1971 fiir Holographie! youtu.be/EmKQsSDlaa4

© Fourier-Integrale kénnen wir oft ausrechnen dank Integralsétzen
wie dem Residuensatz. Hier zahlt sich unsere solide Vorbereitung aus!

/\ In der Literatur gibt es mindestens drei Konventionen fiir den Faktor
27 vor dem Integral oder im Exponenten. Beim sorgfaltigen Vergleich
muss man jeweils nachschauen, welche Normierung zugrunde liegt.
Wir beginnen daher, wie es sich gehort, mit einer prazisen Definition.

. . K103
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Fourier—Transformation

Definition K1A: Fourier—Transformation
Die Fourier—Transformierte einer Funktion f: R — C ist

FfiR=>C, f(o) e f () da.

i

Wir nennen f Fourier—-transformierbar, falls diese Integrale existieren.
Fir f € L', also fR|f x)|dz < oo, ist der Integrand absolut integrierbar.
Allgemein nutzen wir Cauchy—Hauptwert B219 und Residuenkalkil F4K.

Die so definierte Zuordnung .% : f — j hei3t Fourier-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation .# ! .f — f ist definiert durch

f:R=C, f(z) €) el de.

= T a1

Auch hierzu fordern bzw. sichern wir die Transformierbarkeit von f
Dies kiirzen wir ab als Transformationspaar f o—e f bzw. f e—o f.

4

Periodische Funktionen f: R — C stellen wir als Fourier—Reihe dar,
also eine diskrete Uberlagerung von harmonischen Schwingungen.
Hier hingegen stellen wir f dar als ein Fourier-Integral, also eine
kontinuierliche Uberlagerung harmonischer Schwingungen GG
Somit ist f die Dichtefunktion der in f enthaltenen Harmonischen.

In der Signalverarbeitung zerlegt die Fourier—Transformation das Signal
f in sein Spektrum f Man nennt dann x meist die Zeitvariable und
f(x) die Funktion im Zeitbereich. Als Gegenstlck hierzu heiB3t ¢ die
Frequenzvariable und die Transformierte f(g) Spektralfunktion.

In (quanten-)physikalischen Anwendungen betrachtet man z als Ort
und ¢ als Impuls. Dies sind konjugierte Variablen in der klassischen,
hamiltonschen Mechanik (s. P2F). In der Quantenmechanik Gbersetzt
dann die Fourier—Transformation zwischen Orts- und Impulsdarstellung.

Hin- und Ricktransformation sind konjugiert gemaB .7 ~1(f) = Z(f).

/\ Verschiedene Autoren verwenden hier verschiedene Konventionen.
Der obige Faktor 1/v/2 fiihrt zu einer symmetrischen Umkehrformel.
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Linearitat der Fourier—Transformation

Wir setzen stillschweigend voraus, dass f:R — C auf jedem endlichen
Intervall [—r, r] integrierbar ist. Bei Polstellen, etwa f(z) = ¢/“®/(x — )
in z = s, betrachten wir das uneigentliche Integral lim. o [*“+ [7, .

Als Integral Uber R vereinbaren wir hier den Cauchy—Hauptwert

lim

/ efifzf(z) dz = 4

Dieses Integral existiert, wenn f auf ganz R absolut integrierbar ist,
also [,|f(z)|dz < oo erfiillt, aber auch noch in weiteren Féllen.

Als Beispiel betrachten wir unten die Spaltfunktion si: R — R mit

() = {sin(m)/w flr z # 0,

IR fir z = 0.

e % f(z) da

Diese ist tiber R nicht absolut integrierbar, [;]si(x)|dz = oo.
Glicklicherweise existiert noch der obige Cauchy—Hauptwert
analog zur Summierbarkeit der Leibniz—Reihe 352, (1)1 /k.

© Aus der Linearitat des Integrals folgt unmittelbar:

Satz K1B: Linearitat
Die Fourier—Transformation ist linear:

[ Flaf+bgl =aF()) +.5() |

fur alle #—transformierbaren Funktionen f,g:R — C und a,b € C.

[JoeT o e5 = afrlgoeaieiq |

Nachrechnen: Dank Linearitat des Integrals gilt:

#0006 = = [ " e fa f(a) + bg(z)] da

_ a *© —ilx / —151
= e )do + ——
V2 /790 f(@)de

=af()+bg(¢)



http://youtu.be/spUNpyF58BY
http://youtu.be/EmKQsSDlaa4
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion

Aufgabe: Wir betrachten ein reelles Intervall [a,b] = [c — 7, ¢+ 7].
(1) Fourier-transformieren Sie die Rechteckfunktion f(z) = Iy, ().
(2) Berechnen Sie aus der Transformierten f die Riicktransformierte.

Lésung: (1) Im Punkt £ = 0 ist die Rechnung besonders leicht:

~ 2
dz =

1 1
0) & 7/ = —/ 1dz
f(0) o ] o7 -
Far ¢ # 0 rechnen wir geduldig und finden die Spaltfunktion [B149]

iy Def 7151 d Def 71§z HDI 1 —iew
f(g)_\/g/ fe "‘_\ﬁ” "‘E\/ﬁ[qg]m
—ifc Liér _ —iér X
2e et .e = \/? e sin(er) /e
s .g 21 ™ S [ I ——

Verschiebung ~ Spaltfunktion

© Insbesondere ist fstetig, auch im Punkt ¢ = 0: Entwickeln Sie hierzu
sin(¢r) als Potenzreihe um ¢ = 0, nutzen die Regel von LHospital oder
direkt die Ableitung sin(&r) /€ = (sin(&r) — sin(0r)) /(€ — 0) — rcos(0).

Diest Fourier_Transformidrte ist'unser erstes Beispiel, ind aus
mathematischer Sicht konnen wir hieran bereits sehr viel lernen.
Auch physikalisch gesehen spielt sie eine recht wichtige Rolle:
Die Beugung (von Schall, Licht, Quanten, allgemein Wellen) an
einem Einzelspalt erzeugt genau dieses Interferenzmuster (in der
Messung meist als Betragsquadrat). Je schmaler der Spalt, desto
breiter das Beugungsbild! Diese Entdeckung ist theoretisch und
praktisch wichtig: So konnen Sie mikroskopisch kleine Lingen
messen, oder umgekehrt die Wellenlédnge des Lichts bestimmen.
Die medizinische Bildgebung (CT/MRT) nutzt diese Techniken,
numerisch optimiert und freundlich verpackt, d.h. wegversteckt.

/\ () =T (@) =T (/1)

| — L

2

Q=

AR
~
as}

7 sin(1

© Wir sehen hier die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.
Beugung am Einzelspalt erzeugt dieses Interferenzmuster (quadriert).
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispiel Beispiel
Dieses ‘Phiinohleh der B§u‘guﬁg ist eine univefselle Eigéns&ha‘ft (2) Die Fourier-Transformierte von f = I[a W ist
von Wellen. Es widerspricht unserer Erfahrung, speziell unserer ) e
naiven Vorstellung der Strahlenoptik, und ist deshalb zunzchst -~ 1 e ia _ gith
unanschaulich, gar paradox! Es ist jedoch allgegenwiirtig und / (5 ) = \/7 T
fundamental fiir die Physik, insbesondere die Quantenphysik. . . . 4 . . . .
Sie konnen es als Haushaltsexperiment selbst ausprobieren: Es Erinnerung an Seite F425: Mit dem Residuenkalkil bestimmen wir
geniigt ein Laserpointer und ein Schnitt in einem Stiick Papier. 1 [ giéu eluz
Nicht nur im Labor, auch zum Feste im Kreise Ihrer Lieben. . . i d¢ e sign(u) res < . ) = sign(u).
F4K =0
| Dénngs (l}ab‘or l:m\‘;vickel{e Jies‘e IAee ‘kollsel;ue‘m l}veiker ‘zunl N e & : N
Holographie und erhielt dafiir 1971 den Physik-Nobelpreis. Zu f berechnen wir damit die inverse Fourier-Transformation:
[ L] R " . e—ifa _ o—itb ”
L elée Jef i ilx
() = Tty (7) = MLy (/5) R E = [ Reeag o [T e
A AN (\ AWNIN o giEa) I LR L
d V\I V M = - 5= d§¢ = (1 furzela,bf,
~ . 2mi ) & 2mi ) € 1 m
F(&)]= v/2/msin(5¢) /¢ 5 furz e {a,b}.
- ()-(H=0 - F-(H=1 - j-4=0
© Wir sehen hier die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist f breit. 2 2 2 2 2 2 >
Anwendung: So kdnnen Sie mikroskopisch kleine Strukturen messen. © Wir erhalten die urspriingliche Funktion £, aber sprungnormiert!
Fourier—Transformation der Exponentialverteilung saspel| | FOUrier—Transformation der Exponentialverteilung Belopi
1 — f(z)fira=1 Aufgabe: Berechnen Sie die Riicktransformation.
Lésung: Wir nutzen den Residuenkalkdl, hier erneut Satz F4k:
L]
) oo 1 o] ei{a:
Def ,gzd Def L d
. ) f(a) —% / O R
—2 -1 0 1 2 3 4 Lin elée e % firz >0 (Residuum in ¢ = ia),
Aufgabe: Sei a > 0. Berechnen Sie folgende Fourier—Transformation: T oom 0 & — ) farz < 0 (keine Sing. in Cyy<o)-
0 fir z <0 R 1 1 Den Fall z = 0 missen wir separat weiterrechnen:
e flirz>0)=f(z) o—e f[f({)=—= -
V2 a+1i€ pet 1 © 1 per 1 ® €4ia .
irz = 0) = — = — ——— d¢ (gerader Anteil
1/2 firz=0 1(0) i) Eia i) Era ¢ (9 )
Lésung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es aus: w1l [ a o 1 o0 1
N o o = 2—/ a5 d = o [arctan(m/n,)] =3
G e O L T £ ta ™ =
- =0 © Wir erhalten genau die Exponentialverteilung der vorigen Aufgabe!
Exp /oo o (@HOT g [_ ef(””’c)z]w _ 1 Insbesondere gilt: In z = 0 ist die Riicktransformierte sprungnormiert.
=0 Bl a+i§ le=0 a+i§ Zur Bequemlichkeit haben wir deshalb auch f gleich so eingerichtet.
Fourier—Transformation der Cauchy—Verteilung saspal| | Fourier—Transformation der Cauchy—Verteilung Belepe

Aufgabe: Sei a > 0. Fourier—transformieren Sie g(z) = ¢~/
Lésung: Direkt ausrechnen. .. oder besser gleich Linearitat nutzen:

e flirz >0

-~ 1 1
0 firz<0yp = f(z) o—e f(£)=———
12 fire=0 Vam it
= g(z) = f(z) + f(~z) o—e F(&) + I

1 1
:E<a+i§+a—i§>
-~ 1 2a _\/5 a
7\/?'12'*‘527 ;a2+§2

© Dig Rucktransformation gelingt ebenso: Wir haben oben bereits
Z~Y(f) = f ausgerechnet. Daraus folgt .#~(g) = g dank Linearitét.
© Dies folgt ebenso aus jedem der beiden folgenden Umkehrsétze,
da die Funktion f und ihre Transformierte f alle Bedingungen erflillen.

© Wir sehen erneut die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.

— V2/7 - a/(a® + 2?) 1/(a® +2?)
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Eigenschaften der Fourier—Transformierten

© Unsere Beispiele illustrieren folgende allgemeine Regel:

Satz K1c: Eigenschaften der Fourier—Transformierten

Ist f: R — C absolut integrierbar, also [;|f(x)|dz < oo, dann gilt:

(1) Die Fourier—Transformierte F:R - Cist stetig und beschrankt:

\ﬁ/lf )|dz furalle £ e R

(2) Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

7€)

‘ 17©)] —0 far |g - oo ‘

(3) Zudem gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):

/:;I.f(x)lzdfv = /:lf(f)}zdé

Die Fourier—Transformierte haben wir oben sehr allgemein definiert:
Fir das Integral fordern wir nur die Existenz des Cauchy—Hauptwerts.
Das hat den Vorteil, auf mdglichst viele Funktionen anwendbar zu sein;
genau das nutzen wir bereits in unseren ersten Beispielrechnungen.

Gute Eigenschaften hat die .#—Transformation aber erst fiir absolut
integrierbare Funktionen, f € L*(R,C), also solche mit [,|f(z)|dz < cc.
Das ist eine Einschrankung, garantiert uns aber starke Folgerungen.
Meist werden wir uns also auf diesen besonders gutartigen Fall stiitzen.

Im Satz ist die absolute Integrierbarkeit von f wesentlich, andernfalls
kann die Transformierte f auch unstetig sein, wie in obigen Beispielen:
Die Spaltfunktion f(¢) = \/2/7 sin(€)/€ ist nicht absolut integrierbar,
f e L2~ L%, und tatsachlich ist die (Riick)Transformierte nicht stetig.

(3) Die Plancherel-Gleichung erweitert die Fourier—Isometrie J1A.
Sie besagt: Genau dann ist f quadrat-integrierbar, wenn f dies ist,
und die Integrale Giber | f| und |f|? sind gleich (Energiegleichung).
Wir zeigen dies etwas spater gegen Ende des Kapitels (Satz K3A).

Der Umkehrsatz flr sprungnormierte Funktionen o

K201

Grundlegende Rechenregeln

Satz K1E: Umkehrformel flir sprungnormierte Funktionen
Sei f:R — C absolut integrierbar mit Fourier—Transformierter

f m / e f(z) dx.

Zudem sei f stlickweise stetig differenzierbar und sprungnormiert,

Dann gilt fir jeden Punkt z € R die Umkehrformel

f(z) ) elé® de.

:727/7:?(&

Fiir solche Funktionen ist die Transformation f o—e f also umkehrbar.

© Einfachster Fall: Ist f stetig in z, so ist f(z) = f(x%) sprungnormiert.

Fir die Transformation f(z) o—e f(¢) = \/% Jre i f(z) dz gilt:

af(z) o—eaf(£),

f(~z) o—e f(—¢) f(z) o—e f(~¢),
Do L F(E REPTCADNINe
f(az) \a|f<a> |a|f<a) (ag)
flz —a)o—ee e f(g) a2 f (1) o—e (& — a)
0, f(x) 02w i f(¢) x f(x) 0w 0 F(6),
(f * 9)(@) oo vam - J(€) - §(E),  fla)-gla)oe %2?(/? ()

/\ Die letzten vier erfordern L'-Voraussetzungen, siehe K2A und K2B.
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von 7.
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von f
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Ableitung und Multiplikation

Satz K2A: Ableitung und Multiplikation
Sei f:R — C absolut integrierbar mit .#—Transformierter f o—e f
(1) Ist f absolut stetig und 9, f Uber R absolut integrierbar, so gilt

| o) o—e it F(©). |

(2) Ist = f(x) Uber R absolut integrierbar, so ist fstetig diff’bar und

|z j@)o—ei fl©). |

Die .Z7—-Transformation f o—e fverwandelt die Ableitung 9, in

die Multiplikation mit i§, und Multiplikation mit = in die Ableitung i0.
Diese Formeln kénnen wir mehrfach anwenden auf 97 f(x) und T"j( ).
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von Iz

Ist 9 f(x) stetig und absolut integrierbar, so folgt ;FE) = 0.

© Schnelles Abklingen der Funktion [ entspricht Glattheit von 2

Ist 2™ f (z) absolut integrierbar, so ist f( ) n-mal stetig differenzierbar.

Nachrechnen: (1) Fur f’ = 0, f erhalten wir dank partieller Integration

?I\( = / _l& ) dz Das schreit nach partieller Integration!
\/27r

P [ O /°° (-16) ™€ f(x) dr 2 i€ fle).

L 2 —ool 27 J -0

f(z) = Ofirz — +oo

Fiir s,¢ > x gilt | f(s) — f(t)| = | [* f'(u) du| < [*] £ (w)|du <[] ' (u)| du. Fiir  — oo
geht Letzteres gegen 0, somit erfiillt f(z) die Cauchy-Bedingung und besitzt einen Grenzwert.
Ebenso fiir  — —oo. Beide Grenzwerte sind Null, andernfalls wire f nicht absolut integrierbar.

(2) Dank [ |z f(z)| dz < oo dirfen wir 9¢ unters Integral ziehen:

m(f) e \/%/OO e 8Ty f(x)de = r/ 10 e 747 f(2) da
L [ @ = i fie)

© Alles gelingt dank unserer starken Werkzeuge. A\ Die technischen Vorkehrungen sind
wirklich nétig, sonst verwickelt sich die Rechnung in verheerende Widerspriiche.
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Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung

Beispiel: Wir betrachten erneut die Standard-Normalverteilung:

1 e

e
V2T

Die oben durchgefiihrten Rechnungen fiir = ¢ waren lehrreich, aber
eher mihsam. Die folgende Aufgabe macht es uns wesentlich leichter:

p:RoR:z-px)=

Aufgabe: Rechnen Sie folgende Schritte nach und begriinden Sie:

(1) Die Funktion ¢ erfillt die Differentialgleichung 9, ¢(z) + z p(x) = 0.
(2) Die .#-Transformierte erflillt somit ebenfalls £ 5(€) + 0: p(&) = 0.

(3) Wir trennen die Variablen geman &' (¢)/5(¢) = —¢, integrieren zu
In3(¢) — In 3(0) = —£2/2 und erhalten die Lésung 3(¢) = $(0) e5°/2.
(4) Mit dem Anfangswert 3(0) = 1/v/2x folgt 3(¢) = (1/v/2r) e=$°/2.
Lésung: Die ausfuhrliche Aufgabenstellung enthalt bereits die Antwort:
Wir Uberprifen (1) durch Ableiten, damit folgt (2) mihelos aus Satz K2A.
(3) Diese Differentialgleichung haben wir bereits auf Seite K126 geldst.
(4) Den Wert 3(0) = 1/v/27 haben wir oben auf Seite K124 berechnet.

Aufgabe: Zu f(z) = e~*"/2 kennen wir bereits f(¢) = e~¢°/2,

(5) Fourier—transformieren Sie g(z) = ze~*"/2 und h(z) = 22e~""/2.

Bemerkung: Wir kdnnen die Fourier—Integrale direkt ausrechnen. ..
@ Das ist allerdings mithsam. Versuchen Sie es einmal als Ubung!
© Es ist viel leichter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:

Lésung: (5a) Wir nutzen die Multiplikationsregel aus Satz K2A:

f@)y=e" o—e flo) =S
gx) =z f(x) o—e 0 f(6) =—iCe &/
h(z) =a® f(z) o—e (i) F(§) = (1-) e/

(5b) Alternativ nutzen wir die Ableitungsregel aus Satz K2A:
fla)=e "/ o—e J(©) =/
gla) = ~0; f(x) —i€ (¢)
h(z) = 8 f(x) + f(@) o—e (i&)*F(©) +F(©) =1

Ubung: Sind die L'-Voraussetzungen von Satz K2 hier erfilllt?

o—e = _jge 62

_ 52)6*52/2
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Satz K28: Faltung und Produkt Nachrechnen: (1) Dank Fubini und Substitution = = s + ¢ gilt:
i : i i i i ~ Def 1 oiés .~
(0)Sind f,g:R — C absolut integrierbar, so auch ihre Faltung o) g6 = — i€ £ () ds - / i€t g (1) dt
:[wf(m—f t)dt = / f(s) glx — s)d: Lin / / e £(5) g(t) dsdt
€R JseR
(1) Unter Fourier—Transformation wird sie zum punktweisen Produkt: Subs / / i f(g — 1) g(t) da dt
—~ eR zE]R
) O—e /27 - Nl ‘ Fub
| (fg)(w) o—e VEm - F©) -3(6) . / [ et
(2) Umgekehrt wird das punktweise Produkt zur Faltung: vl Jiek .
; o o e itw. { flx —t)g(t)dt|dx
. T~ T Jze L
f(x) - g(z) o—e —=(f x7)(¢) ' ek
Ve 2 L e o 2T
2r zeR m
A\ Den Faktor /27 empfinde ich hier als stdrend, aber er folgt aus unserer in Definition K1A .
festgelegten Normierung. Andere Konventionen sind hier bequemer, dafiir andernorts lastiger. (2) Die umgekehrte Formel ;eigen Sie wortlich genauso: Ubung!
Aufgabe: Rechnen Sie diese beiden Transformationsregeln nach! Zur Faltung setzen wir nun f und g als absolut integrierbar voraus.
Faltung von Rechteck zu Dreieck Beispil Faltung von Rechteck zu Dreieck Belepa
I Aufgabe: Zu g = I|_, ,) bestimme man 2 = g x g und h sowie
— g= :
1 (NN = < sin(£a)?
e
Lésung: Hier ist g = I|_, ) die Rechteckfunktion mit Breite 2a.
0 Die Faltung h = g * g ist dann die Dreieckfunktion mit Breite 4a:
-3 oo a
9 (g * g)(-L> = / I[—aA,a] (-L - t) ' I[—a,a] (t) dt = / I[z—a,z+a] (t) di
2a — |z| fir|z| < 2a,
= vol c—a,xr +alN|—a, = .
vol([e = a,z +al N[-a,a]) {o fiir || > 2a.
! Die .#—Transformierte der Faltung h = g * g ist das Produkt
~ 2 2
() = Vamg(e)? = var 2 Snlsa” _ 2\ﬁ sin(ga)”.
0 ™ 13 ™ 3
Dank Umkehrformel K1E von h zu h im Punkt z = 0 gilt
© Faltung glittet! Hier ist g unstetig, hingegen h = g * g stetig, g * g * g sogar stetig 1 0o 9 oo sin(&a)z
differenzierbar, etc. Dies entspricht dem schnellen Abklmgen der Z-Transformierten: 2a = h(O) = 7/ h({) dé = 7/ dé€.
g geht gegen Null wie 1/¢, hingegen h =g wie 1/€2, dann §® sogar wie 1/£2, etc. V2T J o T J—00 52
Energiegleichung und Fourier—Isometrie o Energiegleichung und Fourier—Isometrie Edtutoning
Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den Vektorraum Aufgabe: Beweisen Sie den Satz fir f o—e f, go—e gmit f,§ < L.
L*=L*R,C):={fR=>C| flf(z)]*dz < o0 }. Nachrechnen: Seien f und g absolut integrierbar. Fubini ergibt dann:
Auf diesem definieren wir Skalarprodukt und Norm durch S — e -
) . (1) E [ Tt ds [/ () dy | o
(flo)e = o f@g@) e, [Ifl2 = (| f) = fulf(@)] da. = yer

Satz K3A: Plancherel 1910

Fur die Fourier-Transformation . : f + f gilt allgemein 1 fllz2 = HfHLz.
Speziell fir quadrat-integrierbare Funktionen erhalten wir die Isometrie

| 7 P®0) - PRO), (f19)=(F18), W=7 |

© Physikalisch bedeutet dies Energieerhaltung: Das Energieintegral
[1£(x)|* des Signals ist gleich dem Integral [|f(¢)|? der Energiedichte.

© Fur Fourier—-Reihen gilt entsprechend die Parseval-Gleichung [J110]
| F:2(0,21,€) 5 £@,0), (flg)=(FI9)., II=IfI |

R e f(2) §ly) de dy

Def

() dy = (F13)

/ “ L
ey

Speziell fur f = g erhalten wir die Energiegleichung || f|lz2 = || 2.
Demnach ist f genau dann quadrat-integrierbar, wenn f dies ist.

Fir alle Funktionen f,g € L' N L? ist damit der Satz bewiesen.

Im allgemeinen Fall f € L? wihlen wir eine approximierende Funktionenfolge f, € L' N L?
mit || f — fnl|lz2 — 0 und definieren .7 (f) := lim .% (f,,). Dank Energiegleichung fiir alle f,
liegt das Ergebnis f wieder in L2 und ist von der Wahl der Approximation ( f»)nen unabhingig.
So setzen wir die Fourier—Transformation fort von.# : L2 N L' — L>* N L*>° zu.% : L? — L.
Diese Fortsetzung ist eine Isometrie, das heifit, die Energiegleichung bleibt dabei erhalten.
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Anwendung des Satzes von Plancherel

Aufgabe: Wenden Sie Plancherel (K3A) an auf die Spaltfunktion

O_.\/Esin(ﬁa)
€

Lésung: Die linke Seite der Plancherel-Gleichung ist

- /;\f(g;)\zdg; - /:lldx = 2.

Die rechte Seite der Plancherel-Gleichung ist

~ L "0 o )2
1A = [ ifopas = 2 [0 g

Jooo &

liefert das gesuchte Integral:

00 3 2
und berechnen Sie / sm(éa)

f(z) = I[fa,a]

de.

I£11Z2

Die Gleichung || f]2. = || f]I2.

* sin(¢a)?
.7

© Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus der Hutfunktion.

d¢ = arm

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel (K3A) den Wert des Integrals

fir a,b>0.

_ / a—bdz
T Jr (@2 + a?) (22 +b2)

Lésung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierte

P) ~
pi = ome (Tt fio

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

= /fa f©de = gé%-ﬁix)dx

Def 7/ —(a+b)|z| dz Sym Tr/oo Cf(a+b)wdx
2 R =0

= {(Li&-lbe (a+b)1]T ' aj—b

© Dasselbe Ergebnis erhalten wir mit dem Residuensatz.

I
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. . K402
Eigenschaften der Transformierten Fazit

Die Fourier—-Transformierte von f: R — C ist definiert durch

76 = e f(z)dx fir& e R.

1 ge o]
V2T /:700
Wir fordern hierzu, dass f auf jedem Intervall [—r, ] integrierbar ist.
Unter dem Integral Uiber R verstehen wir hier den Cauchy—Hauptwert

| /_Z e (o) da 1= lim /_ 7 () da

Die Zuordnung % : f — fheiBt Fourier-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation %~ !: f s f ist

lim

f(z) = £)etde firz eR.

e

Dies kirzen wir ab als Fourier-Transformationspaar f o—e 2
Die Fourier—Transformation ist linear, kurz a f + bgo—ea f + 7.

Beispiele: e 7 /2 0 _oo~E/2

el oo /277 a)(a® + €2)
Trr)(@) o— v/2/m sin(ér)/¢

Ist f : R — C absolut integrierbar, also [;|f(x)|dz < oo, dann gilt:
Die Fourier—Transformierte f:R — C ist stetig und beschrankt:

[£(£) /lf ) dz furalle ¢ €R

Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

| 1f©l >0 fir lg oo |

Zudem gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):

K403

Grundlegende Rechenregeln Fasit

IR NGR

Umkehrsétze und Isometrie Fazit

Fur die Transformation f(z) o—e f( mfR e I f(z) da gilt:

af (x) o— af(6), 1(@) + g(@) o— F() +3(6).
f(=2) o= f(=¢), fl@)o—s f(-0),
1 ~/¢& 1 a3 ~
flaa)o—e i (3): ! (5) o Fle)
fz — a)o—e e 0 f(g), () o—e flg — ),
0rf(x) 0 G# i€ F6), 2 f(x) 05210 (©)
(+9)@) o e VER- O30, f@)-9(w)ofe —=(F+D)(©)

/\ Die letzten vier erfordern L'-Voraussetzungen, siehe K2A und K2B.
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von 7.
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von f

Sind #, 7: R — C absolut integrierbar und stetig, so gilt punktweise

€) el de = f(x) o—e fl¢ e " f(z)da

v =7l

Die linke Gleichung gilt, ebenso punktweise, wenn f: R — C absolut
integrierbar ist und stiickweise stetig differenzierbar und sprungnormiert.

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den C—Vektorraum
LQ:L‘Z(R,(C)::{f R—MC‘/
Die Fourier—Transformation definiert eine Isometrie .#

[@ras= [P wd (719)=(F13

dt<oo}

:L? — L2, also

) fir f,g € L2

Unscharfe ist anschaulich: Ist # schmal, so ist f breit, und umgekehrt.

Quantitativ: Fir alle f € L? gilt die Unscharferelation V(f) - V(f) > 1.
Optimalfall: Gleichheit gilt genau dann, wenn f eine Glockenkurve ist.
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Erlauterung

Verstandnisfragen

Aufgabe: Die Transformationen .# und .# ! sind zueinander invers;
kleine Unebenheiten sind leider unvermeidbar, die sollten Sie kennen:

(1) Integrale: Nennen Sie absolut integrierbare Funktionen f:R — C
mit Fourier—Transformierter f, deren Riicktransformation nicht in jedem
Punkt 2 € R gegen den urspriinglichen Funktionswert f(z) konvergiert.

Unter welchen Voraussetzungen gilt’s in jedem Punkt z € R?

(2) Reihen: Nennen Sie 2r—periodische und absolut integrierbare
Funktionen f:R — C, deren Fourier-Reihe f(z) ~ 332 cjef®
nicht in jedem Punkt = € R gegen den Funktionswert f(z) konvergiert.

Unter welchen Voraussetzungen gilt’s in jedem Punkt = € R?

Loésung: Rechteckfunktionen T4, sind unvermeidliche Kandidaten:
Hin- und Rucktransformation liefert die sprungnormierte Funktion.
Allgemein kénnen wir jede Funktion f in einem Punkt 2 € R beliebig
abandern, Integral und Fourier—Transformierte andern sich dadurch
nicht, aber die Konvergenz in diesem Punkt gegen f(x) geht verloren.
(Das gilt allgemeiner fur alle = € N in einer Nullmenge, vol; (N) = 0.)

Aufgabe: Wie verhalten sich die Transformationen .# und .% !
1 bei Linearkombinationen von Funktionen?
2 bei Streckung und Verschiebung?
3 bei Ableitung von Funktionen?
4 bei Produkten von Funktionen?
Welche Voraussetzungen werden jeweils benétigt?

5 Ist fUr jede reelle Funktion f: R — R auch f reell?
Welche zusétzliche Symmetrie garantiert dies?

6 Ist fir jede Funktion f:R — R die Transformierte f stetig?
Welche zusétzliche Voraussetzung garantiert dies?

7 Was besagt das Riemann-Lebesgue-Lemma?
8 Was besagt der Satz von Plancherel? im Vergleich zu Parseval?
9 Was besagt die Unschérferelation? Qualitativ? Quantitativ?

Losung: Lesen Sie das obige Fazit... und noch einmal das Kapitel!
Dort finden Sie die allgemeinen Regeln und zahlreiche Beispiele.
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Verstandnisfragen
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Versténdnisfragen: komplexe Potenzen

Aufgabe: (1) Was genau besagt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung?
Wann genau gilt Gleichheit? Kénnen Sie lhre Antworten beweisen?
(2) Die Unscharferelation K3B beruht im Wesentlichen auf der
Cauchy—Schwarz—Ungleichung. Wann genau gilt hier Gleichheit?
Lésung: (1) Wir erinnern an Satz I1H: In jedem K—Vektorraum V' mit
Skalarprodukt (-|-) gilt [{u | v)|2 < (u|u)(v]|v) firalle u,v € V.
Gleichheit gilt genau dann, wenn u, v Uber K linear abhéngig sind.

(2) Die Unscharferelation V() -V(f) > i beruht auf der CSU (K3B):

/|=”0f )|*da- /161‘ )| de
/}Lf )|? da - /|f |2dL>‘/qf () dz? ‘Zi

Bei Gleichheit miissen «f () und f/(z) linear abhéngig sein, also
f'(z) = Naf(z) fUr ein X € C gelten. Wir integrieren f'(z)/f(z) = Az
zuln f(z) = c + Az2/2 und erhalten f(z) = C'¢***/2. Dies ist quadrat-
integrierbar flir A < 0. Gleichheit gilt daher nur fir Glockenkurven!

V() V()

Aufgabe: Die folgende Rechnung beweist 0 = 1. Wo stecken Fehler?

Fir alle k € Z gilt: 2k =1 (1)
Multiplikation von (1) mit e = ikt =e (2
Einsetzen von (2) in (1) = (FTREL2mE . (3)
Potenzgesetz (e¥)* = e** = edmRRE g (y)
Potenzgesetz e" % = ¥ . e* = o K .2k 1 (5)
Anwendung von (1) = iR =1 (6)
Grenzwert fir k — oo = 0 =1 (7)

A\ Das ist eine lehrreiche Ubung, bitte versuchen Sie zuerst selbst, den Fehler einzugrenzen!
Die Gleichungen (1) und (2) sind tatséchlich giiltig, auch (3) 1* = 1 scheint noch in Ordnung,
obschon die Bedeutung von a” fiir a, z € C unklar ist. Die letzte Gleichung (7) ist offensichtlich
falsch, ebenso (6), (5), (4). Die Implikationen (4) = (5) = (6) = (7) sind alle einwandfrei,

sie starten leider bei einer falschen Aussage (4). Der einzige Fehler liegt also bei (3) = (4).

In C sind Logarithmen und Potenzen nicht eindeutig, daher ist extreme Vorsicht geboten!




Anwendung der grundlegenden Rechenregeln g

K410

wung| | Anwendung der grundlegenden Rechenregeln Ubung
Aufgabe: Stimmen die folgenden Rechnungen? Wo stecken Fehler? Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Funktionen
e furxz>0 ~ 1 1 el ze Pl _sign(z)e ¥l
ORI 0} @) e FO - =i - e
ure < maTl Bemerkung: Sie kénnen die Fourier—Integrale direkt ausrechnen. . .
i o L 1 i€ @ Das ist allerdings mithsam. Versuchen Sie es einmal als Ubung!
- af(w) = /@) 1o = V21 a+i€ © Esist viel leichter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:
. f(a) Whaaa? 1 i€/a Lésung: Die erste kennen wir bereits, die anderen folgern wir:
’ Vor a+i Zur Anwendung von Satz K2A sind hier alle Voraussetzungen erfiillt.
2 a
—alz| _ I~ Y —|z I 2 1
(2) e =g(z) o—e (&) = \/;aerf? eIl = f(z) o—e fl&) = \/;T@
_ oo 2 7(162 R o
2 o—alz| — (2 2 Y e e . 2 2i¢
= a’e g'(z) o—e (i§)°g(&) = \/;(12 e ze Il =zf(xr) o—e 10 f(§) = \/;7(1 e
—&/a - 2 i
— g@) o—e Whaaa? /- — e —sign(z)e "l = 0, f(x) o—e iEf(¢) = \/;41 _552
A\ Unsere Ableitungsregel K2A verlangt absolute Stetigkeit, diese ist links jedoch nicht erfiillt. . . . A . ~
Umgekehrt verlangt die Multiplikationsregel absolute Integrierbarkeit, diese ist rechts verletzt. @ Allgemein far g(l‘) = p(I) f(‘r) finden wir ebenso g(f) = p(la’i) f(g)‘

Tatséchlich fiihren die obigen, allzu naiven Rechnungen zu dramatisch falschen Ergebnissen!

wobei p(z) = ag + a1x + asx® + - - - + a,2™ ein beliebiges Polynom ist.
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Anwendung zu Multiplikation und Ableitung

K412
Ubung

Anwendung des Satzes von Plancherel

Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Funktionen g, h: R — R mit
g(x) = z und h(z) = 22 flr |z| < a, fortgesetzt durch Null fur |z| > a.
Bemerkung: Wir kénnen die Fourier—Integrale mihsam ausrechnen. ..
© Es ist viel effizienter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:
Wie / Kénnen Sie hier die Multiplikations/Ableitungsregel anwenden?

Lésung: Wir kénnen Satz K2A(2) auf f = I|_, , anwenden:

J@) =T qq@) o—e J() :@ Sm(;é)zzziocm

9(@) = 2 f(2) _ @w

~ 2 (a2€%2—2) sin(aé) + 2aé cos(a
Ho) =) o—e 0 fle) = |2 (LRI 208 con(eg)
© Fur jedes m € Nist das Produkt 2™ f(z) Gber R absolut integrierbar.
Die rechte Seite f ist beliebig oft differenzierbar, gar analytisch, genauer:

o—e 0 f(€)

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel (K3A) den Wert des Integrals

I /ei“C Sin(f) de — /eizsin(x). 1 s
R T+ R T 14z

Lésung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierten

F(@) = Ty () 2 Sm( ) Fe,

o—e
™
@)=l o \fHEz—g

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

5 [0 a0 = § [ T gl de

o T
= 21 cellae = 7/ e *d
2/R [0,2](95) e T 2 oo T

7=

darstellbar als eine auf R konvergente Potenzreihe. Versuchen Sie es! e T [_ eﬂ] ’ - T [1 _ (;2] —  1.358%21...
Sie finden ¢, = (—1)"\/2/7 a1 /(2n + 1)! und co, 4y = 0 flirn € N, 2 e=0 2
Fourier—Transformation der Hutfunktion uiﬁlz Fourier—Transformation der Hutfunktion UE;‘l;?
Aufgabe: Fourier—transformieren Sie die folgende Hutfunktion H,: Lésung: (1) AuBer in den Punkten {—a,0,a} ist H, differenzierbar:
a Hy(2) = I_q0)(2) — Lo g (2)
- 1 i . )
7 _ - _ Llagy _ (,—iag
(€)= = g 1= = (7 - 1)
1 al 2
29 =—2=
\/ﬂ 5{ cos(ag)] \/7 € sm( >
—a +a x

(1) Nutzen Sie die Ableitung H/, und deren .#—Transformierte.

(2) Alternativ hilft die Faltung H, = g+ g mitg =I_a a.

(3) Alternativ setzen Sie die Definition ein und rechnen es geduldig aus.
Plausibilitatscheck: Gilt Hao(7) = Ho(x + a) + 2Ha(2) + Ho(z — a)?
Durch Riicktransformation bestimmen Sie [*°_sin(¢a) 2/€2 de.

Der direkte Ansatz (3) liegt am ndchsten, fiihrt aber zu einer etwas mithsamen Integration.

Als Training sollten Sie dies einmal durchrechnen: Das ist eine sehr lehrreiche Ubung.

Wenn einem nichts besseres einfillt, dann ist dies auch die einzig gangbare Methode.

Meist ist es giinstiger wie in (1) oder (2), neue Funktionen auf alte zuriickzufiihren.
Das geht oft schneller. Genau hierfiir haben wir die Rechenregeln entwickelt!

Dank Ableitungsregel 9, H,(x )O—olgH (&) erhalten wir:

—~ 22 at \/2 1 — cos(af)
H,(¢) = . e sm< > e
© Dasselbe Ergebnis erhalten wir durch Faltung [K211] oder direkt.
Plausibilitat: Es gilt Hao(z) = Ho(z + a) + 2H,(2z) + Hq(z — a) und
Hoa(€) = Ha(€) (¢ +2 4 ¢ 7€) nach Verschiebungsregel
2

2
2?51n<a5> (2+2cos(af)) = gébm(af)Q

K415
Ubung

Fourier—Transformation der Trapezfunktion
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Fourier—Transformation der Trapezfunktion Ubung

Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Trapezfunktion Ty,:

—2a —a +a +2a x

(1) Nutzen Sie die Ableitung 7, und deren #—Transformierte.

(2) Alternativ hilft die Summe T,(z) = Hy(z + a) + Ho(z) + Ha(z — a).
(3) Alternativ setzen Sie die Definition ein und rechnen es geduldig aus.
Der direkte Ansatz (3) liegt am néchsten, fithrt aber zu einer etwas mithsamen Integration.

Als Training sollten Sie dies einmal durchrechnen: Das ist eine sehr lehrreiche Ubung.

Wenn einem nichts besseres einfillt, dann ist dies auch die einzig gangbare Methode.

Meist ist es giinstiger wie in (1) oder (2), neue Funktionen auf alte zuriickzufiihren.

Das geht oft schneller. Genau hierfiir haben wir die Rechenregeln entwickelt!

© Es ist effizienter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen!

Je mehr Werkzeuge Sie beherrschen und nutzen kdnnen, desto besser.

Lésung: (1) AuBer in den Punkten {£2a, +a} ist T, differenzierbar:
I[*Z(l,*(l] (I) - I[a,Za](x)

{ ia _ 21{15 ( —2iaf _ e—ia{):l

x)o—eif T,,,(g) erhalten wir:

S
=
I

2 cos(a&) — 2005(2(16)]

= m\»—m\»~

Dank Ableitungsregel 0.

)
)

Ta(§) =

(2) Aus der Summe T,(z)

- fi {cos(af) — cos(ZaE)]
Hy(z+ a) + Hq(x) + Hy(z — a) folgt

2
22 e sm<a£) (14 2cos(af))
© Beide Lésungen aus (1) und (2) sehen zunachst verschieden aus.
Beide Funktionen sind aber tatsachlich gleich dank Additionstheorem.

—~

Ta(€) = Ha() ("6 + 1+ ¢71%) =
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Faltung von Normalverteilungen Ubung

Die Normalverteilung » = N(, o) ist gegeben durch
1 _(e—p)?
e 202
oV 2T

Aufgabe: Fir die Faltung von Normalverteilungen gilt:

p : R=>R:z—

N(p1,07) * N(pz, 03) = N(u1 + p2, 07 + 03)

Zeigen Sie dies (1) durch Fourier—Transformation und (2) direkt.
Lésung: (1) Wir kennen die Fourier—Transformierten [K201]:

=
~ . 242
f =N(u, %) oo J§) = S otete?
) 2m
- 1 e o262
9 =N(p2,0%) o G(§) = =t/
V2T
= ~ 1 . )
h=N(u + p2,08 +03) o—e h(f) = —— e~ im+p2)é—(0f+03)€%/2

V2
Wir nutzen hierzu dankend die Faltung K2B und die Umkehrung K1D.

(2) Wir rechnen alles direkt aus. Zur Vereinfachung sei 1 = p2 = 0.

2 )2

e 1 00 7%7(;%1}
h(z) = / fu)g(z —u)du = / e 1 %2 du
U=—00 27{'0’102 U=—00
Zum Vergleich figen wir den erhofften Faktor ein:
.1‘,2
T 2(c%+403) 2 2 oo L2 W2 @-w?
h(a:) — ¢ e . \/Ul + P ez(n$+n§) 207 202 du
2m(0? +02) 0102V2T Ju=—co
2.2 2
H H . H H 2 . (710'2 e UIT .
Dies vereinfachen wir weiter mit o° := poi und p = ol
7:2
T 2(02+02) 00 2
e vy 1 _ (u—p)
h(z) = . / e 22 du
27m(02 +03) oV21 Ju=—co
)

=1
© Zu dieser Rechnung benétigen Sie vor allem Mut und Geduld.

@ 3Blue1Brown betont und nutzt die Rotationssymmetrie: A pretty
reason why Gaussian + Gaussian = Gaussian. youtu.be/d_qvLDhkg00.

K419
Ubung

Transformation von Differentialgleichungen

K420
Ubung

Transformation von Differentialgleichungen

Wir untersuchen die homogene Warmeleitungsgleichung

du(t, ) = kd2u(t,z) firt>0undz € R,
flirt =0und z € R.

u(0, ) = ug(x)

Aufgabe: Lésen Sie dies durch Fourier—Transformation beziglich z.

Hierzu gibt es Voraussetzungen: Satz K2A erfordert, dass u zweimal stetig nach z differenzierbar
ist und 92u absolut integrierbar. Das ist am Ende noch zu iiberpriifen, siehe hierzu Satz D5D.

Lésung: Die .#—Transformierte 7(t, &) erfllt dyu(t, &) = —k 2 U(t, ).
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in ¢ mit Parameter &.
Wir trennen die Variablen gemaB [9,a(t, €)]/a(t, &) = —rk&?

und integrieren von 0 bis ¢ zu In(t, &) — In@(0,¢) = —kE%t.

Wir erhalten so die Lésung 7i(t, €) = e~ o (€) far alle t > 0.
Riicktransformation e~~¢*t e—o e~2/4%! /\/2c¢ und Faltung ergibt:

/~ e—(m—y)z/4m 7 G )
u(t,x) = U (1 art > 0.
e L

© Das Ergebnis entspricht unserer in Satz D5D prasentierten Lésung:
Die Warmeleitungsgleichung d,u = x 92u hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

L <,@>
Varrt P\t )

Die Konstanten sichern die Normierung [, H(t,z) dz = 1. (GauB3 C2G)
Fir ¢t = 0 sei die Warmeverteilung uo : R — R vorgegeben, mit ug € C,.
Flr ¢t > 0 erhalten wir die Losung durch Superposition (Faltung D5E):

u(t,z) = /yE]R

© Stehen die Formeln schon da, so geniigt geduldiges Nachrechnen:
Machen Sie die Probe und zeigen Sie d;u = x 9%u durch Ableiten.
© Die FourierTransformation bietet eine elegant-effiziente Herleitung.
AnschlieBend sammeln und priifen wir die Voraussetzungen (D5D, D5u).

H:RyoxR—-R: H(t,z)=

uo(z —y) H(t,y)dy = / uo(z) H(t,z — z) dz.

zER
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Transformation von Differentialgleichungen Ubung

Aufgabe: Finden Sie eine quadrat-integrierbare Funktion

w:R =R mit u(z)—u(z)=e

Losen Sie diese Gleichung durch Fourier—Transformation:

(1) Zu welcher Gleichung fur u wird diese DG transformiert?

(2) Lésen Sie nach u auf und berechnen die Riicktransformierte w.
(3) Probe: Erflllt die gefundene Funktion « die Gleichung?

(4) Ist die gefundene Funktion u die einzige Lésung?

el

—_

Losung: (1) Wir fourier—transformieren die Summanden:

u(z) o—e ()

u'(z) o—e (&)U

iz ~o 201
f@)=e o—e Fl&)= Tire

Die transformierte Gleichung fiir u lautet also

~ ~ 2 1
e+ a0 =2 g

Diese kdnnen wir leicht nach u auflésen:

~ 2 1 1 -~ ~
TL(f):\/;1+§2‘T£2:\/;f(f)‘f(§)

© |Integraltransformationen (hier Fourier, spater Laplace) machen aus
Differentialgleichungen einfache algebraische Gleichungen. Wunderbar!
Diese kénnen wir leicht I6sen. Dann bleibt noch die Ricktransformation.
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Transformation von Differentialgleichungen

(2) Dank Faltungsformel finden wir w = 1 f * f. Fur z > 0 gilt:

(f*f)(q;):/ e leml=tl q :/ e"t"”t’dt-l-/ ettt qy

—0Q
T {o o]
= e*””/ e 1t g 4 em/ e 2t dt
—00 x

Far die letzten beiden Integrale gilt:

T 0 T
/ et qp = / et dt +/ ddt =
—00 —0o0 0
o0 —
/ e 2ar = —1 [C’Zt] = =
xT 2 x

Fir z > 0 erhalten wir somit folgendes Ergebnis:
1 —z 1 zl —2z| __ 1 —x
uw) = 5[ (5 +e) Herge ] = S0
Da die Funktion u = %f * f gerade ist, folgt schlieBlich

u(z) = %(1 + |z]) eIl

(3) Wir machen die Probe. Fir = > 0 gilt
-1

71 —T ! = —T " _ _ —z
u(:r)72(1+:v)e , u(x) = 5 e’ u'(z) = 2(1 z)e ",
Hier gilt u(z) — u”(2) = e=® = e~ 1=l Fir z < 0 gilt
71 _ x / 7;1 x " 7;1 @
u(x)—z(l z)e’, u(z)= 5 ze, u'(x) = 2(1+x)e‘

Hier gilt u(z) — u”(z) = ¢® = e~1*|. Somit ist u quadrat-integrierbar,
zweimal stetig differenzierbar und erflillt die Differentialgleichung.
(4) Die homogene Gleichung u — «” = 0 hat die allgemeine Lésung

up(z) =ae®+ e mit a,f R

Allgemeine Lésung der Gleichung u(x) — u”(z) = ¢~ 1l ist demnach
u(x) + up(x) = %(1 +z) eIl + ae” + e

Quadrat-integrierbar ist diese Funktion nur fir a = 8 = 0.

© Die Laplace—Transformation (Kapitel L) geht hier weiter!



http://youtu.be/d_qvLDhkg00

Prof. Dr. Michael Eisermann . Hoéhere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel L

Laplace—Transformation

Die Laplace-Transformation verwandelt Anfangswertprobleme
fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
in algebraische Gleichungen. Sie erfreut sich besonders bei
Physikern und Ingenieuren einer grofien Beliebtheit.

Harro Heuser (1927-2011)

I am, and will ever be, a white-socks, pocket protector, nerdy engineer,
born under the second law of thermodynamics, steeped in steam tables,
in love with free-body diagrams, transformed by Laplace
and propelled by compressible flow.
Neil Armstrong (1930-2012)
26.02.2025
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Vorgehensweise

Die Laplace—Transformierte von f:R>o — C ist die Funktion

F(s) ;:/ e St f(t)dt fUr s € CRreso-
t=0

Laplace—Transformation kann lineare Differentialgleichungen 16sen:
Liy—Y

Transformation

Differentialgleichung fir y,
linear, konst. Koeffizienten,
mit Anfangswerten in 0

algebraische Gleichung
fur Y als Hilfsgleichung
inklusive Anfangswerten

Lésungﬂ H Probe LgTTa}ng[QE Probe H ﬂLésung
Losung der DG in y Ruekiransformation Loésung der HG in Y
— analytisch — -1 — algebraisch —

© Die Methode der Laplace—Transformation ist dann effizient,
wenn Sie jeden der drei Schritte effizient ausfliihren kénnen.

© Ausfiihrliche .#-Tabellen finden Sie in Lehrbiichern,
Formelsammlungen und Computer-Algebra-Systemen.

Differentialgleichungen lassen sich mittels Integraltransformationen
in algebraische Gleichungen verwandeln und so manchmal l6sen.

Zu dieser formalen ,Ubersetzung* dient die Laplace—Transformation.
Ihr Vorteil ist eine Reihe einfacher Rechenregeln (die ,Grammatik*) mit
umfangreichen Tabellen von .#—Integralen (sozusagen die ,Vokabeln®).
Diese Formalisierung ertibrigt praktisch jede Integralberechnung,
zumindest in gutartigen Fallen und mit hinreichender Erfahrung.

Theorie und Anwendung der .#—Transformation sind ein weites Feld.
Sie wird in der Regelungstechnik und Kybernetik ausgiebig genutzt.

Ich will daher eine erste Idee dieser vielseitigen Methode vermitteln,
sodass Sie sich ein Bild machen und informiert entscheiden kénnen.
Hierzu werde ich die nétigen Grundlagen erklaren, damit Sie sogleich
Anwendungen auf Differentialgleichungen verstehen und nutzen kénnen.

(] Wenn Sie dieses Thema vertiefen méchten, empfehlen sich die
Klassiker von Gustav Doetsch: Einfiihrung in Theorie und Anwendung
der Laplace—Transformation, 3. Auflage 1976, und Anleitung zum
praktischen Gebrauch der Laplace—Transformation, 5. Auflage 1985.
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Erste Beispiele zur Laplace—Transformation

Aufgabe: Laplace—transformieren Sie f(t) = e mita = o +iw € C.
Lésung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es einfach aus:
0o o) (a—$)t+ 00 1
F(s Def =St £(4) dt Def (a—s)t 1! € —
(s) /t:oe F(t)dt /t:Oe dr 2 [7(175’ L:o —

Das Integral existiert nur fir Re(s) > o. Wir erhalten folgende Tabelle:

F(t) o—e F(s) fir Re(s) > o
1 o—e é fir Re(s) > 0

e o—e sia fir Re(s) > Re(a)
ot ome = St fir Re(s) > 0
cos(wt) o—e ﬁ (Realteil) fiir Re(s) > 0
sin(wt) o—e 52-0:74& (Imaginérteil) ~fir Re(s) > 0

Aufgabe: Laplace—transformieren Sie f(t) = t" fir n > 0 mit Hilfe
der Gamma-—Funktion B313. Was erhalten Sie fir n € N? Fir n = 1/2?

Lésung: Fir Re(s) > 0 setzen wir die Definition ein und rechnen’s aus:

o0 o0
fA) =t o—e F(s)= / e St f(t)dt = / e st dt
t=0 =0
1 [ 1 o .
=— et (st)"dt = T / e Pz dr
S t=0 s =0
1 n! .
:WF(n+l) = firn e N

AusT(1) = /rfolgt I'(3) = IT(2) und somit 2 (V) = L /m s73/2,

Wir substituieren x = st, also dz = sdt bzw. dt = s~* da. Die Werte I'(n + 1) = n! haben
wir bereits berechnet, durch wiederholte partielle Integration und durch Ableiten unterm
Integral D417]. Einen alternativen Rechenweg ohne Gamma—Funktion nutzen wir auf Seite L113.
Aus dem GauBschen Integral folgt T'(%) und rekursiv die halbzahligen Werte T'(2) usw.
Die Gamma-Funktion ist eine der Grundfunktionen der Analysis und tritt in erstaunlich vielen
verschiedenen Rechnungen auf. Es hilft daher, wenn Sie sie erkennen und nutzen lernen.

[T Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Bemerkung 3.7.13.
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Definition der Laplace—Transformation

Definition L1A: Laplace—Transformation
Das Laplace-Integral von f:R>(, — C zum Parameter s € C ist

$) = Tt = lim "t .
F(s) /f:oe F@&)de "‘*I”/t:oe ft)de

Die (Laplace—) Konvergenzabszisse von f ist der kritische Wert

‘ o :=inf{ s € R | Das obige Laplace—Integral konvergiert }. ‘

Das schnelle Abklingen des Faktors e~*! erzwingt die Konvergenz:
Das Integral konvergiert fir Re(s) > o und divergiert flir Re(s) < o.
Die Funktion F': Cres, — C heiB3t Laplace-Transformierte von f.
Schreibweise F = Z(f), kurz f(t) o—e F(s) oder F(s) &—o f(t).

Satz L1B: Holomorphie der Laplace—Transformierten

Die Funktion F ist holomorph mit 97 F(s) e—o (—t)™ f(¢) fir n € N.

Zur Integration setzen wir stillschweigend voraus, dass f auf jedem
endlichen Intervall [0, 7] integrierbar ist, also [;| /()| dt < oo erfilllt.
Fir jeden Parameter s € R gilt dann ebenfalls [ [e= f(t)| d¢ < oc.

Wir erhalten also ein wohldefiniertes Parameterintegral [ e~ f(t) dt.
Das Laplace—Integral existiert, wenn der obige Grenzwert fiir r — oo
existiert, geschrieben F(s) = [ e~ f(t) dt = lim, o0 [ €~ f(£) dt.
Dies gilt, wenn f hdchstens exponentiell wachst, wie oben erkléart.

Der Faktor et dampft den Integranden f(t) exponentiell und erzwingt
die Integrierbarkeit fuir ausreichend groB3es Re(s) > 0. Bei 0 = —
haben wir Konvergenz fiir alle s € C, bei o = 400 fir kein s € C.

Zur Holomorphie prifen wir geduldig nach, dass wir dank majorisierter
Integrierbarkeit die Ableitung nach s unter das Integral ziehen dirfen.
© Dank Satz L1B ist F beliebig oft differenzierbar, sogar analytisch:
F:Creso — C lasst sich (lokal) in eine Potenzreihe entwickeln (F3E).
© Oft lasst sich die Funktion F holomorph auf die gesamte Ebene C
fortsetzen mit Ausnahme einiger Polstellen, wie in obigen Beispielen.
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Linearitat der Laplace—Transformation

Wir suchen weitere hilfreiche Eigenschaften der .#—Transformation

f(t) o—e F(s) :L”(f)(s) = ./00 e_Stf(t)dt.

t=0

Satz L1c: Linearitat
Die Laplace—Transformation ist linear:

‘ Llaf+bg)l=aZ(f)+bZL(g) ‘

fur alle Z—transformierbaren Funktionen f,g:R>o — Cund a,b € C.

‘fO—-R go—eG — af—i—bgO—OaF—&-bG‘

Die Schreibweise f o— F bedeutet, dass f transformierbar ist mit .#~Transformierter F,
und g o—e G bedeutet, dass g transformierbar ist mit .#~Transformierter G. Genauer ist F'(s)
definiert fiir Re(s) > oy und G(s) fiir Re(s) > o,. Dann ist ihre Summe F' + G zumindest
definiert fiir alle s € C mit Re(s) > 0 = max(oy,04), und in diesem Bereich gilt Linearitit.
Meist unterdriickt man die explizite Nennung des Definitionsbereichs. In den Beispielen haben F'
und G hiufig Polstellen in C und erinnern uns daran, dass sie nur fiir grofle s definiert sind.

Aufgabe: Berechnen Sie geschickt die .#—Transformierten von

cosh(at), sinh(at), cos(wt), sin(wt).

Lésung: Z—Integrale ausrechnen. .. oder gleich Linearitat nutzen:

f(t) o—e F(s) firs>o
1
e o—e fir s > Re(a)
s—a
1 1 1 s
h(at) = [at —at} 5 7[ } _
cosh(at) ¢ te 2ls—a s+a 52 — a2
1 1 1 1 a
sinh(at) = 7[at7 —at} 7[ o } _
sinh(at) 21° ¢ 2ls—a s+a 52 — a2
1r . . 1 1 1 S
s(wt :7{14;.% 71wt} o ° 7|: } —
cos(wt) 21° te 2ls—iw  s+iw s2 + w?
17 1 1 1 w
0 t :7{14& wt} o ° 7|: _ ]:
sin(wt) 2% ¢ 2ils —iw  s+iw 52+ w?
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Ableitungsregel der Laplace—Transformation
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Ableitungsregel der Laplace—Transformation

Aufgabe: Berechnen Sie .Z(f'), Z(f"), Z(f") usw. aus Z(f).
Losung: (1) Wir nutzen die Definition und partielle Integration:

' (t) o—e L(f)(s) = / . e_SI’fl(t) dt  partielle Integration!
=

[e*ﬂ f(t)]t:[) - /:; —seStf(t)dt

= sZ(f)(s) - £(0)

Hierzu sei f absolut stetig und fiir s > o gelte e ! f(¢) — 0 flr ¢t — oo.
(2) Fur die zweite Ableitung f” = (f’)’ wenden wir dies erneut an:

f'(t)o—eZ(f")(s) = s Z(f')(s) — £(0)
s[sZ(f)(s) = F(0)] = f'(0)
$*Z(f)(s) = 5 £(0) = £(0)

© Alle weiteren Ableitungen folgen nun ebenso per Induktion. ..

Satz L1D: Ableitungsregel der Laplace—Transformation

Sind f, f/, f, ..., f" :R>q — C stetig und #~transformierbar, so gilt

1) o—e F(s)
F(t)o—e 5 F(s) = £(0)
1(t) o—a F(s) = 51(0) ~ /'(0)
J"(t) o $*F(s) = $2(0) — 5£(0) — 4"(0)
() o—e 51 (5) — $2(0) — 21(0) — 5£"(0) = 1"(0)
J®(6) o—e s"F(s) = "1 (0) = "2 £1(0) — ... = [V (0)

© Die erste Gleichung haben wir oben durch partielle Integration direkt nachgewiesen.
Alle weiteren Gleichungen ergeben sich per Induktion durch Anwendung dieser Formel.

© Ableitungen nach ¢t werden zu polynomiellen Ausdriicken in s. Hierin liegt der ungemein
praktische Nutzen der .#~Transformation fiir das Losen von Differentialgleichungen.
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Ableitungsregel der Laplace—Transformation
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Streckung, Ddmpfung, Verschiebung

Aufgabe: Berechnen Sie dank Ableitungsregel die .#—Transformierte

|
n!
t"o—e —

= furalle neN.
S

Lésung: Wir haben bereits 1 o—e 1/s berechnet.
Far f(t) = t™ gilt £ (t) = n!, dank Linearitat also

£ (t) o—enl/s.
Andererseits liefert die Ableitungsregel fir f(t) o—e F(s) hier
FM () o—es"F(s) da f(0)=...= ™ D(0)=0.
Wir erhalten n!/s = s"F(s), also F(s) = n!/s"*1, wie behauptet.

© Wir kénnen das Laplace-Integral auch direkt ausrechnen wie auf Seite L102. Dies fiihrt zu
wiederholter partieller Integration fiir die Gamma—Funktion wie auf Seite B316 erklart.

@© Wir haben stattdessen unsere Rechnung gleich so formuliert, dass wir die Ableitungsregel
geschickt ausnutzen konnen. Damit wird der Rechenweg wesentlich kiirzer und leichter!

© Auch hier fiihrt Differenzieren der Funktion f auf einfache algebraische Operationen der
Bildfunktion F' = .Z(f). Dies ist die Eigenart und der Nutzen der Laplace—Transformation.

Wir betrachten f(t) o—e F(s). Flr die Ableitung von F gilt:
o= [T Lestppyar = /OO et —t)f(t)dt = 3[—tf(t)}
ds t=0 Os t=0

Dampfung: Fir alle Exponenten a € C gilt

2[et ()] = / oottt (1) dt = / oWty dt = F(s — a).
t=0 Jt=0

Streckung: Substitution mit 7 = at und a > 0 liefert

,Z[f(at)] :/t:]e_SLf(at)dt:'/;::Oée_ST/af(T)dT: 2F<3>

a

Verschiebung: Substitution mit 7 = ¢ — a und a > 0 liefert

f[f(t - a)] = / e Sl f(t—a)dt = / e TV f(T)dr = e F(s).
t=a =0

/\ Hierbei gelte f(t) = 0firallet <0, also f(t —a) =0 fur alle t < a.
Die Heaviside—Sprungfunktion u = Ijy .| bedeutet Anschalten bei ¢ = 0.
Fir unsere Funktion schreiben wir f(¢)u(t), verschoben f(t — a)u(t — a).
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Streckung, Dampfung, Verschiebung
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Einfache Anwendungsbeispiele

Satz L1E: Transformationsregeln
Sei f(t) o—e F(s). Fur alle n € N gilt die Multiplikationsregel:

| () o—e (-1)"F () |

Fur alle a € C gilt die Dampfungsregel:

| e f()o—e F(s—a) |

Fur alle a € R gilt die Streckungsregel:

f(at) o—e 1F(i>

a a

Sei f(t) = 0furt¢ < 0. Fur alle a € R> gilt die Verschiebungsregel:

f(t — a)o—e e F(s) |

Dies schreibt man zur Betonung f(t — a) Ijg o((t — a) o—e e~ F(s).

Aufgabe: Berechnen Sie geschickt die .#—Transformierten von

t"e™,  sin(wt)e®, cos(wt)e™.

Lésung: Mit Dampfungsregel:

2 (t"e™)(s) =Z(t")(s—a) = #
2 (sinn) ) () = Zlsinet)s - ) = (s

£ (cos(wt) e™)(s) = L(coswt)(s — a) = Goarta?

Die erste Formel gewinnen wir auch mit Multiplikationsregel:

dr 1 n!
n .at —(_1\n —

f(t € )(9) - ( 1) ds" s —a (S _ a)n,+1
© Die #-Transformation gehorcht einfachen Regeln. Zusammen mit
einer Tabelle grundlegender Z—Integrale eriibrigt sich haufig jede
Integralberechnung — zumindest mit hinreichender Erfahrung.




Unsere kleine .#—Tabelle: Vokabeln und Grammatik o

Lésung von Differentialgleichungen e

ft) >0 | F(8)Re(s)>0 f(®) 0 F(s) = [Zpe " f(t)dt
1 % af(£) + bg(t) aF(s) + bG(s)
O 7'0) SF(s) - (0)
o = 10| SEG) - s1(0) - 10)
g Cat (S 77?2!)n+1 f(n) (t) SnF(S> = f(77'71)(0)
sin(wt) | IwQ £ f(t) (=1)"F™(s)
cos(wt) =2 j 2 e f(t) F(s—a)
sinh(at) ﬁ f(at), a >0 2F<;>
cosh(at) ﬁ ft—a)u(t—a) e ¥F(s)

Laplace—Transformation kann lineare Differentialgleichungen 16sen:
L:y—=Y

Transformation

Differentialgleichung fir y,
linear, konst. Koeffizienten,
mit Anfangswerten in 0

algebraische Gleichung
fur Y als Hilfsgleichung
inklusive Anfangswerten

! Integrale der

Lésungﬂ H Probe LgTTa}t}gl[qi Probe H ﬂLésung
Lésung der DG in y Rucktransformation Lésung der HG in Y
— analytisch — -1 — algebraisch —

© Die Laplace-Transformation verwandelt etwas kompliziertes in etwas
einfaches, namlich Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen.
Die Lésung der Hilfsgleichung ist oft einfach und beruht hauptséachlich
auf Bruchrechnung: Partialbruchzerlegung der berechneten Funktionen.
© Die Methode der Laplace—Transformation ist dann effizient,

wenn Sie jeden der drei Schritte effizient ausfiihren kénnen.

© Ausfiihrliche .#—Tabellen finden Sie in Lehrbiichern,
Formelsammlungen und Computer-Algebra-Systemen.
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Lésung von Differentialgleichungen
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Ldsung von Differentialgleichungen

Aufgabe: Lésen Sie durch Z—Transformation die Differentialgleichung

V() + 20/ (1) +y(t) = 2e7 mit y(0) = —1, y/(0) = L.
Losung: (1) Wir laplace—transformieren dank .#—Tabelle:
y(t) o—e Y(s) =Y(s)
y'(t) o—e sY(s)—y(0) =sY(s)+1
y'(t) o—e SY(s)—sy(0) =y (0) =5Y(s)+s—1
et o—e 1/(s+1)
Dank Linearitét transformieren wir die DG zur Hilfsgleichung
2
2 . _
I(s +2$+1)IY(5)+I s+1l—I ST
char. Polynom Anfangsdaten rechte Seite

Die Anfangswerte werden schon im ersten Schritt in die .#~Transformation eingearbeitet und
somit nur die spezielle Losung des AWP angesteuert. Die allgemeine Losung der Gleichung
y"(t) + 2y’ (t) + y(t) = 2e~" wird hier nicht bendtigt (und auch nicht nebenbei gefunden).
In diesem Beispiel liegt Resonanz vor; die .Z’~Transformation verarbeitet das automatisch.

(2) Auflésung der Hilfsgleichung nach Y und Partialbruchzerlegung:
S G+HD)  2-(s+1)? 2 1
24+2s+1 (s+1)3 (s+1)3 s+1
(3) Riicktransformation von Y zu y dank .#—Tabelle:
2 1
EA PR e
(4) Wir machen die Probe: Ldsen ist schwer, priifen ist leicht!
y(ty=( t* ~1)e”
Y(t) = (—t* +2t +1)e”’
()= ( 12 —4t +1)e”’
© Die Funktion y erfiillt die Differentialgleichung mit Anfangsdaten!

Die Methode der Laplace—Transformation ist effizient, wenn Sie jeden der drei Schritte (1-3)
schnell und sicher ausfiihren kénnen. Hierzu niitzen Tabellen, vor allem aber viel Erfahrung!
Daher zahlt sich die .Z~Methode vor allem bei lingerem Gebrauch aus; bei nur gelegentlicher
Anwendung zeigt sie sich dem Amateur eher abweisend. Das miissen Sie selbst ausprobieren.
Diese Differentialgleichung 16sen wir spiter erneut mit anderen Methoden, siehe Seite N517.

Y(s) =

oo 2ot —et=y(1)

= y'(t) +2y/(t) + y(t) =2e7"

L401
Fazit

Die Laplace—Transformation
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Unsere kleine Z-Tabelle: Vokabeln und Grammatik

Die Laplace-Transformierte von f:R>¢ — C ist definiert durch

/oo e tf(t)dt.
J1=0

Die Konvergenzabszisse ist o := inf{ s € R | F'(s) konvergiert }.
Das Integral konvergiert flr alle s > o und divergiert flr alle s < o.
Es definiert eine holomorphe Funktion F': Cres, — C. Umgekehrt gilt
_ 4
T om

F(t) o—e F(s) =

F(s)e—o f(t) = Z7H(F)(t)

o0 .
/ elstin)t F(s+iz)dx
T=—00

fir jedes s > o und fast alle ¢ > 0, und immer wo f stetig diff’bar ist.
Insbesondere ist .Z injektiv, das heiBt, aus .Z(f) = Z(g) folgt f = g.
(Wir identifizieren Funktionen, die nur auf einer Nullmenge differieren.)
Residuen: Hat F in C nur isolierte Singularitaten und klingt ab, so gilt

1 [® . , R
=3 /z:ix eBH P(s 4+ iz) do = Z res [e F(z)].

z=29
z0€C

ZL7HF)(t)

f®)e=0 | F(8)Re(s)>o f(®)e=0 F(s) = [Zpe ' f(t)dt
1 % af(t) + bg(t) aF(s) + bG(s)
— @) sF(s) - (0)
. - 10| RFE) - sf0) - F0)
ot ﬁ ™) S"F(s) —...— f=(0)
sin(wt) ﬂfﬁ £ f(t) (=1)"F™(s)
cos(wt) ﬁ e f(t) F(s—a)
sinh(at) %az f(at), a>0 éF(;)
cosh(at) ﬁ ft—a)u(t—a) e ¥ F(s)
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Anwendung auf Differentialgleichungen
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen

Laplace—Transformation kann lineare Differentialgleichungen lésen:
Liy—Y
_

Transformation

Differentialgleichung fir y,
linear, konst. Koeffizienten,
mit Anfangswerten in 0

algebraische Gleichung
fir Y als Hilfsgleichung
inklusive Anfangswerten

Lésungﬂ H Probe L,ﬁ?i—i'[a}tggllgi Probe H HLésung
Losung der DG in y Rtcktransformation Loésung der HGin Y
— analytisch — -1 — algebraisch —

Anstatt das Anfangswertproblem im Original direkt zu I6sen, machen wir
den gezeigten Umweg Uber den Bildraum; das ist manchmal leichter.
© Die Methode der Laplace—Transformation ist dann effizient,

wenn Sie jeden der drei Schritte effizient ausfiihren kénnen.

© Ausfiihrliche .Z-Tabellen finden Sie in Lehrbiichern,
Formelsammlungen und Computer-Algebra-Systemen.

© Zudem nutzen wir die obigen Rechenregeln fir % und .1,

sowie Basisalgorithmen wie Partialbruchzerlegung (PBZ), etc.

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis lhrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus Ihrem Fundus:

(1) Jede Funktion f:R>¢ — C ist Z—transformierbar.

(2) Welche Bedingungen garantieren .#—Transformierbarkeit?

(3) Ist jede Z—Transformierte F': Cres, — C holomorph? Warum?

(4) Léasst sich jede .#—Transformierte F holomorph auf C fortsetzen?
(5) Ist die Transformation f o—e F = Z(f) linear? Ist sie injektiv?

(6) Lésst sich F zu f ricktransformieren? Wie? Inwiefern eindeutig?
(7) Ist jede rationale Funktion F = P/Q eine .£—Transformierte? Wie?
Losung: (1) Nein, einfache Gegenbeispiele sind f(t) = 1/t und f(t) = exp(t?).

(2) Wir fordern, dass f auf jedem endlichen Intervall [0, 7] integrierbar ist und héchstens
exponentiell wichst gemaB | f(t)| < ce®” fiir alle ¢ > 0 und Konstanten ¢, o € R.

(3) Ja, wir ziehen die Ableitung unters Integral (L1B) dank majorisierter Integrierbarkeit (D3E).
(4) Nein, schon fiir 1 o—e 1/s miissen wir mit Polstellen rechnen. (Es gibt noch schlimmeres.)
(5) Ja, die Transformation f o—e F' = .Z(f) ist linear (L1C). Sie ist im Wesentlichen injektiv:
(6) Die Umkehrformel F +— f = .2~ *(F) bestimmt f zumindest fast iiberall (Satz L3A): Wir
konnen f auf jeder Menge vom MaB 0 beliebig abindern, ohne das Integral F'(s) zu beeinflussen.
Eindeutigkeit gilt, wenn f stiickweise stetig differenzierbar ist und zudem sprungnormiert.

(7) Nein, fiir s — oo muss F'(s) — 0 gelten! Fiir deg P < deg @ gelingt’s mit PBZ.
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L426

Lésung von Differentialgleichungen Ubung

Aufgabe: Lésen Sie durch .#—Transformation die Differentialgleichung
u(t) —u(t) =1 mit w(0) =0, «'(0)=u"(0) = 1.

) Laplace—transformieren Sie diese Gleichung mittels .2 : v — U.
) Losen Sie die so erhaltene Hilfsgleichung nach U auf.

) Bestimmen Sie die Riicktransformation .#~1: U + u.

) Machen Sie die Probe: Erfiillt « die Differentialgleichung?

(1) Wir laplace—transformieren dank .#—Tabelle:

U(s) =U(s)

sU(s) —u(0)

s2U(s) — su(0) —u'(0)

o—e $3U(s) — s2u(0) — su'(0) — u"(0)

(1
(2
(3
(4
Lésung:
) o—e
) o—e
) o—e
)

1 o—e 57!

Dank Linearitét transformieren wir die DG zur Hilfsgleichung
SU(s)—s—1-U(s) =51

(2) Auflésung der Hilfsgleichung nach U:
-1

(*=1) U@s) = s+1 + s
char. Polynom Anfangsdaten rechte Seite
N Uls) = s+31+s’1 _ 2 4+s+1 _ 1
s3—1 s(s—1)(s2+s+1) s(s—1)
(3) Riicktransformation von U zu u dank .£—Tabelle:

(4) Machen Sie die Probe! Lésen ist schwer, prifen ist leicht.
Die Funktion u erfillt die Differentialgleichung mit Anfangsdaten!
© Die Laplace-Transformation verwandelt etwas kompliziertes in etwas einfaches.
Die Transformation entnimmt man am besten einer der umfangreichen . —Tabellen.

A\ Zur Riicktransformation nutzen wir die Partialbruchzerlegung. Das ist Routinearbeit.
Die Anfangswerte werden schon im ersten Schritt in die .Z~Transformation eingearbeitet.

Vergleichen Sie diesen Rechenweg mit den Methoden aus Kapitel N. Alle Wege fiihren zum
selben Ergebnis, aber man muss die jeweils gewihlte Methode einiiben, um sie zu beherrschen.

L427
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Ldsung von Differentialgleichungen

L428
Ubung

Ldsung von Differentialgleichungen

Aufgabe: Losen Sie durch Z—Transformation die Differentialgleichung
u”(t) + 20/ (t) + 10u(t) = 2cos(t) + 9sin(t) mit u(0) =0, v'(0) = 4.

) Laplace—transformieren Sie diese Gleichung mittels £ :u — U.
) Losen Sie die so erhaltene Hilfsgleichung nach U auf.

) Bestimmen Sie die Riicktransformation .#~1: U + u.

) Machen Sie die Probe: Erfiillt « die Differentialgleichung?

Lésung: (1) Wir laplace—transformieren dank .Z—Tabelle:
U(s) =U(s)
sU(s) —u(0) =sU(s)
s2U(s) — su(0) —u/'(0) = s2U(s) —4

S
52 + w? 2+ W2
Dank Linearitét transformieren wir die DG zur Hilfsgleichung

2s 9

241 82417

(1
(2
(3
(4

u(t) o—e
u'(t) o—e

u’(t) o—e
cos(wt) o—e sin(wt) o—we

SU(s) —4+2sU(s) +10U(s) =

(2) Auflésung der Hilfsgleichung nach U und Partialbruchzerlegung:

2s+9
2
: 2541 s) = 4
(s*+2s+10)U(s) 21
L | M— —_
char. Polynom Anfangsdaten rechte Seite
4 25+ 9
== U(s) = — -
() $2425+10  (s2+1)(s%+ 25+ 10)
bz 4 L1 1
C s2425+10  s2+1  s24+2s5+10
(3) Riicktransformation von U zu u dank .#—Tabelle:
3 1

U(s) = e—o e 'sin(3t) +sin(t) = u(t)

(s+1)2+32 +serl
(4) Wir machen die Probe: Ldsen ist schwer, prifen ist leicht!
u(t) =+ e "sin(3t) + sin(t)
u'(t) = —e'sin(3t) +3e " cos(3t) + cos(t)
U (t) = — 8e tsin(3t) — 6e " cos(3t) — sin(t)
© Die Funktion « erfiillt die Differentialgleichung mit Anfangsdaten!

L429

Erzwungene Schwingung durch Impulsanregung Ubung

L430

Erzwungene Schwingung durch Impulsanregung Ubung

Aufgabe: Zu I6sen sei die Gleichung der erzwungenen Schwingung

y'(t) +y(t) = f(t) mit y(0) =0, y'(0) =0.

Die anregende Kraft f: R>o — R sei die 2r—periodische Impulsfunktion
gegebendurch f(¢t) =1fir0 <t <mund f(t) =0 flirm <¢ < 2.

— *———o

m 2 37 s 5 67 s t

(1) Berechnen Sie die Greensche Fundamentallésung dieser Gleichung,
also u: R — R mit u”(¢) + u(t) = 0 sowie »(0) = 0 und «/(0) = 1.

(2) Lésen Sie die inhomogene Gleichung durch die Faltung y = u * f.
Erklaren Sie an diesem Beispiel das Phdnomen der Resonanz.

(3) Skizzieren Sie die Anregung f und die Antwort y. Probe!

Wo liegen Schwierigkeiten? Ist Ihre Lésung dennoch sinnvoll?

Losung: (1) Wir laplace—transformieren dank .#—Tabelle:

u(t) o—e U(s) =U(s)
u'(t) o—e sU(s)—u(0) =s5U(s)
u'(t) o—e $2U(s)—su(0) —u/(0) =s2U(s)—1

Die Hilfsgleichung (s? + 1) U(s) = 1 I6sen wir auf zu U(s) = 1/(s* + 1).
Die Ricktransformation ergibt u(¢) = sin(¢). Machen Sie die Probe!
© Wer die Lésung sofort sieht oder wiedererkennt, kann hier abkiirzen.

(2) Wir laplace—transformieren dank .Z—Tabelle:

y(t) o—e Y(s) =Y(s)
y'(t) o—e sY(s)—u(0) =5Y(s)
y'(t) o—e $Y(s)—sy(0) —y(0) =s"Y(s)

Die Hilfsgleichung (s + 1) Y (s) = F(s) ergibt Y (s) = U(s) F(s).
Die Transformation f o—se F' missen wir nicht explizit berechnen:
© Als Riicktransformation erhalten wir die Faltung y = u * f.

L431
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Erzwungene Schwingung durch Impulsanregung

L432

Erzwungene Schwingung durch Impulsanregung Ubung

Dank Faltungssatz erhalten wir so die gesuchte Lésung:

y(t) = / ":O sin(t — 7)f(r) dr

Dies rechnen wir schlieBlich geduldig aus. Fir ¢t € [2kn, (2k + 1)7] gilt:

k=1 .(2e41)n ;
y(t) = / sin(t — 7)dr + / sin(t — 7)dr
=0 =201 Jr=2km
k-1 (2e+1)m : .
- 2 [COS(t - T)] ot + {cos(t - T)} I 1—(2k+ 1) cos(t)

Furt € [(2k + 1), (2k + 2)7] finden wir ebenso y(¢) = —(2k + 2) cos(¢).
(3) Probe: Auf jedem dieser Intervalle gilt y” +y = 1 bzw. y" + y = 0.
/\ Die hier vorgegebene rechte Seite f ist nur stiickweise stetig.

Die Lésung y ist daher nicht C2, sondern nur C* und stiickweise C2.
© Die Differentialgleichung gilt fiir alle t € R bis auf abzahlbar viele
Ausnahmestellen, hier ¢ € {m, 27, 3,...}. Das muss uns geniigen.

Skizze unserer berechneten Lésung 4 :R>o — R:
Die Amplitude wéachst linear mit der Zeit.

Wir sehen wunderbar die Resonan i \
T W 3

z!
4 5

67 T t
Anschauliches Beispiel: Anregung einer Schaukel.

Wer als Kind geschaukelt hat, kann diese Lésung spiiren.
Ahnliche Resonanz gilt bei sinusférmiger Anregung, siehe N118.
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Mo003
Uberblick

Wie 18st man Differentialgleichungen?

Mo04
Uberblick

Wozu dienen Differentialgleichungen?

Beispiele gewdhnlicher Differentialgleichungen (kurz DG, engl. ODE):
1 Erster Ordnung: y'(z) = y(x)
2 Zweiter Ordnung: y"(z) +4y(x) =0
3 Dritter Ordnung: v (@)Y () —y"(2)* + (1 +2?) y(z)? =0
Gesucht ist jeweils eine Funktion y: I — R auf einem Intervall I C R,

deren Ableitungen die geforderte Gleichung flr alle x € I erfillen.
Wie sehen mdgliche Lésungen in diesen Beispielen aus?

1 y(z) =0, oder y(z) = e*, allgemein y(z) = ae® mit a € R. Probe!

2 sin(2z), cos(2z), allgemein y(z) = asin(2z) + bcos(2z). Probe!

8 Eine mogliche Lésung ist y(z) = e~*%/2, Machen Sie die Probe!
© Loésungen sind oft schwer zu finden, aber leicht zu Giberpriifen.
Jede ernsthafte Rechnung schlief3t deshalb mit einer Probe durch
Einsetzen und Nachrechnen, wenigstens mit Plausibilitétspriifung!
Wir behandeln die Grundfragen gewdhnlicher Differentialgleichungen:
Wie viele Losungen gibt es? Wie findet man eine? womdglich gar alle?

Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.

@ Oft ist der unabhéngige Parameter z € R die Zeit.

@ Die abhéngige GroBe y(z) € R" ist der Zustand zur Zeit .

@ Die Gleichung ¢/(z) = f(=z,y(x)) ist das Bewegungsgesetz fir y.

@ Die Anfangsdaten y(xo) = yo sind der Startpunkt (zo, yo) € R x R™.
Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik haben diese Form!
Was benétigen Sie zur Lésung von Differentialgleichungen?

@ Leistungsstarke Lésungstheorie als verlassliche Grundlage

@ Erprobte Rezepte fir spezielle Klassen von Gleichungen

@ Wie immer Ubung und Erfahrung, Geschick und Ausdauer
Trotz allgemeiner L&sungstheorie und -methoden hat jede DG ihre
Eigenarten: Wir miissen genau hinschauen und sorgfaltig arbeiten!
Zur Sorgfalt gehort, die gefundenen / benachbarte / alle Lésungen zu
prifen, zu skizzieren, zu diskutieren und alle Sonderfalle zu beachten.
Zur Vertiefung und fir zahlreiche Anwendungsbeispiele siehe
H. Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Vieweg, 6. Aufl. 2009

M101
Beispiel

Beispiel aus der Mechanik: Hangebricke

M102
Beispiel

Beispiel aus der Mechanik: Hangebricke

Golden Gate Bridge, San Francisco

Aufgabe: Eine Hangebrlicke trégt eine schwere Fahrbahn der Dichte o
mit leichten Kabeln. Bestimmen Sie deren Verlauf als Funktionsgraph.
Wir vernachlassigen das Gewicht der Kabel gegenlber der Fahrbahn.

Y

P T

Lésung: Wir suchen die Funktion y(x). Wie in der Skizze haben wir
die Steigung y/(z) = tan ¢(z) und die Fahrbahnlénge s(z) = z — .
In jedem Punkt (z, y(z)) des Kabels herrscht Kraftegleichgewicht:

0 -H Tcosp(z))
(7995(:5)) + ( 0 ) + (Tsinup(m) =0
IGeW\ChISkraﬁ, verﬁkal\ ' horizontal ! ' tangential !

Aus H = T cos ¢(x) und go s(x) = T sin p(z) folgt
J(z) — _ sing(z) _ go
Y (.7}) - tanW(x) - COSQD(.T)) - H s

© Als Lésungen dieser DG 3/ (z) = 2a(z — x) finden wir die Parabeln

(z) = 2a(z — z0).

y(z) = a(z — 20)* + yo-

Wir brauchen effiziente Methoden zur systematischen Losung! Machen Sie die Probe! Dies ist
tatséchlich die allgemeine Losung. Die Parameter a, 2o, yo passen wir den gegebenen Daten an.
Genauere Statik: alle Teile, diskretisieren, lineares Gleichungssystem. Dynamik: Schwingungen,
Wind, Erdbeben, etc. Stochastische Last: Wolbung fiir leer, mittlere und maximale Last.

M103
Beispiel
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Beispiel

Beispiel aus der Mechanik: Kettenlinie

T
M!,;% 0\

B
Aufgabe: Eine homogene Kette der Dichte ¢ hangt frei und ruhig
an ihren Enden. Bestimmen Sie ihren Verlauf als Funktionsgraph.

Indiana Jones and the Temple of Doom

Lésung: Wir suchen die Funktion y(x). Wie in der Skizze haben wir die

Steigung y'(x) = tan p(x) und Kettenlange s(z) = ;2 /1 +¢/(t)?dt.
In jedem Punkt (z, y(z)) der Kette herrscht Kraftegleichgewicht:

0 —-H Tcosp(z))
<7ggs(z)> + ( 0 ) + (Tsincp(x) =0
Aus H = T cos ¢(z) und go s(z) = T'sin p(z) folgt
T

g0 s(z) = a7t / V1+y/(t)2de.
H t=x0
Ableiten dieser Integralgleichung ergibt die Differentialgleichung

y'(x) =a "1 +y(x)2 bzw. 2'(z) =a '/1+ 2(x)2
© Als Lésungen dieser DG finden wir die Hyperbelfunktionen:

o _ T — g

z(z) = smh( ) also y(z) = acosh( . ) + o

‘Wir brauchen effiziente Methoden zur systematischen Losung! Machen Sie die Probe! Dies ist

tatsdchlich die allgemeine Losung. Die Parameter a, zo, Yo passen wir den gegebenen Daten an.
Fiir unsere Stift-und-Papier-Rechnung vereinfachen wir stark, gerade das schult unsere Intuition!

Y(@) = tanp(r) =

xr — X0
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Ein erstes Beispiel: Richtungsfeld und Lésungsschar
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Beispiel

Separation der Variablen und Integration

Aufgabe: Welche Funktionen y:R D I — R erfillen /(x) = 22? zudem
y(1) = 1? Skizze? Was ist jeweils das maximale Definitionsintervall 1?

Ay AAAE
floy) =22 QY o751 Yy
M2 7|7 > A A A A A A
fAA A A A A /__/
P A A o AAA A
A A A~ S A A A F
P A A A A A A F A
P A A A A A A
F A A A A A AT /—/
FATAA A A A
e N, L

—— &
HAA A A~ e AAAF
ALV e VAV D) pRER //
HAAA A~ e AA A A
;;f/// S A S
FAA |~ >
- 1

s ) o
arAvAvavaY: ~I= =7 (normiert)

Wir skizzieren das Richtungsfeld zu f(z,y) =22 auf dem Gebiet G =R?:
Losungskurven z — (z,y(z)) sind tangential zum Vektorfeld (1, f(x,y)).
Sie erkennen so den qualitativen Verlauf der Lésungen y(z) = 23/3 + c.

© Geometrisch ist dies ein Strémungsfeld: Lassen wir ein Teilchen in
diesem Strom schwimmen, so ist seine Trajektorie eine Lésungskurve!
Lésung: Die Variablen sind getrennt. Wir kdnnen direkt integrieren:

y'(x) = 2*

= /y’(az) de = /x2 dz + const

= y(z) =23/3+¢ Probe!
Die Probe ist leicht: Ableiten geniigt. .. Es gilt tatséchlich y/(z) = 2.
Unsere Rechnung beweist, dass wir alle Ldsungen gefunden haben!
Die Integrationskonstante ¢ € R kénnen wir hierbei frei wahlen.

© Das AWP 3/(z) = z? mit y(1) = 1 wird einzig geldst durch
y:R=R: zw—y(z) = (z®+2)/3.
Ist ein beliebiger Anfangswert y(zo) = yo vorgegeben, so ist die einzige

Losung y:R — R:z — y(z) = (23 — 23)/3 + yo. Machen Sie die Probe!
Jede andere Lésung ist Einschrankung y|; auf ein Intervall, 1 € J C R.

M107
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Die Wachstumsgleichung: Richtungsfeld und Lésungsschar

M108
Beispiel

Separation der Variablen und Integration

Aufgabe: Welche Funktionen y:R D I — R erfillen y/(x) = y(z)? und
y(0) = 1? Skizze? Was ist jeweils das maximale Definitionsintervall I1?

ATA

fa&) =y sssss777 7
A ATV AV aviVaAvavavibd avavivay.
SAVARAV AV DAV AVAVANd VAV VAN AV AV AN AV YV
ANANAANANAANAANAAANAANANAAN A A

A AT AANAAAANA A A A A A A AAA
NN NN\ 7N AN7N 7N A\ A\ 7| A7~
B B i B e B e B e B g e B g

R N N N N N N B N N N N (N
O N N N N N e N NENENEN
A R R R R R R R R N R R R R Y R Y YY
OSSOSO PO IO YOI Y

I\
N
/1N

OO YNNI Y
SO NN Y

LR TR TR VAR TR TR TAT RYRIRY O7ﬁ
MR TR RIRIRTATAT R TATAY (normiert)
NN

Wir skizzieren das Richtungsfeld zu f(z,y) = y auf dem Gebiet G = R%:
Lésungskurven z — (x,y(x)) sind tangential zum Vektorfeld (1, f(x,y)).
Sie erkennen so den qualitativen Verlauf der Losungen y(z) = ¢ - €”.

© Anders als die ersten drei Aufgaben aus der Mechanik sind diese
Aufgaben kontextfrei: Zu I6sen ist eine gegebene Gleichung, so einfach.
Losung: Eine Lésung ist y(x) = 0. Flr y > 0 integrieren wir:

Y (z) = y(x)
y'(@) _ y@ o+ cons
(@) =1 — /y(%) d. 7/1d + const

= Iny(z) =z +const = y(x) =c-e® Probe!

Die Probe ist leicht: Ableiten genligt. .. Es gilt tatsachlich v/ (z) = y(x).

Die Integrationskonstante ¢ = et > 0 kdnnen wir hierbei frei wahlen.

Ebenso verfahren wir im Falle y < 0 und erhalten y(z) = ¢-e* mitc < 0.

Unsere Rechnung beweist, dass wir alle Lésungen gefunden haben!

© Das AWP y/(z) = y(z) mit y(0) = 1 wird einzig geldst durch
y:R=>R: z—y(z)=e".

© Ist ein beliebiger Anfangswert y(xq) = yo vorgegeben, so ist die

einzige Losung y: R — R:z — y(x) = yo e**°. Machen Sie die Probe!

Jede andere LOsung ist Einschrankung y|; auf ein Intervall, 0 € J C R.
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Die Explosionsgleichung: Richtungsfeld und Lésungsschar
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Separation der Variablen und Integration

Aufgabe: Welche Funktionen y:R O I — R erfillen y'(z) = y(x)2?
Skizze? Finden Sie zu jeder Lésung das maximale Definitionsintervall I.

9 f1f CATHA A A

A S I L AT, A

FIZIAIAVF AP PR AA A A A A A AL A A A

FA A A A A A A AL A A A AR

AAAAAAAA L AL AL AAA S A S A

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

i S L Al

o o o e S S IR = e e B emea S e
Eemew =

S S S S S —

| | | | | | ////

et st st et

AAAAAAA A A A A A A A A A A A A A

AAAAAAAA L AL AL AAA LA A

AA AR A A AT A A AR

PR AR AR (@)

LA AR AT EATAY, ;

FHA A A glp g Anormiert)

Wir skizzieren das Richtungsfeld zu f(x, y) =y? auf dem Gebiet G=R?:
Lésungskurven z — (z,y(x)) sind tangential zum Vektorfeld (1, f(z,y)).
Sie erkennen so den qualitativen Verlauf der Lésungen y(z) = 1/(c — z).

Lésung: Eine Lésung ist y(x) = 0. Fir y # 0 integrieren wir:

[t aeeems

Probe!

y(2) = y(a)®

= —y(z) ' =z 4const =

y(z) =

cC—T
/\ Polstelle: Jede Lésung ,explodiert”. Die beiden Zweige haben zwar
dieselbe Formel, aber sonst nichts miteinander zu tun! Wenn dies |hr
physikalisches System beschreibt, dann geht es bei der Polstelle kaputt!
© Zu jeder Konstanten ¢ € R erhalten wir hier zwei Lésungen:

yd 1 ]—00, e[ = Rog @yl (z) = 1/(c — 2),

yo e, +oo[ 2 Reg t =y, (x) =1/(c— ).

© Durch jeden Startpunkt (zg, yo) l4uft genau eine maximale Lésung,
namlich die Funktion y:R2D I — R:z +— y(x) = yo/(1 — (z — x0)y0)
auf dem Definitionsintervall I = { z € R | (z — zo)yo < 1 }. Probe!
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Die Kreisgleichung: Richtungsfeld und Lésungsschar
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Separation der Variablen und Integration

Aufgabe: Welche Funktionen y:R D I — R erfillen y/(z) = —z/y(z)?
Skizze? Finden Sie zu jeder Losung das maximale Definitionsintervall 1.

NN NN
F o= Za VSR CESSS
FAN A A A 7 o s s S S S NN X
FA A A A7 7 o = s N N N
ALAA A A A 7 s s sUOSNU N NN
FAAA A A A 7 A s SN
FLAAT AT ALA LA A SISO NN NN A
fiffs NIRIRIE
NEIEIEE LRI
ATATATATA

\ARAR AR 2R x
MRIRIRTRY

VAN

MR

NN

NN

NN N \_/

NN XYY

AR

NN

Wir skizzieren hier das Richtungsfeld zu f(z,y) = —x/y auf G = R x R*.
Losungskurven z — (z,y(z)) sind tangential zum Vektorfeld (1, f(z,y)).
Sie erkennen den qualitativen Verlauf der Lésungen y(z) = +v/r2 — 22.

Lésung: Wir trennen die Variablen und integrieren:
y'(x) = —=z/y(x)

= y@)y(e) =~

= [ve@e= [ i+
y(x) = £/r2 — 22

Fir ¢ < 0 gibt es keine Lésungen; wir wahlen daher ¢ = r2/2, r € Rxy.
Zu jedem Radius r > 0 beschreibt die Losung y;" (z) = vr2 — 22 den
oberen Halbkreis und entsprechend y, (z) = —v/r? — 22 den unteren.
Die Probe ist leicht: Ableiten genligt. Es gilt tatséchlich ¢/ (z) = —z /y(z).
Unsere Rechnung beweist, dass wir alle Lsungen gefunden haben!

© Durch jeden Startpunkt (zg, 3o # 0) lauft genau eine max. Lésung,

- y@)?/2=—-2*24+¢c =

y:]-rr[—= Rz y(z) =sign(y)Vr2 —22 mit r= Va4

Bemerkenswert: Sie existiert nur auf dem endlichen Intervall I = ]—r,r[.
Hier explodiert nicht y(x), sondern nur die Steigung y/(z) fir x — +r.
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Separierbare Differentialgleichungen
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Erlauterung

Separation der Variablen und Integration

Aufgabe: Alle bisherigen Beispiele nutzen als L6sungsmethode die
Trennung der Variablen. Formulieren Sie diese als allgemeine Regel.

Lésung: Eine separierbare Differentialgleichung ist von der Form

|y =g@)h(y) mit y(xo) = 0.

Lésungsmethode: Wir trennen die Variablen gemaB ' /h(y) = g(z),
wobei wir h(y) # 0 annehmen missen, und integrieren anschlieBend:

/* v o /
t=xo R(y(t)) t=1
Auf der linken Seite substituieren wir u = y(¢) und du = y/(¢) dt:
Ty(t 4 1
L = [
Somit gilt H(y(x)) = G(z), und Auflésen ergibt y(z) = H(G(x)).
© Diese Methode fassen wir allgemein im folgenden Satz zusammen.

g(t)dt =:G(x)

=: H(y)

Satz M1A: Ldsung separierbarer Differentialgleichungen
Zu lésen sei die separierbare Differentialgleichung

‘ y' = g(@)h(y) mit y(zo) = yo- ‘

Gegeben sind hierzu stetige Funktionen g: I — Rund h:J — R~ {0}

auf Intervallen I, J C R sowie die Anfangswerte z¢ € I und yp € J.

Wir definieren Stammfunktionen G: I — R und H : J — R durch

G(z) := t)dt d H(y) = ——du.
@= [ oa wd  Ho= [T

u=yo
Die Funktion H ist streng monoton, also bijektiv auf ihr Bild H(J) C R

Sei Iy C I ein hinreichend kleines Intervall um zo € Iy mit G(Iy) C H(J).
Unser AWP erlaubt genau eine Lésung y: R 2 Iy — J C R, nédmlich

| y@) = H (@) |

4

© Lésungsformel  © Eindeutigkeit © Stetig abhangig von (o, y0)
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Die Geradengleichung: Richtungsfeld und Lésungsschar
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Separation der Variablen und Integration

Aufgabe: Welche Funktionen y: R — R erfilllen z y'(z) = y(z)?
Wie viele Lésungen laufen durch einen gegebenen Startpunkt (zo, yo)?

L ETIEARAVAVIVAVIV.iVd 7
Faw)=ufe Y b s 5 snnx y
SOOIV A A A A A A A A
SOONNINNINN N Y A AA A A A A A~
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SN\ A A A 7|7
e E NI
SN S S NN Y P g P B e \\\\\ /////
****** >~ (|| 7 | ]
| | | | | V/Y)I?*'-)'—»**’-b-b* T €T
7 7 A N [ e e e e
|| 2 A NS S
,//v/////f%:\\\\\\\\x / \
A A A A A NN s
A A A A AATATATF TR NN NS NN
AN AAAAA AT VIV
A A )
AA A A i
AT (normiert)

Die implizite DG =z ' = y ist definiert in allen Punkten (z,7) € R2.
Auf G = R* x R ist sie dquivalent zur expliziten DG y' = y/x.

Lésung: Wir nehmen zunéchst z,y > 0 an und trennen die Variablen:
2y (z) = y(z)
/ /
ylz) 1 = /y(ﬁ)dx:/ldm—kconst
y(x) x

yx)=a -z

y(x) x

= Iny(z) =Ilnz +const =

Unsere Rechnung beweist, dass wir tatsachlich alle Lédsungen y(z) > 0
fir z > 0 gefunden haben. Fir z < 0 oder y < 0 verfahren wir ebenso.
Die explizite DG y/(z) = y(z)/z wird geldst durch die Halbgeraden

yI:R>0—>R:I»—>a-az, a€R,

Yy ‘Roo—=R:x—=b-2, beR
Die implizite DG z ¢/ (z) = y(z) wird geldst durch die Geraden
Y : R=R:zxz—c-z, celR

© Durch jeden Startpunkt (2 # 0, o) lauft genau eine Lésung ..
/\ Durch den Startpunkt (0,0) laufen unendlich viele Lésungen!
/\ Durch jeden Startpunkt (0, 3o # 0) lauft gar keine Lésung!

Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen Mm

Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen e

Problem? Bevor wir rechnen, prazisieren wir das Ziel! Probe? Liegt eine
vermeintliche Lésung vor, so sind genau diese Eigenschaften zu prifen!

Definition M1B: explizite DG und Anfangswertproblem
Eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form

Y (x) = f(z,y(z))

kurz o = f(z,y).

Gegeben ist als rechte Seite eine stetige Funktion f:R? D G — R.
Eine Lésung dieser Differentialgleichung auf einem Intervall I C R
ist eine (stetig) differenzierbare Funktion y: I — R, die fir alle z € T
die Bedingungen (z,y(z)) € Gund y/'(z) = f(z,y(x)) erfillt.

Sind zudem Anfangsdaten (z,y0) € G gegeben, so soll die Lésung y
durch diesen Punkt laufen, das heiB3t o € I und y(zo) = yo erflllen.
Ein solches Anfangswertproblem hei3t gut gestellt, wenn genau eine
Losung y existiert und stetig von den Anfangsdaten (zo, yo) abhangt.

Beispiel: Separierbare DG sind gut gestellt dank unseres Satzes M1A.

Existieren Lésungen? Uberblick verschafft uns der grundlegende Satz:
Satz M1c: Cauchy Existenz- und Eindeutigkeitssatz, kurz 3&E
Sei f:R? D G — R stetig. Zu |ésen sei die Differentialgleichung

y, = f(:r,y)

mit Anfangswert y(zo) = yo.

(1) Zu jedem Startpunkt (z¢, o) € G existieren Losungen y:R D I — R.
Jede kann beidseitig bis zum Rand 9G (oder ~o) fortgesetzt werden.

(2) Ist f(z,y) stetig diff'bar nach y, so ist die Lésung durch (z, ) € G
eindeutig bestimmt. Lokal héngt sie stetig differenzierbar von (zg, o) ab.

Wir werden diesen grundlegenden Satz in Kapitel O weiter ausfithren und dort auch beweisen.
Existenz bedeutet nach M1B: Es gibt ein Intervall / C R um z¢ und eine Funktion g : / — R mit
y(zo) = yo sowie (z,y(z)) € Gund y'(z) = f(z,y(x)) firalle z € I. Jede solche Lsung
kann beidseitig fortgesetzt werden bis sie den Rand von G erreicht oder nach oo entkommt.
Lisst sie sich nicht weiter fortsetzen, so heiflt sie maximale Losung. Folgendes Beispiel zeigt,
dass es zu (zo, yo) auch mehrere Losungen geben kann. Das Problem ist dann schlecht gestellt.
Eindeutigkeit bedeutet: Sind u: I — Rund v: J — R Losungen mit u(xo) = v(z0) = Yo,

so gilt u = v auf dem gemeinsamen Intervall / N J. Sind u, v maximal, so gilt zudem [ = J.
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Warnendes Beispiel: Torricellis Eimer als Wasseruhr
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Warnendes Beispiel: Torricellis Eimer als Wasseruhr

Torricellis Gesetz: Wasser flie3t aus einem

Zylinder mit der Geschwindigkeit v = /2 g h.

h Hierbei ist 4 die Pegelhdhe, g = 9.81m/s? die
Erdbeschleunigung, also v die Geschwindigkeit

v eines Wassertropfens im freien Fall aus Hohe h.

Energiegleichung in der Stromungslehre!
en.wikipedia.org/wiki/Torricelli’s_law und
/Water_clock: Wie funktioniert eine Wasseruhr?
Zeit t € R, Wasserhdhe y(t) > 0 tiber der Offnung.

Der Pegel y erfullt Torricellis Differentialgleichung y'(¢) = —a\/y(?).
Die Konstante a > 0 hangt von der GréBe (und Form) der Offnung ab.
In folgender Rechnung nehmen wir zur Vereinfachung a = 2 an.

Aufgabe: Welche Funktionen y: R — Rx erflllen y/(t) = —2/y(t)?
Hierist G = R x R>o und f(¢,y) = —2v/y. Was sagt der 3&E-Satz?
Welche Anfangswertprobleme y(ty) = yo sind hier gut gestellt?

Physik will Determinismus; Mathematik bietet Existenz & Eindeutigkeit!

¥

Lésung: Die Nullfunktion y(t) = 0 ist eine Lésung. Sei also y > 0.
Separation y/(¢) /2+/y(t) = —1 und Integration zu \/y(t) = c— ¢ > 0.
Wir finden die Lésung y.(t) = (c — )2 fiir t < c. Fir t > c gilt das nicht:
© Der Eimer bleibt leer und fiillt sich nicht wieder! Maximale Lésung:
(c—t)? furt<ec,

R—=>Rsg : t=y(t) =
ve =0 ve(?) {0 fir t > c.

© Jedes AWP y(to) = yo > 0 hat genau eine maximale Lsung!
A\ Jedes AWP y(ty) = 0 hat unendlich viele Lésungen (y. mit ¢ < to).
Letzteres ist schlecht gestellt. Anschaulich: Ist der Eimer einmal leer,

so erkennen wir nicht mehr, wann er auslief! Mathematische Warnung:
Fury > 0ist f(¢,y) = —2/y stetig nach y diff’bar, flr y = 0 aber nicht!



http://en.wikipedia.org/wiki/Torricelli's_law
http://en.wikipedia.org/wiki/Water_clock
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Exakte Differentialgleichungen: erstes Beispiel
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Exakte Differentialgleichungen: erstes Beispiel

Zwecks lllustration beginne ich mit einem sehr einfachen Beispiel.
Aufgabe: Wir betrachten erneut /() = —z/y(x), umgeschrieben zu

‘ 2z + 2y(x) - ¢/ (x) = 0. ‘

Dieser Typ von Differentialgleichung hat die allgemeine Form

!/ F p— .
(f(%@,/)) . <x> o hier mit flx,y) = 2,
g(z.y)) \y g(z,y) = 2y.
(1) Wie liegen die Lésungen z — (z,y(x)) zum Vektorfeld (f,g)?
(2) Finden und skizzieren Sie ein Potential & :R? — R zu (f, g).
(3) Gewinnen Sie aus den Niveaulinien von ® die Lésungen der DG.
(4) Finden Sie die maximalen Lésungen mit y(3) = 4 bzw. y(1) = —1.
Lésung: (1) Jede Lésung verlauft senkrecht zum Vektorfeld (f, g).

(2) Notwendiges Kriterium: Gilt rot(f, g) = 0, also 9, f = 9,97 Jal
Zudem ist R? einfach zusammenhéngend, also existiert ein Potential.
Wir finden ®(z,y) = 22 4 42 (+ const). Probe: grad ® = (2z, 2y).
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Exakte Differentialgleichungen: erstes Beispiel

M206

Exakte Differentialgleichungen: die Methode

(3) Die Niveaulinien des Potentials ® sind Kreise um den Nullpunkt.

Diese stehen senkrecht zum radialen Gradientenfeld grad ® = (f, g).

Die allgemeinen Lésungen y(z) der DG sind somit Halbkreise:

Zu jedem Radius r > 0 hat die DG demnach die beiden Lésungen
v ]-rr[ = Rz £/r2 — 22,

Probe: Erfillt diese Funktion tatsachlich 2z + 2y(z) - ' (z) = 0? Ja!

Der folgende Satz versichert uns, dass wir so alle Lésungen finden.

Das Definitionsintervall von y* haben wir jeweils maximal gewahit.

(4a) Aufldsen von ®(z, y(z)) = 22 + y(z)2 = &(3,4) = 25 ergibt
y(z) =+v25 — 22 flir -5 <z <5.

(4b) Auflésen von ®(z, y(z)) = 2% + y(z)?> = &(1,—1) = 2 ergibt

y(z) = —V/2— a2 fir V2 <z < V2.

Die Konstante und das Vorzeichen werden jeweils so bestimmt, dass die
Losung durch den vorgegebenen Punkt y(3) = 4 bzw. y(1) = —1 lauft.

Satz M2A: Lésung exakter Differentialgleichung
Jedes stetige Vektorfeld (f, ) : R? D G — R?, G offen, definiert eine DG

fla,y) +g(z,y)y = 0.

Diese DG heif3t exakt, wenn ein Potential ® zu (f, g) existiert, also eine
C'—Funktion ®:R? D G — R mit gra(!.(I) =(f,9),d.h. 0, = f, 9, = g.
Die Lésungen der DG sind dann die Aquipotentialkurven von ®:

(1) Eine differenzierbare Funktion y: R D I — R ist genau dann Lésung
der Differentialgleichung, wenn ®(z, y(z)) = const fur alle z € I gilt.

(2) Zu jedem Punkt (zo,y0) € G mit g(zo,yo) # 0 existiert ein offenes
Intervall 7 um z und genau eine Lésung y: I — R mit y(x¢) = yo.

© Implizite Lésung © Eindeutigkeit © Stetig abhéngig von (zo, o)
© Explizit: Wir kénnen ®(z, y(z)) = ¢ := ®(x0, yo) nach y(z) auflésen,

zumindest lokal falls g(z,y0) # 0 dank Satz Uber implizite Funktionen.

Wie leicht die explizite Aufldsung gelingt, hdngt vom Einzelfall ab.

Was ist ein integrierender Faktor? e

Integrierender Faktor: ein einfaches Beispiel v

Unser Ziel und Slogan: Was noch nicht exakt ist, wird exakt gemacht!
Sei (f,g9):R? D G — R? stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung

| f@y)+g@y)y =0 |

© Mit einem Potential ® zu (£, g) kénnen wir diese DG I8sen, wie zuvor.
Wenn nicht? Multiplikation mit A # 0 ergibt die &quivalente Gleichung

| Aw.y) @) + Ay) alay)y' =0 |

Diese beiden Differentialgleichungen haben genau dieselben Lésungen!
Anschaulich: Die Richtung von (f, g) bleibt, nur die Lange wird skaliert.
Falls (f, g) selbst schon ein Potential hat, dann genuigt der Faktor A = 1.
Andernfalls wollen wir (f, g) umformen, um eine exakte DG zu erhalten:

Eine Funktion A: G — R \ {0} heiB3t integrierender Faktor zu (f, g),

Definition M2B: integrierender Faktor
wenn das skalierte Vektorfeld (Af, Ag) : G — R? ein Potential hat. ‘

Aufgabe: Wir betrachten das Vektorfeld (f, ) : R? — R? mit

f x 223+
()« () (2.
g y Yy T
Existiert ein Potential? Ist \(z,y) = (xy)~! ein integrierender Faktor?
Lésung: (1) Wir prifen als erstes die Rotation:
rot(f, ) = Oug — Oy f = (32° (32%° +1) = —2#0

Das Vektorfeld (f, g) erlaubt demnach kein Potential.
(2) Multiplikation mit A(z,y) = (vy)~! skaliert unser Vektorfeld zu

2
(ig) : (i) — (f%ly j i;j) , rot(Af,Ag) = 2zy — 2zy = 0.

/\ Hierzu miissen wir das Gebiet R? auf =,y # 0 einschranken!
Auf diesem ist A(z,y) = (zy)~! ein integrierender Faktor fiir (£, g).
Als Potential finden wir ®(z,y) = 2242/2 + In|z| — In|y| fir 2,y # 0.

Y —1)—
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Exakt verallgemeinert separierbar.
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Exakt verallgemeinert separierbar.

Beispiel: Wir kdnnen y' = y? umschreiben zu 1 — 3/ /% = 0.
Wir gelangen so von einer separierbaren zu einer exakten DG!

(L% A L=y 9 ¥
"7 (normiert) (normiert)

Aufgabe: Auf einem Rechteck G = T x J C R? betrachten wir die DG
K

Diese kénnen wir aquivalent umwandeln zu
c)

Ist diese DG exakt? Ist A(z,y) = 1/h(y) ein integrierender Faktor?
Losen Sie so (2). Vergleichen Sie mit der Separationsmethode fir (1).

Y =g(x)h(y) mit y(zo) = yo. ‘

9(x)h(y) —y =0 mit y(o) = 0. |

Losung: Das Vektorfeld (g(z)h(y), —1) ist i.A. nicht exakt, denn
Oy lg@)h(y)] = g (y) # [-1] =0.
Durch Multiplikation mit A(z,y) = 1/h(y) erhalten wir eine exakte DG:
-1 P Bl
g(z) + @y =0, denn 09, [q(az)} =0y {h(y)} =0
Als Potential findet wir ®(z,y) = G(z) — H(y) mit
T Y
G(z) ::/ g(t)dt und H(y) ::/ Ldu.
t u

—uo ()

© Auflésen von G(x) — H(y) = 0 liefert y(z) = H~*(G(z)) wie zuvor.
In diesem Spezialfall erhalten wir erneut die Separationsmethode M1A.
© Jede separierbare DG lasst sich so in eine exakte DG umformen.
Wie zuvor missen wir hierzu h(y) # 0 fir alle y € J voraussetzen.

© Umgekehrt ist nicht jede exakte DG auch separierbar.
Exakte DG erweitern daher wesentlich unseren Werkzeugkasten!
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Wie berechnet man einen integrierenden Faktor?

. . . o M214
Integrierende Faktoren in nur einer Variablen

Bedingung fiir einen integrierenden Faktor zum Vektorfeld (f, g):
| 9@ y) f@y)] = %: M) 9(w,y)] |
@ Dies ist eine partielle Differentialgleichung fir \(z, y):
(OyA) f + A (0yf) = (02)) g + A (Dag)

Leider gibt es keine allgemeine Methode zur Lésung dieser Gleichung.

© In wichtigen Spezialféllen gibt es jedoch integrierende Faktoren,
die nur von einer Variablen abhangen, also nur von x oder nur von y.

Aufgabe: Lésen Sie diese Gleichung fir A = A(z), also 9,\ = 0.
Lésung: Die obige Gleichung vereinfacht sich flr A(z) zu
@) 8y f(z,y) = N (x) g(z,y) + A(z) Ozg(,y)
Wir 16sen nach \ auf und erhalten folgende gewdhnliche DG:
@) _ 0uf ()~ Oeglwy) _ _xotlfig)
Alz) g(z,y) g '
© Dies ist Idsbar, wenn auch die rechte Seite nur von z abhangt!

Satz M2c: integrierende Faktoren in nur einer Variablen
Fir jeden nur von z abhéngigen integrierenden Faktor A = A(x) gilt:

V) _ o) =) e V) woilh)
@S ey VY N g @Y
Fir jeden nur von y abhéngigen integrierenden Faktor A = A(y) gilt:
N(y)  Oug(z,y) — 0y f(z,y) Ny M )
o)~ fww) 0 W Ny st @Y

Dies ist I6sbar, wenn auch die rechte Seite nur von z bzw. y abhangt.

Ob eine dieser Losungen moglich ist, muss man ausprobieren. Die Vorgehensweise ist wie folgt:
Auf einem einfach-zusammenhiingenden Gebiet G ist das Vektorfeld (f, g) genau dann exakt,
wenn rot(f, g) = 0 gilt. Diese sehr einfache Bedingung wird man deshalb als erstes priifen.

Ist rot(f, g) # 0, so kann man hoffen, dass die Rotation wie oben formuliert ein Vielfaches
von g oder von f ist. Dann greifen obige Kriterien: Wir kénnen einen integrierenden Faktor A
berechnen, das Vektorfeld durch X korrigieren und schlieBlich zu einem Potential integrieren.
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Beispielrechnung fir einen integrierenden Faktor
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Beispielrechnung fur einen integrierenden Faktor

Aufgabe: Lésen Sie fur « > 0 die Differentialgleichung

‘ [1 - xzy(x)} + [ny(x) - x3] v (z) = 0.
(1) Ist sie separierbar? (2) exakt? (3) Existiert ein integrierender Faktor?
(4) Finden Sie ein Potential und (5) damit alle Lésungskurven x +— y(z).
Lésung: (1) Separierbar? f(x, y) fyy ng = g(z) h(y): Nein! Beweis?
Esgilt £(1,3)f(2.4) =212 =15 aber f(1,4)f(2,3) =3 - L =1L
(2) Exakt? Hier ist f(z,y) = 1 — 2%y und g(x,y) = 2%y — 2>, also

10t(f, 9) = Oxg — Oy f = 22y — 32°) + 22 = 22y — 222 £ 0
Die DG ist demnach leider nicht exakt. Gliicklicherweise gilt jedoch
7r0t(f,g) _ 2zy-— 222 o 2x(y-—x) 2
g a2y —2® y—z)
(3) Daher gibt es einen nur von x abhangigen integrierenden Faktor:
N 2 = InA(z)| = —2In|z| + const = A(z)=ca?

Mz) oz

Die Konstante c ist fir den Multiplikator unerheblich. Wir setzen ¢ = 1.
(4) Wir berechnen ein Potential zum reskalierten Vektorfeld

AT 2. (2 z 2y
()\g) tRygxR— R <y>~><yi?7 .

Nun gilt rot(Af, Ag) = 0. Probe! Wir integrieren koordinatenweise:

0, ®(w,y) =2 2~y = &(z,y)=[272—ydx
=z —ay+c(y).
9ye(z,y)=—a+dy) =y-az = = [ydy

= %/2 4 const
Wir finden so das Potential ®(z,y) = y?/2 — xy — 1/z. Probe!
(5) Die Losungskurven = — y(x) der DG sind die Niveaulinien von ®:
y(@)?/2 —xy(e) -z =c

Auflésen nach y ergibt y(x) = « + /22 + 2/z + 2¢. Die Probe ist leicht!

Lineare Differentialgleichung: inhomogen v

Lineare Differentialgleichung: inhomogen v

Aufgabe: Losen Sie die inhomogene lineare Differentialgleichung
y'(2) = a(z) y(z) + b(z)

Lésung: (0) Direkt integrierbar? Nur fir a = 0. Im Folgenden sei a # 0.
(1) Separierbar? Nur fir b = ka mit k € R. (2) Exakt” Leider auch nicht:

—a(z)y —b(x) + 1 = rot(f,g) = —Oyf=a#0
fz,y) 9(x,y)

(3) Integrierender Faktor” Lose /\’( )/A(x) = —rot(f,g)/g = —a(z)!
Integration ergibt A(z) = [,” a(t)dt und A(z) = e=4() > 0. Also:

—[C*A(“)a(x) y(z) + C’Am b(z)] + [C*A(“’)}y'(m) =0
Diese DG ist exakt. (Probe!) Hierzu finden wir das Potential

Bz, y) =e Ay — / e Mpt)dt.  (Probel)
t=xo
Aufldsen der Gleichung ®(z,y) = ®(z0, yo) = yo Nach y liefert

Y() =A@ / AWyt + Ay,
t=zo

mit  y(xo) = yo-

y=0

(Probe!)

Satz M2k: Lésungsformel fur lineare DG 1. Ordnung
Sei I C Rein Intervall, a,b: I — R stetig, sowie 2o € I und yy € R.

Die homogene DG v/(z) = a(z) y(x) mit y(zo) = yo Wird geldst durch
y1(z) = e*®) yo mit A(z) = [ a(t) dt. Zur inhomogenen Gleichung

a(z) y(z) + b(z)

existiert genau eine Lésung y: I — R, und diese ist gegeben durch

y'(x) = mit  y(z0) = yo

y(z) = @ / e AOp) At 4+ A .
t=z0

© Loésungsformel © Eindeutigkeit © Stetig abhéngig von (zo, o)
© Fira=0ists der HDI. © Fir b= 0 entfallt der inhomogene Term.
© Die Lésungsmenge Ly = { y» + e“ 5o | yo € R } ist ein affiner Raum.
LAllgemeine Lésungen = partikulare L6sung + homogene Lésungen®.
© Diese Losungsformel gilt allgemein fiir lineare DGSysteme (O3D).
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Lineare Differentialgleichung: erstes Beispiel
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Lineare Differentialgleichung: zweites Beispiel

Aufgabe: Lésen Sie fiir z > 0 die Differentialgleichung

‘ Y =y/r+2® mit y(1) = yo. ‘

Lésung: Diese DG ist linear mit a(x) = 1/x und b(z) = 23.

T T 1 T
Az) = t)dt = —dt = |Int =Inz.
(x) /t:1 a(t) /t:1t [n L:l nx

Der integrierende Faktor ist e=4(*) = 1 /2. Damit finden wir:

T T T 3 3
—A®) _ 13 2 t _r 1
/t:]e b(t) dt /t:lt £dt /Ht dt = [3L =53

Als Lésung unserer Differentialgleichung gewinnen wir schlieBlich:
I4 —x
3

partikulare Lésung

A 7 A0 by dt 4 AW g =

y(z)=e + Ty

t=zq | —
homogene Lésung
© Die Probe ist leicht! Sorgfaltig einsetzen und ableiten. ..
Vergleichen Sie dies mit der obigen homogenen DG ' = y/z.

Aufgabe: Losen Sie die Differentialgleichung
‘ Y =—zy+2> mit y(0) = yo. ‘

Lésung: Diese DG ist linear mit a(x) = —x und b(z) = 2®.

T T t2 T .’L‘2
Az) = Hdt= | —tdt=|-2] =-=
(=) /z:o alt) /t:() [ 2 LZU 2
Der integrierende Faktor ist e=4(®) = ¢**/2_ Damit finden wir:
T T . i — t2 27
/ e Wp)ydt = / 234t Subs { u=ty/
t=0 t=0 du = tdt

xz2/2

— 612/2(332 _ 2) +2
u=0

b /uﬂ:]/? e 2udu = {e“ (2u — 2)]

Als Lésung unserer Differentialgleichung gewinnen wir schlieBlich:
dt+eA(’”)J0 = .L — 242772 + e " /2

76 z)/
o -

partikulare Losung homogene Lésung

© Die Probe ist leicht! Sorgfltig einsetzen und ableiten. . .
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Elementar I6sbare Differentialgleichungen Fazit

Existenz, Eindeutigkeit, Losungsmethoden =

Sei f:R? D G — R stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung
y' () = f(z,y(z))

mit  y(xo) = yo-

Qualitativer Uberblick dank Existenz- und Eindeutigkeitssatz M1c:
(1) Im Inneren @ existieren Lésungen und laufen bis zum Rand dG.
(2) Ist f stetig diff’bar nach y, so ist die Lésung durch (zo,y0) € G
eindeutig bestimmt und hangt stetig von diesen Anfangswerten ab.
Elementar 16sen kdnnen wir vor allem exakte Differentialgleichungen:

@ f(z,y) + g(z,y)y' = 0ist exakt, wenn (f, g) = grad .
Wichtige Spezialfalle hiervon sind:

@ ¢/ = f(z) durch Integration dank HDI.

@ y' = g(x) h(y) durch Trennung der Variablen.

@ ' = a(x)y+ b(z) lineare DG, explizite Ldsungsformel.
Durch Substitution hierauf zurlckfuhrbar sind:

@ ' = f(ax + by + ¢) mit Substitution v = az + by + c.

@ ¢/ = f(y/x) Ahnlichkeits-DG, mit Substitution v = y/z.

@ ' = a(z)y + b(x) y" Bernoulli-DG, mit Substitution v = y1~".

Kapitel M préasentiert die wichtigsten Lésungsmethoden fiir gewdhnliche
eindimensionale Differentialgleichungen sowie Anwendungsbeispiele.
Zahlreiche Aufgaben dben, illustrieren und vertiefen diese Techniken.
Das ist filr Differentialgleichungen unentbehrlich: Uben, Giben, iben!
Eine Ldsung zu finden ist schwer, sie zu Uberpriifen ist meist leicht.
Deshalb sollen Sie am Ende jeder Rechnung die Probe machen!

Trotz allgemeiner Lésungstheorie und -methoden hat jede DG ihre
Eigenarten: Man muss genau hinschauen und sorgféltig arbeiten!
Insbesondere ist zu klaren und bei jeder Rechnung zu beachten, auf
welchem Gebiet G C R? die DG definiert und Lésungen gesucht sind.
Bei allen Umformungen ist sicherzustellen oder nachtréaglich zu prifen,
dass keine fiktiven Lésungen hinzukommen oder echte verloren gehen.
Zur Sorgfalt gehort, die gefundenen / benachbarte / alle Lésungen zu
prifen, zu skizzieren, zu diskutieren und alle Sonderfélle zu beachten.

[ Zur Vertiefung und fiir zahlreiche Anwendungsbeispiele siehe
H. Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Vieweg, 6. Aufl. 2009
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m . M:
Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazh

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis lhrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus lhrem Fundus:

(1) Sei f:R? — R stetig. Zu jedem Startpunkt (zg,y0) € R? existiert

ein Intervall [xg, z1] mit 21 > z¢ und eine Funktion y: [x¢, z1] = R

mit y(zo) = yo und ¥/ (z) = f(z,y(z)) fir alle z € [zg, z1].

(2) Sei f:[zo,21] x R — R stetig und yo € R. Dann existiert eine Ldsung
y:[zo, z1] = R mit y(zo) = yo und ' (z) = f(z,y(z)) fir alle z € [zg, z1].
(3) Sei f:R? — R stetig. Fir je zwei Funktionen y, §: [zg, 71] — R

mit y(zo) = §(x0) = yo sowie y'(z) = f(z,y(x)) und §'(z) = f(z,§(x))
fur alle z € [zo, z1] gilt Gleichheit y(z) = g(z) fur alle & € [zo, z1].

(4) Sei f:R? — R stetig und nach y stetig differenzierbar. Fiir je zwei
Lésungen wie in (3) gilt Gleichheit y(z) = g(x) fur alle x € [zg, z1].

(5) Ist jede separierbare DG exakt? bis auf integrierenden Faktor?

(6) Ist jede lineare DG exakt? bis auf einen integrierenden Faktor?

(7) Ist jede exakte DG separierbar? Ist jede exakte DG linear?

Nennen Sie eine exakte DG, die weder separierbar noch linear ist.

Lésung: (1) Ja, das ist die Existenzaussage des 3&E-Satzes M1cC.

(2) Nein, wir kdnnen das Ldsungsintervall [z, ;] nicht vorschreiben:
Die Lésung y startet in y(z0) = yo, kann aber noch vor Erreichen von z;
an den Rand gelangen oder nach Unendlich entkommen Mi13.

(3) Nein, die Stetigkeit der rechten Seite f allein reicht hierzu nicht.

Ein anschauliches Gegenbeispiel ist Torricellis Wasseruhr y' = /[y|
Mi23; ganz dhnlich ist ' = ¥/y(x)2 und allgemein 3/ = |y| [0233.
(4) Ja, das ist die Eindeutigkeitsaussage des I&E-Satzes M1c.

(5) Die separierbare DG y' = g(x)h(y) schreiben wir g(z)h(y) —y = 0.
In dieser Form ist sie exakt nur fir g(x) = 0 oder 1/(y) = 0. Sie wird
exakt durch Multiplikation mit dem integrierenden Faktor 1/h(y).
(6) Die lineare DG y' = a(x)y + b(z) schreiben wir a(z)y + b(z) —y' = 0.
In dieser Form ist sie exakt nur flr a(z) = 0. Sie wird exakt durch
Multiplikation mit dem integrierenden Faktor e~4(*) mit A’ = q. M221

(7) Nicht jede exakte DG ist separierbar, ebenso ist nicht jede linear.
Beispiele sind leicht zu konstruieren: 2 + y* + 2xyy’ = 0 fir 2,y > 0 ist
exakt, aber y’ = 1/2(y/x + 1/y) ist weder linear noch separierbar.

Separierbare Differentialgleichungen o
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Lineare Differentialgleichungen Fazit

Satz M1A erklart die L6sung separierbarer Differentialgleichungen:

‘ Y =g(x)h(y) mit y(zo) = yo ‘

Gegeben sind hierzu stetige Funktionen g: I — Rund h:J — R~ {0}
auf Intervallen I, J C R sowie Anfangswerte ¢ € T und yo € J.
Wir definieren Stammfunktionen G: 7 — R und H : J — R durch

G(z) = /: g(t)dt und H(y) = /y 1

—yo N(u)

Die Funktion H ist streng monoton, also bijektiv auf ihr Bild H(J) C R.
Sei Iy C I ein hinreichend kleines Intervall um zy € Iy mit G(Ip) C H(J).
Das AWP erlaubt genau eine Lésung y: R D [y — J C R, nédmlich

| ¥(@) = B (G(). |

© Losungsformel  © Eindeutigkeit © Stetig abhangig von (zo,yo)
© Die Probe ist leicht! Einsetzen und sorgféltig nachrechnen. . .

Satz M2k erklart die Lésungsformel fur lineare DG erster Ordnung:

Y'(@) = a(z)y(z) +b(x) mit y(zo) = yo

Hierzu sei I C R ein Intervall, a,b: I — R stetig, o € I und yo € R.
Die homogene DG y/(z) = a(z)y(z) mit y(zo) = yo wird geldst durch
y1(x) = ) yo mit A(z) = [ a(t) dt. Zur inhomogenen Gleichung
existiert genau eine Lésung y: I — R, und diese ist gegeben durch

y(z) = '@ e ADpt)dt + ey

t=xq

© Lésungsformel  © Eindeutigkeit © Stetig abhangig von (o, y0)
© Fira=0ist'sder HDI. © Fir b = 0 entfallt der inhomogene Term.

© Die Lésungsmenge { y, + e 5o | yo € R } ist ein affiner Raum.
LAllgemeine Lésungen = partikulare Lésung + homogene Lésungen®.

© Diese Lésungsformel gilt allgemein fiir lineare DGSysteme (O3D).
© Die Probe ist leicht! Einsetzen und sorgféltig nachrechnen. . .
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Integrierende Faktoren Fazit

Jedes stetige Vektorfeld (f,g) :R? D G — R?, G offen, definiert eine DG

fla,y) +g(z,y)y =0.

Diese DG heif3t exakt, wenn ein Potential ® zu (f, g) existiert, also eine
C'-Funktion ®:R? D G — R mit grad ® = (f,g), d.h. 8, = f, 0,® = g.
Satz M2a erklart die Lésungskurven exakter Differentialgleichung:

Die Lésungen z — (x,y(z)) der DG sind Aquipotentialkurven von ®.

(1) Eine differenzierbare Funktion y: R D I — R ist genau dann Lésung
der Differentialgleichung, wenn ®(z, y(x)) = const fir alle z € I gilt.

(2) Zu jedem Punkt (zo,y0) € G mit g(zo,yo) # 0 existiert ein offenes
Intervall 7 um z und eine eindeutige Losung y: I — R mit y(x¢) = yo.
© Implizite Ldsung © Eindeutigkeit © Stetig abhéngig von (zo, yo)
© Explizit: Wir kénnen ®(z, y(z)) = ¢ := ®(z0, yo) nach y(z) auflésen,
zumindest lokal falls g(zo,y0) # 0 dank Satz Uber implizite Funktionen.
Wie leicht die explizite Aufldsung gelingt, hangt vom Einzelfall ab.

Eine Funktion A: G — R \ {0} heiBt integrierender Faktor zu (f, g),
wenn das skalierte Vektorfeld (\f, Ag) : G — R? ein Potential hat.
Beispiele: Separierbar A(y) = 1/h(y) M2, linear \(z) = e~A(*) M2z
Satz M2c erklart integrierende Faktoren in nur einer Variablen:

Fir jeden nur von z abhéngigen integrierenden Faktor A = A\(x) gilt:

N(@) _ 0y (,y) — 0ug(a.9) N(@) __roi(f.9)

A@) g(z,y) , kurz: Ne) T(ﬂf»!/)

Fir jeden nur von y abhangigen integrierenden Faktor A = A(y) gilt:

Y@ _ Sogl@,y) Z0f@y) e XW) | rotlig) (,9)

Aly) flz,y) Ay) f

Dies ist I6sbar, wenn auch die rechte Seite nur von x bzw. y abhangt.
Ob eine dieser Lésungen méglich ist, muss man jeweils ausprobieren.
© Vorgehensweise: Man priift zunéchst rot(f, g) = 0. Falls méglich,
berechnet man ein Potential ® zu (f, g), notfalls nur lokal um (zo, yo)-
Andernfalls versucht man einen der beiden obigen Korrekturfaktoren \.
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Methodenvergleich: Viele Wege flhren zum Ziel. Ubung

Aufgabe: Wir untersuchen erneut (nach M119) die Differentialgleichung

y(@) =z -y (a) = 0.

Diese DG ist besonders einfach, an ihr testen wir all unsere Methoden.

(1) Ist diese Differentialgleichung separierbar? Ist sie exakt?
(2) Wird die DG exakt durch den Faktor A(z,y) = (zy)~'?
Finden und skizzieren Sie ein Potential fir z > 0 und y > 0.

(3) Finden Sie alle Lésungen der Differentialgleichung.

Finden Sie die maximale Lédsung zum Anfangswert y(1) = 7.
(4) Welche Anfangswertprobleme (x¢, yo) sind hier gut gestellt?
Héngt die Lésung stetig von den Anfangwerten (zg, yo) ab?

(5) Ist die DG v = y/x linear? Was ergibt die Lésungsformel?
Gibt es einen int. Faktor, der nur von z abhangt? nur von y?

(6) Wird die DG exakt durch den Faktor \(z,y) = 1/(2? +y?)?
Finden und skizzieren Sie ein Potential! Auf welchem Gebiet geht das?

Losung: (1) Diese DG ist separierbar. Wir kdnnen sie durch Trennung
der Variablen integrieren, sieche M119. Sie ist jedoch nicht exakt:
(+y) + (=2) ¥ (@) =0 1ot(f, ) = 029 — 0yf = —2#0

—_—
Iz y) 9(z,y)

=

(2) Die aquivalente DG 1/z — ¢/ /y = 0 ist exakt!
Wir finden das Potential ®(z,y) = Inz — lny = In(x/y) flir 2,y > 0.
Lésungskurven In(z/y) = const, also y(z) = cz fir z,¢ > 0. Probe!

(3) Die explizite DG y/'(z) = y(z)/= wird geldst durch die Halbgeraden
vl Reg > R,z c- 2, sowie y; :Reg = R, 2z +— ¢ -z mitc € R.

Die implizite DG z 3/ (x) = y(x) wird geldst durch die Geraden

ye: R = R, y(x) = ¢ z. Durch (1, ) lauft die Lésung y(z) = mz.

(4) Durch jeden Startpunkt (x¢ # 0, yo) l&uft genau eine Lésung .,
namlich die mit ¢ = yo/z¢, und diese hangt stetig von (z¢, yo) ab.
Durch den Startpunkt (0,0) laufen unendlich viele Lésungen!
Durch den Startpunkt (0, yo # 0) lauft gar keine Lésung!
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(5) Die DG ¢ = y/x ist linear mit a(xz) = 1/z und b(z) = 0. Lésung:

y(x) = y(1)e*®  mit A(I):/

Jt=1

T

a(t)dt =lnz also y(z) = cx.

Dies entspricht den Lésungen aus (2), fortgesetzt wie in (3).
Der int. Faktor e=4(*) = 1/ fiihrt zur exakten DG y/z% — ¢//z = 0.
Der int. Faktor 1/y flihrt zur exakten DG 1/x — ¢/ /y = 0 wie in (2).

(6) Wir dividieren durch 2% + »2 und erhalten das Wirbelfeld:
-y x
2+ g2 + 21y Y

fz,y) 9(z,v)

'(x) =0

Auf der punktierten Ebene G = R? \ {0} sind beide DG &quivalent.
Die zweite erfiillt nun zudem die notwendige Bedingung rot(f, g) = 0.
/\ Das Gebiet G ist nun nicht mehr einfach zusammenhéngend!
Potentiale sind Teile einer Wendelflache: Diese schlief3t sich nicht!
Aquipotentialkurven sind Halbgeraden, wie in obigen Losungen.

— Potential: Wendelflache!
—

Showdown: eine Handvoll Differentialgleichungen

Aufgabe: Mit welchen unserer Methoden kénnen Sie folgende Lz
Differentialgleichungen 16sen? Lésen Sie jede DG mit einem
(jedem) der méglichen Verfahren. Machen Sie die Probe!

Gleichung \ Verfahren Separation | exakie DG | lineare DG
9 (M1A, M3A) | (M2a, M2¢) | (M2E, M3B)
(1) vy +2sin(z) =0 v v -
(2 y=a+y - - v
() o = y*sin(x) v - -
vy
5 =L+ L v - v
AR
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Showdown: eine Handvoll Differentialgleichungen Ubung

(1) Die Differentialgleichung y v’ + 2sin(x) = 0 ist nicht linear (M3B),
aber exakt (M2A): Es gilt Rotationsfreiheit 0,y = 0 = 9, sin(x), und das
(implizit gegebene) Definitionsgebiet R? ist einfach zusammenhangend.
Zum Vektorfeld (f, g) mit f(z,y) = 2sin(z) und g(z,y) = y finden wir
das Potential ®(z,y) = y%/2 — 2 cos(z). Auflésen von ®(z,y(z)) = c
ergibt die Lésungen y(z) = £+/4 cos(z) + ¢, wobei ¢ > —4.
Diese DG kann ebenso durch Separation (M1A) gelést werden:
y(z)y (z) = —2sin(x)
= [y(z)y'(z)dz = [ —2sin(z) dz

y(x)?/2 = 2 cos(x) + const

y(z) ==+
Probe: y/(z) = F2sin(x)/+/4 cos(z) + c erflllt y(z) y'(z) + 2sin(z) = 0.
(2) Die zweite Differentialgleichung v’ = z + y ist nicht exakt (M2a),

denn 9,(1) = 0 # —1 = 9y(—x — y), und auch nicht separierbar (M3A).
Sie ist offensichtlich linear (M2E), und zwar mit a(z) = 1 und b(x) = =.

=

= 4cos(z) + ¢
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Integrierender Faktor ist hier A(z) = [Z, a(t)dt = [, 1dt =z -z

xTr T

y(x) =@ [ 4D p(t) dt + AP yp = 70 / e®0 7t dt 4 ey,
t=x0 t=zo

x

=" [—(ew“*t)(l + 1‘)} +e" Py =—(1+2) +e" (1 + 20 + o)

t=x0
Probe: y/(z) = —1 + e~ (1 + o + yo) erflllt v/ (z) = = + y.

(3) Die DG ¢/ = y?sin(x) ist nicht exakt (M2A) und nicht linear (M38),
aber separierbar. Eine offensichtliche Lésung ist y = 0. Fiir y # 0 gilt:

(z) = y(z)?sin(z) = v(@) = sin(x
Y (z) =y(z) (z) V@) (z)
y/(l') N sin(z) dz _L — —cos(x s
/y(;z)z dz = / (z)dz = ) cos(z) + const
— Lo il . . 1
y(z) coslg) e =y cos(z) + ¢

x)/(cos(z) + ¢)? erflllt y' () = y(z)? sin(x).

(4) Die Differentialgleichung 4 — 42 /22 + 2yy' /x = 0 ist weder linear
(M3B), noch separierbar (M3A), aber exakt (M2A): Wir finden das
Potential ®(x,y) = 4z + y%/x. Auflésen von 4z + y(z)?/z = c ergibt
y(z) = £Vex — 422, Probe: ' (z) = £(c—8x)/2v cx—42? erfillt die DG.

(5) Die DG ' = y/+/x + 1//z ist nicht exakt (M2A), aber linear (M2E)
und separierbar (M1A): Eine Lésung ist y = —1. Fir y # —1 finden wir:

oy yle)+1 y'(z) _ L
v =" ORI
/ y(yq)(? 1 do = % dz = Inly(z) + 1] = 2y/z + const

= ly(z) + 1] = ?Vateonst y(x) = ce?V® —1

Der Faktor ¢ = =+ ¢®s* kann Werte in R \ {0} annehmen; im Fall ¢ = 0
finden wir erneut y(z) = —1. Probe: ¢/ (z) = ce*V®/\/z erfilllt die DG.

Die Losungsformel M2k fiir lineare DG liefert dasselbe Ergebnis; diese
Rechnung fihre ich hier nicht aus, sondern empfehle sie als Ubung.
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Aufgabe: Finden Sie alle maximalen Losungen

(1) y:I—=Rso mit y'(z) = Vy(x)%
(2) y:I =Ry mit y'(z) = Vy(x)?
3) y:I—-R mit o' (z) = Vy(x)2
(a) Skizzieren Sie das Richtungsfeld und mégliche Lésungskurven.

(b) Qualitative Lésung: Welche AWP y(z0) = yo sind gut gestellt?
(c) Quantitative Losung: Berechnen Sie alle maximalen Lésungen.

Lésung: (1c) Fir y > 0 ist unsere DG &quivalent zu 3/ = /3.
Separation y~3/2y/ = 1 und Integration zu 3y'/3 = z — b.

Auflésen liefert y(x) = (x — b)3/27 fir z > b. Probe!

(1b) Zu jedem b € R erhalten wir somit die maximale Lésung

w(x) = (z — b)®/27.

Durch jeden Startpunkt (zo, y0) € R x Rs( lauft genau eine Lésung.
© Hier ist demnach jedes AWP y(z0) = 3o > 0 gut gestellt.

Y :]b, 00[ = Rsp,

(1a) Eine Skizze der gefundenen Lésungen schafft wie immer Uberblick:

Y

Keine Eindeutigkeit!
Zwei Lésungskufven
konnenysich kreuzen!

FiAAAAYANNRY 000 i
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(2¢c) Fur y > 0 ist zudem die konstante Funktion y(z) = 0 eine Lésung.
Fur y > 0 kennen wir die Lésungen yy(z) = (x — b)3/27 fir z > b.
Jede lasst sich eindeutig fortsetzen zur maximalen Lésung

0 fir x < b,

R—=>R>p = yp(x) = .
Yo S0 1 x> () {(z—b)3/27 fire > b,

(2b) Durch jeden Startpunkt (zo, yo) mit yo > 0 lauft genau eine Lésung.
Durch jeden Punkt (zo, 0) hingegen laufen unendlich viele Lésungen!

A\ Jedes AWP y(xg) = yo > 0 ist gut gestellt, aber y(x) = 0 schlecht.

Ohne VorsichtsmaBnahmen sind Lésungen nicht immer eindeutig,
d.h. zum selben Anfangswert kann es verschiedene Lésungen geben.
Wir haben dieses Problem bereits fiir die Wasseruhr diskutiert.
Die Gleisharfe illustriert ebenso das Mehrdeutigkeitsproblem.
Der vorligende Fall ist &hnlich. Aber es kommt noch schlimmer. ..

(3c) Fur y:R — R ist die konstante Funktion y(z) = 0 eine Lésung.
Fir y > 0 kennen wir die Lésung y(x) = (z — b)3/27 flr z > b.

Fir y < 0 finden wir ebenso y(z) = (z — a)®/27 fir z < a. Probe!

Fir alle a < b in R setzen wir diese zusammen zur maximalen Lésung

(x—a)?/27 furz<a,

Yap R R 20 yap(z) = 40 fira <z <b,
(x —b)3/27 furz > b.

Hierbei lassen wir auch die Sonderfélle a = —co und b = +o0 zu.
(3b) Hier ist kein Anfangswertproblem v/(z¢) = yo gut gestellt.

/\ Durch jeden Punkt (z, y) € R? laufen unendlich viele Lésungen.
J&E: Die rechte Seite ist nach y stetig diffbar mit 9,(y*/%) = 2y~1/5.

Dies gilt nur fiir y # 0. Auf der z—Achse gilt dieses Kriterium nicht mehr!
In solch kritischen Punkten ist Vorsicht und besondere Sorgfalt geboten.
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Aufgabe: Wir I6sen die implizite Differentialgleichung (v/)% + 4% = 1
fir ¢’ > 0 bzw. ¢/ > 0 auf zu den expliziten Differentialgleichungen

1) Y(2)=1-y@)? fir —1<y<l,
(2) Y(x)=+1-y@)? fir —1<y<1.

(a) Skizzieren Sie das Richtungsfeld und mégliche Lésungskurven.
(b) Qualitative Lésung: Welche AWP y(zo) = yo sind gut gestellt?
(c) Quantitative Losung: Berechnen Sie alle maximalen Lésungen.

Lésung: (a) Richtungsfeld und Losungsskizzen auf G = R x [—1,+1]:

(b) Zum Uberblick suchen wir zun&chst die qualitative Losung:

Die rechte Seite f(z,y) = \/1 — y? ist stetig auf ganz G =R x [-1,1].
Der 3&E-Satz garantiert hier zumindest die Existenz von Lésungen.
Das heif3t: Zu jedem Anfangswert (zo,y0) Mitzp € Rund -1 <yp <1
existiert mindestens eine Losung; diese lauft beidseitig bis zum Rand.

Wir untersuchen genauer die Ableitung 9, f(z,y) = —y//1 — .

Die Funktion f ist stetig diff'bar auf dem Inneren G° = R x |—1,1].
Der Satz garantiert hier Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen.
Das heif3t: Zu jedem Anfangswert (zo,y0) Mitzp € Rund —1 < yp < 1
existiert genau eine Ldsung; diese |4uft beidseitig bis zum Rand.

© Diesen ersten Uberblick verschaffen wir uns ganz ohne Rechnung!
Manchmal ist das auch schon alles, was wir wollen. .. oder kdnnen.

¥ /\ Die mangelnde Ableitung 9, f auf dem Rand y = +1 mahnt uns
zu Vorsicht: Méglicherweise geht die Eindeutigkeit hier verloren.
/\ Auf dem Rand macht der 3&E-Satz keine Aussage mehr.
Wir I6sen die Gleichung und schauen genauer hin. ..
Gut & schlecht gestellte Anfangswertprobleme G| | GUL & schlecht gestellte Anfangswertprobleme s
(c) Nun berechnen wir explizit die quantitative Losung: Zur lllustration habe ich hier vornehmlich Beispiele vorgestellt,
(1c) Fir —1 < y < 1 gilt ﬂ # 0, und wir kdnnen dividieren: die sich méglichst leicht und in geschlossener Form I6sen lassen.
Separation y'/+/1 — y2 = 1 und Integration zu arcsin(y) = = — ¢ Fir viele Differentialgleichungen ist keine geschlossene Lésung méglich!
liefert y(z) = sin(z — ¢) unter der Bedingung = € |c — 7/2,c + 7/2[. Zum Beispiel hat i/ (z) = e~7*/2 mit y(0) = 0 die eindeutige Lésung
(2c) Fur jedes c € R erhalten wir so die maximale Lésung z ,
y(x) :/ e 24t
-1 firz <c—7/2, t=0
Yo : R=[=1,1] : 2= ye(r) = {sin(@w —¢) fire—rh<az<c+rfp, Fir dieses Integral gibt es nachweislich keine elementare Formel.
+1 fir o > ¢ + /2. In solchen Fallen greifen wir auf numerische Methoden zurlick.

Auch die konstanten Funktionen y(z) = £1 sind Lésungen (¢ = Fo0).
© Zu jedem AWP (z, o) mit |yo| < 1 existiert genau eine Ldsung v..
Fir genau eine Verschiebung ¢ € R lauft y. durch den Punkt (zo, o).
A\ Zum AWP (2, y0) mit yo = +1 existieren unendlich viele Lésungen.
Namlich die konstante Lésung y = +1 sowie alle y. mit ¢ < zg — 7/2.
/\ Zum AWP (z, yo) mit yo = —1 existieren unendlich viele Lésungen.
Néamlich die konstante Losung y = —1 sowie alle y. mit ¢ > zo + 7/2.

Damit I1&sst sich nahezu jede praktische Frage ebenso gut handhaben.
Bevor man jedoch solcherart numerische Approximation unternimmt,
muss man sicherstellen, dass die DG gut gestellt ist, also das Problem
Uberhaupt eine eindeutige Lésung hat, die man approximieren kénnte.
Die Sorgfalt gebietet daher, das Problem zunéachst qualitativ zu 16sen,
also Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitat der Losung sicherzustellen,
und den Verlauf der L6sung mdglichst prazise einzugrenzen.

Erst dann darf man sich getrost numerischen Naherungen zuwenden.
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Ab Zeitpunkt ¢ = 0 min wird per Infusion ein Medikament verabreicht.
Der Durchfluss ist auf b = 6 mg/min eingestellt. Der Kérper baut in jeder
Minute 5% des im Blut vorhandenen Medikaments ab (a = 0.05/min).

Aufgabe: (1) Beschreiben Sie die Medikamentenmenge y(t) im Blut
durch eine Differentialgleichung. Probe: Gelten in dieser Gleichung die
richtigen physikalischen Einheiten? (2) Skizzieren Sie das Vektorfeld.
(3) Losen Sie diese Differentialgleichung. Ist die Lésung eindeutig?

(4) Wie verhalt sich y(¢t) fir ¢ — co? Ist dies plausibel?

© Das ist ein besonders einfaches Modell, aber sehr haufig verwendet.
Es gilt ebenso beim Konsum einer Droge, etwa Alkohol, die Uber einen
langeren Zeitraum konstant zugefuhrt und zugleich abgebaut wird.

Im Gegensatz zu den vorigen Aufgaben ist hier die Differentialgleichung
in der Aufgabenstellung noch nicht gegeben, sondern muss als erstes
gefunden und anschlieBend geldst werden. Diese Art Problemstellung
ist wesentlich realistischer, daher interessanter, aber meist auch spirbar
schwieriger; wir illustrieren dies nur an besonders einfachen Fallen.

(1 H. Heuser: Gewéhnliche Differentialgleichungen, Vieweg 2009

Lésung: (1) Wir messen die Zeit ¢ in Minuten. Fir die Medikamenten-
menge y(t) € R finden wir die Gleichung y/'(t) = b — ay(t) mit y(0) = 0.
Diese DG ist linear und inhomogen, allgemeine Losung siehe M221.

y(t)/10mg -~ e e e el %: —————— %: '''''' -
**************************** —— b/a=120mg
t/10min

(3) Wir 16sen die DG hier durch die Substitution «(t) = b/a — y(t) und
finden «'(¢t) = —y/(t) = ay(t) — b = —au(t) mit u(0) = b/a. Die Ldsung
u(t) = (b/a) e~ und y(t) = (b/a)(1 — e~%) ist dann direkt klar.

(4) Firt — oo gilt y(t) — b/a. © Wir sehen dies leicht auch direkt:
Im Gleichgewicht wird gleich viel zugefiihrt (-+b) wie abgebaut (—a - b/a).
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Ein Kaffee wird bei 100°C gebriiht. Die Raumtemperatur betragt 20°C.
Abkihlung reduziert die Temperaturdifferenz um 7% pro Minute.

Aufgabe: (1) Beschreiben Sie die Temperatur y(t) des Kaffees

durch eine Differentialgleichung. Probe: Gelten in dieser Gleichung die
richtigen physikalischen Einheiten? (2) Skizzieren Sie das Vektorfeld.
(3) Loésen Sie diese Differentialgleichung. Ist die Losung eindeutig?

(4) Wie verhalt sich y(t) fir t — co? Ist dies physikalisch plausibel?

(5) Wann hat der Kaffee 60°C erreicht? (© Das ist die Halbwertszeit.
(6) Sie sind in Eile und haben nur 5min Wartezeit zur Verfligung.

Ist es besser, die Milch am Anfang oder am Ende zuzugeben?
(konkretes Zahlenbeispiel: 75% Kaffee, 25% Milch zu 8°C).

© Das ist eine klassische Aufgabe, mit unserem Werkzeug sollte sie
leicht fallen. Es gelten dieselben Bemerkungen wie zur vorigen Aufgabe.
In Frage (6) stecken zahlreiche implizite Annahmen, wie die Form der
Tasse und die Art des Warmeaustauschs; erklaren Sie diese explizit!
Die konkreten Zahlen sind etwas willkrlich, dafir aber einfach genug.
Je nach Situation werden Sie deutlich andere Konstanten messen.

Lésung: (1) Wir starten bei yo = 100°C und ndhern uns y, = 20°C
gemanB der Gleichung ¥/ () = —A[y(z) — yoo| Mit A = 0.07/min.
(8) Die Lésung y(t) = Yoo + (40 — Yoo) €M ist leicht zu sehen.
(4) Fur ¢t — oo gilt y(¢) s Yoo, Wie anschaulich zu erwarten war.
(5) Bei 60°C wurde die Halfte der Temperaturdifferenz abgebaut:
y(T) = 60° bedeutet 1/2 = e=*T, also —In2 = —AT und somit
_ 11172 . 0.693 70%
~ X 7 0.07/min Zerfallsrate
(6a) Erst die Milch zugeben, dann den Milchkaffee abkihlen lassen:
y(0min) = 0.75 - 100°C + 0.25 - 8°C = 77.0°C
y(5min) = 20°C +57°C-e 0%  ~60.2°C
(6b) Erst den Kaffee abklhlen lassen, dann die Milch zugeben:
y(5min) = 20°C + 80°C - ¢35 ~ 76.4°C
Mischung = 0.75 - 76.4°C + 0.25 - 8°C = 59.3°C
© Wenn Sie lhren Milchkaffee weniger heif3 wollen, dann geben Sie die
Milch erst am Ende hinzu. Der Unterschied ist allerdings kaum splrbar.

Merkregel:

~ 9.9 min,
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Wir untersuchen die GréBe y(z) € R>( einer Population (z.B. Bakterien,
Pflanzen, Tiere, ...) im Verlauf der Zeit z € R>(. Das einfachste Modell
ist eine Wachstumsrate y'(x) proportional zur PopulationsgréBe y(x):

y'(x) = Ay(x), y(0) =0

Die Losung y(z) = yo e* ist exponentielles Wachstum. Fiir A > 0 und
yo > 0 wachst y(z) unbeschrankt. Realistischer ist folgendes Modell:
Wegen beschréankter Ressourcen gibt es eine maximale Gré3e K der
Population. Ihr Wachstum wird gebremst durch den Faktor 1 — y(z)/K:

Y'(z) = Ay(e)(1 — y()/K), y(0) =10

Dies ist die logistische Differentialgleichung. Sie ist ein einfaches
nicht-lineares Modellbeispiel und Spezialfall der Bernoulli-Gleichung.
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das zugehdérige Vektorfeld. (2) Bestimmen
Sie alle Fixpunkte (= konstante Ldsungen). (3) Bei Start in y(0) € ]0, K|,
bleibt jede Lésung beschrénkt? (4) Existiert eine Losung fir alle z > 0,
also y:R>¢ — R? Ist sie eindeutig? (5) Wie verhélt sie sich fir kleine y?
(6) fir 2 — co? (7) Berechnen Sie die L&sung y(z) schlieBlich explizit.

Lésung: (1) Skizze des Vektorfeldes und einiger Lésungskurven:
T T T T T

Y Die Differentialgleichung ist auch fiir y > K definiert.

Im Populationsmodell bedeutet das Uberbevélkerung.

/?

K

—

=

\

W\

——

EEEeg

e
0

Die Differentialgleichung ist auch fiir y < 0 definiert.
Fir das Populationsmodell ist aber nur y > 0 sinnvoll.
I I I I I
(2) Fixpunkte von v/ = A\y(1 — y/K) sind Nullstellen der rechten Seite,
also y = 0 (keine Population) und y = K (maximale Populationsgréie).
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(3) Dank (2) haben wir die konstanten Lésungen u(z) = 0 und v(z) = K.
Jede Lésung y: [0, z1[ — R mit y(0) € |0, K[ ist somit im Intervall ]0, K|
gefangen: Dank Eindeutigkeitssatz M1¢ kann sie v und v nicht kreuzen.
(4) Da eine Lésung y: [0, z1[ — ]0, K[ keine Polstellen hat, lasst sie sich
fur alle z > 0 fortsetzen (M1c) zu genau einer Lésung y: R>o — [0, K.
(5) Flr y/K =~ 0 gilt ¥ = \y: Kleine Populationen wachsen demnach
zunéchst exponentiell; die MaximalgréBe K hat noch kaum Einfluss.
Nahe der MaximalgréBe y ~ K gilt ¢’ ~ 0, das Wachstum stagniert.
Aus i’ = \y— (\/K)y? folgt " = My —2(\/K)yy'. Fir 0 < y < K haben
wiry’ > 0,alsoy” >0fir0 <y < K/2undy” <0flir K/2 <y < K.
Bis zur Halfte der Maximalgré3e haben wir demnach beschleunigtes
Wachstum (3 > 0), oberhalb der Hélfte gebremstes Wachstum (y” < 0).
(6) Fir 0 < y < K gilt ' > 0, wir erwarten daher y(z) * K flr z — oo.

Dank Bolzano—Weierstra konvergiert y(z) fiir  — oo. Sei ¢ = limy—, o0 y(z) der Grenzwert.
Aus y'(z) = Ay(z)(1 — y(z)/K) folgt lims— o0 ' (x) = Ac(1 — ¢/ K). Dieser Wert muss
Null sein, andernfalls wire y'(x) > m > 0 fiir 2 > o, und y(z) > m(z — xo) wiirde die
Schranke K iiberschreiten. Also gilt A¢(1 — ¢/K) = 0, das heifit ¢ = 0 oder ¢ = K.

Fiir 0 < yo < K haben wir also tatséichlich Konvergenz y(z) /' K fiir & — oo.

© Die vorhergehenden Uberlegungen kldren das qualitative Verhalten.
(7) Wir lsen die logistische Gleichung v/(z) = Ay(z) — (A\/K) y(x)?
schlieBlich explizit. Sie ist vom Bernoulli-Typ M413: Wir substituieren
deshalb v(z) = y(x)~! und erhalten eine lineare DG fir v(x):
V(z) = —y(x) 2y () = “Ay(z) "L+ MK = N K — Av(z)
Diese wird geldst durch v(z) = 1/K — ¢ e, analog zu [M401), also:
1 1
y(@) = v(z) - 1/K —ce >
Der Anfangswert y(0) = yo bestimmt ¢ = 1/K — 1/y,. Wir erhalten:
B K
1+ (K/yo—1)e
© Die Lésung gelingt leicht — jedoch erst mit passenden Methoden.
© Machen Sie die Probe durch Einsetzen in die Differentialgleichung!
© Geduldige Kurvendiskussion bestétigt alle Vorhersagen aus (2-6).
© Diese Gleichung tritt auch beim Massenwirkungsgesetz auf.
Dort I6sen wir sie alternativ durch Separation und Partialbruchzerlegung.

y(z)
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liefert v = tan(z — ¢) unter der Bedingung = € |¢ — 7/2, ¢ + 7/2[.
Rucksubstitution ergibt y(z) = 1 — = + tan(x — ¢). Probe!

© Damit sind alle Lésungen y gefunden. Durch jeden Punkt (z, 1)
geht genau eine Lésung: In diesem Beispiel sind alle AWP gut gestellt!

Substitution: linearer Term seisoel| | Skizze der gefundenen Lésungen Beispiel
In glinstigen Fallen I&sst sich 3 = f(x,y) vereinfachen und Isen durch Losungen ye:Jc — 7/2, ¢ + /2 — R mit ye(2) = 1 — 2 + tan(z — c).

eine geschickte Substitution y(z) = ¢(v(z)) und ¥/ (z) = ¢'(v(z)) v'(z). i ]

Beispiel: Seien a,b, ¢ € R Konstanten. Zu lésen sei die DG

|y =flaz+by+o). | /
Fir v(z) = axz + by(z) + cgilt v'(z) = a + by () = a + bf (v(z)), also / 7 /J
v =a+bf(v). // /

© Diese DG in v ist separierbar und kann so geldst werden. / = /

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Losungen von ' = (z +y — 1)2. //—‘—’ /

Maximales Definitionsintervall? Sind alle AWP y(z¢) = yo gut gestellt? ' #
Lésung: Die Substitution v = = +y — 1 fihrt zu o' = 1 + % / Gut gestellt: Existenz, eindeutig,
Separation v'/(1 + v?) = 1 und Integration zu arctan(v) = = — ¢ Sfltl'g fg:::gg‘ﬁli‘:;gg;‘:‘-

sich nur durch Verschiebung:
Das liegt hier an der Struktur
der Differentialgleichung!
| | |

Substitution: Ahnlichkeits-Differentialgleichung sasma| | Skizze der gefundenen Lésungen Betpi
Eine Ahnlichkeits-Differentialgleichung ist von der Form L6sungen y. :]c, oo[ — R mit y.(z) = z(1 — In(z/c)?/4) und ¢ € Rs,.
Y = fly/z). y e e~
Hierbei muss « # 0 gelten. Firy = zv gilt y = v + zv’ = f(v), also f?ie D,GhitSt & ﬁ\\
Ier nic 5
Ok definiert. <2 N
xT )
. . . . . .QVO T~

© Diese DG in v ist separierbar und kann so gelést werden. \»Q,@‘b

Hierbei wird durch f(v) — v dividiert, also muss dies # 0 sein. _\

Aufgabe: Losen Sie y' = y/z — /1 —y/zfirx > 0und y < x.

Was ist zu jeder Lésung y: I — R das maximale Definitionsintervall? z
Erhalten wir zuséatzliche Lésungen, wenn wir auch y < z zulassen?

Loésung: Die Substitution v = y/z flhrt zu ' = —/1 — v /. Ausflhrlich:

Wir haben hier f(v) = v — /1 — v und nutzen die obige Vorbereitung.
Separation —v’/y/1 — v = 1/x und Integration zu 24/1 —v =Inz —Inc
liefert v = 1 — In(x/c)?/4 unter der Bedingung = > ¢ > 0.
Rucksubstitution ergibt y(z) = z(1 — In(z/c)?/4). Probe!

A\ Unsere Rechnung nutzt © > 0 und y < x: Hier gilt v = y/2 < 1, und wir kénnen durch
v/1 — v dividieren. Durch jeden Anfangswert (zo, yo) mit yo < xo lduft genau eine Losung.
Im Sonderfall v = 1 ist auch y(x) = « eine Losung, wie man durch Einsetzen in die DG sieht.
Durch jeden Anfangswert (2o, yo) mit 0 < o = yo laufen unendlich viele Losungen!
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Skizze der gefundenen Lésungen

Seien a,b: I — R stetig, n # 1. Zu ldsen sei die Bernoulli-Gleichung
y' (@) = a(z) y(z) + b(@) y(=)".

Im Falle y # 0 ist diese DG &quivalent zu y'y ™" = a(z)y' ™" + b(x).
Fir v =y gilt v/ = (1 — n) y'y~™. Wir erhalten so die lineare DG

v'(z) = a(z)v(z) + b(z).

Aufgabe: Lésen Sie ' = y/z — y? fir 2 > 0 mit y(1) = 1.
Losung: Die Substitution y = 1/v fihrt zu v = —v/z + 1.

Diese DG in v ist linear mit a(z) = —1/z und b(x) = 1. Wir finden
A(z) = — Inz. Der integrierende Faktor ist hier e=4) = z, also

2
U(I)_QA(I)/ —A@ bz )dl’—l/zdx— ,r2+c
"

Rucksubstitution ergibt y(z) = 2z /(2% + ¢). Die Probe ist leicht!
Der Anfangswert y(1) = 1 bestimmt die Konstante ¢ = 1.

Loésungen y.:Rsg ~ {v/—c} — R mit ye(z) = 22/(2® + ¢) und c € R.
)

Y
stabit
instabil x

i

© Wir konnen die Differentialgleichung ¢’ = y/x — y* auch vereinfachen und qualitativ [6sen:
Fiir kleine = > 0 hnelt unsere DG y' = y/x — y* der Geradengleichung ' = y/.

Fiir groBe © — oo dhnelt unsere DG 4’ = y/x — y° eher der Gleichung y' = —y2.
Das Ab- und Aufrunden einer Differentialgleichung ist oft eine hilfreiche Technik.

Nochmal Trennung der Variablen Gong| | Skizze der gefundenen Lésungen hung
Aufgabe: Bestimmen Sie alle Lésungen y: I — R der DG Lésungen y, :]—oo, c[ — R mit y.(z) = 1/ V3 —z3undc e R.
‘ y' =327y mit y(0)=1. ‘ }y // '
Maximales Definitionsintervall? Sind alle AWP y(z¢) = yo gut gestellt?
Lésung: Fir y > 0 separieren wir —2y/'/y> = —3z2 und integrieren: I
/
/ -2 y3(:7c) de = / —322 dx + const
y3(z)
= yx) 2= -2 mit ceR
Auflésen nach y ergibt die Lésungen _/
. 1
Ye:]—oo,cl > R mit y.(z) = N i
Die Lésung y. existiert nur fiir x < ¢; bei = ¢ liegt eine Polstelle vor! ] / et y J
Probe! Der Anfangswert y(0) = 1 bestimmt den Parameter ¢ = 1. ————— ———
/\ Weitere Lésungen sind 0 und —y,. Durch jeden Punkt (zq,y0) € R? ! E
geht genau eine Lésung: In diesem Beispiel sind alle AWP gut gestellt!
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Aufgabe: Lsen Sie die Differentialgleichung
1—2zy +2(1 —2P)yy =0 mit y(0) = 1.

Ist sie exakt? Was ist die maximale Ldsung? Inwiefern ist diese stabil?
Was bewirkt eine kleine Stérung des Anfangswerts y(0) =1 +¢?

Lésung: Diese DG ist exakt: rot = 0. (Ware sie noch nicht exakt, so
suchen wir zuerst einen integrierenden Faktor.) Sie ist Ableitung von
z+(1—a?y’=c, ceR

Machen Sie die Probe! (Sie wissen bereits, wie man solche Potentiale
ausrechnet; so gelingt es auch hier. Ubung!) Auflésen nach y ergibt:

cC— - .
ylz) ==+ 1.2 for —1 <z <min{l,c}
Das AWP y(0) = 1 wird gelést fir ¢ = 1. Die maximale Lésung ist hier
1
11, — R, T) = .
y:]=1 o[ =R, y(z) N

Machen Sie die Probe durch Einsetzen in unsere Differentialgleichung!

Das Potential ®(z,y) = = + (1 — 2?)y? Iasst sich veranschaulichen:
Die Lésungen y(z) der DG sind die Niveaulinien des Potentials ®.
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Lésungen y(z) = +

(¢ —z)/(1 — 22) zu Anfangswerten y(0) = yo:

Anfangsdaten sind oft zufélligen kleinen Schwankungen unterworfen,
etwa durch kleine &duBere Stérungen oder ungenaue Messdaten.

Wir sehen hier eine lllustration des beriichtigten Schmetterlingseffekts.
Der Verlauf der Losung héangt empfindlich vom Startwert yo = y(0) ab:
@ Zu |yo| > 1 existiert die Losung nur fir -1 <z < 1
und lauft dann in die Polstelle bei z = £1.

@ Zu 0 < |yo| < 1 existiert die Lésung nur fir —1 < = < /|yol,
danach wird der Radikand negativ.

Nur flr yo = £1 existiert die Losung y(z) = £1//1 + « fur alle z > —1.

Was sagt das Uber die Stabilitdt von Lésungen unter kleinen Stérungen?
Lésungen durch benachbarte Punkte haben nur endliche Lebenszeit:
Entweder sie explodieren bei = = 1 oder sie kollabieren schon zuvor.

/A\ Wenn diese DG ein physikalisches System beschreibt, etwa ein
kritisches Bauteil eines Flugzeugs, dann haben Sie Grund zur Sorge!
Daher fordern wir Stetigkeit / Stabilitat fir gut gestellte Probleme (M1B).
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Aufgabe: Losen Sie die Differentialgleichung

| wsin@y)y' =z +cos(y) mit y(1) =yo € [0,7].

Ist sie exakt? Was ist die maximale Lésung? Inwiefern ist diese stabil?
Was bewirkt eine kleine Stérung des Anfangswerts y(1) = %ﬂ' +e?

Lésung: Wir priifen diese DG auf Exaktheit:
[x + cos(y)} + [71‘ sin(y)} y =0

(@)

g(z,v)
Hierzu muss die Rotation rot(f, g) = d.g — 0, f verschwinden:

0 . 0 .

B—Z(az,y) = —siny, a—g(z,y) = —siny.
© Wir haben Gliick, diese DG ist exakt: rot(f, g) = 0. (Wére sie noch
nicht exakt, so mussten wir zuerst einen integrierenden Faktor suchen.)
© Das Gebiet R? ist einfach-zusammenhéngend. Also hat unser
Vektorfeld (f, g) : R? — R? ein Potential ® : R? — R. Es bleibt uns nun,
eins zu berechnen... Diese Fragestellung kénnen Sie bereits [sen!

Integration: Wegen 8, ®(z,y) = f(x,y) = & + cos y versuchen wir
D(z,y) = /-L + cosydz = %172 + zcosy + c(y).

Die Integrationskonstante ¢(y) héngt nur von y ab. Weiterhin:

0y®(z,y) = —wsiny + d(y) = g(x,y) = —xsiny

Aus ¢/ (y) = 0 folgt c(y) = const. So finden wir das Potential

®(z,y) = 22> + zcosy (+const). (Probe!)

Auflésen von ®(z,y) = ¢ nach y ergibt cosy = ¢/z — x/2, also

C €T
y(x) = arccos (; - 5) .
Der Anfangswert y(1) = yo € [0, ] bestimmt ¢ = £ + cos(yo) € [-1, ].
Fur ¢ = 0 existiert die Lodsung y(z) = arccos(—z/2) fir z € [-2, +2].
Fir —1 < ¢ < 0 existiert die Lésung nur fir z € [1 Fv/2¢+ 1] C [0,2].
Fiir 0 < ¢ < 3 existiert die Lésung fiir z € [v/2c + 1 F 1]. (Skizze!)

(Probe!)
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Skizze des Potentials ®(z, y). Die Lodsungen y(z) sind die Niveaulinien!
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Als Ingenieur:in wollen bzw. miissen Sie oft DGleichungen I6sen!
Bevor Sie vermeintlichen Lésungen (mit dem Computer) nachjagen,
stehen Sie vor dem Grundproblem: Wie viele Lésungen gibt es?
Wenn Sie dies ignorieren, dann stellen Sie sich die falschen Fragen!
Und der Computer wird lhnen numerische Halluzinationen vorgaukeln.

=z,

Kreuzung =
mehrdeutig!

(7

Aufgabe: Wir untersuchen Funktionen y: R — R mit ¢/(z) = 2 - \/|y(z)|.
Kdnnen sich Lésungen u, v kreuzen, von u(—1) < v(—1) zu u(1) > v(1)?

Lésung: Erschreckend, aber ja! Zum Beispiel v(z) = 0 und u(z) = = |z|.

Zusatz: Fiihren Sie dies sorgsam aus. Zu jeder Lésung y: R — R
gibt es Werte a < bin RU {+o00}, so dass y(z) = 0 fir a < = < b gilt,
sowie y(z) = —(a — z)2 fur < e und y(z) = (z — b)? fir = > b.

(1) Warum sind dies tatsachlich Lésungen? Machen Sie die Probe!
(2) Warum sind dies alle Lésungen? Nutzen Sie den 3&E-Satz M1c!

© Meist wollen Sie nicht nur die Existenz, sondern auch und vor allem
die Eindeutigkeit. Genau dazu nutzen Sie den 3&E-Satz. Daraus folgt

insbesondere, dass Uberkreuzungen unméglich sind. Hier jedoch ist der
Satz nicht anwendbar! Unser Gegenbeispiel schafft wohltuend Klarheit.

Fun fact: Im Februar 2025, anldsslich unserer Klausur, habe ich ChatGPT diese Aufgabe gestellt.
Hierzu plauderte es frohlich: ,,1. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Da die rechte Seite
der Differentialgleichung f(y) = 2\/@ nicht lipschitz—stetig ist bei y = 0 (sie hat dort eine
Singularitit), kann der klassische Satz von Picard-Lindelof nicht direkt auf globale Eindeutigkeit
angewendet werden.* Alle Achtung! ,,Dies bedeutet, dass es potenziell mehrere Losungen fiir
dieselbe Anfangsbedingung geben konnte.” Kluge Worte, hier ist Vorsicht geboten! Nach einigen
Rechnugen behauptet es jedoch frech: ,,4. Fazit. Da die Losungen durch ihre Startwerte eindeutig
bestimmt sind und keine zwei Losungen mit u(—1) < v(—1) zu u(1) > v(1) iibergehen
konnen, konnen sich zwei Losungen nicht kreuzen.* Das ist nun offensichtlich falsch!

M439
Ubung

Warum ist die Eindeutigkeit so wichtig und nitzlich?

M440
Ubung

Warum ist die Eindeutigkeit so wichtig und nttzlich?

Aufgabe: (1) Ist jede Funktion y: R — R mit 3/ = 1 — cos(y) beschrankt?
(0) Wie viele Losungen y existieren zu jedem Startwert y(z) = yo?

Jede‘ nicht-‘konsténte IR : :
/7//’/%?

Lésung = — y(z) ist...
| / |

Eara s |
//g T ... gefangen zwischen
‘ SEEEE konstanten Lésungen.

A

Losung: (0) Die rechte Seite f(y) = 1 — cos(y) unserer Gleichung
y' = f(y) ist stetig differenzierbar nach y, also greift der 3&E-Satz M1c.

(1) Wir haben die konstanten Lésungen uy(x) = 2wk flr jedes k € Z.
Jede andere Ldsung y startet zwischen zwei konstanten Lésungen u,
und w1, kann diese nicht kreuzen, bleibt also dazwischen beschrankt!

© Diese Differentialgleichung sieht schlimm aus, und das soll sie auch!
Mit dem I&E—-Satz gelingt dennoch alles schnell, leicht und effizient.

© Bonus: Als gliicklicher Zufall 1&sst sich diese DG sogar explizit I1dsen,
durch y(z) = —2arccot(z — cot(y(0)/2)). Finden ist schwer, Probe leicht!

Fun fact: Im Februar 2025, anlésslich unserer Klausur, habe ich ChatGPT diese Aufgabe gestellt.
,.Die rechte Seite der Differentialgleichung ist gegeben durch f(y) = 1 — cos(y). Daraus folgt
0 < y'(x) < 2. Das bedeutet, dass die Funktion y(z) monoton wachsend ist. Zudem ist das
‘Wachstum durch y’(l) < 2 nach oben beschrinkt.” So weit, so gut, doch dann halluziniert es:
,Beispiel fiir eine unbeschriinkte Losung: Betrachten wir die Anfangsbedingung y(0) = 0. Dann
haben wir y'(0) = 1 — cos(0) = 0. Day’(z) > 0, beginnt y(x) zunichst mit einer horizontalen
Tangente, wiichst aber durch ¢’ () > 0 fiir alle y # 27k. Durch numerische oder qualitative
Betrachtung kann man zeigen, dass y(x) fiir groBe = gegen oo divergiert.“ Schade, das ist nun
offensichtlich Unsinn. Hier kann sich die KI in den nichsten Jahren noch stark verbessern.
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Fluchtgeschwindigkeit und Flugbahn eines Geschosses Ubung

Aufgabe: (1) Formulieren Sie die radiale Flugbewegung r: R>¢ — R
einer Punktmasse m im Schwerefeld eines Planeten mit Masse M.

(2) Multiplizieren Sie mit m7(t), integrieren Sie zur Energiegleichung.
(3) Was ist die Fluchtgeschwindigkeit vx? Im Spezialfall der Erde?
(4) Wie verlauft in diesem Grenzfall die Flugbahn r(¢)?

Lésung: (1) Die Bewegungsgleichung ist nach Newton

#(t) = —yM/r(t)%, r(0)=R>0, 7(0)=u1vy>0.

Wie (iblich ist hier v = 6.67 - 10~ 1'Nm?/kg? die Gravitationskonstante.

Newtons Bewegungsgesetz (in seiner allgemeinen Form) ist Grundlage der Himmelsmechanik.
Im Allgemeinen benétigt man fiir solche DG numerische Methoden. In unserem Spezialfall (4)
jedoch konnen wir sie exakt 1osen! Das ist bemerkenswert, und diese Technik sollten Sie kennen.

© Das Zweikdrperproblem ldsst sich exakt 16sen: Kepler um 1600 emprisch, Newton 1687
mathematisch, Bahnen sind Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln. Es ist oft eine niitzliche Niherung.
A\ Fiir drei und mehr Korper lisst sich die Losung nicht mehr elementar formulieren,

die Differentialgleichung kann im Allgemeinen nur noch numerisch geldst werden.

(2) Wir multiplizieren die DG mit ms(¢) und erhalten

L ymM 7(t)
Durch Integration von 0 bis ¢ erhalten wir die &quivalente Gleichung
1. o ymM 1 5 ymM
—-m7(t)" — — = — = E.
3O~ T M T TR

© Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie ist konstant!
Das Bewegungsgesetz impliziert Energieerhaltung (und umgekehrt).
(3) Wir suchen die Geschwindigkeit vg zur Flucht r(t) — oo flir t — oo.
Notwendig hierzu ist nach obiger Energieformel £ > 0, also

vg > vp = \/2YM/R ‘

Beispiel Erde: M = 5.97-10%*kg, R =6.36-10%m, wvp = 11.2km/s.
© Dies ist die beriihmte Fluchtgeschwindigkeit von der Erdoberfl&che.
Zum Vergleich: 11 200m/s ist etwa 33-fache Schallgeschwindigkeit.
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Fluchtgeschwindigkeit und Flugbahn eines Geschosses

(4) Im Grenzfall E = 0 vereinfacht sich unsere Differentialgleichung zu
\ #(t) = /2y M r(8)"Y2, 1(0) = R. \

Diese DG lésen wir durch Trennung der Variablen und Integration:

¢ t
= / () r(r) 2 dr = / V2yMdr
=0 7=0

t
= Fv'(r)?’ﬂ} =/2yM -t
3 7=0
3/2 _ p3/2_ 3
= r(t)** — R* = 5 2yM -t
2/3
— r(t) = (31)7F‘t+R> R'/3

© Diese Funktion 18st die urspriingliche Bewegungsgleichung mit den
AW r(0) = R und 7(0) = v sowie r(t) — co und 7(0) — 0 flr t — oo.
Die Geschwindigkeit vx genugt also tatsachlich, um dem Schwerefeld
der Masse M zu entfliehen! Somit ist vr die Fluchtgeschwindigkeit.

Skizze der gefundenen Lésung (in natlrlichen Einheiten):

r(t) = 384+ R RV/S e
5R aed" -
o0 & S adl
\\Qe e
. ?\\)G/ *
4R i\ N
c&
WS
3R <
2R
Beispiel Erde:
R vp = 11.2km/s
) =6.36-10%m
T = 568s ¢
T 2T 3T 4T 5T 6T T 8 9T
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Die Raketengrundgleichung nach Ziolkowsky Ubung

Aufgabe: (1) Eine Rakete mit Masse m(t) und Geschwindigkeit v(t)

wird angetrieben durch konstanten Massenaussto3 i = —m = ...kg/s
mit Geschwindigkeit v, = 3500m/s. Die Rakete bestehe anfangs zu 99%
aus Brennstoff. Was ist die Endgeschwindigkeit (ohne weitere Kréafte)?

Losung: (1) Die Impulserhaltung ergibt folgende Bilanz:

0=dp= d(mv) — (dm)(v —wvp) = m-dv+dm- v,

Rakete ausgestoBene Masse Bilanz im Schwerpunktsystem

Division durch dt, Trennung der Variablen, Integration bis Brennschluss:

— ot) = *vbm
= /tl o(t)dt = —up /t1 ) g
t=to Ji=ty m(t)
— o(t2) ~vlto) = v [lnm(®)]" =y :gfi
Zahlenbeispiel = 3.5km/s - In(100) ~ 16.1km/s

Aufgabe: (2) Bei welcher Brenndauer kann man so der Erde entfliehen?
(Senkrechter Start, keine Luftreibung, keine Zentrifugalkraft etc.)

Lésung: Von (1) subtrahieren wir die Erdbeschleunigung g < 9.81m/s?:
m(t)
m(t)
m(to)
m(ty)
Bei vertikalem Start im Schwerefeld der Erde addiert sich der freie Fall.
Zur Vereinfachung nehmen wir geringe Flughdhe an, somit konstantes g.
(In Wirklichkeit nimmt die Erdbeschleunigung g(r/R)~2 deutlich ab;
leider ist die genauere Gleichung auch mihsamer zu integrieren. . .)
Ich begnilige mich hier mit einer groben Uberschlagsrechnung.
Hinreichend kurze Brenndauer T' = t; — t¢ zur Flucht:

9T < 16.1km/s — 11.2km/s ~ 4900m/s

= T < 500s

E v(t) = —up —

= o(t1) —v(to) = vp1n

—g(t1 — to)
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Konstantin Ziolkowski (1857-1935) arbeitete als Mathematiklehrer, seine wissenschaftlichen
Studien verdffentlichte er als Amateur. Aufgrund seiner Berechnungen erkannte er, dass damals
mdgliche Feststoffraketen zum Erreichen des Weltraums zu schwach wiiren, und schlug zum
Antrieb Flussigtreibstoff vor (Wasserstoff, Sauerstoff, Kohlenwasserstoffe). Er veroffentlichte
1903 die Raketengrundgleichung und leitete daraus das Prinzip der Mehrstufenrakete ab.

Zahlenbeispiel fiir eine zweistufige Rakete: erste Stufe voll 50t, leer 5t, zweite Stufe voll 10t,
leer 1t, Nutzlast 1t, Startgeschwindigkeit v(to) = 0, Endgeschwindigkeit vgna = v(t1):
Ve _ 5041041
v 541041

10+1
n
1+1

~1.34 4+ 1.70 = 3.03

Zum Vergleich eine einstufige Rakete mit gleicher Treibstoff- und Strukturmasse:

VEnd 504+ 10+1
— =ln——— =216

w5141
Bei sonst gleichen Daten erreicht die einstufige Rakete also eine geringere Endgeschwindigkeit.
Das ist anschaulich plausibel, da mehr (iiberfliissige) Strukturmasse beschleunigt werden muss.
Die Raketengrundgleichung und die abgeleitete Rechnung priizisieren dieses Phinomen.

Die Raketengrundgleichung folgt aus Impulserhaltung und einer einfachen Differentialgleichung.
Sie ist grundlegend fiir Trigerraketen, da hier die Treibstoffmasse grof3 ist, und die Gesamtmasse
wihrend des Fluges stark abnimmt. Hingegen ist fiir Orbiter wie den Mars- oder Venus-Express
(Seite W221) der Verlust der Treibstoffmasse vernachlissigbar im Vergleich zur Gesamtmasse.

An der Geschichte der Raumfahrt sehen wir exemplarisch eine einhundertjihrige Entwicklung
von futuristischer Vision iiber die mathematische Theorie bis hin zur technischen Realisierung.
Ich betone nochmals: Ohne Vision keine Theorie, ohne Theorie keine erfolgreiche Anwendung.

Jules Vernes (1828-1905) war ein franzosischer Schriftsteller und ein Begriinder der Science-
Fiction-Literatur. Die Abenteuer seiner Helden thematisieren den rasanten Fortschritt und neue
technische Moglichkeiten seiner Epoche und nehmen viele zukiinftige Entwicklungen vorweg:
Cing semaines en ballon (Funf Wochen im Ballon, 1863), De la Terre a la Lune (Von der Erde
zum Mond, 1865), Autour de la Lune (Reise um den Mond, 1869), Vingt mille lieues sous les
mers (Zwanzigtausend Meilen unter dem Meer, 1869). Sein grofter Erfolg war der Roman

Le Tour du monde en 80 jours (In 80 Tagen um die Welt, 1872), der bis heute populir ist.

Konstantin Ziolkowski (1857-1935) war ein russischer Mathematiker und Physiker, Amateur und
Wegbereiter der Raumfahrt. Er vollzog den Schritt von Fiction zu Science: Angeregt durch Jules
Vernes Erzihlungen, schrieb Ziolkowski selbst Geschichten iiber interplanetare Raumfahrt. Dazu
untersuchte er zunehmend die physikalisch-technischen Probleme von Raumfliigen, lang bevor
sie realisiert werden konnten. Er befasste sich mit Fragen des Betriebs von Raumstationen, der
industriellen Nutzung des Weltraums, und schlug den Weltraumlift vor, um Objekte moglichst
giinstig direkt in den geostationdren Orbit zu beférdern. Er hat jedoch nie eine Rakete gebaut und
schien bei vielen seiner Theorien nicht davon auszugehen, dass sie jemals umgesetzt wiirden.
Sein technischer Weitblick wurde erst spiit gegen Ende seines Lebens erkannt und inspirierte
nachfolgende Wissenschaftler wie Hermann Oberth (1894—1989) und Wernher von Braun
(1912-1977). Den Beginn der Raumfahrt (Sputnik 1957, Juri Gagarin 1961) erlebte er nicht.
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Kapitel N

Differentialgleichungen héherer Ordnung

Une loi (physique), pour nous, [...] est une relation constante
entre le phénoméne d’aujourd’hui et celui de demain;
en un mot, c¢’est une équation différentielle.

Henri Poincaré (1854—1912), La valeur de la science (1905)
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Im vorigen Kapitel haben wir Differentialgleichungen '(z) = f(z, y(z))
erster Ordnung in einer Dimension kennen und geschickt I6sen gelernt.
Unsere Techniken wollen wir nun auf DG héherer Ordnung erweitern:

v (@) = f (@), (@),...,y" V(@)
Wichtig und noch gut I&sbar sind lineare Differentialgleichungen:
Y (@) + an-1 (@) y" V(@) + ..+ a1 (2) Y () + ao(@) y(z) = b(x)
Im Falle ag, aq,...,a,_1 € C haben wir konstante Koeffizienten.
Fir lineare DG sind zwei strukturelle Aspekte grundlegend (Satz N3A):
@ Die Lésungsmenge einer linearen Differentialgleichung Ly = b
istimmer ein Vektorraum (b = 0) bzw. ein affiner Raum (b # 0).
@ Dieser Raum hat immer Dimension n: Dies folgt aus Existenz
und Eindeutigkeit der Lésung zu gegebenen Anfangsdaten (N3A).
Das strukturiert und vereinfacht das Problem, alle Lésungen zu finden!
Die lineare Struktur war schon flr lineare DG erster Ordnung sichtbar,
doch erst hier fiir lineare DG hdherer Ordnung spielt die Lineare Algebra
eine zentrale Rolle und entfaltet ihre ordnende Kraft in voller Schénheit.

Im nachsten Kapitel werden wir allgemeiner mehrdimensionale,
gekoppelte Differentialgleichungssysteme untersuchen und I6sen.

Jede (lineare) Differentialgleichung n-ter Ordnung ist aquivalent
zu einem (linearen) n—dimensionalen DGSystem erster Ordnung.
Somit kdnnen wir alle Techniken des nachsten Kapitels anwenden!

Theoretisch ist damit bereits alles geklart. Da aber DG héherer Ordnung
in der Praxis haufig auftreten, wollen wir hier schon die grundlegenden
Rechentechniken méglichst anwendungsfreundlich ausarbeiten.

Fur lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gelingt
uns dies vollstandig. Dieses Kapitel prasentiert hierzu eine Handvoll
erfolgreicher Anséatze und illustriert diese durch zahlreiche Beispiele.
Wann wie welcher Ansatz zum Ziel fuhrt, erklart Ihnen die Theorie!

Um die unzahligen Beispiele und alle méglichen Komplikationen zu
verstehen, sollten Sie daher unbedingt die Grundlagen beherrschen.

Far Vertiefung und zahlreiche schéne Anwendungsbeispiele siehe
H. Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Vieweg, 6. Aufl. 2009
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Beispiel: elektrischer Schwingkreis

Schwingung einer Masse an einer Feder:

IINIINESAIII

— x(t)

Zeit t € R, Auslenkung z(t) aus Ruhelage, Rickstellkraft Fi = —k z,
zusatzlich noch Reibung / viskoser Strémungswiderstand F» = —c .
Newtons Bewegungsgesetz mi = Fy + Fy, also mi +cx + kxz = 0.
Dies flhrt zu einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

‘ () + 205 (t) + w2 a(t) =0 ‘

mit konstanten Koeffizienten § = ¢/2m > 0 und wi = k/m, wo > 0.
Bei duBerer Anregung durch eine Kraft F'(t) = m f(¢) gilt:

| a(t) +203(0) +wfa(t) = 1) |

Allgemein suchen wir alle mdglichen Lésungen z: R — R:¢ — x(t),
speziell die Lésung « zu vorgegebenen Anfangswerten z(to) und &(to).

Diese Differentialgleichung begegnet uns in sehr vielen Situationen.
Sie ist daher grundlegend wichtig in Naturwissenschaft und Technik.
Elektrischer Schwingkreis (RLC), Radioempfanger:
Beziehungen zwischen Strom I und Spannung U:

@ Ohmscher Widerstand: Uz = R 1,

@ Selbstinduktivitat der Spule: Uy, = L 1,

@ Kapazitit des Kondensators: I = C' Ug.
In Reihe summieren sich diese Spannungen zu Uy, + Ur + Ug = const.
Die Ableitung ergibt Uy, + Ur + Uc = 0, also L1 + RI + 51 =0.
Dies fiihrt zur selben Differentialgleichung zweiter Ordnung

‘ () + 208 (t) + w2 a(t) =0 ‘

mit z(t) = I(t) sowie § = £ und w3 = ;- Bei duBerer Anregung gilt:

\ () + 20 3(t) + Wl a(t) = f(t) \
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Beispiel: Pendel bei kleinen Amplituden

Die Riuckstellkraft ist hier nicht-linear:
F(t)=—m-g-siny(t)

m = Masse des Pendelkdrpers

g = 9.81m/s? Erdbeschleunigung

F¢ = mg Gravitationskraft zur Masse m
¢ = Laénge des Pendelstabes

©(t) = Winkelauslenkung

£ (t) = Auslenkung

Newtons Bewegungsgesetz F'(t) = m ¢ ¢(t) flhrt zu

@(t) = —% sin p(t).

Anders als vorige ist dies eine nicht-lineare Differentialgleichung.
Gegeben sind die anfangliche Position ¢(0) und Geschwindigkeit ¢(0).
Fragen: Wie sieht die Trajektorie aus? Wie lang dauert eine Periode?

/A Wir vereinfachen etwas: punktférmige Masse des Pendelkérpers,
vernachlassigbare Masse des Stabes, reibungsfreie Aufhangung, etc.

Fir kleine Auslenkungen gilt sin(p) ~ ¢. (Faustregel fur |¢| < 5°)
Dies fuhrt uns zur linearisierten Differentialgleichung:

o) =T e

Diese Differentialgleichung ist viel einfacher, denn sie ist linear in ¢:

B(t) = —wp(t) mit w= \/%

Dies ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators:

o(t) = pocos(wt + @),  @(t) = —pow? cos(wt + a).

Fir kleine Auslenkungen ist demnach die Periodendauer T' = 27+/¢/g.
Die Anfangsdaten bestimmen die Auslenkung ¢ und die Phase a.

/\ Fiir groBe Auslenkungen brauchen wir eine genauere Rechnung!
Die Losung ist schwieriger und wird im néchsten Kapitel diskutiert.
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Aufgabe: Finden Sie alle Losungen u: R — R der Differentialgleichung

i(t) + 26 u(t) + wiult) = 0.

Wir nennen dies die Gleichung des harmonischen Oszillators
mit Dampfung § > 0 und ungedampfter Eigenfrequenz wy > 0.

Dies ist eine lineare DG zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
In diesem einfachen aber wichtigen Spezialfall zeigen sich bereits die
allgemeinen Techniken dieses Kapitels, die wir anschlieBend ausfiihren.

Lésung: Der Exponentialansatz u(t) = ¢* fiihrt zur char. Gleichung

(N +20a+wd)eM =0 = A=-d+,/02-w} € C.

e — e —
charakteristisches Polynom Eigenwerte des Systems

Je nach Diskriminante beobachten wir verschiedene Reaktionen:

§ < wp: schwache Dampfung, zwei komplex-konjugierte Nullstellen
& > wp: starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen A\; < —6 < Ay <0
6 = wp: kritische Dampfung, doppelte reelle Nullstelle \; = Ao = —0

Physikalische Anwendungen fordern meist reelle Lé6sungen u: R — R.
Oft vereinfachen sich Rechnungen und die Formulierung von Satzen,
wenn wir allgemeiner auch komplexe Lésungen «: R — C zulassen
und anschlieBend in reelle Lésungen umrechnen, falls gewtinscht.

Die Bewegung u(t) wird durch die Startwerte «(0) und @(0) festgelegt.
Die Anfangswerte sind beliebig, wir haben daher zwei Freiheitsgrade.
Als Lésungsraum erwarten wir einen Vektorraum der Dimension 2:
Diese mathematische Aussage formulieren wir spater als Satz N3A.

Im néchsten Kapitel werden wir sie verallgemeinern und beweisen.

Das charakteristische Polynom dieser DG ist p(z) = 2% + 2§ = + w?.
Die Lésungsformel beschert uns die Nullstellen: A;/; = —6 + V02 —wi
und so linear unabhéngige Lésungen wu; (t) = eM? und ua(t) = et
Hierbei unterscheiden wir den komplexen Fall 6 < wy und den reellen
Fall § > wyp; anschlieBend I6sen wir auch den kritischen Fall § = w.

Wir diskutieren zunachst die homogenen Gleichung: rechte Seite f = 0,
anschlieBend eine harmonische Anregung der Form f(t) = cos(wit).
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Schwache Dampfung: § < wy

Im Fall 0 < ¢ < wy gibt es zwei komplex-konjugierte Nullstellen

AMjp=—0+iw mit w=y/wd—-0 0<w<uw.

Die komplexen Lésungen u: R — C der Differentialgleichung sind

ut) = creM e mit ¢, €C. ‘

© Diese Lésungen bilden einen zweidimensionalen C—Vektorraum.
Der Kérper C vereinfacht die Rechnung. Physikalische Anwendungen
fordern jedoch reelle Lésungen. Dazu rechnen wir die komplexe Basis
g /g = et = yy iy, : R — C um in die reelle Basis v; ), : R — R
mit vy = 3 (u1 +u2) = e~ cos(wt) und vy = & (u1 — ug) = e~ sin(wt).
Die reellen Lésungen »: R — R der Differentialgleichung sind demnach

Die Masse wird durch die Federkraft zur Ruhelage zuriickgezogen,
aufgrund ihrer Tragheit schwingt die Masse jedoch dariber hinaus.

1

I~ - uy(t) = e =% cos(wt)
\e --- ug(t) = e % sin(wt)
T _ o0t

Die Losungsmenge Lo besteht aus allen C*~Funktionen

_ =6t : f b w:R — R mit der Eigenschaft ii 4+ 26 1 4 wg u = 0.
=e os(wt 9 S mit  aq, R. - & 0
u(t) N [Oq (‘os(wf) oz sm(wt)} i @@ € §pad Sie ist ein Vektorraum, dank Addition und Skalierung,
. " . . L . s und diese beiden Losungen (u1, u2) bilden eine Basis.
© Diese Lésungen bilden einen zweidimensionalen R—Vektorraum. -1 en (g 12)
© Fr é = 0 haben wir die ungedampfte Schwingung mit w = wy, 0 27 fw dmfw 67 /w
- N109 - N110
Starke Dampfung: § > wy Starke Dampfung: § > wy
Im Fall § > wy gibt es zwei reelle Nullstellen \; < \; < 0, ndmlich Dies nennt man auch den Kriechfall: Es gibt keine Schwingung,
das System kriecht nach einer Auslenkung zur Ruhelage zurick.
AN = —§ — 2 _ 2 _ - _ /852 _ ()2 .
1 0 0 wy < 0 < A d+14/0 wy < 0 — 3 —; T
ui(t) =35e"" —5e
Hierzu gehéren die Lésungen et und e*2* als Eigenfunktionen. e —up(t) =det — Lo
Die allgemeine Lésung erhalten wir durch Linearkombination:
Die Losungsmenge Ly ist ein Vektorraum und
‘ u(t) =1 eMt 4 Co erzt ‘ diese beiden Losungen (u1, u2) sind eine Basis.
Zur Startzeit t = 0 konnen wir die Position
© Diese Lésungen bilden einen zweidimensionalen K—Vektorraum: ?<8) T Z € Dﬂig“‘l‘_’ ";L_‘Ch die Gbesc““’dmd;%l]‘te“
Fur reelle Losungen «: R — R dirfen wir die Konstanten ¢y, co € R frei Zizﬂ gie eideufi;ﬁgsﬁrggi 2221 f’:b‘:l:"
wéhlen, fur komplexe Lésungen u: R — C entsprechend c;, ¢z € C.
Zahlenbeispiel: Die Differentialgleichung (t) + 44(t) + 3u(t) =0
fihrt zur Gleichung A2 + 4\ +3 =0, also A\; = —3 und Ay = —1. pi
Die DG hat als reelle Losungen u(t) = ci e 3 + cpe ™t mit ¢, co € R. R
Anfangswerte «(0) = 1 und @(0) = 0 fihren zu u(t) = 3e~t — L e73..
Anfangswerte u(0) = 0 und @(0) = 1 fiilhren zu u(t) = et — Le73. % 1 9 3
N111 N112

Kritische Dampfung: 6 = wy

Kritische Dampfung: 6 = wy

Im Fall § = wy gibt es eine doppelte reelle Nullstelle A = —6.
Wir finden die Lésung e™ und zusétzlich ¢ e* als Hauptfunktionen.
Die allgemeine Loésung der Differentialgleichung ist in diesem Fall:

u(t) = eM(c; + cot)

© Diese Lésungen bilden einen zweidimensionalen Vektorraum:

Fir reelle Losungen «: R — R dirfen wir die Konstanten ¢;, ¢2 € R frei
wahlen, fiir komplexe Lésungen «: R — C entsprechend ¢, ¢s € C.
Nachrechnen: Zu Isen ist hier ii(t) — 2\ u(t) + A2 u(t) = 0.
Linearfaktorzerlegung (9; — A\)(0; — M) u(t) = 0. Einsetzen:

(8 = N0 = A) [eM] = (9 — A [AeM — XeM]

= (9 = N)|[0] =0
(B — N0 = A) [teM] = (0 — A) [eM + At — ateM]
= (0 — M) [eM] =0

© Damit sind zwei linear unabhangige Lésungen gefunden.

Dies nennt man den aperiodischen Grenzfall: Er liegt genau
auf der Grenze zwischen gedampfter Schwingung und Kriechfall.

—u(t)=(1+t)et
ug(t) =te™t

@y (0) =0

Zur Startzeit ¢t = 0 konnen wir Position
u(0) = a € R und Geschwindigkeit
(0) = b € R vorgeben und erhalten
die eindeutige Losung u = auy + buo.

NI




Erzwungene harmonische Schwingung e Erzwungene harmonische Schwingung Edautonng
Aufgabe: Bei Anregung durch f(t) = acos(wst) ist als DG zu l6sen /\ Im Sonderfall § = 0 und w; = wp schlégt unser Ansatz ce“? fehl!
i(t) + 26 0(t) + wh u(t) = acos(wit). B(t) + W 2(t) = [wg - w2] celwt £ gelwot
Gesucht ist eine reelle Lésung der Form u(t) = A cos(wt — ¢), Zur Gleichheit muss w = wy gelten, aber dann verschwindet [w3 — w?].
also Frequenz w € R, Amplitude A € R>( und Phase ¢ € R. In obiger Formel fiir ¢ ist das genau die Polstelle! Modifizierter Ansatz:
Lésung: Dies ist der Realteil der korr;plexen D|fferent|a|g|e|chung () = cte,  A() = co¥t 4 ctiw e,  E(f) = 2eiw et — ctu? ot
z 3 _ iwit . | .
Z(t) + 20 2(t) + wi 2(t) = a et — () +wRz(t) = [2iw+t (@R —w?)] et £ et
Der Exponentialansatz z(t) = ce? fiihrt uns zur Gleichun
P ? 2() =ce 2 - ot 9 Durch Vergleich finden wir die Werte w = wp und ¢ = a/(2iwy). Also:
—w* +20iw +wy| ce™ = ae'h.
iwot o o 3
Damit finden wir w = w; und ¢ = a/(w — W} + 20iw;) = Ae . z(t) = a;fw _at COb(th)zi}lat sin(wo?) = % sin(wot) — i% cos(wot)
© Das System reagiert mit derselben Frequenz wie die Anregung! ‘0 .U L 0 ) 0
In der Polardarstellung ¢ = Ae~i¥ erhalten wir z(t) = A /“11=%) mit Der Realteil u(t) = (a/2wo) ¢ sin(wot) 16st ii(t) + wg u(t) = a cos(wot).
a 25w, 0 fiirw; < wo /\ Das System reagiert mit derselben Frequenz w wie die Anregung,
A= = V2 1 1022 (p = arctan Z ol + { fir ’ aber die Amplitude wéchst unbeschrankt: Wir nennen dies Resonanz.
V(wg = wi)? + 40%wy oTwr |m o lurwr > o Anschaulich: Jedes Kind lernt dieses Phinomen beim Schaukeln.
© Damit haben wir die reelle Lésung u(t) = A cos(wt — ) gefunden. Die Anregungsfrequenz trifft genau eine Eigenfrequenz des Systems!
Amplitude und Resonanz "1 Amplitude und Resonanz Edeutsrung

e

3 —0=0

g 3a —0=0.1wg
25 —0=0.2uwg
@ “o —§=03w
3 2 — 6 =04w
2 —5=0.5w
370 —35=0.Twy
< 4 —d0=1.0wg
O

S 2 —d=15wp
= —(5:3.0000
Q

€

< 0

0 wo 2wo 3wo

Frequenz w, der duBeren Anregung f(t) = a cos(w1t)
Die Amplitude ist maximal fir w? = w2 — 262 bzw. wy = 0 falls 262 > wi.

Die Resonanz ist dabei umso starker, je kleiner die Dampfung § ist.
Fir 6 ~ 0 und w; ~ wy kommt es zur Resonanzkatastrophe.

Erzwungene Schwingungen sind ein weit verbreitetes Phdnomen:
@ Mechanik: Schaukel, Briicke bei gleichmé&Bigen Schritten / Wind,
Vibrationen von Fahrzeugteilen bei bestimmten Drehzahlen,
@ Akustik: Tonerzeugung in Musikinstrumenten, Resonanzkérper,
Mitschwingen einer nicht gespielten Saite oder einer Stimmgabel,
@ Elektrotechnik: elektrischer Schwingkreis, Radioempfang, WLAN,
@ Hydromechanik: Tideresonanz der Ozeane und groBen Meere.

Auch die (Hochschul-)Didaktik zeigt Resonanzphinomene: Jede Lernende folgt ihrem eigenen
kognitiven Bewegungsgesetz (Riickstellkraft, Triagheit, Vergessen), wird von auBen durch die
Lehrende angeregt auf einer vorgegebenen Frequenz (als erzwungene Bewegung, extrinsich).
Trifft die anregende Frequenz in etwa eine Eigenfrequenz (intrinsisches Interesse), so kommt es
zur Resonanz: Das ist die ideale Lern- und Lehrsituation! Anregung mit zu niedriger oder zu
hoher Frequenz hingegen zeigt kaum Wirkung. Auch das kennen Sie aus eigener Erfahrung.

Bei hunderten Teilnehmer:innen sind die individuellen Eigenfrequenzen meist sehr breit gestreut.
Egal auf welcher Frequenz ich sende, nur bei einen kleinen Teil bringt es eine Saite zum Klingen.
Dieses Phidnomen ist mir schmerzhaft bewusst, aber unter den gegebenen Bedingungen wohl

unvermeidlich. Das erklirt auch die Bedeutung, sich aufeinander einzustellen. Ich versuche, auf
verschiedenen Frequenzen zu senden, und lausche den Reaktionen. Das eigentlich Erstaunliche
ist nicht, wie oft die Ubertragung misslingt, sondern dass sie manchmal tatsichlich funktioniert.

. . . N117
Zusammenfassung: freie harmonische Schwingung
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Zusammenfassung: erzwungene harmonische Schwingung

Satz N1A: freie harmonische Schwingung
Gegeben seien reelle Konstanten 4, wy € R>( sowie wi,a € R>o.
(1) Die homogene lineare Differentialgleichung

‘ iW(t) + 20 u(t) + wi u(t) =0 ‘

hat einen zweidim. linearen Lésungsraum; die allgemeine Ldsung ist

~

u(t) = crur(t) + coua(t) mit freien Konstanten ¢;,c; e K =R, C
e7% [e) cos(wt) + epsin(wt)]  fir § < wo und w = /w3 — &2,
= e [cre ™M 4 cpeM] fir § > wo und A = /62 — Wi,

e™% [c1 + eot] fiir 6 = wy (kritische Dampfung).

Diese Lésungen sind reell, also eine Basis Uiber R, ebenso ber C.

Anfangswerte u () und 4(ty) kdnnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten ¢, co eindeutig fest (und umgekehrt).

Satz N1A: erzwungene harmonische Schwingung
(2) Die inhomogene lineare Differentialgleichung

ii(t) + 28 u(t) + wd u(t) = acos(wit)

hat einen zweidim. affinen Lésungsraum; die allgemeine L&sung ist

u(t) = uo(t) + crui (t) + couz(t) mit freien Konstanten ¢y, ¢ € K und
fir 6 > 0 oder wy # wp (generisch N113),
Amplitude A = a//(w§ — w})? + 402w},
Phase ¢ = arctan[26w; /(w3 — w?)] (+7),
fir 6 = 0 und wy = wp (Resonanz N114).

Acos(wit — )

ug(t) =

a
—— tsi t
o sin(wit)

LAllgemeine Lésungen = partikulére Lésung + homogene Lésungen*®

Anfangswerte u(to) und (to) kdnnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten ¢i, c2 eindeutig fest (und umgekehrt).

. o - N
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Freie und erzwungene harmonische Schwingung

Typische Beispiele: Bei schwacher Dampfung 0 < § < wy gilt

u(t) =

Acos(wit — @) + e [c1 cos(wt) + cosin(wt)]

periodische Lésung Einschwingvorgang — 0 fiir t — oo

Nach Einschwingzeit sehen wir nur noch die periodische Lésung ug:
Das System reagiert mit der erzwungenen Frequenz w; der Anregung,
mit konstanter Amplitude A und Phasenverschiebung ¢ wie berechnet.
Flr w; — 0 gilt A — a/w?: Niedrige Frequenzen werden gedampft.

Flr w; — oo gilt A — 0: Hohe Frequenzen werden verschluckt.

Der Sonderfall 6 = 0 und w; = wy flhrt zur Resonanz(katastrophe):

2y sin(wot) +

u(t) = 0

c1 cos(wot) + ¢z sin(wot)

] 1 I
periodisch, insbesondere beschrankt

wéchst unbeschrankt

Manchmal ist genau dies erwiinscht, etwa beim Radioempfang.
@ How I broke a wine glass with my voice. youtu.be/0c27GxSD_bI
© Mit unseren Techniken lésen Sie alle Falle vollstandig und explizit.

Die allgemeine Lésung / Schwingung u: I — R ist die Uberlagerung
einer inhomogenen L&sung / erzwungenen Schwingung uo und
einer homogenen Lésung / freien Schwingung cju; + caus.

Die Konstanten ci, ¢z € R ergeben sich aus Anfangsdaten w(to), u(to).
Bei Dampfung ¢ > 0 klingen w;(t) — 0 und us(t) — 0 exponentiell ab.
Der Einfluss der Startwerte ist nach gewisser Einschwingzeit kaum
noch splrbar, es bleibt schlieBlich nur die periodische Lésung w.

Im dampfungsfreien Fall § = 0 klingen die freien Schwingungen

uy(t) = cos(wot) und ua(t) = sin(wpt) nicht ab. Zudem fuhrt eine
auBere Anregung mit Frequenz w; = wp zur Resonanzkatastrophe:
Die Amplitude der Schwingung wachst (theoretisch) unbegrenzt.

Fir praktische Zwecke gilt dies bereits fiir § ~ 0: Die Schwingungen
uq,ug klingen sehr langsam ab, bei realistischer Beobachtungsdauer
sind Dampfungsverluste kaum wahrnehmbar. Bei Anregung mit wy ~ wy
kommt es zu sehr starker Resonanz, die Amplitude der erzwungenen
Schwingung wachst schlieBlich Gber die Belastbarkeit des Materials.



http://youtu.be/Oc27GxSD_bI

Lineare DG mit konstanten Koeffizienten e
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Lineare DG: Fundamentalldsungen

Wir betrachten eine lineare DG mit konstanten Koeffizienten:

y(")(az) +an_1 y(”fl)(z) +...+ a1y (z) +apy(x) = b(x)

Hier sind ag, a1, ...,a,—1 € K=R,C konstantund b: R 2 I — K stetig.
Den wichtigen Spezialfall n = 2 haben wir bereits eingangs ausgefiihrt.

Wir I6sen zundchst die homogene Differentialgleichung mit b = 0.
Exponentialansatz: y(z) =™, ¢/ =Xy, ¥/ =Xy,..., y™ ="y
Einsetzen in die DG ergibt (A" + an—1 A" 1+ ... + a1 A + o) X = 0.
Genau dann erfilllt y : R — C: 2 — y(z) = ¢*® die homogene DG,
wenn A € C eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist:

p(z) =2" + Q12" V4 az+ag ‘

Wir zerlegen p € Clz] in Linearfaktoren: p(z) = (x — A\1)¥ -+ (z — A)*
mit Nullstellen Ay, ..., A, € C und ihren Vielfachheiten &, ..., k, € N>1.
Diese Nullstellen seien paarweise verschieden, also \; # \; fur i # j.
Fundamentalsatz F3c: Uber C ist die Zerlegung immer méglich!

Satz N2A: komplexe und reelle Fundamentallésungen

Zu l8sen sei p(0) y = 0 mit p(z) = (z — A\)* - (x — \)* € C[a].
(1) Hierzu haben wir n linear unabhangige Fundamentallésungen

e)\lz" IeA117 1,2 e/\lz7 o

Aex

et xe)\gur7 1?2 e)\gz

(2) Istp e R[z] reellund A = o + iw mit o,w € Rund w # 0 eine k-fache
Nullstelle, so gilt dies auch fir die komplex-konjugierte Zahl A = o — iw.
Durch Basiswechsel erhalten wir n reelle Fundamentallésungen:

a =il 3 g c— J
Mo e“} {e” cos(wx), ..., zF~1e?® cos(wz)
Basi hsel

A ahlel €7 sin(wz), . .., "1 e?® sin(wx)

(3) Diese n Lésungen 1, ..., y, : R — K sind K-linear unabhéangig.

(4) Jede Lésung y: R — K der homogenen DG p(9) y = 0 hat die Form
y=ciy1+ ...+ cpyn, Mitcy, ..., ¢, € K. Kurz: Lésungsraum Ly = K".

N203
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Anwendungsbeispiel: einfache Nullstellen
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Anwendungsbeispiel: doppelte Nullstelle

Aufgabe: Losen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem
Y +3y +2y=0 mit y(0)=1, 3'(0)=0.

Lésung: (a) Das char. Polynom unserer Gleichung p(9) y = 0 ist
pla)=22+3z+2=(z+1)(z+2).

Nullstellen: —1, —2. Als Fundamentallésungen der DG erhalten wir

y(z) =e7%, yolz) =,

Diese sind linear unabhangig. Die allgemeine reelle Lésung ist also

yx)=are™ + o e mit a,a0 €R.

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:

=1 (11:2
=0 ay = —1

Die gesuchte Losung des AWP ist also y(z) = 2¢~* — e~2*. Probe!
Das entspricht einem harmonischen Oszillator mit starker Dampfung.

y(0) = a1 + as
¥ (0) = —a; — 203

Aufgabe: Losen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem
Y +2y +y=0 mit y(0)=1, y'(0)=0.

Lésung: (a) Das char. Polynom unserer Gleichung p(9) y = 0 ist
pla) =22+ 20 +1=(z+1)%
Doppelte Nullstelle —1. Als Fundamentalldsungen der DG erhalten wir

yi(xz) =e", ya(z) =ze "

Probe: y(z) = (1 —2z)e™®, yy(x) = (x — 2) e, y4 +2y5 +y2 = 0.
Diese sind linear unabhangig. Die allgemeine reelle Lésung ist also
mit

y(z) = e (a1 + azz) o, a0 € R,

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:

=1 (11:1
=
=0 as =1

Die gesuchte Lésung des AWP ist also y(z) = e *(1 + x). Probe!
Das entspricht einem harmonischen Oszillator mit kritischer Dampfung.

y(0) =
¥ (0) = —a1 + as

N205
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Anwendungsbeispiel 3. Ordnung

Aufgabe: Losen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem
W =T +6u=0 mit u0)=3, (0)=5, u(0)=8.

(c) Berechnen Sie das Fundamentalsystem uy, ug, uz : R — R mit

U] Uz U3 1 00
up uh uy |(0)=1[0 1 0
uf uy ouf 001

Lésung: (a) Das char. Polynom unserer Gleichung p(9) y = 0 ist

p(x) =2~ Tz +6 = (z —1)(z —2)(z +3).
Die Nullstellen des char. Polynoms p sind hier 1, 2, —3. Die Probe ist wie immer leicht!
In Ubungs- oder Klausuraufgaben wird man eine Nullstelle ) raten und dann den Linearfaktor
(z — A) durch Polynomdivision abspalten, bis man auf ein Polynom vom Grad < 2 kommt.
Diese kiinstliche Situation ist hoffnungslos unrealistisch aber leider iiblich. Wenn Thnen ein
freilaufendes Polynom in der Natur begegnet, werden Sie seine Nullstellen nicht raten kénnen.
Es bleibt oft nur ihre niherungsweise Bestimmung durch geeignete numerische Methoden.
Als Fundamentallésungen der DG erhalten wir somit e?, %%, =37,

Die allgemeine Losung ist a1 ¢® + ag e®® 4 az e ™% mit a1, az, a3 € R.

(c) Unsere drei Fundamentallésungen y;(x) = e%, ya(z) = %%,
y3(z) = e~3% fassen wir zur Fundamentalmatrix zusammen:

vi(z) v2(zx) ys(@) ot e e
Y(z)=|yi(z) wh(z) wi(z) | = [e" 26> —3e7™
vl (z) ys(z) y5(2) e 4eX  9eTH®

Diese Matrix ist stets invertierbar, speziell fir = = 0 finden wir:

11 1 L[ 30 -5 =5
Y0)=(1 2 -3 = Y(O)‘1:% -12 8 4
14 9 2 -3 1

Basiswechsel von der alten Basis 1, y2, y3 zur neuen Basis u;, ug, us:
— 30 12 2
up Uz U3 up = +70y1 — 3092 + 2093
-1 5 :
Y(@)Y0) ™= (u, uh uh| = Sus=—2y1 + Sy0 — Su3
1" 1" 5
up Uy U Uz = —25y1 + 3692 + 3593

(b) Die gesuchte Lésung des AWP ist u(z) = 3uj + 5Sug + 8us. Probe!

N207
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Anwendungsbeispiel: komplex vs reell

Aufgabe: Losen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem
Yy +2y +5y=0 mit y(0)=1, /(0)=3

Lésung: (a) Das charakteristische Polynom ist p(z) = 22 + 2z + 5.

Die Nullstellen X, = —1 4 /1 —5 = —1 + 2i sind komplex-konjugiert.
Komplexes Fundamentalsystem: e(~1+2)z  ¢(~1-2i)z

Komplexe Lésungen: z(x) = ¢ e("12)7 4 ¢y 1202 mit ¢ ¢ € C
Reelles Fundamentalsystem: e~* cos(2z), e sin(2x)

Reelle Losungen: y(z) = oy e % cos(2z) + age T sin(2z) mit a, a2 € R

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:
y(0) = a3 =1 ap =1
, =
y(0)=—a1+2a2 =3 g =2
Probe! Die Losung des Anfangswertproblems ist demnach

y(z) = e7"(cos(2z) + 2sin(2z)).
© Uber die komplexe Losung kommt man zur selben Losung.

Aufgabe: Finden Sie ein reelles Fundamentalsystem der Gleichung

y@ + 8y + 16y = 0.

Lésung: Das char. Polynom unserer Gleichung p(9) y = 0 ist

p(z) = a* + 822 416 = (2 + 4)? = (z — 20)%(x + 2i)%
Doppelte Nullstellen 2i, —2i. Ein komplexes Fundamentalsystem ist
—2ix

eZix. —2ix

e , T 8211:’

s re
Probe! Hieraus gewinnen wir das reelle Fundamentalsystem
sin(2z),
Basiswechsel! Jede reelle Lésung hat demnach die Form

y(x) = cos(2x) (a1 + agx) + sin(2x) (ag + aq )
mit eindeutig bestimmten Konstanten oy, as, as, ay € R.
© Wie immer gilt: Anfangswerte y(zo), v/ (z0), v (x0), ¥ (x0) € R
zu einem Startzeitpunkt =y kdnnen beliebig vorgegeben werden;
sie legen die freien Konstanten a1, as, as, ay € R eindeutig fest.

cos(2z), zcos(2z), xsin(2z).
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Spezielle rechte Seite mit einfacher Resonanz Ubung

Satz N2E: Lésungsansatz flir spezielle rechte Seiten
(1) Seien p, r € C[z] Polynome. Zu I6sen sei die Differentialgleichung

| p@)y(@) = r(@) e |

Ist i eine k-fache Nullstelle von p, so existiert eine Lésung der Form

‘ yp(x) = q(z) zF e ‘

mit einem eindeutigen Polynom ¢ € C[z] vom Grad deg g = degr-.
Hier ist k = 0 erlaubt; bei k& > 0 spricht man von k-facher Resonanz.

(2) Speziell p(9) y(x) = e** wird geldst durch yy(z) = e® ¥ /p®) ().

© Sie finden ¢ geduldig durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich.
© Der Ansatz funktioniert ebenso fir r(z) = r(x) e mit 4 = 0 sowie
T(ﬁ) e T(I) . %[e(oﬂ»iw)z + e(t‘/*iw)z]7

T‘(I‘) i [C(aJriw)a;

ra) - &

cos(wz) =

e’Tsin(wz) = - c(”’i”)‘”]‘

Aufgabe: Finden Sie alle Losungen der Differentialgleichung
y'(x) — o (z) — 2y(z) = z®.
Lésung: Char. Polynom p(z) = 22 — 2 — 2 = (z + 1)(x — 2).
Fundamentalsystem der homogenen Gleichung: e~%, 2.
Wir 16sen p(9) y(z) = x e#* fir u = 2. (spezielle rechte Seite)
Hier ist 1 = 2 eine einfache Nullstelle von p. (Vielfachheit £ = 1)
GemaB Satz N2€ gelingt y,(x) = g(x) e** mit ¢(x) = 1@ + co2?.
Einsetzen in die DG und geduldiges Ausrechnen liefert:
p(O) () = 0+ 1)(0 ~ 2) [alw) €] = ¥ (94 3)D g(x)
=e*[¢"(z) +3¢'(2)] = ¢
Koeffizientenvergleich: ca = 1/6 und ¢; =
y(@) = are™® + (327 — Lo+ az) *”

Machen Sie die Probe: in DG einsetzen und geduldig ausrechnen!

2z

*(2c2 4 3¢1 + 6c2) = ze

—1/9. Allgemeine L&sung:
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Aufgabe: Finden Sie alle Lésungen der Differentialgleichung

Y (@) + 4y (@) + dy(2) = 10e7%. |
Lésung: Char. Polynom p(z) = 2? + 42 + 4 = (z + 2)2.
Fundamentalsystem der homogenen Gleichung: e~2%, ze2%,
Wir I6sen p(9) y(z) = 10e#* fir p = —2. (spezielle rechte Seite)
Hier ist 4 = —2 eine doppelte Nullstelle von p. (Vielfachheit & = 2)
GemaR Satz N2E gelingt der Ansatz y;(x) = c2? e~2*. Einsetzen liefert

p(O) () = (0+2)*[ca® e

=e¢ .92 (cxz) =e¢®.92¢c = 10¢

Koeffizientenvergleich: ¢ = 5. Die allgemeine L&sung ist demnach
y(@) = 522+ a1 +as)e

Machen Sie die Probe: in DG einsetzen und geduldig ausrechnen!

Anfangswerte y(zo) und y'(xo) kdnnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten aq, as eindeutig fest (und umgekehrt).

—2z

—2x

Wir haben hier c2? e =2 angesetzt und Koeffizienten verglichen.

Der obige Satz N2 nennt fur diesen Fall eine Lésungsformel:
Speziell p(d) y(z) = e wird geldst durch y;,(z) = e#* % /p®) (1).
Wir kénnen den gesuchten Koeffizienten ¢ also auch direkt durch die
Formel ¢ = 10/p”(—2) berechnen; die Wahl ist Geschmackssache.
Wir filhren diese alternative Rechnung als lehrreiche Ubung aus:

p(x) =a® +4x 44, p(=2)=0,
p(x) =2z +4, P'(=2) =0,
p'(z) =2, p(-2)=2.

Wir erhalten ¢ = 10/p"(—2) = 5, also y(z) = 5 2% e~2* wie zuvor.

© Beide Ergebnisse stimmen (iberein. Die Wahl des Rechenweges ist
Geschmackssache, beide sind hier in etwa gleich lang: Das liegt an der
besonders einfachen Form des charakteristischen Polynoms p(z).

A\ Im Allgemeinen ist die Lésungsformel yy(z) = e#® z* /p(®¥) (1) kiirzer
und leichter. Die vorige Aufgabe illustriert dies recht gut.
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Aufgabe: Finden Sie alle Losungen der Differentialgleichung
yP(@) +y V(@) + 24" (2) + 24" (@) + ¢/ () + y(a) = b(z)

mit rechten Seiten b(z) = 0, e, e, €@, e, cos(x), cos(2z).

Lésung: (a) Das char. Polynom unserer Gleichung p(9) y = 0 ist

p(x) = P+t 4223+ 2%t +1 =
= (x4 1)(z?+1)? =

(z+1)(z* + 227 +1)
(z+1)(z — 0)2(x + )2
Nullstellen: —1, i, i, —i, —i (ausprobieren und faktorisieren)
Komplexe Fundamentalldsungen: e=2, e?, zel®, e7i%, ze~
Allgemein komplex: y(x) = ¢; e + e(cy + c3x) + e 7% (cqy + c5x)
Reelle Fundamentallésungen: e=*, cos(x), x cos(z), sin(z), x sin(x)
Aligemein reell: y(z) = oy e™* + cos(z) (a2 + agz) + sin(z) (4 + asz)
© Anfangswerte y(z), ..., y®(20) € R kénnen beliebig vorgegeben
werden und legen die freien Konstanten a,...,a;5 € R eindeutig fest.

iz

(b) Wir 16sen p(0) y(z) = e#* flr u = 1. (spezielle rechte Seite)

Dies ist keine Nullstelle von p (Vielfachheit k£ = 0), genauer p(1) = 8.
Partikularlésung: y,(x) = €% /8. (Probe!) Allgemeine Lésung:

% e’ +are”

y(x) = 7 + cos(z) (az + asz) + sin(z) (ayg + as2)

© Machen Sie die Probe! Ebenso findet man y, durch den Ansatz
yp(x) = ce”, Einsetzen p(0) e* = 8¢”, Koeffizientenvergleich ¢ = 1/8.

(c) Wir l6sen p(9) y(x) = e#* flr u = —1. (spezielle rechte Seite)
Einfache Nullstelle von p (Vielfachheit k = 1): p(—1) =0, p'(—1) = 4.

Partikularlésung: y,(z) = e* z/4. (Probe!) Allgemeine Lésung:
y(x) =e “(a1 + %) + cos(z) (a2 + azx) + sin(z) (o + asz)

© Machen Sie die Probe! Ebenso findet man , durch den Ansatz
yp(z) = cxe™®, Einsetzen in die DG und Koeffizientenvergleich. Ubung!

N231
Ubung

Spezielle rechte Seite mit & ohne Resonanz

N232
Ubung

Spezielle rechte Seite mit & ohne Resonanz

(d) Wir I6sen p(0) y(z) = e** fUr u = i. (spezielle rechte Seite)
Dies ist eine doppelte Nullstelle von p (Vielfachheit & = 2), genauer:

pla) =2 +at+ 223+ 222 v+ 1, pi) =0,
p'(z) = 5at + 4a® + 62° + 4z + 1, p'(i) =0,
P (x) = 202 + 1222 + 122 + 4, p'(i) = —8 — 8i.

Partikularlosung: yy(z) = e'® 22/(—8 — 8i). (Probe!)

+ei‘t(02+63:c7 1633)

Allgemeine Ldsung:

ylx) =cre ™ (04 + 05:5)
(e) Wir I6sen p(0) y(z) = e** fir u = —i analog zu (d):
Wir berechnen hierzu p(-i) =0, p'(-i) =0, p”(-i) = —8 + 8i.

Partikularldsung: y,(z) = e7 22/(—8 + 8i). Allgemeine Lésung:

+ e (co + c3x) + €7 (ca + c5w — LHa?)

y(x)=cre™®
© Machen Sie die Probe! Ebenso findet man y, jeweils durch den
Ansatz y,(z) = ca? e*®, Einsetzen und Koeffizientenvergleich. Ubung!

© Gleichungen (c-d) und ihre Lésungen sind komplex-konjugiert.

(f) Wir 16sen p(0) u(x) = cos(z) und p(9) v(x) = sin(x).
Dies ist Real- und Imaginarteil der Gleichung p(9) y(z) = e'®.
Lésungen erhalten wir aus Real-/Imaginéarteil der komplexen Lésung

yp(x) = 12611 = i:v2 ~(i—1) (cosz + isinz)

= —ﬁ 22 (cos T + sin .’IJ) +1i % z? (cos x — sin .’L’)
L 1] L 1]

up, Vb
Die allgemeinen reellen Lésungen sind demnach:

15°)

177)
© Machen Sie die Probe! Ebenso findet man y, durch den Ansatz
yp(z) = (acosz + bsinx) 22 e'?, Einsetzen und Koeffizientenvergleich.
(9) Wir 16sen p(0) y(z) = e** flr p = 2i. Hier finden wir p(2i) = 9 + 18i.
Partikularlésung: y,(z) = /(9 + 18i) = (cosz +isinz) - (1 — 2i)/45.
Real-/Imaginarteil 16sen p(9) u(x) = cos(2x) und p(d) v(z) = sin(2z).

1e %+ cos(x)(ag + azr — %61:2) + sin(z) (a4 + asr —

a
v(z) = e + cos(z) (a2 + azz + %6122) + sin(z) (o + asz —
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Wir betrachten die Differentialgleichung p(9) u(t) = a(t), zum Beispiel

Jede harmonische Anregung a erzwingt eine harmonische Reaktion u:

a(t) = p(iw) et
= u(t) = pliw) et + e

‘ ii(t) + 26 0(t) + w2 ult) = a(t) ‘

u(t) = et =

a(t) = e
Die Rechnung (1) ist leicht. Fir die Umkehrung (2) betrachten wir zur
Vereinfachung nur den Fall ohne Resonanz, also p(iw) # 0. (Satz N2E)
Dank Linearitat des Operators p(9) Uberlagern sich diese Lésungen:

Anregung System Reaktion
at) =Y, ay et p(0) u(t) = a(t) u(t) =3, e it

Wir kénnen zu « noch homogene Lésungen addieren; diese lasse ich
hier weg und denke an das Langzeitverhalten bei Dampfung ¢ > 0.

© Die Transformation in den Frequenzbereich vereinfacht das Problem!
Durch Fourier—Entwicklung kénnen wir so diese Differentialgleichung
fUr jede rechte Seite I6sen und fir jede Frequenz leicht verstehen.

Anders gesagt: Filr den Differentialoperator p(9) ist e* Eigenfunktion
zum Eigenwert p()). Die Fourier—Zerlegung u(t) = 3°, u,, ! flhrt zu
a(t) = p(0) u(t) = 3, p(iw) u, e“*, dank Diagonalisierung von p(3).

Umgekehrt I16sen wir so die Differentialgleichung p(9) u(t) = a(¢):
Die Anregung a(t) = 3° a,, ¢! fihrt dank dieser Diagonalisierung zur
Reaktion u(t) = p(9)~ta(t) = 3 p(iw)ta, e + homogene Lésung.

Dies gelingt fur endliche Summen, also trigonometrische Polynome,
ebenso wie fir unendliche, also Fourier—Reihen und Fourier—Integrale.
Hier zahlt sich aus, dass wir die Fourier—Analyse bereits beherrschen!

Der hier wirkende Verstarkungsfaktor w — 1/p(iw) ist frequenzabhangig!
Dies nennt man den Frequenzgang oder die Ubertragungsfunktion
des Systems. Durch Wahl des Systems und seiner Parameter kdnnen
wir aus dem Spektrum des Signals gezielt Frequenzen ausfiltern.
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Aufgabe: Wir untersuchen ein System mit charakteristischem Polynom
p(z) = 22 + 0.6z + 1 oder 2 + 0.2z + 4 oder 0.12% + 2 + 0.2 oder ....

Welche Antwort u(t) entsteht bei sdgezahnférmiger Anregung a(t)?

Anregung a(t) Reaktion w1 (t)
Py o P o a\

VAL AN
NSNS

pi(z) = 2% H0.6x + 1, Nst~ —0.

7 v
a(t) = Zk#() ic‘kt SR

Reaktion ux(t)

2 (t)

;

Reaktion us(t)

\ /) \ / N
e s

pa(z) = 2® HO.20 + 4. Nst L 2i ps(z) = 0.1z

Diese Graphiken illustrieren die oben erklarte Frequenzanalyse und
Filterwirkung. Auf den ersten Blick ist das Ergebnis Uiberraschend:
Die Reaktion «(¢) hat wenig mit der Anregung a(t) gemeinsam!

© In der Frequenzanalyse hingegen wird das Bild klar und einfach.
Die anregende Funktion a(t) enthalt alle Frequenzen k =1,2,3,....
Die Verstarkung p(ik) héngt nur vom charakteristischen Polynom p ab!

Fur p1(z) = 2% 4+ 0.6z + 1 haben wir die beiden Nullstellen ~ —0.3 + i.
Demnach ist p(i) sehr klein und p(i)~! sehr groB: Die Grundfrequenz
wird extrem verstarkt, die anderen Frequenzen deutlich weniger.

Fir pa(z) = 2% 4+ 0.22 4 4 haben wir die beiden Nullstellen ~ —0.1 + 2i.
Demnach ist p(2i) sehr klein und p(2i)~! sehr groB: Daher wird diese
erste Oberschwingung extrem verstarkt, die anderen deutlich weniger.
Fir p3(z) = 0.122 4+ 2 4 0.2 erinnert die Graphik an die Parabelfunktion.
Das ist kein Zufall! Wir haben grob ps(z) ~ x, das entspricht du = q,
also der Integration der Sdgezahnfunktion a zur Parabelfunktion u!

© Die Anschauung stimmt. Sie kénnen dies nun auch quantitativ lésen!

7 o+ 0.2, grob a4
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Zu lésen sei p(0) y = bmit p(z) = 2" + ap—12" L +... +a12 +ap € Kz]:
Yy (@) + an-1y" V(@) + ... + a1y (@) + a0 y(@) = b(a).

Die Funktion b:R D I — K sei stetig auf einem Intervall I C R.
Sie hei3t Inhomogenitét oder Stérterm oder kurz rechte Seite.
Fir spezielle rechte Seiten wie in N2E kdnnen wir die DG leicht 16sen.

Satz N2F: Greensche Fundamentallésung und Lésungsformel

Die homogene Gleichung p(9) u = 0 hat genau eine Lésung u: R — K
mit den Anfangswerten «(0) = - -- = u(*~2)(0) = 0 und u(*~Y(0) = 1.
Wir nennen « die Greensche Fundamentallésung. Hieraus erhalten

wir eine Lésung der inhomogenen Gleichung p(9) y = b durch Faltung:

o) = /t : (e~ 1)b(t)dr.

Genauer ist y die einzige L6sung der inhomogenen Gleichung p(9)y = b
mit Anfangswerten y(zo) = /(o) = - - - = ¥ (z0) = y* D (x0) = 0.

Aufgabe: Zu lésen sei, fir —7/2 < « < 7/2, die Differentialgleichung

" 1 .
)+ () m
\ymwu) —— mi

Losung: Allgemeine homogene Lésung ist u(x) = ¢1 cosx + co sina.
Die Anfangswerte «(0) = 0 und «/(0) = 1 erflllt nur u(z) = sin .
Wir falten diese Fundamentallésung « mit der rechten Seite b:

y(x) = /t,w sin(z — t) !

-0 cost

* 1
dt = (sin x cost — cos x sin t) —dt
Ji=o cost
- .
) sint . T
= sinx —cosx - —— dt = [tsmx—i—cosac‘lncost]
=0 cost t=

=zsinz + cosz - Incosx
© Die Probe ist wie immer leicht und lohnend! Geduldig ausrechnen:
Y (z) =sinxz + zcosx —sinz - Incosz —sinx
y"(x) = cosx — zsinz — cosz - In cos z + sin(z)?/ cos x

Einsetzen: y"(z) + y(x) = cosx + sin(x)?/ cosz = 1/ cos z. Alles passt!
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Aufgabe: Beweisen Sie Greens Lésungsformel (a) durch Nachrechnen
oder alternativ (b) durch Laplace—Transformation (wie auf Seite [[309]).
Lésung: (a) Fur die Ableitung nutzen wir die Leibniz—Regel D303]:

1 [hl@ , h) gt
(;*I/t:zn fla,t)dt = W' () f(z, h(z)) +/t:zn —f(x,t) dt

ox

Angewendet auf h(z) = z und f(xz,t) = u(xz — t) b(t) erhalten wir

Ve = w0+ [T de-npod,
V@) = W) b+ /: Wz — )bt t,
y" ) (x) : . u<":2>(0) b(x) + [ : ul V(@ — 1) b(t) dt,
Y™ (z) = . u<7:10>(o) b(x)+/t:zo ul™ (x — ) b(t) dt

Einsetzen dieser Ableitungen in unsere Differentialgleichung ergibt
Y (@) + an-1y" V(@) + ..+ a1y (@) + ag y(x)

= b(z) + / [u(") +an—1u™ Y 4 ard +ag u)(z — ) b(t)dt
t=xp L ]

= 0, da u eine L6sung der homogenen DG ist

Somit ist y eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
Y (@) + anay" V(@) + .+ ary (@) + ao y(x) = b(a).

Die Anfangswerte y(20) = ¢/(z0) = - -+ = 4" 2 () = y" "V (z9) = 0
ergeben sich aus der obigen Zwischenrechnung fiur die Ableitungen.

Anschauliche Erklirung wie sie in der Physik beliebt ist: Fiir alle = < 0 sei das System in
Ruhelage u(z) = 0. Zum Zeitpunkt 2 = 0 gilt u(0) = u’(0) = - - - = u("~2(0) = 0, und es
wird abrupt beschleunigt durch "~ (0) = 1. Man stellt sich dies als ,,Hammerschlag* vor.
Das System vollfiihrt als sogenannte Impulsantwort die Bewegung u(z) fiir z > 0.
Entsprechend verschoben ist u(z — t) b(t) ein Hammerschlag zum Zeitpunkt ¢ mit Stérke b(t).
Das Integral iiber ¢ ist die Summe dieser Beitriige: Wir nutzen Superposition dank Linearitit.
Gilt b(z) = 0 fiir & < zo, soisty(z) = [y ulx — ) b(t)dt = [;Z u(z —t)b(t)dt.
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Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist von der Form

Y (@) + an1(2) "D (@) + ... + ar(@)  (2) + a0(@) y(@) = b(e).

Hierbei sei I C R ein Intervall und wie Uiblich K = R oder K = C.

Die stetigen Funktionen ag, a1, ...,a,—1: I — K heiBen Koeffizienten.
Die stetige Funktion b: I — K heiB3t Stérterm oder kurz rechte Seite.
Links wirkt der lineare Differentialoperator L: C™(I,K) — C°(I,K),

L=0apd 4+ a19" + -+ an_19" 1 40",

Y= aoy +ary + -+ apoy ™D 4y
Wir suchen alle Funktionen y: I — K, die die Gleichung Ly = b erflllen.
Linearitat bedeutet L(clyl + Czyg) = ClL(yl) + CzL(yz) far c1,C9 € K.
In anderen Worten: Aus Lésungen y; zu b; und y, zu by ergibt die
Linearkombination y = 