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Urheberrecht und Haftungsausschluss Uberblick

Die hier angebotenen Inhalte sind urheberrechtlich geschiitzt. Sie diirfen zu nicht-kommerziellen
Zwecken in der Lehre verwendet werden, sofern die Quelle wie folgt vollstindig angegeben wird.

Prof. Dr. Michael Eisermann: Vorlesungsunterlagen zur Hoheren Mathematik,
Institut fiir Geometrie und Topologie (IGT), Universitit Stuttgart,
michael-eisermann.de/lehre/HM3

Diese Unterlagen dienen zur Vorlesung Hohere Mathematik 3 (vertieft). Sie sind konzipiert
fir das Mathematik-Grundstudium in den Natur- und Ingenieurwissenschaften und vermitteln
einschldgiges Basiswissen. Zusammen mit den Grundlagen umfassen sie iiber 800 Aufgaben
mit Losungen, die Schonsten davon entstanden in Zusammenarbeit mit Dr. Friederike Stoll.

Die Inhalte wurden vom Autor mit groiter Sorgfalt fiir die Prisentation in der Lehre erstellt.
Sie werden allein zu Lehrzwecken zur Verfiigung gestellt, in der Hoffnung, dass sie zum Lernen
und Uben niitzen mdgen, ohne jeden Anspruch auf Eignung zu irgendeinem anderen Zweck.
Sie sind keine Handlungsanweisung oder Empfehlung. Nur eigensténdiges Denken hilft!

Kunst und Wissenschaft, Forschung und Lehre sind frei. (GG Art. 5.3.1) Der Autor tibernimmt
keinerlei Gewibhr fiir die angebotenen Informationen und Daten, deren Aktualitit, Korrektheit,
Vollstandigkeit, Qualitit oder irgendeine Nutzbarkeit aulerhalb der Lehre. Haftungsanspriiche
fir mogliche Schiden, materieller oder immaterieller Art, sind grundsitzlich ausgeschlossen.

Fiir Inhalte externer Quellen, insb. verlinkter Webseiten, ist stets deren Anbieter verantwortlich.
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Wie nutzen Sie dieses Vorlesungsskript? Uberblick

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie. (Immanuel Kant, 1724-1804)

Diese Folien dienen als Grundlage meiner Vorlesung. Wie von Studierenden gewiinscht, konnen
sie auch eigenstdndig genutzt werden, zum Nacharbeiten, zur Klausurvorbereitung, oder notfalls
als Ersatz zur Vorlesung. Dazu sind Definitionen und Séitze mit zahlreichen Ubungen verwoben;
sie bilden daher kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umfiingliches Lese- und Arbeitsbuch.

Die Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen. Dem studentischen Wunsche
folgend prisentiere ich vielfiltige Beispiele und Aufgaben mit Losungen, zudem Erlduterungen,
Erinnerungen und Ergdnzungen, instruktive Rechnungen und manchmal Beweise. Dies folgt der
bewihrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser leichter eine vorhandene Ubung, Erklirung
oder Illustration iibergehen kann, als eine fehlende selbst (er)finden. Moge es beiden niitzen!

Ich versuche, jedes Thema so einfach wie moglich darzustellen, doch so prizise und ausfiihrlich
wie es fiir ein solides Verstdndnis notig ist. Erklarungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung
miindlich gebe, sind hier schriftlich ausgefiihrt; sie niitzen mir als Erinnerung, den Leser:innen
als Erldauterung. Eine ideale Mischung fiir alle und jede:n gibt es leider nicht: Der Bedarf nach
Umfang und Tiefe ist individuell unterschiedlich. Das Angebot ist reich. Dosieren Sie selbst!

Neben der Vollversion biete ich versuchsweise auch eine Halbversion, die mit der Axt auf halbe
Linge gekiirzt wurde, durch Loschung zahlreicher Beispiele und Aufgaben, Erinnerungen und

Ilustrationen, Ausfiithrungen und Ergénzungen. Je nach Bedarf der Leser:in ist dies an manchen
Stellen hilfreich, an anderen fehlt es. Wer es sich zutraut, nutzt die Vollversion und dosiert selbst.
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Wozu bendtigen Sie mathematische Methoden? Uberblick

Alles Leben ist Problemlosen. (Sir Karl Popper, 1902-1994)

Verstdndnis und Beherrschung komplexer Zusammenhinge benotigen Empirie und Theorie,
quantitative Modelle und sorgfiltige Planung. Diese beruhen im Wesentlichen auf Mathematik.
Der Beruf des Ingenieurs (m/w/d) und vieler anderer ist daher zunehmend mathematisch gepragt.
Mathematische Methoden sind hidufig Voraussetzung fiir den Erfolg technischer Entwicklungen;
das gilt auch, wenn sie beim Endprodukt im Inneren wirken und oberfldchlich nicht sichtbar sind.
Deshalb nutzen Sie bereits im Studium vielfiltige und umfangreiche mathematische Methoden,
und hierzu legt Ihre Mathematikausbildung im Grundstudium das notwendige Fundament.

Es ist dabei vollig unmoglich, alle in spiteren Anwendungen relevanten Techniken zu behandeln,
sozusagen als Enzyklopédie auf Vorrat. Dazu sind die Anforderungsprofile allzu unterschiedlich:
Was fiir den einen schon viel zu viel wire, ist fiir die andere noch ldngst nicht umfassend genug.
Zukiinftige Ingenieur:innen sollen daher nicht nur die allgegenwértigen Grundfertigkeiten lernen,
sondern auch mathematische Denkweisen und systematische Problemlosung, um je nach Bedarf
erforderliche neue Methoden selbststindig erwerben, vertiefen und anwenden zu konnen.

Es ist in hochqualifizierten Berufen unwahrscheinlich, dass Sie genau dieses oder jenes Beispiel
wortlich anwenden. Das gilt ganz allgemein, selbst fiir die bestmogliche Auswahl von Beispielen.
Hingegen ist es wahrscheinlich, dass Sie diese oder dhnliche bewéhrte Methoden héufig nutzen.
Sie sollen daher nicht nur Beispiele lernen, sondern zugleich moglichst vielseitige Methoden!

Mathematik ist immer beides: sowohl abstrakte Theorie als auch konkrete Anwendung; sie sind
keine Gegensitze, sie erginzen sich, die eine kann nur mit der anderen dauerhaft erfolgreich sein.
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Wozu lernen Sie Mathematik? Oberblick

Hochtechnologie ist immer auch mathematische Technologie.
Sie haben forschungsorientierte Studiengange gewabhlt, Sie studieren

ambitionierte Facher, hierzu brauchen Sie handfeste Mathematik.

Was Sie hier lernen, kdnnen Sie Uberall nutzbringend anwenden.
Mit diesen Werkzeugen kdnnen Sie auch dicke Bretter bohren.

4r$"=x:§:—;\:"‘$
Mit Mathematik
geht es besser!

bis unmoglich

Theorie und Anwendung sind keine Gegenséatze, sie erganzen sich und
arbeiten wunderbar effizient zusammen wie linke und rechte Hand.
Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung.
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke!



Wozu lernen Sie Mathematik?
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Uberblick

Mathematik ist Grundlage und Werkzeug aller modernen Technologie.

Als Ingenieur:in brauchen Sie Ihr methodisches Handwerkszeug.
Dazu gehort als harter Kern und Grundlage die Hohere Mathematik.
Je anspruchsvoller die Aufgabe, desto wichtiger wird die Mathematik.

Sie konnen das begriiien oder bejammern, es ist und bleibt Tatsache:
Theorie ist nicht Ballast oder Schikane, sondern effizientes Werkzeug.

Viele von Thnen wissen bereits, dass Sie mathematische Werkzeuge dringend brauchen.
Andere finden es demnichst heraus, hoffentlich bereits in dieser Grundlagenvorlesung,
andernfalls nachfolgend in Anwendungen und Vertiefungen in Studium und Beruf.

Je frither und je gewissenhafter Sie Ihr Handwerkszeug erlernen, desto besser.

Die Mathematik bietet Ihnen extrem prizise und scharfe Werkzeuge.
Zur effizienten Nutzung brauchen Sie einige grundlegende Kenntnisse.
Greifen Sie nicht wahllos in die Kiste oder packen die Werkzeuge

am falschen Ende: Wissen macht Ah! Unwissen macht Aua!

Vor uns liegt ein sehr anspruchsvolles und sehr lohnendes Semester.
Ich beginne am Ende und will Ihnen zeigen, wo die Reise hingeht:
Wozu nutzen Sie diese Methoden? Welche Aufgaben konnen Sie
damit 16sen, die jetzt noch auflerhalb Ihrer Reichweite liegen?
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Wozu lernen Sie jetzt schon Mathematik? Uberblick

Frage nicht nur, was die HM jetzt schon fiir dich tun kann.
Frage vor allem, was du jetzt schon fiir die HM tun kannst.

wikimedia

James Montgomery Flagg, Uncle Sam, Bildquelle:

'S
®

Wenn du ein Schiff bauen willst, lehre deine Leute nicht nur
ihr Handwerk, sondern erwecke ihre Sehnsucht nach dem Meer!
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Wozu lernen Sie jetzt schon Mathematik? Uberblick

Dem Anwenden muss das Erkennen vorausgehen. (Max Planck, 1858-1947)

Manche:r schimpft auf die ,,ldstige Theorie” und scheitert alsbald an allzu naiver Anwendung,
getreu dem Slogan ,,Plane nicht, irre lieber!““. Manchmal geht das gut, aber meist leider nicht.
Wem nichts besseres einfillt, der prangert pauschal die ,,Theorielast” des Studiums an und fordert
unspezifisch aber publikumswirksam ,,Praxisbezug®. Hohle Spriiche werden gerne wiedergekéut.

Wer Mathematik anwendet, weil es besser: Theorie ist keine Last, sondern wirksames Werkzeug.
Gute Ingenieur:innen kennen die moglichen Methoden und entscheiden umsichtig und informiert.
Die Erfahrung zeigt: Immer héufiger sind mathematische Methoden der Schliissel zum Erfolg.

Ambitionierte Studiengidnge bauen daher konsequent auf umfassende mathematische Grundlagen.

Manche Studenten (m/w/d) des Ingenieurwesens skandieren die Forderung ,,Wir wollen keine
Theorie, sondern nur Beispiele!* Wenn das Thre personliche Uberzeugung ist, iiberdenken Sie IThre
Studienwahl: Es gibt rein anwendungsorientierte Ausbildungen mit einem Minimum an Theorie.
Fiir ein forschungsorientiertes Studium wire das unzureichend, allzu einseitig und kurzsichtig.
Wie oben erklirt, sollen Sie nicht nur Beispiele lernen, sondern moglichst vielseitige Methoden!

Der Nutzen konkreter Beispiele zum Erlernen einer Methode steht auler Frage. Ebenso wichtig
ist jedoch die zugrundeliegende Theorie: Sie ordnet und erklirt. Das ist meist ein zweistufiger
Vorgang: Diese Vorlesung riickt Beispiele soweit moglich in den Vordergrund, stellt aber auch die
notwendige Theorie zur Verfestigung und Vertiefung bereit. Damit Sie sich diese Grundlagen
moglichst gut aneignen konnen, werde ich Definitionen und Sétze explizit formulieren und
ausfiihrlich behandeln, und deren sichere Beherrschung spéter auch von Ihnen erwarten.
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Mathematik ist schon und nitzlich.

Als Ingenieur:in wollen Sie komplexe, praktische Probleme I16sen. Dazu
brauchen Sie theoretische Grundlagen und mathematische Methoden.

Sie haben forschungsorientierte Studiengange gewahlt: LRT und MaWi.
Je anspruchsvoller die Aufgabe, desto mathematischer die Werkzeuge!

Genau zu diesem Ziel bietet und verlangt Ihr Studiengang die HMS.
Mit lhrem Engagement im Studium entscheiden Sie Uber Ihre Zukunft.

Die richtige Wahl: Aufwartsspirale —
engagiert mitarbeiten, gemeinsam lernen, erfolgreich studieren. &}

Die falsche Wahl: Abwéartsspirale —
R desinteressiert mitlaufen, planlos vertrédeln, frustriert aufgeben.

Lohnt sich lhre Investition in die HM3? Ja, sicher! Fragen Sie Alumni. ..
1 spannende Themen, schéne und nltzliche Mathematik.
2 klare Struktur, hervorragende Betreuung, faire Klausur.
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Mathematik ist schon und nitzlich. Erlauterung

Die HM3 lasst niemanden kalt. Es gibt zu ihr nur zwei Ansichten:

@ Die einen lieben die HM3, sie wissen bereits, dass sie Mathematik
dringend bendtigen, sie erlernen und nutzen sie daher friihzeitig.

@ Alle anderen hingegen. .. erst spater.

Wir beantworten heute die gro3en Fragen des Lebens. ..
zumindest fiir dieses Semester in der Hoheren Mathematik 3:

Was kann ich wissen?
Was soll ich tun?
Was darf ich hoffen?
Immanuel Kant (1724-1804)

Die HM3 ist fiir Sie nicht nur Verpflichtung, sondern auch Chance!

Erkliire es mir, und ich werde es vergessen.
Zeige es mir, und ich werde mich erinnern.
Lass es mich tun, und ich werde es verstehen.
Konfuzius (551-497 v.Chr.)



Mathematik ist schén und nitzlich. .. und anspruchsvoll.
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© In aller Bescheidenheit: Unsere HM3 ist sensationell gut.

80%  15% 5% 0% 0%

Die Lehrveranstaltung ist auRerordentlich gut trifft zu
organisiert.
1 4 5
. . . 775% 20%  2.5% 0% 0%
Es wird auf die Anliegen und Belange der trifft zu

Studierenden eingegangen.

1 2 4

625% 275% 10% 0% 0%

Ich habe durch die Teilnahme an dieser trifft zu
Lehrveranstaltung viel gelernt.

1 2 4

/\ Klar und ehrlich: Studieren heit sich bemihen!

0% 0% 5% 45% 50%

Im Vergleich zu anderen Lehrveranstaltungen sehr niedrig
sind die Anforderungen in dieser LV an mich...

0% 5% 22,5% 70% 25%

Die Lehrveranstaltung hat mich ... deutlich
unterfordert

trifft nicht zu

trifft nicht zu

trifft nicht zu

sehr hoch

deutlich
(berfordert
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Mathematik ist schén und nitzlich. .. und anspruchsvoll. Erlauterung

Warum erzéahle ich lhnen das? Sie kbnnen mit uns rechnen!

Ich méchte, dass Sie vernlnftig handeln und erfolgreich studieren.
Zu dieser Entscheidung gebe ich Ihnen die nétigen Informationen.
Sie haben die Freiheit, unvernlnftig zu handeln und zu scheitern.
Ich kann lhnen den Weg zeigen, gehen missen Sie ihn selbst.

Die Rickmeldungen sind insgesamt sehr positiv, die Befragungen sind
sensationell gut, besonders fir eine Grundvorlesung am Studienanfang
und zudem gar in der Mathematik, als Service im Ingenieurwesen.
Unser Gesamtpaket der H6heren Mathematik 3 ist hervorragend.

Dafir arbeite ich extrem hart, genauer gesagt: lhr gesamtes HM3-Team!
Von lhnen erwarte ich dasselbe: ernsthaftes Engagement und Mitarbeit.
Mir ist wichtig, diese Grundfrage anfangs ein fir alle mal zu klaren.
AnschlieBend kénnen wir uns auf Inhalte konzentrieren!

Quidquid agis, prudenter agas et respice finem!
[Was immer du tust, handele klug und bedenke das Ende!]
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Unser llias-Kurs ist informativ und liebevoll gestaltet.

> L > Winter2024/25 > Hohere Mathematik 3 vertieft - WiSe 24/25

Magazin > n und >

E Hohere Mathematik 3 vertieft - WiSe 24/25

Herzlich wil zur Hoheren ik 3 vertieft!

H In diesem llias-Kurs finden Sie Informationen und Online-Materialen zu unserer Veranstaltung:
‘ rtseite

 Zur Vorlesung mit integrierter Vor

bieten wir Ihnen unser Skript, erprobt und umfassend. Gerne geschehen, moge es niitzen!

« Jede Woche Iésen Sie hier in llias ein hilfreiches Quiz. Damit wiederholen Sie den aktuellen Vorlesungsstoff und sind so fiir die Ubungen

bestens vorbereitet.

« Zur Ubung erstellen wir fur Sie jede Woche ein Ubungsblatt mit gut abgestimmten Aufgaben. Die Présenziibungen losen Sie mit Ihren Kom-

militon:innen in der Ubung, als Vorbereitung fir die Hausiibungen.

« Im Forum kénnen Sie anonym Ihre Fragen stellen und erhalten kompetente Auskunft.

2906

\/ HM3-Termine im Uberblick

Vorlesung und integrierte Vor-
tragsiibung
« Dienstag, 8:00 - 9:30 Uhr in V 57.03

 Dienstag, 14:00 -15:30 Uhr in V47.02
o Freitag, 11:30 - 13:00 Uhr in V 47.01

Die erste Vorlesung findet am Dienstag, den 15. Ok-
tober 2024, statt.

Quizze
Wachentlich veranstalten wir ein Quiz
jeweils von Freitag, 13 Uhr, bis Diens-
tag, 8 Uhr.

Das erste Quiz startet am Freitag, den
18. Oktober 2024,

Gruppeniibungen

Die Gruppenubungen finden mittwochs, donnerstags und freitags in
verschiedenen Blocken statt. Die genauen Zeiten und Raume finden
Sie im Gruppeniibungsordner.

Die Anmeldung zu den Ubungen findet am Mittwoch, den 16. Ok-
tober 2024, von 9 bis 17 Uhr hier in llias statt. Treten Sie dazu einer
der llias-Gruppen im Gruppeniibungsordner bei.

Das erste Ubungsblatt (Bonusblatt 0 zur Wiederholung) gibt es

schon in der ersten Woche. Die ersten Ubungen finden in der zwei-
ten Vorlesungswoche statt, also am 23. bis 25. Oktober 2024.
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Unser HM3-Skript ist erprobt und umfassend.

Das HM3-Rundum-Glicklich-Paket: die Vorlesungsfolien

eingebettet in ein Lese- und Arbeitsbuch

Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen.
JOHANN WOLFGANG VON GOETHE (1749-1832), Faust

Parallel zu meiner aktuellen Vorlesung HMS3 stelle ich hier meine Folien zur Verfiigung,
erprobt und umfassend. Sie sind kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umféngli-
ches Lese- und Arbeitsbuch. Wer sie nur hastig durchbléttert, wird ihren Umfang ab-
schreckend finden. Wer sich jedoch ernsthaft einarbeitet, wird sie gut nutzen kénnen.

al Q A|v 1| von112 — |+ SeitengroRe v LT 2@[»

erkennen.
verstehen.
anwenden.

Prof. Dr. Michael Eisermann
Rodien Institut fiir Geometrie und Topologie (IGT)
michael-eisermann.de/lehre/HM3

Universitat Stuttgart
Wintersemester 2024/25
Vollversion 30.09.2024

Fiir die Mitteilung von Unklarheiten und Fehlern aller Art
sowie fiir Verbesserungsvorschlige bin ich stets dankbar!

7 Habe Mut, dich deines eigenen Much to learn, you still have
%, Verstandes zu bedienen! This is just the beginning.



So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig.
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blauer Titelbalken

/ = Vorlesung

weil3er Titelbalken
= Hintergrund

Die kontinuitéitsgleichung der Strémungslehre

118
Ausfihrung

Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Ziel: Wie verhalten sich Strémungen? Welche Gleichungen gelten hier?
> e B

Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln

(0) Wie beschreiben Sie eine Strémung in einem Gebiet © C R? {iber ein
Zeitintervall I = [to, 1]? Geschwindigkeit 7: I x Q — R?: (t, %) — #(t, %)
und Massendichte ¢: 1 x Q@ — R: (¢, %) — o(t, &) und evtl. weitere Daten.
Die Massenstromdichte ¢i: I x Q2 — R? beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.

Die Stromungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.
Sie ist grundlegend fiir die Meteorologie, beim Bau von Flugzeugen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flieBt!

Strémungslehre:
Fluiddynamik
inkompressibel:
Hydrodynamik

kompressibel:
Aerodynamik

mit Reibung:
Navier-Stokes

ohne Reibung:
Euler-Gleichung

Ein Fluid heift inkompressibel, wenn seine Dichte nicht vom Druck abhiingt. Zum Beispiel ist
dies bei Wasser cine gute Niherung fiir die meisten Anwendungen. Noch einfacher st zuniichst,
iiberall konstante Dichte anzunehmen. Anders als Fliissigeiten sind Gase leicht komprimierbar,
ihre Dichte ist etwa 1000mal geringer, ihre thermische Ausdehnung groer. Filr ihre Bewegung
aber gelten weitgehend die gleichen Gesetze, zumindest bei nicht allzu groen Driicken und
Geschwindigkeiten. Wir wenden uns hier der allgemein gilltigen Kontinuititsgleichung zu.

In jeder Vorlesung werden etwa 20 bis 25 Vorlesungsfolien besprochen;
diese bilden den blauen Faden, das Kernprogramm, unser Grundgerist.

Zu jeder Vorlesungsfolie gehéren etwa drei Hintergrundfolien; sie bieten
hilfreiche Erlauterungen und Erganzungen, Anwendungen und Beispiele,
Aufgaben und Lésungen, usw. Dosieren Sie selbst nach Ihrem Bedarf!
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So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig. Erlauterung

Die Folien erfillen eine doppelte Funktion. Fir meinen Vortrag erstelle
ich die Folien zur visuellen Unterstiitzung und nutze sie als Grundlage.
Diese Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen.
Hier finden Sie alles Wesentliche, darauf sollten Sie sich konzentrieren.

Dieses Grundgerust erganze ich durch Hintergrundinformation in Form
von Erlauterungen und Ausflihrungen, Erinnerungen und Ergéanzungen,
Aufgaben mit Lésungen, weiteren Beispielen und Rechnungen, etc.
Dies folgt der bewahrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser
leichter eine vorhandene Ubung, Erklarung oder lllustration (ibergehen
kénnen, als eine fehlende selbst (er)finden. Mdge es beiden niitzen!

Ich versuche, jedes Thema so klar und einfach wie méglich darzustellen,
doch so prazise und ausfihrlich wie fir ein solides Verstandnis nétig ist.
Erklarungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung mindlich gebe,
finden Sie hier zum Nachlesen noch einmal schriftlich ausgefihrt;

sie nUtzen mir als Erinnerung und beiden Lesern als Erlduterung.

Tipp: Ein fettgesetztes Stichwort kann mit ,#Stichwort“ gesucht werden.



Kapitel A: Was sind und was sollen Integrale?

A1l

A2

A3

A4

Konstruktion des Volumens

A1.1 Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?
A1.2 Was sind und was sollen Integrale?

A1.3 Schreibweisen fiir Integrale

Reelle Zahlen und reelle Funktionen

A2.1 Der Korper (R, +, -, <) der reellen Zahlen
A2.2 Reelle Funktionen und ihre Operationen
A2.3 Absolute Summation von Reihen

Konstruktion des Integrals

A3.1 Treppenfunktionen und ihr Integral
A3.2 Einschachtelung und Ausschépfung
A3.3 Absolut integrierbare Funktionen

Eigenschaften des Integrals

A4.1 Zerlegung und Betragsabschéatzung
A4.2 Fast Uberall gleiche Funktionen

A4.3 Erste Beispiele und Verstandnisfragen



Kapitel B: Eindimensionale Integration

B1 Integration durch Einschachtelung (nach Riemann)
B1.1 Treppenfunktionen und Integration durch Einschachtelung
B1.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
B1.3 Integrationsregeln und elementare Integralformein

B2 Integration durch Ausschdpfung (nach Lebesgue)
B2.1 Absolute Integration durch Ausschépfung
B2.2 Der Hauptsatz fir integrierbare Funktionen
B2.3 Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

B3 Integrale und Reihen
B3.1 Vergleich von Integral und Reihe
B3.2 Stirling—Formel und Gamma-Funktion
B3.3 Konvergenzkriterien von Abel, Leibniz und Dirichlet

B4 Fazit: Eindimensionale Integration
B4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
B4.2 Beispiele zur uneigentlichen Integration
B4.3 Analytische und glatte Funktionen



Kapitel C: Mehrdimensionale Integration

C1

Cc2

C3

Der Satz von Fubini

C1.1 lterierte Integrale fir nicht-negative Funktionen
C1.2 Der Satz von Fubini fir integrierbare Funktionen
C1.3 Integration Gber Normalbereiche

Der Transformationssatz

C2.1 Neue Variablen als geschickte Koordinaten
C2.2 Polarkoordinaten und das Gauf3sche Integral
C2.3 Zylinder- und Kugelkoordinaten

Fazit: Hauptsatz, Fubini, Transformation
C3.1 Zusammenfassung

C3.2 Verstandnisfragen

C3.3 Normalbereiche

C4 Weitere Aufgaben und Anwendungen

C4.1 Tragheitsmoment von Zylinder und Kugel
C4.2 Warnende Gegenbeispiele zu Fubini
C4.3 Volumina, Polstellen, Integrierbarkeit



Kapitel D: Integrale und Grenzwerte

D1

D2

D3

D4

D5

Vertauschen von Integral und Reihe
D1.1 Absolute Konvergenz in L!
D1.2 Integration von Potenzreihen

Vertauschen von Integral und Limes
D2.1 Punktweise Konvergenz
D2.2 Majorisierte Konvergenz

Vertauschen von Integral und Ableitung
D3.1 Kompakte Integrationsbereiche
D3.2 Beliebige Integrationsbereiche

Weitere Aufgaben und Anwendungen
D4.1 Warnende Beispiele zur Vertauschung
D4.2 Berechnung von Integralen und Reihen

Kalkdl der Distributionen
D5.1 Lésungen der Warmeleitungsgleichung
D5.2 Distributionen und ihre Rechenregeln



Kapitel E: Integralséatze in der Ebene

E1

Die Integralsatze von Green und Gauf3

E1.1 Wegintegrale und Kurvenintegrale

E1.2 Ebene Kompakta mit stlickweise glattem Rand

E1.3 Der Integralsatz von Green: anschauen und nachrechnen!
E1.4 Der Integralsatz von Gaul3: anschauen und nachrechnen!

E2 Anwendungsbeispiele

E2.1 Schreibweise als Differentialform

E2.2 Die Greenschen Flachenformeln

E2.3 Arbeitsintegrale in der Thermodynamik
E2.4 Flacheninhalt und Schwerpunkt

E3 Verstandnisfragen und Aufgaben

E3.1 Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?
E3.2 Zwei prominente Vektorfelder: Wirbel und Quelle
E3.3 Der Hauptsatz fir Arbeitsintegrale: HDI

E3.4 Lésung des Potentialproblems



Kapitel F: Integralsatze fiir komplexe Funktionen

F1 Crashkurs zum Residuensatz

F2 Komplexe Funktionen und Potenzreihen
F2.1 Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
F2.2 Exponentialfunktion und Zweige des Logarithmus
F2.3 Laurent—Reihen, Polstellen und Residuen

F3 Die Integralformel von Cauchy
F3.1 Integralsatz und Integralformel von Cauchy
F3.2 Fundamentalsatz der Algebra und Nullstellensuche
F3.3 Entwicklung in Potenzreihen und in Laurent—Reihen

F4 Der Residuensatz und Anwendungen
F4.1 Das Residuum einer isolierten Singularitat
F4.2 Der Residuensatz fir Kompakta
F4.3 Anwendung auf reelle Integrale

F5 Fazit: Residuenkalkil
F5.1 Versténdnisfragen und Vertiefungen
F5.2 Anwendungsbeispiele zum Residuenkalkdl



Kapitel G: Integralsatze im Raum

G1 Crashkurs zu Integralsatzen im Raum
G1.1 Flachenintegrale und Integralsatze im Raum
G1.2 Einfihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
G1.3 Ausfilhrliches Beispiel zum Satz von Gaul3

G2 Flachenintegrale im Raum
G2.1 Glatte Flachenstlicke und Parametrisierungen
G2.2 Kugelsegment, Kugelkappe, Torusflache
G2.3 Rotationskérper und Guldinsche Regeln

G3 Integralsatze im Raum
G3.1 Die Integralsatze von Stokes und Gauf3
G3.2 Anwendung: das archimedische Prinzip
G3.3 Numerik: Triangulierung und Linearisierung

G4 Fazit: Integralsatze
G4.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
G4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
G4.3 Geometrie auf gekrimmten Flachen



Kapitel H: Erste Anwendungen der Integralsatze

H1 Partielle Differentialgleichungen der Physik
H1.1 Eulers Kontinuitatsgleichung
H1.2 Fouriers Warmeleitungsgleichung
H1.3 Newtons Gravitationsgesetz
H1.4 Maxwells Elektrodynamik

H2 Vektorfelder und Potentiale
H2.1 Konservative Vektorfelder
H2.2 Rotationsfreie Vektorfelder
H2.3 Einfach zusammenhangende Gebiete
H2.4 Radialsymmetrische Felder und Potentiale

H3 Fazit: Erste Anwendungen der Integralsatze
H3.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
H3.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
H3.3 Notwendige und hinreichende Kriterien
H3.4 Gegenlaufige Wirbelfelder, Quadrupolis



Kapitel I: Fourier—Analyse periodischer Funktionen

I

Die trigonometrische Orthonormalbasis
I1.1 Periodische Funktionen, erste Beispiele
I1.2 Periodische Fortsetzung, Spiegelung
[1.3 Skalarprodukt und Orthonormalbasis

Fourier—Analyse und das Dirichlet—Kriterium
12.1 Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion
[2.2 Das Konvergenz-Kriterium von Dirichlet

12.3 Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen

Rechenregeln zu Integration und Glattheit

13.1 Integrieren und Differenzieren

13.2 Abklingen der Fourier—Koeffizienten

13.3 Von Potenzreihen zu Fourier—Reihen

Fazit: Fourier—Analyse periodischer Funktionen
14.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen

14.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen



Kapitel J: Die Fourier—Isometrie

J1 Parseval-Gleichung und Fourier—Isometrie
J1.1 Die Energiegleichung und erste Anwendungsbeispiele
J1.2 Die Fourier—Isometrie zwischen Funktion und Spektrum
J1.3 Isoperimetrische Optimierung durch Fourier—Reihen

J2 Punkiweise und gleichmaflige Konvergenz
J2.1 Punktweise Konvergenz nach Dirichlet
J2.2 GleichméBige Approximation nach Fejér
J2.3 Wann gilt punktweise Konvergenz fast tberall?

J3 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.1 Bestapproximation durch Orthogonalprojektion
J3.2 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.3 Vergleich der drei Konvergenzbegriffe

J4 Fazit: Fourier—Analyse und Synthese
J4.1 Zusammenfassung
J4.2 Verstandnisfragen



Kapitel K: Fourier-Transformation

K1 Erste Beispiele, Eigenschaften, Rechenregeln
K1.1 Von der Fourier—Reihe zum Fourier—Integral
K1.2 Einfache Beispiele und erste Eigenschaften
K1.3 Der Umkehrsatz fir Fourier—Transformierte

K2 Analytische Eigenschaften
K2.1 Rechenregeln der Fourier—Transformation
K2.2 Ableitung und Multiplikation
K2.3 Faltung und Produkt

K3 Metrische Eigenschaften
K3.1 Energiegleichung und Fourier—Isometrie
K3.2 Die Unschéarferelation fir Fourier—Paare
K8.3 Bedeutung in der Quantenmechanik

K4 Fazit: Fourier—Transformation
K4.1 Zusammenfassung
K4.2 Verstandnisfragen
K4.3 Weitere Aufgaben



Kapitel L: Laplace—Transformation

L1

L2

L3

L4

Die Laplace—Transformation

L1.1 Definition der Laplace—Transformation
L1.2 Linearitat und Ableitungsregel

L1.3 Streckung, Dampfung, Verschiebung

Anwendung auf Differentialgleichungen
L2.1 Tabelle einfacher Laplace—Transformierter
L2.2 Lésung von Differentialgleichungen

L2.3 Partialbruchzerlegung und Residuen

Weitere Eigenschaften und Anwendungen
L3.1 Ricktransformation und Injektivitat

L3.2 Faltung und Integralregel

L3.3 Greensche Fundamentallésung

Fazit: Laplace—Transformation

L4.1 Vergleich von Laplace und Fourier
L4.2 Anwendung in der Systemtheorie
L4.3 Aufgaben zu Differentialgleichungen



Kapitel M: Gewoéhnliche Differentialgleichungen

M1 Erste Beispiele von Differentialgleichungen
M1.1 Einfache Beispiele aus der Mechanik
M1.2 Separierbare Differentialgleichungen
M1.3 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

M2 Exakte Differentialgleichungen
M2.1 Exaktheit und Potential von f(x,y) + g(z,y)y’ =0
M2.2 Lésung durch einen integrierenden Faktor
M2.3 Lineare Differentialgleichungen

M3 Fazit: Existenz, Eindeutigkeit, Ldsungsmethoden
M3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
M3.2 Methodenvergleich: Viele Wege flihren zum Ziel.
M3.3 Gut & schlecht gestellte Anfangswertprobleme

M4 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
M4.1 Umformung und Lésung durch Substitution
M4.2 Exakte Differentialgleichungen und Potentiale
M4.3 Qualitative Analyse, Runden und Eingrenzen



Kapitel N: Differentialgleichungen héherer Ordnung

N1

N2

N3

N4

N5

Harmonische Schwingungen
N1.1 Freie harmonische Schwingung
N1.2 Erzwungene harmonische Schwingung

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
N2.1 Charakteristisches Polynom und Fundamentalsystem

N2.2 Lésungsansatz fir spezielle rechte Seiten r(xz)e!*

N2.3 Greensche Lésungsformel fiir beliebige rechte Seiten

Lineare Differentialgleichungen mit stetigen Koeffizienten
N3.1 Fundamentalmatrix und Variation der Konstanten
N3.2 Lésung durch Potenzreihenansatz

Die Euler-Lagrange-Differentialgleichung
N4.1 Optimierung durch Variationsrechnung
N4.2 Lésung des Brachistochrone-Problems

Fazit: Differentialgleichungen héherer Ordnung
N5.1 Zusammenfassung und Verstédndnisfragen
N5.2 Weitere Aufgaben und Methodenvergleich



Kapitel O: Dynamische Systeme

o1

02

(OK]

Dynamische Systeme

0O1.1 Der harmonische Oszillator als dynamisches System
01.2 Gekoppelte Oszillatoren und Eigenfrequenzen

01.3 Mathematisches Pendel und Energieflache

01.4 Das Naherungsverfahren von Runge—Kutta

Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

02.1 Lokale Lésungen: Satz von Picard—Lindel6f

02.2 Fortsetzungen und maximale Lésungskurven

02.3 Sensible Abhéngigkeit von den Anfangsdaten

02.4 Aufgaben zu Existenz und Eindeutigkeit und Stabilitat

Der Hauptsatz fir lineare dynamische Systeme
03.1 Affin/Lineare Struktur des L&ésungsraumes
03.2 Variation der Konstanten zur Partikularlésung
03.3 Matrizenkalk(l und Exponentialfunktion

03.4 Fundamentallésung homogener DGSysteme



Kapitel P: Autonome Systeme, Gleichgewicht und Stabilitat

P1

P2

P3

Lineare DGSysteme mit konstanten Koeffizienten

P1.1 Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

P1.2 Lésungen mittels Eigenvektoren und Eigenfunktionen
P1.3 Lésungen mittels Hauptvektoren und Hauptfunktionen
P1.4 Von komplexen zu reellen Lésungen

Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten
P2.1 Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat

P2.2 Rauber-Beute-Modell nach Lotka—Volterra

P2.3 Stabilitdtsanalyse nach Lyapunov

P2.4 Hamiltonsche Dynamik und Stabilitat

Fazit: Differentialgleichungssysteme

P3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

P3.2 Reduktion der Ordnung und Methodenvergleich

P3.3 Beispiele zur Dynamik um Fixpunkte und In/Stabilitat
P3.4 Invariante Mengen dank Tangentialbedingung



Kapitel Q: Partielle Differentialgleichungen (PDE)

Q1

Q2

Q3

Erste Beispiele partieller Differentialgleichungen

Q1.1 Partielle Ableitungen und der Satz von Schwarz

Q1.2 Cauchy—Riemann und Maxwell-Gleichungen

Q1.3 Konvektion-Diffusion und Navier—Stokes—Gleichungen
Q1.4 Ideale ebene Stromungen und holomorphe Funktionen

Lineare PDE erster Ordnung

Q2.1 Lineare Differentialoperatoren

Q2.2 Lésung entlang charakteristischer Kurven

Q2.3 Die Charakteristikmethode und warnende Gegenbeispiele
Q2.4 Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten

Fazit: PDE erster Ordnung

Q3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

Q3.2 Aufgaben zur Charakteristikmethode

Q3.3 Lésung durch Potenzreihenansatz

Q3.4 Methodenvergleich: Viele Wege flihren zum Ziel.



Kapitel R: Lineare PDE zweiter Ordnung

R1

Lineare PDE zweiter Ordnung

R1.1 Lésung durch Fourier—Transformation

R1.2 Klassifikation linearer PDE zweiter Ordnung
R1.3 Trennung der Variablen durch Produktansatz

R2 Anwendung auf die Potentialgleichung

R2.1 Laplace—Gleichung auf einem Rechteck
R2.2 Eindeutigkeit und Minimum-Maximum-Prinzip
R2.3 Gut gestellt? Hadamards warnendes Gegenbeispiel

R3 Anwendung auf die Wellengleichung

R4

R3.1 Die harmonisch schwingende Saite

R3.2 Wellengleichung und die gezupfte Saite

R3.3 Die Energiemethode beweist die Eindeutigkeit.
Fazit: PDE zweiter Ordnung

R4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
R4.2 Aufgaben zur Separationsmethode



Kapitel S: Die Warmeleitungsgleichung

St

S2

S3

S4

Die Warmeleitungsgleichung und ihre freien Losungen
S1.1 Von der Warmebilanz zur Differentialgleichung

S1.2 Warmeleitungskern und Superposition

S$1.8 Lésung durch Fourier—Transformation

Die eindimensionale Wéarmeleitungsgleichung als ARWP
S2.1 Wie schnell kiihlt ein Stab Uber seine Enden ab?

S2.2 Was passiert bei gleichmaBigem Aufheizen?

S2.3 Was passiert bei Isolierung an den Randern?

Existenz und Eindeutigkeit und Naherung des ARWP
S3.1 Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen

S3.2 Energie und Minimum-Maximum-Prinzip

S$3.3 Approximation durch finite Differenzen

Die dreidimensionale Warmeleitungsgleichung als ARWP
S4.1 Wie schnell kihlt eine Kugel Uber ihren Rand ab?

S4.2 Anwendungsbeispiele aus Kiiche, Keller, Krimi

S4.3 Fazit: Lésungen der Warmeleitungsgleichung



Kapitel T: Wahrscheinlichkeitsrechnung

T

T2

T3

T4

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
T1.1 Zufall und Wahrscheinlichkeit: Grundbegriffe
T1.2 Rechnen mit Ereignissen: Wahrscheinlichkeitsraume

Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit
T2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Formel von Bayes
T2.2 Stochastische Unabhéngigkeit von Ereignissen

Das Gesetz der grof3en Zahlen (GGZ2)

T3.1 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz

T3.2 Die Ungleichungen von Pafnuty Chebychev

T3.3 Unabhangige Wiederholung: Gesetz der groBen Zahlen
T3.4 Stochastische Abhangigkeit: Korrelation vs Kausalitat

Fazit: Wahrscheinlichkeitsrechnung

T4.1 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
T4.2 Sex: Was niitzen dem Pfau seine Federn?
T4.3 Tischkicker: Das Runde muss ins Eckige.
T4.4 Google: die zuféllige Irrfahrt im Internet



Kapitel U: Kombinatorik und Naherungen

U1 Produktexperimente
U1.1 Ausfallwahrscheinlichkeiten
U1.2 Prognosen zu Reaktorunféllen
U1.3 Kollision und Geburtstagsparadox

U2 Kombinatorik und Urnenmodelle
U2.1 Kombinatorische Abzahlformeln
U2.2 Schubfachmodelle: {1,...,k} — {1,...,n}
U2.3 Urnenmodelle: Ziehung von k aus n Kugeln

U3 Drei grundlegende stochastische Modelle
U3.1 Hypergeometrische Verteilung: Stichproben
U3.2 Binomialverteilung: unabhangige Versuche
U3.3 Poisson—-Verteilung: bequeme N&herung

U4 Fazit: hypergeometrisch, binomial, Poisson
U4.1 Verstandnisfragen und weitere Aufgaben
U4.2 Poissons Gesetz der kleinen Zahlen
U4.3 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion



Kapitel V: Der lokale Grenzwertsatz

V1

V2

V3

\Z

Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen
V1.1 Kontinuierliche Verteilungen

V1.2 Wahrscheinlichkeitsraume

V1.3 Eindimensionale Normalverteilung

Erwartung, Varianz, Streuung

V2.1 Kumulative Verteilungsfunktion

V2.2 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz
V2.3 Verteilungen und ihre Kenngréen

Der lokale Grenzwertsatz (LGS)

V3.1 Von der Binomial- zur Normalverteilung
V3.2 Der lokale Grenzwertsatz B(n,t) ~ N(u, 0?)
V3.3 Erste Anwendungsbeispiele

Fazit: der lokale Grenzwertsatz

V4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
V4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
V4.3 Kleine Stichprobe und Intervallschatzung



Kapitel W: Der zentrale Grenzwertsatz

W1 Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)
W1.1 Stochastisch unabhangige Zufallsvariablen
W1.2 Beispiele und erste Beobachtungen
W1.3 Der zentrale Grenzwertsatz

W2 Statistische Anwendungen
W2.1 Konfidenzintervalle
W2.2 Fehlerfortpflanzung
W2.3 Regressionsanalyse

W3 Fazit: der zentrale Grenzwertsatz
W3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
W3.2 Summen von Zufallsvariablen und Grenzwertsétze
W3.3 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele

W4 Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung
W4.1 Laplace— und Fourier—Transformation von WMaf3en
W4.2 Beweisidee des zentralen Grenzwertsatzes
W4.3 Entropie verstehen und anwenden



Kapitel Z: Zusammenfassung

Das letzte Kapitel versammelt alle Kapitelzusammenfassungen

und bietet so eine Zusammenschau der wichtigsten Ergebnisse,
Sétze und Methoden dieser Vorlesung zur Héheren Mathematik.
Im Laufe des Semesters flihren wir Sie Schritt fir Schritt dorthin.

Diese Zusammenfassung ist dazu nur eine Gedachtnisstitze; zum
soliden Verstandnis benétigen Sie alle Grundlagen und viel Ubung!
Erfahrung, Umsicht und Verstandnis lassen sich nicht eintrichtern,
sondern nur durch regelméaBige Ubung erwerben. Also: Uben Sie!

Wir beginnen diese Vorlesung mit einem Kapitel zur Vorschau;
dies gibt zunachst eine Ubersicht der zentralen Themen der HM3
und dient somit zu einer ersten Orientierung und zu Ihrer Motivation.

Auch wenn Sie die nétigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kénnen
Sie doch sinngeman erahnen, welche Techniken Sie brauchen werden.
Sie kdnnen jetzt schon die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den nachsten Wochen einlésen.
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Ein hoher Turm braucht eine breite Basis. B
Last 1
£ :

felturm in Paris am Abend des 14.08.2013, Hohe 324m

Der Burj Khalifa in Dubai, Hohe 830m, Bildquelle: wikimedia

Aufgabe: Konstruieren Sie eine Saule aus einem Material konstanter
Dichte o, so dass der Druck (Last pro Flache) Uberall konstant p ist.

Zahlenbeispiel: Beton o = 3g/ cm?, Last Gy = 4600kN, Radius 7o = 1m, Hohe 300m.
Unser Modell ist zwar extrem vereinfacht, aber es illustriert doch recht gut das Prinzip.
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Ein hoher Turm braucht eine breite Basis. St

Lésung: In Héhe = haben wir den Radius r(x) > 0 gemaf Sk|zze
Die Flache ist A(z) = 7r(z)?, das Volumen V (z) = [," , r(h)? dh,
das Gewicht G(z) = goV (x), der Druck G(x)/A(x) = p. Insgesamt

gg-/ 7r(h)*dh = p-mr(z)?
h=0
Ableiten dieser Integralgleichung ergibt unsere Differentialgleichung:

ggm“(a:)2 = 2pnr(z)r’(x).

Diese ist elementar I6sbar. Wir trennen die Variablen und integrieren:

/ T / T
r(z) =9 = / r(h) dh:/ cdh = Inr(z)—Inrg=cz
r(z)  2p h=o 7(h) h=0

Wir erhalten somit r(z) = r¢ e“*. Der Radius wéchst exponentiell!

Dank passender mathematischer Werkzeuge gelingt uns die Rechnung erfreulich leicht.

Im Zahlenbeispiel gilt p ~ 1500kN /m? und r(z) = 1m - €**%1/™ also 7(300m) ~ 20m.
Probe / Plausibilitit: Die Druckfestigkeit liegt je nach Beton zwischen 10 und 100N /mm?.
Unsere Rechnung illustriert das Grundprinzip. Anwendungen berechnet man noch viel genauer!
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Theorie und Anwendung: Modellierungskreislauf Erlauterung

© Abstraktion ist die Kunst, Wichtiges von Unwichtigem zu trennen.
Differentialgleichungen nutzen wir zur Formulierung der Naturgesetze,
sie sind die universelle Sprache der Naturwissenschaft und der Technik:
Damit kdnnen wir Probleme formulieren, strukturieren, verstehen, l6sen.

1. Grundlegendes Versténdnis der vorliegenden Situation:

Um Anwendungen in der Physik, Mechanik, Thermodynamik,
Strémungslehre, etc. zu verstehen, bendtigen Sie zunachst die
erforderlichen Grundkenntnisse der betroffenen Anwendungsgebiete:
Naturgesetze, grundlegende Modelle, geeignete Vereinfachungen, etc.

© Erst so kénnen Sie die Situation quantitativ und préazise erfassen.

2. Mathematische Modellierung der vorliegenden Situation:
Durch geeignete Vereinfachung, Formalisierung und Abstraktion
erhalten Sie ein mathematisches Modell. Dieses besteht aus den
relevanten GréBen und den zwischen ihnen gelten Beziehungen,
meist geeignete Gleichungen, sehr haufig Differentialgleichungen.

© Hierzu nutzen Sie die Techniken lhrer HM und weitere nach Bedarf.
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Theorie und Anwendung: Modellierungskreislauf Erlauterung

3. Lésung durch geeignete mathematische Werkzeuge: Dazu lernen
Sie hier die grundlegenden Rechentechniken. Das ist ein weites Gebiet!
Je nach lhren Anwendungen vertiefen Sie die nétigen Techniken zur
numerischen Naherung, zu partiellen Differentialgleichungen, etc.

© Lésungen sind oft schwer zu finden, aber leicht zu (iberpriifen.
Zur Sorgfalt gehért, die gefundenen / benachbarte / alle L6sungen
zu prifen, zu diskutieren und umsichtig alle Sonderfalle zu beachten.

4. Anpassung und Uberpriifung anhand gegebener Daten:

Ist eine mathematische Losung oder numerische Naherung gelungen,
so passen Sie schlieB3lich die noch freien Parameter des Modells an die
gegebenen Daten an und Uberprifen soweit méglich die Vorhersagen
des Modells durch Experimente, Messungen, Alternativmodelle, etc.

/\ Falls ndtig muss erneut ab (1) ein besseres Modell erstellt werden.

Diese Vorlesung konzentriert sich auf Lésungsmethoden (Schritt 3).
Aus lhren Vorlesungen kennen Sie bereits einige Anwendungen (1,2,4),
viele weitere werden noch folgen. Nutzen Sie diese Querverbindungen!
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Warum ist Mathematik so erfolgreich?

Theorie / Mathematik

2. MOde” ana|‘y’sieren 3. TheOrie

grundlegende Eigenschaften = aufbauende Eigenschaften
£ | Annahmen, Gesetze, Axiome | folgern, 6sen Regeln, Sitze, Beweise r
() O:
-, modelieren X vereinfachen Vorﬁ?;%fg?n? konkretisieren L interpretieren
p idealisieren v abstrahieren ///;5ié\ﬁéh\5i:<§ spezialisieren Yy validieren c
. =

S .

a 1. Empirie anpassen 4. Anwendung @

Beobachtung / Experiment — o Interpretation der Resultate

Erfahrungen, Wiinsche, Ziele dberprien Uberpriifung des Modells

Realitat / Anwendung

Konkrete Anwendung benotigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Alles Denken beruht auf Modellen; diese konnen deskriptiv oder normativ eingesetzt werden.
Deskriptiv: beschreibend (Kettenlinie), erklidrend (Planetenbewegung), vorhersagend (Wetter).
Normativ: vorschreibend (Bauplan), planend (Raumsonde), gesetzgebend (Klimaschutz).
Ingenieur:innen wollen beides, nicht nur passiv vorhersagen, sondern auch aktiv steuern

und beeinflussen. Hierzu benétigen Sie ausreichend starke mathematische Werkzeuge.
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Warum ist Mathematik so erfolgreich? Erlauterung

Die Differential- und Integralrechnung kennen Sie aus der HM1&2 und
wissen bereits, wie nltzlich sie lhnen jetzt schon in Anwendungen ist.

Diese Techniken werden wir dieses Semester ausbauen und vertiefen:
Integralrechnung und ihre Anwendung auf Differentialgleichungen.

Hierzu mdéchte ich gleich zu Beginn einige berihmte Anwendungen
skizzieren, so dass Sie sich einen ersten Eindruck verschaffen kdnnen.
Im obigen Beispiel suchen wir eine geeignete Form unseres Turmes.
Es ist demnach nicht nur eine Zahl gesucht, sondern eine Funktion!

Die Aufgabe fiihrt zu einer Differentialgleichung, also einer Gleichung,
in der die gesuchte Funktion y(z) und ihre Ableitungen ' (x) auftreten.
Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik haben diese Form:
Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.

Auch wenn Sie die nétigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kénnen
Sie doch sinngemaf erahnen, welche Techniken wir brauchen werden.
Sie kénnen so in etwa die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den ndchsten Wochen einlésen.
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Newtons Himmelsmechanik: die Bewegungsgleichung Erlauterung

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse m;, > 0, Position ux(t) € R? und Geschwindigkeit v (t) € R3.

Lésung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen
Uj — U

U = vk, Uk = fe(u):= Z#k ym

7 uy — ug

Vorgegeben sind die Anfangssdaten u(0) und v (0) zur Zeit ¢t = 0.

Als Losung gesucht ist die Bewegung (ug, v, . . ., Uy, vy) : [0, T[ — RO,
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Lésung? Ja, das ist
der zentrale 3&E-Satz! Kollision oder Expulsion nach oo sind méglich:
Eventuell existiert die L6sung nur flr eine kurze Zeit 7' > 0. Fir manche
Startwerte sind Lésungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Glick!
© Den Fall n = 2 I6sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
@ Firn > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen l6sen!
© Euler-Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 = tq < t; <ty <t3 < ...,

ug(tive) ~ up(ts) +op(ts) - (i — ),
vp(tiv1) ~ vg(ti) + fr(u) - (fiy1 — ti).
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Newtons Himmelsmechanik: der historische Triumph Erlauterung

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit.

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.
Neben den zahlreichen ,,Fixsternen* (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,,Wandelsterne*
(Planeten unseres Sonnensystems). Ihre Bewegung lédsst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zunichst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der groen Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus’ heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prizisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst Isaac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-Korper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkldiren, ja herleiten. Newtons revolutionire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erkldrt die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auBerirdische Phinomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Wal’um h||ft AbStraktI0n7 Erlauterung

Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung.
Sie erklart und quantifiziert Zusammenhange: Das ist ihr Nutzen!
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke!
Sie ist schén und gut: asthetische Kunst und nitzliches Handwerk.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir
un instrument pour l’étude de la nature. Mais ce n’est pas tout:
elles ont un but philosophique et, j ose le dire, un but esthétique.
Henri Poincaré (1854-1912)

Das Wort ,abstrakt” missbraucht der Ignorant gern als Schimpfwort fir
alles, wortiber ihm die Kenntnis fehlt oder wovor er die Mihe scheut.

Zur Klarstellung muss und will ich Partei ergreifen fir die Abstraktion:
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfalle.
Denkdkonomie: Daten andern sich, Methoden bleiben bestehen.

© Daher betone ich konkrete historische Beispiele zum Wechselspiel
von Theorie und Anwendung. Die Geschichte ist lehrreich und lohnend.



Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre "

Ziel: Wie verhalten sich Strémungen? Welche Gleichungen gelten hier?

Bildquelle: wikimedia,
Bildquelle: wikimedia

Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln

(0) Wie beschreiben Sie eine Strdmung in einem Gebiet Q C R3 iber ein
Zeitintervall I = [to,t1]? Geschwindigkeit 7: I x Q — R3: (¢, %) — (¢, 7)
und Massendichte ¢: I x Q — R: (¢, %) — o(t, ¥) und evil. weitere Daten.
Die Massenstromdichte o7: I x 2 — R3 beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz fur K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fur inkompressible Strémungen, also flr ¢ = const?

Losung: (1) Die Uber die Randflache S = 0K ausstrdmende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

d///gdK+# (07 #)dS = 0
dt JJ/ k S—0K

(2) Wir durfen die Ableitung unters Integral ziehen dank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung 0p/0t:

d Kpkt
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringen und dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von Gauf3 (G3G):

# (o7-/)dS = /// div(o?) dK
S=0K e K

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

I, [35 + div(gm] K =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt fir jedes Kompaktum K & §2.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

20 .o
e + div(p?) =0
Diese Kontinuitatsgleichung ist grundlegend fiir die Strémungslehre.

(4) Fur inkompressible Strémungen gilt o = const und somit div 7 = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flie3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu genuigt allgemein bereits 0,0 + v« grad o = 0. Sehen Sie warum?
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Kérper?

Bild- und Warmequelle: Momo

Warmebilanz flir K = Kaninchen bei t € Winter

Wir betrachten ein Gebiet Q C R3 und ein Zeitintervall I = [to,#;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte ¢: I x Q — R,
Warmedichte u: I x Q — R und Warmefluss f:1 x Q — R3.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Aufgabe: (1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Vereinfachen Sie schlie3lich durch die Annahme f: —k Vu.

Losung: (1) FUr jedes Kompaktum K & € gilt die Warmebilanz:

Von den Warmequellen in K zugeflihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Wéarmefluss Uber den Rand von K nach auf3en

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

/// (t,2)d /ﬂ (t,) dx—i—#g 6Kf(t,x)-ﬁd5

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benétigt.
Ich greife hier schon mal vor: g sei stetig, f einmal stetig diff bar, u zweimal stetig diff bar.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

(2) Mit GauB3 (G3G) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

B, feerias = [ v-fona

Darfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, 0;u stetig!

d Kpkt // a
. t —
o /// u(t,x) dz = (%u(t,w) dz

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///K {gtu(t’ 2) + V- f(t,2) — a(t, x)] dz = 0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fir jedes Kompaktum K € Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

—

Ou(t,z) + V- f(t,x) = q(t, x)

Diese Gleichung gilt iiberall dort, wo etwas entsteht (g), gespeichert wird () und flieBt ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heiflit deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielféltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier—Theorie 16sen konnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie u = g und f = o erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.



Fouriers Warmeleitungsgleichung
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(4) Warme flie3t von warm nach kalt, genauer f: —k Vu. Einsetzen:
du(t,z) + V+ [~k Vu(t,z)] = q(t,z)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
Ou—rKkAu=q mit A=0?+05+0s.

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7', genauer

u = pcT mit Dichte ¢ und Wirmekapazitit c. Sie fliel3t proportional zur Temperaturdiftferenz,
also f = —\ VT mit Wirmeleitfihigkeit . Demnach gilt f = — Vu mit & := A/(oc).
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfihigkeit «(¢, ) rdumlich konstant und isotrop.

Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung (1822):
ou 0? 0? 0?

ey it A=< L9 9
g ~mAw=a mt 62 o3 ' oa2

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u (links) mit Inhomogenitét g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wérme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768-1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach ihm benannte Fourier—Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und q. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) kdnnen wir die Fundamentallosung angeben!



Mars & Venus Express
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Missionen der ESA

Start Jun. 2003 in Baikonur
Mars-Orbit ab Jan. 2004

— Suche nach Wasser
Start Nov. 2005 in Baikonur
Venus-Orbit ab Apr. 2006
— Atmosphére der Venus

Orbiter: Masse 633kg leer
plus Treibstoff (MMH+NTO)

Acht Steuertriebwerke mit
je 10N Schub (im Labor)

Fortsetzung oder Ende:
Wie lange reicht der Sprit?

Siehe en.wikipedia.org/wiki/Mars_Express und /Venus_Express


http://en.wikipedia.org/wiki/Mars_Express
http://en.wikipedia.org/wiki/Venus_Express

Venus Express: Wieviel Treibstoff ist noch im Tank?
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Aus Steuermandvern errechnete Masse flr 366 Tage bis 31.12.2012.
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Mathematische Statistik: Konfidenzintervalle
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Jahresmittelwert der Gesamtmasse mit 3c—Konfidenzintervall.
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Mathematische Statistik: lineare Regression

Regressionsgerade mit Konfidenzintervallen: 1o, 20, 30.
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Themen der HM1&2: Voraussetzung

Lineare Algebra und Geometrie:

@ Reelle und komplexe Zahlen RCC
@ Euklidische Vektorraume R", C"
@ Matrizen & lineare Gleichungssysteme Az =y
@ Eigenvektoren und Diagonalisierung Av = v
@ Normalformen fiir Quadriken 22 —y? =1
Analysis:
@ Konvergenz von Folgen und Reihen > heo Ok
@ Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit limg_q, f(2)
@ Differential- und Integralrechnung f f(z)de = [F]b
@ Differentialrechnung mehrerer Variablen 8x8yf = 8y8xf
@ Vektorfelder, Wegintegrale und Potentiale rotgrad f =0

© Auf die Beherrschung all dieser Grundlagen kénnen Sie stolz sein,
als Handwerkszeug schon jetzt im Studium und ebenso spéater im Beruf!

201
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Themen der HM3: Zielsetzung

Die HM3 bietet viel und verlangt viel ... in kurzer Zeit (37 Termine):
@ Mehrdimensionale Integration (4) Jgn f(2) da
@ Integralsatze in Ebene und Raum (7) Jpdf =[5 f

@ Fourier—Analyse und Laplace—Transformation (5)  f(t) ~ > cx e**

@ Gewdhnliche Differentialgleichungen (8) u'(t) = f(t,ul(t))
@ Partielle Differentialgleichungen (4) O, u(t,x) = 02 u(t,x)
@ Wahrscheinlichkeitsrechnung (8) P(A|B) = P(]f(;)B)

© Diese machtigen Techniken sind in Anwendungen allgegenwartig.
Jedes dieser Themen verdient eigentlich seine eigene Vorlesung. ..
Sie bekommen alles als ,Best-of* in einem einzigen Semester!
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Ziele der HM3 laut Modulbeschreibung Erlauterung

Die Studierenden verfligen Uber grundlegende Kenntnisse
@ der Integralrechnung fir Funktionen mehrerer Veranderlicher,
@ gewdhnliche und partielle Differentialgleichungen,
@ Fourier—Reihen und Integraltransformationen sowie Stochastik.

Sie kdnnen die behandelten Methoden selbststandig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anwenden.

Sie besitzen die mathematische Grundlage fiir das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften. Sie kénnen sich
mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und naturwissenschaftlichen
Umfeld Uber die benutzten mathematischen Methoden verstandigen.

Konkrete Anwendung benotigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Daher Ihr Ziel: Sie beherrschen Ihr Handwerk, verstehen die Grundlagen und wenden passende
Werkzeuge fachgerecht an. Sie miissen dazu das Rad nicht neu erfinden: Thr Studium biindelt die
Erfahrung vieler Generationen. Diesen Erfahrungsschatz sollen sie kennen und nutzen lernen.
Das gilt insbesondere fiir die Mathematik: Hier erlernen Sie Ihre Denk- und Rechenwerkzeuge.
Man kann Techniken auch oberflichlich kennen, aber ohne Ubung nicht effizient anwenden.
Aus diesem Grund sollen sie jede Woche die Ubungen ausgiebig und selbstkritisch nutzen!
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Ziele lhrer universitéaren Ausbildung Erlauterung

Aus dieser ambitionierten Zielsetzung ergibt sich die Vorgehensweise:

@ Selbststandig: Es geht nicht nur um Auswendiglernen,
sondern um Verstehen und unabhangige Urteilsfahigkeit.

@ Sicher: Es geht nicht nur um Intuition oder Spekulieren,
sondern um nachvollziehbare Argumente und Rechnungen.

@ Kiritisch: Es geht nicht nur um Glauben oder (Auto)Suggestion,
sondern um (selbst)kritische Fragen und sorgfaltige Antworten.

@ Korrekt: Sie beherrschen Definitionen, Satze, Methoden, Proben.
Gegenbeispiele zeigen Fehlerquellen, die es zu vermeiden gilt.

@ Kreativ: Es geht nicht nur um fertige Rezepte,
sondern um eigenstandige Anwendung.

Manche:r méchte Werkzeuge anwenden, auch ohne zu verstehen. ,,Echte Macher lesen keine
Bedienungsanleitung.* Fiir Low-Tech mag das vielleicht gentigen, bei High-Tech sicher nicht.
Auch im Studium lockt diese scheinbare Abkiirzung: unverstandene Rezepte blind anwenden.
Das ist weder selbststindig noch sicher, weder kritisch noch kreativ, und meist nicht korrekt!
Kurzum: Ohne Grundlagenwissen tappen Sie im Dunkeln und konnen die Werkzeuge nicht
richtig nutzen. Damit verbauen Sie sich den Weg zu effizienten Losungen, oder schlimmer noch,
treffen fatale Fehlentscheidungen. Seridse Ingenieursarbeit braucht grundlegendes Verstidndnis!



Prof. Dr. Michael Eisermann . Hohere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel A

Was sind und was sollen Integrale?

g0 = h

Alles messen, was messbar ist —
und messbar machen, was noch nicht messbar ist.

Galileo Galilei (1564-1642)

Halbversion ° michael-eisermann.de/lehre/HM3 ° 26.02.2025
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Inhalt dieses Kapitels A

1 Konstruktion des Volumens
Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?
Was sind und was sollen Integrale?
Schreibweisen fur Integrale

2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen
Der Korper (R, +, -, <) der reellen Zahlen
Reelle Funktionen und ihre Operationen
Absolute Summation von Reihen

3 Konstruktion des Integrals
Treppenfunktionen und ihr Integral
Einschachtelung und Ausschépfung
Absolut integrierbare Funktionen

4 Eigenschaften des Integrals
Zerlegung und Betragsabschéatzung
Fast Uberall gleiche Funktionen
Erste Beispiele und Verstéandnisfragen
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Integration: Theorie und Anwendung Uberblick
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Bernhard Riemann Emile Borel Henri Lebesgue
(1826-1866) (1871-1956) (1875-1941)

Integration ist ein m&chtiges und allgegenwartiges Werkzeug.
Wir werden der Reihe nach drei fundamentale Fragen klaren:
1 Konstruktion: Was sind und was sollen Integrale?
2 Werkzeugkasten: Welche Rechenregeln gelten?
8 Training: Wie berechnen wir konkrete Beispiele?



A004

Integration: Theorie und Anwendung Uberblick

Differenziert und integriert wird seit Newton (1643—1727) und Leibniz (1646—1716).

Thre Infinitesimalrechnung ist iberaus erfolgreich und wird systematisch weiterentwickelt.
Die Integrationstheorie ist eine Errungenschaft des 19. Jahrhunderts (dank Riemann, Darboux,
Jordan, ...) und vollendet zu Beginn des 20. Jahrhunderts (dank Borel, Baire, Lebesgue, .. .).

Auch nach tiber hundert Jahren bewihrt sie sich téglich in ihren zahlreichen Anwendungen,
von der Fourier—Analyse in der Signalverarbeitung iiber die allgegenwirtige Wahrscheinlich-
keitsrechnung bis zur Quantenphysik. Das wird auch in weiteren hundert Jahren noch so sein:
Solide mathematische Arbeit hat einen extrem langen Nutzen. Die Investition lohnt sich!

Die Integration wird uns die ersten Wochen beschiftigen, ihre Anwendungen das gesamte
Semester. Dieses Uberblickskapitel gibt zuniichst eine erste Kurzanleitung zur Integration.
In der Praxis stehen Sie vor allem vor der letzten Frage (3): Zu einer vorgelegten Funktion
f @ — R wollen Sie das Integral fﬂ f(x) dx berechnen. Dazu brauchen Sie geeignete
Werkzeuge, insbesondere ausreichend starke Rechenregeln (2). Um diese iiberhaupt erst zu
erhalten und zu verstehen, miissen wir die erste Frage kldren: (1) Was bedeutet Integration?

Zur Not kann man versuchen, sich allein auf die besonders relevante dritte Frage zu stiitzen und
moglichst viele Beispiele auswendig zu lernen. Erfahrungsgemél erscheinen diese dann jedoch
unzusammenhingend und eher verwirrend. Es ist wesentlich effizienter, sich zuerst den nétigen
Uberblick zu verschaffen, um so allen Anwendungen gemeinsam die nétige Struktur zu geben.

Eine solide Grundlegung ist wichtig, um zu wissen, wovon wir reden! Ich erklédre Ihnen hierzu
eine Handvoll Prinzipien, auf denen die gesamte Integration aufbaut. In den folgenden Kapitel

entwickeln wir hieraus praktische Rechenregeln, illustrative Beispiele und erste Anwendungen.
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Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?

Teilmengen A C R? wollen wir ihren Flacheninhalt voly(A) zuweisen.
Problem: Nach welchen Regeln? Welche Mengen sind messbar?

(1) Normierung
auf Rechtecken

(3) Monotonie

(2) Additivitat

1 (5) Auss¢hopfung

D —
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|
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Ebenso fiir den Rauminhalt vol3(A) von Teilmengen A C R3, und
allgemein fir das n—dim. Volumen vol,,(A) von Teilmengen A C R".
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Definition: Messbare Mengen und ihr Volumen

Messbare Mengen A C R™ und ihr n—dimensionales Volumen
vol,, (A) € [0, o] definieren wir nach folgenden funf Grundregeln:

(1) Normierung: Jeder n—dimensionale Quader A C R" ist messbar,
und sein Volumen vol(A) ist das Produkt seiner Seitenlangen.
© Speziell fur die leere Menge () folgt daraus vol(()) = 0.

(2) Additivitat: Sind A, B C R™ messbar, so auch AU Bund AN B,
und fir diese vier gilt vol(A) + vol(B) = vol(A U B) + vol(A N B).
© Fir An B = () folgt vol(A U B) = vol(A) + vol(B) dank vol(}) = 0.

(3) Monotonie: Sind A, B C R™ messbar, so auch C' = B \ A.
© Aus A C Bfolgt B= AU C und vol(A) < vol(B) dank Additivitat (2).

(4) Einschachtelung: Gilt AgCA; C A, C...CCC...CB,CBCBy
mit Ay, B messbar und vol(Bj ~ Ax) N\, 0, so ist auch C' messbar.
© Dank Monotonie (3) folgt daraus vol(A;)  vol(C) o/ vol(By).

(5) Ausschopfung: Sind Ag € A; C Ay C ... messbar, so auch ihre
Vereinigung A = AgU A; U A2 U ..., und dabei gilt vol(Ay)  vol(A).
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Was sind und was sollen Integrale?

Beispiel: Wir integrieren f(z) = e~**/2 iber Q = [1, 2].
f(x)
Ji 1) de

Q by T

Zur Funktion f : R — R existiert eine Integralfunktion F: R — R:z +— [* f(t) dt mit F' = f
dank Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (B11). Leider ist F' nicht elementar (Blp).
Schon in solch einfachen Beispielen benotigen wir die geometrische Integraldefinition als Flidche!

Grundidee: Sei Q2 = [q, b] ein Intervall und f: [a,b] — R stetig.
Das Integral fab f(x) dx misst die Flache unter dem Graphen von f.

Verallgemeinerung' Sei 2 C R™ ein Quader und f: Q) — R stetig.
Das Integral [, f(x)dxz misst das Volumen unter dem Graphen von f.
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Was sind und was sollen Integrale?

Beispiel: Wir integrieren f(z1,22) = 1 + 2% — 23 Uber Q = [-1, 1]°.
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Gesucht ist das Volumen unter dem Graphen, also |, o f(x) dz. Dieses sehr einfache Beispiel
lasst sich auch ohne Rechnung 16sen: [, f(x) dz = 4. Kénnen Sie es sehen? und ausrechnen?
Solide Grundlagen helfen der geometrischen Anschauung und dann der formalen Ausfiihrung!



Intervalle und ihre Lange
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Definition A3A: Intervalle und ihre Lange

Eine Teilmenge I C R heif3t Intervall, falls fir alle a < x < bin R mit
a,b € I auch x € I gilt. Fir a < b haben wir die endlichen Intervalle

[a,b] ={z€eR|a<z<b}, lab:={zcR|a<z<b},
[a,b[:={z€eR|a<z<b}, Jab:={zecR|a<z<b},

sowie die unendlichen Intervalle wie |—oco, +00[ = R und

[a,4+c[:={ze€R|a<z}, Ja,4oo[:={z€R|a<z},
}foo,b]::{xE]R}be}, ]foo,b[::{xGR‘x<b}.

Jedem Intervall I # () ordnen wir die Lange voly(I) := sup I — inf I zu.

Der leeren Menge () C R weisen wir die Lange vol; () := 0 zu.

Da (R, <) vollstindig ist, ist jedes Intervall I C R tatséichlich von einem dieser zehn Typen!

Die endlichen Intervalle [a, b], ]a, b[, [a, b[, |a, b] haben Linge b — a. Die Linge 0 haben neben ()
nur die einpunktigen Intervalle [a, a] = {a}. Alle unendlichen Intervalle haben die Linge +oc.

Das Intervall [a, b] ist kompakt. Die Intervalle ]a, b[ sowie ]a, +oo[ und |—o0, b[ sind offen.
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Rechtecke und ihr Flacheninhalt

1

Je zwei Intervalle I, J C R definieren ein achsenparalleles Rechteck
R=1IxJ~— { (z,y) € R? ‘ rel, ye ]}
Es hat den Flacheninhalt voly(R) := voly (1) - voly (J).

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat das Rechteck den Flacheninhalt 0. Haben beide Intervalle
positive Linge, so hat R positiven Fldcheninhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat R unendlichen Flicheninhalt. Zum Beispiel gilt volz (R?) = 400, ebenso
volz(R X [0,1]) = +o0, aber vola (R x {a}) = 0, gemiB der Konvention von Seite A205.
Sind beide Intervalle I, J C R endlich / kompakt / offen, so auch das Rechteck I x J C R

Dasselbe Prinzip gilt in jeder Dimension! Zur Verdeutlichung skizziere ich Quader Q C R3.
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Quader und ihr Rauminhalt

I

Je drei Intervalle I, J, K C R definieren einen achsenparallelen Quader
Q=IxJxK= { (z,y,2) € R3 | vel,yel ze K }.
Er hat den Rauminhalt vol;(Q) := vol; (1) - voly(J) - vol; (K).

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat der Quader den Rauminhalt 0. Haben alle Intervalle
positive Linge, so hat ) positiven Rauminhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat ) unendlichen Rauminhalt. Insbesondere gilt somit volz (R?) = 4-oc.

Sind alle drei Intervalle I, J, K endlich / kompakt / offen, so auch der Quader I x J x K.

Die Dimensionen n = 1, 2, 3 habe ich zur Betonung gesondert behandelt. Dasselbe Prinzip gilt

in jeder Dimension! Das ist zwar schwer zu zeichnen, aber rechnen ldsst sich damit ebenso gut.
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Quader in beliebiger Dimension

Definition A3B: n—dimensionale Quader und ihr Volumen
Eine Teilmenge @ C R™ heif3t achsenparalleler Quader, falls

Q211X12X-"><In

mit Intervallen I, I, ..., I, C R. Sein n—dimensionales Volumen ist

vol, (Q) := voly(I1) - voli (I2) - - - voly (I,).

Hat eines der Intervalle Lange 0, so hat der Quader das Volumen 0.
Haben alle Intervalle positive Lange, so hat @ positives Volumen; ist
zudem eines der Intervalle unendlich, so hat @ unendliches Volumen.

© Im Satz C1E von Fubini fihren wir diese iterative Berechnung fort.

Proposition A3c: Streckung und Verschiebung
Fira € R und v € R” gilt vol,,(aQ + v) = |a|™ vol,(Q).

Ubung: Zeigen Sie dies! Zu Streckung und Stauchung siehe Satz A41.
© Im allgemeinen Transformationssatz C2B filhren wir diese Idee fort.



Grundidee: Das Integral misst das Volumen. e

: T e e Y iy o
Die Mensa der Universitat Stuttgart auf dem Campus Vaihingen
aus Sicht der Mathematik (Pfaffenwaldring 57, 7. Stock)

Die Dachflache kdnnen wir uns als Funktion f:Q — R> vorstellen.
Das Integral [, f misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen.

Dies lasst sich fur Treppenfunktionen besonders leicht ausrechnen.
Hierzu nutzen wir die folgende Notation und einfache Integralformel.



Indikatorfunktionen A306

Die Indikatorfunktion einer Teilmenge A C Q) definieren wir durch

1 fu A
Ip: Q=>R:z—Is(x)= lfrxe ’
0 farz ¢ A.

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

/ I4=vol,(A) undallgemein / cIq = cvol,(A).
Q Q

© Dies ist die bewéhrte Regel ,Volumen = Grundflache mal Hohe*.
Sie ist der Ausgangspunkt fir die Integration, die wir nun ausfihren.
Hierzu betrachten wir Indikatorfunktionen von Quadern A C 2 C R”
und bilden daraus die Treppenfunktionen als Linearkombinationen.



Von Indikatorfunktionen zu Treppenfunktionen
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Zu Quadern Q; C Q und ¢ € R definieren wir die Treppenfunktion

f=2I4+11p

14
= Z Cl IQk .
k=1

B

A

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

5=

¢ ¢
Z(‘/.rl(g,,.] = Z {/ IQJ chvol (Qk)-
Y k=1 :

k=1

© Die Menge T(Q) aller Treppenfunktionen ist ein R—Vektorraum.

Hierauf ist das Integral [, : 7(€2) — R normiert, linear und monoton.
Das ist anschaulich plausibel; wir rechnen es spater sorgféltig nach:
zun&chst eindimensional B1A, dann induktiv mehrdimensional C1A.
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Definition: messbare Funktionen und ihr Integral

Sei 2 C R™ ein Quader. Messbare Funktionen f:Q — [0, co] und ihr
Integral [, f € [0, oc] definieren wir nach folgenden fiinf Grundregeln:

(1) Normierung: Fur jeden endlichen Quader A C (2 ist die zugehorige
Indikatorfunktion I4: € — [0, co] messbar, und es gilt [, I4 = vol,(A).
© Speziell fur die Nullfunktion 0 = I, folgt daraus [, 0 = 0.

(2) Linearitat: Sind f, g messbar, so auch jede Positivkombination
af +bgmita,b e Rxo, und es gilt [(af +bg) =a [of+D 9.

(3) Monotonie: Sind f, g messbar, so auch h = max(g — f,0).
© Aus f < gfolgth=g— fund [, f < [, g dank Additivitat (2).

(4) Einschachtelung: Gilt fo < fi< fo<...<h<...<g<qgn <qg
mit fx, g messbar und [, (gx — fr) \« 0, so ist auch h messbar.
© Dank Monotonie (3) folgt daraus [, fv /* [o 7 Jo 9%

(5) Ausschopfung: Sind fy < f1 < fo <... messbar mit f, " f,
so ist auch f messbar, und es gilt [, fi ./ [, f (monotone Konvergenz).
© Genial einfach. Einfach genial. Das alles passt auf eine Postkarte.
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Volumen als Integral

Wir betrachten einen Integrationsbereich @ C R"™, zum Beispiel 2 = R".

Satz A3J: messbare Mengen und ihr Volumen

Genau dann ist eine Menge A C 2 messbar, wenn ihre Indikatorfunktion
I4:Q — R messbar ist. In diesem Falle gilt fir ihr Volumen

voln(A):/Aldx ::/QIA(x)dm.

Ist die Funktion f:Q — [0, cc] messbar, so auch I4-f, und es gilt

/A f(z) dw = /Q Lu(x) f(z) dz.

Sind diese Integral endlich, so nennen wir A bzw. f Gber A integrierbar.

© Wenn Sie integrieren kdnnen, dann kénnen Sie damit auch Volumina
bestimmen. Die Indikatorfunktion I4 schneidet au3erhalb von A alles ab.

© Oft integrieren wir statt (iber A lieber Uiber die schénere Menge (.
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Positive und negative Beitrdge zum Integral

Bislang haben wir das Integral nur fir nicht-negative Funktionen erklart;
das entspricht der Idee des Volumens und vereinfacht die Formulierung.
Zu integrieren sei nun eine Funktion f:Q — R, wobei R = R U {+o0}.
Wo immer f negativ ist, ist das Volumen negativ in Ansatz zu bringen.

f | f F=

J ~N J N\ J/\ Y
Wir zerlegen f = f* — f~ in Positivteil f* und Negativteil f~— geman

o) = { f(z) falls f(z) >0, (@) = {— f(z) falls f(z) <0,

0 sonst, 0 sonst.

Beim Integral soll f~ negativ z&hlen, also [, f := [ /T — [o [ -
/\ Diese Differenz ist nur sinnvoll, wenn beide Integrale endlich sind.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Definition A3K: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Fir jede Funktion f:Q — Rgilt f = f* — f~und |f| = fT + .
Genau dann ist f messbar, wenn f*:Q — [0, co] messbar sind.
(1) In diesem Falle ist auch | f| = f* + f~ messbar, und somit gilt

/Qlf@)\dx=/Qf+<x)dx+/9f—(x)dx.

(2) Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Falle kénnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf(:p)da: ::/Qﬁ(g;)dx—/ﬂf—(x)dx.

/\ Die Differenz oo — oo ist sinnlos! Zur Integration von f = f* — f~
mussen Positivteil f* und Negativteil f~ endliche Integrale liefern.

© Das Kriterium [,| f(z)| dz < oo ist einfach, prazise und bequem.
Geschickte Abschatzung vermeidet die miihsame Berechnung von f=.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Satz A3L: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten einen Integrationsbereich 2 C R", zum Beispiel 2 = R™.
Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen

L'Q)=L'(QR) :={ f: Q=R [|f(z)]dz < o0 }
ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung
') —R: fe [, f(z)da.

Sie ist normiert, monoton, erfillt Einschachtelung und Ausschépfung.
Durch diese funf Eigenschaften ist das Integral eindeutig bestimmt.

© Damit haben wir die Konstruktion des Integrals abgeschlossen!

Es erfllt unsere Wunschliste und ist hierdurch eindeutig bestimmt.
Das so definierte Integral ist tatséchlich R-linear. Das ist eine erste
wichtige Rechenregel! Der Nachweis ist einfach, aber etwas langlich.
In den n&chsten Kapiteln geht es um weitere praktische Rechenregeln.
Die explizite Berechnung von Integralen erfordert Werkzeug und Ubung!
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Verstandnisfrage: das fehlende Quadrat Ubung

Wir kénnen jeder messbaren Menge A C R? ihren Flacheninhalt
vola(A) zuordnen geman den flinf oben erklarten Grundregeln.
Hieraus berechnen wir die Flache von Rechtecken, Dreiecken, usw.

Es ist bemerkenswert, dass das Ergebnis immer eindeutig ist,
insbesondere unabhangig vom Rechenweg! Oder etwa doch nicht?

Wir zerlegen das rechtwinklige Dreieck A mit Kathetenldngen 13 und 5
wie skizziert und berechnen den Fldcheninhalt voly(A) auf drei Weisen:

Welchen Ist die
Flacheninhalt Antwort
hat das Dreieck? Flache 65/2 eindeutig?

Flache 32 5 Flache 33 12

12 | [T ] '7m_18
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Verstandnisfrage: das fehlende Quadrat Ubung

Fir Volumen und Integral haben wir fiinf Grundregeln: Normierung,
Additivitat / Linearitat, Monotonie, Einschachtelung und Ausschépfung.
Satz A1A garantiert: Mit diesen funf Grundregeln kénnen wir jeder
messbaren Teilmenge A C R” eindeutig ihr Volumen vol,,(A4) € [0, o]
zuweisen und ausrechnen. Allgemeiner garantiert Satz A3G: Mit diesen
fanf Grundregeln kénnen wir jeder messbaren Funktion f:Q — [0, 0]
eindeutig ihr Integral [, f(x) dz € [0, oo] zuweisen und ausrechnen.

Die vorliegende Ubung stellt diese zentrale Zusage auf die Probe!
Sind die Satze A1A und A3G falsch? Oder wo sonst liegt der Fehler?

Losung: Die links gezeigten Mengen nennen wir As, A7, As, A12. Jede hat den angegebenen
Fldcheninhalt vola(Ay) = k. Je zwei sind fast disjunkt: Ihr Schnitt A, N A, ist eine Nullmenge,
hat also Fldcheninhalt vola(Ax N A¢) = O fiir k # £. Dank unserer Rechenregeln erhalten wir
fir A = As U A7 U As U A12 demnach den Flicheninhalt volo(A) =54 7 + 8 + 12 = 32.
Auf der rechten Seite betrachten wir entsprechend die Mengen B, Bs, B7, Bs, B12. Fiir ihre
Vereinigung B = B U Bs U By U Bg U B3 erhalten wir vola(B) = 14+ 5+ 7+ 8+ 12 = 33.

Fiir das Dreieck A hingegen erhalten wir vola (A) = 65/2 = 32.5. Die Skizze suggeriert

A = A = B und provoziert damit den Widerspruch. Bei genauerem Hinsehen erkennen Sie
jedoch A C A C B. Diese Einschachtelung zeigt vola(A) = 32 < vola(A) < 33 = vola(B).
Alles wird gut! Der einzige Fehler liegt hier in der leichtfertigen Behauptung A = A = B.
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Verstandnisfrage: numerische Integration Ubung

I= ff’g h(z)dx
| | | |

Die Funktion h:[—3, 3] — R wéchst auf [—3, 0] und fallt auf [0, 3].

Als Stutzstellen haben wir nur die Daten 1 (0) = 1, h(£1) € [0.60,0.61],
h(£2) € [0.13,0.14], h(£3) € [0.01,0.02] jeweils auf 10~2 genau.
Aufgabe: Wie groB3 ist I = [°, h(x) dz mindestens? héchstens?
Finden Sie die optimale Einschachtelung durch Treppenfunktionen!

Losung: Die Monotonie von h und die gegebenen Stiitzstellen liefern fo < h < go mit

fo =0.01 I[_37_2[ +0.13 I[_Q’_l[ +0.60 I[—l,O[ + I{o} +0.60 I]O,l] +0.13 I]l’g] +0.01 1]2’3],
go = 0.02 1{73} +0.14 1]73772] +0.61 1]727,1] + 1]7171[ +0.61 1[172[ +0.14 1[273[ +0.02 1{3}4
Dank Monotonie des Integrals erhalten wir die Schranken Ag < I < By, hier mit den Werten
Ao = [ fo(z)dz = 0.01 4+ 0.13 + 0.60 + 0.60 + 0.13 + 0.01 = 1.48,

By = [go(z)dz = 0.14 + 0.61 + 1.00 + 1.00 + 0.61 + 0.14 = 3.50.

Dank richtiger Rundung ist diese Einschachtelung nachweislich korrekt und soweit optimal.
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Verstandnisfrage: numerische Integration Ubung

I

]

Allein aus diesen spirlichen Daten gewinnen wir eine (soweit optimale) Einschachtelung durch
zwei Treppenfunktionen fo < h < go. Aus diesen berechnen wir moglichst genaue Ober- und
Untergrenzen fiir das Integral I = f 33 h(z) dz. Die so berechneten Schranken sind leider noch
sehr grob. Zwecks besserer Einschachtelung konnen wir die Rechnung durch weitere Stiitzstellen
verfeinern und den verbleibenden Fehler beliebig klein machen, also B, — A, “\ 0 erreichen.
Dies ist der erste Schritt in numerischer Integration; mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik.
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Verstandnisfragen: Rechenregeln Ubung

Aufgabe: Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze
Begriindung (ein Ergebnis der Vorlesung oder ein Gegenbeispiel).

1) Gilt fRnf(x) +g(@)dr = [p. f(x d:c+fRn x)dz?
(2) Gilt fRn cg(x)dx = fR" x)dz - fRn x)dz?
(8)Aus f <yg folgt Jgn f(2)dz < fRn r)dz?
(4) Aus [, f(z)dz < [z, g(z)da folgt f < g?
(5) Gilt | [ f(x) dz| = [ga|f(x)|dz? oder >? oder <?
(6) Aus [;.|f(z)|dz = 0folgt f = 0? oder f = 0 fast Giberall?
(7) Aus [p.|f(z)]dz =0 und f stetig folgt f = 0?
8) Aus [, f(z)dx = 0folgt f = 0?
Hlerbel seien f,g:R™ — R integrierbar. (Der Fall n = 1 gentgt, denn
Skizzen sind dann leichter, der Fall n > 2 verlauft jeweils genauso.)

Losung: (1) Ja, das Integral ist linear. (2) Nein, Gegenbeispiel f = Ijo,1j und g = Ij2 3.

(3) Ja, das Integral ist monoton. (4) Nein, Gegenbeispiel f = Ijg,1] —Ij1,2) und g = 0.

(5) Fiir f = Ijg,1) — Ij1,9) gilt ,,<*. Nur ,,<* gilt immer. (6) Nein, Gegenbeispiel f = I;q3.
Es gilt nur f = 0 fast iiberall. (7) Ja, siehe oben. (8) Nein, Gegenbeispiel f = Ijo 1] — Ij1,2).
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Verstandnisfragen: Rechenregeln Ubung

Sie kennen und nutzen die Rechenregeln der reellen Zahlen (R, +, -, <):
Assoziativitat, Kommutativitat, Neutrale, Inverse, Distributivitat, Ordnung.

Aufgabe: (1) Formulieren Sie diese Rechenregeln einmal explizit aus.
(2) Welche gelten noch fir (R, +, -, <)? (3) Welche fur ([0, o], +, -, <)?

Losung: (1) Zur Wiederholun_g zu (R, +, -, <) siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §0.2.
Die erweiterte Zahlengerade R = R U {400} haben wir auf Seite A205 erklirt: Addition,
Multiplikation, Anordnung. Die kritischen Fille sind 0 - (00) = 0 und co + (—o0) = 0.

(2) Fiir (R, +, -, <) ist die Null neutral bei Addition. Die Eins ist neutral bei Multiplikation.
Kommutativitit gilt offensichtlich nach Tabelle. Alles andere ist jedoch nicht mehr giiltig:

Das Assoziativgesetz gilt in (R, +) nicht, denn (co — co) + 1 = 0 + 1 = 1 ist nicht gleich

00 + (=00 + 1) = co — co = 0. Auch existiert zu oo in (R, -) kein multiplikatives Inverses.
Das vertraute Distributivgesetz (a + b) - ¢ = (a - ¢) + (b - ¢) gilt ebenfalls nicht, denn

(00 — 1) - 00 = 00 - 00 = oo ist nicht gleich (oo - 00) 4+ (—1 - 00) = 00 — 00 = 0.
@ Aus diesem Grund kénnen wir in (R, +, -, <) nicht so schon einfach arbeiten wie in R!

(3) Fir ([0, o0], +, -, <) gelten alle Rechenregeln, bis auf die Existenz der Inversen.
Man priift dies wie in (2) geduldig und gewissenhaft fiir jede Rechenregel einzeln nach.

© Aus diesem Grund kénnen wir in [0, co] verniinftig arbeiten, zum Beispiel integrieren!
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Verstandnisfragen: Nullmengen Ubung

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie vol; ({ay, ..., a,}), vol; (Q) und vol; (R).
(2) Berechnen Sie fR x) dz; hierbei seien a; < as < ... <a,inR
und die Funktion f: R — ]R erfille f(x) =0 flrz ¢ {al,aQ, N
(3) Berechnen Sie [, g(z) dz; hierbei sei die Funktion g: R — R
gegeben durch g(z) == fura; e Nund g(z) =0 firz ¢ N.

4) Bestimmen und vergleichen Sie das Volumen vola(R x {a}) sowie

//IRW} z,y) dy de —/f /() :=/RIRx{a}<x,y>dy,
//IRx{a}(%y)dwdy :=/9(y) dy, g(y) :=/IRx{a}(w,y) da.
RJR R R

Losung: (1) Firz € R ist {z} = [x1,x1] X - -+ X [®n, Tx] ein Quader mit vol, ({z}) = 0.
Aus der Additivitiit des Volumens folgt vol, ({a1, ..., an}) = 0 fiir jede endliche Menge.
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar, also Q = {ao, a1, az, ... }. (Warum?)
Durch Ausschopfung folgt voli (Q) = limvoly ({a1,...,an}) =1lim0 = 0.

(2)Esgilt f =37 | f(ai)I{4,}, dank Linearitit [ f(x)de =>"" | f(a:) voli({a:}) = 0.

(3) Wir schopfen g aus durch die Funktionen gk R — Rmit gx(z) =z firz € {1,...,k}
und gx(x) = 0 sonst. Es gilt g5 " g, also fR z)dz = limg_ 00 fR gx(x) dz = 0 dank (2).
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Verstandnisfragen: Doppelintegrale Ubung

Wir untersuchen fur f:R? — R die Giiltigkeit folgender Gleichung:

/R</Rf(x’y)dy> dz = /R(/Rf(xvy)@ﬂ) dy = /R2 f(@,y)d(z,y)

Sie gilt fiir sehr viele Funktion f:R? — R aber nicht fiir alle!

Aufgabe: (O) Gilt I[a,b]x[c,d] (x, y) = I[a,b} (.T) . I[c,d] (y) fir alle (.T, y) € R2?
Gilt fir X C RPund Y C R? allgemein Ix.y (z,y) = Ix(z) - Iy (y)?

(1) Berechnen und vergleichen Sie die drei obigen Integrale fiir die
Indikatorfunktion f = I eines Rechtecks @ = [a,b] x [c,d] C R

(2) Gilt die Gleichung flr alle Treppenfunktionen f = Zf;zl et 1g,?
Bleibt sie erhalten bei Linearkombinationen f = 3"}, ¢ f1?

(3) Bleibt sie erhalten bei monotoner Konvergenz f, & f?

(4) Skizzieren Sie f = 3 770 Lk g 1] [kkt1] = Lk 1,542)x [k k+1]-
Berechnen und vergleichen und bestaunen Sie die Doppelintegrale!

Losung: Dies fithren wir am Anfang von Kapitel C aus. Die Rechnungen beruhen allein auf der
Definition des Integrals und sind schon jetzt unmittelbar moglich. Sie sind eine gute Ubung,
um sich mit dem zweidimensionalen Integral und dem Satz von Fubini vertraut zu machen!
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Verstandnisfragen: Verschiebung und Skalierung Ubung

Aufgabe: Sei @ C R" ein Quader und f = I seine Indikatorfunktion.
(1) Sei g:R™ — R:g(x) = f(x — v) die um v € R verschobene Funktion.
Ist auch g eine Indikatorfunktion? eines Quaders? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [, f(z —v)dz und [p, f(x)dz?

(2) Sei h:R™ — R:g(x) = f(c'z) die um c € R- gestreckte Funktion.
Ist auch h eine Indikatorfunktion? eines Quaders? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [;,, f(¢™'z)dz und [, f(z)dz?

Lésung: (1) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle Q = [a,b] C R:
Genau dann gilt x — v € [a, b], wenn x € [a + v, b + v] erflllt ist.
Allgemein fir jede Teilmenge @ C R™ und jeden Vektor v € R gilt
r—ve@genaudann,wennz € Q+v:={qg+v|qeQ} erfilltist.
Zum Quader Q = [a1,b1] X -+ X [an,by] CR"und v = (vy,...,v,) € R?
gilt hierbei Q + v = [a1 +v1,b1 +v1] X -+ X [ap + vy, by + v,] C R™.

Fur f = I gilt demnach g(z) = f(x —v) = Ig4v(2), also g = Ig4o.
Nach Definition A3B gilt vol,,(Q + v) = (b1 —a1) - - - (bn, — an) = vol, (Q).
© Wir erhalten hier also Jgn [z —v)dz = [, f(x)dz. Gut zu wissen!
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Verstandnisfragen: Verschiebung und Skalierung Ubung

(2) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle @ = [a,b] C R:

Im Falle ¢ > 0 gilt c ™'z € [a, b] genau dann, wenn = € [ca, cb] erflllt ist.
Im Falle ¢ < 0 gilt c~'2 € [a, b] genau dann, wenn x € [cb, ca] erflllt ist.
Allgemein fir jede Teilmenge @@ C R™ und jeden Faktor ¢ € R ~\ {0}
gilt c7'z € Q genau dann, wenn z € cQ := { cq | ¢ € Q } erfllt ist.
Zum Quader @ = [a1,b1] X - -+ X [an, by] € R™ und ¢ € Rx ist hierbei
cQ = [cay, cbi] X -+ X [can, cb,] € R™ der um c gestreckte Quader.
Fir ¢ € R< gilt entsprechend cQ = [cby, car] X - -+ X [cby, cap] € R™:
Die Streckung um den Faktor —1 ist eine Punktspiegelung am Ursprung.
Fur f = Ig gilt demnach h(z) = f(c lz) = L.g(x), also g = I.q.
Nach Definition A3B gilt fir das Quadervolumen bei Streckung:

vol, (¢ Q) = |cby — cay| - - - |cby, — cay)
= lc|™(by1 — a1) -+ (bn — ayn) = |¢|" vol,(Q)

© Wir erhalten hier also [;, f(c™'z)da = [¢|" [gn f(z) dz.
Ist das anschaulich klar? Machen Sie es sich klar!
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Ubung

Satz A4i: Translationsinvarianz, Streckung und Stauchung

Gegeben sei eine messbare Funktion f:R™ — R sowie ein beliebiger

Streckfaktor a € R ~ {0} und ein Verschiebungsvektor b € R".

(1) Dann ist auch die Funktion z +— f(aa: + b) messbar, und es gilt

/ |f(az +b)|dz =
R

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/f )l da.

R

flaz +b)dz =

ja|™

/ f(a) da.

Verschiebung um einen Vektor b € R™ &ndert den Wert des Integrals
nicht. Stauchung um den Faktor a multipliziert das Integral mit 1/|a|™.

Ausblick: Transformation von Integralen werden wir in Kapitel C mit dem Transformationssatz
wesentlich allgemeiner formulieren und zu einer zentralen praktischen Rechentechnik ausbauen.
Speziell Verschiebung und Stauchung sind niitzlich und dienen hier als erste schone Illustration.
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Translationsinvarianz, Streckung und Stauchung Ubung

Aufgabe: Folgern Sie den Satz aus den fiinf Grundregeln des Integrals:
(1) Gilt die Aussage fur Indikatorfunktionen f = I von Quadern?

(2) Ubertragt sie sich auf Treppenfunktionen f = Zk 1 1g,?

(3) Bleibt sie erhalten bei Einschachtelung und Ausschépfung?

(4) Bleibt sie erhalten bei Zerlegung in Positiv- und Negativteil?

Lésung: (1) Ja, dies haben wir in der vorigen Aufgabe nachgerechnet.
(2) Dank Linearitat des Integrals gilt dann fUr jede Treppenfunktion:

L
/fa:v—{—bdw—/chIQk (ax 4+ b)d :Zc /IQk (ax + b)dz

Z /IQk dr = an /IQk dr = Mn/f

Die Aussage bleibt erhalten bei (3) Einschachtelung und Ausschdpfung
und schlieBlich auch bei (4) Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
(Ubung: Schreiben Sie dies wie in (2) ebenso geduldig aus.)

Somit gilt die Aussage fir alle messbaren Funktionen.



Prof. Dr. Michael Eisermann . Hohere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel B

Eindimensionale Integration

Differenzieren ist Handwerk,
Integrieren ist Kunst.

Ministerium fr Integration

Halbversion ° michael-eisermann.de/lehre/HM3 ° 26.02.2025



B002

Inhalt dieses Kapitels B

1 Integration durch Einschachtelung (nach Riemann)
Treppenfunktionen und Integration durch Einschachtelung
Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Integrationsregeln und elementare Integralformeln

2 Integration durch Ausschdpfung (nach Lebesgue)
Absolute Integration durch Ausschépfung
Der Hauptsatz fir integrierbare Funktionen
Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

3 Integrale und Reihen
Vergleich von Integral und Reihe
Stirling—Formel und Gamma-Funktion
Konvergenzkriterien von Abel, Leibniz und Dirichlet

4 Fazit: Eindimensionale Integration
Zusammenfassung und Verstandnisfragen
Beispiele zur uneigentlichen Integration
Analytische und glatte Funktionen



B003

Motivation und Zielsetzung Uberblick

Das Integral fab f(x) dx misst die Flache unter dem Graphen von f:

f

a | | b x

© lst f:[a,b] — R stetig, so reicht Einschachtelung zur Integration.
© Hieraus folgern wir niitzliche Rechenregeln des Integrals:
Hauptsatz:  Fiir F/ = f gilt fb f(z)dz = (b) — F(a).
Substitution: f;f(g fg ®) f(x
Produktregel: fabf(x ( )dx = [fg)® f f’

& Manche Funktionen kann man so noch nicht mtegrleren.
© Fr diese nutzen wir das Prinzip der Ausschépfung.
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Vorgehensweise Uberblick

A\ Das Integral f; f(x) dx ist zuerst Flacheninhalt und dann erst Stammfunktion, dank HDI!
Aus Bequemlichkeit wird es oft umgekehrt dargestellt: Das ist gut gemeint, aber auch irrefithrend.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist keine Definition fiir das Integral,
sondern eine Folgerung: Der HDI gilt nur eindimensional, fiir stetige Integranden auf einem
Intervall [a, b]. Fiir die hoherdimensionale Integration hat der Begriff der Stammfunktion zunichst
keinen Sinn, Fldcheninhalt und Volumen hingegen schon! Diese Sichtweise ist daher tragfihiger.

Wir beginnen mit eindimensionalen Treppenfunktionen f: R — R. Dank der Anordnung des
reellen Zahlkorpers (R, +, -, <) sind diese sofort zugénglich. Hierauf kénnen wir das Integral in
der gewiinschten Weise konstruieren und alle erhofften Eigenschaften nachrechnen (Satz B1A).

Getreu den im vorigen Kapitel A formulierten fiinf grundlegenden Integrationsregeln erkléren
wir in diesem Kapitel die eindimensionale Integration durch Einschachtelung und Ausschopfung.
Es geht zunichst um die Grundlagen, die Sie aus der HM2 kennen und hier beherrschen miissen,
sodann um die notigen Vertiefungen sowie viele Beispiele. Damit soll dieses Kapitel den Weg
ebnen zur mehrdimensionalen Integration, der wir uns in den folgenden Kapiteln widmen.

Fiir viele Anwendungen wichtig ist insbesondere das Zusammenspiel von Integralen und Reihen.
Wiihrend es im Kapitel A zundchst um die Definition des Integrals ging, kommen wir in diesem
Kapitel B zur Praxis des Integrierens. Das ist ein weites Feld, zu dem ich eine komprimierte
Einfiihrung gebe. Hier brauchen Sie Ihre Rechenfertigkeiten! Integrieren erfordert Geschick,
Ubung und Erfahrung, gemiB obigem Motto: Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Kapitel 3.
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R:z — x. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei aquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

(]
o
SRS

| o

0 a
Losung: Fir die Integrale gilt "51nay @ o nlvtl) o)
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Ausfiihrlich: Wir nutzen S°72) k = n(n — 1)/2. (Ubung: Rechnen Sie es
nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.2 oder spater B305.)

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, : [0,a] — R mit f,, < h < g,.
Hierzu unterteilen wir das Intervall [0, a] durch zj, = k% mitk =0,...,n.
Sei f, konstant auf |z, zx[ mit Wert ming,, | ,,1h = 1. Dann gilt:

n—1
@ a (n —1)na? 1 5
A - pL. e - - mna 2
/xzof(x)dx kZ:() n 2 n? 4 2"

3le

Sei g, konstant auf [z, zx[ mit Wert max,, | .1 h = x;. Dann gilt:

@ " a a n(n+1) a? 1,
p@)de = S k2.2 = MRTIC -
/I:Og (z) dz kzzl n on 2 n? p 2"

Firn — oo gilt [i"(gn — fn) — 0, also ist & integrierbar. Wir erhalten:

a
1
/ rdz = =a®
0 2

© Dieses Ergebnis ist anschaulich-geometrisch klar. Sehen Sie wie?
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0, a] — R:z +— z%. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei aquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

h(z) = 2?

Losung: Fir die Integrale gilt "=1tCn=ba o) o nntl)Entl) o
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Ausfiihrlich: Wir nutzen Y-7Z) k = (n — 1)n(2n — 1)/6. (Rechnen Sie
es nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.4 oder spater B305.)
Wie zuvor unterteilen wir [0, a] durch 2, = k% mitk =0,...,n.

Sei f,, konstant auf Jz_1, z;[ mit Wert miny,, , ,,1h = 27_,. Dann gilt:

i, ,a’ a (n—1)n(2n —1)a® 14

| hwar = YRt~ o L
=0

n? n 6 n3 3
k=0

Sei g,, konstant auf Jz;_1, ;[ mit Wert max,, | .. h = 27. Dann gilt:

n

@ a a nn+1)(2n+1) a3 1
n(z)dz = E— .- = — —a?
/Tog (z)de ; n? n 6 n3 > 3"

Far n — oo gilt foa(gn — fn) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

/ 22 dx = 1a3
0 3

© Einschachtelung liefert fiir jede monotone (B1B) oder stetige (B1¢)
Funktion konvergente Abschatzungen durch untere & obere Schranken!
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

= AF ~ f(x) - h
Integrand i E L f@)
filad + R T
Integralfunktion , /(@)
F(x) = [7 f(t)dt o
ai: x+h

Der Hauptsatz besagt anschaulich: Die Steigung der Integralfunktion
F(x) = [T f(t)dt ist der Wert f(x) des Integranden, also F'(z) = f(x).
Diese Beziehung wollen wir prazise formulieren und nutzen lernen.
Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.6. @ Hauptsatzkantate, youtu.be/4n6aB4aasyg.


http://youtu.be/4n6aB4aasyg
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Erlauterung

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar, dank Satz B1c.
Wir definieren ihre Integralfunktion F': [a, b] — R durch

Fa)= [ f@d

t=a

Fur die Flache uber dem Intervall [z, z + k] finden wir

z+h
F(x—l—h)—F(x):/t fdt ~  f(x)-h

=z

Genauer gilt folgende Einschachtelung:

z+h
h- min f < / f(t)dt < h- max f.
t

[z,x+h] —x B [z,z+h]

Fir h — 0 finden wir dank der Stetigkeit von f im Punkt z somit
Fl@+h) —F@=) 1 /w+h
t

h h
Also gilt F'(z) = f(x). Das erdffnet eine wunderbare Rechentechnik!

foydt —  f(x).

=T
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz B11: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)
Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion

F:la,b) = R mit F(a;)::/xf(t)dt

ist differenzierbar, und fur die Ableitung gilt F/ = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/abf(x) do = [FT’ mit [F]b .= F(b) — F(a).

a a

Diese Aussagen hei3en auch 1. und 2. Hauptsatz. Im Falle £’ = f bzw.
F = [ f + const hei3t F Stammfunktion zu f. Anwendungsbeispiele:

/7r sinzdx = [—cosacyr =1-(-1) =2

=0

™ T
/ T sinzxdr = [Sinx—xcosx} =7a—0 =T
=0 =0
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Grundintegrale: elementare Stammfunktionen

/xadx _ (a # -1) /1 dz = In|z|
b =
/exdx: e’ /lnxdx—xlnx—x
/cos:vdx: sin x /sinmdx: —CosST
/ coshxz dx = sinhx / sinhzdx = coshxz
1
/de: tanx \/(Slnx)Qd‘r: —cotx
1 1
/(C()th)de: tanhx /(S]nhgj)zdaj: —COthx
1 1
/Haszx: arctan x /1—:52 dz = 1n ‘i—fﬂ
1
———dx = arcsinx dx = arsinhzx
/\/1—m2 V14 22

© Ubung: Machen Sie wie immer die Probe durch sorgfaltiges Ableiten!
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Produktregel = partielle Integration Erlauterung

Korollar B1J: partielle Integration
Fur alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g: [a, b] — R gilt

/ fla)g/(@)do = [f@)g(a)]_ - [ b: f/(2) g(x) deo

Nachweis dank HDI: Es gilt [fg]' = f'g + f¢', also [’( f’g +fd) = [fg]b.
Dank Linearitat des Integrals erhalten wir f;(f’ )+ f (fg") = [f9l.

© Zwecks Vereinfachung wahlt man die Faktoren geschickt. Beispiel:

n+1 n n+1 1
/x"lnxdx: T ln:p—/ :E dz = x Ing — ——
n—+1 n—+1 n—+1 n—+1

& Manchmal nitzt als Trick, den Faktor 1 einzufiihren. Beispiel:

/(lnx)”dx:/l-(lnx)"dx:x-(lnx)"—n/(lnx)”_ldx

Letzteres behandelt man ebenso, bis man bei (In z)° ankommt.
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Beispiele zur partiellen Integration Erléuterung

Rekursion: Manche Integrale muss man mehrfach partiell integrieren.

/x”exdx :x”ex—n/xnlexdx,

/x"sinwd:c = —x"cosx—l—n/xn_l cos x dzx,

/1:”cosxdx:x"sinx—n/:c”_lsinxd:p.

1 -1
/sin(aj)” de = - sin(a:)”*l cos(z) + n - /sin(alc)”2 dzx

1 -1
/Cos(:v)” dor = +ﬁ cos(z)" Lsin(x) + n - /COS(iﬂ)n_Q dz

Fur I,, = f;;/é sin(z)"dx gilt Iy = Z und I; = 1 und weiter I, = =11, _o:

/’fﬂsin(x)%dx _ml1-3-5---(2k—1) 7w (2k)!

0 T2 2-4-6---(2k) 2k12.22%%
/2 4.6 .. 12, 92k
/ sin(z)* 1 dz = 246 (2k) :k'iz_
=0 3-5-7---(2k+1) (2k +1)!
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Kettenregel = SUbS’[I'[UtIOI’] Erlauterung

Korollar B1K: Integration durch Substitution
Fur g:[a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f: [c,d] — R stetig gilt

g(b)

f(a() ¢/ (t) dt = / F(w) du.

=g(a)

b

t=a

Nachweis dank HDI: Fur F(s) = [ f(u )du gllt F( ) = f(g(t)) g'(¢).

Hieraus erhalten wir [* f(g(t)) ¢'(¢) dt b= 4% f(u) du

Damit dies auch fir g(b) < g(a) gilt, verelnbaren wir f(f =[5

© Merkregel: Fiir u = g(t) gilt ¢ = ¢/(¢), also du = ¢'(t) dt. Beispiel:
5

2 5
/t:O cos(t2 +1) - 2t dt = /u cos(u) du = [sm(u)] = sin(5) — sin(1)

—1 u=1

Hier substituieren wir u = g(t) = ¢* + 1. Demnach gilt % = ¢/(¢) = 2¢.
Die Integrationsgrenzen miissen von t nach « angepasst werden:
Wenn ¢ von 0 bis 2 14uft, dann lauft « von ¢g(0) = 1 bis g(2) = 5.
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Beispiele zur Substitution Edauterung

Eine wichtige Anwendung ist die logarithmische Ableitung:

@) 4t
[ 5 ar = s

Typische Beispiele, die Sie (er)kennen sollten:

!
/1dx:/(x) dz =Inz flirz >0

T T
1 | !

/ dx:/(nx) de =Inlnz firz>1
zlnx Inx

!
/ldw_/(lnlnx) dz =Inlnlnz flirz >e

zlnx Inlnz Inlnzx

: /
/tan(:p) dz = / ST gy = /(Cosx)dx = — In|cos x|
cos cos x
: /
/cot(x) dx:/cosxdx: / (s1‘nx) dz = In|sin z|

sinx sinx

[ [] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.1-3.3.
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Integration rationaler Funktionen Erléuterung

Ein Polynom p(z) = ag + a1z + asz? + - - - + a,2™ abzuleiten ist leicht:
Man erhalt p/(z) = a1 + 2asx + - - - + na,z" !, also wieder ein Polynom.
Ebenso leicht kbnnen wir integrieren und erhalten wieder ein Polynom:

ai 2 az 3 an n+1
/p(x) X cons aogxr X 3 X n 1IE

Auch eine rationale Funktion r(x) = p(z)/q(x) abzuleiten ist leicht:
"(x)q(z) — p(x)q'(x)
q(z)?

Fur jede rationale Funktion r(x) ist die Ableitung /(x) wieder rational,
aber Stammfunktionen im Allgemeinen nicht! Manche Integrale fihren
zu In und arctan und somit aus den rationalen Funktionen hinaus:

(z) =2

dx dx
— =In|z| und 5 = arctanz
x e +1

© Das ist aber auch schon das Schlimmste, was passieren kann. ..
Der folgende Satz erklart, wie man rationale Funktionen integriert.
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Integration rationaler Funktionen suterung

Erlauterung

[ [] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.4.

Jede rationale Funktion r(z) = p(z)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale. Beispiele:

r(z) = 422 — Tx + 25 2 3 n 5
x3—6x2+3x+10 xr+1 x—-2 x-5
:>/ )dz = 2In|x + 1| — 3Injz — 2| + 51n|z — 5|
3z%2 — 3z — 10 1 2+ 5
r(z) =

P52 11le—15 -3 212015
7
:>/ )da = In|z — 3| + In|2? —|—2x+5|—|—7arctanx

2

© Die Rechnung mag lang und miihsam sein, aber sie gelingt immer!
Insbesondere kann ein Computer-Algebra-System sie fiir uns ausflhren.
© Der folgende Satz liefert die elementaren Integrale der Partialbriiche.

Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns tber R, dass wir jede
rationale Funktion als Summe solcher Partialbriiche schreiben kénnen.
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Integration rationaler Funktionen Erléuterung

Satz B1L: Integration rationaler Funktionen

Jede rationale Funktion r(z) = p(z)/q(x) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung (B1N) und folgende Grundintegrale:

/ a dz = aln|x — u]
z—u

/(xau)kdx: (k—liZ—u)k (k=2)

/ax+b dz aln\w2+2vx+u\+ b st
= — n
22 +2vz +u 2 Vu — v? Vu —v?
/ ax +b . (b—av)z + (bv — au)
(2 +2vz +uw)k 2(k—1)(u— v2) (22 + 2vz + u)k-L
(2k — 3)(b — av) / 1
d
+ 2k —1)(u—v2) | (22 + 2vz + u)k-1 v

© Zum Nachweis gentgt es, geduldig und gewissenhaft abzuleiten.
Probe als Ubung: Die Formeln sind furchteinfléBend, aber elementar!
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Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen Erlauterung

Satz B1M: Fundamentalsatz der Algebra, reelle Zerlegung

Jedes reelle Polynom ¢ € Rz]* Iasst sich zerlegen in ¢ = u g™ - - - gk

mit u € R* und affin-linearen Faktoren ¢;(z) = z — u; mit u; € R oder
quadratischen g;(z) = 2% + 2vjz + u; mit uj, v; € R und 1)32» —u; < 0.
Hierbei kbnnen wir k; > 1 annehmen flr alle i sowie ¢; # g; fur i # j.

Korollar B1N: reelle Partialbruchzerlegung
Jede rationale Funktion g € R(x) ist Summe von Partialbriichen

k
£:p0+p1,1+p152+_“+])17];1
q @ a4 q'

4+ ...
+pm,1 +p77;,2 +'”+pn’;€,km
dm dm qm"

mit Polynomen py, p; ; € R[z] und degp; ; < degg; < 2 wie oben.
Zusammen mit Satz B1L gelingt so die elementare Integration.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Erlauterung

Ein elegant-raffinierter Integrationstrick wurde
von Weierstral3 entwickelt: Die trigonometrische
Generalsubstitution |6st eine gro3e Familie von
Integralen durch elementare Stammfunktionen.

Die Kreislinie St = { (z,y) e R? |22 +¢y> =1}
parametrisieren wir trigonometrisch durch

]—m, [ = ST\ {(=1,0)}: 5 > €'® = (cos s,sin s).

Alternativ gelingt dies auch stereographisch:
1—1 2t )
14+t27 1412/
g: S {(-1,0)} B R:(z,y) —

f:]R%Sl\{(—l,O)}:tH<

1+

Dies sind zueinander inverse Bijektionen, genn
es gilt g(f(t)) =t und f(g(z,y)) = (z,y). Ubung!
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Erlauterung

Satz B10: rationale Integranden in sin s und cos s
Beide Parametrisierungen kénnen wir ineinander umrechnen geman

. 2t 1—¢2 . 2t . L=
SN = —, COS8 = —, ans = ——-, cots = R
14 ¢2 14 ¢2 1—1¢2 2t
ds 2dt
t= tan(3/2)7 dt = m, s = 2arctan t, dS = m

Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(x,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € R|z, y]
und Q(cos s,sins) # 0 fur alle s € I C |—m, «[. Auf I erhalten wir gemaf3

' 1—¢2 9t 2dt
/R(coss,51ns)d5—/R(1+t2’1+t2)1+t2

einen rationalen Integranden in ¢t. Diesen kénnen wir dank Satz B1L
elementar integrieren und anschlieBend s = 2 arctan ¢ ricksubstituieren.

Ubung: Die Formeln liegen explizit vor; rechnen Sie alle sorgféltig nach!
© Jede rationale Funktion in sin s, cos s wird so elementar integrierbar.



B139

Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Beispiel

Aufgabe: Finden Sie auf dem Intervall I = ]0, 7[ Stammfunktionen zu

1—sins
. und ——— und —— "
sin s 3+ coss (1 —coss)sins

Lésung: Wir nutzen Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution:

2
/ ds :/(1+t) 2dt %zlnt:lntan(s/Q)

sin s 2t 1+ 2 t
/3+2coss ds = / 3+21‘t§ . 12f7;2 B /ZEtZdt
1+t
= \@arctan(\;ﬁ) = \@arctan(‘mﬁ)
/@j;)msds - /;tl 2y %t*i”dt - %lntﬂ*l - %t’Q

= %ln tan(s/2) + cot(s/2) — iCOtQ(S/Q)

© Machen Sie wie immer die Probe durch sorgfaltiges Ableiten!
Die Rechnung mag langlich sein, aber sie ist vollkommen elementar.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Beispiel

Diese Substitution mutet zunachst an wie Magie, sie entspringt jedoch
zwei sehr einfachen Parametrisierungen der Kreislinie 22 4- y? = 1:

. 1—t* 2t
(z,y) = (cos s,sins) = (m’ m)
© Dieser Trick funktioniert ebenso firr die Hyperbel 22 — y? = 1:

1+t2 2t
Ebene Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E ausfuhrlicher behandeln,
insbesondere auch die Frage nach geeigneten (Um)Parametrisierungen.

© Geschlossene Wegintegrale der Form
2

(z,y) = (cosh s,sinh s) = (

R(cos s,sins) ds
s=0

werden wir in Kapitel F mit dem Residuensatz berechnen (Satz F4H).
© WeierstraB’ trigonometrische Generalsubstitution ist daher keine

obskure Randerscheinung, sondern eine vielseitige Rechenmethode,
die zahlreiche schéne Aspekte verbindet, geometrisch und analytisch.



GauBsche Glockenkurve und Fehlerintegral
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Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe Erlauterung

Satz B1P: Liouville 1835

Die Glockenkurve f(z) = exp( z2/2) ist analytisch, sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion F'(z ft _o f(t) dt ist nicht elementar.

© Die GauBsche Glockenkurve f und ihre Integralfunktion F' spielen

eine zentrale Rolle in Theorie und vielen Anwendungen, insbesondere in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Hierzu missen wir das
Integral F'(z) konkret berechnen, meist fur kleine Werte wie = € [—4, 4].

© Wir werden spater lim, o, 7 e~*'/2dt = /27 ausrechnen
dank zweidimensionaler Integration, Fubini und Transformationssatz.

@ Fir F existiert keine elementare Formel. Auch dieses negative
Ergebnis ist nltzlich: Es hat keinen Sinn, sich vergebens abzumuihen.
Die umsichtige Ingenieur:in versteht, was mdglich ist, und was nicht.

© Die Darstellung von f und F als Potenzreihe erlaubt eine elegante
und extrem effiziente numerische Berechnung. Hierzu dient die folgende
Aufgabe; damit kénnen wir die Funktion F' bequem tabellieren.



Spaltfunktion und Integralsinus

B149

I
71'/2 ________ [ _____ XQ____
~—_ 7
() = sin(z)/x ftjrm # 0,
1 fir x = 0.

. . Ist si stetig? Gleitet unser Surfer
,S_l(_xizo si(t) d sogar glatt Uber die Stelle = = 0?
___---——K ---- 7"""“ sin‘(aj) x—wz/ !+£L‘i/5!q:...
nicht elementarl— si() =15 a%/3l+ a7 /5l F ...
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Integralsinus als Potenzreihe Erlauterung

Satz B1Q: Liouville 1835

Die Spaltfunktion si: R — R ist stetig, analytisch sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion Si(z ft o Si(t) dt ist nicht elementar.

Aufgabe: Entwickeln Sie si und Si als Potenzreihe. Losung: :

o (CDF x , S (=D* 2k+1

Si(x):];)(%ﬂ),"f = Si(z) = (2k +1)!(2k + 1)

k=0

Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI, denn Potenzreihen diirfen wir termweises ableiten.
Wir sehen Si’ = si und Si(0) = 0, also Si(z) = [,7 si(t) dt. Analysis, Beispiel 3.8.7.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe siehe Seite D106.

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.
Die Spaltfunktion si und der Integralsinus Si treten zum Beispiel bei Beugung von Lichtwellen
an einem Spalt auf. Aquivalent hierzu begegnet uns die Spaltfunktion als Fourier—Transformierte
der Rechteckfunktion. Anwendung: So werden mikroskopisch kleine Strukturen gemessen.
Wir werden etwas spiter sogar den Grenzwert lim, ;o f jr % dx = 7 ausrechnen konnen,
allerdings erst dank zweidimensionaler Integration, Integralsidtzen und Residuenkalkiil.
Unerschrockenen gelingt dies auch eindimensional mit der Laplace—Transformation.



Beispiel: Integration durch Ausschépfung

B205
Beispiel

f \
\ ’}C(;l‘) —_ :’,7(1 Z () x
fo
fo < f
e L
/3
f3< f
\_‘>>‘~>~_7>A>a>a>‘i>7‘>‘7'>':L:
Ja
\ ] e /0=
S I -

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.8 und spiter B217.

Die Funktion f ist nicht Riemann—integrierbar, da ihr Triger [1, +o0o[ nicht beschriinkt ist.
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Beispiel: Integration durch Ausschépfung Beispiel

Aufgabe: Integriere f(z) = =% auf Q = [1, +oo[ durch Ausschdpfung.
Losung: Flr fi, = f - Iy 4 Qilt i, 7 f. (1) FUr a = 1 finden wir

Def II[)I k
/fk = / —dx {lnx] = Ink / +o0.
z=17 r=1

(2) FOr a < 1 fallt f noch langsamer:

k 1—a 1k l1—a
Def —a HDI x i k -1
/fk(ac)dx—/xlx dr = [1_61]351 = 1 4 S 4oo

3) Nur fir a > 1 féllt f schnell genug:

1—-a 7k l1—a
e ) 1-k 1
d I_‘/ _ad ”” x =
/fk v o—=1 l—a], a—1 /a—l

Dank Ausschopfung fi * f gilt [ fi ./ [, f- Wir erhalten also

/k idx: Ink fira=1 - +oo flra <1,
z=1 % 1_121{a flra #1 %1 far a > 1.

a a




Beispiel: Integration durch Ausschépfung

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.9 und spiter B217.
Die Funktion f :]0, 1] — R ist nicht Riemann—integrierbar, da sie nicht beschrénkt ist.

B207
Beispiel
f if 2 if3 if4

| | |
1 1 1
1 1 1
| | 1
| | |
1 1 1
1 | |
| l |
1 1 1
\ | \
1 1 1
\ \ 1
\ Ll 1
\ \ \
\ \ \
\‘ \‘ \‘

\ \

A A

\

\

\

\\

A f =
[f [ f
X X x X
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Beispiel: Integration durch Ausschépfung Beispiel

Aufgabe: Integriere f(z) = x~* auf Q = ]0, 1] durch Ausschdpfung.
Losung: Fir fi, = f - Iy q) @it fr. 7 f. (1) FUr a = 1 finden wir

1
/fk yde 2 / —dx:Hg [lnx} — Ink /' 4o0.
x=1/k T r=1/k

2) Fir a > 1 wachst f sogar noch schneller:

1-aq1 -1 _
|)\ — HDI @ ka
/fk )dz = / z %dx = [m ] = /‘ +o0
o= 1/k 1—-a o=1/ a—1

3) Nur fir a < 1 wéachst f langsam genug:

pes , 1—a 1— a—1 1
Lo [oeat [ <15
zl/k 1—am:1/k 1—-a 1—a

Dank Ausschépfung fi, 7 f gilt [, fi /[, f- Wir erhalten also

L 1 Ink fira=1 k—o0 +oo flra > 1,
d.fL' = 1—kae—1 " 7 1 .
Iil/k - fur a # 1 = fUI’ a < 1.

l—a
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Fazit

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung B11 erklart,
in welchem Sinne Differenzieren und Integrieren einander umkehren:

Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion
F:la,b) = R mit F(x) ::/ ft)de

ist differenzierbar, und fur die Ableitung gilt F/ = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/abf(:r) do = [FT’ mit [F]b .= F(b) — F(a).

a

© Der HDI ist das Arbeitspferd der eindimensionalen Integration:
die Berechnung vieler elementarer Integrale gelingt erst dank HDI.

Dieser nutzliche Zusammenhang gilt noch wesentlich allgemeiner:

f stetig <= F stetig differenzierbar B123
f stiickweise stetig <= I stlickweise stetig differenzierbar [B213
f absolut integrierbar <= F absolut stetig B214
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Elementare Grundintegrale / Stammfunktionen Fazit

[ear=20 @ [ =
z%dx = a# — Tz = In|z
a—+1
/exdx: e’ /lnmdx—xlnx—m
/cosa:d:z:: sin x /sinfﬁd:n: —COoST
/ coshxz dxr = sinhx / sinhzdx = coshz
1
/(COS@)de_ tan x /(Slnx)Qd.’I)— —cotx
1 1
/(C()Shgj)de_ tanhw /(Slnhx)de_ —COthJJ
1 1
/1+x2dx— arctan x /1—x2d$_ In ‘i—‘fﬂ
1 1
————dx = arcsinzx ————dx = arsinhzx
/\/1CL‘2 /‘/1+IL‘2

© Probe als Ubung: Integrale sind durch Ableiten leicht nachzupriifen!
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Partielle Integration und Substitution Fazit

Aus der Produktregel folgt dank HDI die partielle Integration [B129}:
Fir alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g: [a, b] — R gilt

[ rwiwa=[wow]_ - [ rwowa

Aus der Kettenregel folgt dank HDI die Substitutionsregel B131]:
Fir g: [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar und f: [c,d] — R stetig gilt

b g(b)

fwmywmz/ F(u) du

t=a

© Damit lassen sich bereits viele Integrale elementar berechnen.

© Jede rationale Funktion r(z) = p(z)/q(x) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominenteste Beispiele sind die Glockenkurve exp(—x2/2) und die
Spaltfunktion si(z) = sin(x)/x [B149]. Hier nutzen wir Potenzreihen 0.4.
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Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert Fazit

Zur Integration Uber ganz R haben wir drei nltzliche Méglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

[ 1@z = [ frayae= [ @

/\ Hierzu miissen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein tiber Q C R™ (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte
00 z b
= 1 i d
/ e =t [ f@det fm [ f@)da
/\ Hierzu miissen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
© Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)

CH/f )dx := lim Tf()

T—00

© Existiert das Integral (2) so auch (3) und belde sind gleich.
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht.
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Vergleich von Reihe und Integral Fazit

Sei f:R>o — R>o monoton fallend. Fir alle « < b in N gilt dann
b+1

b b
fde < 350 < f@+ [ f@dn
a k::a r=a

Tr=

Das ist oft eine nitzliche Naherung: Wir ersetzen miihsame Summen
durch bequeme Integral, oder auch umgekehrt je nach Anwendung.
Durch Grenzlbergang b — oo erhalten wir

/OO flz)de < Zf(k) < f(a)—i—/oo f(x)dx.
r=a k':a r=a

Insbesondere haben Reihe und Integral gleiches Konvergenzverhalten.
Beispiel: Fir die Funktion f(x) = 1/z erhalten wir

1
In(n+1) < kzlk < 1+In(n)

© Die harmonische Reihe wéchst wie der natiirliche Logarithmus!
Insbesondere erkennen wir die Divergenz Y";._; + — oo flr n — oo.
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Abelscher Grenzwertsatz

Fazit

© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten:

Sei > ;2 , ar, eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.
Dann konvergiert die Potenzreihe f(x) = >3, axa® fur alle x € [0, 1]
und die so definierte Funktion f:[0, 1] — C ist stetig, sogar in x = 1.
Fur z ~ 1 konvergiert also f(z) = Y 32, axz® gegen f(1) = Y22, ax.
Beispiel: Fur alle z € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung

o0
(-DF 1 z?2 23 2t b 2
1 1 = = _ —_— e — e ..
n(l+ ) ;Okﬂx Tty Tty 6 T
o0
(_1)k ot1 x3 $5 :L’7 $9 xll
arctan(z) ;02k+1x S S TR

Fir x 7 1 erhalten wir dank Abel die beiden beriihmten Reihen

— (1% — (D 7
kzok+1_ln(2) Uie kZOQk:+1_4'
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Konvergenzkriterium von Leibniz Fazit

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

[e9) n—1
(1) > (—DFap = lim Y (~1)Fa,
k=0 e k=0
(2) / e“? q(z) dz == lim e“Ta(z)dz, w#0.
=0 00 Je=0

(1) Die Folge a; € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; \, 0,

also ag > a1 > as > ... und a; — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerabschatzung |>"32, (—1)%ax| < a, \, 0.

(2) Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(x) \, 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).
Beispiel: Das Leibniz—Kriterium sichert die Konvergenz von Reihen
wie den beiden obigen >°7° (—1)*/(k + 1) und Y722 ,(=1)%/(2k + 1).
@ Uber den Grenzwert macht das Leibniz—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische Naherungen mit Fehlerabschéatzung!
Fur die Konvergenz trigonometrischer Reihen wie Y22, el** /k® oder

Y pey cos(kx)/k® oder Y72 sin(kx)/k® nutzen wir folgendes Kriterium.
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Konvergenzkriterium von Dirichlet Fazit

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

oo n—1
(1) Zak bk = lim Zak bk,
k=0 e k=0
(2) / a(x)b(z)dz = lim a(z) b(z)dx.
=0 =00 Jg=0

(1) Die Folge a; € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; ~\, 0.

Die Folge b;, € C habe beschrénkte Partialsummen B,, = 277, by,
das heif3t | B,,| < M fir eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, N\, 0 fir n — cc.

(2) Die Funktion a:R>y — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(x) “\, 0.
Die Funktion b:R>( — C sei aufjedem Intervall [0, ] integrierbar mit
beschrankter Integralfunktion B(r) = [ b(x) dz, das heiBt |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2) m|t Fehler < 2Ma(r) N\, 0 far r — oo.

@ Uber den Grenzwert macht das Dirichlet—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische N&herungen mit Fehlerabschatzung!
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Integration mittels Substitution Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie fir x € [—a, o] die folgende Stammfunktion:
2
/ Va2 —22dz = gx/ a? — z2 + % arcsin<z> + const
a
(1) Wie prifen Sie diese Gleichung? (2) Wie finden Sie sie?

Lésung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgféltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren = = asin(t):

/\/ﬂdx—/m-aws(t)dt
= aQ/cos(t)th

1 2t
o [ L,

2 2
= %t + az sin(2t) 4 const



Integration mittels Substitution g

Ubung

Die Rucksubstitution ¢ = arcsin(z/a) erfordert Sorgfalt:
a®?  a? a®?  a?
Et + 7 sin(2t) = ?t + ) sin(t) cos(t)
CL2 a2
- - . _ . 2
5 t+ 5 sin(t)y/1 — sin(t)

< wen(E) SN ()
2 resin a 2 \a a
2

= % arcsin(%) + g a? — 2
© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).
Fingeribung: Entwickeln Sie alle hier benétigten Identitaten aus den
Euler—Formeln cos(t) = (el + e~')/2 und sin(t) = (e — e~1t)/2i.
Alternativ kann man solche Formeln nachschlagen in Integraltafeln wie

dem umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von |.N. Bronstein und
K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme.

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.



Integration mittels Substitution Gbung

Aufgabe: Berechnen Sie fir = € R die folgende Stammfunktion:
2
/ va2+ax2dr = v va2+ 2+ % arsinh(g) + const

2
_*
2

2

= a2+x2+%ln(a:+ a2+x2>+const
(1) Wie prifen Sie diese Gleichung? (2) Wie finden Sie sie?
Lésung: (1) Sie prufen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren = = a sinh(¢):

/ Va2 +x?de = / Va2 + a2 sinh(t)2 - a cosh(t) dt

= aQ/cosh(t)2dt

1 h(2t

CL2 2

= ?t + % sinh(2t) + const



Integration mittels Substitution oy

Ubung

Die Rucksubstitution ¢ = arsinh(z/a) erfordert Sorgfalt:

a2 2 2 2

Et + az sinh(2t) = %t + % sinh(t) cosh(t)

CL2 2

=St % sinh(t)y/1 + sinh(t)2

2 2

a . T a® /T T\ 2
= — arsmh(—) + — (—) 1+ (*)
2 a 2 \a a

a2

_ 2 2
5 arsmh( )—i— 5 a*+x
© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).

Nutzliche FingerGbung: Entwickeln Sie alle hier benétigten Identitaten
aus den Formeln cosh(t) = (! +e7*)/2 und sinh(t) = (e! —e™t)/2.

Mit der Mitternachtsformel erhalten Sie hieraus schlief3lich:

arsinh(t) = In (t + 41+ t2)

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.
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Verstandnisfragen: elementare Stammfunktionen Ubung

Aufgabe: Zu folgenden Funktionen sollten Sie Stammfunktionen
auswendig kennen und auch durch Ableiten nachprifen kénnen.

1
/x“d:r, /xdx, /ex dx, /ln:):dx,
/sinxdx, /cosxdx, /sinhxdx, /coshxd:c,
1 1 1 1
——d ——d ——d ———d
/(cos:z:)2 “ /(Sinac)2 “ /(coshx)2 “ /(sinhx)2 “

1 1
/1+x2dx’ /1_ /m ’ /md“’
Lésung: Diese Stammfunktionen finden Sie auf Seite B124.
Versuchen Sie, alle gewissenhaft durch Ableiten nachzuprifen.

© Umfassende Integraltafeln finden Sie online zum Beispiel unter
de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung Mathematik:_Integrale.
Heutzutage sind Computer-Algebra-Systeme der bequemste Zugang.

/\ Einfache Integrale sollen Sie sicher erkennen und selbst berechnen.


http://de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_Mathematik:_Integrale
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Verstandnisfragen: der Hauptsatz Ubung

Nochmal der Hauptsatz: Sei 2 C R ein Intervall und C* = C*(Q, R)
die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f:Q — R.

Aufgabe: Differenzieren und Integrieren definieren zwei Abbildungen

F(t)—F
D:C'=C": Ff mit f(x):tlgnw,
I:C°=¢C': fF mit F(z)= f(t)de.
t=x¢

(1) Gilt (Do I)f = ffur f € C°?Gilt (I o D)F = F — F(x) fir F € C'?
(2) Sind C' und C° Vektorraume? Sind D und I lineare Abbildungen?
(3) Was sind Bild und Kern von D? Was sind Kern und Bild von I?

© Diese Sichtweise nutzen wir spater fiir Differentialgleichungen.
Loésung: (1) Das sind die beiden Aussagen des Hauptsatzes B11 (HDI).
(2) Ja, C'* und C? sind Vektorrdume, und hierauf sind D und I linear.
(8) Dank (Do I)f = f ist D surjektiv, also Bild(D) = C°.

Ebenso ist I injektiv, &quivalent hierzu gilt Kern(/) = {0}.

Aus (I o D)F = F — F(x0) folgt Bild(I) = { F € C! | F(x9) =0}.

Fur DF = 0 folgt F' — F'(z¢) = 0, demnach gilt Kern(D) = {const}.
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Verstandnisfragen: moégliche Fehlerquellen Ubung

Aufgabe: Die Ableitung von —z~! ist 272, also gilt [ 1/2%dz = —1/x.
Was halten Sie von folgenden Rechnungen? Stimmt das Ergebnis?

2 , 112
(1) /12013; - [71} _ 1.1
11T x 141 2 2
21 —172 1 3
2 —d = {7} —_-_1=_=:
@) /_1302 * x -1 2 2
1 1 part 1 _1 1
(3) /dm:/l-dx = x-—/x-de:1+/dx
x x Bl x x x

Lésung: (1) Ja, dies gilt dank HDI fur 1/22 auf dem Intervall [1, 2].

(2) Der HDI gilt nur auf Intervallen, aber auf [—1, 2] \. {0} gilt er nicht!
1/2? ist positiv, also auch [*, 1/22da; genauer [* 1/22 dz = oo.
Obige Rechnung und das Ergebnis —3/2 sind also kompletter Unsinn.
(3) Lesen Sie Korollar B1J zur partiellen Integration nochmal genau!
© Wir brauchen Rechenregeln, méglichst prazise formuliert als Satze.
Die Voraussetzungen klaren, wann und wie wir sie anwenden kdnnen.
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Verstandnisfragen: Funktionenklassen Ubung

Aufgabe: Welche Aussagen Uber Funktionen f:[a,b] — R sind wahr?
Begriinden Sie durch ein Ergebnis der Vorlesung oder Gegenbeispiel.

(1) Ist jede differenzierbare Funktion stetig? und umgekehrt?

(2) Ist jede stetige Funktion integrierbar? und umgekehrt?

(3) Jede rationale Funktion f ist diff’bar und f’ ist rational.

(4) Jede rationale Funktion f ist integrierbar und [ f ist rational.

(5) Jede elementare Funktion f ist diff’bar und f’ ist elementar.

(6) Jede elementare Funktion f ist integrierbar und | f ist elementar.
(7) Jede analytische Funktion f ist diff’bar, und f’ ist analytisch.

(8) Jede analytische Funktion f ist integrierbar, und [ f ist analytisch.

Losung: (1) Ja, dank Definition / Nein, Gegenbeispiel f(z) = |z|. (2) Ja, dank HDI / Nein,
Gegenbsp. f = I|g 1). (3) Ja/Ja, dank Quotientenregel. (4) Ja/Nein, Gegenbsp. f 1/zdz = In|z|.
(5) Ja/Ja: Jede elementare Grundfunktion ist diff ’bar, sogar analytisch, auf ihrem offenen (!)
Definitionsintervall, mit elementarer Ableitung, somit auch Summe, Produkt, Komposition.
Andernfalls erhalten wir Gegenbeispiele wie v/ oder |z| = v/z2. (6) Ja/Nein, exp(—z?) und
sin(z)/z sind elementar, aber ihre Stammfunktionen nicht. (7) Ja/Ja. (8) Ja/Ja. Wiederholung!
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Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

Aufgabe: Wir fixieren a € R fo J EEENEEEE==
und untersuchen die Funktion L —
Z Jo
T R—=R:z— .
f(l x 1 + |x|a <\\\
fi ——u
e T

\\

jiEs

L —

(1) Fur welche a € R> ist f, absolut integrierbar? (2) uneigentlich?
(3) Fur welche a € R existiert zu f, : R — R der Cauchy—Hauptwert?
(4) Sind diese drei Integraldefinitionen translationsinvariant?

JARCEEOL N B C



B418

Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

Lésung: (1) Fir x — oo gilt f,(x) ~ x'~%. Genauer: Fir z > 1 gilt
X X X
- < - < -
2z¢ 14|zl T a
Daher ist f, absolut integrierbar flr a > 2, aber nicht fir a < 2.
Ausfuhrlich: FOr a > 2 und « > 1 nutzen wir das Majorantenkriterium:

T T 2—a 2—a __
/ xdxg/ SUl_ad:L‘:[x }r _r 1_> 1 <o
o1 1+ |z|® a1 2 —alz=1 2—a a—2

FOr a < 2 und z > 1 hingegen nutzen wir das Minorantenkriterium:

T 1 r 1 2—a 4 p Zfa_l
/ xda:Z/ xl_“dx:f{x } =L T L~
o1 1+ |z|® 2 212 —alz=1 2—a

=1

Im Grenzfall « = 2 ist das letzte Integral 1/21n(r) — oo.
(2) Ebenso fur uneigentliche Integrierbarkeit, denn f,(x) > 0 fir z > 0.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f, existiert offensichtlich fir alle a € R:
/ — % _dz=0 = lim [ ——dz=0

r 14|zl rovoe J_p 1+ [a]®
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Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

(4) Das absolute Integral ist translationsinvariant dank Konstruktion.

© Dasselbe gilt auch fiir uneigentliche Integrale, denn das Ergebnis
ist unabhangig vom willktrlich gewahlten Teilungspunkt z € R:

z

0 b
/ fx—xzo)dx = lim f(x—a:o)da:+bli£rn / f(z —xzp) dx
—00 —+00 J 5
z—xo

a——o0 [,
b—xq o)
= lim f(x)dz + lim flz)dx = / f(z)dx
a==0 Jo_z0 b=+ /5 4q —o0
/\ Der schwachere Cauchy—Hauptwert ist nicht translationsinvariant:
r r+xg r+xo
/ _rhT dzx :/ T dx :/ a: dz
7T1+|x+x0] —r+xzo 1+|x| r—zo l+x
r+zo 1+7r—ux .
= [z —m(1 ] =2+ ln 0 o firr —
|:x H( + $) r—x0 To+n 14+r+ o 0 " e

/\ Nicht einmal seine Existenz bleibt unter Translation erhalten:

T
/ x + xodx = 2rzg — sign(xg) - o0 flrr — oo

b

© Die beste und robusteste Eigenschaft ist absolute Integrierbarkeit.
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Beispiele zur uneigentlichen Integration

1+ |x|®

/\ o) sin(z) /T

e N
NN =

o N

Aufgabe: Wir untersuchen g, : R — R mit g,(z) = sin(x)/(1 + |z|?).
Fir welche Werte a € R ist g, absolut integrierbar? uneigentlich? CH?
Lésung: Absolut integrierbar flir a > 1, aber nicht fira < 1
Uneigentlich integrierbar fiir a > 0, aber nicht fir a < 0.

FOr jedes a existiert der Cauchy—Hauptwert und ist gleich 0.

Die ausfuhrliche Rechnung verlauft analog zur folgenden Aufgabe.
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Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit Ubung

Aufgabe: Wir untersuchen f:[1,00] — R mit f(z) = 2®sin(z).

(1) Skizzieren Sie diese Funktion flr verschiedene Parameter a € R.
(2) Far welche Parameter a € R ist f absolut integrierbar?

(3) Far welche Parameter a € R ist f uneigentlich integrierbar?

§/2ans il !
7 Sasas

R
a=—1 7
\// © Speziell fira = —1

erkennen wir hier die
Spaltfunktion (B149).

© Solche Integrale treten in der Fourier—Theorie haufig auf (Kapitel K).
Die zugehdrigen Konvergenzfragen sind knifflig, aber auch lohnend.
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Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit Ubung

(2) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

T

lim |x“ sin(m)‘ dz.
=0 [

FlOr a < —1 folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium:

r T xa+1 T TaJrl -1 -1
/ |2 sin(z)| dz < / x%dx = [ ] = — < 00
z=1 z=1 a+1], a+1 a+1

FOr —1 < a < 0 folgt die Divergenz aus dem Minorantenkriterium:

km km
/ |2 sin(z)| dw > (lmr)a/ |sin(z)| dz > 2(km)®
(k=1)m (k—=1)m

Wir erhalten als untere Abschéatzung eine divergente Reihe:

0o et km et
/ |2 sin(x)’ dz = Z/ |2 sin(:p)’ dz > Z 2(km)* = 00
z=m k=2 (k=1)m k=2

Far a > 0 folgt die Divergenz ebenso aus dem Minorantenkriterium.
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Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit Ubung

(3) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes
s
lim x%sin(x) dz.
r—r00 r=1
Flr a > 0 existiert dieser Grenzwert nicht: Dies sieht man wie zuvor mit
dem Minorantenkriterium. Fir a < 0 hingegen existiert der Grenzwert!

Dies folgt bequem aus dem Konvergenzkriterium von Leibniz (B3H)
bzw. allgemeiner aus dem Konvergenzkriterium von Dirichlet (B3I).

Konkret geht’s so: Wir integrieren partiell und schauen genauer hin.

/ x?sin(z) dz = [—x“ COS(.T)] g / az® ! cos(z) da

=1 z=1 =1
T
= cos(1) — r®cos(r) + / az® ! cos(z) da

=1

Es gilt »* cos(r) — 0 und das letzte Integral konvergiert absolut:

T T
/ ‘am“il cos(z)| dz < / —az® td = [—xay =1-r*—1
T =1 =1
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Integrierbarkeit und Konvergenzkriterien Ubung

Aufgabe: Erklaren Sie durch geeignete Satze oder Gegenbeispiele:
(1) Damit die Reihe Y2, f(k) = lim, 00 Y, f(k) konvergiert,

ist das Kriterium f(k) — 0 fir £ — oo (a) hinreichend? (b) notwendig?
(2) Damit das Integral [~ f(z)dz =lim, [__ f(x)dz konvergiert,
ist das Kriterium f(z) — 0 fiir z — oo (a) hinreichend? (b) notwendig?

Lésung: (1) Das Kriterium f(k) — 0 fir £ — oo ist nicht hinreichend,
wie die harmonische Reihe )7, 1/k zeigt. Es ist aber notwendig dank
Cauchy—Kriterium, siehe Stroppel, H6here Mathematik 2, Lemma 1.9.1.
(2) Das Kriterium f(z) — 0 fur z — oo ist auch fur Integrale nicht
hinreichend, wie (nochmals) das Beispiel [ 2~ dxz zeigt.

Es ist auch nicht notwendig, wie das Fresnel-Integral [°, sin(z?) dz
zeigt! Wir substituieren u = z2; mit z = /u und dz = %u*l/Q du qilt:

2
T " sin(u)
sin(z®)dx = / du
/a:—l ( ) u=1 2\/17’

Dieses Integral konvergiert flr » — oo, wie die vorige Aufgabe zeigt.
Den Grenzwert berechnen wir spater mit komplexer Integration.




Prof. Dr. Michael Eisermann . Hohere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel C

Mehrdimensionale Integration

h) ; ” h .

Wie machen wir’s, daf alles frisch und neu
Und mit Bedeutung auch gefiillig sei? [...]
Ein jeder sucht sich endlich selbst was aus.
Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen,
Und jeder geht zufrieden aus dem Haus.
Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832), Faust (1808)

Halbversion ° michael-eisermann.de/lehre/HM3 ° 26.02.2025
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Mehrdimensionales Volumen Uberblick

Das Integral misst das Volumen. Die Grundidee ist denkbar einfach:
Jedem Quader @ = [a1,b1] X - -+ X [ap, by,] € R™ kénnen wir unmittelbar
sein Volumen zuordnen, ndmlich das Produkt seiner Seitenldngen (A3B).

Wir wollen jedoch nicht nur das
Volumen von Quadern messen,
sondern von beliebigen Mengen:

Der disjunkten Vereinigung
mehrerer Quader ordnen wir
die Summe ihrer Volumina zu.

(Bei einer beliebigen Vereinigung
ist zur Korrektur das Volumen der
Uberschneidungen abzuziehen.)

Damit kdnnen wir das Volumen beliebiger Mengen approximieren,
und schlieBlich durch Grenzibergang sogar exakt bestimmen.
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Mehrdimensionale Integration Uberblick

In Kapitel A haben wir grundlegend erklart, was Integrale |, f bedeuten.

In Kapitel B haben wir eindimensionale Integrale fabf(m) dx berechnet,
insb. dank des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (B11).
Far mehrdimensionale Integrale folgen nun zwei wichtige Techniken:

@ Der Satz von Fubini C1E fUhrt die n—dimensionale Integration zurliick
auf n-fach iterierte eindimensionale Integration. Das hilft.

@ Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution und ermdglicht, geschickte Koordinaten zu wahlen.

Mit diesen drei Grundtechniken lassen sich bereits sehr viele Integrale
effizient berechnen. Hierauf aufbauend kommen in den folgenden
Kapiteln weitere bewahrte und niitzliche Rechentechniken hinzu:

@ Vertauschung von Integralen und Grenzwerten (Kapitel D)
@ Integralsatze von Gauf3 / Green / Stokes (Kapitel E, G, H)
@ Wegintegrale holomorpher Funktionen und Residuen (Kapitel F)

Damit haben Sie einen umfangreichen Werkzeugkasten zur Integration,
der Ihnen als Grundlage fur die meisten Anwendungen ausreichen wird.



C113

Fubini far nicht-negative Funktionen

Die Rechnungen zu dieser Konstruktion beweisen die Formel von Fubini
fur alle Treppenfunktionen, und per Grenziibergang fir alle messbaren
Funktionen f: X x Y — [0, oc]. Allein die Einschachtelung ist mihsam,
diese rechnen wir hier nicht nach. Zusammenfassend erhalten wir:
Satz C1B: Fubini fUr nicht-negative Funktionen

Seien X1,..., X,, C R Intervalle, also X; x --- x X,, € R™ ein Quader.
Fur jede messbare Funktion f: X; x --- x X, — [0, o0 gilt

/ d:c-/ / flz1,...,xn)dey, ... do;.
X1><-~~><Xn Xl rL

Dasselbe Ergebnis gilt bei beliebiger Integrationsreihenfolge.

© Eindimensionale Integrale beherrschen wir recht gut dank HDI.
© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
© Wir dirfen uns jeweils die bequemste Reihenfolge aussuchen.
© Der Satz gilt allgemein fiir X; C R4, ..., X,, C R% messbar.
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Fubini flr nicht-negative Funktionen Erlauterung

FOr manche Anwendungen ist folgende Zusammenfassung flexibler:
Wir gruppieren X = X x --- x X, und Y = X1 X -+ x Xpyq.
Satz C1c: Fubini fir nicht-negative Funktionen

Seien X CR?und Y C RY messbarund Q) = X x Y C RPt4,

Fir jede messbare Funktion f: X x Y — [0, o0] gilt

/Xxyf(:c,y)d(m,y)=/X/Yf(x,y)dydx:/y/Xf(x,y)da:dy_

Erlduterung: Das zweite Integral bedeutet: Zu festem x € X integrieren wir die Funktion
fo:Y = [0,00]:y — f(:c y) und erhalten F': X = [0,00] iz = F(x) := [, f(z,y)dy;
deren Integral ist [ [, f(x,y)dydz := [, F(x)dz. Entsprechend fur das dritte Integral.

Wenn das Integral fY f(z,y) dy fiir jedes x € X existiert, dann gilt die erste Gleichung wie
angegeben. Es kann jedoch vorkommen, dass die Funktion f5: Y — [0, o] fiir einige wenige
x € X gar nicht messbar ist. Gliicklicherweise ist f, fiir fast jedes € X messbar, eventuell mit
Ausnahme einer vernachl'aissigbaren Menge N C X vom Volumen Null. Wir definieren dann
F:X — [0,00] durch F(z) := [, f(z,y) dyfuraceX\N s0w1eF( ) —Ofiirac € N.
Dann besagt der Satz, dass F messbar ist und fXXY f(z,y)d fX z) dz gilt.



. . . . . C115
Beispiel in Dimension 2 Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie f[o X (1] 36xy2 d(x,y) mit Fubini.
Lésung: Erste Rechnung, erst Uber y integrieren, dann tber x:

1 2
/[0 e 36zy> d(z,y) ilz;: / . {/ 136953/2 dy} da
, 1 X1, y— y_
1 9 1 1
HDI / {12%3/3} dz = / S4rdr L [42$2} o
Bl =0 y=1 =0 Bl =0

Andersrum geht es auch, erst Gber z integrieren, dann Uber y:

2
/ 36xy> d(z,y) / {/ 36xy> daz} dy
(0,1]x[1,2] y=
2 2 9
o / [18:02 ] 18y2dy 2 [6y3] — 42
Bl1 y:1 r= y=

Bl1
Notation: Insbesondere bei iterierten Integralen kann es hilfreich sein, die jeweilige Variable
zusitzlich auch unter dem Integralzeichen zu notieren, wie in obigen Rechnungen geschehen.
Dies dient der Betonung und hat den Vorteil, dass wir beim Lesen von links nach rechts schon am
Anfang wissen, was uns am Ende erwartet. Diese ausfiihrliche Notation ist zwar etwas redundant,
aber gerade deshalb in handschriftlichen Rechnungen weniger fehleranfillig. Moge es niitzen!

1 y=1
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Beispiel in Dimension 3 Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie f(x) = x1(x3 + 3) Uber [0, 1] x [1,2] x [0, 2].
Wie viele Reihenfolgen sind méglich? Liefern alle dasselbe Ergebnis?
Lésung: Das Integral berechnen wir mit Fubini:

1 2 2
/ f(z)dx = / / / x1 (23 + x3) das de day
[0,1]><[1,2]><[0,2] z1=0 Jz2=1 J 23=0

2
/ / T a:23:3 + m3)} dazg dxq

r1=0 Jxzo=1 T3

/ / 2.1‘2 + 2 dxg dzy

x1=0 Jxo= 1

= T T +295] dx
/33120 1|:3 2 2 Tro=1 !

1 20 10
= 1— dxl = —_—
/361—0 3 3

© Wir diirfen hier die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen:
Alle sechs Reihenfolgen liefern dasselbe Ergebnis: Probieren Sie es!
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Tabellenkalkulation: Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Beispiel

Ist es in Tabellen egal, ob Sie erst Zeilen oder erst Spalten summieren?
Klar, bei endlichen Tabellen! Fur unendliche gibt es Uberraschungen:
Seia:NxN—= Rmita(i,i) =+1und a(i+ 1,7) = —1 und sonst = 0.

J o Zeilen zuerst:
. (o] oo
§=0 i=0
0 +1 | —1
Spalten zuerst:
0 +1 | -1 o oo
> D alig) =+1
0 +1 | -1 i=0 j=0
0o | +1] 21 . /\ Umordnung verlangt
[ absolute Summierbarkeit!

+1 0 0 0 0

@ Das ist ja flirchterlich! Kann das auch bei Integralen passieren? Jal!
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Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Beispiel

Aufgabe: (0) Man skizziere die Funktion f: R? — R gegeben durch

f= Z <I[’€7k+1[X[k’,k+1[ - I[k+1,k+2[x[kz,k+1[)-
k=0

(1) Man berechne und vergleiche und bestaune die Doppelintegrale

/ flz,y)dady = / f(z,y) dy dz.
yeR JxeR zeR JyeR

(2) Widerspricht das Fubini? Was erhalt man fir f* und f~ sowie |f|?

Losung: (1a) Zeilen, erst nach x und dann nach y integrieren:

/ f(x,wd:cdy:/ 0dy = 0
yeR JzeR yEeR

(1b) Spalten, erst nach y und dann nach z integrieren:

[ [ tendde= [ Toy@de=+
zeR JyeR z€eR

/\ Das zeigt, dass wir nicht blind drauflos rechnen diirfen!
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Fubini fir absolut integrierbare Funktionen

Bislang haben wir Fubini (Satz C18) nur fir nicht-negative Funktionen!
Dank Zerlegung in Positiv- und Negativteil (A3K) folgt daraus allgemein:

Satz C1E: Fubini 1907
Seien X C RP und Y C R? messbare Teilmengen.
(1) Fur jede messbare Funktion f: X x Y — R = [—o0, +00] gilt

/XXy’f(x,y)}d(ﬂs,y)Z/X/Y|f(x,y)}dydx:/Y/X]f(x,y)|dxdy,

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/Xxyf(:v,y)d(:r,y):/X/Yf(:v,y)dydx:/Y/Xf(ac,y)d:rdy.

© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
© Wir brauchen absolute Integrierbarkeit: genau die, mehr nicht.
© Wir dirfen uns dann die bequemste Reihenfolge aussuchen.
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Wann g||t VertaUSChbarkelt'? Erlauterung

© Fubini und die Vertauschbarkeit der Integrationsreinenfolge gilt
@ fir alle nicht-negativen Funktionen f: X x Y — [0, 0],
@ fir alle absolut integrierbaren Funktionen f: X x Y — R,
@ zum Beispiel, wenn X, Y und f beschrankt sind,
@ insbesondere fir X, Y kompakt und f stetig.

/\ Fur die ersehnte Gleichheit sind diese Voraussetzungen wesentlich!
Aufgaben am Kapitelende zeigen lehrreiche Gegenbeispiele.
Zur korrekten Anwendung missen Sie dieses Problem beherrschen.

Der Satz von Fubini ist ungemein praktisch, wie wir bereits gesehen haben, denn er erlaubt uns,
die mehrdimensionale Integration auf die leichtere eindimensionale Integration zuriickzufiihren.

Der erste Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion g, : Y — R:y — |f(z,y)]|
ist fiir fast jedes x € X messbar, eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X.
Wir definieren G': X — [0, oc] durch G(z) := [, |f(z,y)|dy fir z € X \ N, sowie
G(z) =0firz € N. DannlstGmessbar undes gilt jX><Y|f z,y)d(z,y) = [ G

Der zweite Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion f,:Y — R:y — f(z, y) ist fiir
fast jedes x € X integrierbar eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X. Die Funktion
F:X — Rmit F(z) := [, f(z,y) dyfuralleac S X\N sowie F'(z) = 0 fir z € N, ist
integrierbar und erfullt Jxxy flz,9)d = [ F(x) dz. Ebenso fiir das zweite Integral.



Flacheninhalt einer Kreisscheibe

C123
Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie den Flacheninhalt der Kreisscheibe
D:{(x,y)€R2|:ﬁ2+y2§r2}

:{(x,y)€R2|—r§x§r, —\/TQ—xQSyS\/r2—x2}.

Lésung: Dank Fubini genligt eindimensionale Integration:

vla(D) 2 [ Tp(a.y)d(ay) = e
. ) zeR JyeR
Ve o
'):/ / 1dydax I'{%/ 2v/r2 — z2dx
—r Jy=—Vr2—z2 T Je=—r

Substitution x = —r cos(u) und dz = rsin(u) du mit w € [0, 7]:

- ™
T% / 24/12 — 12 cos(u)? - rsin(u) du e 2 / 2 sin(u)2 du
31K u=0 m

ng T ) 1 .

= 7"2/ 1 — cos(2u) du 22 [u _Z Sm(gu)r — 2
u=0 BlI 2 u=0

© Das Ergebnis kannten Sie bereits. Nun kdnnen Sie es ausrechnen!
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Rauminhalt einer Kugel Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie den Rauminhalt einer Kugel vom Radius 7:
KZ{(%?J,Z}ERE"x2+y2+22§T2}
={(@y,2) R’ | —r<z<r 2’ +y" <r? =27}

Losung: Dank Fubini und der vorigen Aufgabe finden wir:

/ IK(.CU,y,Z)d x,Yy,z (]L]”; / / .Z' 'Y, % )d(l‘ y)d
R3 z=—r a:y)E]R2

" 4
= / n(r? —2%)dz = 7 [27“2 23} = —7rd,
— Bl 3 z=-—r 3
z=-r
© Die Rechnung fillt hier sogar noch einfacher aus als fiir die Kreisscheibe.

© Der Term r* ist plausibel, denn die Kugel wiichst in jede Richtung proportional zu 7.
Die Konstante %ﬂ' hingegen kann man nicht raten. Wir gewinnen sie aus der Integration!

© Rekursiv konnen Sie mit derselben Rechnung in jeder Dimensionn = 0,1,2,3,... das
Volumen der Kugel Dy = { (1,...,2n) ER" | 34+ <P } bestimmen:

n 0 1 2 3 4 5 6

vol, (D7) 1 2r 72 2 It | En?r® | Ln%f
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Volumen eines Kegels Ubung

. - =7
\§§‘§\\-‘=— L7771
N

e
74
2

Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Kegels
Kz{(m,y,z)eR?"nggh, :c2+y2§22}.
Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:

h
/ IK(xa%Z) d(J"?y?Z) = / / IK(-T,y,Z) d(ﬂ%y) dz
R3 z=0 JR2

= /Ohﬂzzdz = [gzﬂzzo = %h?’.

© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, benétigen Sie achtmal soviel Fliissigkeit.
Der Term h? ist plausibel, denn der Kegel wiichst in jede Richtung proportional zu h.
Allgemein ist das Volumen eines dreidimensionalen Kegels % mal Grundfliche mal Hohe.
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Volumen eines Rotationsparaboloids Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Rotationsparaboloids
P:{(z,y,z)eR?”OSzgh, :B2+y2§z}.
Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:

h
/ IP(IL’,y,Z)d(.'L’,y,Z) = / / Ip(x,y,z)d(a:,y) dz
R3 z=0 JR2

h h
= / mzdz = [EzQ] = zhz.
2=0 2 z=0 2

© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, bendtigen Sie viermal soviel Fliissigkeit.
Der Term h? ist kein Tippfehler, auch wenn man hier naiv vielleicht % erwarten wiirde!
Anders als im vorigen Beispiel des Kegels wichst hier das Volumen tatséchlich nur mit /2.
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Normalbereiche (aka schlichte Bereiche)

O R m i T
1 : b
D
—Tr
\J L& 1
9(®) = V77t i a b i x x
vola(D) = mr? voly = f; h(z) — g(z)dz volpy = f; h(y) — g(y) dy

Definition C1G: ebener Normalbereich
Eine Teilmenge B C R? hei3t Normalbereich in y—Richtung, wenn

B:{(x,y)€R2‘a§:U§b, g(z) <y < h(z) }.
mit g, h: [a, b] — R stetig und g < h. Entsprechend in z—Richtung, wenn

B={(z,y) eR*|a<y<b, g(y) <z <h(y)}.

Gilt beides, so nennen wir B C R? einen Binormalbereich.
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Integration Uber ebene Normalbereiche

Satz C1H: Fubini fir ebene Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R? ist kompakt, somit messbar, voly(B) < oc.
Sei f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig.

Fir B={ (z,y) €R* |a <2 <b, g(z) <y < h(z) } gilt dank Fubini

b h(x)
d = dy dz.
/;f@&ﬁ () llwéﬂmf@aw 7l

Fir B={ (z,y) €R?* |a <y <b, g(y) <z < h(y) } gilt dank Fubini

b h(y)
d = dz dy.
Lf@w)@w)téaég@f@w)xy

A\ Zur Anwendung miissen Sie die Grenzen a, b, g, h des Bereichs B korrekt bestimmen.
Manche Bereiche sind Normalbereiche sowohl in z— als auch in y—Richtung: Sie haben dann die
Wahl und konnen sich den leichtesten Rechenweg aussuchen. Unsere Konstruktion des Integrals
stellt sicher, dass das Ergebnis wohldefiniert ist, also unabhéngig ist vom gewéhlten Rechenweg!
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Integration Uber eine Kreisscheibe Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie f(x,y) = 22 + 32 Uber die Kreisscheibe
D={(z,y) eR*|2®+y* <1’}

={(@yerR?|—r<a<r —Vr2-22<y<r?-2?}

={(a,y) R’ | —r<y<r, /-y <z <\r2-y?}

Lésung: Wir wéhlen eine Beschreibung als Normalbereich:

| famda) — [, @+
ety <r
ViTa? r N
2 2 1.3
= dydz = = d
/_r/ p— (2® +y?) dy e /x_r [:U y+3y]y:7 e
:/_ %\/TZ—xQ(ZJ:Q—{—rQ)dx :.../..:gr4

Wenn Sie Herausforderungen mogen, versuchen Sie doch mal, das letzte Integral auszurechnen.
Wenn Sie es lieber bequem mogen: Spiter gelingt die Rechnung spiirbar leichter mit dem
Transformationssatz. Die Wahl eines geschickten Rechenweges erfordert Ubung!
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Integration Uber eine Kreisscheibe
Dieses Integral entspricht dem Tragheitsmoment eines Zylinders.

Anschaulich misst [}, (22 + y*) d(z,y) das Volumen der Menge Q
zwischen der Kreisscheibe D x {0} und der Flache z = 22 + 3.

T ==
| 11
e g
L L I
=T 1
T i
it =t
i Tt
e —H
P +H
\ i i -
e : FHHT /8

Das ist der Zylinder Z = D x [0,7?] ohne das Rotationsparaboloid

P:{(x,y,z) e R3 ’w2+y2§z§r2 }
Hier gilt Z = Q U P mit vol3(Q N P) = 0. Dank Additivitat folgt
vol3(Q) = volz(Z) — volg(P) = mrt — gr4 = gr4.
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Die Qual der Wahl. .. der Integrationsreihenfolge

Aufgabe: Integrieren Sie f(z,y) = e ¥*/2, sin(y?), <7, =W {iper
(¢ g y y

Y A:{(x,y)€R2|O§x§y§1}.

A Lésung: Normalbereich in y— und x—Richtung:

A:{(x,y)€R2|O§x§1,x§y§1}
z :{(x,y)€R2|O§y§1,0§x§y}.

& Der erste Anlauf ist nicht elementar integrierbar: Holzweg!

/f(:v,y)d(xy = / / e V2 dy dx
A Cie =0

© Bei umgekehrter Integrationsreihenfolge gelingt es jedoch leicht:

1
/f(x’y)d(xy / / V2 dz dy _/ [wer2]” ay
N z=0 y=0 =0

1
= / ye ¥ /2dy = [—e—yQ/Q] = 1-e 12 ~ 0.39347
y=0 y=0

Bl1
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Integration Gber Normalbereiche Erlauterung

Definition C11: Normalbereich
Eine Menge B C R"™ hei3t Normalbereich in k-ter Richtung, wenn

B={zeR" ‘ (T1y e ey Tty Tt 1y - - - X)) € A,

9(T1y e 1, Tg 1y oy ) < T S A(X1, oo 1, Thtly - - -5 Tn) }

mit A C R"~! kompakt und stetigen Randfunktionen g, h: A — R.

In Worten: Die Grenzen fir x; hdngen von den anderen Variablen ab.

Satz C1J: Fubini fir Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R"™ ist kompakt und somit auch messbar.
Ist f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig, dann

h(u)
/f(:z)da::/ / flug, ..o ug—1,0, Uks1, ..., uy)dodu
B ucA Ju=g(u)

Ist auch A ein Normalbereich, so kbnnen wir das Verfahren iterieren. ..
Die Grenzen jeder Variable x; hangen von den vorigen x4, ..., z_1 ab.
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Integration Uber iterierte Normalbereiche Erlauterung

Satz C1k: Fubini fur iterierte Normalbereiche
Das Integral jeder absolut integrierbaren Funktion f: B — R Uber

B = { r e R" ‘ ag(x1, ..., T5—1) < xp < bg(xy,...,25_1) fUr alle k }
l&sst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

ba(z1)  bn(@ie@n—1)

/f / / / flx1, 29, ..., 2n) day - - - daoday.

r1=0a1 T2=02(%1) Tn=0n(T1,...,Tn—1)

Ubung: Zu r € R+ betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
Af:{(xl,...,xn)ER”|0§x1§x2§~--§xn§r}.
Skizzieren Sie Al, A2, A3 und berechnen Sie rekursiv das Volumen

T Tn x3 2
vol, (A}) = / / .. / / 1dzydzs -+ - dz,—1 dzy,.
=0 Jx,pn_1=0 xo=0 Jx1=0

Lésung: Siehe Seite C425. Es gibt einige schdne Uberraschungen!
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Normalbereich oder nicht? {bung

Sehr oft miissen Sie zwischen Bild und Formel libersetzen, zwischen
geometrischer und analytischer Beschreibung der Problemstellung.

Die Analytische Geometrie gibt Innen hierzu Werkzeuge: Koordinaten!
Diese nutzen Sie Uberall, zum Beispiel in der Konstruktionslehre bei der
Bemessung und rechnerischen Auslegung der genutzten Bauteile.

In Koordinaten sind Normalbereiche hierzu ein vielseitiges Werkzeug.
Zur lllustration zeige ich einige Beispiele, von einfach bis knifflig:

Aufgabe: Die oben gezeigten kompakten Bereiche By, By, ..., Bs C R?
entstehen durch Vereinigung und Differenz aus Rechtecken [a, b] x [c, d]
und Kreisscheiben, abgeschlossen B((p, q), ) bzw. offen B((p, q),r).

(a) Beschreiben Sie die Menge B; als Vereinigung bzw. Differenz.

(b) Ist B; ein Normalbereich in y—Richtung? oder in z—Richtung?
Wenn ja, mit welchen Grenzen a, b, g, h? Explicit is beautiful!

(c) Schreiben Sie fBi f(z,y)d(x,y) soweit mdglich als Doppelintegral.
(Die konkrete Rechnung zu gegebenem f flhren wir hier nicht aus;
die Techniken zur eindimensionalen Integration kennen Sie bereits.)
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Normalbereich oder nicht? {bung

Lésung: (1a) Die Skizze zeigt By = [-1,1]? ~ B((0,0), 1/2).

(1b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von B; mit
der Geraden {z = 0} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist B; kein Normalbereich in z—Richtung: Symmetrie!

(1c) Hierzu misste man B; in Normalbereiche zerlegen, etwa so:

z=—1/2 pl 1/2 —/1a—z?
+/ / f(w,y)dyder/ / f(z,y)dydax
= y=-—1 r=—1/2 Jy=—1

-1

1/2 1 1 1
+/ / flz,y dyd:r—i—/ / flz,y)dyda
=—1/2 y:\/l/z;fa:2 ( ) =1/2 Jy=—1 ( )

Genauso gelingt es in z—Richtung: Symmetrie! Eine Alternative wére:
fenden = [ fepden - [ fede)
[7171]2 B((070)71/2)

Hierzu muss f auf [-1,1]? gegeben und zudem absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen missen, dann hilft dieser Trick nicht.)
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

B
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(2a) Die Skizze zeigt B, = ([—1,1] x [~1,0]) U B((0,0),1).
(2b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
Bgz{(:cy €R2’—1<:c<+1 —1<y<\/1—3:2}

= UG
a b g(x v(x
Es ist zudem ein Normalbereich in z—Richtung:
By={(z,y) eR?*| -1 <y < +1, g(y) <a < h(x) }

Fir —1 <y < 0 gilt hierbei g(y) = —1 und h(y) = +1;
fir 0 <y <1gilt g(y) = —/1—y? und h(y) = /1 -y

(2c) Integrale tiber By kébnnen wie demnach wie folgt schreiben:

B2f(9:y (z,y) /__1/ f(z,y)dydz
:/y:1 /Zlf(x,y)dxdy—i-/yzo/m::/ﬁf(xuy)dxd?/

Vorteil: Das erste Doppelintegral ist etwas leichter auszuschreiben.

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? {bung

(3a) Die Skizze zeigt B = [—1,1]?> ~ B((0,1),1).
(3b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
Bgz{(m,y)6R2|—1§m§—|—l, —1<y<1-+V1-2a2}
I ——

— —_ 1l —
a b g(x) h(xz)

Hingegen ist B3 kein Normalbereich in z—Richtung: Fir jedes ¢ € ]0, 1]
besteht der Schnitt B; N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nétig oder gewuinscht kénnen wir B3 geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(3c) Integrale tber B3 kébnnen wie demnach wie folgt schreiben:
1—v/1—22
f(z,y)d(z,y) / / f(z,y)dydz
B3 =—1Jy=-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? {bung

(4a) Die Skizze zeigt B, = [-1,1)2 \ [B((0,1),1) U B((0,-1),1)].
(4b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
By ={(z,y) ) € R? | —1<:c<—|—1 \/1—:U2—1<y<1—\/1—;v2}
a e BT
Hingegen ist B4 kein Normalbereich in z—Richtung: Fir ¢ € [-1, 1] ~ {0}
besteht der Schnitt B, N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nétig oder gewuinscht kénnen wir B4 geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(4c) Integrale tber B4 kébnnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—v/1—22
f(z,y)d(z,y) / / f(z,y)dydx
By =1 Jy=vI—2z2-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? {bung

(5a) Die Skizze zeigt By = [—1,1]? ~ U B((£1, £1),1).
(5b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
Bs={(r,y) eR* | -1< 2 <1, g(x) <y < h(x)}

Wie finden wir g(z) und h(z)? Die Kreisgleichung (z —1)? + (y — 1)? =1
liefert den Viertelbogen oben rechts: y = 1 — /1 — (1 — z)2. Demnach:

gl@) =v1-(1—|z[)?=1,  h(z) =1-v1-(1—][z[)?

Genauso gelingt es in z—Richtung: Nutzen Sie die Symmetrie!
(5¢) Integrale tiber Bs kébnnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—/1-(1—]z))?
[z, y)d(z,y) / / f(z,y)dydz
By =—1

1 \:E|2 1

/1/1_ 11; fz,y)dzdy

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? {bung

(6a) Die Skizze zeigt Bg = B((0,0),1) ~ B((—7,0),) fir r ~ 0.58.

(6b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von Bg mit

der Geraden {z = —0.5} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist Bs kein Normalbereich in z—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {y = 0.5} besteht aus einem Intervall und einem Punkt.

(6¢) Wenn der Integrationsbereich Bg schon so miihsam ist, dann wohl
auch das Integral f36 x,y) d(z,y). Oft hilft der folgende einfache Trick:

fepdew = [ faday) - [ fepde)

Bs B((0,0),1) A

Hierzu nehmen wir an, dass unser Integrand f bereits auf der grof3en
Kreisscheibe B((0,0),1) gegeben ist und dort absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen missen, dann hilft dieser Trick nicht.)

Das letzte Integral geht nicht Uber die ganze Kreisscheibe B((—r,0),r),
das ware zuviel, sondern nur tGber A = B((0,0),1) N B((—r,0),r); dies
kann man als y—Normalbereich darstellen, nach genauerer Rechnung.

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Transformation von Volumina

Wie verhalt sich das Volumen von X C R” unter Transformationen?

Affin-lineare Abb.
o :R"* - R*
z—=y=v+Tx

Beispiel: v =0
1.3 —0.2
= (—0.4 1.6)

Wie verhélt sich das Volumen unter affin-linearen Abbildungen?

vol, (V) = vol, (X) - |det(T)]

Siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.11. Das ist speziell fiir n = 2 das Kreuzprodukt,
fiir n = 3 das Spatprodukt. Wir kénnen die Formel dank Fubini und Substitution nachrechnen,
siehe unten C2F. Beispiele: Fiir Drehungen gilt det 7" = +1, fiir Spiegelungen det T = —1.
Fiir die allseitige Streckung mit konstantem Faktor a € R gilt det T = a™.
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Transformation von Volumina

Stetig diff’bare Abbildung
P:R"DX Y CR"”
X O(r+ h) ~ ®(x) + D' (x)h A

& T1y\ 1’%—33%
xT9 o 2:[71332
q), T _ 2.T1 —21‘2
T2 2.%2 21‘1 ]

det @’ <g) = 4(af + x3)

Satz C2A: Transformationssatz fiir nr—dimensionale Volumina
Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar:

voln(Y):/ 1dy = / |det ®'(z)| dz
Y X Fu'det
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Die Abbildung @ : X — Y beschreibt einen Koordinatenwechsel:

Sie ordnet jedem Punkt = € X genau einen Bildpunkt y = ®(z) € Y zu.
Bijektivitat bedeutet: Zu jedem y € Y existiert genau ein Urbild x € X.
(Injektiv/surjektiv: Jedes y wird héchstens/mindestens einmal getroffen.)
Die Punkte y € Y kénnen wir also auf zwei Arten beschreiben:

durch ihre kartesischen Koordinaten y = (y1, ..., yn), Wie immer,

aber ebenso durch die krummlinigen Koordinaten y = ®(x1,...,zy).

Was heif3t hier @ : X — Y stetig differenzierbar mit Ableitung ®'?
Wenn der Integrationsbereich X C R™ nicht offen ist, so verlangen wir
d: U — R" stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung U D X.

Die Ableitung ®': U — R™*"™ ist dann die Jacobi—Matrix
0% 0%y

o 00 _ 0@ @) [P
ox a(xla s ,.’I,'n) % a(i)n
8$1 P azn

Die Funktion det @' : U — R heif3t Funktionaldeterminante von ®.
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Transformation von Volumina Erféuterung

Der Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Die hier als Beispiel gezeigte Abbildung = — y = ®(«) ist nicht linear.
Wir sehen: Die Volumenverzerrung |det ®'(z)| hdngt vom Punkt z ab!

© Die Transformationsformel wird wunderbar anschaulich durch die
Taylor—Entwicklung ®(x + h) ~ ®(z) + ®'(x)h bis zum linearen Term.
Kleine Quader = + A werden abgebildet auf ®(A) ~ ®(z) + '(z)(A),
also vol, (®(A)) = vol,(A) - |det ®'(x)| wie zuvor erklart. Summation
Uber eine Zerlegung in viele kleine Quader ergibt die obige Formel.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so die Rechnung zu vereinfachen.
Vermutet wurde der Transformationssatz schon von Euler (1769) far
Doppelintegrale und von Lagrange (1773) fur Dreifachintegrale — und
von allen ausgiebig genutzt. Ein strenger Beweis ist technisch schwierig
und wurde erst Uber hundert Jahre spéter von Cartan (1890) entwickelt.

© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv genligt, dass @ injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.
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Polarkoordinaten B

Aufgabe: Parametrisieren Sie den Kreisring

K:{(x,y)eﬂ%”rgng%—ngr%}

in Polarkoordinaten. Berechnen Sie so seine Flache.

Loésung: Fir K sind Polarkoordinaten besonders gut angepasst!
K ={(pcosep,psiny) ’ ro<p<ry, 0<p<2r}

© Die Skizze zeigt die Volumenverzerrung proportional zu det & = p.
Die kleinen Rechtecke wiegen weniger, die gro3en Rechtecke mehr!
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Als Parametrisierung nutzen wir (wie skizziert und vorgeschlagen)
T\ _ [(pcose) _ p . B
<y> B <psin<p> =@ <¢> mit  (p, ) € [ro, 1] % [0,27] =: D.

© Die Abbildung ®: D — K ist bijektiv und stetig differenzierbar.
Wir berechnen ihre Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

(b/(/)):@(x,y): cosp —psing) det<1>’<”>:p
@ (p, ) sing  pcosyp ©

Flachenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

‘rafo ub " 2
volp(K) = /Kld(w,y) = /D p d(p,¢) 52'4/ /Opdsodp
— p=ro J o=

C2A Clr
Fu'det

Bl1 Bl1 p=ro

HDI 1 HDI 2 1 2 2
= 2rpdp = [Wp } = 7(r{ —g)
p=T0

© Plausibilitatspriifung: Dasselbe Ergebnis folgt aus der Kreisflache.
A\ Es gilt voly(D) = 27(r; — 79). Man beachte die Volumenverzerrung!
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Der Transformationssatz

Satz C2B: Transformationsatz fiir n—dimensionale Integrale
Seien X,Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f:Y — R messbar, so auch (f o ®) - det ®': X — R, und es gilt

/\f ey = /}f |- [det (2)] da.

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/f e _/f ) - |det & (2)] da.

Merkregel analog zur Substitution: Fir y = ®(z) gilt dy = |det ®'(z)| dz.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so unsere Rechnung zu vereinfachen.

© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv geniigt, dass ® injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.
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Transformationssatz vs Substitutionsregel Erlauterung

Aufgabe: Folgern Sie in Dimension n = 1 die obige Formel des
Transformationssatzes C2B aus der Substitutionsregel B1Kk.

Lésung: Der HDI impliziert die bekannte Substitutionsregel B1K:
b ®(b)

F(®(2)) ' (x) da = / f(v) dy.

T=a y=>(a)
Hierzu sei @ : [a, b] — R stetig diff’bar und f:R D ®([a,b]) — R stetig.
In Satz C2B setzen wir zuséatzlich ®: [a, b] — [c, d] als bijektiv voraus.
Wir unterscheiden daher zwei Falle, je nachdem, ob ® wachst oder fallt.

(1) Ist @ :[a,b] — [c,d] wachsend, &' > 0, ®(a) = ¢, ®(b) = d, so gilt:

/[avb](fo<1>)|<1>’| - /ab(fo<1>)<1>’ - /(()b)f _ /Mf

(2) Ist @:[a,b] — [c,d] fallend, ' <0, ®(a) = d, P(b) = ¢, so gilt:

[ wenw = [uon =—[:;b)f :[j:)f [

© In beiden Féllen gilt der Transformationssatz C2B wie angegeben.
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Das Gaufsche Integral Ubung

© Eine beriihmte Anwendung der zweidimensionalen Integration:

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die GauBsche Glockenkurve
fR—R, flz) =e*/2, sowie die Glockenflache
9:R* =R, g(z,y) = f(2)f(y)  fire,ye[-3,3].

(2) Kénnen Sie f;’ e~**/2 dz in geschlossener Form angeben?
(3) Berechnen Sie zur Funktion g das Flachenintegral

/ o2 d(a, y)
K

tber dem Kreisring K = { (z,y) € R? | a® < 2?4+ y* < b? }.
(4) Welches Integral erhalten Sie fir a — 0 und b — c0?
(5) Bestimmen Sie hiermit das Integral I = [, e=*/2dy.

@ Dieses Integral konnten wir mit eindim. Integration nicht berechnen.
© Mit zweidimensionaler Integration hingegen gelingt es nun leicht!
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Das Gaufsche Integral Ubung

Lésung: (1) Skizze der Gauf3schen Glockenkurve:

Ihre Streckungen und Verschiebungen hei3en ebenfalls Glockenkurven.
Sie spielen eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beim
zentralen Grenzwertsatz W1D; er wird uns in Kapitel W beschéaftigen.

(2) Die Integralfunktion F(z) = [ f(t) d¢ erlaubt kelne geschlossene
Formel, ebensowenig die bestlmmten Integrale f f(t)dt = F(b) — F(a).

Ich warne vorsorglich vor einem verbreiteten Missverstandnis: Die Funktion f ist stetig und
somit integrierbar (Satz B1C), daher existieren die bestimmen Integrale f b f(t) dt und somit
auch die Integralfunktion F': R — R:x +— fo t) dt. Allerdings kann diese nicht durch
elementare Funktionen (also durch exp, log, sin, cos, ...) in geschlossener Form dargestellt
werden. Das ist nachweislich unmoglich. Es ist aussichtslos danach zu suchen!
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Das Gaufsche Integral Ubung

Skizze der GauBschen Glockenflache g(xz,y) = e~ (" +v)/2;




Das GaufBsche Integral

C228
Ubung

Diese Funktion g wollen wir Uber den Kreisring K integrieren:
\

NN

AN

\




C229

Das Gaufsche Integral Ubung

(3) In Polarkoordinaten (z,y) = (pcos ¢, psing) gilt d(z,y) = pd(p, ¢).
Die Integration gelingt dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

/ e~ (@ +y?)/2 d(z,y) = / e /2. p d(p,p)
K  Ja,b]x[0,27] L
Fub b 2m — 2/2 HDI b —p2/2
= / pe P2 dpdp = / orpe P /2 dp
p=a =0 p=a
=z [—27r e_pz/z} ' = 27 (e_a2/2 — 6_62/2>
Bl1 p=a

(4) Fir a — 0 und b — oo finden wir:

/ e~ (@ +v%)/2 d(z,y) =27
R2

@ Das eindim. Integral ff e~**/2 dz kdnnen wir nicht direkt angreifen.

© Das zweidim. Integral [, e=(**+¥)/2d(z, y) ist hingegen leicht dank
des Faktors p. Vergessen Sie nie nie nie die Funktionaldeterminante!
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Das Gaufsche Integral Ubung

(5) SchlieBlich gelingt uns so auch das eindimensionale Integral:

2
(/ e /2 dz) Kunstgriff: Statt I berechnen wir 1?1
R

:/ex2/2dx,/ey2/2dy = /ew2/2~ </ey2/2dy> dz
R R A31 R R
- / / eV P dyde / / eI dy da
31 RJR R JR
27

Iéh / e_(m2+y2)/2 d(:Lv’y) g
RxR

CIr

>

Satz C2G: Gauf3sches Integral
Es gilt / 2 dx = Vor. ‘
R

© Dies ist ein eindimensionales Integral, aber allein mit eindim.
Methoden schafft man es nicht. Erst durch die Berechnung als
zweidimensionales Integral 16st sich alles in Wohlgefallen auf!
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Die GauBBsche Normalverteilung Ubung

u~)2a ,ujra K ,u+a ;H#Qa X

Sei i, 0 € R mit o > 0. Die Funktion ¢ : R — R mit

1 1(z—p
ole) = —= e 5)
heiBt (Dichte der) Normalverteilung mit Mittelwert x, und Streuung o.
Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.
© Wahrscheinlichkeitsdichte: ¢ > 0 und [; (z)dz = 1
© Hier gilt Schwerpunkt = Mittelwert = [, z o(z) dz = 4.
© Tragheitsmoment = Varianz = [ (z — p)?¢(z) dz = o*
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Die Gamma—Funktion an halbzahligen Stellen Ubung

Wir kennen die Gamma—Funktion
o0
I :Rog—=Ryp:2z=T(2)= / 2”7t e % d.
=0

Aufgabe: Berechnen Sie den Wert F(%) = / 12 e " da.

=0

Losung: Die Substitution z = «? und dz = 2u du ergibt:

1 e 2 > 2
F(7> = / uw e ™ . 2udu = 2/ e v du
2 u=0 u=0
/oo _UQd 1 /OO _v2/2d \/—
= e U = — e v = T
U=—00 \/§ V=—00

© Dank der Funktionalgleichung T'(z + 1) = 2T'(z) aus Satz B3E folgt:

Satz C2H: Gamma—Funktion an halbzahligen Stellen

Es gilt F(%>:ﬁ und P<;+n):1.‘3,.5..2;1(2n—1)

V.
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Zylinderkoordinaten Ubung

AR

Stuttgarter Fernsehturm, Bildquelle: wikimedia.org

Griechische Amphore aus dem Louvre, Bildquelle: wikimedia.org

Zylinderkoordinaten eignen sich bei Rotationssymmetrie beztglich
einer Achse, zum Beispiel zur Parametrisierung von Rotationskorpern.
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Ubung

Zylinderkoordinaten
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Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskérpers

R={(z,y,2) eR® la<z<b, ro(z)? <2®+y? <ri(2)?}

(1) in Zylinderkoordinaten und (2) mit Fubini (zum Vergleich).

=0und ri(z) = cosh(z)?

0=

Was erhalten Sie fir —1 < z < 1 mitr

(3)
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Zylinderkoordinaten Ubung

Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten um die z—Achse:

z T pCos @ p
y| = | psinp | ==® |
z z z

®:D—R mit D={(p,p,2) R
a<z<b ro(z) <p<ri(z), 0<p <2}

Die Funktionaldeterminante ist wie zuvor bei Polarkoordinaten:
cos —psin 0
o’ = ggaz,y,z) = sin:z ppcos gpsp 0 = det®’ =p
pr#:2) 0 0 1
Wir erhalten folgende Parametrisierung unseres Rotationskdrpers:
R={(z,y,2) €R®|a <z <b, ro(2)> <a?+ 3 <ri(2)?}
= { (pcosp, psing, 2) ‘ a<z<b ro(z) <p<ri(z), 0<p<2m}

Anschauung: Die drei Spalten von &’ sind die Tangentialvektoren in Richtung p, ¢, z. Diese drei
stehen hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Langen 1, p, 1.
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Volumen eines Rotationskérpers

Ubung

(1) Volumenberechnung in Zylinderkoordinaten, d(z,y, z) = pd(z, p, ¢):

r1(z) 27
volg(R) = /1d(:z: Y, 2) ““ /pd 2,0, 0) (“}”I / / / pdedpdz
z=a Jp= =

7‘0

b
) ) T (Z)
I}:" / / 27rpdpdz I]]L]' / [ﬂpﬂ ' dz—/ 7r1(2)? — mro(2)%dz

ro(2) =a

(2) Mit Fubini und Kreisringen erhalten wir dasselbe Ergebnis:

b
volg(R (“I"[ / /2 Ir(z,y,z)d(x,y)dz (K—) / 7r1(2)? — mro(2)? dz
z=a JR z

=a

(8) Fur rg,r1:[—1,1] = R mit o = 0 und r1(z) = cosh(z) erhalten wir:

[€)] ! Hyp ! 1 1
vol3(R) = / 7 cosh(z)?dz = 7r/ icosh(Zz) + §dz
=-1 z=—1
z

= n[% sinh(Qz)—i-ﬂi:_l = ﬂ(%sinh(Z)—i—l) ~ 8.84

(Additionstheoreme fiir cosh und sinh oder einfach ausmultiplizieren.)



C237

Kugelkoordinaten Ubung

\
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Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen der Kugel vom Radius 7:
K={(zy92) eR? ‘ z® + 4y + 22 STQ}

(1) in Kugelkoordinaten und (2) als Rotationskérper (zum Vergleich).

Der Poldistanzwinkel 0 1duft vom Nordpol § = 0 zum Siidpol § = 7, die geographische Breite
¥ = 7/2 — § hingegen vom Aquator ¥ = 0 zu den Polen 9 = %7/2. Der Azimutwinkel ¢ ist nur
bis auf Vielfache von 27 bestimmt; als Standardbereich withlen wir [0, 27[, alternativ |—, 7).
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Kugelkoordinaten Ubung

z Wir parametrisieren durch Kugelkoordinaten:

x psin 6 cos ¢ P

y| = | psinfsing | =& | 0

? z pcosf ®
M y ®:D—K mit D=/{(p0,¢)cR?|
z 0<p<r, 0<0<m O0<¢p<2r}

Wir berechnen die Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

Oz, y,2) sinfcosyp  pcosfcosp —psinfsing
o’ = ﬁ = [ sinfsing  pcosfsiny  psinfcosp
(p,0, ) cos 6 —psind 0

= det &' = p?sin (Ubung!)

© Hier ist (p, 8, ) ein rechtshiindiges Koordinatensystem, det ® > 0. Hingegen wiire (p, @, 0)
linkshéndig. Unser Integral ist nicht orientiert, also rechnen wir mit dem Absolutbetrag |det ®’|.
Anschauung: Die drei Spalten sind die Tangentialvektoren in Richtung p, 8, . Diese drei stehen
hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Lingen 1, p, p sin 6.



C239
Kugelvolumen Ubung

Loésung: (1) Das Volumen berechnen wir in Kugelkoordinaten:

volz(K) = / ld(z,y, 2 )T%f’/ p*sinf d(p,6, )

Fu det

2
(r:]»/ / / p Sln@dgpd@d ”D'/ / 27rp sinf df dp
E p=0J6=0 E 0=0
r 4 4
z / 2%[ p COSQ} dp:/ drp?dp = [ WPB]T =78
Bl p=0 =0 BIi 3 p=0 3

© Der Term 72 ist plausibel, denn die Kugel wichst in jede Richtung proportional zu 7.
Die Konstante %w hingegen kann man nicht raten, sondern nur durch Integration berechnen.

(2) Zum Vergleich die Rechnung als Rotationskorper:
37

:
ub ) 4
voly (K) / n(r? — %) dz 2 W[TQZ B ZEL—_T _ §r3
Z=—r —

© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg éndert sich. Sie haben hier freie Wahl!

Die Kugel ist ein Rotationskorper, also bieten sich neben Kugel- auch Zylinderkoordinaten an.
Je nach Problemstellung ist es eine Kunst, besonders gut angepasste Koordinaten zu wihlen.
Hier hilft nur Erfahrung; die erwerben Sie, wie immer im Leben, nur durch eigene Ubung.



Kugelsegment Ubung

B = B

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Kugelsegments
K:{ x,Y,2) GR?"QT + 92 + 22 <r?, r—hgzgr}.
Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten und d(z, y, z) = pd(z, p, ):

Vr2=z2 porm
volg(K) = / 1d(z,y, 2 'r"[/ / / p dedpdz
K z=r—h p =0—

Fu'det

" h
8.0 2 2 HDI 2, ~ _ _ 2 v
/Z:rhﬂ(r z7)dz = {rz 3L:r_h = ... =mh <r 3)
Ist das plausibel? Wir machen die Probe fir Halb- bzw. Vollkugel:
2 4
h=r = vol3(K) = ;Tr3 h =2r = vol3(K) = ?”7«3

@) Vergessen Sie nie... nie... nie... die Funktionaldeterminante!
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Komplexe Funktionen und ihr Integral Fazit

Auf ©2 C R”™ betrachten wir neben reellen auch komplexe Funktionen.

Jede komplexe Funktion f: ) — C kénnen wir zerlegen in ihren
Realteil Ref:Q — R:xz— Re f(z), und
Imaginarteil Im f:Q — R:z+— Im f(x).

Hieraus lasst sich f zusammensetzen gemal f = Re f +ilm f.

Es gilt | f[2 = [Re f|* + [Im f[2 und [Re f|,|Im f| < |f] < [Re f| + [Im f].

Wir nennen f:Q — C messbar, wenn Re f und Im f messbar sind.
Wir nennen f integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind.
Aquivalent hierzu: die Funktion f ist messbar und Jalf] < 0.

In diesem Fall kénnen wir das Integral von f definieren durch

| 1= [ Resi[ s

© Wegen R C C ist das reelle Integral ein Spezialfall des komplexen.
© Linearitat Ubertragt unsere Rechenregeln aufs komplexe Integral.




Der Hauptsatz (HDI) fir komplexe Integrale
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Fazit

© Wir formulieren allgemeine Rechenregeln gleich reell und komplex.

Der HDI gilt wértlich fir komplexe genauso wie fiir reelle Funktionen:

Jede stetige Funktion f: [a,b] — C ist integrierbar. Ihre Integralfunktion

F:la,b) -» C mit F(a:)::/xf(t)dt

ist differenzierbar, und fir die Ableitung gilt F/ = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — C differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/abf(x) do = [F}b mit [F]b .= F(b) — F(a).

a a

Beispiel: Fir alle a,b € Rund w € R ~ {0} gilt:

b
/ eiwt dt = |:i eiwt:| b
: iw t=a

=a

© Alles gilt ebenso fur f:[a,b] — C* und f:[a, b] — C™*",
wobei komponentenweise integriert und differenziert wird.
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Der Satz von Fubini Fazit

Seien X C RP und Y C R? messbare Teilmengen, zum Beispiel Quader.
Der Satz von Fubini C1E fiihrt die Integration Gber X x Y zurlck auf die
(iterierte aber jeweils einfache) Integration Gber X und Uber Y. Das hilft.

(1) Absolute Integration: Fir jede messbare Funktion f: X x Y — C qilt

/Xxylf(x,y”d(x,y):/X/Y\f(x,y)ldyda::/Y/X!f(x,yﬂdmdy,

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/Xxyf(x,y)d(:v,y):/X/Yf(:c,y)dydx:/Y/Xf(x,y)dmdy.

/\ Hierzu ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich! Andernfalls ist
das linke Integral nicht definiert und die rechten beiden evtl. verschieden.

Fir einfache, aber drastische Gegenbeispiele siehe [C117], [C409], [C413].
Diese VorsichtsmaBBnahme ist also nétig, die miissen Sie beherrschen.

© Absolute Integrierbarkeit und somit Vertauschbarkeit gilt, wenn X, Y
und f beschrankt sind, also insbesondere fir X, Y kompakt und f stetig.
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Integration Gber Normalbereiche Fazit

Integration Gber Normalbereiche ist ein wichtiger Spezialfall
und die wohl haufigste Anwendung des Satzes von Fubini:

Das Integral einer absolut integrierbaren Funktion f: B — C Uber
B = { r e R” ‘ ar(x1, .., xK—1) < xp < bg(xy, ..., 25_1) fUr alle k }
l&sst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

b1 ba(z1) b (T1,eesTr—1)

/f(m)dx:/ / / Fx1, 29, ..., 2) day - - dzoday
B

r1=a1 T2=0a2(21) Tn=0an(T1,...,Tn—1)
© Dies gilt ebenso bei jeder anderen Reihenfolge der Variablen.
Sie haben hier also die Wahl der Integrationsreihenfolge.

/\ Man muss hierzu allerdings die Integrationsgrenzen umschreiben!
Geometrische Hilfe: Das gelingt einfach und sicher anhand einer Skizze.

/\ Das Ergebnis ist dasselbe, aber der Rechenweg kann verschieden
schwierig sein. Flr ein bemerkenswertes Beispiel siehe [C133).
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Der Transformationssatz Fazit

Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution: Wir wéhlen neue Variablen als geschickte Koordinaten.

Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f:Y — C messbar, so auch (f o @) - det ' : X — C, und es gilt

/\f(y)dy = /!f@(x))|-\det<b’(:v)]dm.
Y X

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt
[ 10y = [ 1(@@)- jdetd'(z)] .
Y X

/\ Auch hier ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich!

Die Ableitung ®': X — R™*™ ist die Jacobi-Matrix, ®' = (9;®;);;.

Die Funktion det ®': X — R ist hierzu die Funktionaldeterminante.

Ihr Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.

© Fur eindimensionale Integrale entspricht dies der Substitutionsregel.
Allerdings nehmen wir hier den Betrag und vergessen die Orientierung.
Allgemeiner formuliert Satz C2c die orientierte Version mit Vorzeichen.
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Polarkoordinaten Fazit

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Polarkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zu Radien 0 < rg < r1 < oo betrachten wir den Kreisring
K= {xy GRQ‘r0<x—|—y <r1}

Diesen kénnen wir durch Polarkoordinaten parametrisieren:

b :[rg,r1] x [0,27] = K mit (‘T> = <pCF)S SO) — P <p>
y psing v

Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante sind hier:

P = o, y) = (B¢ TPEY = det® =p
A(p,v) siny  pcosp

FUr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

2T
TIL|7 pCOS(,D
ded
Jo1G) ez 7 [T 1(0s) o aet
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Zylinderkoordinaten Fazit

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Zylinderkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zu Radien rg, 71 : [a,b] — R+ betrachten wir den Rotationskdrper
K={(z,y,2) €R®|a<z<b, ro(z)? <a®+y* <r(2)? }.

Diesen kénnen wir durch Zylinderkoordinaten parametrisieren:

() - (’;:;:::) L ()

mit den Grenzen a < z < bund 0 < ¢ < 27 sowie r(z) < p < ri(2).
Die Funktionaldeterminante ist hier wie zuvor det & = p. (Ubung!)
FUr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

w or  [pcose
/f y | d(z,y,2) 'I”"/ / / psmw p dedpdz
K Y Jz=a ro(z —

Fu'det

IS
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Kugelkoordinaten Fazit

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Kugelkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zum Radius r > 0 betrachten wir die Kugelschale
K ={(2,y,2) €R’ [ 1§ <a”+y* +27 <] }.

Diese kénnen wir durch Kugelkoordinaten parametrisieren:

x pcos psin 6 p
y| = | psinpsing | =:d | 6
z pcosf ©®

mit den Grenzen ro < p <rpund 0 < 6 < 7 sowie 0 < ¢ < 27.
Die Funktionaldeterminante ist hier det ® = p?sin 6. (Ubung!)
FUr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

x pcos psinf

2
/f y | d(z,y,2 'I":'/ / / psingsin® | p?sinf dpdddp
K w ro J0=0 —

z pcosf Fu'det
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Verstandnisfragen Ubung

Was besagt der Hauptsatz (HDI)? Unter welchen Voraussetzungen?

Was besagt der Satz von Fubini? Unter welchen Voraussetzungen?
Nennen Sie (mindestens) ein Beispiel, wo Vertauschung nicht gilt.

Was besagt der Transformationssatz? Welche Voraussetzungen?
Was ist und wozu dient hier die Funktionaldeterminante?

Formulieren Sie Polarkoordinaten, Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Berechnen Sie ausfuhrlich jeweils die Funktionaldeterminante.

Ist die Orientierung positiv? Welche Varianten sind nitzlich:
verschiedene Achsen? verschiedene Winkelkonventionen?

Wir nutzen (z,y, z) = (psinf cos , psinfsin g, pcos ) =: ®(p, 4, ).
Welche Parameterbereiche D; passen zur Kugel K vom Radius r?

Dy =1[0,7] x [0,7] x [0, 2], Do = [0,7] x [0, 7] x [0, ],
D5 =[0,7] x [0,27] x [0, ], Dy = [0,7] x [0, 2] x [0, 2x].

Ist damit ®;: D; — K surjektiv? injektiv? bis auf eine Nullmenge?
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Verstandnisfragen Ubung

Was sind Normalbereiche? Wie kénnen Sie hiertber integrieren?
Kann eine Menge B C R? auch zweifach ein Normalbereich sein,
also zugleich in z— und in y—Richtung? Kennen Sie Beispiele?

Warum ist folgende beliebte Vertauschung vollkommen unsinnig?

b h(x) ’ h(zx) b
/ / f(z,y)dydr = / / f(z,y)dzdy
z=a Jy=g(z) y=g(z) Jz=a

Liefern die folgenden Integrale fir f:R? — R>, dasselbe Ergebnis?

1l

/Oggyglf(x,w«w - /I:0 /yqf(:c,y)dydx
, 1 Yy

/ fay)d(ey) = / f(a,y) dedy

0<z<y<1 y=0 Jz=0

Wenn alle drei Integrale dasselbe ergeben, warum missen Sie dennoch
manchmal verschiedene Integrationsreihenfolgen ausprobieren?
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Normalbereiche (bung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das (ausgefiillte) Dreieck A C R?
mit den Eckpunkten (a,0), (b,0), (0,c¢), wobei 0 < a < bund 0 < c.

(2) Ist A ein Normalbereich in z—Richtung? in y—Richtung? Wie?

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks als Doppelintegral.
Uberprifen Sie das Ergebnis mit Hilfe Ihrer Geometriekenntnisse.

(4) Die Massendichte o: A — R sei gegeben durch o(x,y) = zy.
Berechnen Sie die Gesamtmasse M = [, o(x,y) d(z, y) des Dreiecks.

Lésung: (1) Ein solches Dreieck A sieht etwa so aus:

A

(2) Dies ist ein Normalbereich in z—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,c] — R gegeben durch g(y) = a — ya/cund h(y) = b — yb/c,
und ebenso ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,b] = R mit g(z) = max(0,c — zc/a) und h(z) = ¢ — zc/b.
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Normalbereiche (bung

(3) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini flir Normalbereiche:

b—yb/c c b—a
vola (A / / ldzdy = / (b—a)— ——ydy
z=a—ya/c y=0 c

© Das ist die bekannte Formel ,Grundseite mal Héhe durch zwei*.
(4) Die Gesamtmasse berechnen wir durch Integration der Dichte o:

b—yb/c c 207b—yb/c
M = / / zydx dy :/ [ﬁ} ! dy
r=a—ya/c y=0 2 laz=a—ya/c
c b2_a 3 a2_b22 b2—a2
= d

/y:O 52 Yo+ v Y-+ 5 yday
vV —a? , a®?-b% 5 b —a? qe (b — a?)c?

[ gz Yt T3 VT y} y=0 24

© Ein Hoch auf Fubini! AnschlieBend geniigen Geduld und Sorgfalt.
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Normalbereiche (bung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das endliche Flachenstiick A C R?,
das von der Geraden y = = und der Parabel y = x? berandet wird.

(2) Ist A ein Normalbereich in z—Richtung? in y—Richtung? Wie?
(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt vols(A) auf beide Weisen.
(4) Berechnen Sie den Schwerpunkt bei homogener Masseverteilung.

Losung: (1) Unser Flachenstiick A sieht so aus:

Y

X

(2) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,1] — R mit g(x) = 2% und h(x) = z, und ebenso in z—Richtung
mit den Randfunktionen g, A : [0, 1] — R mit g(y) = y und h(y) = /v
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Normalbereiche (bung

(3) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini fiir Normalbereiche:

1 & 1 2 3.1 1
= 1 [ o= - ran[55) -
r= Yy=x r= =

Anders herum geht es auch, unter Beachtung der neuen Grenzen:

1 NG 1 2y3/2 y2 1 1

A = 1 = — = JE——— —
vola(A) /y:O /m:y dx dy /y:[) Vy —ydy [ 3 5 ]y:O 5
(4) Die Koordinaten des Schwerpunktes S(A) = (S, Sy) von A sind:

1 T 1 z
Sw:6/ / a:dydx:6/ [xy} dz
z=0 J y=a2 =0 y=z?

3 4.1 1

— 2 _ — ﬂ_ﬂ] i
- / o -t de 6[3 4 om0 2

1 y21e
—6/ / ydy dx —6/ [—} dz

=0 Jy=22 2 ly=a2

1 2 3 5.1 9

T x? T T

= Yo% 4 =6 - _Z
6/3::0 2 2 [6 1o]x:o 5



Normalbereiche
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Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie A = { (z,y) € R? | |z| + |y| <1} und
B ={(z,y) € R?||z| < 7/2, |y| < cos(x) } sowie C = B \ A.

(2) Unterteilen Sie C' in vier kongruente Binormalbereiche.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt von C auf beide Weisen.

(4) Gegenprobe: Kénnen Sie den Flacheninhalt auch direkt sehen?

Lésung: (1) Unsere Mengen A, B, C C R? sehen so aus:

B

N

(2) In jedem Quadranten erhalten wir einen Binormalbereich, etwa

D:CﬂRéoz{(x,y)E]W|0§x§7r/2, max(0,1 —z) <y < cos(x) }
={(z,y) €ER*|0<y <1, 1—y < <arccos(y) }
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(8) Aus Symmetriegriinden gilt vola(C') = 4 vola(D).
Den Flacheninhalt von D berechnen wir mit Fubini:

cos(z w/2 pcos(x
voly(D / / 1dydx + / / 1dydx
=0 r= y=

w/2

:/r:()COS( )+x—1d$+/ cos(z) dz

rx=1
2

= [Sin(;ﬁ) + % — x} ::0 + [sin(gj)}ﬂ—/Q =1/2

Alternative: Wir integrieren zuerst Uber z und dann Uber y.

arccos( 1
voly(D / / 1 drdy = / arccos(y) +y — 1dy
= Y

=0

2 1
= [yarccos(y) —V1-y2+ L —y} 0= 1/2

2
(4) Das Quadrat A mit Seitenlange /2 hat Flacheninhalt voly(A4) = 2.
Der Flacheninhalt unter cos(z) Uber [—7/2, 7 /2] ist 2, also voly(B) = 4.
Wegen C = B~ Aund A C B gilt voly(B ~\ A) = vola(B) — vola(A) = 2.
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Aufgabe: Gegeben sei ein (kompakter) Kérper K C R? und seine
(stetige) Massendichte o: K — R. Wie berechnen Sie daraus die
Gesamtmasse, den Schwerpunkt und die Tragheitsmomente?

Losung: (1) Berechnung der Masse m des Kérpers K mit Dichte p:

m =m(K, o) = / o(z1, 2, x3) d(x1, z2, x3)
K

(2) Schwerpunkt s = (s1, s2, s3) des Kdrpers K mit Dichte o:

1
S; = S’i(Ka Q) - m/ Xy Q(.’El,l‘g,l‘g) d(x17m27'1:3)
K

(3) Tragheitsmoment 75 des Kérpers K bzgl. der x3—Achse:

I3 = I3(K,0) = / (23 + 23) o(x1, T2, 73) d(21, T2, T3)
K

© Ahnliche Rechnungen nutzen wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie
fir Erwartung und Varianz einer stetigen WVerteilung o (s. Kapitel V).
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Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I, (K') des Zylinders
K:{(azjy,z)eR3‘x2+y2§r2, nggh}

bezlglich der z—Achse. Die Massendichte ¢ auf K sei konstant.

Lésung: In Zylinderkoordinaten (z,y, z) = (pcos ¢, psin p, z)

gilt d(z,y, z) = pd(p, ¢, z). FUr das Tragheitsmoment finden wir:

LK) / (2 + %) olz,y. 2) d(z, 1, 2)

lIllU / / / . p dgp dp dZ
Iuh 2=0 p= 0 e

Fu'det
4

r
l{gl Q'Qﬂ'h/ p2dp l:%l Q-Qﬂ'h'z
An p:O I
2 1 2 2
= o wr°h --r° = 5™
= volg(K)

Das traditionelle Formelzeichen fiir die Dichte ist . Als Integrationsvariable nutzen wir gerne p.
Ungeschickt? Ich wollte keines von beiden éndern, also unterscheide ich sie in der Schreibweise.
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Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I, (K) der Kugel

K:{(x,y,z)ERg‘x2—|—y2—|—22§r2}

(1) in Kugelkoordinaten und zum Vergleich (2) in Zylinderkoordinaten.
Die Massendichte ¢ auf K sei konstant (wie zuvor, zur Vereinfachung).
Loésung: (1) Fir (z,y, z) = (pcos¢sin b, psin ¢ sin 0, p cos §) gilt
d(z,y,2) = p?sin(6) d(p, 0, ). Fir das Tragheitsmoment finden wir:

L(K)

Def

= /(m —|—y)Q($ y,2)d(z,y,2)

2w
T]‘ : / / / p?sin(0)? - p sm(@) dcpd@dp
0=0J o=

Fu ‘det

5
=2 . 271/ p dp/ sin(#)? dé = p-27m- .
Lin p:O =0 B130 5

4 2 2
= 0 gmﬁ Zr? = Sm?

ol i

_
= volz (K)



C404

Tragheitsmoment einer Kugel Ubung

(2) Alternative Berechnung in Zylinderkoordinaten:

I(K) = / (2% + %) o(z,y, 2)d(z,y, 2)

K
:Q./ / (@ + %) d(z, 1) dz
z=—r J D(z)

mit der Kreisscheibe D(z) = { (z,y) € R? | #* + y* <r? — 2% }; das
innere Integral erkennen wir geometrisch oder aus der vorigen Aufgabe!

oo 22 ™ [" 4 2.2 4
IL(K)=o0- E(r —z)dz:g‘g rt—=2r°z" + 2 dz

z=—r Z=—T
_ T[4, 223 15}’" _ om 65 _2 5
=@ 2[” T PR TN

© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg andert sich.
Jede:r hat die Wabhl, sich die bequemste Rechnung auszusuchen.

© Einfache Kérper wie Zylinder, Kugel, etc. kommen haufig vor, ihre
Tréagheitsmomente finden Sie daher in jeder guten Formelsammlung.

@ Steve Mould: The Turntable Paradox, youtu.be/30M7hX3UUEU.


http://youtu.be/3oM7hX3UUEU
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Fubini: ein rationales Gegenbeispiel Ubung

Die vorige Rechnung ist leicht, aber die Funktion f etwas kinstlich:
Sie ist stlickweise definiert und zudem unstetig auf der Diagonalen.

Ist dies méglich fr eine rationale Funktion f(x,y) = P(z,y)/Q(z,y),
also einen Quotienten von Polynomen P und Q7 Erstaunlicherweise ja!

/\ Schon eine einzige Polstelle kann uns in Schwierigkeiten bringen:

Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche und bestaune:

/x 0/ 9:2+y 3 dyde / /x o (22 +y2)? dxdy

Als Integrand betrachten wir hier die rationale Funktion f:R? — R mit

2 .2

Fla,y) = @752)2 fir (z,y) # (0,0) und £(0,0) := 0.

(2) Integrieren Sie f(x,y) Uber den Viertelkreis in Polarkoordinaten.
Lasst sich hier die Transformationsformel anwenden? Warum / nicht?
() Ist f Uber [0, 1]? absolut integrierbar? tber [0,1]% . [0,¢[? flr ¢ > 0?
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Lésung: (1a) Zunachst berechnen wir das erste Integral:
/1 22 — 2 1 oz { y }1 _ 1
y=0 @ 977 o L2y lym0 T T4 a2

1 1 2 2 1
_ 1 1
/ / %dydx = / 72d93 = [arctan(x)} T
2=0 Jy=0 (* +¥?) z=0 1+ =0 4

(1b) Im zweiten Integral tauschen die Variablen x und y die Rollen:

¢ —y T
dedy = ——.
/ /x0$2+y i 4

/\ Die beiden Integrale vertauschen in diesem Falle also nicht!
Und das bei denkbar einfachem Integranden: eine rationale Funktion!

© Der Integrand hat eine interessante geometrische Interpretation,
wie die obige Rechnung bereits andeutet: Fir 2 # 0 bzw. y # 0 gilt
0? 0?

_ vy _ z
flay) = —5- 99 arctan(i) 520 arctan(y).
Daher kénnen wir hier glicklicherweise alles explizit nachrechnen.
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(2) In Polarkoordinaten (z,y) = (pcos ¢, psin ) erhalten wir

9(p,¢) == f(pcosep, psingp) = cos(2p)/p”.
Additionstheoreme! Die Skizze zeigt f. Die nachste Katastrophe:

r /2 92
/ / cos(2g0) Cp dpdp =0
p=0 Jp=0 p —

Fu'det

/\ Auch die Transformationsformel lasst sich hier nicht anwenden!

Wir verlangen absolute Integrierbarkeit. Sonst ist Vorsicht geboten!

(8) Ware f:[0,1)?> — R absolut integrierbar, so missten nach Satz C1e
von Fubini beide Integrationsreihenfolgen denselben Wert ergeben.
Das ist hier nicht der Fall, also ist f nicht absolut integrierbar.

r w/2 2 T
[ [l g, [ Ly
p=0 J =0 p p:Op

Die Funktion f:R? — R ist Gberall stetig bis auf den Punkt (0, 0).
Sie ist Gber jedem Kompaktum K € R? \ {(0,0)} absolut integrierbar,
insbesondere Uber [0, 1] . [0, ¢[?> mit ¢ > 0. Das Problem sitzt um (0, 0)!
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Volumen eines Volltorus / Donuts Ubung

S~ =

Aufgabe: Bestimmen Sie fir 0 < » < R das Volumen des Volltorus

(R+ psin®) cos ¢ p 0<p<r
V = (R+ psinf)sing | =@ | 0 0<6<2r
pcos b ) 10< <27

(1) in Toruskoordinaten und (2) als Rotationskérper (zum Vergleich).

Der Volltorus V' besteht aus dem Kreis Kr = { (z,9,0) € R® | 2° + 3 = R } sowie allen
Punkten mit Abstand < r zu K r. Die obige Abbildung skizziert dies fiir R = 2 und r = 1.
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Lésung: (1) Wir nutzen die angegebene Parametrisierung ®:

(. y, ) sinfcose pcosfcose —(R+ psinf)sing
<I>/:a’7g’: sinfsing pcosfsing (R4 psinf)cosp
(p,0,0) cos 6 —psinf 0

det ®' = p (R + psinf) (plausibel, rechtshandig)

Volumenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

2
volg(V) = / 1d(z,y, 2 / / / (R+ psinf) dedfdp
0

:27r/ [p(RG—pcosﬁ)} o dp:27r/ p-R-2wdp
p=0 6=0 p=0

2
_ 2p [P
= (2m) R{Q

© Dies entspricht der Guldinschen Volumenregel G2B fir
Rotationskérper: 7?2 ist der Flacheninhalt des kleinen Kreises,
27 R ist der bei Rotation zurlickgelegte Weg seines Schwerpunkts.

" 2
} =2rR-nr
p=0



Serviettenring / the napkin ring problem

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie das Volumen des Serviettenrings
S={(z,y.2) R |22 +y? + 2<% 2® +12 > 12— 1%}

(2) Hangt das Volumen von der H6he h ab? und vom Radius r?
Ist das plausibel? Prifen Sie dies mit Hilfe der vorigen Aufgaben!
(Einfache Kérper taugen gut fur Klausuraufgaben, etwa Februar 2013.)
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Lésung: Fir Rotationskérper kbnnen wir Zylinderkoordinaten nutzen:

7‘2*22 7‘2722
volz (S / / / pdpdpdz = / / 2rpdpdz
—h Jp=vr2=hZ —h Jp=vr2=hZ

HDI 2 Vre=z2 2

= / ﬂ[p ] dz = 7T/ h? - 22 dz

Bl1 s——h p:m z=—h

© - 2 }h _ 3ms (Kugel vom Radius hl)
Bli g 3l=—n - 3 9 .

Das Volumen hangt nur von der Hohe h ab, aber nicht vom Radius r.
AuBerdem ist das zugleich das Volumen der Kugel vom Radius h.
Das ist auf den ersten Blick héchst erstaunlich! Ist es plausibel?

© Fur h = r erhalten wir das volle Kugelvolumen, wie es sein soll.
© Summe: Kugel = Zylinder + Segmente + Ring

© Alternative Rechnung mit Fubini, das gelingt ebenso leicht:

h h
volg(S) = /—h /R2IR(.Q?, y,z)d(z,y)dz = W/_(hTQ — 2 = (= h?)dz

@ Ein schones Video von Vsauce hierzu: youtu.be/J51ncHP_BrY.


http://youtu.be/J51ncHP_BrY
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Volumen eines Bierglases
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Ubung

Viele Objekte unseres Alltags sind rotationssymmetrisch,
aus praktischen Griinden der Herstellung oder der Nutzung,
zum Beispiel rotierende Maschinenteile oder Werkstlicke.
Die Topferscheibe wird seit Jahrtausenden genutzt.

Zur Beschreibung und Parametrisierung solcher Rotationskérper
ist die Wahl von Zylinderkoordinaten meist natirlich und ndtzlich.
Zur lllustration dieses Kapitels wollen wir dies an einem schénen
(nicht ganz bierernsten) Anwendungsbeispiel durchrechnen.

Sie kdnnen das Volumen eines Weizenbierglases leicht experimentell
messen: Hierzu gendgen ein geeignetes Glas und eine Flasche Bier.
Dies wird taglich hundertausendfach erprobt, zumeist erfolgreich.

@ Hierzu ein Stuttgarter Science Pub: youtu.be/c4_GFCiemlc.

Wir wollen es zur lllustration unserer Techniken einmal ausrechnen.
Danach werden Sie Weizenbierglaser mit anderen Augen sehen.
Das Beste daran: Hier arbeiten Theorie und Praxis Hand in Hand.
Das Ergebnis lhrer Rechnung kénnen Sie empirisch testen: Prost!


http://youtu.be/c4_GFCiem1c
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Z Weizenbierglaser sind hoch und geschwungen.
/ \  Falls Sie auf einer Party zufallig Zeit dazu haben
on sollten, vermessen Sie ein Glas und erstellen Sie
eine Parametrisierung: steigert den Nerd-Faktor!
Fur diese Vorlesung habe ich genau das getan:

-
~
-

8am

Einige Messungen fuhren zu folgendem Modell:
G={(z,y,2) eR } 0<2<22 22 +y? <r(2)*}
mit einer Radiusfunktion r(z) = a + bsin(cz + d).
Warum? Weil es gut passt. In Fourier we trust!

Bier
\ | Alle Langen in cm, siehe nebenstehende Skizze:
Der Durchmesser variiert von 5¢cm auf 5ecm Héhe
bis 8cm auf 18cm H6he, Letzteres ist die Hohe des
5cm Fullstrichs. Der Glasboden innen liegt 2cm hoch.
| | Diese Daten dlrfen Sie gerne nachmessen!

Aufgabe: Berechnen Sie das Biervolumen. Prost!
Ist das Ergebnis lhrer Erfahrung nach plausibel?
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Loésung: Die Messdaten kalibrieren die Parameter unseres Modells:
Wir finden a = 13/4 und b = 3/4 sowie ¢ = 7/13 und d = —m 23/26.
Das gesuchte Volumen berechnen wir wie tiblich dank Fubini:

V013(B) :/ IB(%ZU: ‘T Y,z / / IB SC Y, 2 )d
R3 z=2 JR?2

_ /:8 rr(2)? dz = W/ZZQ [+ bsin(ez + d)] dz

=2

18
= 77/ a? + 2absin(cz + d) + b*sin(cz + d)? dz
z=2

18 2
b
= 77/ a® 4 2absin(cz 4 d) + 5 [1 — cos(2¢cz + 2d)] dz
z=2
2ab b? b? 18
- = — 2 — —sin(2cz + 2 ]
2= cos(cz +d) + 5% 1 sin(2cz + 2d) L

= 504.856 (Kalibrierung einsetzen und ausrechen!)

:7T|:(12

© Das Ergebnis ist plausibel; 500cm® = 0.5[ ist fiir Weizenbier tiblich.
Im Rahmen der Messgenauigkeiten ist 505cm? erstaunlich prazise (1%).
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Aufgabe: Zu r € R+ betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
—{ X1,...,2p) €R? |O<x1<1‘2< --§:L‘n§r}.

(1) Skizzieren Sie Al, A2, A3 und berechnen Sie das Volumen

r Tn x3 xr2
vol, (A") = e 1dzydxs -+ - dop_q duy,.
T
=0 Jxy_1=0 xo=0 Jx1=0

(2) Berechnen Sie das Volumen des n—dimensionalen Wiirfels
Wr=l-rr"={(z1,...,an) €ER" | @1,..., 20 € [-1,7] }.
(3) Berechnen Sie das Volumen der n—dimensionalen Kugel
D' = Brn(0,7) = { (21,...,2,) € R" ‘ i+l <r? b

Gilt vol,, (D) / vol, (W;*) ™\, 07 Ist das plausibel? (Vielleicht glauben Sie
nur an Dimension 2 und 3, aber rechnen kénnen Sie es ganz allgemein.
Religiose Bedenken oder gar Ausreden sind hier nicht angebracht.)

(& Fassen Sie Mut und Zutrauen. .. auch zu hohen Dimensionen!
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Lésung: (1) Wir machen eine Skizze, das hilft fast immer zur Klarung:

Z2 x3’

Ea T
0 r 0 r T x2

Die Eckpunkte des Tretraeders sind (0, 0,0), (0,0,r), (0,r,r), (r,r,r).

L3
6

volp(AY) =1, VOll(A}n) =7, voly(A?) = volz(A3) =

r
2 )
Wir vermuten vol,, ( und bestatigen dies per Induktion:

vol, (AT) / / / / 1dzidzs - - dzp—1 dz,
rn=0Jxpn_1=0 x9=0 Jx1=0

— /xnovoln_l(Agnl)dxn _/ ()1 o [(:cn) }r o

wn=0 (1= 1)! n! le,=0 n!
© Plausibel: Der Wirfel [0, 7]™ zerlegt sich in n! kongruente Simplizes.

o

© Random fun fact: Die Summe ist 300, vol, (A7) = Y% 7" /n! = ¢,
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(2) Far den Warfel W = [—r,r]™ gilt vol,,(W;*) = (2r)™. Dies folgt direkt
aus der Definition des Volumens, und ebenso mit Fubini per Induktion:

vol, (W) = / vol, 1 (W1 = / (2" dzp = (20)"

Tp=—T

(8) Fur die Kugel D} qgilt vol,,(D}) = 1,7™ mit 7, := vol,, (D).

n 0 1 2 3 4 5 6
vol, (D) 1 2 2 %77‘3 %7727“4 %7727“5 %71'37“6

Wir berechnen die Konstante ,, rekursiv, wie zuvor erklart:

™

1
Tn = vol, (D7) = / Tn_l(\/ 1— m%)nfl dz, = 11 / sin(x)" dx
Tp=—1

=0
Hierzu substituieren wir z,, = — cos(x) fur « € [0, 7] und dz,, = sin(z) dz.
Das Wallis—Integral I, = |7 sin(x)" dz integrieren wir partiell
bezlglich sin(z)"~! - sin(z) und nutzen cos(z)? = 1 — sin(z)?:

/sin(q:)” dz = —sin(z)" ! cos(z) + /(n — 1)sin(z)"2(1 — sin(z)?) dz
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Auflésen nach [ sin(z)™ dz ergibt die schdne Rekursionsformel

l/ﬁmxwdx:—?sm@w%lmaxy+”_l/€m@w=%m.

n n

Fir I, = [T, sin(z)" dz gilt Iy = 7 und I; = 2 und weiter I, = =11, _:

™ 1-3-5---(2k—1) (2K)!
2k = =7 —"
/xosm(a:) de = 346 (k) T 9ok

g 2-4-6---(2k k12 . 22k
/ sin(z)* 1 dz = 2 6 (2K) =2
x=0

3.5-7---(2k+1) 2k + 1)
Es gilt I,1,—1 = 27 /n und somit 7,, = 7,2 - 27 /n. Wir erhalten also
k k+1
2

7—2k:£ und Tok+1 = .
k! 1-3---(2k+1)

Die Gamma—Funktion fasst beide Falle elegant zusammen (C2H):
n/2

™ D)

© Random fun fact: Es gilt Y3, vol, (D) = Y22 o (7r)k /Kl = ™.

vol, (D)) = 7,r™  mit
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Fir z € R" nutzen wir die euklidische Norm |z| := /2% + - - + 22.
Aufgabe: Berechnen Sie [, <la|<p|?|* dz und Jgnlz|® da fOrn = 1,2,3.
Ist der Grenzwert fir a \ 0 endllch'? und der Grenzwert fir b " oco?

f:RZ=R
(501;302) Z’;}Tcg




C430

Polstellen und lokale Integrierbarkeit Ubung

Lésung: Sei 0 < a < b. (1) Firn =1 und o # —1 finden wir

/ || da 2/b 22 d z[maﬂ ]b p U — et
= €T = — -
a<|z|<b r=a o+ 1lz=a a+1

Im Sonderfall « = —1 finden wir entsprechend 2(Inb — Ina) = 21In(b/a).
Der Grenzwert fiir a N\, 0 ist endlich fir « > —1, unendlich fir a < —1.
Der Grenzwert flir b oo ist endlich flir « < —1, unendlich fir o > —1.
Das Integral [;|z|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten o € R.

(2) In Dimension n = 2 nutzen wir Polarkoordinaten:

b 2m pa+2 b
/ \x!o‘dx:/ / pY - p dgodp:27r{ }
a<|z|<b p=a J =0 o o+ 21 p=a

Fu'det

Im Sonderfall = —2 finden wir ebenso 27(Inb — Ina) = 27 In(b/a).
Der Grenzwert fir a ™\, 0 ist endlich fir o > —2, unendlich fir oo < —2.
Der Grenzwert fiir b oo ist endlich fir o < —2, unendlich fir o > —2.
Das Integral [g.|x|* dx ist unendlich fiir jeden Exponenten a € R.
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(3) In Dimension n = 3 nutzen wir Kugelkoordinaten:
a+3

b T 2T b
/ |z|%dx = / / / p* - p?sin(f) dpdfdp = 47r[ P }
a<|z|<b p=a J0=0 J p=0 —_— a+3lp=a

Fu'det

Im Sonderfall « = —3 finden wir ebenso 47(Inb — Ina) = 47 1n(b/a).
Der Grenzwert flir a N\, 0 ist endlich fir « > —3, unendlich fir o < —3.
Der Grenzwert fiir b " oo ist endlich fiir o < —3, unendlich fiir o > —3.
Das Integral [ps|x|* dx ist unendlich fiir jeden Exponenten « € R.

(4) Zur Information: In jeder Dimension n > 1 gilt vol, (D}') = 7,7" und

b pa—l—n b
/ |z|%dx = / r® " ldp = nTn[ }
a<|z|<b p=a a+n
Im Sonderfall = —n finden wir ebenso n7,(Inb — Ina) = nr, In(b/a).

A\ Das Integral Jgn |z|* dz ist unendlich fir jeden Exponenten o € R.

© Ob eine Polstelle von f:R™ — R lokal integrierbar ist, hangt von ihrer
Ordnung ab — und bemerkenswerterweise auch von der Dimension n/!

Wir halten die Ergebnisse dieser Aufgabe im folgenden Satz fest.

p=a
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Satz C4A: lokale Integrierbarkeit einer Polstelle

Das globale n—dimensionale Integral [, |z|* dz ist unendlich fir jeden
Exponenten « € R und in jeder Dimension n > 1. Genauer gilt fir » > 0:

Das Integral f‘$|>r|x]a dz ist unendlich fir a > —n, endlich fir a < —n.
Lokal gilt: f‘x|<r|x\adx ist unendlich fir o« < —n, endlich fir oo > —n,

a+1 q 0 .
2 ’"aH in Dimensionn =1,
a+2 . . .
/ 2] d 27 2+2 in Dimension n = 2,
xr xr =
a+3 o g g
| <r 47 == in Dimension n = 3,

,r.a+n

nTh oy in jeder Dimension n.

Die Funktion f:R" — R:z — |z|* ist lokal integrierbar fir o > —n.
Wir prazisieren diesen nutzlichen Begriff nachfolgend in Definition C4H.
Ahnliche Fragen begegnen uns haufig, daher lohnt es, das passende
Vokabular der LP—Raume und geeignete Werkzeuge zu entwickeln.
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and often it worked. So I got a great reputation for doing integrals,
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and they had tried all their tools on it before giving the problem to me.

Richard Feynman (1918-1988), Surely You're Joking, Mr. Feynman! (1985)
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Wann vertauschen Integral und Limes?

D003
Uberblick

Integration einer Reihe: Unter welchen Voraussetzungen gilt

/kaofk(:c) dz = kzo /ka(aj)dx ?

Stetigkeit des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

Aklznsofk<>d = Jm / fl@ !

Ableitung des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

0 0
| getena = 5 [ jema

© Diese Rechentechniken sind oft hilfreich. Die wollen Sie nutzen.
@ Die Gleichungen gelten nicht immer! Das miissen Sie wissen.

© Es gibt einfache Kriterien. Die sollen Sie beherrschen.
Das zentrale Kriterium ist die majorisierte Integrierbarkeit.
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Vorgehensweise Uberblick

In Rechnungen méchten Sie oft Integral und Grenzwert vertauschen.

In Anwendungen treten diese Umformungen haufig auf. Leider werden
sie oft blind oder nach Geflhl angewendet, oder gar so getan, als gélten

sie einfach immer. Das ist nicht richtig, wie wir an Beispielen sehen.

Die Gleichungen gelten aber doch haufig genug, um nitzlich zu sein,
und zahlreiche Anwendungen illustrieren die Kraft dieser Methoden.
Zur korrekten Verwendung bendtigen Sie also geeignete Kriterien!

Wir wollen daher in diesem Kapitel die Voraussetzungen erlautern
und die ersehnten Rechenregeln ableiten. Als Mahnung zur Sorgfalt
illustrieren einfache Gegenbeispiele, wann die Formeln nicht gelten.

Als erste Warnung nenne ich folgenden beliebten Finanztrick:
Am Tag 1 leihe ich mir 1 Euro, den ich dann am Tag 2 zurlickzahle.
Auch am Tag 2 leihe ich mir 1 Euro, den ich am Tag 3 zurtckzahle.

Dies setze ich nun unbegrenzt fort. Was ich leihe, zahle ich zurtck. . .

dennoch verschafft mir diese Reihe 1 Euro, den ich nie zurlickzahle!
Anschaulich: Die Schulden werden nach Unendlich verschoben.
Vor dieser Methode mdchte ich hier ausdriicklich warnen!
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Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel Beispiel

Kredit und Tilgung: Skizzieren Sie fy = I xy1) — Ijp41,5+42) fOr k € N.
\

o 5

{ I Heute|leihe ich mir 1€.
T k T Tk T 2 Morgen zahle ich 1€ zurlck.
\

? !
Offensichtlich gilt [; fx(z) dz = 0.
3 i \

Zwei solche Kreditgeschéatfte

kann ich-geschickt kombinieren:

\ T \

l

Auch fir g1 = fo + f1 ist das Integral Null.



Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel
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Beispiel

Graph zu g =
1 .

Jfo+ fi+ fo:

mal get

geht augh

dreima

Al

1

.

\
Was zwei
!

s

n+1 nT2 SO

Graph zur Teleskopsumme g, = fo + f1 + -+ + fu:
1 Iy \
Und immer wieder. , .
gar unendlich oft?

Das Integral [; gn(x

T \

x) dz ist jeweils Null. Was passiert fir n — oo?
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Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel Beispiel

Aufgabe: Man berechne und vergleiche und bestaune:

kf;/Rfk(fE)dx /szk da

k=0

Loésung: (a) Fur jedes k € N sehen wir (rechnerisch oder graphisch):
/fk(a:)dx:() — Z /fk(a:)dz =0
R o L/R
(b) Andererseits kennen wir fiir jedes x € R die Teleskopsumme
Z Te(@) =T () = Lpprpro (@) — Tjgqy(z).

Flr jedes x € R und n — oo gilt daher punktweise Konvergenz:

ka ) =T,y (2) — /Rka Yide =1

k=0
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Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel Beispiel

@ Integral und Reihe vertauschen im Allgemeinen nicht!
Dies ist ein sehr einfaches, doch frappierendes Beispiel:
Flr die Funktionen fi = I p11) — Ijpg1,042) Qilt

/kazofk(m dr  # kZZO Afk<x>dx-

Anschauliche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich®.

/A Im Kreditbeispiel: Wir leihen uns Geld, das wir nie zurlickzahlen.
Wir vertrésten immer auf morgen, doch I6sen das Versprechen nie ein.
(Schneeballsystem, Ponzi—Betrug, ,robbing Peter to pay Paul®)

A\ In den meisten Anwendungen sollte diese Pathologie nicht auftreten.
Wir missen dazu die Erhaltung der Masse explizit sicherstellen,
gegebenenfalls separat nachweisen oder ausrtcklich fordern.

© Mathematisch garantieren wir dies durch Fubini D1A oder
allgemeiner den Satz von der majorisierten Konvergenz D2D.
Damit lasst sich das Problem prazise benennen und Iésen.
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Vertauschen von Integral und Reihe

Satz D1A: Fubini fur absolut konvergente Reihen
Sei fo, f1, f2,... : 2 — C eine Folge messbarer Funktionen. Dann gilt

/Qg)\fk - g}fgrm.

Ist dieser Wert endlich, so ist f = >"/2  fi in fast allen Punkten z € Q2
absolut konvergent, zudem Uber 2 absolut integrierbar, und es gilt

/Qki;ofk = ki;o/gfk-

© Beachten Sie die Parallele: Der Satz C1E von Fubini besagt dasselbe fiir Integrale.

Beweis: Die erste Gleichung haben wir gezeigt. Die Punkte z € Q mit Y~ | fx(x)| = +00
bilden eine Nullmenge N. Fiiralle z € Q ~\ N gilt Y72 | fx(x)| < 400, und wir definieren
f(x) =372 fu(x) durch diese absolut konvergente Reihe. Fiir z € N setzen wir f(z) = 0.
Die zweite Gleichung gilt fiir fi : 2 — [0, oo]. Sie folgt fiir reelle Funktionen durch Zerlegung
fu= f,j — f% » und sodann fiir komplexe Funktionen durch Zerlegung fr = Re fx +ilm fj.
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Integration von Potenzreihen Beispiel

Aufgabe: Gegeben sei eine konvergente Potenzreihe
fol=ppl =Rz fx Zakx

(1) Entwickeln Sie F(x) = [, f(z) dz ebenso als Potenzreihe.
(2) Konkretes Belsplel. EntW|ckeIn und integrieren Sie f(z) =e —=*,

Lésung: (1) Dank D1A dirfen wir Integral und Reihe vertauschen:

F(z) = f( / Zaktk dt = ) / apt® dt
t o Jt=0

t=0 0Lli_o
> a > a
HDI k k—1
P DL D
k=0 k=1

© Die Vertauschung gilt hier dank absoluter Konvergenz auf [0, z].
© Probe durch termweises ableiten. (2) Konkretes Beispiel:

g2 > —1 k o i~ 1 k
f(z)=e :Z(k;!) 22k F(x):kzokl((gkll)xzkﬂ'

k=0
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Punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge

Definition D2A: punktweise Konvergenz

Wir sagen, die Funktionenfolge fi: 2 — C konvergiert punktweise
gegen die Funktion f:Q — C, wenn fi(x) — f(z) fUr jedes = € 2 gilt

Aufgabe: Skizzieren Sie f;:R — R:z — e~ @ %) fiir k € N.
(1) Konvergiert f;. punktweise? Gegen welche Grenzfunktion f?
(2) Vergleichen Sie [, limj,_,o fi(x) dz und limy_, o0 [ fi(x) d.
| L |

k

Losung: (1) Fir jedes x € R und k — oo gilt f(z) — 0. (2) Daher gilt:

/ lim fk(ac)dx:/de:O # lim | fy(z)dz = lim 7 =/7
R R k—oo JR k—o0

k—o0

/\ Anschauliche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich*.
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Majorisierte Integrierbarkeit: Definition Erlauterung

Definition D2B: majorisierte Integrierbarkeit
Sei (fi)ier eine Familie messbarer Funktionen f;: 2 — C miti € 1.
Wir nennen h:Q — [0, oo] Majorante, wenn |f;| < h fUr alle i € I gilt.

Die Familie hei3t majorisiert integrierbar, wenn eine integrierbare
Majorante existiert, also h: Q2 — [0, 00] mit | f;| < hund [, h < oc.

© Die Integrierbarkeit Jo b < oo der Majorante garantiert,
dass keine Masse nach Unendlich verschwinden kann.

© Aus der Majoration | f;| < hfolgt [,|fi| < [ h < oo,
insbesondere ist jede einzelne der Funktionen f; integrierbar.

/\ Selbst wenn jede einzelne Funktion f; integrierbar ist, folgt daraus
noch nicht, dass die gesamte Familie ( f;);cr majorisiert integrierbar ist!

Beispiel: Zur € R sei A, :R — R: 2z — max(0, T;L””‘ ).
Zur Familie (A,)rer., ist h(z) = 1/|4z| eine Majorante.
Dies ist sogar die kleinste Majorante, denn A, ,(z) = h(x).

Die Familie (A;),cr., ist daher nicht majorisiert integrierbar.
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Majorisierte Integrierbarkeit: Hullfunktion Erlauterung

Das vorige Beispiel ist durchaus typisch:

Proposition D2c: Hullfunktion

Eine Folge (fx)ren messbarer Funktionen fy, fi1, f2,... : Q — C
ist genau dann majorisiert integrierbar, wenn ihre Hillfunktion

h =sup|fp| : @ = R>o : z — h(z) = sup|fr(x)|,
keN keN

absolut integrierbar ist, also [, h < oo erfilllt.

Beweis: Mit f ist auch | fx| messbar, ebenso hj = max{|fol,...,|fx|}
Somit ist auch die obige Hullfunktion A := lim hy, = sup| fi| messbar.

Wegen |fx| < h ist dies eine Majorante, und zwar die kleinst mégliche.
Damit ist die behauptete Aquivalenz klar dank Monotonie des Integrals.

Beispiel: Fiir die wandernden Glockenkurven f,(z) = se~(@=9* mit
a € R ist die Hullfunktion A = 1: Man betrachte hierzu obige Skizze.

Die Familie (f,)qcr ist also nicht majorisiert integrierbar.
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Der Satz von der majorisierten Konvergenz

Unter welchen VorsichtsmaBnahmen gilt folgende nitzliche Formel?

lim [ fu(z)dz = /lim fn(z)dz
Q

n—oo 0 n—oo

Satz D2D: majorisierte Konvergenz, Lebesgue 1901
Sei fo, f1, f2,... : 2 — C eine Folge messbarer Funktionen.
(1) Konvergiert f,, punktweise gegen f:{) — C, so ist auch f messbar.

(2) Existiert eine integrierbare Majorante %: 2 — R, mit |f,,| < h und
Joh < oo, soist fintbar, es gilt [,|f, — f| — 0 und somit [, fn = [, -

© Dies ist eine nitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

/\ Die punktweise Konvergenz (1) allein geniigt nicht, siehe Beispiele.
Die integrierbare Majorante (2) ist daher wesentliche Voraussetzung:

Die Majorante verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet!
In den obigen Beispielen war genau dies die Ursache des Problems.

© Anwendungsbeispiel: vol(2) < oo und |f,| < M € R fiir alle n € N.



Parameterabhangige Integrale
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Ein parameterabhangiges Integral ist von der Form
Flz) :/ Fy)dy mit fiX xY —C.
Y

Beispiele: (1) Wir kennen dies bereits von Doppelintegralen

/X/Yf(x,y)dydx:/XF(x)da:.

(2) Das Newton—Potential einer Massenverteilung o: R3 — R ist
o(y)
ers |y — 7|
(3) Die Fourier—Transformierte einer Funktion f:R — C ist
1 e
F:R—C mit Fa::/ e Y dy.
(z) Nz fly)dy

Ist F' stetig? diff’bar? Wann dirfen wir 0, unters Integral ziehen?

0 0
5 [ teway = [ e

F:R® =R mit F(:U):/
Yy
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Parameterintegrale auf Rechtecken Erlauterung

Wir beginnen mit Parameterintegralen der einfachsten Bauart:

Satz D3A: Parameterintegrale auf Rechtecken
Ist f:[zo, z1] % [y0,y1] — C stetig, so auch die Funktion
9
F:lzg,z1] = C mit F(x):= / f(z,y)dy.
Y=Yo
Ist zudem f stetig diff’bar bezlglich z, so auch F', und es gilt

=3 [ 2
F(x)—dm flz,y)dy = 4 BT

Y=Yo

f(z,y)dy.

=Yo

In diesem Falle dirfen wir also die Ableitung unter das Integral ziehen.

© Die Stetigkeit von f bzw. % sind naheliegende Voraussetzungen.
© Die Kompaktheit von [y, y1] verhindert, dass Masse verschwindet!

Dies ist ein Spezialfall der viel allgemeineren Sétze D3D und D3E zur Stetigkeit und Ableitung
von Parameterintegralen. Wir beweisen sie nachfolgend dank majorisierter Integrierbarkeit.
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Leibniz—Regel fir Parameterintegrale Erléuterung

Etwas allgemeiner und noch nitzlicher sind Normalbereiche:

Satz D3B: Leibniz—Regel flir Parameterintegrale
Seien g, h: [z, z1] — R stetig mit ¢ < h. Auf dem Normalbereich

B:{(m,y)eRQ‘xgngxl, g(z) <y < h(z)}

sei f: B — C stetig. Integration nach y ergibt die stetige Funktion
_ h(z)
F:lzg,z1] = C mit F(x):= / f(z,y)dy.
Y

Sind zudem f, g, h stetig diff’bar bezlglich z, so auch F, und es gilt

h(zx)
F(@) = (@) f(z:h@) - @ fwg@) + [ Ly

y=g(x)

© Bei festen Grenzen g(z) = yo und h(z) = y; erhalten wir Satz D3A.
© Als Spezialfall enthalt Satz D38 den HDI: L [ f(y)dy = f(x).
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Leibniz—Regel fir Parameterintegrale Erléuterung

© Wie zuvor kénnen wir die Ableitung unter das Integral ziehen.
Als Randterme kommen die Ableitungen der Intervallgrenzen hinzul!
Beweis: Zur Vereinfachung sei f auf ganz R? fortgesetzt zu einer
stetigen Funktion f:R? — C. Als Hilfsfunktion definieren wir

G:R®* - C durch G(z,u,v) ::/ f(z,y)dy.
y=u

Sie ist stetig in u, v, x dank Satz D3A, und sogar stetig differenzierbar
nach u, v,z dank Satz D3A fir zp <z < z; und g(z) < u < v < h(x).
Somit ist die Verkettung F(z) = G(x, (), h(z)) stetig in z, sogar C*.
Fur die Ableitung F” finden wir dank Kettenregel, Satz D3A und HDI:

Fl(z) = ?)f(x’g(m)’h(x)) + ?}f( ) j—i(m) + %f( ) %(a:)

h(x) of / /
= / : %(x,y) dy — f(x,g(qr)) g(x)+ f(x, h(x)) W (z)
y=g(z

=g(
© Fur diese etwas langliche Ableitung gentigen Geduld und Sorgfalt.
Diese Leibniz—Formel nutzt in vielen Rechnungen, zum Beispiel [N247..
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Parameterintegrale Gber Kompakta Erlauterung

Alles bleibt einfach, solange wir iber Kompakta integrieren:

Satz D3c: Parameterintegrale Uber Kompakta
Sei X C R? offen, Y C R? kompakt. Ist f: X x Y — C stetig, so auch

F: X —-C mit F(:E):z/yf(;v,y)dy

Ist zudem f stetig diff’bar bezlglich =;, so auch F, und es gilt

0 0
5@ = 5 [ tama = [ 5 el

In diesem Falle dirfen wir also die Ableitung unter das Integral ziehen.

© Die Stetigkeit von f bzw. % sind naheliegende Voraussetzungen.

© Die Kompaktheit von Y verhindert, dass Masse verschwindet!

Dies ist ein Spezialfall der noch allgemeineren Sétze D3D und D3E zur Stetigkeit und Ableitung
von Parameterintegralen: Falls Y nicht kompakt ist, bendtigen wir majorisierte Integrierbarkeit.
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Parameterintegrale Gber Kompakta Erlauterung

Beweis: (1) Stetigkeit von F' gilt dank majorisierter Konvergenz D2D:
Der Ball B(xg,r) C X ist kompakt, ebenso K = B(xq,7) x Y, hierauf ist
die stetige Funktion f beschrankt, f(x,y) < h( ) M = max|f|k|,
also f(x,—) majorisiert integrierbar dank [, h(y)dy = M vol(Y) < oo.

(2) Seip=1undz € [a,b] C X. Dank HDI und Fub|n| berechnen wir

in HDI r a
[ e -y 2 [ [ Srepara

F(x) — F(a)

>

31

t=a
Fub Fub z a
= ty)d(t,y) = —f(t,y)dydt
/[GM g/ by dty) S ta/me(,y) y

Nochmals dank HDI und Stetigkeit von 0, f folgt hieraus

HD[ /

I 11
Erléuterung: Die Vertauschung von Ableitung und Integral (2) fithren wir dank HDI zuriick auf
die Vertauschung von zwei Integralen. Der HDI ldsst sich anwenden, da 0 f stetig ist. Der Satz

von Fubini lésst sich anwenden, da 0, f stetig ist und somit absolut integrierbar auf [a, z] X Y.
Dank (1) ist ¢t — fY % f(t,y) dy stetig, daher kénnen wir im letzten Schritt den HDI anwenden.



Stetigkeit von Parameterintegralen
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Wann dirfen wir Grenzwerte unter das Integral ziehen?

im [ Sy = [ dim ey = [ sy

Tr—xTQ

Satz D3D: Stetigkeit von Parameterintegralen
Sei f: X xY — Cmit X C RP offen und Y C R?. Zudem existiere

F(x) ::/ flx,y)dy flrjedes z € X.
Y

Fir die Stetigkeit von F': X — C haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

@ wenn f beziglich x stetig ist und Gber Y majorisiert integrierbar.
Majorante h: Y — [0, o] mit | f(x,y)| < h(y) und [i h(y) dy < oo
In diesem Fall dirfen wir den Grenzwert unter das Integral ziehen:

xli_)rgo/yf(:v,y)dy = /lei_glof(x,y)dy = /Yf(f’«"my)dy
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Stetigkeit von Parameterintegralen Erlauterung

Nachrechnen: Fir x — z gilt dank majorisierter Konvergenz D2D:

lim F(z) = lim [ f(z,y)dy = / lim f(z,y)dy
Y Y

T—TQ T—T0 T—T0

/ f(zo,y)dy = F(xo)
Y

Erléuterung: Wir sehen hieran, dass fiir die Stetigkeit von F' im Punkt o € X gentigen:
@ Fiir jedes y € Y ist die Abbildung f(—,y): X — C:x — f(z,y) in o stetig.
Das bedeutet limz—, f(z,y) = f(zo,y) fiiralle x — zo und festes y € Y. = (2)
@ Fiir alle x € X, oder zumindest alle 2 in einer kleinen Umgebung B(zo, ) von zo,
ist die Abbildung f(x,—):Y — C:y — f(z,y) majorisiert integrierbar. = (1)

Diese Bedingungen sind automatisch erfiillt, wenn f : X x Y — C stetig und Y kompakt ist:
Als Majorante wihlen wir dann die Konstante M = max{ |f(z,y)| | # € B(zo,7), y €Y }.
Hier ist B(zo, ) C X der abgeschlossene Ball mit Mittelpunkt xo und Radius 0 < r < oo.
Somit ist auch die Produktmenge B(xo,7) x Y kompakt, und hierauf ist f beschrinkt.

© Die Kompaktheit von Y bzw. die integrierbare Majorante verhindert,
dass beim Grenzibergang Masse nach Unendlich verschwindet!
/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Stetigkeit gilt nicht immer!
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Ableitung von Parameterintegralen

Wann dirfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen?

- /Y fay)dy = ax] /

Satz D3E: Ableitung von Parameterintegralen
Sei f: X xY — C mit X C RP offen und Y C R?. Zudem existiere

F:X -C mit F(x) :—/Yf(x,y)dy

Flr die stetige Differenzierbarkeit von F' haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn 5~ stetlg ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

@ wenn af bezugllch w4 stetlg ist und Uber Y majorisiert int’bar.
I\/IaJorante h:Y — [0, 00] mit } of (z,y) < h(y)und [, h(y)dy < oo
In diesem Fall durfen wir dle Ableltung unter das Integral ziehen:

8
5 F@ = o [ teway = [ i@y
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Ableitung von Parameterintegralen Erlauterung

Nachrechnen: Zur Vereinfachung seip = 1und x € [a,b] C X.

F(z) = F(a) = /fxy f(a,y) dy @/ tz gtf(t,y)dtdy

B11

‘ub 8 “ub
cr /[aar] Yatf(t y I /ta/ a t y dy dt

Nochmals dank HDI und Stetigkeit von 9, f folgt hieraus

/ (z,y)dy.

Erlduterung: Die Vertauschung von Ableitung und Integral fithren wir dank HDI zuriick auf die
Vertauschung von Integralen. Fubini ldsst sich hier anwenden, da 0 f majorisiert integrierbar ist
und somit absolut integrierbar auf [a, 2] x Y: Fir h:Y — [0, o0] mit [, h(y)dy < oo und
|0cf (z,y)| < h(y glltfaz]xy\at ft,y)d(t,y) < |z —al [, h(y)dy < co. Dank D3D ist
t— fY O¢ f (t,y) dy stetig, daher konnen wir im letzten Schritt erneut den HDI anwenden.

© Die Kompaktheit von Y bzw. die integrierbare Majorante verhindert,
dass beim Grenzlbergang Masse nach Unendlich verschwindet!

/A\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
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Wann vertauschen Integral und Reihe? Fazit

Fir f = >"72, fr méchten wir Integral und Reihe vertauschen:

/ @m))dx - gj(/ﬂ o))

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Flr die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt fir f; > 0: monotone Konvergenz!
@ Gleichheit gilt fr [ >"|fx| < oo bzw. fir Y~ [ k| < oo,
@ insbesondere flir konvergente Potenzreihen, fi.(z) = aza*.

© Dieses einfache Kriterium ist in vielen Anwendungen niitzlich.

Es verhindert insbesondere, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Schon in einfachsten Gegenbeispielen gilt > [ fi # [ > fx-

/\ Diese Kriterien sind hinreichend, aber i.A. nicht notwendig.
Die majorisierte Konvergenz erlaubt genauere Aussagen.
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Wann vertauschen Integral und Limes? Fazit

Far f, — f mdchten wir Integral und Limes vertauschen:

lim [ fu(z)dz = /lim fn(z)dz
Q Q

n—oo n—oo
/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Far die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt bei monotoner Konvergenz 0 < f,, 7 f,

@ bei majorisierter Konvergenz f,, — f mit |f,| < hund [, h < oo,

@ insbesondere, wenn vol(2) < co und |f,| < M € R fur alle n € N.

© Dies verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

© Sei h:Q — [0, 00] integrierbar. Auf der Teilmenge aller messbaren
Funktionen f:Q — C mit Schranke | f| < h ist die Zuordnung f — [, f
folgenstetig: Aus punktweiser Konvergenz f,, — f folgt [, fn — [q f-
Dies ist eine starke und nltzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Wie zuvor gesehen kénnen selbst einfache Beispiele fehlschlagen.



Stetigkeit von Parameterintegralen e

Fazit

Wir wollen Stetigkeit nutzen und Grenzwerte unter das Integral ziehen:

im [ Sy = [ Jim fn)dy= [ o) dy
T—T0

Y Y T—T0
/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Sei f: X xY — Cmit X CRP offen und Y C RY. Zudem existiere
F: X —-C mit F(z) ::/ f(z,y)dy
Y

Fir die Stetigkeit von F haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,
@ wenn f bezlglich x stetig ist und Uber Y majorisiert integrierbar.
In diesem Fall dirfen wir den Grenzwert unter das Integral ziehen:

xlggo/yf(w,y)dy = /Yxlgg f(z,y dy—/fwo,




Ableitung von Parameterintegralen L

Fazit

Wir wollen differenzieren und die Ableitung unter das Integral ziehen:

:/Yf(a:,y)dy — aTC]F /8%

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Sei f: X xY — Cmit X C RP offen und Y C R?. Zudem existiere

F:X —>C mit F(w)::/yf(x,y)dy

Far die stetige Differenzierbarkeit von F' haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn - stetlg ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

@ wenn df bezugllch x; stetig ist und Gber Y majorisiert int’bar.
In diesem Fall dirfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen:

8:1:] (z) 8x]/fxydy_/8x]
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VertaUSChungssatZ von SChwarZ: (9j(9@F - 818JF Erlauterung

Satz D4A: Vertauschbarkeit partieller Ableitungen, Schwarz 1873
Sei U C R” offen und hierauf F': U — R zweimal stetig differenzierbar.
Farallei,j € {1,...,n} und a € U gilt dann 9;0;F(a) = 0;0;F (a).

Die Hesse—Matrix (0;0;F); ;: U — R™*™ ist in jedem Punkt symmetrisch,
das Gradientenfeld f = (0, F,...,0,F):U — R"™ ist somit rotationsfrei.

© Die Vertauschung 0;0; = 9;0; ist ungemein nitzlich, und wir wollen

sie eigentlich immer anwenden. Es gibt jedoch eine Voraussetzung!

/A\ Wenn man die Bedingung F € C%(U,R), also Existenz und Stetigkeit
der zweiten Ableitungen, weiter abschwacht zur minimalen Bedingung

,F ist zweimal partiell differenzierbar”, dann gilt die Vertauschbarkeit

im Allgemeinen nicht! Es gibt dann Gegenbeispiele wie das folgende.

Beweis des Satzes: Wir dirfen n = 2 sowie ¢ = 1, j = 2 annehmen.
Nach Verschiebung dirfen wir zudem a = (0,0) € U C R? annehmen.
Da U C R? offen ist, gibt es ein § > 0, sodass [0, §] x [0,5] C U gilt.
Fir (z,y) € U sei Gy(x) := F(x,y) — F(x,0). Dank Mittelwertsatz flr
z = Gy(z) gilt Gy(z) — G, (0) = G}, () - = fr ein geeignetes 0 < & < z.
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Wir untersuchen G () = o1 F(§,y) — 01F (&, 0): Dank Mittelwertsatz fir
y = O1F(§,y) gilt G (&) = O F(€,y) — O1F(&,0) = 001 F (&, m) - y flir ein
geeignetes 0 < n < y. Wir erhalten also zu z,y € [0, 4] insgesamt:

F(z,y) — F(x,0) = F(0,y) + F(0,0) = 3201 F(§,m) - vy
Wenn wir statt y zuerst z festhalten, dann erhalten wir ebenso:
F(z,y) — F(0,y) = F(x,0) + F(0,0) = 818 F (&, 7)) - 2y

Hierbei hangen (¢,7), (€,7) € [0, z] x [0, y] wie erklart von (z,y) ab.
Fur (x,y) €]0,6)? C U dividieren wir durch xy # 0 und erhalten

ROLF(E,m) = 010,F(E,7).

Im Grenzwert fiir (z,y) — (0,0) gilt (£,17) — (0,0) und (£,7) — (0,0).
Dank der Stetigkeit der zweiten Ableitungen 920, F und 9,0 F folgt

0201 F(0,0) = 0,02 F(0,0).
Damit ist die Vertauschbarkeit 0,0, F = 0,0-F bewiesen.
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Aufgabe: Wir untersuchen die Funktion F: R? — R mit (0,0) und
zy(e® —y®) .
F(z,y) = T2t 2 far (z,y) # (0,0).
Berechnen Sie (1) f = grad F: R? — R? und (2) g = rot f : R? — R.
Gilt rot grad F' = 0? Erklaren Sie! Ist f stetig (C)? stetig diff’bar (C1)?
Vertauschen die partiellen Ableitungen? Gilt der Satz von Schwarz?

Lésung: (1) In jedem Punkt (x,y) # (0,0) gilt dank Quotientenregel
4+ 49523/2 . y4 24— 4x2y2 . y4
= @) = (v )
Im Punkt (z,y) = (0,0) missen wir genauer hinschauen:
F(z,00=0 = (0,F)(0,0)=0
F0,y)=0 = (0,F)(0,0)=0

Das Vektorfeld f : R? — R? ist stetig: Die Kreislinie =2 + y? = 72 ist kompakt, daher nimmt
|z* & 422y? — y*|/r* hierauf ein Maximum M (r) an. Zu verschiedenen Radien r > 0 bleibt
M (r) unveréndert. Die Faktoren y, z sichern Konvergenz f(z,y) — (0, 0) fiir (z,y) — (0,0).
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(2) Wir berechnen g =rot f = (0, f2 — 0y f1) = (0,04 F — 0,0, F):
Auf U = R? \ {(0,0)} gilt F € C?, also rot f = 0 dank Schwarz (D4A).
Ubung: Sie kénnen 0, f> und 9, f1 explizit ausrechnen und vergleichen.

Im Punkt (z,y) = (0,0) missen wir erneut genauer hinschauen:

5
folz,0) = 2

? =4+r — (837]02)(0,0) =41

)
f1(07y):y—‘Z=—y —  (8,/1)(0,0) = 1.

Somit erhalten wir schlieBlich fur jeden Punkt (z,y) € R? die Rotation

T

/\ Das Vektorfeld f hat ein Potential F, aber dennoch gilt rot f # 0.

Erklarung: Es mangelt an Differenzierbarkeit! (1) Die Funktion F ist C L aber nicht C'?, und
die Vertauschbarkeit 0,0y F' = 0,0, F gilt hier nicht! Der Satz von Schwarz gilt immer noch,
liisst sich aber hier nicht anwenden. Auf R? ~ {(0,0)} gilt F € C°°, somit 8,0, F = 8,0, F.
(2) Das Vektorfeld f = grad F ist stetig (C°) und differenzierbar, aber nicht stetig diff’bar (C).
Das bequeme Kriterium ,,exakt = rotationsfrei* dank Schwarz lisst sich hier nicht anwenden!
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Der Satz von Fubini (C1E) besagt in der einfachsten Form

b1 bo
/ / g(x,y)dydﬂfz/ / (z,y)dzdy
r=a1 Jy=az y=az Jx= a1

fur jede stetige Funktion g auf Q := [a1, b1] x [as2, ba] € R%. Geometrisch
ist das anschaulich: Beide Integrale ergeben das Volumen fQ g unter g.

Der Satz von Schwarz (D4A) garantiert die Vertauschbarkeit

OO F = 0102 F

fir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion F:R? D U — R.
Das ist geometrisch weit weniger anschaulich. Wer Satz D4Aa fir
anschaulich oder gar selbstverstandlich halt, der wiederhole und
untersuche das Gegenbeispiel sowie den Beweis des Satzes!

Fubini ist zentral fir die mehrdimensionale Integralrechnung.

Schwarz ist zentral fur die mehrdimensionale Differentialrechnung.
Der HDI (B11) Ubersetzt zwischen beiden: Fubini impliziert Schwarz!
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Vertauschbarkeit: Fubini impliziert Schwarz. Erlauterung

Mit dem Satz von Fubini wollen die den Satz von Schwarz zeigen:

Satz D4B: Vertauschbarkeit partieller Ableitungen

Sei U C R” offen und hierauf F': U — R eine beliebige stetige Funktion.
Seieni,j € {1,...,n} zwei Indizes. Wir setzen voraus: Die partiellen
Ableitungen 0;F und 0, F sowie 0;0; F existieren und sind stetig.

Dann existiert auch die Ableitung 0;0;F, und es gilt 0;0;,F = 0;0; F.

© Diese Formulierung ist etwas genauer und starker als Satz D4A:
Wir verlangen nur die Existenz und Stetigkeit der Ableitungen 9; F' und
0;F sowie 0;0;F. Die Existenz und Stetigkeit der Ableitung 0,0, F
hingegen wird nicht gefordert, sondern gleich mit gefolgert!

Aufgabe: Wir dirfen n = 2 sowie i = 1, j = 2 annehmen. Zeigen Sie:
z y
/ / 0201 F(u,v)dvdu = F(z,y) — F(a1,y) — F(z,a2) + F(a1,a2)
u=a1 J v=ag

Nutzen Sie Fubini und berechnen Sie 0,02 F = 050 F. Erklaren Sie in
jedem Rechenschritt, welchen Satz / welche Rechenregel Sie benutzen!
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Lésung: Wir zeigen die Behauptung in jedem Punkt a = (a1,a2) € U.
Da der Definitionsbereich U offen ist, kbnnen wir b1 > a1 und by > as
hinreichend nahe wéhlen, so dass [a1, b1] X [az, b2] C U gilt.

Fur alle z € [a1,b1] und y € [ag, bo] finden wir dank HDI (Satz B11):

x Yy x
/ / 0201 F(u,v)dvdu = / O F(u,y) — 01F (u,a2)du
u=a1 J v=ag u=ai
= F(xvy) - F(alay) - F(ﬂf, CLQ) + F(a17a2)

Hier nutzen wir zuerst, dass zu festem « die Abbildung v — 01 F'(u,v)
stetig differenzierbar ist mit Ableitung v — 020, F'(u, v), sodann dass die
Abbildung u — F(u,y) — F(u, az) stetig differenzierbar ist mit Ableitung
u 01F(u,y) — O1F(u,az). Daher dirfen wir in beiden Fallen den
(zweiten) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwenden!

Dank Fubini (C1E) durfen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen:

y T
/ / 0201 F(u,v)dudv = F(z,y) — F(a1,y) — F(z,a2) + F(a1,a2)
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Der Integrand v+ [ 9201 F (u,v) du ist stetig dank Satz D3A.
Dank dem (erstem) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(B11) kdnnen wir daher das linke Integral nach y ableiten und erhalten:

/ 0201 F(u,y)du = 02 F (z,y) — 02F (a1,y)
u=ai
Auch der Integrand u — 0201 F'(u, y) ist stetig nach Voraussetzung.
Dank dem (erstem) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(B11) kénnen wir daher das linke Integral nach x ableiten und erhalten:

0201 F'(x,y) = 0102 F (x,y)

Dies gilt insbesondere im Punkt (z,y) = (a1, a2), den wir beliebig
vorgegeben haben. Somit gilt 9201 F = 019, F auf ganz U.

© Diese sorgfaltige aber leichte Rechnung zeigt: Fubini impliziert
Schwarz. Umgekehrt impliziert ebenso Schwarz auch Fubini in der
angegebenen einfachsten Form; dies flihren wir hier nicht weiter aus.
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals Ubung

Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche und bestaune:
; —(zy)? ~ ; —(zy)?
[ frra) = [ mletr]a
Losung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = z e~ (@)%

/ \HUIIfunktion h(y) =1/\/2ey?

fla,y) = e ()

\ /

/\ Der Integrationsbereich R ist hier nicht kompakt.
Die Hullfunktion hat unendliches Integral. Also Vorsicht!
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals Oboung

(2) Zur Integration substituieren wir v = zy und du = |z|dy:
F(x) = / ze @) qy = sign(z) / o~ (@w)? || dy
R R

o sign(aj)/e”2 du %M sign(z) /T
R _2G

C2B

Fir die Funktion g(u) = e~"* kennen wir das Integral Jz 9(w) du = /7.
Fur festes = > 0 ist f(z,y) = = g(xy) die vertikale Streckung um z und
horizontale Stauchung um z, hat also genau dieselbe Flache wie g!
Das Umklappen des Vorzeichens ist in der Skizze gut zu erkennen.

Obwohl der Integrand f(z,y) stetig ist, ist das Integral F'(z) unstetig!

lim [/:z:e(g”y)2 dy} = lim F(z) = /7, aber
R

N\ 0 zN\0
li @) qy = /Od = 0. Sapristi!
/R ml{%[:re ] y = | 0dy P

A\ Zur seridsen Rechnung muss man die Voraussetzungen beachten!
Das Problem verschwindet unter einer integrierbaren Majorante (D3D).
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Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche und bestaune:

0 , 0

— (ay)? = (ay)? inz =

o [/Rxm dy] /R B [$|x] ] dy inz=0
2

Lésung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = z|z| e~ (*¥)

A

(. y) = alal e 0

e ——
— E—
[ — ¢

/\ Der Integrationsbereich R ist hier nicht kompakt.
Wir treffen dieselben Probleme wie zuvor. Also Vorsicht!
You can'’t always get what you want, but you get what you need.
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals Oboung

(2) Die Funktion f(z,y) = z|z| g(zy) mit g(u) = ¢~* ist stetig diff'bar.
Das Integral berechnen wir dank Substitution « = zy und du = |z|dy:

F(z) = /R fley)dy = /R zlzl g(zy)dy = w /R g(u)du 2 a/m

Ableiten des Integranden hingegen liefert:

2 F(avy) = 2lal glay) + 2l y o' (y)

Das verschwindet fir z = 0. Wir erhalten also

0 2
—(zy) = = b
/Ra$ [x]x]e ]rzody /R)Ody 0, aber

8/ |x\e_(xy)2dy = 2[:zc\/ﬂ = /7. Sapristil
oz | Jr 20 Ox

=0

A\ Zur seridsen Rechnung muss man die Voraussetzungen beachten!
Das Problem verschwindet unter einer integrierbaren Majorante (D3E).
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Fourier—Transformierte der Normalverteilung: Feynman—Trick  toung

© Nach den Warnungen hier ein gutartiges und niitzliches Beispiel:

A

2

f(

y) =e"Y
; z=0
— —
N ma| éV
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie die Funktion f(z,y) = e ¥*/2 cos(ay).
(1) Erlaubt 9, f (x, y) eine integrierbare Majorante h(y)?

(2) Berechnen Sie das parameterabhangige Integral

+o0
F:R—R mit F(z) :/ e V2 cos(zy) dy.
y

=—00

cos(zy)

Hinweis: Zeigen Sie F'(z) = —zF(x), indem Sie die Ableitung 0, F (z)
unter das Integral ziehen und partiell integrieren. Lésen Sie nach F' auf.
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Fourier—Transformierte der Normalverteilung: Feynman—Trick  oung

Loésung: (1) Ableitung und integrierbare Majorante:

gi(%y)’ = ‘e—y2/2.(—y)sin(xy)‘ < e—y2/2‘y’ — h(y)

(2) Dank Vorbereitung (1) dirfen wir 0, unter das Integral ziehen:

d

F'(z) = P

oo 2 D3t oo 2
/ e V2 cos(zy) dy = / eV /2(—y) sin(zy) dy
y

=—00 Y=—00

= [e*y2/2 sin(my)} e

y=—00

+o0
- / eV /2y cos(zy) dy = —zF(x)
Y

Demnach genlgt F': R — R der Differentialgleichung F'(z) = —zF(z).
Wir trennen die Variablen geméB F'(z)/F(z) = —x

und integrieren zu In F(x) — In F(0) = —22/2.

Wir erhalten die Losung F(z) = F(0) e =*/2,

Mit F(0) = /2 folgt F(z) = v2m e *"/2,

© Leistungsstarke Theorie erméglicht effiziente Berechnung.
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Berechnung der Gamma—Funktion: Feynman—Trick Ubung

Aufgabe: (1) Fur ¢t > 0 berechne man das Integral

o0
/ e " dg.
x=0

(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man

x
/ 2" e dx.
=0

(3) Warum ddrfen wir in (2) die Ableitung 9; unter das Integral ziehen?

Das Integral (2) ist die Laplace-Transformierte der Polynomfunktionen x +— x™, siehe Kapitel L.
Die Rechnung gelingt mit partieller Integration [B316], etwas mithsam. Differenzieren ist leichter.

Was soll Frage (3) bedeuten? Natiirlich diirfen wir unter dem Integral nach ¢ ableiten: Das ist ein
freies Land, und niemand kann uns das Ableiten verbieten! Wir konnen erst nach ¢ ableiten und
dann iiber « integrieren oder umgekehrt. Es ist jedoch im Allgemeinen nicht klar, ob diese beiden
Rechnungen dasselbe Ergebnis liefern. Der obige Satz D3E rechtfertigt hier die Gleichheit!

Loésung: (1) Integriert wird hier Uber x bei festem Parameter ¢:

00 —tT - 5o 1
[ = [ =
=0 t =0 t
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Berechnung der Gamma—Funktion: Feynman—Trick Ubung

(2) Wenn wir 0; unter das Integral ziehen dirfen, so erhalten wir:

& D3 1 o0 1
/ —ze Wdr = - also / ze Wdr = E
=0 ! 13 =0 t
o0 2 _tx D3F 2 o 2 —tx 2
—ze dr = -3 also zoe dr = 3,
=0 ! t =0 t
& 3 3! 0 3!
/ —pde T dy = - also / et dy = e
=0 13 =0 13

Per Induktion erhalten wir daraus miihelos die ersehnte Antwort:
o] n! o]
/ e dx = —, speziell / 2" e ¥dx =n!
_ tntl _
=0 =0

(3) FUr 0 < a < b finden wir eine von ¢ € [a, b] unabhangige Majorante:

n —tx n —az const o0
|—a"e | <ate ™ = h(z) < also h(z) dz < oo
L+ 2= =0

© Alle betrachteten Ableitungen sind (lokal) majorisiert integrierbar.
Dank Satz D3E diirfen wir in (2) die Ableitung unter das Integral ziehen.
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Aufgabe: (1) Fur ¢t > 0 berechne man das Integral

1
V2T JR
(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man
1 g2
— / 2 e 5 da.
V2T JR
(3) Warum dirfen wir in (2) die Ableitung 9; unter das Integral ziehen?
Die Funktion ¢(z) = e’ /2 /V/ 27 ist die Dichte der Standard-Normalverteilung, die in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle spielt. Das Integral iiber xy(z) ist ihr

Mittelwert (Schwerpunkt), hier = 0 aus Symmetriegriinden. Das Integral iiber 2% (x) ist ihre
Varianz (Trigheitsmoment). Allgemein nennt man das Integral iiber 2" p(x) das n-te Moment.

Der zweite Parameter ¢ wird hier trickreich eingefiihrt, um unterm Integral zu differenzieren,
motiviert durch den Erfolg (2) und gerechtfertigt durch die integrierbare Majorante (3).

Lésung: (1) Wir substituieren durch v = v/t und du = v/t dz, also

(ST

“rdu =t

e R v
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Momente der Normalverteilung: Feynman—Trick Ubung

(2) Wenn wir 0; unter das Integral ziehen dirfen, so erhalten wir:

1 1'2 tIZ D3t 1 3 1 z2 3
—— | ——e¢t2dr = —=t"2 also — [ 2PetTde=t"2
. 271'/11& 2 v 2 \/271'/]1{ ’

1 CL'4 t.‘c2 D31 3 5 1 z2 5
—— [—FetTdr = -tz also — [ate T dr=3-t"2
\/271'/]1@ 2 2 \/27T/R ’
7

1 1'6 tI2 D3F 35 1 z2 7
— [T etTdr 2 —St72 also —— [ abetT dr =351 2.
\/271'/]1% 2 2 \/27?/3%

Per Induktion erhalten wir daraus mihelos die ersehnte Antwort:

2% —t _ S
z¥e ' 7der=1-3-5---(2k—1)-t7 2 V2.
R

(3) Fur 0 < a < b finden wir eine von ¢ € [a, b] unabhangige Majorante:
const
1 +.’l‘2
© Alle betrachteten Ableitungen sind (lokal) majorisiert integrierbar.

Dank Satz D3E diirfen wir in (2) die Ableitung unter das Integral ziehen.

|_x2n eftx2/2‘ < 22 efax2/2 —. h(.’L’) <

also / h(z)dz < oo
R



Weitere schéne Anwendungsbeispiele zum Feynman—Trick o

Ubung
Aufgabe: Berechnen Sie (mdglichst geschickt)

1 1 1 1
/ 2% dz, / 2% In(z) dz, / 2°In(z)? de, / 2° In(z)3 dz.
=0 =0 =0 z

=0
Lésung: Manchmal ist allgemeiner spirbar leichter! Wir berechnen

1 ,
. - 1
Ft) / sldp = (t+ 1) fore>—1. 1
=0 6
Wenn wir die Ableitung unter das Integral ziehen durfen, so erhalten wir:
1 ,
5 —1
/ 2’ In(z) da F'(t) = —(t+1)72 =
=0 36
1 ) 1
/ 2l In(z)?dz = F"(t) = +2(t+1)73 =
z=0 108
1 ) o1
/ atin(z)®de = F"(t) = —6(t+1)"* —
=0

Ubung: Erklaren Sie die Gleichheiten ,=*. Welche Sétze greifen hier?

Alternativ kdnnen Sie hier partiell integrieren. Finden Sie das leichter?
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Aufgabe: Berechnen Sie (mdglichst geschickt)

1 0 __ 1 1 1 _ 1 2
/ v dz und x L dz und w L
X

—o Inz e=0 nT o—0 Inz

dx.

Lésung: Manchmal ist allgemeiner spurbar leichter! Wir berechnen

1 t

-1

F(t) = / z dz fart > —1.
=0 Inx

Unser erstes Integral F'(0) = 0 ist leicht. Wir suchen nun F'(1) und F(2).
Wenn wir die Ableitung unter das Integral ziehen dlrfen, so erhalten wir:

e t_1 1 t+1 41 1
F'(t) = / at[x }dw:/ ztdz = [J: } =—
=0 ln.'lj =0 t + 1 x=0 t + 1

Der HDI beschert uns nun das ersehnte Ergebnis:

F(t) = F(t) — F(0) = /:0 : i cds=[m(s+ 1] =i+ 1)

Ubung: Erklaren Sie die Gleichheit ,=*“. Welche Séatze greifen hier?



Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe.
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Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion f(z) = =% = e~*"® auf [0, 3].

Schatzen Sie damit graphisch-numerisch das Integral I = fol x =" dax.

Loésung: (1) Auswertung einiger Punkte ergibt das folgende Bild:

Wir nutzen hierzu insbesondere den Grenzwert

Beibeso

limg\ olz™"] = 1.

nderer Sorgfalt

fuhren w
Kurvend
Maxima,

1.28 <1 <1.30

Ir zuerst eine
skussion aus:
Minima, etc.

l’) — T — e—zlnz
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Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe. Ubung

Aufgabe: (2) Zeigen Sie folgende erstaunliche Gleichung:

/1 z %dx = ik_k
x=0

- k=1

Anleitung: (a) Setzen Sie flr den Integranden die Exponentialreihe ein.
(b) Vertauschen Sie Integral und Reihe. Warum gilt dabei Gleichheit?
(c) Erinnern Sie sich an den Feynman—Trick D421 zur Berechnung von

1 k!
t k . .

(8) Berechnen Sie damit das Integral bis auf einen Fehler ¢ < 107Y.
(a) Far den Fehler bei Reihenabbruch gilt dank geometrischer Reihe:

> > 1 /1\" 1 !
1= kR < QA — -) =—————<107?
-l kz_; kz_;” n"z n n*(1—1/n) —

k=0

(b) Bis zu welchem Term missen Sie numerisch summieren?
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Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe. Ubung

Lésung: (2) Wir nutzen sorgsam unsere Integrationswerkzeuge:

/

1

=0

z %dx

1
/ e 7 Inx dz
=0

1 <1 <
DD D SL

k=1 =1

© Die einzige nicht-elementare Umformung ist die Vertauschung von
Integral und Reihe (b). Die hier summierten Funktionen sind alle positiv,
also andert die Vertauschung das Ergebnis nicht, siehe Fubini D1A.

© Erfahrung zahlt sich aus: Das innere Integral (c) kennen wir bereits.
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Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe. Ubung

(3) Die Reihe konvergiert gliicklicherweise extrem schnell!
Es genigt, die ersten neun Terme (kK = 1,2,...,9) zu summieren:

9
1 1 1 1

k=1 —+ — 4+ — — = 1.2912859969590.. ..
; ! +27+256+3125+ +99

Der Fehler ist eg = > 3% |0 k% < ggigm = 1.111...- 10710 < 1079,
Langere Summation liefert schnell und bequem weltere De2|malstellen

1 o0
/ r%dy = Z EF = 1.29128599706266 . . .
=0 k=1

© Plausibilitatscheck: Die ersten zwei Nachkommastellen entsprechen
unserer Graphik. Hier kdnnen Sie weitere numerische Methoden testen.

@ The Bernoulli Integral is ridiculous, youtu.be/PxyK_Tsnz10.
Dort wird Schritt (2c) durch Substitution geldst, das ist miihsamer.
Wir genief3en, leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.


http://youtu.be/PxyK_Tsnz10

Absolute vs majorisierte Konvergenz

D429
Ubung

Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche

Z / 1)k e~ (kD gy | / 1)k e=(k+Da | gy

OkO

(2) Gilt absolute Konvergenz? Was ist hierbei die Hullfunktion?
(3) Gilt majorisierte Integrierbarkeit? Was ist die Hlllfunktion?

Losung: (1) Wir kénnen beide Seiten direkt ausrechnen:

> / et =3 OO

k=0 =0 k=0 k +1
00 o0 00 e~ T
(_1)k e—(k—l—l)r der = / _
/x_O k:ZO z=0 1+e™®
1 1 1
= /u:O T a dz = [ln(l + u)}uzo =In(2)

© Dank unserer Integrations- und Summationstechniken gelingt die
direkte Rechnung auf beiden Seiten. Demnach gilt Vertauschbarkeit.
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Absolute vs majorisierte Konvergenz Ubung

(2) Als Hullfunktion der absoluten Integranden finden wir:

. —x
Zef(lﬂrl}z __°

1—e*
k=0

Diese ist nicht integrierbar; wir substituieren u = e~* und erhalten:

00 G-I 1 1 1
/ dx = / dz = [— In(1 — u)} = +o00
=0 1—e*® u=0 1—u u=0

(3) Mit alternierenden Vorzeichen hingegen finden wir dank Leibniz:

n

Z(_l)k e—(k+1)x

k=0
Die Hullfunktion h(z) = e™* ist viel sparsamer und bleibt integrierbar:

oo 0o
/ e Tdxr = [— e_”‘} =1< 4+
=0 =0

Hier gilt nicht absolute Konvergenz, aber majorisierte Konvergenz!
© Dies geniigt, um Integral und Reihe vertauschen zu diirfen (D2D).

<e ®




Die Wallis—Reihe fur /2 Dast

Ubung

Aufgabe: Die geometrische Reihe flr ¢ = sin(z)?/2 € [0,1/2] zeigt
i sin(z)?**1  2sin(x)

prt 2k © 2 —sin(x)?’
Integrieren Sie Uber [0, 7/2] und berechnen Sie so die Wallis—Reihe:
1.2 1-2-3 >N 1-2.3.k ™
1 - - 000 = = —
+3+3 573 5.7 " ;03-5-7---(%“) 2

© Konvergiert die Reihe? Ist der Grenzwert plausibel? Die Majorante
20 27" = 2 beweist die Konvergenz gegen einen Grenzwert € [1,2].
Losung: Auf der rechten Seite erhalten wir dank Substitution
/2 . /2 . /2
/ M dz = / _Zsin(@) dz = [—2 arctan(cos :v)} =T
2—0 2 — sin(x)? e—0 1+ cos?x =0 2
Links gilt dank absoluter Konvergenz der geometrischen Reihe:

/w/zzsm 2k:+1 Z/ sin(z %de:i 1-2...k
e =0 k_03'5~-(2k:+1)




Die Wallis—Reihe fiir /2

Ubung

Zur Erinnerung: Stammfunktionen zu sin(x)™ und cos(z)™ berechnen wir,
wie bereits gesehen [B130], rekursiv durch partielle Integration:
1 -1
/sin(m)” dz = —=sin(z)" ! cos(z) + n /sin(x)"_2 dzx

n n

1 J—
/Cos(a:)" dz = += cos(x)" ' sin(z) + n-l /Cos(:zc)"2 dx

n n

Far I,, = f;z/g sin(z)™ dz gilt Iy = 5 und I; = 1 und weiter I,, = ";1In_2:

/2 1-3-5---(2k—1 k)!
: 2k T ( ) T (2k)!
d = — ——
/xzo sin(@) T = e @k 2k o
/2 2. 4.6 12, 92k
/ sin(x)?* ! de = 6 (2k) = u
r—0 3.5-7---(2k+1) (2k + 1)!

© Einsetzen in obige Reihe beschert uns die schdne Wallis—Formel.
Ist die Rechnung auch lang und mihsam, jeder Schritt ist klar und leicht.

© Leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.
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Motivation und Zielsetzung Uberblick

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fur jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

b
HDI: / f(@)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit: Das Integral tber das
Intervall [a, b] lasst sich entlang des Randes 9[a, b] = {a, b} bestimmen!

Der HDI vereinfacht enorm die Berechnung bestimmter Integrale,

oft ermdglicht er sogar explizite Integrale in geschlossener Form.
Der HDI (B11) ist daher zentral fir die eindimensionale Integration;
zusammen mit Fubini (C1E) und Transformationssatz (C2B) liefert er
die Grundtechniken zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale.

Der HDI I&sst sich verallgemeinern von Dimension 1 auf 2 und 3 usw.
Die so entstehenden Integralsatze von Green, Gauf3 und Stokes
ermoglichen die Umformung und Berechnung von Integralen.
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Vorgehensweise Uberblick

Wir beginnen dieses Kapitel E mit Kurvenintegralen, als Wiederholung
und Vertiefung dieser wichtigen Integrationstechnik aus der HM2.

Wir erklaren insbesondere die Unabhangigkeit von Parametrisierungen,
sodass wir von Wegintegralen zu Kurvenintegralen Gbergehen kénnen.

AnschlieBend werden wir in diesem Kapitel die Integralsatze von Green
und Gaus fiir ebene Vektorfelder f:R? — R? kennen und nutzen lernen.

Das Prinzip ist genial einfach, doch wie immer erfordert es Ubung.

Im folgenden Kapitel F werden wir dies auf komplexe Funktionen
f:C — C anwenden. Ziel ist dabei der Residuensatz von Cauchy.

Im anschlieBenden dritten Kapitel G diskutieren wir die Integralsatze
von GauB und Stokes fur rdumliche Vektorfelder f:R3 — R3.

Das abschlieBende vierte Kapitel H der Reihe diskutiert physikalische
Anwendungen: die Kontinuitétsgleichung in der Strdmungslehre,
Fouriers Warmeleitungsgleichung, Newtons Gravitationsgesetz

und Maxwells Gleichungen der Elektrodynamik.
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Skalarfelder und Vektorfelder =008

Y

Skalarfeld g:R? O Q — R: (z,y) — g(z,y), z.B. Temperatur, Luftdruck.
Vektorfeld f:R? D Q — R2: (z,9) — (fi(x,9), f2(z,v)), z.B. Wind, etc.




Skalarfelder und Vektorfelder Erautenmg

Vektorfelder treten in vielen naturwissenschaftlichen Modellen auf.
Hierbei gelten gewisse Gesetze, die wir verstehen und nutzen wollen.
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Skalarfelder, Gradient, Taylor—Entwicklung Erléuterung

Wir betrachten zunachst ein ebenes Skalarfeld

g :REDOSR: (2,9) — g(z,y).
Jedem Punkt (z,y) € Q wird eine Zahl g(x,y) € R zugeordnet;
der Definitionsbereich 2 C R? sei hierbei eine offene Teilmenge.
Unser Skalarfeld g ist dann nichts weiter als eine reelle Funktion.
Wir kdnnen die Funktion g als eine Flache Uber €2 veranschaulichen:
Der Wert z = g(z,y) ist dann die Hohe Gber dem Punkt (z,y).
Wir nehmen an, dass g stetig partiell differenzierbar ist, kurz C*.
Die Ableitung 01 g(z,y) = %(m, y) ist die Steigung in z—Richtung.
Die Ableitung dyg(x,y) = 3¢ (x,y) ist die Steigung in y—Richtung.
Dies definiert zwei neue Funktionen 0, g, d»g: Q — R. Der Gradient

g =gradg = (019, 029) : @ = R? : (2,y) = (O19(z,y), O2g(z,y))

weist in Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion g.
Der Gradient ist der Iineare Term der Taylor-Entwicklung

g(x+a)=g(z) + Z@g T)a; +Zzajai9(x)aiaj +

j=1i=1
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Vektorfelder, Jacobi—Matrix, Divergenz, Rotation Erléuterung

Wir betrachten nun ein ebenes Vektorfeld

FiRPDQR : (z,y) = f(z,y) = (fi(z,y), fa(2,)).

Jedem Punkt (z,y) € Q wird ein Vektor f(z,y) € R? zugeordnet, mit
Komponenten fi(z,y) € Rund fa(z,y) € R. Seine Jacobi—Matrix ist

[ (f1, f2) _ <5f1/3$ 3f1/3y> _ <31f1 32f1>
O(z,y) Of2/0x 0fa/0y Oifs Oaf2) "

Wir definieren die Quelldichte oder Divergenz div f: Q2 — R durch

0 0
div f:=01f1 + 02fo = i + ﬁ
ox dy
Wir definieren die Wirbeldichte oder Rotation rot f : 2 — R durch
0 0
ot f = 01 fy — oy = 2 O
x y

[ [ ] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.2.
In diesem Kapitel E geht es zunachst nur um ebene Vektorfelder.
Dreidimensionale Vektorfelder behandeln wir spater in Kapitel G.



Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral oy
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Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck D = 1), (2,—-1), (2,1)].
und skizzieren Sie hierauf das Vektorfeld f(x,y (a: 2y, 31 — y)

(2) Berechnen Sie die erbelstarke Jprot(f)d(x,y) auf D sowie

(3) das Arbeitsintegral [, f(s) - ds entlang des Randes dD.

Was schéatzen Sie vorab: Vorzelchen’? GréBenordnung? exakte Werte?

~—
—~

(0,
) =



Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral

E019
Ubung

Lésung: (2) Die Wirbeldichte rot(f) und die Wirbelstarke auf D sind:
= Oifa—0fi =3-(-2) =5

rot(f)

/rot(f)d(m,y) = bvols(D) = 5-2
D

= 10

(3) Die Kurve T" = 0D ist polygonal und das Vektorfeld f ist linear in x, y.
In diesem Spezialfall kbnnen wir das Arbeitsintegral einfach summieren:

Schwerpunkt s | Vektor f(sk) | Tangente t; | Ldnge |T'x| | Arbeit
I (1,-1) (3,4) (1,0) 2 6
Ty (2,0) (2,6) (0,1) 2 12
I's (1,0) (1,3) (—1,-1)/v2 2v/2 -8

Wir erhalten so:

oD

(s)+ds = > f(se)+t |Tk| = 10
k;

Die Gesamtsumme ist 10: Beim Umlauf um 0D wird Arbeit verrichtet.
© GemanR Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!



Divergenz, Quellstarke und Flussintegral e

A AN AR AN A AN AN A AN A A R T R R N R R 22 R R e N AN
;\\\\\\\\\\N k & * %* 4 4 4 A A A g R St N g
| N N, S N T N AN I
\\\\\\\ :'\T*** A 4 4 4 v v ¥ > > > =~
LR R P N N NN Y ERGN
NNAN XN XXX K@k R AR AR SR PN N I N \\\\11
DA A A AN SN G U R ISR P I G IO NN NN\
NX X X % |x » N A/(‘\A‘ NSRS NN N g
N X X X yly v oy o< Y4 4&/4 NN\ \\\\ \\\\\
L AN NN
e Y VC* NN NN \\\\\\ \\\\\
A r oy vy : : 1 : :. NS \ \ \\\\\\\ \\ \\
" NENENEVENENERERECIR IR O RN
R \t
(Lange/20) 11 11 ¥ ki ahaaaa
Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck [(0,=1), (2,-1), (2,1)]

und skizzieren Sie das Vektorfeld f(z,y) = (x —y+ 1,3y —x — 1).

(2) Berechnen Sie die Quellstarke [, div(f)d(z,y) auf D sowie
(3) das Flussintegral [, f(s) x ds entlang des Randes dD.
Was schéatzen Sie vorab: Vorzeichen? Gré3enordnung? exakte Werte?



Divergenz, Quellstarke und Flussintegral

E023
Ubung

Loésung: (2) Die Quelldichte div(f) und die Quellstarke auf D sind:

div(f)

/ div(f)d(z,y) =
D

(3) Die Kurve 9D ist polygonal und das Vektorfeld f affin-linear in z, y.
In diesem Spezialfall kénnen wir das Flussintegral einfach summieren:

O fi+ 0afs =

dvoly(D) = 4-

1+3 =4

2 =28

Schwerpunkt sy, | Vektor f(sx) | Normale ny, | Lange |I'y| | Fluss
r (1,-1) (3,-5) (0,—1) 2 10
I, (2,0) (3, -3) (1,0) 2 6
I3 (1,0) —2) -1,1)/v2 2v/2 -8
Wir erhalten so:
an( ) x ds = Zf (sg)mp |Tx| = 8

Die Gesamtsumme des Flusses ist 8: Aus D flie3t mehr raus als rein.
© GemanR Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!
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Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene

Kurven T' C R? parametrisieren wir (stlickweise C!) durch v : [a,b] — T.
Am Punkt s = ~(t) heftet das infinitesimale Wegelement ds = ~/(¢) dt.

b
Kurvenlange /]dl“| :/ |ds| ::/ |y (¢)] dt
T sel t=a
b
Kurvenintegral / gldr] = / o(s) [ds] = / o(v (D) 1/ ()] dt
I sel’ t=a

b
Arbeitsintegral /Ff-dF =/ f(s)+ds := fy(@®)-~'(t)dt

t=a
b
Flussintegral / fxdl = f(s)xds := fy(t) x+/'(t)dt
r sel’ t=a
Sei D C R? eine kompakte Flache mit stlickw. glatter Randkurve 0D.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: R? O D — R? gilt dann

Satz von Green: / rot f(z,y)d(z,y) = / f(s)-ds,

(z,y)eD s€dD

Satz von Gauf3: /

(z,y)eD

div f(x,y) d(z,y) = / f(s) x ds.

s€dD
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Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene Erlauterung

© Diese Sétze sind die zweidimensionale Fortsetzung des HDI:
Der Integralsatz von Green / Gauf3 Ubersetzt zweidimensionale Integrale
Uber eine kompakte Flache D C R? in eindimensionale Integrale entlang
der Randkurve 9D. Diese Integrationstechnik ist sehr oft nitzlich!

Die Randkurve 0D parametrisieren wir (stiickweise) durch regulare
Wege 7 : [a, b] — R2. Das Kurvenelement ds = +/(t) dt stellen wir uns als
ein kleines Wegstuck vor und |ds| als seine Lénge. Der Vektor ds liegt
tangential an der Kurve. Das Skalarprodukt f(s)+ds = f(vy(t))+~/(t) dt
misst den tangentialen Anteil von f langs der Kurve, das Kreuzprodukt
f(s) xds = f(~(t)) x +/(t) dt den normalen Anteil senkrecht hierzu.
Wir integrieren langs ~ und addieren alle Beitrage. Links steht die
bequeme, parameterfreie Abklrzung fir das Integral Gber die Kurve T'.

Warum so kompliziert? Wir interessieren uns letztlich fir die Kurve T,
aber nur mit Wegen ~ kdnnen wir rechnen: differenzieren / integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung ~ ist unentbehrliche Rechentechnik.
Die Rechenwege sind verschieden, alle fihren zum selben Ergebnis!
Erst diese Gewissheit rechtfertigt die abklirzende Schreibweise links.
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Grundbegriffe: Wege und Kurven Erlauterung
Ein Weg im Raum R" ist eine stetige Abbildung
71(2)
vt fa, b)) > R™ -t y(t) = :
Yn(t)

Die von ~ parametrisierte Kurve ist die Menge aller Bildpunkte,
I' = ’y(ab) {’y \agtgb} c R™
/\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.3-5.4.

Jedem Parameterwert ¢ € [a, b] wird ein Bildpunkt v(¢) € R™ zugeordnet. Durchliuft ¢ das
Intervall [a, b], so durchléuft «(¢) die Kurve I'. Stetigkeit bedeutet hierbei: Fiir t — ¢ gilt
|v(t) — ~(to) A .y Yn @, b] = Rist stetig.
Physikalische Interpretation: Der Weg ~ : [a, b] — R™ beschreibt die Bahn (Trajektorie) eines
Teilchens in der Ebene R?, im Raum R3, oder allgemein in einem Zustandsraum R". Zur Zeit
t € [a, b] befindet es sich im Punkt v(¢) € R™. Beispiel: Which way did the bicycle go?

Jeder Weg ~ ist eine Abbildung, die so beschriebene Kurve I ist nur eine Menge. Beide Begriffe
miissen wir fein sduberlich auseinanderhalten! Wir interessieren uns meist fiir die Kurve I',
aber nur mit dem Weg ~y konnen wir rechnen, zum Beispiel differenzieren und integrieren.
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Differenzierbare und regulare Wege Erlauterung

Der Weg 7 : [a,b] — R™: ¢+ ~(t) heiBt stetig differenzierbar, kurz C*,

wenn jede Koordinatenfunktion 1, ..., v, : [a, b] — R stetig diff’bar ist.
Die Ableitung 7' : [a,b] — R™ ist dann der Geschwindigkeitsvektor
Vit +h) —7(t) 71(t)
~'(t) = lim w — lim = : _ .
h—0 X :

Yot +h) — () 7{1 (t)
Die euklidische Norm |7/(t)| € R ist die Absolutgeschwindigkeit.
Der Weg ~: [a, b] — R™ heif3t doppelpunktfrei, wenn fir s # t
stets y(s) # ~(¢) gilt. Anders gesagt, die Abbildung ~ ist injektiv.

Der Weg ~ heif3t reguléar, wenn ~ injektiv ist und stetig diff’bar mit
~'(t) # 0 fur alle ¢ € [a,b]. Seine Bildmenge T heif3t dann glatte Kurve.

Ein parametrisiertes Kurvenstiick (T',v) ist eine glatte Kurve I C R™
mit einer Parametrisierung durch einen reguléren Weg +: [a,b] = T.

Regulidre Wege sind die beste Wahl zur Parametrisierung von Kurven. Die Forderung ist streng,
in vielen Rechnungen geniigt etwas weniger: Der Weg o : [a, b] — R™ heifit semiregulir, wenn
er regulir auf ]a, b[ ist. Im folgenden Beispiel sind /3 und ~y reguldr, aber a nur semiregulr.
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EinfGhrendes Beispiel: Lange eines Halbkreises Ubung

Wir betrachten folgenden Halbkreis I' vom Radius 1 um den Nullpunki:

)

Aufgabe: Beschreiben Sie I" implizit als L6sungsmenge sowie explizit
durch drei verschiedene Parametrisierungen. Berechnen Sie die Lange.

Loésung: (0) Implizite Beschreibung als Lésung von Un/Gleichungen:
F:{(:r,y)ERQ‘xQ—I—yQ:l, x>0}

Welche Parametrisierungen sind geeignet? Welche sind geschickt?
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?
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EinfGhrendes Beispiel: Lange eines Halbkreises Ubung

(1) Algebraische Parametrisierung durch Auflésen der Gleichung:

a:[-1,1] = R?%  a(s) = (V1-s25), d(s)= (i 1),

la) = /Sill‘a'(s)‘ ds = /s:l1 \/1(1;9732 = [arcsin(s)] :_1 =7

(2) Polarkoordinaten liefern eine weitere Parametrisierung von I':
B:[=7/2,7/2] — R? ~ JB(t) = (cost,sint), ['(t) = (—sint,cost),

+7/2 +7/2
6(5)—/t }ﬁ’(t)\dt—/t ldt=m

:77r/2 :77\'/2

(3) Rationale Parametrisierung durch WeierstraB—Substitution [B137]:
1-u?  2u —4u  2(1—u?)
D 2 — RN — / =
v:[-1L1] = R%, y(u) <1+u2’ 1+u2>, 7' (w) ((1%2)2, (HUQ)Q),

+1 +1 94u +1
) = /u:1‘7’(u)| du = /u:1 T2 [2 arctan(u)} =T
© Die Wahl einer Parametrisierung ist nétig zur konkreten Rechnung.

Die Rechenwege sind verschieden. Alle fihren zum selben Ergebnis!
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Einflihrendes Beispiel: Arbeitsintegral Ubung

P S Aufgabe: Berechnen Sie das Arbeitsintegral
D! ;““‘t\F\ Jp f+dI des ngtor_feldgs f(z,y) = (fy,:n)
: ' Y h\ langs des positiv orientierten Halbkreises T,
i { g '{’f;?‘ } RA | «f des Durchmessers A, sowie [}, rot(f) d(z,y).
M 4 . e . .
VY *\'\j"s....vw{z‘ / } } Igt das Ergebnls"unabhanglg von Qer far
NNR :ZS»Y'/’ A die Kurve I" gewéhlten Parametrisierung?
< \;_f, ; / Kann man es ohne Rechnung direkt sehen?
SN == Was andert sich mit der Orientierung?

Lésung: Fir I" wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

+r/2 , "R sint —sint
/Ff-dF=/t:_W/2f(ﬁ(t>)-6(t)dt=/_ﬂ/2(Cost>-<cost)dt=7r

Ebenso [, f+dA = 0. Es gilt rot(f) = 2, also [, rot(f)d(z,y) = .

Das Vektorfeld f konnen wir uns als Kraftfeld vorstellen. Der Weg 3 beschreibt die Bewegung
eines Probeteilchens. Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir gemifl Arbeit = Kraft - Weg.
Wir verwenden das Skalarprodukt, da nur der tangentiale Anteil der Kraft in Wegrichtung zihlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

/A Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)
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Einfihrendes Beispiel: Flussintegral Ubung

A et Aufgabe: Berechnen Sie das Flussintegral
Do *f* j‘* > Jp f x dI' des Vektorfeldes f(z,y) = (z,y)
Sl 72X, Uber den positiv orientierten Halbkreis T und
~< I3 ;wg"; >\ den Durchmesser A, sowie [p div(f)d(z,y).

IEE ‘g’z’m{f 22/~ Istdas Ergebnis unabhangig von der fiir
PN ““ % die Kurve I gewahlten Parametrisierung?
AL T O Kann man es ohne Rechnung direkt sehen?
SERER Was andert sich mit der Orientierung?

Lésung: Fir I" wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

+r/ , "R (cost —sint
/fodF: /t:_mf(ﬁ(t))xﬁ () dt = /_m (am) « ( o ) dt =«
Ebenso [, f x dA = 0. Es gilt div(f) = 2, also [, div(f) d(z,y) = 7.

Das Vektorfeld f konnen wir uns als Stromungsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit vorstellen.
Der Weg 3 beschreibt eine Kurve. Das Integral ergibt die hieriiber flieBende Fliissigkeitsmenge.
Wir verwenden das Kreuzprodukt, da nur der normale Anteil senkrecht zur Wegrichtung zéhlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

/A Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)
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Wie misst man die Lange eines Weges? Erléuterung

Rektifizieren bedeutet gerade machen: Anschaulich messen wir den
Weg ~ mit einem Faden, den wir anschlieBend gerade ausstrecken.
Beispiele begegen uns tberall, etwa in Geoinformationssystemen:

Bildquelle: G

N am |,

Wegintegrale spielen in Theorie und Anwendung eine wichtige Rolle.
Hierzu mussen wir zuerst klaren, wie man die Lange von Wegen misst.

Dies geschieht in drei Schritten: Durch Summation fir polygonale Wege,
durch Grenziibergang fir beliebige stetige Wege, und schlieB3lich durch
Integration dank Wegléangenformel E1B fir stetig differenzierbare Wege.
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Polygonzige und ihre Weglange Erlauterung

Gegeben seien Zeitpunkte a = t) <t; <ty <--- <ty =0binR
sowie eine Folge von Bildpunkten pg, p1, po, ..., py im Raum R”.

—e

PN

.
A/--n’g, N p.o\

3

Diese Daten definieren den Polygonzug v = [0 it 72 - [N ].

Dies ist der Weg ~: [a, b] — R", der () = py, affin-linear verbindet:
(8) te —t t—tp_1

Dk pr fUrt € [tp_1,tg].
Seine Weglange definieren wir als Summe der Schrittlangen:

= Dk-1
ty — tp—1 ty — tk—1

N
() = |pr — pr—1]
k=1

Dies ist wohldefiniert, zusatzliche Teilungspunkte andern nichts.
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Stetige Wege und ihre Weglange Erlauterung

/’Y(tN)
K/” W, o J

IR

Seiv:[a,b] > R"einWeg. Zu P = {a =1ty <t; <ty <--- <ty =b}

gehdren die Punkte pg = ~(to), p1 = Y(t1), p2 = ¥(t2), - .-, pN = Y(tN)-

Die Lange des approximierenden Polygonzuges [/ [t 12 - IV ] ist

N
07, P) = |y(te) = v(tr-1)]-
k=1
Fur jede Verfeinerung P’ O P gilt die Ungleichung ¢(v, P’) > 4(v, P).
Die Weglange von ~: [a, b] — R™ definieren wir als den Grenzwert
{(v) := sup{ {(v, P) | P Partition von [a,b] }.

Der Weg v heif3t rektifizierbar, wenn er endliche Lénge hat, /() < oc.
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Stetige Wege und ihre Weglange Erléuterung

Ein beliebtes und erstaunliches Beispiel ist die Koch—Kurve:

w i 2 BT

Der so als Limes v,, — 7:[0, 1] — R? entstehende Weg ist injektiv, stetig,
aber nirgends differenzierbar. .. und dieser Weg hat unendliche Lange!
Wir kdnnen dies nun nachrechnen und bestaunen: Um die Koch—Kurve
abzumessen, genlgt kein endlicher Faden, egal wie lang er sein mdge.

© Technische Anwendung z.B. als fraktale Antenne, Multiresonanz.



E105

Eigenschaften der Weglange Erlauterung

Satz E1A: Eigenschaften der Weglénge
Die Lange eines Weges v : [a, b] — R" ist definiert durch

{(v) := sup{ {(v, P) | P Partition von [a,b] }.
Positivitat: Fir jeden Weg ~ gilt £() > |y(a) — v(b)| > 0.
Definitheit: Genau dann gilt /() = 0, wenn ~ konstant ist.
Additivitat: Fir alle a <t<b gllt E(’V“a,b}) = g(’”[a,t]) + g(ﬂ[t,b])-
Stetigkeit: FUr jeden rektifizierbaren Weg ist die Weglangenfunktion

s [a,b] = Ry @ t = £(V][q,)

stetig und monoton wachsend. Ist v injektiv, so ist s streng wachsend.
Ableitung: Ist der Weg ~ stetig differenzierbar, so auch s, und es gilt

s$'(t) =y (t) also s(t)= ['|y(r)]dr

Hieraus lasst sich die Lange /() bequem als Integral gewinnen (E1B).
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Weglange als Integral Erlauterung

Satz E1B: Weglangenintegral
Fur jeden stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ : [a, b] — R" gilt

b
()= [ ]

Insbesondere qilt fir die Weglange die einfache Abschéatzung

0 < |y(b) —v(a)] < £y) < (b—a) I{;%,?’V'| < o0.

Diese Integralformel ist in jedes Auto eingebaut: Das Tachometer zeigt
die Momentangeschwindigkeit |y/(¢)| zum Zeitpunkt ¢; mtegrlert Uber das
Zeitintervall [to, t] wird hieraus die zurlickgelegte Weglange ft |/ (7)| dr.

Auch die Ungleichungen entsprechen unmittelbarer Erfahrung:
Wenn Sie drei Stunden lang héchstens 130km/h fahren, dann legen
Sie héchstens die Weglange 390km zurlick, eventuell auch weniger.
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Umparametrisierung und aquivalente Wege Erlauterung

Eine Umparametrisierung ist eine stetige Bijektion @ : [a, b] — [a, b].
Dank Kompaktheit ist die Umkehrfunktion ®~1 : [a, b] — [a, b] stetig.

Far eine regulare Umparametrisierung verlangen wir zudem,
dass beide Bijektionen ® und ®~! stetig differenzierbar sind.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.3. Genau dann ist ® regulir,
wenn & stetig diff’bar ist mit &’ (x) # O fiir alle z € [a, b]. Dank Kettenregel ist dann
auch &~ ! stetig diff’bar mit (') (%) = &' ()~ fiir alle « € [a,b] und & = ®(x).

Wege 7 :[a,b] — R™ und 7 : [a, )] — R™ heiBen dquivalent vermége
einer Umparametrisierung ®, wenn y = 7 o ® gilt, also yo &~ = 7.
Im Beispiel sind «, 8,~ &quivalent und 3, ~ sogar regular aquivalent.
Satz E1c: Invarianz der Lange bei Umparametrisierung

Aquivalente Wege haben dieselbe Bildmenge und dieselbe Lange.

Beweis: Jede Umparametrisierung @ : [a, b] — [a, b] ist strikt wachsend oder strikt fallend.
Zur Partition P von [a, b] gehért die Partition P = ®(P) von [a, b] mit £(v, P) = £(7, P).
Ebenso von P zu P = & (P). Hieraus folgt £(y) = sup{¢(v, P)} = sup{4(7, P)} = £(7).
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Definition der Kurvenlange Erlauterung

Je zwei injektive Wege ~ : [a,b] — R” und 7 : [a, b] — R”

mit demselben Bild I" sind &quivalent vermoge ® = 7! o 7.

Satz E1cC garantiert die Gleichheit ¢(~) = ¢(7) der Weglangen.
Wir kénnen somit die Lange vol; (I") der Kurve I" C R definieren:

Definition E1D: Lange einer Kurve
Wir definieren die Lange der Kurve I' C R"™ durch

voli(T") :=¢(y) mit~:[a,b] — T stetig und bijektiv.

Das Ergebnis ist unabhangig von unserer Wahl der Parametrisierung -:
Die Lange vol; (T") ist eine wohldefinierte Eigenschaft der Kurve T' C R™.

Zunichst ist I' C R"™ nur eine nackte Menge ohne jede Struktur. Fiir I" hat es daher keinen Sinn
nach Stetigkeit oder Differenzierbarkeit oder Linge zu fragen: Diesen Fragen miissen wir erst
durch die Wahl einer Parametrisierung  : [a, b] — I einen Sinn geben! Hierzu verlangen wir,
dass es eine stetige und bijektive Parametrisierung + : [a, b] — T gibt. Diese ist dann eindeutig
bis auf Aquivalenz, und somit £(vy) unabhingig von der Wahl von . Somit ist die Linge eine
Eigenschaft der Kurve I" und nicht blof} des zur Parametrisierung genutzten Weges .



Lange einer Kettenlinie (Katenoide) Gbung
Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Potenzreihen der Funktionen
cosh(z) = e—l—Te_ und sinh(z) = %

Zeigen Sie cosh? — sinh? = 1 sowie cosh’ = sinh und sinh’ = cosh.

(2) Skizzieren Sie die Funktion g(z) = cosh(z) — 1 fur —2 <z < 2.

(3) Der Graph T ist eine ebene Kurve. Berechnen Sie die Lange vol; (T').
Loésung: (1) Wir setzen e* = ZZ‘;O z¥ /k! ein und rechnen’s aus:

.1‘24 2 4

> J T x
cosh(a (Zk' Z K >_Z(2j)! TR TR

7=0

2j+1 3 0

_.CU s X xr
sizh(s (Z kZ g )ijow‘ MR-

© Dies sind elementare mathematische Funktionen: cosh heif3t
Kettenlinie, Katenoide oder Seilkurve: Sie entsteht, wenn man eine
Kette an ihren Enden aufhangt unter Einfluss der Schwerkraft.
Umgekehrt ist sie die optimale Form eines selbstragenden Bogens.
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Lange einer Kettenlinie (Katenoide) Ubung

(2) Skizze des Funktionsgraphen I' zu g(z) = cosh(z) — 1:

Yy

cosh(z) — 1
9(0) =0 )
g(1) ~ 1.54 t :
9(2) ~ 3.76 M) =+7/2
g(x) = g(—x)

2 I4
g(z) =5+ 5 +...
Dies ist keine Parabel! \ /
X

(3) Die Parametrisierung ~: [—2, 2] — R? mit v(t) = (¢, g(t)) ergibt

Def S 2 2
voly () = £(v) = /2\7’(t)]dt:/2 /1 + sinh(¢)? dt:/ cosh(t) dt

2
EID 1‘,7; L
= [sinh(t)]?, = 2sinh(2) ~ 7.25372

© Vergleich mit der Skizze: Dieser Wert fiir vol; (T') ist plausibel.
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Lange einer Parabel Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion h(x) = 22/2 fir —2 < x < 2.
(2) Der Graph I ist eine ebene Kurve. Berechnen Sie die Lange vol; (T').

Lésung: (1) Skizze des Funktionsgraphen I zu h(x) = 2%/2:

Yy
/ cosh(z) —1

\ hix) = 2°/2

S :

© Das ist die gute alte Parabel, die jeder aus seiner Schulzeit kennt.
Nun wollen und kénnen wir endlich ihre Lange berechnen.

/\ Man beachte Ahnlichkeiten und Unterschiede zu cosh(z) — 1.
Der Fehler 2* /4! 4- ... macht sich fiir groBe 2 immer starker bemerkbar.
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Lange einer Parabel Ubung

(2) Die Parametrisierung v: [—2,2] — R? mit y(t) = (¢, h(t)) ergibt

2
voly (T) / /(1)) dt = /2 VIT2dt (Subst = sinhu)
o [—t 142+ larsinh(t)} : (siche B411)
Bl [2 2 —9
= [; 1+ ¢2 +3 L) In(t+v1+ tQ)} (Probe: ableiten!)
= 2/5 +1n(2+\/5) ~ 5.91577 (Plausibilitatscheck!)

/\ Die Funktion h(z) = 22%/2 ist viel einfacher als g(x) = cosh(z) — 1,
aber die Integration der Wegléange ist tatsachlich etwas schwieriger.

Unverhofft treten auch hier die Hyperbelfunktionen sinh und cosh auf,
nicht in der Aufgabenstellung, aber anschlieBend durch Substitution.

© Vergleich mit der Skizze: Dieser Wert fiir vol; (T') ist plausibel.
Die Diagonale von (0, 0) nach (2,2) hat die Lange 2v/2 ~ 2.82843.
Der Parabelbogen hat die etwas gréBere Lange 3 vol; (I') ~ 2.95788.
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Wegléange und Wegintegral Erlauterung

Definition E1E: Weglange und Wegintegral
Sei v:[a,b] — R ein stetig diff’barer Weg mit Bildkurve I" C R™.
Die Weglange ist (wie oben erklart) gegeben durch

() = / dy] = /tba|v'<t>|dt.

Wir definieren das Wegintegral einer Funktion ¢g:I" — R durch

b
dy| := '(t)| dt,
ﬂ gldv] / g(Y(®) |7 (1) dt

=a

Zur Abkirzung schreiben wir hier dy = ~/(t) dt und |d~| = |/(¢)| dt.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.3-5.4. Anschaulich stellen wir
uns g:I' — R als Massenverteilung auf der Kurve I' vor; das Integral ergibt die Gesamtmasse.
Die Abkiirzungen links dient der bequemen und iibersichtlichen Schreibweise, die ausfiihrliche
Formel rechts erklért, wie Sie es explizit ausrechnen. Das ist der Sinn dieser Definition.
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Geometrisch-physikalische Interpretation Erlauterung

Beispiel: Sei v:[a,b] — [a,b] :x — z, und g: [a, b] — R stetig.
Dann misst [ g|dy| = f[a y 9(x) dz die Flache unter g tber [a, b].

9 9

‘a 2 b /W’

Im allgemeinen Fall v: [a,b] = T' C R” und ¢g:T" — R gilt ebenso:
Das Integral fvg |dy| misst die Flache unter g Gber dem Weg ~.
Man nennt dy anschaulich ein ,infinitesimales Wegelement*:

Das Integral fvg |dy| summiert die Beitrdge ¢ |dv| Uber den Weg +.

Vektorielles Wegelement (mit Richtung) +/(t)dt =dy =ds = .. ..
Skalares Wegelement (nur Lange) |7/(t)|dt = |dvy| = |ds| = .. ..
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Arbeitsintegral und Flussintegral Erlauterung

Definition E1F: Arbeitsintegral und Flussintegral
Sei v: [a,b] — R™ ein stetig diff'barer Weg mit Bildkurve T" C R".
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:I" — R ist

b
/fdv: FOv(8) -7/ (t) dt.
Y

t=a

Speziell in der Ebene (n = 2) definieren wir zudem das Flussintegral

b
/fx&wztfwu»widt

Zur Abkirzung schreiben wir dy = +/(t) dt. Ist der Weg ~ geschlossen,
also v(a) = (b), so schreiben wir statt [ auch dekorativ betonend ¢ .

Die Abkiirzungen links dient der bequemen und iibersichtlichen Schreibweise, die ausfiihrliche
Formel rechts erklért IThnen, wie Sie es explizit ausrechnen. Das ist der Sinn dieser Definition.



Geometrisch-physikalische Interpretation

E122
Erlauterung

Das Vektorfeld f: R™ — R™ kbnnen wir uns als Kraftfeld vorstellen.
Der Weg ~: [a,b] — R™ beschreibt die Bewegung eines Teilchens.

Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir geman Arbeit = Kraft - Weg.
Das Skalarprodukt zahlt nur den tangentialen Anteil in Wegrichtung.
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Das Vektorfeld f kdnnen wir uns auch als Strdmungsgeschwindigkeit
einer Flussigkeit vorstellen. In der Ebene ergibt das Flussintegral die
Uber « (von links nach rechts) flieBende Flissigkeitsmenge. Das
Kreuzprodukt zahlt den normalen Anteil senkrecht zur Wegrichtung.
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Ebene Kompakta mit stiickweise glattem Rand

Typisches Beispiel und Modell ist
ein Rechteck D = [al, bl] X [CLQ, bg].

Definition E1H: Kompaktum mit stlickweise glattem Rand
D C R? heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt, und der Rand 0D ist eine stiickweise glatte Kurve.

@ In jedem regularen Randpunkt s € 9D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 0D und das AuBere auf der anderen Seite.

Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 0D liegt.

Die freundliche Stimme in der S-Bahn sagt: ,,on the left in the direction of travel®.
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Ebene Kompakta mit stickweise glattem Rand Erlauterung

Erinnerung: D C R™ kompakt bedeutet beschrankt und abgeschlossen.

Halbebene { (z,3) € R? | y > 0} und Quadrant { (z,y) € R? | z,y >0}
haben zwar jeweils stlickweise glatten Rand, sind aber nicht kompakt.

Es gibt auch ebene Kompakta, deren Rand nicht stlickweise glatt ist:

N

Die Koch—Kurve und die Mandelbrot-Menge sind als Fraktale zu populirem Ruhm gelangt.
Diese Objekte sind faszinierend, aber mangels Differenzierbarkeit schwierig zu behandeln;
unsere Methoden reichen hierzu noch nicht. Wir konzentrieren uns daher auf Kompakta mit
stiickweise glattem Rand: Diese sind flexibel genug, um in Anwendungen als realistisches
Modell zu dienen, aber noch einfach genug, um bequem und effizient rechnen zu kénnen.

Die Erfahrung zeigt: Als vereinfachte Nidherung an eine komplexe Realitit reichen sie oft aus.
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Die Integralsatze von Green und Gauf3 Erlauterung

Zur Erinnerung: Sei Q C R? offen und f: Q — R? ein C'-Vektorfeld.
Wir definieren seine Quelldichte oder Divergenz div f: 2 — R
sowie seine Wirbeldichte oder Rotation rot f: 2 — R durch

0 0 0 0
divfi=oufit o= 4 I ot m oy o = 92 00
dy or Oy’
[ [ ] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.2.
Dreidimensionale Vektorfelder behandeln wir spater in Kapitel G.

Nach unseren Vorarbeiten kénnen wir nun folgenden Satz aussprechen:

Satz E11: Integralsatze von Green und Gauf3

Sei D C R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand dD.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: D — R? gilt dann

Satz von Green: /

(z,y)€D

Satz von Gauf3: /

(z,y)eD

rot f(z,y) dw,y) = [ _J(5)-ds

div f(x,y) d(z,y) = /eaD f(s) x ds.




E138

Die Integralsatze von Green und Gauf3 Erlauterung

Diese Gleichungen nutzen alle bisher bereitgestellten Integralbegriffe:
Sie vergleichen Flachenintegrale (links) und Kurvenintegrale (rechts).
Die Gleichheit dieser beiden ist ebenso erstaunlich wie nitzlich.

Wir kébnnen uns f als Geschwindigkeitsfeld einer Flissigkeit vorstellen.
Im Punkt (x,y) beschreibt die Quelldichte div f(z,y), wie viel Flissigkeit
entsteht; das Flachenintegral ist somit die Quellstérke von f auf ganz D.
Das Flussintegral von f Uber den Rand 0D misst, wieviel herausflief3t.

© Beide ergeben dank Gauf denselben Wert!

Im Punkt (z,y) beschreibt rot f(z,y), mit welcher Winkelgeschwindigkeit
eine mitschwimmende Probe rotiert. Anschaulich kann man dies durch
ein kleines Schaufelrad messen. Das Flachenintegral tber D ist somit
die Wirbelstarke von f auf ganz D, und das Arbeitsintegral Uber 0D ist
die Zirkulation des Vektorfeldes f entlang des Randes dD.

© Beide ergeben dank Green denselben Wert!

Wir kénnen diese Gleichungen nun durch Beispiele illustrieren
und durch direktes Nachrechnen sogar allgemein beweisen!
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Der Integralsatz von Green Ubung

Fir D C R? kompakt mit stiickweise glattem Rand 0D besagt Green:

| roti@dey) = [ fe)-ds
(z,y)eD s€dD

Waren unsere wenigen Beispiele bisher nur Zufall? Haben wir vielleicht Ausnahmen oder notige
Voraussetzungen vergessen? Wie konnen wir sicher sein, dass die Gleichung wirklich immer und
iiberall anwendbar ist? Um hierbei sicher zu gehen, sollten wir sie einmal explizit nachrechnen!

Aufgabe: Rechnen Sie die Greensche Gleichung nach. ..

(1) Fur f = (f1,0) horizontal und jeden Normalbereich in y—Richtung
Dz{(a:,y)ERﬂaﬁme, g(:z:)gygh(x)}.

(2) Fur f = (0, f2) vertikal und jeden Normalbereich in x—Richtung
D={(z,y) eR?|a<y<b, gly) <z <hy) }.

(3) Allgemein fir f = (f1, f2) und jeden Binormalbereich D C R2.

Z.B. ein Rechteck, eine Kreisscheibe, jedes konvexe Kompaktum.
(4) Gilt Green fir jedes Kompaktum D C R?, zerlegt wie in (3)?

Z.B. einen Kreisring oder eine Kreisscheibe mit mehreren Léchern.
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Der Integralsatz von Green Ubung

v _ ~ | Lo6sung: (1) Horizontales Vektorfeld;
zum Arbeitsintegral entlang 0D tragen

@) hier nur unterer und oberer Rand bei.

X
a:la, b = R?  a(t) = (t,g(t)),
e o/(t) = (1,4'(1)).
g9(x) )

D R EEe o B:la,b] > R B(t) = (t, (1)),

a bl x B'(t) = (1, (t)).

Fir f = (f1,0): R? O D — R” folgt Green aus Fubini und dem HDI:

h(zx)
/ vot f(z,y) d(z,y) 2 / / i—%< ) dyda
(z,y)eD i z=a (z) ()1

w / fil, g(@)) — filw, h(2)) da

/f da—/f a8 = [ re)-as
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Ubung

T

Foar f =

/ rot f(z,y) d(z, )
(z,y)eD

(2) Ebenso fir jedes vertikale Vektorfeld:;

zum Arbeitsintegral entlang 0D tragen

hier nur linker und rechter Rand bei.
a:fa,b] > R at) = (g(t),t)

o (t) = (4'(t), 1).
B:la,b] = R?,  B(t) = (h(t),?)
B'(t) = (W(t),1

y)dx dy

u// Of 0h,
O Syma Jamgy O Oy

= fz( ), y) — f2(9(y),y) dy

“z”/fdﬁ [£eaa = [ p)-as

).
(0, f) : R? O D — R* folgt Green aus Fubini und dem HDI:
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(3) Far Binormalbereiche folgt aus den Rechnungen (1) und (2):

/rot(fl,fg)d(m,y) [\:“: /Drot(fl,())d(x,y)—|—/Dr0t(0,f2)d(x,y)

2 / (f1,0) - ds—i—/aD(O,f2)'ds % / (f1, f2) - ds

4) Sei D C R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand oD.
Wir zerlegen D in Binormalbereiche Dj:

fyreundwa = X [ oty

A Arbeltsmtegrale langs innerer Kanten sind

gegenlaufig und heben sich paarweise auf!

ﬂ i ‘ f(S)‘dS - f(S)'dS
‘A’ oD oD

© Somit gilt der Satz von Green auch fiir D.
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Der Integralsatz von Gauf3 Ubung

Fir D C R? kompakt mit stiickweise glattem Rand 0D besagt Gauf3:

/(x’y)ED div f(z,y) d(z,y) :/ FOdds!

s€dD

Waren unsere wenigen Beispiele bisher nur Zufall? Haben wir vielleicht Ausnahmen oder notige
Voraussetzungen vergessen? Wie konnen wir sicher sein, dass die Gleichung wirklich immer und
iiberall anwendbar ist? Um hierbei sicher zu gehen, sollten wir sie einmal explizit nachrechnen!

Aufgabe: Rechnen Sie die GauB3sche Gleichung nach. ..

(1) Fur f = (0, f2) vertikal und jeden Normalbereich in y—Richtung
Dz{(a:,y)ERﬂaﬁme, g(z) <y < h(z) }.

(2) Fur f = (f1,0) horizontal und jeden Normalbereich in z—Richtung
D={(z,y) eR?|a<y<b, gly) <z <hy) }.

(3) Allgemein fir f = (f1, f2) und jeden Binormalbereich D C R2.

Z.B. ein Rechteck, eine Kreisscheibe, jedes konvexe Kompaktum.
(4) Gilt GauB fiir jedes Kompaktum D C R?, zerlegt wie in (3)?

Z.B. einen Kreisring oder eine Kreisscheibe mit mehreren Léchern.
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Yy
h(x)
g(x)
/_\
g SRS

Losung: (1) Vertikales Vektorfeld;
zum Flussintegral Uber 0D tragen

hier nur unterer und oberer Rand bei.

a:la,b] = R?  aft) = (t,9(t)),

o (t) = (1,9'(1)).

(
B:la,b] = R?, B(t) = (t,h(t)
B

)
t) = (1,1 (t)

Fur f = (0, f2) :IR* O D — R? folgt GauB aus Fubini und dem HDI:

/ div f(z,y) d(z, )
(z,y)€D

Fub

ClH

HDI

B11

dfi  0fs
/xa/ )W+7( r,y)dydx

/ fa, h(z)) — fole, g(x)) da

).

/fxda—/fxdﬁ”‘aDﬂ@xds
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Yy
b
h(y
9(y)
a
x
Fir f = (f1,0):R? D D — R?

ClH

/ div f(z,y)d(z,y) 2
(z,y)€D

HDI

B11

Def

(2) Ebenso fir jedes horizontale Vektorfeld;

zum Flussintegral von f Uber 0D tragen

hier nur linker und rechter Rand bei.

a:la,b] = R a(t) = (g9(t),1),
o/(t) = (4'(), 1)
B:la,b] = R, B(t) = (h(t), ),
B(t) = (W(t),1).
folgt Gaul3 aus Fubini und dem HDI:
h(v) oy
[ o,
y a
fi(h(y),y) — fi(9(y), y) dy
y=a
/fod,é’/afxdoz = an(s)xds
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(3) Far Binormalbereiche folgt aus den Rechnungen (1) und (2):

[ vt pdte) = [ div(io) i) + [ div(o. f)dG)

) /(fl,O)xds—i—/(O,fg)xds = /(fl,fg)xds

4) Sei D C R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand oD.
Wir zerlegen D in Binormalbereiche Dj:

le ) d(z,y)

A

'S

8Dk oD

/\ Flussintegrale langs innerer Kanten sind
gegenlaufig und heben sich paarweise auf!

Ek: /D () Gy

' 'Y)
{ I } = Z ) xds = f(s) x ds

© Somit gilt der Satz von GauB auch fiir D.
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Ubung

Anwendungsbeispiel zu GauB3 und Green

/Al A

/ /;/ (Lange/40)

4 }. Berechnen Sie

e
- DI NN N N

L AlAIA/A/A/A/////l
[ iy — — - T~ X X LN
PSSV Ry S wL L
e e le |« = [= [x X |X X X
s L 4« <« < |¥ ¥ ¥ » x X
\\\\»LAA«vv [
Wuxvvv Al w| A A A 4
$$<<<4»14AA A A
1 LR IR IR N Rl RdRd i
R R Y Y RS I s g g I
NN P

x\\
N\
f(z,y)

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das ebene Vektorfeld f:R? — R? mit
(2) das Flussintegral sowie (3) das Arbeitsintegral von f Uber T'.

sowie die Kurve I' = { (z,y) € R? | 2 + 43>
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Anwendungsbeispiel zu Gau3 und Green Obung

Lésung: Wir wahlen eine Parametrisierung fir die Ellipse T', etwa
v:[0,27] = T, ~(t) = (2cost,sint), ~'(t) = (—2sint,cost).

Sie berandet D = { (z,y) € R? | 22 + 4y® < 4 } mit voly(D) = 27.

(Transformationssatz: Streckung um den Faktor 2 in z—Richtung.)

2) Fir das Flussintegral von f Uber I nach auBen erhalten wir

Para Para 27
/ frar = / fxay = [ ) <y 0

t=0
Param 2cost — 3sint —2sint
E . X dt
+—o \10cost +sint cost
2w
= / 2cos(t)? + 2sin(t)? + 17sintcostdt = 4x
¢

=0
Leichter mit Gauf3: Dank konstanter Divergenz div(f) = 2 erhalten wir

f(s) xds %““ /div(f)d(x,y) = 2vola(D) = 4m.
oD " Jbp
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Ubung

(3) Fur das Arbeitsintegral von f langs I" erhalten wir

2w
[rear = [y = [ )@
v t=0
Param /‘271' 2 COS t - 3 Sin t —2 Sin t
= . . dt
+—0 \10cost +sint cost
2m
= / 6sin(t)? + 10cos(t)?> — 3sintcostdt = 16w
t=0
© Erinnerung ffjo sin(t f —ocos(t)* = mund ftiﬂo sin(t) cos(t) = 0.

/\ Hierbei orientieren wir d|e Kurve T’ positiv, das umlaufene Gebiet
liegt also stets links der Kurve. Bei umgekehrter Durchlaufung wechselt
das Arbeitsintegral sein Vorzeichen, statt +167 erhielten wir also —16.

Leichter mit Green: Dank konstanter Rotation rot(f) = 8 erhalten wir

/ f(s)-ds (%C“/rot(f)d(azjy) = 8volp(D) = 16m.
oD ) D
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Anwendungsbeispiel zu Gau3 und Green Ubung

© Dank der Integralsatze kénnen wir uns jeweils aussuchen, ob wir

lieber ein Flachenintegral oder ein Kurvenintegral ausrechnen wollen.
Je nach Anwendung kann das eine oder das andere vorteilhaft sein.

Das ist die Starke und der Nutzen unserer Integralsatze!

© Plausibilitatsprifung: Den exakten Wert des Integrals kénnen wir
jeweils nur durch Ausrechnen gewinnen, aber das richtige Vorzeichen
kénnen wir in diesem Beispiel bereits an der obigen Skizze erkennen!
Bitte nutzen Sie dies, um Rechenfehler zu erkennen und zu vermeiden.

(© Das Ergebnis der Kurvenintegrale tiber die Kurve T ist unabhéngig
von der gewdhlten Parametrisierung ~: [a, b] — I'. Das ist wesentlich:
Andere Parametrisierungen 7 : [a, b] — I sind ebenso méglich, gehen
andere Rechenwege, doch enden alle schlie3lich beim selben Ergebnis.

/\ Bitte beachten Sie, dass wir I' = 9D stets positiv orientieren!

Nur so erhalten wir das Flussintegral Uber I" nach auen und passend
dazu das Arbeitsintegral langs T in positivem Umlaufsinn, wie vereinbart.
Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um!
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Schreibweise als Differentialform

Sei D C R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand dD.
Fir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder f, g: D — R? gilt:

ot 9(2, ) d(z, ) = / o(s) - ds,

seOD

Satz von Green: /

(z,y)eD

div f(x,y) d(z,y) = / f(s) x ds.

seEOD

Satz von Gauf3: /

(z,y)eD

Den Rand 0D parametrisieren wir (stlickweise) durch ~: [a, b] — 9D.
Fir s = (2,3) = (1 (1), 72(1)) gilt ds = (dz, dy) = (¥ (t) dt, 7(t) do).
Wir erhalten so die dquivalente Schreibweise als Differentialform:

0 0
Green: / 992 _ 991 d(z,y) = / g1 dx + go dy,
(@y)ep 0T dy (z,y)€0D

Gauf3: / % + % d(z,y) = / fidy — fodz.
(@y)en 0T Ay (,y)€8D

© Beide Satze sind aquivalent mittels (g1, g2) = O(f1, f2) = (—f2, f1).
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Schreibweise als Differentialform Erlauterung

Die Integralsatze sind eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit:
Das Flachenintegral Gber den gesamten Bereich D lasst sich durch
das entsprechende Wegintegral entlang des Randes 9D bestimmen!

Zur Berechnung von Integralen kénnen wir daher beide ausspielen:
Ist das Flachenintegral einfacher, so nutzen wir ersteres.
Ist das Randintegral einfacher, so nutzen wir zweiteres.

Die Schreibweise als Differentialform ist haufig bequem und wird daher
in vielen Anwendungen verwendet, wie z.B. in der Thermodynamik.
Wir nutzen hierbei die Konvention ds = (dz, dy) = (v} (t) dt, ¥4 (¢) dt).
Das ergibt sich ganz natirlich aus s = (z,y) = (71.(¢), v2(t))-

Die Schreiweise dx und dy ist daher bequem und Ublich.

In der Ebene sind beide Séatze offensichtlich &quivalent. Die Satze von
GauB und Stokes im Raum behandeln wir im Ubernachsten Kapitel G.
Im R3 unterscheiden sich Arbeitsintegrale tber Kurven (Dimension 1)
deutlich von Flussintegralen tber Flachen (Wande, Codimension 1).
In der Ebene R? hingegen fallen beide Sichtweisen zusammen.



Anwendungsbeispiel zu Differentialformen Tt

Ubung

Aufgabe: Fir D = { (z,y) € R? | z> + 32 < 1 } berechne man

| @)ooy dy
(z,y)€0D —

=—f2 =g92=r 1

Skizze: Zwei Interpretationen, als Arbeitsintegral und als Flussintegral:

WX'!//// 4] o e w4 o :—v\\\\\\ NN X v
'lj/// pRraraaine e bt A
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Anwendungsbeispiel zu Differentialformen Ubung

Randintegral: Wir wéhlen ~ : [—7, 7] — 0D mit y(t) = (cost,sint).
Hieraus folgt v/(t) = (—sint, cost), also dz = —sintdt, dy = cost dt.

/ (2% —9?) dz +  (z-y) dy
oD
= / (cos(t)? —sin(t)?) (—sint) + (cost—sint) cost dt

= / —Icos(t)2 sin(t)l+lsin(t)3l+ cos(t)? —sin(t) cos(t) dt = =

-7

ungerade ungerade ungerade

Rechentrick: Ungerade Integranden liefern Uber [—7, 7] das Integral Null.
Auch |7 cos(t)*dt = [7_sin(t)? dt = 7 kénnen Sie geometrisch sehen.

FIachenlntegraI: Mit Green / Gaul3 und Polarkoordinaten erhalten wir

/ <w2—y2>dx+<x—y>dy=/ 142y d(z,y)
(,y)eaD' ] L ] DI—I

=g1=—f2 =g2=/1 =rotg =div f

1 pon 1
—/ / (14+2psiny) pdedp —27r/ pdp = m
p=0 J =0 p=0
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Flacheninhalt berechnen entlang der Randkurve

Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Rotation der ebenen Vektorfelder

=00, gy =(.0,  hny)= -y

(2) Wie berechnen Sie hiermit zu einem (einfach geschlossenen) Weg
7 :[a, b] — R? den Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs D C R??

Lésung: (1) Wir finden rot(f) = 1. (2) Dank des Satzes von Green folgt:

b
voly(D) = /D wot(f) day) = [ f()-ds = /a zdy = / T (8)7h(8) dt

D =a

Hier ist s = (x,3) = (1(t),92(t)) und ds = (dz,dy) = (v} (t) dt, (1) dt).
Ebenso rot(g) = 1 und rot(h) = 1. Wir erhalten folgende drei Formeln:

Satz E2A: Greensche Flachenformeln
Fir jedes Kompaktum D C R? mit stlickweise glattem Rand 9D gilt

1
VOIQ(D):/ xdy:/ —ydx:/ zdy — ydzx.
oD oD 2 Jop
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Flacheninhalt messen entlang der Randkurve

Greens Flachenformeln sind ein schéner und bemerkenswerter Satz:
Die umlaufene Flache lasst sich bestimmen allein aus der Randkurve!

Bildquelle: wikimedia.org

Ein Planimeter ermittelt Flacheninhalte, z.B. auf einer Landkarte, indem
man den Rand der zu messenden Flache mit einem Fahrstift abfahrt.
Dabei integriert eine geeignete Mechanik prazise den Flacheninhalt!
Sie kénnen es sogar selbst bauen, siehe YouTube > lego planimeter
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Arbeitsintegrale in der Thermodynamik

P
i Kreisprozess eines

idealen
(Viertaktmotor)

Bei einer Volumenénderung dV wird die Arbeit dWW = pdV verrichtet.
Beim Prozess v: [to, t1] — R™:t — (p(t),V (¢),...) also insgesamt

W= /dW /pdV: YoV .

t=to

Bei einem Kreisprozess gilt v(t1) = v(to). Die dabei geleistete Arbeit
W ist der Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs in der V—p—Ebene.
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Schwerpunkt des umlaufenen Bereichs Erlauterung

Aufgabe: Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand.
Fur seinen Schwerpunkt sp = (zp,yp) zeige man mit Green (E11):

— _ b
= | wte = s [ momsioat
b
Yp = VOI;(D)/aD aydy = Volzl(D)/t M (t) 72(t) 72(t) dt.

Lésung: Dank des Satzes von Green finden wir

—/ wydl’:/ (—2y,0) « (dz, dy) ("5"/ rot(—zy, 0) d(x,y)
oD D " Jp

1

zd(z,y) = xp - vola(D),

I
S

G

(0’ I‘y) : (dxv dy)
D

n/ rot(0, zy) d(z,y)
D

m

/ xy dy
oD

I
S~

yd(z,y) yp - vola(D).

Il
S
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Herzkurve / Kardioide

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie v:[0,27] — R?:¢ +— (1 — sint)(cost,sint).
Welche Werte schéatzen Sie hieraus fur Lange und Flacheninhalt?

Heutzutage nutzt man Computer zur
(1 ) Y numerischen Approximation. Friither
1 10ste man solche Quadraturaufgaben
ndherungsweise so: Man zeichne die
Figur, schneide sie aus und wiege sie
sorgfiltig. Das Gewicht ist dann der
gesuchte Flicheninhalt mal Gewicht
pro Einheitsfliche (iiblich 80g/ m?).

[k ! RS

7:[0, 27] — R?

~(t) = (1 — sint)(cost,sint)

Flache: 4 <vola(H) < 5

((v) ~ 8

Lange:
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Aufgabe: (1) Zeichnen Sie v:[0,27] — R?: ¢+ (1 — sint)(cost,sint).

(2) Berechnen Sie die Lange der Kurve I' = { v(¢) | 0 <t < 27 }.

(3) Ist der umlaufene Bereich H C R? ein Normalbereich?

(4) Berechnen Sie den Flacheninhalt vols(H). Welche Methode

ist hierzu am geschicktesten: Fubini? Transformation? Green?

Hinweis: Sie kdnnen 1 — sin(t) = 2sin(t/2 — 7/4)? zeigen und nutzen.

Aa sin(t)

/|

~

/

C—

A

sin(t/2 — w/4)

/

/

T

Wie findet man diese Gleichung? Die Skizze zu 1 — sin(¢) lésst sie erahnen. Wie priift man sie?
Sie finden 2 sin(x) sin(y) = cos(z — y) — cos(z + y) in Ihrer Liste der trigonometrischen
Additionstheoreme und erhalten so 2sin(¢/2 — 7/4)% = 1 — cos(t — 7/2) = 1 — sin(t).
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Herzkurve / Kardioide

(2) Lange des Weges v:[0,271] — R?:t + y(t) = (1—sint) (Z?jz)
(1) = — cos(t) (2?5;) + (1-sint) ( sin )t)) (Produktregel)

A (t) 4/ (t) = cos(t)? + (1 — sin(t))? = cos(t)? + 1 — 2sin(t) + sin(t)?

|7/ (#)| = V2(1 —sin(t)) = \/4sin(t/2 — 7/4)2 = 2 |sin(t/2 — 7/4)|

2m 2m 3m/4
() = /tow(t)\ dt = 2/toysin(t/2 /)| di = 4/ [sin(u)] du

=—m/4

0 3mr/4
= —4/ sin(u) du + 4/ sin(u) du (Negativ- & Positivteil)

=—n/4 u=0
= 4[cos(u)}zzﬂ/4 - 4[cos(u)} ii/; = 4([1 - g] - [—g - ]) =38

Zur Berechnung von |/ (¢)|? nutzen wir Pythagoras, oder entdecken ihn hier erneut, denn die
Vektoren (cost,sint) und (— sin(t), cos(t)) sind orthonormal! Diese Abkiirzung nutzen wir
gleich noch einmal im Integral (4). Den Fléicheninhalt f sr/4 4\51n( u)| du = 2 kénnen Sie wie
oben ausrechnen oder graphisch ablesen: Skizzieren Sie \sm( )| und schauen Sie scharf hin!
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(3) Der umlaufene Bereich H ist ein Normalbereich in y—Richtung, also
H={(r,y) eR?|a<z<b, g(x) <y < h(z)}. Diese Darstellung ist

jedoch muhsam: Sie missten a, b sowie g(z), h(x) explizit ausrechnen.
Die Flachenberechnung mittels Fubini scheint daher eher umstandlich.
Wir versuchen es auf einem leichteren Weg mit dem Satz von Green!

(4) Fur f(z,y) = %(—y,a:) gilt rot f = 1. Dank Green erhalten wir:

volo(H) = [ rot(f)d(z,y) = [ f-dy = f( ()7 (t)dt
H 01 t=0

v
1 2m o
= / (1 —sint) st | —cost C9St (1 —sint) —sint
2 Ji—o cost sint cost
1 2m 2m 1
2

1
= / (1 —sint)*dt = / 1 —2sint +sin(t)?dt =
2 Ji=o 2 J¢

(2m + )
=0

3
2577 ~  4.7124

© Plausibilitatspriifung: Aus der Skizze schatzen wir 4 < voly(H) < 5.
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Wir lieben Wegintegrale! (Scheinklausur 2017/18) Obung

Haufig missen Sie zwischen Formel und Bild Gbersetzen, zwischen
algebraischer und geometrischer Beschreibung. So auch hier:

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das Bild des Weges
v i [—m, ] = R? : t = (t) = |t| - (cost,sint).
Schatzen Sie die Weglange und den umschlossenen Flacheninhalt.

(2) Berechnen Sie zum Vektorfeld f(x,y) = (—y, z)
das Arbeitsintegral f7 f(s) «ds entlang des Weges ~.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt der vom Weg ~
umschlossenen Flache H C R2. Ist Ihr Ergebnis plausibel?

(4) Berechnen Sie schlieBlich das Arbeitsintegral f7 g(s)-ds
des Vektorfeldes g(z,y) = (2% + 4y, 10z + e¥) langs ~.

(5) Berechnen Sie die Weglange ¢(~). Ist Ihr Ergebnis plausibel?
Formelsammlung: Die folgende Stammfunktion (B411) ist hilfreich.

/\/a2+x2dx = = a2+x2—|——ln(:p—|— a2+x2>—|—const
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Wir lieben Wegintegrale! (Scheinklausur 2017/18) Obung
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Der Weg ~ hat Lange /() ~ 12. Die vom Weg ~ umschlossene Fléche
H={p-(cosp,sing) | -r <p<m 0<p< g} hat Flacheninhalt
voly(H) =~ 10. Die genauen Werte berechnen wir in (3) bzw. (5).
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Wir lieben Wegintegrale! (Scheinklausur 2017/18) Obung

(2) Wir nutzen direkt die Definition des Arbeitsintegrals:

s)+ds = i -~ () d
A £(s) / FOv() -+ (1) dt

g sint ) cost —sint
- /t: I ‘( cost) [Slgn(t)(sint> + ‘t‘( cos t)]
T t3 7 271'3
- 2t = [7} - T~ 2067
Z - 3 t=—m 3

Die Betragsfunktion ¢ — [¢| im Punkt ¢ 5 0 erfiillt <-|¢| = sign(t) € {£1}.
Wer den Betrag vermeiden will, zerlegt das Integral in [ = ffﬂ + Jy-

(3) Wir nutzen den Satz von Green, hier als Flachenformel dank (2):

vola(H) :/Hld(a:,y)d:c: ;/Hrot(f)d(x,y) = ;/f(s)
g

Alternativ konnen Sie den Flicheninhalt voly (H) ebenso mit dem Transformationssatz in
Polarkoordinaten ausrechnen. Dies wurde in der vorigen Aufgabe zur Kardioide ausgefiihrt.
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Ubung

(4) Wir nutzen wieder den Satz von Green, diesmal umgekehrt zu (3):

/g «ds = / rot(g)d(x,y) = / 6d(z,y) = 6voly(H) = 273 ~ 62
v H
(5) Wir berechnen schlie3lich die Weglange (mittels B411):

2(7):/: h(t)\dt:2/t0\/1+t2dt

=—T

™
= [t\/l + 12 +ln(t+ V1 —&—tQ)}

t=0
:7r\/1—|—772—|—1n(7r—|— 1—|—7r2)

~ 12.2198

© Das Ergebnis ist anschaulich plausibel, es entspricht der Skizze.
Die genauen Werte hingegen kann man nicht raten, nur berechnen.

© Mit den geeigneten Werkzeugen gelingt lhnen die Lésung leicht.
Ihre Integrationstechniken bieten lhnen extrem effiziente Methoden.
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Zwei prominente Vektorfelder
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Vektorfelder f,g:R? . {0} — R? mit

/()= () o()=amal)

Yy
Wie beschreiben Sie anschaulich Wirbelstarke und Quellstarke?
Lésung: Wirbelfeld f: Quellenfeld g:
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Zwei prominente Vektorfelder

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Vektorfelder f,g:R? < {0} — R2.

(2) Berechnen Sie Divergenz und Rotation dieser Vektorfelder, sowie
(8) die Arbeits- und Flussintegrale Gber ~(t) = r(t)(cos p(t),sin p(t))
(4) und Gber den Rand 9D eines beliebigen Kompaktums D C R2.
Welche Werte erwarten Sie nach Anschauung der Skizzen?

Losung: (2) Gewissenhaftes Ableiten nach der Quotientenregel ergibt:
of  0fs _ —(—y)@2x) = —a(2y) o

div f = dr oy (224122 | (22 +42)?
orp o M2 0N @yt —an) 4y - ()@
or Oy (22 + 42)2 (22 + 2)2
g2 Oq1  —y(2x)  —x(2) 3
rotg = oz dy (24 12)2 (22 +92)2 =0
2,2y _ 2 4,2y _
divg= 29 992 _ (@"+y) —2Qu) | (@7 +y7) —y(2y) _0

dgr  dy (@ +y?)? (2% +y?)?
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Zwei prominente Vektorfelder

(8) Wir schreiben den Weg v : [a, b] — R2 ~. {0} in Polarkoordinaten:
0= (Gertt)). 0 =rw (et oo me).

sin p(t) sin p(t) cos p(t)

Flr das Arbeits- und Flussintegral von f entlang ~ finden wir sodann:

[ran= [ Cama))- (55 (st + o (i) o

b
= / O (t)dt = ¢(b) — ¢(a) Winkelzuwachs entlang ~
t=a

[rxon= [ Ca) <[5 (st - (o
_ /t; _7:((;)) at = [ lnr(t)}::a - ln:(((lj; — 0 falls #(a) = r(b)

© Beide Rechnungen entsprechen der Anschauung unserer Skizzen!
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Zwei prominente Vektorfelder
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(4) Fir D C R? kompakt mit stiickw. glattem Rand 9D C R? ~ {0} gilt

/ f(s) xds = / g(s)+ds=0 da die Kurve 0D geschlossen ist,
oD oD

0 falls 0 ¢ D: 9D umlauft 0 nicht,
f(s)-ds= [ g(s)xds= X . .
oD oD 27 falls 0 € D: 9D umlauft 0 einmal.
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Motivation und Zielsetzung Uberblick

Fir f:R? D Q — R? gelten die Integralsatze E11 von Green und GaufB3:
[ rotndw) = [ s [ avpawy = [ fxas
D oD D oD

Diese wenden wir nun auf komplexe Funktionen f:C O Q2 — C an.
Erfreulicherweise gewinnen wir mit komplexen Integralen auch reelle:

o
/ sin(uz) . _ 7 sign(w) fur alle u € R,
oo
/ COQS(UJ?) de = e lu far alle v € R,
oo X241
iy 1 .
/ oy = i fir alle a € Ry;.
4—0 @ + cost a?—1

Solche Integrale sind mit reellen Methoden nur schwer zu berechnen.
Mit dem Residuensatz fir komplexe Funktionen gelingen sie leicht!

Diese Technik wird oft angewendet, auch im Verlauf dieser Vorlesung,
insbesondere fir Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).
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Vorgehensweise Uberblick

Wir betrachten die komplexe Zahlenebene R? =C = {z +iy | z,y € R }
und hierauf komplexe Funktionen f:C D Q — C, die wir entlang von
Wegen 7 : [a, b] — Q integrieren gemaB [ f(z)dz = fff(*y(t))’y’(t) dt.
Ebenso Ubertragen wir den Begriff der Differenzierbarkeit aus dem
Reellen ins Komplexe und erleben einige schéne Uberraschungen!

Zur Orientierung skizziere ich zu Beginn als Crashkurs die wichtigsten
Begriffe und typische Anwendungen zur Berechnung (reeller) Integrale.

Der H6hepunkt sind Cauchys Residuensatz und seine Anwendungen,
die fir (komplexe und reelle) Integrale neue Rechentechniken erdffnen.
Auf dem Weg durch die komplexe Ebene gewinnen wir reelle Integrale!

Jacques Hadamard (1865-1963) sagte treffend: ,Der kirzeste und beste
Weg zwischen zwei reellen Wahrheiten fuhrt oft durchs Imaginare.”
(Im Original so schén: ,La voie la plus courte et la meilleure entre deux
vérités du domaine réel passe souvent par le domaine imaginaire.”)

[ [ ] Meyberg—Vachenauer: Héhere Mathematik, Band 2. Zur Vertiefung
Janich: Funktionentheorie und Remmert: Funktionentheorie.
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Anwendung auf ideale ebene Strébmungen Erlauterung

Komplexe Funktionen gehdren zum mathematischen Grundwerkzeug.
In diesem Kapitel werden wir damit phantastische Integrale berechnen.
Auch dariber hinaus begegnen sie lhnen haufig und nttzen tberall.

Die vorsichtige Ingenieur:in fragt sich: Lohnt sich diese Investition? Jal!
Ich greife vor und nenne zwei wunderschéne klassische Anwendungen.

Wir kdnnen jede holomorphe Funktion f(z +iy) = u(z,y) —iv(z,y) als
ein Vektorfeld (u,v) : R? — R? mit div(u,v) = rot(u,v) = 0 betrachten.
¢ Satz Q1A: holomorphe Lésungen der Maxwell-Gleichung

Jedes ebene statische E-Feld E : R? D © — R? ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = F1 —iE5: C D Q — C und umgekehrt.

¢ Satz Q1B: holomorphe Lésungen der Navier-Stokes-Gleichung

Jede ebene stationédre Stromung v = (v, v2) : R? 2  — R? konstanter
Dichte, ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne &uBere Krafte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; — ive : C D Q — C und umgekehrt.
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© Holomorphe Funktionen beschreiben Strémungen: Wirbelfeld.
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Anwendung auf ideale ebene Strdomungen
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© Einfaches und intuitives Modell, exakte Lésung dank Holomorphie!
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Anwendung auf ideale ebene Strdomungen
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Komplexe Wegintegrale

Definition F1A: komplexes Wegintegral

Sei f:C D Q — C stetig und ~: [a, b] — €2 stickweise stetig
differenzierbar. Das komplexe Wegintegral von f entlang ~ ist

b
/ fe)dz = [ F®) v () d
y t=a

Einfache Merkregel zur Schreibweise: Flr z = ~(¢) gilt dz = +/(¢) dt.

Der Integrand ¢(t) = f(y(t))+'(t) ist eine stetige Funktion g¢: [a,b] — C.
Diese zerlegen wir gemaBi g = g1 + igo mit g1, g2 : [a, b] — R in Realteil
91 = Re(g) und Imaginérteil go = Im(g) und definieren das Integral

/;g(t) dt := /:a gi(t)dt +i/:a go(t) dt

© Jedes komplexe Integral fasst also zwei reelle Integrale zusammen.
Die komplexe Schreibweise ist sehr effizient, bequem und tbersichtlich.
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Komplexe Wegintegrale Erléuterung

Es lohnt, diese beiden reellen Integrale noch genauer anzuschauen. . .
Wir integrieren f(z,y) = u(x,y) + iv(x,y) langs v(t) = =(t) + iy(t), also:

FO®))~'(t) = (u+iv)(@' +1iy) = (ua’ — vy') +i(wy’ +va’)

Das komplexe Wegintegral fasst zwei reelle Wegintegrale zusammen,
das Arbeitsintegral und das Flussintegral des Vektorfeldes f = (u, —v):

Re/vf(z)dz:/abua:’—vy’dtzfy(u, —v) - (2, y))dt :/(u,—v)-d'y

7Y Arbeitsintegral!

ImAf(z)dz :/abuy’—i—vx’dt:[y(u, —v) X (m’,y/)dt:/(u,—v) x dy

7Y Flussintegral!

/\ Man beachte das Vorzeichen: Es ist unschén, aber unvermeidlich.
Es passt zum oben erklarten komplexen Skalarprodukt (w | z) = w z.

© Wir werden hierauf den Integralsatz von Green / GauB3 anwenden
und ernten den Integralsatz von Cauchy F3A fir holomorphe Funktionen.



Die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie nee

Aufgabe: (1) Integrieren Sie f:C~ {0} = C:z+ f(2) =" mitk € Z
entlang der Kreislinie v: [0,27] — C:t — ~(t) = r ¢! mit Radius » > 0.

Losung: (0) Vorbereitung: FUr jede ganze Zahl a € Z berechnen wir
2w . 21 2w X 0 far O,

/ et dr = / cos(at) dt + i/ sin(at) dt = . a7
t=0 b Ji=0 t=0 s 2 flra = 0.

© In der Fourier-Theorie entspricht dies der Orthonormalitat.
(1) Wir nutzen die Definition F1A des komplexen Wegintegrals:

21 27
HFdr ¥ 2)de = ) -y t)dt = re)s . (retty dt
§’§ 5éf<> F(r) - (#) /t(‘” (re)

t=0 =0

2 2 .
B /ﬂr’“ ot pielt df 2 irk+1/ " itk g o )0 . f?rk% b
t=0 =0 O 271 for k= —1.

© Nur 27! liefert einen Beitrag! Plausibel: Fir jedes k € Z ~. {—1} hat
f(2) = z* die Stammfunktion z**1/(k 4 1): Das Wegintegral hangt daher
nur von Start und Ziel ab, geschlossene Wegintegrale sind daher Null!
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Die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie

Satz F1B: die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie
Um den Punkt z5 € C und mit Radius r € R+ betrachten wir den Weg

v :[0,27] = C : t = y(t) = zg + et
(1) FUr jede ganze Zahl k € Z qilt die Residuumsformel:

yﬁ(z—zo)kdz _Jo far k # -1,

(2) Fur jedes Laurent-Polynom f(2) =Y 7_  ay(z — 20)* folgt:

n

y§ [Z ak('z—zo)k] dz = 2mia_y

k=—n

(3) Dasselbe gilt fur jede konvergente Laurent—-Reihe, also n — oo,
denn wir dirrfen Integral und Grenzwert vertauschen dank Satz D1A.
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Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen

B(zo,p) :={z€C ||z =20 <p}

f(z0+w) = f(20)

=1l
w—0 w
w

()

0 f'(20)

K(z0,0,p) :i={z€C|o <]z -2

Sei 2 C C offen. Eine komplexe Funktion f = u+iv:C 2 Q — C heif3t
holomorph, wenn sie komplex differenzierbar ist und f’: Q — C stetig.

& Cauchy—Riemann-Gleichungen 0,u = 9,v und d,v = —0yu.

< Die Stromung f = (u, —v):R? D Q — R? erfillt div f = rot f = 0.

< Auf jeder Kreisscheibe B(zy, p) C €2 gleicht f einer Potenzreihe.

< Auf jedem Kreisring K (2o, o, p) C Q gleicht f einer Laurent—Reihe:
f(z) = Z ar(z —2)F mit a = Lz)dz

- 3 _ k+1
Pl 211 JoB(z,r) (2= 20)

Der Koeffizient res,, (f) := a—; ist das Residuum von f im Punkt z.
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Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen Erlauterung

Alle analytischen Funktionen sind holomorph. Erinnerung: f analytisch
heil3t, dass sich f lokal als konvergente Potenzreihen darstellen Iasst.
Erstaunlicherweise gilt die Umkehrung, also holomorph < analytisch!
Insbesondere: einmal komplex diff’bar impliziert beliebig oft diff’bar!

Ist f:C 2 Q — C holomorph auf einer Kreisscheibe B(zg, p) C 2, so
l&sst sie sich dort als konvergente Potenzreihe darstellen (Satz F3E):

- koo 1 f(z)

kzz;)ak(z 20)" mit ag 271 Jomeam (2 z0)FFT dz.
Wir kénnen ebenso auch Singularitaten (insb. Polstellen) behandeln:
Ist f:Q — C holomorph auf einem Kreisring K (zo, 0, p) C €, so lasst
sie sich dort als konvergente Laurent—Reihe darstellen (Satz F3F):

o0
flz) = Zaszzo Zakz—zo JrZaszzo

k=—o00

Dies ist die Summe einer Potenzreihe in u = (z — 2() als Nebenteil und
inv = (z — 29)~! als Hauptteil. Letztere kodiert die Singularitat in z.
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Der Residuensatz

¢ Satz F4D: Residuensatz fir Kompakta, Cauchy 1825

Sei  C Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf Q2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei D C 2 kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 9D N S = (. Dann gilt:

(2)dz = 27Tizsef) res(f)

S

f
oD

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!
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Der ReS|d Uensatz Erlauterung

Anschaulich kénnen wir uns f:C 2 Q — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s €
entspricht einem Teilchen mit seiner Ladung res,(f): das Residuum!

Fir das Feld (z — z9) ~* haben wir oben das Wegintegral ausgerechnet:
Langs der Kreislinie v(t) = zo + r €'’ erhalten wir ¢(z — 29) = dz = 27i.
Fur alle k # —1 hingegen verschwindet das Integral: §(z — 29)* dz = 0.
Dasselbe gilt nun fir jede holomorphe Funktion / Laurent—Reihe um zj:
Das Wegintegral von f langs des Weges v um zq ist 27i res,, (f).

Mit diesem Integral messen wir demnach die Ladung im Punkt z.

Umlauft v mehrere Singularitaten, so addieren sich die Residuen:
Jede Singularitat s liefert ihren Beitrag 27i res,(f) zum Integral.

Der Raum dazwischen ist Vakuum und liefert keinen Beitrag.

Dies ist eine wunderbare Eigenschaft holomorpher Funktionen.
Reelle Anwendung: Die Halbebene ist nicht kompakt, aber fir schnell

genug abklingende Funktionen kénnen wir den Residuensatz hierauf
ausdehnen. Auch einfache Polstellen auf R kénnen wir zulassen:



Anwendung auf Fourier—Integrale
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ErESEEsERaE:

] @

¢ Satz F4k: Fourier—Integrale rationaler Funktionen

Sei f(z) = p(2)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R
seien hdchstens einfach. Fir deg(q) > deg(p) + 2 und u > 0 gilt dann:

+o0 .
f(z)e™* dz = 27 Z

Im(s)>0

sl va B ]

Im(s)=0

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0.

v
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Anwendung auf das Dirichlet-Integral

si(x) = sin(z)/x

3

i

TR TN

Wir betrachten erneut die Spaltfunktion si: R — R mit

si(x) = {sin(:ﬂ)/:p far x # 0,

1 fir z = 0.

lhre Integralfunktion Si(z) = [, si(t) d¢ ist nicht elementar. [B149)
Nun endlich kénnen wir si: R — R uber ganz R integrieren:

/ Ln(w) dx = lim/ 75111(93) dz = 7
—00 T r—oo J T

r
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Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkiil

Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

/OO sin(uz) dx = 7sign(u).

e T

Loésung: Der Integrand ist der Imaginérteil der holomorphen Funktion

e"*  cos(uz) . sin(uz)

flz)=— = +1 .
z z z
Fir v > 0 kdnnen wir daher den Residuensatz anwenden:
00 glux e . eluz ) 1 iu 0 'LL2 1 )
dr = mires =mires|z  + —2"— —2 +...| =l
oo T Pk z=0| 2z 2=0 1! 2!

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale

/ cos(ux) de—0 und / sin(uz) do — 7.
oo e

x

Fir v < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fir v = 0 ist alles klar.
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Organisation dieses Kapitels Erlauterung

© Dieses Integral konnten wir zuvor noch nicht ausrechnen [B149), jetzt
aber ganz leicht! Diese vielseitige Rechentechnik fihren wir in §F4 aus.

Dieses eindimensionale reelle Integral war zunachst auf3erhalb unserer

Reichweite. Erst durch die effiziente Behandlung als zweidimensionales
komplexes Integral 16st sich nun alles in Wohlgefallen auf!

© Der Residuensatz ist ein allgemeines und machtiges Werkzeug.
Die obigen Beispiele motivieren, welche Aspekte wir nun klaren mussen,
wenn wir den mathematischen Begriffen auf den Grund gehen wollen:
Der Residuensatz gilt nur fir holomorphe Funktionen f:C 2 Q — C.
Wie kdnnen wir diese Eigenschaft definieren und bequem erkennen?
Wie entwickelt man eine holomorphe Funktion auf B(zy, p) in eine
konvergente Potenzreihe? auf K(zg, o, p) in eine Laurent-Reihe?

Wie definieren wir das Residuum? Wie berechnen wir es effizient?
Wie kénnen wir schlieBlich den Residuensatz beweisen und nutzen?

© Dieses Kapitel entwickelt die nétigen Grundlagen (§F2—-§F3)
und einige wichtige Anwendungen des Residuenkalkils (§F4—§F5).



F205

Komplexe Differentiation Erlauterung

Definition F2A: komplexe Ableitung
Sei Q C C offen und f: Q2 — C eine komplexe Funktion. Wir betrachten
lim f(zn) B f(Z)

Zn—Z2 2 — 2
zn€QN{z} "

Wir nennen f im Punkt z € Q komplex differenzierbar, wenn dieser
Grenzwert existiert flr jede Folge z, — z mit 2, € Q und z,, # z.
Dieser Grenzwert heif3t dann die komplexe Ableitung, geschrieben

oy - JO =G _ o [t w) = 1)
e = e, =iy
(#z w70

Beispiel: Fir f(z) = 22 gilt f(z) = 2z, denn =22 = ( 4+ 2 — 2z.

C_
Allgemein: Fir alle n € Nund f(z) = 2" gilt f/(z) = nz""!, denn
CC —c Z ¢tk el fir ¢ - 2
—Z
=1
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Komplexe Differentiation Erlauterung

Satz F2B: komplexe Ableitungsregeln

Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit, aber nicht umgekehrt.
Die Ableitung ist linear und erflllt Produkt- und Kettenregel:

[af](z) =af'() faraeC,  [f-g]'(z) = f'(2)g(2) + f(2)g (2),
[f +9]'(2) = f'(2) + ¢ (=), [hog]'(2) = W(9(2)) - ¢'(2)-
Hierbei seien f, g im Punkt z € C komplex diff’bar und i im Punkt g(z).

Der Nachweis dieser Regeln verlauft wortlich wie im reellen Fall.
Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.2.

Aufgabe: Fir f(z) = 27" folgt f'(z) = —nz"""!in jedem Punkt z # 0.
Loésung: Aus =" - f(z) = 1 folgt dank Produktregel
n2""t. f(z) + 2" f'(z) = 0.

Diese Gleichung I6sen wir auf zu f/(z) = —nz"1f(z) = —nz""" L
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Holomorphe Funktionen Erlauterung

Definition F2C¢: Holomorphie

Sei  C C offen. Eine komplexe Funktion f:Q — C hei3t holomorph,
wenn sie auf ganz Q2 komplex differenzierbar ist und f': Q — C stetig.

Aufgabe: Ist jedes komplexe Polynom holomorph?
f(2) =ag+ a1z +az® + -+ a,2"
Losung: Ja, f ist auf ganz C holomorph mit der Ableitung
f'(2) = a1 + 2a2z + - - - + na,2".
Aufgabe: Ist jedes komplexe Laurent—Polynom holomorph?
f2)=a_pnz "+ +a1z  agFarz+ -+ a2
Lésung: Ja, f ist auf C* = C \ {0} holomorph mit der Ableitung
fl(2)=—na_pz""t— . —a_127 2+ a1 + - + naz".

© Gleiches gilt fiir konvergente (Laurent-)Potenzreihen, also n — .
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Holomorphe Funktionen Erlauterung

Korollar F2D: Eigenschaften holomorpher Funktionen
Holomorphe Funktionen f, ¢g: Q2 — C sind insbesondere stetig.

Linearkombination, Multiplikation und Komposition holomorpher
Funktionen ergeben wieder holomorphe Funktionen. Dabei gilt:

[af]" = af’, [f-9]' =g+ fd,
[f+9]' =f+d, [hog]' = (W og)-d.

© Soweit verhalt sich die komplexe Ableitung genau wie die reelle.
Insbesondere fir (Laurent-)Polynome gelten dieselben Rechenregeln.
Wir wollen dies gleich auch fir (Laurent-)Potenzreihen festhalten.

/\ Wir werden sodann als fundamentalen Unterschied zu R ausnutzen,
dass wir in C in zwei linear unabh&ngige Richtungen ableiten kénnen.
Dies impliziert die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen und wird
unsere Integralsatze in der Ebene (Green / Gaul3) zum Einsatz bringen.
Dadurch entfalten sich viel starkere GesetzmaBigkeiten als im Reellen.
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Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen Erlauterung

Sei f:C 2 Q — Cim Punkt z € C komplex differenzierbar:
f/(Z): llm f(Z+’LU)—f(Z)

w—0
weC~{0}

Dann ist f im Punkt z € C insbesondere partiell differenzierbar:

o fletr)—f(2) _OF . flztis) = f(z) _10f
}1—% r B %(2)7 ll—rf(l) is i 33/( 2)
reR~{0} seR~{0}

Beide stimmen mit f/(z) Gberein! Fir f = u + iv gilt also

, n 8i 8u . Ov N 1 8f 8v _Ou
Dies sind die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
ou  Ov v ou

ox 0y’ or 9y

© Dieses Kriterium ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend.
Damit kénnen wir leicht Gberprifen, ob f:C 2 ©Q — C holomorph ist!
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Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen Erlauterung

Satz F2e: Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
Sei 2 C C offen. Die komplexe Funktion f:Q — C zerlegen wir in
flz+1iy) = u(x,y) +iv(z,y) mit u,v:Q — R. Dann sind &quivalent:
1 Die Funktion f:Q — C ist holomorph, das heif3t
auf ganz Q komplex differenzierbar mit stetiger Ableitung f.

2 Die Funktionen u,v: Q — R sind stetig partiell differenzierbar
und erfullen die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen.

Nachrechnen: Die Implikation (1) = (2) haben wir ausgerechnet.

Die Umkehrung ,(2) <= (1)" erhalten wir aus der Taylor—Formel:

Firw =r+isgilt f(z +w) = f(2) + 0. f(2) r+ 0, f(2) s + o(Jw]|).

Dank 0, f =10, f folgt f(z +w) = f(z) + 3(9x —19y) f(2) w + o(|w]).
Fir w — 0 gilt somit (f(z +w) — f(2))/w — 3(9x —18y) f(2).

© Einfach und praktisch: Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

Ubersetzen verlustfrei komplexe in reelle Differenzierbarkeit und zurlick!
Wir nennen 0, = %(az - iay) die Wirtinger—Ableitung nach z, siehe F2F.
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Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen Erlauterung

Es gibt mehrere aquivalente Formulierungen der CR—Gleichungen
Opu = Oyv, Oy = —0yu.

Sie besagen, dass die Jacobi—Matrix eine ganz spezielle Form hat:

J— Ozu  Oyu _(a —b
Ozv Oyv b a )’
© Die Determinante ist a® + b* = |f/(z)|> > 0. Es handelt sich um eine
Drehung gefolgt von einer Streckung um den Faktor | f/(z)|. Dies erklart,

warum im Falle f’(z) # 0 die Abbildung f die Winkel erhélt und kleine
Quadrate in kleine Quadrate Uberflhrt, wie in obigen Graphiken gezeigt.

Das Vektorfeld f = (u, —v):Q — R? ist divergenz- und rotationsfrei:
div(u, —v) = +0,u — 9yv =0,
rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.

© Genau diese Eigenschaft nutzen wir im Residuensatz, siehe F3A.
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Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen Erlauterung

Aufgabe: (1) Ist die Funktion f:C — C: z — 22 holomorph?
(2) Ist f(z) = z holomorph? (3) und e**¥ = e® cosy +ie” sin y?
Lésung: (1) Wir finden u(z,y) = (2 — %) und v(z, y) = 2xy und somit
<8$u Gyu> <2£U —2y> div(u, —v) = +0,u — 9yv =0,
= also
dxv Oyv 2y 2z rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.

Die Funktion f(z) = 22 ist holomorph. ©) Das wussten wir schon!
(2) Wir finden u(x,y) = = und v(x,y) = —y und somit

<6xu 8yu> <1 0 > div(u, —v) = +9,u — dyv = 2,
= also

Ozv Oy 0 -1 rot(u, —v) = —0,v — dyu = 0.

Die Funktion f(z) = z ist nicht holomorph. © Erstes Gegenbeispiel!

(8) Auch et = 7 cos y + ie” sin y ist holomorph:

(&cu 8yu> B (excosy —e“’siny) also {div(u, —v) =0,

Ozv  Oyv e’siny e’ cosy rot(u, —v) = 0.

© Das folgt auch direkt aus der Exponentialreihe e* = Y 32, 2* /k!.
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Laurent—Reihen: Definition Erlauterung

Motivation: Wir wollen Funktionen auch um Pollf:.tellen entwickeln.
Zum Beispiel z~! oder 2" oder e!/* = 3" | 2~ entwickelt in zy = 0.
Definition F20: Laurent—Reihe

Eine Laurent-Reihe ist eine (zun&chst formale) Reihe der Form

“+o00

f(z) = Z ar(z — z0)F.

k=—oc0

Sie ist gegeben durch ihren Entwicklungspunkt z; € C und ihre
Koeffizienten a; € C flr k£ € Z. Ihr Hauptteil und Nebenteil sind

o0 (0.0
:Za_k(z—zo)_k, Zak z—zo
k=1

k=0

Der Nebenteil ist eine Potenzreihe in v = (z — 2p), der Hauptteil ist
demnach eine Potenzreihe in v = (z — z9)~!. Fur beide gelten die
Rechenregeln flr Potenzreihen, wie wir sie oben ausgefihrt haben.
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Laurent—Reihen: Singularitaten Erlauterung

Gilt a;, = 0 fUr alle & < 0, so haben wir eine Potenzreihe vorliegen;
fir die Koeffizienten gilt dann f(zo) = ao und %) (2) = k! ay.

Treten auch negative Potenzen (z — z)* mit k < 0 auf, so kénnen wir
in die Laurent—Reihe nicht den Entwicklungspunkt z, einsetzen!
Man nennt z, eine Singularitat und unterscheidet drei Typen:

1 Wir nennen 2z eine hebbare Singularitat, wenn a; = 0 fir £ < 0.

In diesem Fall verschwindet der Hauptteil, kurz fz = 0, und
der verbleibende Nebenteil f = fx ist eine Potenzreihe um z,.

Beispiel: f(z) =sin(2)/z = 322 (=1)*22%/(2k + 1)lin 29 = 0
2 Wir nennen z, eine Polstelle n-ter Ordnung (n > 1),
wenn a_,, # 0 aber a; = 0 fir alle Indizes k£ < —n gilt.
Beispiel: f(z) =z"e*=> 72, 2F/(k+n)linz =0
38 Wir nennen z, eine wesentliche Singularitat,
wenn ay # 0 fir unendlich viele Indizes k£ < 0 gilt.
Beispiel: f(z) =e'/? =322 2% /klin 20 = 0
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Laurent—Reihen: Konvergenzbereich Erléuterung

Der Nebenteil konvergiert fur |z — zo| < p mit
p:=1/limsup {/|ag| € [0.o0].
k—o00

Der Hauptteil konvergiert flr |z — zp| > o mit

o = limsup y/|a_x| < [0,00].

k—o0

Die Laurent—Reihe konvergiert somit auf dem offenen Kreisring
K(zo,0,p) :={z€Clo<|z—2|<p},
wo sowohl der Hauptteil konvergiert als auch der Nebenteil.

A\ Fur o > pist K(z, 0, p) leer und die Reihe konvergiert nirgends!
Das ist unglicklich, aber méglich. Im Folgenden bendtigen wir o < p.

© Auf inrem Konvergenzgebiet kdnnen wir mit Laurent—Reihen wie
Ublich rechnen: Addition, Multiplikation, Komposition, Ableitung, . ..
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Laurent—Reihen: Ableitung Erléuterung

Satz F2P: Ableitung von Laurent—Reihen
Sei Q@ = K(zp,0,p) mit0 < o < p < co. Jede Laurent—-Reihe

frQ—=C mit f(z)= > ap(z—2)" firallezeQ,

k=—00

ist auf 2 holomorph. lhre Ableitung ist gegeben durch

fQ—=C mit f'(2)= Z kay(z —z0)*! furalle z € Q.
k=—o0
Auch diese ist auf ©2 holomorph, somit ist f beliebig oft differenzierbar.
Eine Stammfunktion zu f existiert genau dann, wenn a_; = 0, ndmlich

(o)

F:QC mit Fz)= Y. kcffl(zfzo)kﬂ fir alle z € Q.

k=—o00

#-1
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Laurent—Koeffizienten und Residuen Erlauterung

Satz F2Q: Koeffizienten einer Laurent—Reihe
Sei f: K(z,0,p) — C gegeben durch die Laurent—Reihe

[e.9]

f(z) = Z ar(z — 2)".

k=—o00

Fir jeden Radius » mit o < r < p und jeden Index ¢ € Z gilt dann

1 f(?)
ag =5 - /BB(ZO’T) (2 — 29)tHL dz.

© Fir Potenzreihen (F2J) geniigt ableiten, denn a;, = () /k!.
Bei Laurent—Reihen extrahiert das Integral fir uns die Koeffizienten.

© Natirlich bestimmen die Koeffizienten (ay)cz die Funktion f.
Dank F2q bestimmt die Funktion f alle Koeffizienten (a)rcz.

© Umgekehrt kdnnen wir dies nutzen, um jede holomorphe Funktion
f:K(z0,0,p) = Cin eine Laurent—Reihe zu entwickeln (Satz F3E).
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Laurent—Koeffizienten und Residuen Erlauterung

Nachrechnen: Wir setzen ein und rechnen es aus (dank Satz F1B):

f(z) / [ = k@1]
——dz = ar(z — 2 dz
/83(zo,r) (Z - ZO)“—l 9B(z0,r) kzz_oo k( 0)
= Z aj [/ (z — o)k 1 dz] = 2miay
ke —oo 0B(zo,r)

Wir erahnen hier bereits die Magie der komplexen Funktionen.
Alles wird klar und einfach dank unserer grindlichen Vorbereitung:

© Reihe und Integral vertauschen dank absoluter Konvergenz (D1A).
Die Integrale faB(zo T)(z — z0)* haben wir oben ausgerechnet (F1B).
© Beim Wegintegral von f um z, bleibt nur der Term 2ria_; zuriick.
Deshalb heiB3t a_; das Residuum (das ‘Zurlickbleibende’) von f in zy.

© Division durch (z — z)* verschiebt alle Exponenten der Reihe,
so dass der gewlinschte Koeffizient a, nun zum Residuum wird.
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Laurent—Koeffizienten und Residuen (bung

Aufgabe: Seia € C und n, k € N sowie r € R+ . Berechnen Sie

1 (z+a)"
poEs

P dz.
211 JoB(0,r)

Lésung: Fir (z + a)™ nutzen wir den binomischen Lehrsatz. Es gilt
(z+a)" = Z (n) 2?a"™7, also % = Z <n> Ak tgn=d,
° J z ; J
7=0 7=0

Das Integral gelingt leicht dank Linearitat und obiger Formeln:

n

1 (z+a)" 1 N\ j—k—1_n—j
o o] dz = {Z <]> a dz

aB(0,r) 27 JaB(0,r) =

— Z (n) a” I . [1/ k=1 dz] = <n> a"k
=\ 271 JaB(o,r) k

© Wir integrieren hier ein Laurent—Polynom, die Konvergenz spielt
daher zun&chst noch keine Rolle. Es genugt die Linearitat des Integrals.
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Laurent—Koeffizienten und Residuen (bung

Aufgabe: Seia € Cund k € N sowie r € R-. Berechnen Sie

1 %
2mi dB(0,r) Zk'H

dz.

Lésung: Dank Exponentialreihe gilt

o0

o
eaZ: E ,72‘7.

J=0

Das Integral gelingt leicht dank obiger Formeln:

o0

Z “ — Ik 1] dz
jl
k
_ , J=k=1 4| — %
Z {27“ /63(0,r) : dz} k!

© Wir integrieren hier eine Laurent—Reihe. Sie konvergiert absolut in
jedem Punkt z € C ~ {0}. Daher vertauschen Reihe und Integral.

1 e?? 1 [
— —)adz = —
27 Jap(o,r) 27 27 Jap(o,r)
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Das Residuum einer isolierten Singularitat

Definition F4A: Residuum

Sei f holomorph auf B(zo, p) ~ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Hierauf ist f eine Laurent-Reihe f(2) = S50 ax(z — 20)*.
Das Residuum von f im Punkt z ist somit gegeben durch

1 .
res(f) = a_1 = 5 f(z)dz faro<r <p.
Z0 T1 J&B(zo,r)

Beispiel: Berechnen Sie das Residuum im Punkt zo = 0 von...

f(z) =azt, reso(f) = a
f(2) =azF mitk# -1, reso(f) =0
f(z) =exp(a/z) =1+ az" —1—‘5—?272—1—%—3 B, reso(f) =a
f(2) = 2%exp(a/z) = 2> + az + 2,2 + 3,,2 L, reso(f) =a/6
f(2) =exp(2)/2* =273 +z +%z P L% reso(f) =1/2
f(z) =cos(z)/z2 =272 — z + ,z - z4+..., reso(f) =0
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Satz F4B: Residuum einer einfachen Polstelle

(1) Sei f holomorph auf B(zg, p) ~ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim. ., [(z — 20) f(z)] in C.
Dann hat f in zo héchstens einen einfachen Pol, und es gilt

res(f) = Jim (= — 20) /().

(2) Sei speziell f = p/q Quotient zweier holomorpher Funktionen mit
einfachem Pol in zp, d.h. p(z0) # 0, ¢(20) = 0, ¢'(20) # 0. Dann gilt:

O @ p(z) @ p(Zo)
res(f) = Jim (2 —20)f()] = lim or G = g6
zZ—20

Beispiel: Sei f(z) = exp(az)/z = 27! + a2" + ‘;z + ?)j 22 4.
FUr p(z) = exp(az) und ¢(z) = z folgt reso(f) = p(0)/¢'(0) =

© Dies vereinfacht die Berechnung von Residuen einfacher Pole.
Die letzte Formel entspricht der beliebten Regel von LHospital.
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Das Residuum einer mehrfachen Polstelle

Satz F4c: Residuum einer mehrfachen Polstelle

Sei f holomorph auf B(zg, p) ~ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim ., [(z — 20)" f(z)] in C.
Dann hat f in zy héchstens einen Pol n-ter Ordnung, und es qilt

res(f) = lim ;( d )nil {(z - zo)”f(z)}.

20 Z—r20 (n— 1)' &

Far einfache Polstellen (n = 1) erhalten wir obige Formel:

res(f) = lim [(= — 0)(2)]

20
Far zweifache Polstellen (n = 2) wird einmal abgeleitet:

res(f) = lim - [(z — 20)° /()]

20 z—zo dz

Beispiel: Fir f(z) = exp(z)/2" und zg = 0 gilt reso(f) = 1/(n — 1)L
Alternativ als Reihe: f(z) =2+ -+ 271 /(n — )1+ 20/nl + .. ..
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Das Residuum einer mehrfachen Polstelle Erlauterung

Das Residuum von f in 2 ist definiert als Laurent—Koeffizient a_1 bzw. als Wegintegral um z.
In einer wesentlichen Singularitiit wie f(z) = exp(1/z) in zo = 0 ist dies der einzige Zugang.
In einer Polstelle konnen wir das Residuum auf verschiedene, meist leichtere Weisen berechnen.

Nachrechnen: Wir entwickeln f um 2 in eine Laurent—Reihe (F3F):

o0

f(z) = Z ak(z—zo)k

k=—o0
Wenn lim.._,., [(z — 20)" f(z)] existiert, dann gilt aj, = 0 fir k < —n.
Multiplikation mit (z — zo)™ liefert zun&chst die Potenzreihe
(z—20)"f(2) =a_n(z — 20)° + -+ +a_1(z — 2)" ' +aplz — 20)" +....
Nach (n — 1)-maligem Ableiten bleibt nur noch die Potenzreihe

((fz)nil [(Z B zo)”f(z)} =(n—1la1(z—2)" +nlag(z —20)" +....

Fur z — 2o erhalten wir schlieBlich (n — 1)!a_;, wie gewunscht.

© In Worten: Multiplikation mit (z — zo)™ Idscht zunachst den Pol,
anschlieBend verschiebt die (n — 1)-fache Ableitung a_; in Grad 0.
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Der ReS|duensatZ fur Kompakta Erlauterung

Satz F4D: Residuensatz fir Kompakta, Cauchy 1825

Sei 2 C Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf €2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei D C Q2 kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 9D N S = (). Dann gilt:

flz)dz = QWiZ . res(f)

9D seD s

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!
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© Damit erreichen wir den Héhepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen! Wir wissen nun, was holomorphe Funktionen
sind und wie man sie dank Cauchy—Riemann—Gleichungen erkennt.

Wir wissen zudem, wie man mit isolierten Singularitaten umgeht und
ihr Residuum ausrechnet. Die nétigen Wegintegrale und Integralsatze
in der Ebene haben wir im letzten Kapitel E kennen und nutzen gelernt.

Damit halten wir alle Zutaten fiir den Residuensatz in Handen!

Jede holomorphe Funktion f:C D © — C erfullt die CR—Gleichungen.
Fur f = u + iv ist dies gleichbedeutend zu rot(u, —v) = div(u, —v) = 0.
Dank Integralsatz gilt [, f(z) dz = 0 fiir jedes Kompaktum D C .

Was passiert nun, wenn f isolierte Singularitaten s € D hat?
Jede Singularitat s liefert ihren Beitrag 27i res,(f) zum Integral!
Der Raum dazwischen ist ,Vakuum® und liefert keinen Beitrag.

Anschaulich kénnen wir uns f:C 2 Q — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s €
entspricht einem Teilchen mit einer gewissen Ladung a_; = res,(f).
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Der ReS|duensatZ fur Kompak'[a Erlauterung

Nachrechnen: Seien s4, ..., s, die Singularitaten im Inneren von D.
Es gibt nur endlich viele, da jede isoliert liegt und D kompakt ist.

Wir wahlen r > 0 so klein, dass die abgeschlossenen Kreisscheiben

B(s1,r),...,B(sn,r) ganz im Inneren von D liegen und disjunkt sind.

/ f(z)dz = 27 resg, (f).
OB(sk,r)

Die Restmenge E = D \ [B(s1,r) U---U B(sy,)] ist kompakt
mit stiickweise glattem Rand 0F = 0D U 9B(s1,r) U --- U JB(sp,T).
Positive Orientierung beziiglich E bedeutet: Die Kreislinien 0B(s, )
werden im Uhrzeigersinn durchlaufen, damit E links davon liegt.

Da f auf E holomorph ist, gilt nach dem Integralsatz von Cauchy
0= f(z)dz = f )dz — /
oOF ( ) Z OB(sk,r)

Die Vorzeichen entsprechen der positiven Orientierung des Randes.
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Der ReS|duensatZ fur Kompakta Erlauterung

Cauchys Residuensatz ist der Hohepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen. Er beruht auf Cauchys Integralsatz F3A und
Cauchys Integralformel F3B und enthalt diese als Spezialfélle:

Korollar F4E: Spezialfélle des Residuensatzes
Sei Q2 C C offen und f: Q2 — C eine holomorphe Funktion.
(1) Fur jedes Kompaktum D C  mit stiickweise glattem Rand gilt

/ f(z)dz =0.
oD
(2) Fur jeden Punkt zp € Q@ ~\ 9D und k € N gilt

L[ @ o [af®) firzpeD,
Lo ‘ {

o gz = =
27i z — z9)kt! 0 fir zo ¢ D.

Im ersten Integral hat der Integrand f(z) keine Singularitat, im zweiten
hat f(2)/(z — z)**! eine Polstelle in zy mit Residuum f*) () /k!.
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Anwendungsbeispiel: Kreisscheibe Ubung

Yy

Aufgabe: (1) Berechnen Sie fur ¢ > 1 das komplexe Wegintegral

/ dz B i
oB01) 22 +2az+1 a2 -1

Dabei ist 0B(zy, r) die Kreislinie um zy mit Radius r. Wir parametrisieren
sie mathematisch positiv durch ~: [0, 27] — C:t +— y(t) = 2o + re'’.
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Anwendungsbeispiel: Kreisscheibe Ubung

Lésung: Unser Integrand f(z) hat zwei Polstellen z1, z9, beide einfach:

zw=—a—Vat-1 <-1< z=-a+Va2-1 <0

o ]. o 1 |L;/ Tl T2
f(Z)_Z2+QCLZ+]._(Z*Zl)(Z*ZQ) N zle+2722
ri=res(f) = lim [(z z )f(z)} - !
LT B 2z ! 2 —2 2va? —1
~ Res 1. , » 1 —1
rp=res(f) B Jim (- 2)f(2)] = = o
Der Residuensatz beschert uns somit ein erstes schones Integral:
dz Res i
- = 27i = —.
/aB(o,l) 242z 1 rgs(f) a2 —1

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!
© Zur Berechnung von Residuen haben wir effiziente Formeln.
© Der Residuenkalkil niitzt uns auch bei der Partialbruchzerlegung!
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Anwendungsbeispiel: Kreisscheibe Ubung

Aufgabe: (2) Berechnen Sie fiir a > 1 ebenso das reelle Integral

& 1 T
——dt = —.
4—0 @ + cost a? —1

Lésung: Wir nutzen die Euler—Formel z = e = cost + isint, also
1

elt e it L4 71 i e
cost = = , sint = - = -
2 2 2i 2i

Einsetzen in den Integranden ergibt

1 Lz 4\t 22422+ 1\ 1 2z
—_— = a = —_— = V-
a + cost 2 2z 224+ 2az+1

eit

Wir integrieren langs der Kreislinie v: [0,27] — C:t — ~(t) =

Flr z = y(t) = e gilt dz = /(¢) dt = ie' dt, also dt = dz/(iz), somit:

/27r a /277 2:dt 2 / dz y 2
mo a+cost  Ji_g224+2az+1 i Jypoa) 2 +2az+1 a2 —1

© Das gesuchte Integral tiber die halbe Periode ist genau die Halfte.
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Rationale Integranden in cost und sin ¢ Ubung

© Dieser Trick funktioniert fir alle Integrale LZTO R(cost,sint)dt:
Wir substituieren z = et = cost +isint und dz = iel’ dt = izdt.
Satz F4H: rationale Integranden in cos ¢ und sin ¢

Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(x,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € C|x, y]
und Q(cost,sint) # 0 fir ¢ € R. Dann ergibt die Weierstra3—Substitution

-1

f2) = ,IR( el . > e C(2)

1z 2

eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 9B(0, 1), und es gilt

2
R t,'tdt”i"/ dz £ 2ni .
/t (cost,sint) s f(z)dz = mzseB(o,l) rgs(f)

=0

Diese Formel erhilt man wie in der vorigen Aufgabe. Kennt man die Polstellen von f in B(0, 1),
so kann man hieraus die Summe der Residuen ableiten. Damit lassen sich alle Integranden der
Form R(cost,sint) iiber [0, 2] integrieren: Das Problem reduziert sich auf die Nullstellensuche
des Nennerpolynoms von f (F3D). Alternativ konnen wir hier reell rechnen und mit Weierstraf3’
trigonometrischer Generalsubstitution sogar eine Stammfunktion bestimmen, siehe Satz B10.



Anwendungsbeispiel: Halbebene g

Die Halbkreisscheibe 4)7" ‘ Y ‘ j)r z+iy e C
ist kompakt mit Rand V N P4y <t y>0)
0D, = [-r,r|UT},. T

Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

o0
/ cos(uz) dz = me I,
o T2 +1

Anleitung: (1) Integrieren Sie f(z) = e#/(2% + 1) Uber [—r,7] und T,..
(2) Fir v > 0 und » — oo verschwindet das Integral Gber I',.. Warum?
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Anwendungsbeispiel: Halbebene Ubung

© Fir u = 0 kénnen wir den HDI nutzen dank arctan(z)’ = 1/(z? + 1).
Flr » > 0 hingegen gelingt uns die Berechnung erst komplex mit dem
Residuensatz F4D. Flr v < 0 erhalten wir genau dasselbe Integral.
Lésung: (1) Wir untersuchen die holomorphe Funktion
eiuz eiuz
&= A= ey

Ihre Singularitdten +i sind einfache Polstellen. Demnach gilt

e U et

res(f) £ Jim [(z — 1)f(z)} =5 res(f) = 5

+i B gy ti —i

Wir betrachten die obere Halbkreisscheibe D, vom Radius » > 1.
Der Rand von D, besteht aus [—r, ] und dem oberen Halbkreis T,
In D, liegt nur die Singularitat +i. Dank Residuensatz erhalten wir:

T glut eiuz eiuz e
/—r332+1dx+/1“r22+1d22/8m 22+1dz = 2771r(ies(f):7re .

© Der Residuensatz vereinfacht unsere Rechnung entscheidend!
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Anwendungsbeispiel: Halbebene Ubung

(2) Fur das Integral langs I',. suchen wir eine geeignete Majorante:

eiuz
[ el
r, 2 +1 .

Im Zahler gilt [e'“?| = |e“®| - |e=¥| < 1 dank u,y > 0. Im Nenner gilt
22| = |22+ 1 -1 < |22+ 1]+ |1],als0 |22 + 1| > || -1 =712 — 1.
Aligemein gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung |z — w| > ||z| — |w]|.
Als Grenzwert fir « > 0 und » — oo erhalten wir somit das Integral

o] eiua:
> dz =me ™
oo T4+ 1

el g—uy

2241

! 1
4 < [ el = T 0
F7»T_1

r2 —1 rooo

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale
/OO cos(uz) de =mwe ™ und /OO sin(uz) dx = 0.
oo 241 oo X2 H1

Beide sind absolut konvergent. Das zweite verschwindet da ungerade.
© Fir u < 0 erhalten wir dank Symmetrie dasselbe Integral: e~ 4.




Anwendungsbeispiel: Halbebene barg

Ubung

© Die obige Abschatzung ist oft niitzlich und verdient einen Namen:
Lemma F4i: Jordan—-Lemma

Fir den Halbkreis T', := { re’ | t € [0, 7] } und M, := max,cr,|f(2)] gilt

fz)dz
r,

<mrM, und

f(z) e dz
Iy

< EMT firu > 0.
u

Dies geht gegen 0 fir » — oo, falls rM, — 0 bzw. M, — 0 gilt.

Nachrechnen: Die erste Ungleichung ist klar. Die zweite folgt so:
‘/ f(Z) eiuz dz| < / ’f(z) eiuz} |dz| < / {f(reit) eur(icost—sint)‘ |’l“ieit| dt
T, T,
™ w/2

™
t=0
™
= ’I”/ {f(?” elt)} efursmt dt < TMT efursmtdt — QTMT efursmt dt
t=0

t=0 t=0
/2

/2
< 2rM, eTUrT dt = EMT [— e_“r%} i
u t

=M (1-e ) < TN,
t=0 =0 u u

Wir nutzen die Abschéatzung sint > 2t/x; machen Sie dazu eine Skizze!



Fourier—Integrale rationaler Funktionen Erlauterung
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© Diese Berechnung funktioniert fiir alle Integrale von dieser Form!

Einfache Merkregel: Polstellen auf der reellen Achse z&hlen nur halb.

Satz F4K: Fourier—Integrale rationaler Funktionen

Sei f(z) = p(2)/q(z) eine rationale Funktion; hat f Polstellen in R,
so soll jede héchstens einfach sein. Fur deg(q) > deg(p) + 2 gilt:

“+oo

f(z)dz = 2mi Z rgs(f)—i—wi Z rg:s(f)

Im(s)>0 Im(s):(]

Fur deg(q) > deg(p) + 1 und alle u > 0 bzw. u < 0 gilt:

+00
f(z) ™ dz = +27i Z res [f(z) eiuﬂ o Z res [f(z) eiuz]

- Im(s)>0 Im(s)=0 -
+Oof(x) e® dz = —2mi Z res [f(z) eiuz} — i Z res [f(z) eiuz]

Im(s)<0 Im(s)=0
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Fourier—Integrale rationaler Funktionen Erlauterung

© Diese Integrationstechnik ist sehr niitzlich und wird oft angewendet,
insbesondere fir Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).
Wie ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung zu verstehen?

Liegen Polstellen s; < --- < s,, auf der reellen Achse, so betrachten wir
1

[omml [ [ rwe [ [

Der Integrand f ist nicht absolut integrierbar, denn in der N&he einer
n-fachen reellen Polstelle s € R gilt f(z) ~ a/(x — s)™, und wir wissen

/«s+71, 1
s—1 (.’E - 8)n

Glucklicherweise heben sich fir n = 1 Positivteil und Negativteil auf:

dr =00 flrallen > 1 (B208).

s+; 1
/ T dz =0 als Cauchy—Hauptwert.

Daher konvergiert das oben angegebene Integral fur r — oc.
Die Z&hlung der Residuen folgt nun aus dem vorigen Lemma F4J.
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Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkiil Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

/oo sin(uz) dz = sign(u).

X

—00

(1) In welchem Sinne konvergiert dieses Integral? absolut? uneigentlich?
(2) Warum ist das Integral fur alle © > 0 gleich? Substitution s = uz!

Loésung: Fir v > 0 kénnen wir den Residuensatz anwenden:

0 eium R eiuz ) . iu 0 u2 1 )
dx = mires =mires|z 4+ —2z2 — —z +...| =mi.
x FaK 2=0| z 2=0 1! 2!

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale
/ M dx =0 und / sin(uz) dx = 7.

T T

Fir u < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fur u = 0 ist alles klar.
© Der Residuensatz ist ein allgemeines und machtiges Werkzeug.
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Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkiil Ubung

/\ Die Spaltfunktion si(x) = sin(z)/x ist zwar stetig und somit tber
jedem endlichen Intervall [a, ] C R integrierbar [B149], aber sie ist nicht
elementar integrierbar, d.h. ihre Stammfunktion Si(z) ist nicht elementar.

/\ Die Integranden sind nicht absolut integrierbar [B421], das heift:

/ ‘cosx’d /

© Das Integral [*_sin(z)/z dz existiert nurunelgentllch, das heif3t

0 ging b sing T

lim dr = lim dz = —.
a—=—00 J,_, T b—oo Jpeg T 2
Das Integral [*°_cos(z)/x dx existiert sogar nur als Cauchy—Hauptwert:

—1/r

sinx

’d T =00

s
cos T . cos T
d

lim r=-—00, lim

r—oo [_,. xX r—00 1/r X

—1/r r
lim [/ cosT dx +/ cos T dx] = 0.
r—r00 —r €T 1/7‘ €T

Letzteres ist klar, da der Integrand cos(x)/x eine ungerade Funktion ist.

dz = 400,




Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkl g

Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie fir a,b > 0 das reelle Integral

[ e
dz.

o (@2 +a?) (22 +1?)
Losung: Der Integrand f(z) = 1/(22 + a?)(2* + b*) hat Pole in +ai, +bi.
© Das reelle Integrale wird bestimmt durch die komplexen Polstellen!
Erster Fall: a # b, also einfache Pole. Die Residuen sind dann

Res . . . 1 1
res(f) 5 lim [ —afG)] = lim, o = s

. 1
rgs(f) E:R lim [(z — bl)f(z)} = lim 1

2msbi cobi (22 +a2)(z+bi) (a2 — b%)2bi
Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:
+o0
Res .
/_OO f(x)dz = 2mi Zlm(s)>0 r(;gs(f)
27i 27i m(a —b) T

2ai(b? — a?) + 2bi(a? —b2)  ab(a? —b2)  abla +D)
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Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkiil Ubung

Im Falle « = b erwarten wir dasselbe, rechnen’s aber ausfihrlich nach:
Zweiter Fall: a = b, also zweifache Pole in +ai. Das Residuum ist dann

res(f) < lim a4 (z—ai)’f(z)| = lim : [(1]

ai Fic z—ai dz z—ai & z—i—ai)2
r -2 -2 1
= lim = = —.
z—=ai (2 + ai)3 (2ai)3 4a3i
Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:
oo Res . . 1 T
. f(x)dz = 2mi Z r(ses(f) = 27r1m = 55
Im(s)>0

© Stetigkeit! Der zweite Fall a = b folgt aus dem ersten Fall a # b:
Dank Satz D3D dirfen wir den Grenzwert lim;_,, unters Integral ziehen.

Zusammenfassend erhalten wir fir alle a, b > 0 die Gleichung

/’+OO 1 d B T
o @)@+ T abla+b)
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Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkiil Ubung

Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Residuen der rationalen Funktion

1
o=
Lésung: Der Nenner hat in +1 + i vier einfache Nullstellen:
1

R e [ RS [ RS )}

Erinnerung [F230]: 2% + 4 = 0 heiBt 2* = 4™ 2% fir k = 0,1,2,3,.. .,
Wurzel z = /2 e(™M+27k)/4 also 2 € {41 + i}. Machen Sie eine Skizze!
FUr f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt ress(p/q) = p(s)/q'(s):

Res 1 1 1 + 1 . l - 1
= 1 _— e = — €S = — .
des, ) 3 Hlfﬁi[z;z?)} 8(—1+1i) 6 Y 16
Res 1 1 1—i . I +i
— 1' _— = = €S = .
(_risri)(f) Fas z—>1£111+i|:423:| 8(+1+1) * 16 ’ (11“ij<'/> - 16

Diese Vorbereitung nutzen wir fiir die folgende Integration.



Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkiil
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Ubung

Aufgabe: (2) Berechnen Sie fiir u € R das reelle Integral

*° cos(ux)
dz.
/oo rd

Lésung: Auf den Fall © > 0 wenden wir den Residuensatz an:

00 eiux e eiuz
/_OO m4+4dx = 2mi Z r§s<z4+4)

Im(s)>0

a . 141 . . 1—1 . .
O oi |:_ 1—2 1 ) elu(1+1) + Wl . elu(—1+1):|

s

8

(1= i) em i (1) e ]

= % Re [(1 —1i) e*“““} = %e*“ (cosu + sinu)

Flr v < 0 ist das Integral dasselbe. Zusammengefasst erhalten wir:

o0
|2 ae = Ze (cosful + sinlul)
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Integrale Gber die reelle Halbachse Erlauterung

Satz F4L: Integrale Uber die reelle Halbachse

Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, g € C[z] und degq > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R, gekdrzt also ¢(z) # 0 fur alle z € R>o.
Dann gelten folgende Formeln flr Integrale Gber die reelle Halbachse:

i@ ==Y (o)
;0 f(@)n(z)dz = —3 > e[S ()] - i / OOO f(z) da
/;Oof(:v)wada: :%Z res[f(z)zo‘} firo<a<1

s#£0 z=s

Hierbei nutzen wir fiir jede komplexe Zahl z = re'? mit 0 < r < oo

und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In z := Inr + iep.

Auf C \ R>( entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2wm.
Fir a € R setzen wir z* := e®"# Auf R+ sind das die (iblichen reellen
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu R+.




Integrale Uber die reelle Halbachse
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Erlauterung

Wir werden diesen Satz anschlieBend als Ubungsaufgabe beweisen.
Zuvor betrachten wir einfache Anwendungsbeispiele zur Illustration.

Aufgabe: Berechnen Sie folgende Integrale. Ist der Satz anwendbar?

(1)/00111@, (2)/0°O<x+11>2dx, (3)/000 L s, (4)/000 L 4

2 +1 x3+1

Loésung: (1) Das erste Integral kénnen wir elementar berechnen:

/:OO x4+ 1 dz = [ln(x + 1)]00 lim In(z +1) —In(1) =

= =
=0 T—r00
/\ Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier nicht erf(illt,

denn der Integrand f(z) = 1/(z + 1) féllt nicht schnell genug ab.
/\ Das Residuum gibt hier sicher nicht die richtige Antwort!

res [111(2)] = lim In(z) = =i
=—1|z+1

z——1
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Integrale Gber die reelle Halbachse Erlauterung

(2) Auch das zweite Integral kdnnen wir noch elementar berechnen:

/OOldx:[_lro = 1-— lim ! =1
oo (T +1)2 x + 1lz=0 z—oo 1 + 1

© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfllt.

Das Residuum gibt hier tatsachlich die richtige Antwort:

1 d 1
res n(2) = lim —In(z) = lim - = -1
z=—1 (Z + 1)2 z——1dz z——12z
(3) Auch das dritte Integral kbnnen wir noch elementar berechnen:
] 1 0o
/ 5 dz = [arctan(z)} = lim arctan(z) —0 = T
=0T +1 =0 T—r00 2

© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfiillt. Die Residuen

der beiden Polstellen z; = +i und 2z, = —i geben die richtige Antwort:
5 ] = 1l dln& = lim In(2) = ln(zk), also
z¢+1 z—zg, &(22 +1) 2=z 22 22,

In(z) mi-1/2 1 In(z) mi-3/2 3
res = —— =7, res = =—7-
z=+i| 22+ 1 2i 4 =i 22+ 1

—2i 4
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Integrale Gber die reelle Halbachse Erlauterung

(4) Das vierte Integral kdnnen wir nicht mehr elementar berechnen.
Wir nutzen deshalb Satz F4L. Alle Voraussetzungen sind hier erfillt:

Esist 23 +1 = (2 + 21)(z — 22)(z — 23) mit den drei Nullstellen

21 = -1 = e”i, 29 = eﬂi'l/B = 41 +21\/§7 Z3 = eﬂi'5/3 = 41 21\/37

, In(z3) = =i

W —
w| ot

In(z1) = =i, In(z) = =i

Die Residuen der Funktion F(z) = f(z)In(z) sind demnach

res In(z) = lim % = lim In(2) = ln(z;)j also
2=z | 23 +1 22—z, %(23 + 1) 25z, 322 3Zk
. 3 (V34 ]
r;;ls(F) = 77%, rzezs(F) = 7r\f18 1, rzegs(F) =-7 (\{;— i
© Dank Satz F4L erhalten wir den Wert des gesuchten Integrals:
/°° dz 213
=0 1+ 1'3 B 9




Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen
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Fazit

Sei Q2 C C offen. Der Weg ~: [a, b] — (2 sei stickweise stetig diff’bar.
Das komplexe Wegintegral einer stetigen Funktion f:C O Q — C ist

b
/f(z) dz := t f(y(@)~/(t)dt. Merkregel: z = y(t), dz =+/(t) dt
v =a

Eine komplexe Funktion f = u + iv: C 2 © — C heil3t holomorph,
wenn sie auf ganz Q) komplex differenzierbar ist und f': Q — C stetig.

& Cauchy-Riemann—-Gleichungen 0,u = dyv und d,v = —0,u.
& Die Stromung f = (u, —v):R? D Q — R? erfillt div f = rot f = 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zp, p) C €2 gleicht f einer Potenzreihe:

f(z) = i ar(z — z)F  mit 1 f(¢)
k=0

ag ;= — —
2mi OB(zo,r) (C - ZO)k—H

d¢

< Auf jedem Kreisring K (29, o, p) C Q gleicht f einer Laurent—Reihe:

) . 1
fz)= > ar(z—2z)" mit 0 fom )(C_figkﬂdc

k=—00

Der Koeffizient res,, (f) := a—; heiBt das Residuum von f in z.
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Der Residuensatz fir Kompakta Fazit

Wir nutzen den Satz von Green / GauB3 in der komplexen Ebene C = R2.
Far holomorphe Funktionen erhalten wir so den Residuensatz F4D:

Sei Q C Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf 2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei D C 2 kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 9D N S = ). Dann gilt

f(z)dz = 27riz . res(f).

seD s

oD

Das Residuum von f: K(s,0, p) — C im Punkt s ist definiert durch
1
res(f) == — f(z)dz fur0<r <p.
es(f) = 5~ o) (2) p
Ist s eine hochstens n-fache Polstelle von f, so gilt
. 1 d\n—-1 "

res(f) = lim m(@) (= 9"f)]-
Fir f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt res;(p/q) = p(s)/d'(s).
© Damit lassen sich Residuen in Polstellen meist leicht berechnen.
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Residuenkalkdl fur reelle Integrale Fazit

(1) Sei R(z,y) = P(x,y)/Q(z,y) eine rationale Funktion mit Nenner
Q(cost,sint) # 0 fur alle ¢t € R. Dann ergibt die WeierstraB—Substitution

1 24271 z—271
Fo)= Lr(F )

1z

eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 9B(0, 1), und es gilt

2m
/t R(cost,sint)dt = / f(z)dz = 2m7i 2863(0’1) rgs(f).

=0 8B(0,1)

(2) Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R
seien héchstens einfach. Flr deg(q) > deg(p) + 2 und v > 0 gilt dann:

zZ=s

Im(s)>0 Im(s)=0

+oo
/Oo f(x) ™ dz = 27i Z res [f(z) eim} o Z res [f(z) eiuz]

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0.



F504

Residuenkalkdl fur reelle Integrale Fazit

(3) Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p,q € C[z] und deg ¢ > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R, gekirzt also ¢(x) # 0 fur alle z € R>o.
Dann gelten folgende Formeln fir Integrale tber die reelle Halbachse:

i =%l

=0
- f(@)In(x)dz = —é 257&0 res [f(z) ln(z)Q} —7i /;OO f(x)dz

=0
/ f(z)x*dx :%Z res[f(z)za} firo<a<1
=0 -

s#0 z=s

Hierbei nutzen wir fiir jede komplexe Zahl z = re'¥ mit 0 < r < oo
und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In z := Inr + iep.
Auf C \ R>( entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2wm.

Fir a € R setzen wir 2® := e®"#_ Auf R+ sind das die tiblichen reellen
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu R+.
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Verstandnisfragen: komplexe Potenzen Ubung

Aufgabe: Die folgende Rechnung beweist 0 = 1. Wo stecken Fehler?
Fir alle k € Z gilt: ik =1 1
2

(1)
(2)
(3)
e—4w2k2+27rik -1 (4)
(5)
(6)
(7)

eQTrlk—f—l

Multiplikation von (1) mit e =e

Einsetzen von (2) in (1) (e2mikt1y2mik -
Potenzgesetz (e”)* = e"*
e—47r2k2 L e2mik _ q 5
6

7

Potenzgesetz e ™* = % . ¢*

Anwendung von (1) o dmK =1

el

Grenzwert fir k — oo 0 =1
N\ Das ist eine lehrreiche Ubung, bitte versuchen Sie zuerst selbst, den Fehler einzugrenzen!
Die Gleichungen (1) und (2) sind tatsdchlich giiltig, auch (3) 1* = 1 scheint noch in Ordnung,
obschon die Bedeutung von o~ fiir a, z € C unklar ist. Die letzte Gleichung (7) ist offensichtlich
falsch, ebenso (6), (5), (4). Die Implikationen (4) = (5) = (6) = (7) sind alle einwandftrei,

sie starten leider bei einer falschen Aussage (4). Der einzige Fehler liegt also bei (3) = (4).

In C sind Logarithmen und Potenzen nicht eindeutig, daher ist extreme Vorsicht geboten!
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Aufgabe: (1) Es gilt 17 = 1 fUr alle z € R, also wohl auch fur alle z € C.
Aus e?™ =1 folgt 1 = 1! = (e*™)! = ™1 = ¢72™ ~ 0.002 < 1. Fehler?
(2) Fir a € C und n € N definieren wir a° := 1 und rekursiv a"*! := " - a.
Fir a € C* setzen wir a™" = 1/a™. Welche Potenzgesetze gelten hier?
(3) Fiir a € Ry und z € R sei a* := '@ Welche Regeln gelten?

(4) Fir @ € Ry und z € C sei a® := e*", Welche Regeln gelten?

(5) Ist a* := e*!™@ gine brauchbare Definition fiir alle a, z € C?

A\ Die Potenzgesetze lassen sich nicht naiv von R auf C fortsetzen! Vielleicht empfinden Sie die

Redlichkeit und Sorgfalt als tibertrieben, die ich fiir komplexe Logarithmen und Wurzeln
aufwende. Die drastischen Beispiele sollen Sie gegen gefihrliche Sorglosigkeit impfen.

(2) Fiira € (C*,-,1) und z € Z gelten alle iiblichen Potenzgesetze:

1P =1, (ab)® =a"d, =1, o =a" d?, a' =a, (a“)*=da"".

Allgemeiner als (R*, -, 1) und (C*, -, 1) gilt dies fiir jede kommutative Gruppe (G, -, 1).

(3) Auch fiir a € (R0, -, 1) und z € R gelten alle sechs Potenzgesetze. (So sind Sie’s gewohnt.)
(4) Fir a € R und z € C gelten diese Regeln bis auf die letzte! Als Gegenbeispiel siche (1).
(5) Nein, denn fiir « € C sind In @ und somit e '™ nicht eindeutig! Als Gegenbeispiel siehe (1).
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Satz F5A: Existenz von Logarithmusfunktionen
Fir jedes Gebiet 2 C C* sind aquivalent:
1 Auf 2 existiert eine Logarithmusfunktion f:Q — C.
2 Auf Q hat 1/z eine Stammfunktion g: Q — C, ¢'(z) = 1/=.

3 Esgilt ¢ 1/zdz = 0 fur jeden geschlossenen Weg ~ in Q.
Das hei%t, der Nullpunkt wird von Wegen in € nicht umlaufen.

Aufgabe: Beweisen Sie sorgfltig die Aquivalenzen (1) < (2) < (3).
Das ist das zentrale Beispiel fir das ebene Potentialproblem.
Lésung: (1) = (2): Wir zeigen f'(z) = 1/z mit der Definition F2A.
Sei z, — z eine konvergente Folge in Q. Fir die Bildfolge w,, = f(z,)
und w = f(z) gilt dann w,, — w dank Stetigkeit von f. Hieraus folgt:

F) = fn) _ w—w, [ew—e“’"]‘y o] - 2

Z— Zn e — eWn

W — Wy ;
Somit ist f fUr alle z € 2 differenzierbar mit Ableitung f'(z) = 1/z.

Da somit auch f’ stetig ist, ist f holomorph gemaf Definition F2C.
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(2) = (1): Dank Produktregel gilt [ze=9(*)]" = [1 — 2¢/(2)] e 9*) = 0.
Demnach ist z e 9(2) £ 0 konstant, also ze~9(*) = ¢ fiir ein ¢ € C.
Somitist f(z) = g(z) + ¢ eine Logarithmusfunktion, wie behauptet.

(2) = (3): Sei 7 :[a,b] — Q ein geschlossener Weg, also vy(a) = v(b).

Dank HDI verschwindet das Wegintegral ¢. 1/zdz = [g(z)]zgz)) =0.

(3) = (2): Wir fixieren einen Basispunkt zg € Q2. Zu jedem Punkt z €
existiert ein Weg «: [0, 1] — Q von «(0) = zp nach a(1) = z, da wir 2 als
zusammenhangend voraussetzen. Wir definieren nun g(z) := [ 1/zd=.
Wegen ¢ 1/zdz = 0 ist dies wohldefiniert, das heiBt: g(z) hangt nur von
z ab und nicht von der willkirlichen Wahl des Integrationsweges «. Dank
HDI gilt dann ¢'(z) = 1/z. (Cauchy—Riemann, analog zu H2A.)

Beispiel: Den Hauptzweig Ing : C \ R<g — C des Logarithmus erhalten
wir durch Ing(z f[1 1/zdz. Hierzu wahlen wir den direkten Weg 1, z]
von 1 nach z; Jeder andere Weg in C \ R« ergibt dasselbe. E

Fir den Zweig In, : C \ R>¢ — C gilt ebenso In,(z) = ir + fHVZ} 1/zd=.
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Aufgabe: (1) Ist f(z) = 1/z holomorph? (2) Ist g(z) = 1/z holomorph?
(3) Fur welche Konstanten a € R ist die Funktion i : C* — C mit
)

X
al holomorph?
$2+y2 + $2+y2 p

h(z +1iy) =

Losung: (N Esqit /=) = o = 22 = @y Tl g

= u(z,y) =v(z,y)

Wir priifen die Cauchy—Riemann—Gleichungen. .. Diese sind erflllt:

S — —x2 —|—y2 S — 2zxy
T 2 )2 T @t 2
—2xy —a? + 92
VT @ VT @ 2

Alternativ & klrzer: f(z) = 1/z ist eine Laurent—Reihe, also holomorph.
(2) Fur g(2) = u(z,y) — iv(x, y) hingegen gilt Cauchy—Riemann nicht!

(3) Fur h(z) = u(x,y) — iav(x,y) gilt Cauchy—Riemann nur bei a = —1!
© Die Cauchy—Riemann—Gleichungen F2E sind bequem und hilfreich.
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Aufgabe: Wir untersuchen f:C — C und g: Cge~o — C gegeben durch
1
[z +iy) = 239y* + iz%y?, g(x +iy) = 3 In(z? 4+ 4?) + iarctan(%).

(1) In welchen Punkten (z,y) sind f, g partiell differenzierbar?

(2) In welchen Punkten (z,y) sind f, g komplex differenzierbar?

(8) Begriinden oder widerlegen Sie: g ist holomorph mit ¢'(z) = 1/=.

Lésung: (1) Die Funktionen f, g sind Uberall stetig partiell diff’bar:
0 f (x,y) = 3a?y” + 2ixy’, By f (2,y) = 22%y + 3ia?y?,

x .Y oy .
m2+y2+1m2+y2’ _a:2+y2+1:1:2+y2'
(2) Fur f ist Cauchy—Riemann &quivalent zu 2z = —2x3y, also
zy(y® + 2%) = 0. Das ist nur auf den Achsen = = 0 und y = 0 erfllt.
Die Funktion g erflillt die Cauchy—Riemann—Gileichungen Uberall,
ist also komplex differenzierbar, und somit holomorph auf Cresg.

(3) Diese Rechnungen zeigen: g ist holomorph mit ¢'(z) = 1/z.
© Wie in Satz F2m ist g der Hauptzweig des Logarithmus auf Creso.

0z9(x,y) = 9yg(x,y)
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Zur Erinnerung: Der Laplace—Operator in der Ebene ist A = 92 + 85.
Eine C?—Funktion v : R? D ) — R heit harmonisch, wenn Au = 0 gilt.

Aufgabe: (1) Ist f: C O Q@ — C holomorph, dann sind Realteil u = Re f
und Imaginérteil v = Im f harmonisch. Prominente Beispiele sind:

e’cosy, e€*siny, log|z|, arctan(y/x).
(2) Kann h: Cresp — C holomorph sein mit h(x + iy) = z* + iv(x,y)?

Loésung: (1) Jede holomorphe Funktion f ist beliebig oft diff’bar (F3E),
somit auch u, v. Wir kénnen den Satz von Schwarz (D4A) anwenden.
Dank Cauchy—Riemann—Gleichungen d,u = 0,v und dyu = —0,v gilt

Au = 0,0,u + 0y0yu = +0,0yv — 0y0,v = 0,
Av = 0,0,v + 0y0yv = —0,,0yu + 0y0zu = 0.
(2) Nach (1) musste u(z,y) = «* harmonisch sein, ist sie aber nicht:
Dpx® = 0,(e"M%) = ®M7 . (z/2 +1Inz) = 2"(1 +1nx),
22" = 0y(2"(1+Inz)) = 2°((1+Inx)®+1/z) = Au.
Daher gilt Au # 0, z.B. fUr z = 1. Also kann A nicht holomorph sein!
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Aufgabe: Sei f:C — C:z — |z|. Berechnen Sie die Wegintegrale
1) [, f(2) dz auf direktem Wege « von 1 nach —1 auf der z-Achse,
(2) [4 f(2) dz von 1 nach —1 aber tiber den oberen Halbkreis 5.

(3) Kann demnach die Funktion f holomorph sein?

Losung: (1) Fir a: [—1,1] — C mit a(t) = —¢ gilt &/(¢) = —1 und somit

/af(z>dz :/_11|t| : (—1)dt:2/01 _tdt = [_ﬂ; S

(2) Fur B:[0, 7] — C mit 8(t) = €' gilt f(B(t)) = |B(t)| = 1 und somit

/f”f(Z)dZ:/o 1-B'(t)dt = [ﬁ(t)};r:_Q

(3) Der Weg o umgekehrt orientiert und 5 parametrisieren den Rand
des Halbkreises. Ware f holomorph, dann folgte dank Residuensatz

/ﬁf(z)dz—/af(z)dz:

© Dieses Integralkriterium ist sogar aquivalent zur Holomorphie (F5B).
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Aufgabe: Ziel der Aufgabe ist die Berechnung der Fresnel-Integrale:

A A e LU
(VARTATAI AR UALLLTULKLL

O A AR ey
[VRVRTRIMRRARTRALAHLAN

Bislang konnten wir nur die Konvergenz sicherstellen. Immerhin!
Mit komplexer Integration kébnnen wir nun den Grenzwert ausrechnen:

(1) Wiederholen Sie die Berechnung des Integrals [, e da.

2) Gilt [, e dz = [;e7*" dz + [, e~ dz fir die Integrationswege
a,B,7:[0,7] > Cmit a(t) = t(1 +1), B(t) =1t, y(t) =r +it?

(3) Gilt [ e=*" dz — 0 fiir r — 00? Finden Sie eine Abschétzung.
(4) Folgern Sie hieraus den Wert der beiden Fresnel-Integrale.

=
i
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(1) Aus Kapitel C kennen wir das Gauf3sche Integral (Satz C2G):

/ e dx = VT,
R

oo

=0

.2
e ¥ dz =

JT

2

(2) Wir betrachten die angegebenen Integrationswege «, 3, ~:

Y

2
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(2) Die Wege 3, v und (umgekehrt) o« umlaufen das Dreieck D C C.
Da f auf ganz D holomorph ist, folgt [}, f(z) dz = 0, ausgeschrieben:

/e_'z2 dz = / e dz 4—/e_z2 dz
! B 0l

Dies folgt aus Cauchys Integralsatz F3A, oder ebenso aus dem noch
allgemeineren Residuensatz F4D, da f keine Singularitédten hat.

(3) Far » — oo wollen wir die Konvergenz f7 e " dz =0 zeigen:

/e—z2 dz /T e—(r+it)2 dt‘ < /T ’et2—r2—2itr‘dt
¥ t=0 t=0
r 2 2 r 2
= / e T dt < / e dt
t=0 t=0

2

[e”"Q ] v l—e" 1

=——— <50
r r

T li=0

© Das Integral entlang ~ fallt schlieBlich nicht mehr ins Gewicht.
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(4) Fiir r — oo wissen wir [;e=*" dz — /7/2 dank (1).
Dank (3) gilt [, ¢=*" dz — 0. Mit (2) folgt [, e=*" dz — /m/2.
Ausgeschrieben bedeutet das:

T . 1 3 \/§T .
/ e dy = / e_21t2(1 +i)dt = + e i g
o t=0 ﬁ =0

Wir substituieren hier t = 2/v/2 und dt = dx/v/2.
Fir r — oo erhalten wir folgenden Grenzwert:

S o 1—i

/ S / cos(z?) — isin(z?) dz = L E
x=0 =0 2 2

Der Vergleich der Real- und Imaginéarteile ergibt:

o [e.e] 1
/ cos(z?) dz = / sin(z?) dz = T

-0 -0 2V 2

© Eine geschickte Wahl des Integrationsweges wirkt Wunder.
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Ubung

Aufgabe: (1) Die folgenden Funktionen h; : C . .S — C sind holomorph

bis auf isolierte Singularitaten. Bestimmen Sie jeweils alle Residuen:

22

z
(a) hl(z) - m’ (b) hQ(Z) = (222 + 52 + 2)27
e’ cosz ..

Das ist die Hauptarbeit dieser Aufgabe. Sie sollen Residuen verstehen
und die Werkzeuge zu ihrer Berechnung mdglichst effizient einsetzen.
Im zweiten Teil nutzen Sie die Residuen zur Berechnung von Integralen:
Sei 1 der positiv orientierte Rand des Rechtecks mit Ecken i% + 5 und
~2 der Rand der Kreisscheibe B(—1/2,1). Bestimmen Sie die Integrale

(2)/ hi(z)dz fari=1,2,3,4undj=1,2,
~;

27 1 o0 IE2
3 —_—— 4 .
( )/tO (4cost +5)2 dtund )/ x4—1d$

—00

In welchem Sinne konvergiert das letzte Integral? absolut? uneigentlich?
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Ubung

Lésung: (1) Wir berechnen zunéchst die Residuen mit F4B bzw. F4cC.
2

(a) Die Funktion hi(z) = EEEE 12)(2 Y Py hat einfache Pole:
hy = li 2 g ! fir 29 = +1, +i, al

I'ZeOS 1 = ZL)IIZlO m ZL)ITZlO @ = E ur zg = , 1, alsSO
1 1 1 1
ety ghEmp ooy ey

(b) Far ho faktorisieren wir den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman
22% 4+ 524+ 2 =2(z+2)(z + 1/2).

. . _ z o 1 .
Die Funktion ha(2) TR EESYAE hat in —2, —1/2 doppelte Pole:
resh lim i . . (Z—i—%)?_z 8(z + 1)2) 73
T AN G 4+ )2 T o 40z + 1/2) )2 Y

. d 2 L 4(z+22—2-8:+2) 5

reph = Imn, 3, {4(2 n 2)2} R S TE ) 2 =t
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(c) Wir untersuchen die Funktion

eﬂ'Z

422 — 4245
Wir faktorisieren den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman

42 —dz +5 =4[z — (12 +1)] [z — (12 —1)].

Fir die einfachen Pole 1/2 + i berechnen wir die Residuen vermége

hs(2) =

ez a0

res hs = lim

= flr zo = 1/2 1, alternativ
z—20 —2(422 —4z+5) 820 —4 0 /

" i e eﬂ'(%-i-i) _ e7r/2 ieTr/Q
= 1m = = = s
5T - (k1] A0k+i-lk+D) s 8

Tz (%) _ aT/2 2 aT/2
res hs = lim € = €z __° __€

15 colidlz— (1o +1)]  402—-i-1k—i) -8 8
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(d) Wir untersuchen die Funktion h4(z) = cos(z)/z*+! fir k € N.
Die einzige Polstelle von hy ist zy = 0; sie hat die Ordnung & + 1.
Satz F4c fur die Residuen mehrfacher Polstellen ergibt dann

o LodNEr oy L falls k ungerade,
res ha(z) = lim (dz) [z h4(z)} = {(_1)@ falls k — 2¢ gerade.

2—0 k! @0
© Die Ableitungen sind zu unserem Gliick hier sehr Ubersichtlich.
Alternativ entwickeln wir h4 in eine Laurent—Reihe um 2o = 0:
R R = G TR =~ G S P
ha(2) = ;; eor” ~ D @or°

=0

Das Residuum ist dann der Koeffizient vor 21, also

0 falls k£ ungerade,

hu(z) = :
res ha(2) {((2;)),[ falls k = 2¢ gerade.

© Die Reihenentwicklung ist zu unserem Gliick hier sehr lbersichtlich.
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(2) Dank Residuensatz F4D mussen wir zur Berechnung der Integrale
nur die Residuen aufsummieren, die im Rechteck bzw. im Kreis liegen.

Im

1 .
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Die Pole innerhalb des Rechtecks sind: 0 und —3 und +1.
Die Pole innerhalb des Kreises sind: 0 und —% und —1.
Dank Residuensatz F4D erhalten wir schlieBlich die acht Integrale

hi(z)dz = 27i |:1fls hi + res hl} =0,

1
/ hi(z)dz = 27i [res hl] = ——i,
o -1 2

1
ha(z)dz = 2mi [r?/sQ h2:| = 2—(;7ri,

[ o=

/ hs(z)dz = / hs(z)dz =0,
" 72

/ / COL ik = 20,
g g

hy(z) dz = 2mi [res h4] =< @
0 0 sonst.

© Es geniigt jeweils, die Residuen aus Teil (1) zu summieren.



F539

Anwendungsbeispiele zum Residuenkalkll Ubung

(3) Gesucht ist das reelle Integral

2m 1
| et
+—o (dcost +5)?

Dies berechnen wir als komplexes Integral mit Hilfe von Satz F4H:
Der Integrand ist R(z,y) = 1/(4x + 5)? mit z = cost und y = sin .
Wir nutzen die Euler—Formel z = ¢!t = cost + isint und substituieren

ell et 54 o1 elt —e7it 5 71
t pr— p— 1 t p— pr—
COS 9 5 N Sin % % s
1 1 z
&) = BeremTs2 - @aisirae - Ml

Hier ist —1/2 die einzige Polstelle in B(0, 1). Dank F4H erhalten wir:

2 1 10
. a - dz = 2mi- (—i) res hy = —
/t:() (dcost 1512 /83(071)f(z) z i - (—i) res ha = oo

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!
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(4) Gesucht ist das reelle Integral

o] 2
/ 4:6 dx.
o Tt —1

Dies berechnen wir mit Hilfe des Residuensatzes F4K und Teil (1):

o] 2
dx = 2wires hy + wires hqy + wires hy
4t —1 i 1 -1
—Oo

=ori[~g] 4w [g] i3] =
= 4Tl 4 1 4 1 4 = 2
© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

A\ Der Integrand ist weder absolut noch uneigentlich integrierbar.
Unter dem Integral verstehen wir daher den Cauchy—Hauptwert:

—1-1/r 2 1-1/r 2 T 2
lim / T _de+ / I _dr+ / .
00\ J rt—1 gy 2t =1 1410 5 — 1

© Mit dieser VorsichtsmaBnahme gelingt die Rechnung wie erhofft.
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie das Wegintegral
1 1
o §’§ A ¥

fur jeden der folgenden geschlossenen Wege ~; : [a,b] — C.

20N VAR an !
(\ ’Yl/) { ‘72 73 C\)@J
bt o X
\/ W o)

Die markierten Punkte sind die Polstellen des Integranden. Ausfihrlich:
(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung Gber R und tber C

(3) Berechnen Sie alle Polstellen und dort jeweils das Residuum.
Welche Reihenfolge der Rechnungen (1,2,3) scheint lhnen geschickt?
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Lésung: Seit diesem Kapitel verfligen wir Uber effiziente Werkzeuge zur
Berechnung von Residuen, daher bietet sich die Reihenfolge (3,2,1) an.

(3) Die Nullstellen von z* — 1 sind die vierten Einheitswurzeln +1, +i.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kbnnen wir Satz F4B nutzen:

p(z)] p(20)
res =

2= [q(Z) q'(20)
Wir erhalten so bequem und effizient die gesuchten vier Residuen:

res (f) = lim [ ! ] .

(+1) a—t1| 423 4
(r—e?)(f) = lm, [4123] - _i
)= i ] =43
res(f) = lim, [41] -

© Der Residuenkalkiil gelingt uns leicht dank effizienter Werkzeuge!
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(2) Wir zerlegen den Nenner in seine Linearfaktoren tber C:
A—1=(-1(z+1)(z—1)(z+1)

Alle Faktoren sind einfach. Die Partialbruchzerlegung (kurz PBZ)

der Funktion 1/(z* — 1) hat daher die besonders einfache Form

1 a b c d
A1 z—1+z+1+z—i+z+i'
Die Konstanten a, b, ¢, d € C sind hierbei noch zu berechnen, etwa durch
Koeffizientenvergleich, oder bequem und mihelos dank Residuen:
11 1 i i
A1 4z-1) A+ iz-D 1=+
Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.
Uber R fassen wir (z —i)(z 4 i) = 2% + 1 zusammen und erhalten:
11 1 1
A—1 4(z—1) 4z+1) 20:2+1)

© Der Residuenkalkill niitzt uns auch bei der Partialbruchzerlegung!
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Residuen und Partialbriiche

(1) Wir nutzen Residuen (3) bzw. Partialbriiche (2): Fir die Wegintegrale
genugt es jeweils, die Umldufe um jede Polstelle zu zahlen! (Satz F4G)

1 1 1+i
— dz = + + =
i T = )+ ) :

1 1
— dz = + res + res =0
2mi 752 24 +1 (+1)(f) (—i)(f)

S =) - res(f) :
— z=+4re — res = —
2mi Jo, 24+ 1 (+i) (—i) 2

1 1
o yi =t (rfls)(ﬁ + (rgisj(f) + (r_els)(f) + (rfis)(f) =0

© Der Residuenkalkiil 18st selbst komplizierte Integrale sehr leicht.

Far Laurent—Polynome berechnen wir Wegintegrale leicht direkt (F1B);
dank Linearitat gelingt es hier ebenso fir eine Summe solcher Terme.
Viele Rechnungen lésen Sie so bequem, sicher, routiniert: Sie missen
schlieBlich nur noch die Umlaufe von ~ zahlen und dabei das Vorzeichen
beachten; wie Ublich lauft mathematisch positiv gegen den Uhrzeiger.
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von
n—1
flz) =

nz
(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung Gber C und Gber R.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral 5% $yp(0.0) [ (2) dz fUr r > Juwl.
(4) Zum Vergleich: Was gilt fir w = 07 Ist das koharent?

fir w € C ~ {0}.

2" —w

Loésung: (1) Die Lésungen von 2™ = 1 sind die n-ten Einheitswurzeln
zp = CF =™k fiir k = 0,1,...,n — 1. (Machen Sie sich eine Skizze!)
Die Lésungen von 2" = w" sind somit z;, = (¥ w fir k =0,1,...,n — 1.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kbnnen wir Satz F4B nutzen:

s ) = b

q(z)

Wir erhalten so bequem und effizient die Residuen:

nznfl nznfl
res = lim —| =
z=z | 2" — W™ z—=z | M2
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(2) Wir zerlegen den Nenner in Linearfaktoren: 2" — w" H,C 0% — Faw,
Alle Faktoren sind einfach, die PBZ hat die besonders einfache Form

nz" 1 Co cal Co Cn—1

= + + T ol S
- z—w  z—Cuw oz — CGw 2 — (P hy

Die Konstanten erhalten wir miihelos dank Residuen, namlich ¢, = 1.
nz"t 1 P SRS S
- z—w  z—Cw  z— CCw 2 — (Pl

Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.
Uber R kombinieren wir je zwei komplex Konjugierte, wobei w € R:
1 1 2z — 2 cos(2mk /n)w

= firo <k <n/2
z — Chw + z—(Pw 22— 2cos(2mk/n)zw + w? n/

(3) Fur r > |w] gilt 51 5683(0771) f(z)dz = 37 ves., (f) = n, siehe F3D.
(4) Fur w = 0 finden wir direkt f(z) = n/z und 5 $op f(2)dz =n.
Anschaulich: Alle n Polstellen fusionieren, die Residuen addieren sich.
Stetigkeit: Dank Satz D3c diirfen wir lim,, . unters Integral ziehen.
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Residuen und Partialbriiche (bung

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von

62 62° 1
T R = S ) = s ) = )

(2) Bestimmen Sie — soweit mdglich — die Partialbruchzerlegung von f;.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral 9563 0.4) fx(2)dz und ganz allgemein
$p fr(2) dz fur jedes Kompaktum D C (C mit stickweise glattem Rand.

fi(z) =

sin(7z)

Lésung: (1a) Die Nullstellen des Nenners 26 + 1 sind z;, = e™(2k+1)/6 fjr
k=0,1,...,5, kartesisch +i und (/3 4 i)/2. Machen Sie eine Skizze!
Alle Polstellen sind einfach; dank Satz F4B gilt res.—., [fi1(z)] = 1.

(2a) Die Partialbruchzerlegung hat die besonders einfache Form

625 1 1 1
— IS .
41 22—z z—2 z— 25

(3a) Es gilt 5 6, f1(z)dz = #[D N {20, 21,...,25}| wie in Satz F3D.
Fir fo(z) = f1(2) €* gelten die Rechnungen entsprechend angepasst.




F548

Residuen und Partialbriiche (bung

(1c) Die Funktion f3(z) = 1/sin(7z) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F4B gilt res.—, [ f3(2)] = lim._nx[1/sin(m2)’] = (=1)"/m.

(1d) Auch f4(z) = cos(wz)/ sin(7z) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F4B gilt res.—x [ f4(2)] = lim._,nr[cos(7z)/ sin(r2)’] = 1/7.

(3) Hieraus folgt das Wegintegral ¢, , fi.(z) dz wie in Satz F4D / F3D.

(2) Wenn sich f3, f, als Reihen ) cn/(z — n) absolut konvergent
darstellen lassen, dann liefert der Residuenkalkil die Koeffizienten:

1 ol (=D 1 22X (—)”

csce = = = — N

(m2) sin(mz) v % z—n  wz + o 22 —n?
cos(mz) ., 1 1 I P 1

cot(mz) := = - = 4+ = -

(m2) sin(mz) éz—n 7rz+wn:122—n2

Nun mussen wir noch umgekehrt die vermuteten Formeln nachprifen:
© Firr jedes z € C \ Z sind die Reihen rechts absolut konvergent,
denn flr n — oo gilt 1/(n? — 2%) ~ 1/n?, und wir wissen > 1/n? < cc.
© Die Grenzwerte dieser Reihen sind tatséchlich csc(mz) bzw. cot(rz2).
Diese Rechnung erfordert etwas Sorgfalt und wird in ausgefihrt.
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.. Uberblick

Klassische Anwendung: archimedisches Prinzip

Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft eines Kérpers K
gleicht dem Gewicht go vols(K') des verdrangten Mediums.

z o L

b —

n

Bildquelle: wikimedia.org

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand 0K (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdringt das Fluid). Solche GesetzméBigkeiten begegnen

Thnen hiufig in Naturwissenschaft und Technik und sind ungemein niitzlich: Es handelt sich um
eine typische Anwendung unserer Integralsitze. Diese wollen wir nun kennen und nutzen lernen!

Archimedes von Syrakus (287-212 v. Chr.) war ein genialer Mathematiker, Physiker, Ingenieur.
Fiir Konig Hieron sollte er priifen, ob dessen Krone aus reinem Gold bestand oder gestreckt war,
ohne sie zu beschidigen! Das archimedische Prinzip soll er beim Bade entdeckt haben. In seiner
Begeisterung sprang er aus dem Wasser und rannte nackt durch Syrakus (yuuvoc [gymnos],
‘nackt’, siche Gymnasium). Sein Ausruf gilt bis heute als Sinnbild fiir plétzliche Erkenntnis:
gVpnxa [heureka], ‘Ich habe es gefunden!’, frei tibersetzt: ‘Verflixt, wo ist mein Handtuch?’
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Erinnerung: Integralsatze in Dimension 1 und 2 Uberblick

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fir jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — Rund f = F’ gilt

b
HDI: /: f(z)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit: Das Integral tGber das
Intervall [a, b] lasst sich entlang des Randes 0[a, b] = {a, b} bestimmen!
Ebenso in der Ebene R? kennen wir bereits zwei solche Integralsatze;
auch hier lassen sich Flachenintegrale durch Randintegrale bestimmen:

div f(z, ) d(z, y) = / £(s) x ds,

sedD

Satz von Gauf3: /

(z,y)eD

Satz von Green: /

ot 7)) M) = / o(s) - ds.
(z,y)eD

sedD

Dasselbe gilt sinngeman im Raum R3, allgemein in jeder Dimension.
Hier lassen sich Volumenintegrale durch Randintegrale bestimmen.
Die hierzu nétigen Flachenintegrale erklaren wir in diesem Kapitel.



Integralsétze im Raum: Gauf3 und Stokes

G103

TTT7¢
7
s —ov - T

&
4
7
-
-
—

=35 =

Sei V' C R? kompakt mit stiickweise glatter Randflache S = oV.

Satz von Gauf3: / div f(v)dV / f(s)«dS
veV seS=0V

Sei S C R3 eine stiickw. glatte Flache, orientiert mit Randkurve I' = 95.

Satz von Stokes: / rot f(s)+dS = / f(s)+dl’
seS sel=05

© Dies ist die 3dim. Fortsetzung der 2dim. Sétze von GauB3 & Green.
Die Orientierungen von S und I" sind wie in der Skizze angegeben.
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Integralsatze im Raum: der Satz von Stokes Erlauterung

Hierbei sei f:R? D Q0 — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Jedem Punkt v € Q wird ein Vektor f(v) € R zugeordnet. Dies konnen
wir uns z.B. als Strémungsgeschwindigkeit einer Flussigkeit vorstellen.
Die Integralsatze haben dann folgende anschauliche Bedeutung:

Die Divergenz div f(v) ist die Quelldichte des Feldes f im Punkt v € Q.
Das Volumenintegral [, _, div f(v) dV misst die Quellstarke von f auf V.
Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randflache S = 9V

Die Quellbilanz im Volumen V flieBt tiber die Randflache 0V'.

Die Rotation rot f(s) ist die Wirbeldichte des Feldes f im Punkt s € Q.
Das Flachenintegral [,_qrot f(s) dS misst die Zirkulation von f auf S.
Rechts steht das Arbeitsintegral von f langs der Randkurve I' = 95S.
Die Rotation auf der Flache S zirkuliert langs der Randkurve 0S.

Es ist recht leicht und sehr hilfreich, eine Anschauung zu entwickeln.
Um zudem die Integralsatze wie oben prazise formulieren zu kénnen,
mussen wir Kurven- und Flachenintegral einfihren und verstehen:
Sie sollen schlieBlich nicht nur anschauen, sondern auch rechnen!



G105

Kurven- und Flachenintegrale

Kurven I' C R? parametrisieren wir (stiickw. C') durch v:R D [a,b] — T.
Am Punkt s = v(t) heftet das infinitesimale Wegelement dI" = +/(¢) dt.

Kurven- und Arbeitsintegral (ber das Kurvenstick I" sind dann:

b
/ g(s)|dl'| :== / g(v(1)) |’y/(t)‘ dt ,1. Art"
sel’

t=a

b

f(s)+dl := / F(v(@) =~/ (¢)dt 2. Art*
sel’ t

fur (C°) Skalarfelder g: R? D T' — R bzw. Vektorfelder f:R3 D T' — R3.
Flachen S C R? parametrisieren wir (stlickw. C'') durch ®:R? D D — S.
Hierbei ist D C R? ein ebenes Kompaktum mit stlickweise glattem Rand.
An s = &(x,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (0,® x 0,®) d(x,y).
Flachen- und Flussintegral Uber das Flachenstlck S sind dann:

/ o(s)|dS] == / 9(B(z,)) - |08 (2, y) x By, )| d(z. )
seS (z,y)eD

(5)-dS ;:/( )eDf(‘I)(x,y))-(amfb(x,y) x 8,8 (x, ) d(z, y)

seS
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Kurven- und Flachenintegrale Erléuterung

Ist g:T" — R eine Massendichte (Masse pro Lénge), so ist [. g |dT'| die
Gesamtmasse. Im Spezialfall ¢ = 1 erhalten wir die Gesamtldnge ¢(T").

Das Kurvenelement dI" = ~/(t) d¢ interpretieren wir als kleines Wegstuick.
Seine Lange ist |dI'|, und der Vektor dI' liegt im Punkt s tangential an T".
Das Skalarprodukt f(s) -dl’ = f(v(t)) - 7/(t) dt ist der tangentiale Anteil
von f langs der Kurve (,Kraft mal Weg*“). Wir integrieren alle Beitrage.

Ist g: S — R eine Massendichte (Masse pro Flache), so ist [ g |dS] die
Gesamtmasse. Im Fall g = 1 erhalten wir den Flécheninhalt vola(.S).

Das Flachenelement dS stellen wir uns als ein kleines Flachenstlck vor.
Sein Flacheninhalt ist |dS|, und der zugehdrige Vektor d.S steht im Punkt
s senkrecht auf der Flache S. Im Flussintegral ist das Skalarprodukt
f(s)+dS somit der normale Anteil von f senkrecht zur Flache S.

Wozu dient ®? Meist interessiert uns letztlich nur die Flache S C R3,
aber nur Parametrisierungen kénnen wir differenzieren und integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung ® ist unentbehrliche Rechentechnik;
das Ergebnis ist unabhangig von der gewahlten Parametrisierung!
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Von Green in der Ebene zu Stokes im Raum (bung

Aufgabe: Erklaren Sie, warum/wie Green ein Spezialfall von Stokes ist.
Green: Flr S C R? kompakt mit stiickw. glatter Randkurve I' = 9 gilt

/esrotf(s)-dS: f(s)-dI.

sel’

Stokes: Diese Gleichung gilt genauso fir orientierte Flachen S C R3.
Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s) «n(s) |dS| = f(s)-dr.
ses sel’

Erinnerung: Fur jedes C''—Vektorfeld f:R3 D Q — R? definieren wir

O fi Oaf3 — 03 f2
rot(f) =0 | x [ fo| =[sf1—0if5].
03 I3 O1f2 — 02 f1

Die Ebene betten wir ein als R? = R? x {0} C R? und erhalten demnach
rot(f1, f2,0) = (0,0, 01 f2 — 92 f1) und das Flachenelement (0,0, dS).
© Der Satz von Green ist der ebene Spezialfall des Satzes von Stokes.



Einflihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
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Ubung

© Der Stokesche Satz libertragt den Greenschen Satz von R? auf R?:

Aufgabe: Sei S C R? die nordliche Hemisphare vom Radius r mit

dem Aquator T' = 9S als Randkurve. Berechnen Sie [, rot(f)-dS
und [, f-dI fir das Vektorfeld f(z,y,2) = (z —y,z + z,—z — y).

Lésung: Wir berechnen zunachst die Rotation des Vektorfeldes

x z—y O bil

flyl = x4z = rot(f)= | O
z

-2
X f2 = 2

—z—vy 03 f3 2
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Einflhrendes Beispiel zum Satz von Stokes Ubung

Die nordliche Hemisphare ist S = { (z,y,2) | 2?2 +y*> + 22 =72, 2 >0 }.
Diese Flache parametrisieren wir durch Kugelkoordinaten & : D — R3:

x rsinfcosp
>aram . . < <
s=1yvy = rsin @ sin ¢ :<I><0>, D:{<0> %2927;/7?}
z r cos 0 14 14 =¥=
Wir berechnen die Tangentialvektoren und den Normalenvektor:
0b  Ob rcos 6 cosp —rsin#sin g r2 sin? 6 cos ¢
%xa—: rcosfsing | x rsinfcosp | = [ r?sin®6@sing
v —7rsinf 0 r2sinf cos @

FOr die gesuchte Zirkulation von f auf der Flache S erhalten wir somit:

/ rot f(s)-dS = /(9 en rot f(®(6,¢)) - (g—? X gi) d(6, ¢)

. w/2 2w

(% / / —2r2sin? 0 cos ¢ + 2r? sin? O sin ¢ + 2r? sin 6 cos 0 dp df
' 0=

) ) 1 . 7T/2

=2 4y / sinfcos@dd = Amr? [f 8111(9)2} = 212

Bl 9—0 Bl 2 0=0



G110

Einflhrendes Beispiel zum Satz von Stokes Ubung

Die Randkurve I' = 85 ist der Aquator, 9S = { (z,y,0) | 22 +y% =2 }.
Diese Kurve parametrisieren wir durch den Weg ~ : [0, 27] — R? mit

x rcost /2
s= |y | =" | rsint —<IJ<7T )—fy(t).
t
z 0

FUr das gesuchte Arbeitsintegral 1&angs T" erhalten wir somit

2
Fls)-dr "= [ p) - )
sel’ t=0
o —rsint —rsint
= / T Ccost . rcost | dt
t=0 \ —ycost — rsint 0
27
= / r’dt = 2nr?.
t=0

© Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Stokes:

/ rot f(s)+dS = f(s)+dll
seS

sel
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Das Kreuzprodukt von Vektoren im R3

w Erinnerung: Das Kreuzprodukt
zweier Vektoren u, v € R3 ist

v
Uy U1 U2V3 — U3V2
(6
(75) X | v2 = | usv; —uivs | .
(% us U3 U1V — U2V]

Der Vektor w = u x v steht senkrecht auf den Vektoren u, v.
Die Orientierung von (u, v, w) entspricht der Rechte-Hand-Regel.

Die Norm |w| ist der Flacheninhalt des von den Vektoren « und v
aufgespannten Parallelogrammes, also |w| = |u] - |v]| - sin <((u, v).

Daher gilt w = 0 genau dann, wenn « und v linear abhangig sind, und
umgekehrt w # 0 genau dann, wenn « und v linear unabhangig sind.

Die Abbildung (u,v) — u x v ist antisymmetrisch, v x u = —(u x v),
und bilinear, also u x (av + bv') = a(u x v) + b(u x v'), ebenso in w.

[ [] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §3.10.
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Tangentialvektoren und Flachenelemente

Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine stetig diff’bare Abbildung
®:R2D D — S CR3.
s = D(z,y)
= T, dz 49 Tordy

(z,9)
erdz <> eady

Am Punkt s = ®(z, y) heften die Tangentialvektoren
0P 0P
= — T = - .
Der zugehdrige Normalenvektor ist das Kreuzprodukt N = T} x 1.

Der Flacheninhalt eines kleinen Flachenelements d.S ist daher

voly @([x,x—i—dx] X [y,y—i—dy]) ~

0P 0D
({Tx(x,y) X afy(x,y) dzdy
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Integration Uber parametrisierte Flachenstiicke

Weiterhin sei ®:R? O D — S C R? ein parametrisiertes Flachensttick.
Fur das vektorielle bzw. skalare Flachenelement schreiben wir

o® 0P

o® 0P
87 X 673/ d(l?,y)

Der Flacheninhalt des parametrisierten Flachenstlcks & ist

0P

voly(®) 1= /D|d<i[>|:/( -
x,y)E

5 229) x 5| e ).

Das Flachenintegral eines Skalarfeldes ¢g:R? O S — R ist

0P

[oant= [ o) [

e y>\ A

0P

Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 O S — R ist

[rae=[ (seen|ge

y) X

gj(fc,y) > d(z,y).
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Integration Uber parametrisierte Flachensticke Erlauterung

Links steht die bequeme Kurzschreibweise, rechts steht, wie Sie dies
explizit ausrechnen mit dem Flachenelement d® = (0, x 9,®) d(z,y):

Das Flachenelement d® = n |d®| steht fir ein kleines Flachenstick;
sein Flacheninhalt ist |d®|, der Vektor n steht senkrecht zur Flache.
So kommen wir, wie oben erklart, von der Geometrie zum Integral.

Einfachstes Beispiel fur ein Flachenintegral ist der Flacheninhalt
Jpld®|: Anschaulich summiert dieses Integral alle Flachenelemente.

Aligemein ist das Integral [, g |[d®| ein durch g:.S — R gewichteter
Flacheninhalt. Wir kbnnen uns g als Massendichte vorstellen (Masse pro
Flache); das Flachenintegral tber S ergibt so die Gesamtmasse auf S.

Das Flussintegral [}, f - d® misst, wieviel f durch @ flieBt: Der Vektor
d® steht senkrecht zur Flache, somit ist das Skalarprodukt f - d® der

normale Anteil von f senkrecht zur Flache. Sind f und d® parallel, so
multipliziert man die Lénge |f| mit |d®|. Im Allgemeinen sind f und d®
nicht parallel; es z&hlt dann nur der Anteil von f in Normalenrichtung:

Die oben erklarte Zerlegung d® = n |d®| ergibt f - d® = (f - n) |dD|.
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Volltorus und Torusflache {bung

Aufgabe: Sei 0 < r < R. Wir betrachten den Volltorus V' mit

(R4 psin®) cos ¢ 0<p<r
V = (R+ psin®)sin ¢ 0<0<2m ».

pcosd 0<p<2m

(1) Parametrisieren Sie die Torusflache T' = 9V und skizzieren Sie
die Teilflache 7" C T fur die Werte T < o < 27 und 0 < ¢ < Zr.

(2) Bestimmen Sie den Flacheninhalt voly(T") der Torusflache T
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Ubung

Volltorus und Torusflache

Lésung:

Far p = 0 erhalten wir die blaue Kreislinie K vom Radius R, und der
Volltorus V' besteht aus allen Punkten mit Abstand héchstens r zu K.
© Im Sonderfall R = 0 und r > 0 erhalten wir Kugelkoordinaten.

Die Randflache T'= 0V des Volltorus erhalten wir fir p = r:

(R4 rsinf)cos ¢
<0<
T@V{ ((R—i—rsin@)singp 0<0<2m

< p<2
rcos O<p<om
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Flacheninhalt der Torusflache (bung

© Im Inneren des Korpers haben wir drei Freiheitsgrade, hier p, 6, o,
auf der Randflache {p = r} entsprechend nur noch zwei, hier 6, ¢.

(2) Parametrisierung ® :R? O D — T C R? in Toruskoordinaten:

(1) = (i mmind) =o (2). 2-{()

© Wir parametrisieren hier die gesamte Torusflache. Wenn die
Problemstellung anderes verlangt, dann passen Sie die Parameter
entsprechend an, etwa 7 < ¢ < 37 und 0 < 6 < I in obiger Skizze.

Tangentialvektoren, Normalenvektor, Flachenelement:
9 TCOSHCQScp 9 —(R+r§in9)sincp
— = | rcosfOsinp |, — = | (R+rsinf)cosy =
00 . Oy
—rsin6 0

8@ 9% ( (R+7’sin0)sin0(zoscp) 8<I> 9%

0<6<27r
0<¢<2rm

20 8 (R+ rsinf)sinfsin — | =r(R+rsinf)

(R4 rsinf) cos 6 09 8
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Flacheninhalt der Torusflache (bung

Das Flachenelement |d®| = r(R + rsin #) misst die durch ® bewirkte
Flachenverzerrung. Ihre Berechnung ist hier etwas langlich, aber leicht.

Hiermit berechnen wir den Flacheninhalt:

Def Def (P @
volo(T) = /|d<1> = / oo 8
(8,p0)€D

2m
= / / r(R+ rsinf)dydo
Clt O—

= 27T/ r(R+ rsinf)do
0=0

2 onr - 27R

Bl1

© Dies illustriert die Guldinsche Flachenregel G2B
fr die Mantelflache M eines Rotationskérpers:

vola(M) = voly (') - 27 d(T")
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Volumen des Volltorus {bung

Aufgabe: (3) Bestimmen Sie das Volumen vols (V') des Volltorus.
Hierzu missen Sie flr V' zunachst geeignete Koordinaten wéhlen.
Hinweis und Préazisierung: Wahlen Sie zun&chst Toruskoordinaten.

Losung: Parametrisierung ® : R? O D — V C R3 in Toruskoordinaten:

x (R + psin®) cos ¢ p P 0<p<r
y|=| (R+psinf)sinp | =& (0], D= 0 0<60<27m
z pcosf ® ) 10< <27

Jacobi—Matrix ® und Funktionaldeterminante det ®’:

Oz, v, 2) sinfcose pcosfcosp —(R+ psind)sing
@’:6’73’: sinfsinp pcosfsing (R+ psinf)cos
(p,0,0) cos 6 —psin 6 0

det @' = / .=p(R+ psinb) (plausibel, rechtshandig)

Diese Determinante misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Rechnen Sie diese Determinante zur Ubung sorgféltig aus.
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Volumen des Volltorus {bung

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

(V)= [ 1dnz) 2 [ dedlaog)

r% / / / p(R+ psinf)dpdfdp
CIr 0

HDI

= / (R+ psin®)dfdp
B11 6

27r/
=2 4n? / pRdp
p:

Bl1 0

HDI

= mr?.2rR

B11

© Dies illustriert die Guldinsche Volumenregel G2B
fir den Rauminhalt eines Rotationskdrpers K':

volz(K) = voly(A) - 2w d(A)
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Guldinsche Regeln fiir Rotationskérper

Die folgenden Rechenregeln sind besonders einfach und haufig natzlich.
Sie sind benannt nach Paul Guldin (1577-1643), waren aber bereits in
der Antike bekannt, etwa Pappos von Alexandria (um 300 n. Chr.).

Satz G2B: Guldinsche Regeln fur Rotationskorper

Der Korper R C R? entstehe durch Rotation einer ebenen Flache A um
eine disjunkte Achse in derselben Ebene. Fir sein Volumen gilt dann:

volz(R) = voly(A) - 2w d(A)

Hierbei ist voly(A) der Flacheninhalt der rotierten Flache A
und d(A) der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.

Die Mantelflache M = OR hat den Flacheninhalt
vola(M) = voly (T') - 27 d(T").

Hierbei ist vol; (I') die Lange der rotierten Randkurve I' = 0 A
und d(T") der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.
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Volltorus und Torusflache Beispiel

Aufgabe: Bestimmen Sie mit den Guldinschen Regeln das Volumen
volz (V') des Volltorus sowie den Flacheninhalt vols(7") der Torusflache.

Losung: (1) Mit voly(A4) = 72 und d(A) = R gilt

volz(V) = vola(A) - 2w d(A) = nr? - 2R = 2n%r2R
(2) Mit vol; (T') = 277 und d(A) = R gilt

voly(T) = voly (T') - 27 d(T") = 277 - 27 R = 47°rR

Sei I' die Kreislinie vom Radius » um (R, 0,0) in der z—2—Ebene.
Diese rotieren wir um die z—Achse und erhalten die Torusflache T
Die Kurve I' hat Lange 27 und den Schwerpunkt (R, 0,0).

Somit hat die Torusflache T' den Flacheninhalt voly(T) = 472rR.

Die von T berandete Kreisflache A hat den Flacheninhalt 72,
Ihr Schwerpunkt ist der Kreismittelpunkt, also ebenfalls (R, 0,0).
Somit hat der Volltorus V' den Rauminhalt vol3(V) = 272r2R.

© So kann man sich Torusvolumen und Flacheninhalt leicht merken!
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Stlickweise glatte Flachen

Glatte Flachen sind schdn, aber oft zu restriktiv. Typisches Beispiel und
Modell ist die Oberflache eines Quaders Q = [a1, b1] X [a2, b2] X [as, b3].

Die Oberflache eines Quaders.

|

|

| Dies ist eine stiickweise glatte Fliche S = 0Q C R3,
| S zusammengesetzt aus sechs reguldren Fldchenstiicken.
i ,{ ,,,,,,,,,,, S Sie hat keinen Rand, geschrieben S = (), und ist
orientierbar durch die nach auflen zeigende Normale.

['=0Y Die Quaderflache ohne Deckel.

‘ Diese Teilfliche S’ C S ldsst sich zusammensetzen aus
] , fiinf regulédren Flachenstiicken. Sie ist orientierbar durch
| S die nach auflen zeigende Normale. Thre Randkurve
& I’ = 85’ sind die vier Kanten des oben entstehenden
Rechtecks mit der gezeigten positiven Orientierung.

Rechte-Hand-Regel: Die Orientierung der Flache S definiert
eine zugehorige positive Orientierung der Randkurve I' = 05S.
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Eine Hemisphare.

Die Hemisphire lésst sich als ein regulires Flichenstiick
parametrisieren, zum Beispiel durch stereographische
Projektion vom Siidpol auf die Aquatorebene.

Die Hemisphire ist orientierbar durch die nach auflen
zeigende Normale. Sie hat den Aquator als Rand, und die
Rechte-Hand-Regel definiert seine Orientierung.

Die Oberflache einer Kugel.

Die Sphire S lésst sich nicht als ein einziges regulires
Fldchenstiick parametrisieren, aber sie ldsst sich aus zwei
regulidren Flidchenstiicken zusammensetzen, z.B. aus zwei
Hemisphiren. Sie ist orientierbar durch die nach aufen
zeigende Normale. Sie hat keinen Rand, 9.5 = (.

Dies nennen wir eine ,,geschlossene Flache*:
Die Sphire ist kompakt und ohne Rand.
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Der Mantel eines Zylinders.

Der Zylindermantel ist ein reguléres Flachenstiick,
zum Beispiel parametrisiert durch einen Kreisring.
Er ldsst sich ebenso durch zwei Rechtecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Zylindermantel ist orientierbar durch die nach aufien
zeigende Normale. Er hat zwei Kreislinien als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierungen.

Der Mantel eines Kegels.

Der Kegelmantel lésst sich durch zwei Dreiecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Kegelmantel ist orientierbar durch die nach auflen
zeigende Normale. Er hat eine Kreislinie als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierung.
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Das Mobius—Band ist nicht orientierbar.

Es gibt auch nicht-orientierbare Flachen. Hier das einfachste Beispiel:

L4
T COS 5

.
u{ (B s
= rsin §)sin ¢ <<t

/\ Auf solche Flachen lasst sich der Satz von Stokes nicht anwenden!



G315

Der Integralsatz von Stokes

Satz G3E: Integralsatz von Stokes

Sei S C R3 eine stiickweise glatte, orientierte Flache. Inre Randkurve
I' = 0S5 ist dann ebenso stlckweise glatt und werde positiv orientiert.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? D S — R? gilt dann

/es rot f(s)+dS = f(s)-dr.

sel

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s) «n(s) |dS| = f(s)-dr.
ses sel’

v

Beweis: Die Gleichung gilt fiir jedes reguléare Flachenstiick S € R? und
folgt aus dem entsprechenden Satz von Green in der Ebene, siehe G1A.

Far stickweise glatte Flachen addieren sich die Flachenintegrale. Die

Kurvenintegrale 1angs innerer Kanten heben sich paarweise auf, da sie
gegenlaufig orientiert sind. Bleibt der positiv orientierte Rand I' = 05S.
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Spezialfall: geschlossene Flachen

Beispiel: Ist die Flache S C R3 geschlossen, also 05 = 0, so gilt

/ rot f(s)-dS "= / f(s)=ds "=" 0
s€S G s€0S

© Dies gilt fur die Randflache S = 0V jedes Kompaktums V' C R3,
© Integralsatze kdnnen Rechnungen dramatisch vereinfachen!

Das Flussintegral links kann beliebig kompliziert sein; rechts beim Randintegral sehen wir das
Ergebnis auf einen Blick! Einfaches Beispiel: Die (dreidim.) Vollkugel K hat als (zweidim.)

Randfldche die Sphire S = 0K. Die (zweidim.) Sphire S wiederum hat als (eindim.) Randkurve
die leere Menge, S = (). Ebenso fiir den Volltorus V' C R? und die Torusfliche S = dV'.
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Kompakta mit stiickweise glattem Rand Erléuterung

Typisches Beispiel ist ein Quader V' = [ay, b1] X [a2, b2] X [as3, b3].

nov

e L. s—oy

Definition G3F: Kompaktum mit stlickweise glattem Rand
V C R? heit Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ V ist kompakt und der Rand dV ist eine stiickweise glatte Flache.

@ In jedem regularen Punkt s € 9V liegt das Innere von V" auf der
einen Seite von 9V und das AuBere von V auf der anderen Seite.

Der Rand 0V ist positiv orientiert, wenn nyy stets nach auf3en zeigt.
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Der Integralsatz von Gauf3 im Raum

Satz G3aG: Integralsatz von Gauf3 im Raum

Sei VV C R? kompakt mit stiickweise glatter Randflache S = 9V,
orientiert durch den von V' nach aufBen weisenden Normalenvektor.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:V — R? gilt dann

/ div fw)dv = [ f(s)-dS.
veV seS

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ div f(v)dV = f(s)+n(s)|dS].
veV ses

Links steht das Volumenintegral der Quelldichte div(f) Uber V.
Wie Ublich bezeichnet dV = d(z,v, z) das Volumenelement.

Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randflache S = oV
Das Flachenelement dS = (01® x 02®) d(z,y) sei positiv orientiert:
Der Normalenvektor dS senkrecht auf 0V zeigt stets aus V' heraus.
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie die Auftriebskraft, die auf den Kérper K wirkt.

z ze-m=cHEEE__

by —

n

Folgern Sie daraus den Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft des
Kérpers K gleicht dem Gewicht go vols(K') des verdrangten Mediums.

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand O K (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdriangt das Fluid). Wir konnen dies nun exakt berechnen!
Zur Vereinfachung nehmen wir an, die Fliissigkeit habe konstante Dichte o > 0. Die Schwerkraft
wirkt nach unten in negativer z—Richtung, wie in der Skizze angedeutet. Der Korper liege ganz in
der Fliissigkeit; ihre Oberfliche sei z = 0. Lings des Randes K iibt die Fliissigkeit einen Druck
aus. Dieser nimmt linear mit der Tiefe z zu, entsprechend der dariiber liegenden Wassersiule.
Der Absolutbetrag des Drucks in Tiefe z ist demnach |P| = gg|z|. Konkrete Werte sind in
unserem Beispiel owasser = 1000kg/m3 und gprde = 9.81m/sz, somit go = 9810N/m3.
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Lésung: In jedem Randpunkt s = (z,y, z) € 0K sei n(s) die &uBBere
Einheitsnormale. Hier herrscht folgender Druck (= Kraft pro Flache):

skalar |P(s)| =g oz, vektoriell P(s) = goz-n(s)

Die Vektoren P und n sind entgegengesetzt; das Vorzeichen steckt im
Faktor z < 0. Dadurch erféhrt der Kérper K die folgende Auftriebskraft:

F= / P(s)]dS| = g0 / 2n(s)|dS|
seOK sco0K

lhre Komponenten F' = (F,, Fy, F.) berechnen wir mit Gauf3:

/8Kznx|d5|=/ak(§> n|ds| = /Kdiv(g)d(z,y’z)zo
[ smiasi= [ (8)niast = [ an(3) a1 =0
/8Kznz|d5| :/(’)K( > n|ds] (<: /Kdi"(g)d(x,y,z) = vol3(K)

onNo

[\ Jele)
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Das archimedische Prinzip gilt auch fir Kérper, die nur teilweise in die
FlUssigkeit eintauchen: Es z&hlt das eingetauchte Volumen. (Warum?)
Ein Schiff verdrangt Wasser, erhalt dadurch Auftrieb und schwimmt!

Der hier angenommene Druckverlauf gilt bei konstanter Dichte,

in einem inkompressiblen Medium. Er gilt annahernd auch in Luft
(und anderen Gasen) bei nicht allzu groBen Héhenunterschieden.
Er qgilt insbesondere flr realistisch groBe Luftschiffe oder Ballone.

SchlieBlich 16ste Archimedes mit Hilfe der Wasserverdrangung das
Problem der Dichtemessung und konnte den Goldschmied des Kénigs
als Betrliger entlarven. Gibt es eine schdnere historische Anwendung
der HMB flr Materialwissenschaftler und Luft- und Raumfahrttechniker?

Damit sind wir schlieBlich zum Ausgangsbeispiel zurlickgekehrt:

dem archimedischen Prinzip, das wir nun mathematisch verstehen.

Die Anordnung der Themen gleicht somit einem geschlossenen Weg.
Das Wegintegral Uber dieses Kapitel ist aber nicht Null, denn wir haben
sehr wohl wertvolle Arbeit verrichtet und neue Erkenntnisse gewonnen!
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Aufgabe: Wieviel Prozent eines Eisberges liegen unter Wasser?
Speziell flr ggis = 918kg/m? uUnd owasser = 1025kg/m3? Allgemein?
Wie hangt das Ergebnis von der Form des Eisberges ab?

Lésung: Sei E der Eisberg, unter Wasser liege der Teil U C E.
Wir nehmen Gleichgewicht an, d.h. der Eisberg sinkt oder steigt nicht.
Das Gewicht vol3(E) ggis g gleicht dem Auftrieb vols(U) owasser g- AlSO

vol3(U)  oEis

vols (E) OWasser
Mit anderen Worten, etwa 90% des Eisberges liegen unter Wasser,
nur die verbleibenden 10% sind Uber Wasser sichtbar. Daher der
sprichwértliche Ausdruck: ,Wir sehen nur die Spitze des Eisberges.”
Der genaue Wert hangt nur von den Materialkonstanten ab, also der
Massendichte des Eises ogis und des Wassers pwasser- Hingegen ist
die Form des Eisberges unerheblich. Alles ist schén und einfach!

© Der Integralsatz von GauB und somit auch der archimedische Satz
sind auf alle Kérper mit stlickweise glatter Randflache anwendbar!

~ 0.90
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Numerik: Triangulierung und Linearisierung Ubung

Nur wenige, extrem einfache Werksticke
haben elementar-geometrische Formen.
A AV AW, =

© Komplizierte Werkstiicke
kann man triangulieren, das heif3t
néherungsweise darstellen durch =
Ecken, Kanten, Dreiecke und Tetraeder. -

© Diese Darstellung ist eine sehr effiziente Datenstruktur und eignet
sich besonders gut zu numerischen Berechnungen auf einem Computer.
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die folgenden Korper:
W={(z,y,2) eR*| |2] <1, [y <1, 2] <1}
O:{(x,y,z)€R3 ‘ |z + |y| + |2] SQ}

K ={(z,y,2) €R | |z][yl,|2| <1, |z + [yl +]2] <2}
P={(z,y,2) €[0,1P |z +y+2<2}

(2) Bestimmen Sie den Rauminhalt vols(P) des Kérpers P.

(3) Bestimmen Sie fur jede Seite Sy,...,S7 von P den Fluss
des Vektorfeldes f(x,y,z) = (3z + 1, 12y + 4, 36z + 6 ) durch Sy.

(4) Berechnen und vergleichen Sie [, div(f)d(z,y,2) und [, f-dS.
(5) FOhren Sie alle Rechnungen ebenso flir W und O und K aus.

Das ist der diskrete Charme dieser Aufgabe: Sie konnen dies ohne komplizierte Integrale direkt
mit elementarer Geometrie 16sen. Auch diesen Spezialfall sollten Sie kennen und beherrschen.

Fun fact: Der Wiirfel W (Hexaeder, Sechsflichner) und das Oktaeder O (Achtflichner) sind
reguldr, also vollkommen symmetrisch. Es gibt nur drei weitere Korper dieser Art: das Tetraeder
(Vierflichner), das Dodekaeder (Zwolffldchner) und das Ikosaeder (Zwanzigfldchner). Konnen
Sie diese ebenfalls so konkret angeben, durch Koordinaten ihrer Eckpunkte? Das ist knifflig!
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung

Loésung: (1) Die obige Skizze zeigt die Polyeder W, O, K und P.
(2) Fiir das Polyeder P gilt vols(P) = 5/6 und voly(9P) = (9 + v/3)/2.

(3) Wir bestimmen flr jede Seite S, ...,S7 von P den Fluss
des Vektorfeldes f(z,y,z2) = (3z + 1, 12y + 4, 36z + 6 ) durch S.

Flachenstlck / Typ | Schwerpunkt s, | Normale ny | Inhalt | Fluss

Si Quadrat (0,1/2,1/2) (—=1,0 ()) 1 -1
Sa Quadrat (1/2,0,1/2) (0, ,0) 1 —4
Ss Quadrat (1/2,1/2,0) (0, 1) 1 —6
Sy | rechtw. Dreieck (1,1/3,1/3) (+1 0 ,0) 1/2 2

Ss | rechtw. Dreieck (1/3,1,1/3) (0,+1,0) 1/2

Se | rechtw. Dreieck (1/3,1/3,1) (0,0,+1) 1/2 21

S; | gleichs. Dreieck | (2/3,2/3,2/3) | (1,1,1)/v/3 | v/3/2 | 45/2

(4) Wir finden [, div(f)d(z,y, z) = 51vol3(P) = 42.5 = [, f+dS.
(5) Far W, O, K verlaufen alle Rechnung genauso (etwas langlich).
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Kurvenintegrale Fazit

Ein Weg ist eine stetige Abbildung ~v: [a,b] — R™, hier meist n € {2, 3}.
Er parametrisiert die Kurve I' = { v(¢) | a <t < b} C R™ als Bildmenge.

Der Weg heif3t regular, wenn -~ injektiv ist und stetig differenzierbar mit
~'(t) # 0 fur alle ¢ € [a,b]. Seine Bildmenge T hei3t dann glatte Kurve.

Am Punkt s = ~(t) heftet das infinitesimale Wegelement ds = +/(t) dt.
Das Kurvenintegral eines Skalarfeldes ¢g: R™ O T" — R entlang ~ ist

b
/F g|dr| = / ROLTE / g(v(®) - | (1)) .

=a

Speziell fiir g = 1 erhalten wir so die Lange vol; (I') = ¢(-y) der Kurve T".
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:R™ O I — R™ entlang ~ ist

b
/f-dF: £(s)-ds ::/ F((0) () dt.
T sel’ t

=a

Das Arbeitsintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung
und somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stiickweise glatte Kurve T'.
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Glatte Flachenstiicke Fazit

D C R? heiBBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt und der Rand 0D ist eine stiickweise glatte Kurve.
@ In jedem regularen Randpunkt s € 9D liegt das Innere von D auf

der einen Seite von 9D und das AuBere auf der anderen Seite.

Beispiele: Rechtecke, Polygone, Kreisscheiben, Kreisringe, ...

Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 0D liegt.

Die Einheitstangente t5p : 0D — R? zeigt in Richtung der Orientierung,
die Einheitsnormale ngp = Otgp : 0D — R? zeigt Gberall aus D heraus.

Sei D C R? zusammenhangend kompakt mit stlickweise glattem Rand.
Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine C'—Abbildung ®: D — R3,

Senkrecht auf den Tangentenvektoren 0, ®(z,y) und 0,®(z,y)
steht der Normalenvektor 0, ®(x,y) x 0,®(x,y) fur (z,y) € D.
Die Parametrisierung ® heif3t regular, wenn sie injektiv ist und
zudem 0,®(z,y) x 0y®(z,y) # 0 in jedem Punkt (z,y) € D erflllt.

Das Bild S = ®(D) C R? hei3t dann glattes Flachenstiick.
Der Rand 05 := ®(9D) ist dann eine stlickweise glatte Kurve.



G403

Flachenintegrale Fazit

Flachen S C R3 parametrisieren wir (stlickweise) durch ®:R? > D — S.
An s = ®(x,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (0,® x 0,®) d(x,y).
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes ¢g:R? O S — R entlang ® ist

/ o(5) |48 := / 9(B(z,)) - |0:2(z, 9) x 8,(z, )| d(z,1).
seS (z,y)eD

Speziell fir g = 1 erhalten wir den Inhalt voly(®) = vola(S) der Flache S.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 O S — R3 entlang & ist

(5)-dS = / £ (B(z, 1)) - (0uB(z,y) x 8,8(x, 1)) d(z,3).
seS (z,y)eD

Der Normalenvektor 0, ® x d,® im Punkt ®(z,y) steht senkrecht auf S.
Flr das Flussintegral zahlt daher nur der Anteil von f senkrecht zu S.

Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung,
somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stlickweise glatte Flache S.
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Kompakta mit stlickweise glattem Rand Fazit

Hier ist |dS| = |d®| = |0,® x 0,®|d(x,y) das skalare Flachenelement
und dS = d® = (0, x 0,®) d(z,y) das vektorielle Flachenelement.

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| definiert die Einheitsnormale n: S — R3.
Diese definiert fir jedes Flachenstick eine der beiden Orientierungen.
Far stlickweise glatte Flachen verlangen wir, dass die Orientierungen
einzelner Flachenstliicke am gemeinsamen Rand zusammenpassen.

© Zur numerischen Approximation kénnen wir die Kurve / Flache
triangulieren und das Vektorfeld linearisieren / Taylor—entwickeln. Fir
Polygone oder Polyeder und lineare Vektorfelder ist dies exakt.
V C R? heit Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:

@ V ist kompakt und der Rand 0V ist eine stickweise glatte Flache.

@ In jedem regularen Punkt s € 9V liegt das Innere von V' auf der
einen Seite von 9V und das AuBere von V auf der anderen Seite.

Beispiele: Quader, Polyeder, Vollkugeln, Kugelschalen, Volltori, . ..

Der Rand 0V ist positiv orientiert, wenn ngy stets nach auBBen zeigt.
Die Einheitsnormale ist der Einheitsvektor in Richtung d® = nsy |d®|.
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Der HDI als eindimensionaler Integralsatz Fazit

Unsere Integralsdtze beruhen alle auf dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI, Satz B11) und verallgemeinern diesen:

1dim: Jedes kompakte Intervall [a,b] C R hat als Rand 9|a, b] = {a, b}.
Der Startpunkt zahlt negativ, n(a) = —1, der Zielpunkt positiv, n(b) = +1.
Fir jede stetig differenzierbare Funktion f: [a, b] — R gilt dann

/E[ ; fe)ds 23 f(s)n(s) = £(b) — f(a).

s€{a,b}

Allgemein: Sei 2 C R™ offen und f: Q) — R stetig differenzierbar.
Zudem sei I C  eine stlickweise glatte und orientierte Kurve.
Fir das Arbeitsintegral von f’ = grad f entlang T gilt dann:

fl(s)eds = ) f(s)n(s)

sel’ seol’

Die Orientierung teilt die Randpunkte s € OT" in Start- und Zielpunkte;
Startpunkte z&hlen negativ, n(s) = —1, Zielpunkte positiv, n(s) = +1.
Ist die Kurve I" geschlossen, also oI' = (), so folgt gﬁser f(s)-ds=0.
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Der Integralsatz von Gauf3 Fazit

© Der Satz von GauB in der Ebene R? und im Raum R? besagt:
Das Volumenintegral der Divergenz div(f) Uber das Kompaktum V ist
gleich dem Flussintegral von f nach auB3en Uber die Randflache oV'.

2dim: Sei D C R? kompakt mit stlickweise glatter Randkurve I' = dD.
Sein:T' — R?: s+ n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O D — R? gilt dann

[ awvf@nden = [ )@= [ fe)xds
(z,y)eD sel’ sel

3dim: Sei V C R? kompakt mit stlickweise glatter Randflache S = oV
Sein:S — R3:s > n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 O V — R? gilt dann

/ div f(z,y,2)d(z,9,2) = | f(s)-n(s)|dS| = [ f(s)-dS.
(I,y,Z)EV sES seS

Gleichwertige Schreibweise mit n(s) |ds| = O ds bzw. dS = n(s) |dS].
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Der Integralsatz von Green und Stokes Fazit

© Der Satz von Green in der Ebene bzw. von Stokes im Raum:
Das Flachenintegral der Rotation rot(f) Uber die Flache S ist
gleich dem Arbeitsintegral von f entlang der Randkurve 0S.

2dim: Sei S C R? kompakt mit stlickweise glatter Randkurve I' = 95.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? D S — R? gilt dann

/ rot f(s)-dS = f(s)~ds.
SES

sel

3dim: Allgemeiner gilt dies fur jede stickweise glatte, orientierte Flache
S C R3 und jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 O S — R3.

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt das gleichwertige Flachenintegral

/ rot f(s) «n(s)|dS] "= f(s)-ds.
ses sel

Die stiickweise glatte Randkurve I' = 0SS sei hierbei positiv orientiert.
Liegt die Flache S in einer Ebene, so reduziert sich Stokes zu Green.
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Zusammenfassung und Ruckblick Fazit

Diese Integralsatze sind gut und schén! Geht es auch einfacher?
Nein, denn Sie sollen nicht nur fihlen, sondern auch rechnen kénnen!
Zur prazisen Formulierung und konkreten Berechnung benétigen Sie
daher alle Werkzeuge fiir Kurven-, Flachen- und Volumenintegrale.
Hierzu brauchen Sie solide Grundlagen und effiziente Methoden:
Definitionen & Satze, Beispiele & Rechentricks. .. sowie Ubung!

Nochmal die Lernziele laut Modulhandbuch:

@ Die Studierenden verfligen Uber grundlegende Kenntnisse zur
Integralrechnung fir Funktionen mehrerer Verénderlicher. [.. .]

@ Sie sind in der Lage, die behandelten Methoden selbststéandig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anzuwenden.

@ Sie besitzen die mathematische Grundlage flr das Verstéandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften.

@ Sie kdnnen sich mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und

naturwissenschaftlichen Umfeld tber die benutzten mathematischen
Methoden versténdigen.



G409

GauB vs Stokes — integral battle Obung

Aufgabe: (0) Rezitieren Sie mdglichst prazise unsere Integralsatze.
Wie bestimmen Sie mdglichst allgemein divrot(g) und rot grad(h)?

(1) Skizzieren Sie V = { (z,y,2) € [-4,4]* | 22 + y? + 22 <25 }.
(2) Schatzen und bestimmen Sie das Volumen vols(V') des Kdérpers V
sowie den Fl&cheninhalt voly(S) seiner Randflache S = 9V

(3) In welchen Punkten s € S ist die Randflache S = 9V nicht glatt?
Geben Sie Uberall sonst den auBeren Einheitsnormalenvektor an.

(4) Berechnen Sie zu f(z,y,z) = (z, 2y, e™) das Flussintegral fsf-dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gauf3?

(5) Wir betrachten das Vektorfeld g(x,y, z) = (z,y, 2)/(z? + y* + 25).
Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [, f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gau3?

(6) Wir betrachten g(x,y, z) = (cos(xyz), sin(zyz), exp(z? + y* + 2°) )

Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [, f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?
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Lésung: (1)

Luigi Colani (1928-2019), Kugellampe UFO



GauB vs Stokes — integral battle g

Ubung

(2) Der Korper V ist eine sechsseitig abgestumpfte Vollkugel vom
Radius r = 5; ihr fehlen sechs Kugelsegmente der Héhe h = 1:

7 4 h 416
volg(V) = §7r7“3—6-7rh2<7“—§> = —7 = 436

3
volp(S) =" 4rr? —6-27rh+6-73%2 = 947m  ~ 295

© Plausibel? vols([—4,4]%) = 83 = 512, voly(9[—4,4]3) =6 - 82 = 384.
(3) Die Randﬂéche S = 0V ist nicht glatt in den sechs Kreislinien
If={z=44, x +y =9}undTy ={y=+4, 2°+2>=9} und
I'F = {2z ==+4, 4>+ 22 =9 }. Uberall sonst ist die Flache S glatt.

Ins e {z==4, 22 +y? <9 } ist die Einheitsnormale n(s) = (0,0, £1).
Ins € {y=44, 22 + 22 <9 } ist die Einheitsnormale n(s) = (0, £1,0).
Ins € {x=+4, y?>+ 22 <9} ist die Einheitsnormale n(s) = (£1,0,0).
In jedem anderen Punkt s € S ist die Einheitsnormale n(s) = s/5.
Hier gilt |s|?> = 22 + y? + 22 = 25 und —4 < ., y, z < 4. In einer kleinen
Umgebung eines solchen Punktes s sieht die Flache S genauso aus wie
die Sphare vom Radius 5, daher ist der Einheitsnormale hier s/|s| = s/5.
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(4) Die direkte Berechnung von fs f+dS ist moglich. .. aber mihsam.
© Dank GauB gilt [ f+dS = [i, div(f)dV = 3vol3(V) = 416 .
/\ Stokes ist hier nicht anwendbar, denn uns fehlt g mit f = rot(g).

(5) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist mdglich. .. aber mihsam.
© Dank Stokes gilt [ f-dS = [grot(g)+dS = [,5g-ds =0dadS = 0.
/A GauB ist hier nicht anwendbar, denn f ist nicht auf ganz V' definiert.

(6) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist méglich. .. aber mihsam.
© Dank Stokes gilt [ f-dS = [yrot(g)+dS = [,5g-ds =0dadS = 0.
© Auch GauB lasst sich anwenden: fS f+dS = [, div(f)dV = 0.

© Diese Beispiele illustrieren erneut den Nutzen unserer Integralsatze:
Manche Rechnung I6st man besser mit Anschauung und Verstandnis!
© Wer eindimensional integrieren will, der sollte den Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung (HDI) kennen und nutzen!

Wer mehrdimensional integrieren will, der sollte die entsprechenden
Integralsatze von Gauf3, Green und Stokes kennen und nutzen!
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Ig | u Ubung

Aufgabe: Ein bewohnter Iglu werde beschrieben durch die Menge
I:{(:L‘,y,z)ER3‘w2+y2+z2§4, zz()}.
Der Warmefluss im Iglu sei gegeben durch das Vektorfeld
fz,y,2) = (z,y,42 + 2> + % — 4).
(1) Wieviel Warme entsteht im Iglu I insgesamt?

(2) Wieviel Warme flieBt durch den Boden B nach unten?
(3) Wieviel Warme flie3t durch die Kuppel K nach auf3en?
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Ig | u Ubung

Lésung: (1) Das Vektorfeld f hat konstante Quelldichte div(f) = 6.
Dies entspricht homogener Warmeerzeugung im Inneren des Iglu.
Die Gesamtmenge der im Iglu entstehenden Warme ist demnach

2
/div(f)d] = 6-volg(I) = 6-§7r23 = 327
1

(2) Der Boden des Iglu ist die Kreisscheibe
B ={(z,y,0) € R3 } z? + o> <4}

Die auBere Einheitsnormale ist hier konstant ng = (0,0, —1). Also

/ fenpd(z,y) = / 4 — 2% — 92 d(z,y) Flussintegral Gber B
B B

C2B

B 2 2
= / / (4—p?)pdpdy  Polarkoordinaten
»=0J p=0

4

HDI 2 P2 _ _ _
L 27r[2p 4L:0 = 2r(8—4) = 8.

© Hierist ,B C R?“ bereits eben, dies nutzen wir zur Parametrisierung.
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(3a) Die Kuppel des Iglu ist die obere Hemisphére
K:{(m,y,z) e R3 ‘ 2?4+ + 22 =4, zZO}.
Wir sparen uns viel Arbeit durch den Satz von GauB:

/Idiv(f)dl = /”If .ds = /f dB+/f -dK

Hieraus lesen wir ab: fK f+dK = 32 — 87 = 24x. (Dieser Iglu verliert
demnach dreimal mehr Warme Uber die Kuppel als tGber den Boden.)

(3b) Alternativ integrieren wir, etwa in Kugelkoordinaten &: D — K:

rsinf cos
s:q)(e): rsinfsine |, D:{(0> 0§0§7T/2}.
4 rcosf 4

0<¢<2rm
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

rcos 6 cos ¢ —rsin#sin ¢ 2 sin? f cos ¢

o 09 . . 2 20
%xa—: rcosfsing | x | rsinfcosy | = | r*sin“fsiny
¥ —rsinf 0 2 sin @ cos 0

© Der Normalenvektor d® zeigt aus V heraus, Rechte-Hand-Regel.
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Ubung

Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Kuppel K ist demnach:

o 00
[ gwear = [ (@0.0)- (G5 52) 0.0

rsin 6 cos @ 2 sin? 6 cos ¢
= / rsin 6 sin ¢ . | 72sin?0sing | d(6,¢)
D .

4rcos@ + r?sin?6 — 4 r2sin 6 cos 6

2m
= / / 3 sin30 + 473 sin 0 cos®0 + r* sin®0 cos 0 — 472 sin 0 cos 0 df dy
6=0

Spétestens hier verfluchen wir unsere Wahl dieses Rechenweges. ..
Umso mehr preisen wir den wunderbar nutzlichen Satz von Gauf3!

Zum Gliick sind dies Standardintegrale der Form [,”/ /2 §inP 6 cos? 6 6.
Geduldiges Ausrechnen / Nachschlagen ergibt (fir den Radius r = 2):

f(5)dK = .. Q.. = grz(r2—|—8r—8) = Un

seK
© Diese Beispiel illustriert erneut den Nutzen unserer Integralsatze.
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Skizze eines Dreiviertel-Torus:
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Divergenz, Rotation und Flussintegrale Ubung

Aufgabe: Sei V C R? der oben skizzierte Dreiviertel-Volltorus.

(1) Parametrisieren Sie den Kérper V' in Toruskoordinaten,
sowie die Kreisscheiben A und B und die Mantelflache C.

(2) Bestimmen Sie Volumen vols (V') und Oberflacheninhalt vola (0V).
(3) Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation des Vektorfeldes

fla,y,2) = (2, y, 2 +4(y + 2)*).
(4) Berechnen Sie den Fluss von f durch S = 9V nach auf3en.
(5a) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch A nach auBBen.

(5b) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch B nach auf3en.
(5c) Folgern Sie den Fluss von rot(f) durch C nach auBen

© Diese Aufgabe (bt, Flachen- und Volumenintegrale méglichst
effizient einzusetzen. Zur Vereinfachung nutzen wir woméglich die
Integralsatze und fir Rotationskérper auch die Guldinschen Regeln.
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(1) In Toruskoordinaten mit R = 2 und r» = 1 wird V' beschrieben durch

(R+ psinf) cos ¢ 0<p<r
V= (R+ psin®)sinp 0<6<2m ;.

pcosf 0<¢<3m/2

Die Randflache S = 0V besteht aus der Kreisscheibe A fir ¢ = 0,
der Kreisscheibe B fiir ¢ = 37/2, sowie der Mantelflache C fir p = r:

. R—i—gsin& 0<p<r
B 0<6<2r
pcosf
0<p<r
0<6<2r

0
B = —R — psiné
o[ (B | g,
= rsin @) sin 0< < 3m/2

pcosf
rcosf
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(2) Nach den Guldinschen Regeln G2B finden wir:

3
vols(V) = 1 mr? . 2rR = 372

3
volp(AV) = 7r? 4+ mr? + 1 o2nr-2nR = 2mr? + 37%rR

(3) Wir berechnen div(f) = 2 und rot(f) = (12(y + 2)?, —2z,0).
(4) Das Flussintegral gelingt am einfachsten mit dem Satz von Gauf3:

/f -dS = /dlv(f)dV = /Vzdv = 2vol3(V) = 6x°

Wir kénnten das Flussintegral [, f - dS auch direkt ausrechnen,
indem wir Gber A und B und C integrieren. Das ist aber m[]hs__amer.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!

© Leistungsstarke Theorie erméglicht effiziente Berechnung.
Wir lassen die Integralsatze einen grof3en Teil der Arbeit erledigen.
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(5a) Hier hilft kein Trick, wir missen einfach die Definition nutzen und
ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,0) = (2 + psin6, 0, pcosh):

0b o pcosf sin # 0
P —psinf cos 6 0

Plausibilitdtscheck: Dies ist die &uB3ere Einheitsnormale (0, —1,0) mal
der Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

1 2
/rot(f)-dA = /2x|dA| = / / 2(2+ psinBf)pdodp
A A p=0J6=0

1 1
= / 8rpdp = {47rp2] = dr
p=0 p=0

(5b) Hier hilft kein Trick, wir missen einfach die Definition nutzen und
ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,0) = (0,—2 — psin6, pcos 0):

90 OO 0 0 p
FX%: —sinf | x | —pcos@ | = |0
P cost —psind 0
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Plausibilitdtscheck: Dies ist die duBere Einheitsnormale (1,0,0) mal der
Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

/rot(f)-dB = /12(y—|—2 )*|dB| = / / 12p%sin® 0 df dp
B B =

1
= / 12np3dp = {37?;)} = 37

(5c) Mantelflache C? Nach dem Integralsatz von Stokes gilt

/Arot(f)odA+/Brot(f)-dB—I—/rot(f)-dC o /Srot(f)-dS

C
Sl ke f d

© Ohne weitere Miihe folgt [, rot(f)+dC = —7r. Dies folgt ebenso
aus dem Integralsatz von Gauf3, denn divrot(f) = 0. Das Flussintegral
Jorot(f)+dC kann man auch direkt ausrechnen, das ist aber miihsamer.
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Aufgabe: (1) Seien r, h > 0 reelle Zahlen. Skizzieren Sie den Kérper
V C R3, der begrenzt wird durch z = 0 und z = h und 2 + 3% = 2.

(2) Berechnen Sie zum Vektorfeld f(z,vy, 2) = (zy, —223y?, 22) die
Divergenz und den Fluss von f durch den Rand 0V nach auf3en.

Losung: (1) Der angegebene Kérper V ist ein Zylinder der Héhe h
Uber einer Kreisscheibe D vom Radius r als Grundflache:

v N2 2<2| pcos @ 00<§P<§27”
=i lr) okt (e ) o< o<

0<z<h
(2) Die Divergenz ist leicht auszurechnen:

div f(z,y, z) = 423y — 423y + 22 = 22

Wir kénnten das Flussintegral [, f - dS direkt ausrechnen, indem wir
die Randflache S = 0V in Mantel, Deckel und Boden zerleger_w_, Uusw.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!
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Alternativ kénnen wir den Satz von Gauf3 anwenden: Die Divergenz ist
hier leicht, und der Rotationskdrper V ist einfach zu beschreiben!
Das Volumenintegral gelingt leicht in Zylinderkoordinaten:

21
feds = / div(f)dv = / / / 2z pdzdedp
ov o 2z=0
27
= / / p L dedo = / / h?pdedp
Bl1 p=0 p=0J =0

O
p=0

Bl

Ebenso leicht gelingt das Integral in kartesischen Koordinaten:

h
feds = / div(f)dv = / / 2zdzd(x,y)
v Ge - Jy o (z,y)€D J 2=0
HDI h’
v B e = [ Rdey)
Bl (z,y)€D z=0 (z,y)€eD

= p? / d(z,y) = wh*?
(z,y)eD

>
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Motivation und Zielsetzung Uberblick

Nahezu jedes naturwissenschaftlich-technische Gebiet nutzt Integrale
und Integralsdtze. Im ersten Teil dieses Kapitels wenden wir sie zur
lllustration auf vier zentrale und physikalisch relevante Probleme an:

1 Eulers Kontinuitatsgleichung:
Wie verhalten sich strémende FlUssigkeiten?

2 Fouriers Warmeleitungsgleichung:
Wie berechnet man den Wéarmefluss in einem Kérper?

38 Newtons Gravitationsgesetz:
Wie berechnet man das Gravitationsfeld einer Masse?

4 Maxwells Elektrodynamik:
Wie breiten sich elektromagnetische Wellen aus?

Diese Problemstellungen sind auch mathematisch von zentraler
Bedeutung, denn sie fiihren uns zu den drei Grundtypen partieller
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Diese werden wir mit weiteren
Werkzeugen in spateren Kapiteln immer besser behandeln kénnen.
Mit unseren bisherigen Techniken wollen dies jetzt vorbereiten.
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Im zweiten Teil dieses Kapitels greifen wir das Potentialproblem auf,
das Sie bereits aus der HM2 kennen: Sei U C R™ offen. Unter welchen
Bedingungen erlaubt ein Vektorfeld f:R™ O U — R"™ ein Potential?

Wir suchen also zu f eine Stammfunktion F': U — R mit grad F' = f.
Wenn dies mdglich ist, so nennen wir f exakt (oder ein Gradientenfeld).

Nicht jedes Vektorfeld f kommt solcherart von einem Potential.
Wir fragen daher: Wie kdnnen wir feststellen, ob f exakt ist?
Und wenn ja, wie kénnen wir ein Potential berechnen?

Die Antwort hangt, wie Sie aus der HM2 wissen, zunachst vom
Vektorfeld f ab: die lokale Integrabilitdtsbedingung rot(f) = 0 ist
notwendig. Uberraschenderweise ist sie noch nicht hinreichend: Die
Antwort hangt zudem von der globalen Gestalt des Gebiets U C R"™ ab!

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes kénnen wir dieses Problem nun
vollsténdig l6sen fir konvexe Gebiete U C R™ und allgemeiner flr alle
einfach zusammenhangenden Gebiete. Potentiale nlitzen uns tberall,
etwa in Kapitel M zur L6sung von exakten Differentialgleichungen.
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Differentialoperatoren und Integralsatze

Wir nutzen hier zur Ubung die dekorative Schreibweise der Physik.
Als Abklrzung nitzlich ist der Nabla-Operator V = (01, 02, 03).
99 99 99 )

8:61’ 8%27 8%3

o et F F (s _Of Oh _0f Of 0f
Rotation: rot f=Vx f= ( 01y Dis’ D5 Oz, 01,  Dirg >
Ofh [ 0f2  Ofs
81‘1 + 81‘2 + 81‘3

Gradient: gradg=Vg = (

Divergenz: divf=V.f =

Laplace: Ag=V? = 52 Tt a2
Unsere Integralséatze schreiben wir dann in folgender Form:

HDI: / Vg) - d5 = g(pziel) — 9(Pstart)

Stokes: // V x f)-itdS = 55 feds

GauB: // V.fdv = f-ids
|4 oV



Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre e

Ziel: Wie verhalten sich Strémungen? Welche Gleichungen gelten hier?

Bildquelle: wikimedia,
Bildquelle: wikimedia

Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln

(0) Wie beschreiben Sie eine Strdmung in einem Gebiet Q C R3 iber ein
Zeitintervall I = [to,t1]? Geschwindigkeit 7: I x Q — R3: (¢, %) — (¢, 7)
und Massendichte ¢: I x Q — R: (¢, %) — o(t, ¥) und evil. weitere Daten.
Die Massenstromdichte o7: I x 2 — R3 beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.
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Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz fur K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fur inkompressible Strémungen, also flr ¢ = const?

Losung: (1) Die Uber die Randflache S = 0K ausstrdmende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

d///gdK+# (07 #)dS = 0
dt JJ/ k S—0K

(2) Wir durfen die Ableitung unters Integral ziehen dank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung 0p/0t:

d Kpkt
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Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringen und dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von Gauf3 (G3G):

# (o7-/)dS = /// div(o?) dK
S=0K e K

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

I, [35 + div(gm] K =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt fir jedes Kompaktum K & §2.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

20 .o
e + div(p?) =0
Diese Kontinuitatsgleichung ist grundlegend fiir die Strémungslehre.

(4) Fur inkompressible Strémungen gilt o = const und somit div 7 = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flie3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu genuigt allgemein bereits 0,0 + v« grad o = 0. Sehen Sie warum?
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Kérper?

Bild- und Warmequelle: Momo

Warmebilanz flir K = Kaninchen bei t € Winter

Wir betrachten ein Gebiet Q C R3 und ein Zeitintervall I = [to,#;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte ¢: I x Q — R,
Warmedichte u: I x Q — R und Warmefluss f:1 x Q — R3.
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Aufgabe: (1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Vereinfachen Sie schlie3lich durch die Annahme f: —k Vu.

Losung: (1) FUr jedes Kompaktum K & € gilt die Warmebilanz:

Von den Warmequellen in K zugeflihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Wéarmefluss Uber den Rand von K nach auf3en

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

/// (t,2)d /ﬂ (t,) dx—i—#g 6Kf(t,x)-ﬁd5

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benétigt.
Ich greife hier schon mal vor: g sei stetig, f einmal stetig diff bar, u zweimal stetig diff bar.
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(2) Mit GauB3 (G3G) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

B, feerias = [ v-fona

Darfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, 0;u stetig!

d Kpkt // a
. t —
o /// u(t,x) dz = (%u(t,w) dz

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///K {gtu(t’ 2) + V- f(t,2) — a(t, x)] dz = 0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fir jedes Kompaktum K € Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

—

Ou(t,z) + V- f(t,x) = q(t, x)

Diese Gleichung gilt iiberall dort, wo etwas entsteht (g), gespeichert wird () und flieBt ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heiflit deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielféltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier—Theorie 16sen konnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie u = g und f = o erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.
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(4) Warme flie3t von warm nach kalt, genauer f: —k Vu. Einsetzen:
du(t,z) + V+ [~k Vu(t,z)] = q(t,z)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
Ou—rKkAu=q mit A=0?+05+0s.

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7', genauer

u = pcT mit Dichte ¢ und Wirmekapazitit c. Sie fliel3t proportional zur Temperaturdiftferenz,
also f = —\ VT mit Wirmeleitfihigkeit . Demnach gilt f = — Vu mit & := A/(oc).
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfihigkeit «(¢, ) rdumlich konstant und isotrop.

Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung (1822):
ou 0? 0? 0?

ey it A=< L9 9
g ~mAw=a mt 62 o3 ' oa2

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u (links) mit Inhomogenitét g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wérme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768-1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach ihm benannte Fourier—Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und q. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) kdnnen wir die Fundamentallosung angeben!
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Lésungen der Warmeleitungsgleichung

Was niitzen uns solche Gleichungen? Welche Probleme l6sen sie?
Typische Anwendungen verlaufen nach dem obigen Muster:

Integralsatze

’ 2. Integralgleichungen ‘ e — ’3. Differentialgleichungen‘

Naturgesetze ﬂ phys. Messungen, mathematische M exakt / numerisch

Bilanzgleichungen Lésungsmethoden

Vorhersage?

’ 1. physikalisches Modell ‘ "4. technische Anwendung‘

Planung?

In einigen Paradebeispielen gelingt uns eine explizite Losung:
© exakt, Uibersichtlich, leicht zu verstehen, zu priifen und zu nutzen!
@ Solche Lésungen sind leider meist auf einfache Félle beschrankt.

In komplizierteren Féllen bleibt (nur) die numerische Approximation:
@ unibersichtlich, schwerer zu verstehen, zu priifen und zu nutzen.
© Naherungen sind mit Computerhilfe in vielen Fallen durchfiihrbar!

Auf beiden Wegen leisten Differentialgleichungen die Formulierung und
anschlieBende Lésung des urspringlichen (physikalischen) Problems.
Meist geschieht dies eingebettet in einem Modellierungskreislauf.
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Lésungen der Warmeleitungsgleichung

T

@ H(t,z) = e~ /4t |\ [Axkt
— Maximum H (t,0) ~ const//t

Die Gleichu}lg Oyu = Kk O2u hat als Fundamentalldsung
H(t,x) = exp(—x?/4kt)/v/47kt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die Gaullsche Glockenkurve

um den Mittelwert ;o = 0 mit der Varianz o = 2xt.

Fiir t oo flieBt die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir ¢ N\, 0 konzentriert sich die Warme im Punkt x = 0.

it
[ ;
e e
e
7552552




Lésungen der Warmeleitungsgleichung
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u(t,x) => cH(t,x — &)
‘ endl. Linearkombination
|
| ‘\
\ Wenn zur Startzeit t = 0 die Wiarme c1, .- ., c

in den Punkten &1, . . ., & konzentriert ist, dann

erhalten wir zur Zeit ¢t > 0 die Superposition /
Linearkombination von Fundamentallosungen.
Bei kontinuierlicher Startverteilung wird dies zu
einem Integral, wie im folgenden Satz erklért.
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Lésungen der Warmeleitungsgleichung

¢ Satz D5D: Lésungen der Warmeleitungsgleichung

(1) Die Wéarmeleitungsgleichung 0;u = x Au hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

H:RyoxR" R : H(t,z) =

—
—exp| ——F— |-
(VArkt)™ P\ " e
Die Konstanten sichern die Normierung [, _p. H(t,z)dz = 1 fir¢ > 0.

(2) Fur ¢t = 0 sei die Warmeverteilung ug : R™ — R vorgegeben, ug € C,.
Fir ¢t > 0 erhalten wir die Lésung durch Superposition (Faltung D5E):

u: R X R" =5 R : u(t,x) = H(t,x — &) up(§) d¢.
£ER

Sie erfiillt O;u = xk Au flr t > 0 sowie limy\ o u(t, ) = uo(z).

(3) Aus u(0, z) = sin(kz) fir t = 0 folgt u(t, z) = e ¥~ sin(kx) fiir t > 0.
Aus u(0,z) = >, cpsin(kx) folgt u(t,x) = >, ck e **rtsin(ka) fir ¢ > 0.
Die Warmeleitung glattet: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab.
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte

200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
—=0--0--0--0--0 -0 —0-—0-=-0--0--0--0

I 7
0 é‘g ¢: 0
0 % o: 0
0 <:> <:> 0
0 <:> o: 0
0 c:; o
0 é—«»—»—»—»—»—»—»—»—»—»—»—»—!ﬁ 0
0 %’ é‘; 0

| |

L0 -0-0--0--0--0--0--0-0-0--0--0--!
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Wir betrachten ein Bauteil Q C R2 aus warmeleitendem Material.
An den Randern liegen die Temperaturen 0°C, 100°C, 200°C an.

Aufgabe: (1) Diskretisieren Sie wie oben die Warmeleitungsgleichung

dyult, z,y) = k[D2u(t, ,y) + u(t, z,y)], u(0,z,y) = uo(z,y).

(2) Lésen Sie die Gleichung numerisch! Was ist der stationare Zustand?
Hierzu sei Ax = Ay, und At wahlen wir so, dass k At/(Ax)? = 1/4 gilt.
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte

Lésung: (1) Wir diskretisieren und nahern die partiellen Ableitungen:
U(t, IE+A£U/2, y) — u(tv QI—ACC/Q, y)
Ax
Opu(t,x+Ax/2,y) — Ozu(t,x—Ax/2,y)
Ax

_ult,z—Az,y) — 2u(t, z,y) + u(t, 2+Az,y)

N (Az)?
Diese Naherungen kennen wir bereits. Ebenso verfahren wir fur E)g.
Die Warmeleitungsgleichung d;u = x[07u + d;u] n&hern wir durch v:

Opu(t,z,y) ~

u(t,z,y) ~

v(t+At x,y) = v(t,x,y) + At Ow(t, x,y)
At
= o(t,z,y) + (ZT) [0(t,3- A, y) - 20(t, 2, y) + v(t, 5+ A2, )]
K At
— — — A
+ By [v(t,x,y Ay) — 2v(t,z,y) +v(t, z, y+ y)}

Hier sind At, Az, Ay > 0 Schrittweiten, nicht der Laplace—Operator.
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte

Im konkreten Beispiel arbeiten wir mit (z,y) € {1,...,12} x {1,...,7},
Zeitschritt At = 1 und x = 1/4. Wir erhalten die Mittelwerteigenschaft:

v(t,z—1,y) +v(t,z+1,y) + v(t,z,y—1) + v(t,z, y+1)

v(t+1,z,y) = 1
Stationare 7 
Loésung:
200
100
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte Erléuterung

© Ausgehend vom gegebenem Startzustand v (0, x, y) konnen wir so die zeitliche Entwicklung
berechnen. Nochmal zur Betonung: Die diskrete Losung v(¢, , y) ist nur eine grobe Niherung
der kontinuierlichen Losung (¢, x, y). In der Numerik erfahren Sie mehr zu Fehlerschranken
und noch besseren Methoden. Viele davon stehen als Softwarebibliotheken zur Verfiigung.

© Unsere Niherung ist auf den folgenden Seiten numerisch illustriert. Die Rechnung beginnt
mit einer (beliebigen!) Startverteilung zur Zeit ¢ = 0 und konvergiert recht schnell gegen die
(eindeutige!) stationédre Losung: Zwischen ¢ = 50 und ¢ = 80 ist kaum noch ein Unterschied.
Das ist fiir den Computer einfach und schnell zu rechnen; eine Tabellenkalkulation gentigt.

© Die stationire Losung befindet sich im Gleichgewicht, erfiillt also die Mittelwerteigenschaft

v(z—1,y) + o(z+1,y) + v(z,y—1) + v(z,y+1)
4

'D(Ia y) =

© Der stationdre Zustand  lisst sich auch stochastisch interpretieren als Ergebnis einer
zufilligen Irrfahrt (engl. random walk): Auf einem Spielfeld Q C Z? ziehen Sie jeweils mit Wkt
p := k At/(Az)?, hier p = 1/4, nach links / rechts / oben / unten. Das Spiel endet mit den
Gewinnen am Rand. Die Gewinnerwartung auf jedem Feld (x, y) ist der Wert &(z, y).

© Dieses einfache Beispiel illustriert das allgemeine und iiberall wichtige Dirichlet-Problem.
Die Berechnung von o fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem mit 7 X 12 = 84 Unbekannten!
Fiir diese finden wir genau 84 Gleichungen. Die Gleichgewichtslosung v ist tatsdchlich eindeutig,
und die iterative Berechnung als Warmefluss liefert eine erstaunlich gute numerische Methode.
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t=0| 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 000
000 000
000 000
000 000
000 000
000 000
000 000
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
t=1|200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 | 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 | 000
000 000
000 000
000 000
000 000
000 000
000 | 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025|000
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
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t=2

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

000
000
000
000
000
000
000

063
013

006
031

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

075
013

006
038

063
013

006
031

000
000
000
000
000
000
000

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

100

t=3
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t=>50
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Zeitliche Entwicklung zum stationaren Zustand

Gegeben sind meist Anfangswerte (0, x) = ug(z) firt =0und x € Q
sowie Randwerte u(¢, x) fur alle ¢ > 0 und = € 99, kurz ARWProblem.

Warmeleitungsgleichung dyu(t, x) = k Au(t, x) fir alle t > 0 und x € Q.
Stationar d,u =0 < harmonisch Au=0 <« Mittelwerteigenschaft

Wir kdnnen die stationare Verteilung exakt bestimmen dank Trennung
der Variablen und Fourier-Theorie, siehe R201 und die Graphik R408.

Anfangs- und Randwertprobleme (kurz ARWP) werden wir in Kapitel S
ausfuhrlich diskutieren und mit Fourier—Theorie I6sen, siehe Satz S3D.

Die Warmeleitung glattet: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab.
Lasst sich die Warmeleitungsgleichung umkehren, also zuriickrechnen?
Theoretisch ja, praktisch nein. Gegeben ist statt ug zur Zeit ¢ = 0 nun ur
zu einem Zeitpunkt T > 0, und gesucht ist die/eine Startverteilung uy.

Die rickwartslaufende Warmeleitungsgleichung d,u = —x 8%u entsteht
durch Zeitumkehr ¢ — —t. Sie gléttet nicht, sie raut auf: Winzig kleine
Stérungen in ur fihren zu explosionsartigen Stérungen in ug. Dieses
Umkehrproblem ist daher schlecht gestellt (engl. ill posed), siehe R221.
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Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

Wir betrachten die Kugelschale
K={geR|r<|j]<r}

mit den Radien 0 < r¢ < r; und
konstanter Massendichte o € R.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie das
Gravitationspotential u(Z) im Punkt
Z = (0,0, R) mittels Kugelkoordinaten

= (rsinf cos @, rsinfsin @, r cos §).

(2) Welches Gravitationsfeld f = grad u herrscht auBerhalb (|€] = r1)?
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Potential einer Punkimasse!
(3) Welches Gravitationsfeld f= grad u herrscht innerhalb (|Z| < r¢)?
Wie interpretieren Sie dieses bemerkenswerte Ergebnis geometrisch?

Hinweis: Der Ansatz ist klar, die Rechnung ist aber nicht leicht. Man
berechne | — Z|?> = r2 — 2rRcos § + R? und substituiere t = — cos 6.
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Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

Lésung: (1) Zu berechnen ist das Integral

u(a?’):/ 4y
JeK |y — 7|

Far die Integration Uber i € K nutzen wir Kugelkoordinaten

7= (y1,y2,y3) = (rsinf cos p,rsinfsin p,rcosd) =: (r,0, ).
Wir kennen die Funktionaldeterminante det ® = r2sin 6, also
d(y1,y2,y3) = r?sin @ d(r, 8, ).
Wegen Rotationssymmetrie hangt «(z) nur vom Radius |z| ab.
Es genligt daher, u(Z) etwa langs der z—Achse zu berechnen.
Wir fixieren deshalb den Punkt # = (0,0, R) mit R = |z| € R>¢.
Der Abstand | — Z| ist in dieser Parametrisierung
17 — 2> = r?sin? @sin® ¢ 4 r%sin? @ cos® ¢ + (rcosf — R)?
= 72sin% 6 4+ r? cos® 0 — 2rRcos § + R?
=12 —2rRcosf + R%.
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Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

Damit berechnen wir unser Integral in Kugelkoordinaten:
— 0
u(®) = / — dy
yeEK |y

2 .
/ / / grsinf dy df dr
r=rg J6=0Jo=0 Vr2 + R2 —2rRcosf

sin 6
= 2mor dodr
/7‘7“0 ¢ /90 Vr2 4+ R?2 — 2rRcosf

Das innere Integral berechnen wir mit t = — cos 6 und dt = sin 6 df zu
1 1 1 \/ 1
dt = |—=V7r2+ R2 + ZTRt]
/1;_1 V12 + R? 4+ 2rRt [TR =1

1
—R[\/TQ+R2+2TR—\/T2+R2—2TR]

2/r furr >R,
2/R furr <R.

LR(IT~I—R|—|7"—R|) :{



H144

Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

(2) AuBerhalb der Kugelschale K gilt R > r; und somit

1"
"R
Dies ist das Potential einer punktférmigen Masse M im Ursprung.
AuBerhalb K herrscht das Gravitationsfeld f = gradu = M#/|7]3.
(3) Innerhalb der Kugelschale K gilt R < ry und somit

M
dror®dr = —.
u(Z) mortdr =&

T=T0

T1
u(¥) = / 4mordr = const.
T=T0
Dieses Potential hangt hier nicht weiter von & ab. Somit verschwindet
das Gravitationsfeld f = grad v = 0 im Inneren der Kugelschale.
Geometrische Erklarung: Auf jeden inneren Punkt wirken entgegen-
gesetzte Krafte gegenlberliegender kleiner Flachenstiicke im Abstand «
bzw. b. Die Flache wachst mit a? bzw. b2, die Kraft nimmt ab mit 1/a?
bzw. 1/b?, also sind beide Krafte gleich groB und heben sich auf.
Bemerkung: Fir den verbleibenden Fall ro < R < rq z&hlt nur die
Masse m = 3mo(R® — r3) der Kugelschale vom Radius r bis zu R.
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Gravitationsfeld eines Planeten (bung

Die Massendichte o:R? — R erzeugt das Gravitationsfeld

FRI SRS mit f(7) 2 / 2 o(y) dg.
JER3 |y — |
Zwecks Integrierbarkeit sei ¢ beschrankt und absolut integrierbar (H1D).

Aufgabe: Berechnen Sie den Fluss von f durch den Rand S = D
eines Kompaktums D C R3 (mit Fubini und der vorigen Aufgabe).

Lésung: Der Fluss aus D ist proportional zur Gesamtmasse in D:
- j—T .
f+ds / (/ “Q(y)dy>-d5
oD zedD \JjeR3 1y — &
g’_
g'_

/geR3 (ffeaD 'd5> o(§) dg

/ (A 1) 0@ df = —dn / o) df
yeERS yeD

FE

Hierzu muss p ausreichend gutartig sein, sodass in (1) absolute Integrierbarkeit gilt. Gleichung
(2) ist dann Fubini und (3) haben wir zuvor ausgerechnet. Ist zudem f stetig differenzierbar, so
folgt div f = —4mp nach GauB. Der Regularititssatz H1D prizisiert die Voraussetzungen.
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Gravitationsfeld einer Vollkugel / Kugelschale Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie das Gravitationsfeld f einer Kugelschale
K={7€R3|ry <yl <r }mit0 < ry < r; und konstanter Dichte o.
Erste Losung: direkt durch Integration, miihsam aber lehrreich.
Zweite Losung: Mit dem Integralsatz von Gauf3 geht es viel leichter.
Das Feld fist kugelsymmetrisch, das heiBt f(z) = g(|7]) - Z/|Z.
Aus B(0,r) ={ZeR? ’ 17| < r} flieBt faB f-dS:4ﬂr2g(r).

Dank GauB gilt andererseits faB 0 )f «dS = 47 fB 6.0) o(y) dy.

r2

-1
Gravitationstarke: g(r) = /# o(y) dy
0,r)

Fir r > 71 gilt g(r) = —m/r?: Wie eine Punktmasse im Ursprung.

Fir r < rg gilt g(r) = 0: Hier heben sich entgegengesetzte Krafte auf.
Firro < r <ry gilt g(r) = —0 4% (r* — r§): Wie Punktmasse, aufgeteilt.
Spezialfall Vollkugel: Fir 0 = ro < r < ry ist g(r) = —pF 57 linear.

© Der Integralsatz von GauB vereinfacht die Rechnung erheblich!
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Gravitationsfeld einer Vollkugel / Kugelschale Ubung
g(r) = | F( )] Gravitationsfeld einer Vollkugel bzw.
Kugelschale bei homogener Masse
Vollkugel

A \\\
Kugelschale \

\§

To T T

Wir sehen in diesem Beispiel sehr schon, dass f stetig ist, wie im folgenden Satz H1D erklért, und
sogar stetig diff’bar wo o dies ist. Wir sehen aber auch, dass f nicht iiberall differenzierbar ist.
Um realistische Beispiele wie dieses technisch korrekt zu behandeln, lohnt sich unsere Miihe!
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Ubung

Gravitationsfeld der Erde geman Preliminary Reference Earth Model.
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Bildquelle: wikimedia.org
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Potentiale und Gradientenfelder

Wir fihren die Diskussion von Feldern und Potentialen fort (E341).
Wiederholung: Sei U C R™ ein Gebiet. Was versteht man unter. ..
(1) einem Skalarfeld F auf U? (2) einem Vektorfeld f auf U?
3) dem Gradienten von F'? (4) einem Potential zu f?

) Was besagt der HDI fir ein Vektorfeld f mit Potential F'?

) Was gilt demnach firr Arbeitsintegrale geschlossener Wege?

)

)

)

Ein Skalarfeld auf U ist eine stetige Abbildung F:R" D U — R.

Ein Vektorfeld auf U ist eine stetige Abbildung f:R"™ D U — R™.

(3
(
(
(
(
(3) Zu jedem stetig diff’baren Skalarfeld F': U — R ist der Gradient

5
6
1
2
3
f:U —R"™ gegebendurch f=F =gradF = a—F,...,a—F.
8%1 al‘n

(4) Ein Potential zu f: U — R" ist ein Skalarfeld F': U — R mit F’ = f.
5) Fir jeden stickweise stetig diff’baren Weg ~ : [a, b] — U gilt dann:

/ fody / F(5(t)) -7/ (£) dt /t_dF(Jt())d 2 P(y(b)) - F(3(a))

a

6) Ist f = F" und ~ geschlossen, also v(a) = ~(b), so folgt gS7 fe+dvy=0.
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Potentiale und Gradientenfelder Erlauterung

(1—2) Jedem Punkt x € U aus dem Definitionsgebiet U wird eine reelle
Zahl F(z) € R bzw. ein Vektor f(x) € R™ zugeordnet. Wir nehmen meist
stillschweigend an, dass diese Zuordnungen stetig / stetig diff’bar sind.

(3—4) In Dimension n = 1 ist f = F’ Ableitung und ' Stammfunktion.
Potentiale sind nur bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

(5) Das Arbeitsintegral eines Gradientenfeldes f = F’ hangt nur vom
Start p = v(a) und Ziel ¢ = v(b) ab, ansonsten aber nicht vom Weg ~.

Physikalisch entspricht dies der Energieerhaltung: Die zur Bewegung
entlang v aufgebrachte Arbeit wird als Lageenergie gespeichert.

(6) So kann man feststellen, ob ein Vektorfeld f ein Potential hat:
Aus 957 f+dvy # 0 folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.

Wir nennen ein Vektorfeld f konservativ, wenn 957 fe+dvy=0dgilt.

Das bedeutet, langs geschlossener Wege wird keine Arbeit verrichtet.
Jede an einer Stelle des Weges aufgewandte Energie wird an anderer
Stelle zuriickgewonnen, die Gesamtenergie bleibt schlieBlich erhalten.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5. Das Potentialproblem 16sen wir
in Kapitel E und hier allgemein. Wir nutzen es in Kapitel M fiir exakte Differentialgleichungen.
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Ein Vektorfeld f: U — R™ hei3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es

ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F': U — R mit I’ = f existiert.

Das ist das Potentialproblem. Wie kénnen wir es konkret anpacken?
Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t konservativ, oder global wirbelfrei,

wenn 937 f+dvy = 0 fur jeden geschlossenen Weg +: [a, b] — U gilt.

U

B

p

q

U

p

q

Lasso!
y=aU-—p3

Konservativ: Das Arbeitsintegral hangt nur von Start p und Ziel ¢ ab,
nicht vom Integrationsweg, denn [ f-da — fﬁ fedB = ﬁv fedy=0.

Satz H2A: Hauptsatz: exakt < konservativ

(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R"™ ein Potential, so ist f konservativ.
(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(z) = ff:p f(s) - ds ein Potential.
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Exakte und konservative Vektorfelder

Nachrechnen: (1) Aus f = F’ folgt 557 fedy=F(y(b)) — F(v(a)) = 0.
(2) Wir kdnnen und werden U als wegzusammenhangend annehmen.
Wir wahlen einen FuBpunkt p € U und definieren F': U — R durch

T 1
Fa)= [ f(s)-ds = / feda= [ flalt)-o'(t)dt.
s=p « t=0
Hier ist «: [0, 1] — U von «a(0) = p nach «(1) = z ein beliebiger (!) Weg.
© Der Wert F(x) ist wohldefiniert, also unabhangig vom willkiirlich
gewahlten Weg «, da wir unser Vektorfeld f konservativ voraussetzen.

Ist F' ein Potential zu f? Gilt wirklich 9;F = f; firallei =1,...,n?
Fur jeden Punkt z € U und h > 0 mit [,z + he;] C U finden wir:

h
F(x+he) 2 F(x)+ [ filz+te;)dt
t=0
Def d Hil .
OiF(x) = ﬁF(:c—Fhez) = fi(x)

© Somit gilt F’ = f wie gewlinscht, das heiBt, F ist ein Potential zu f.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Aufgabe: (1) Sei a € R. Skizzieren Sie das zirkulare Vektorfeld

FrU=R{0} = R? mit f(z,y) = (—y,2)/(a® + 7).

<
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Aufgabe: Wir betrachten f(z,y) = (—y,x)/r® mitr = /22 + 2.
(2) Berechnen Sie | f(z,y)| und das Arbeitsintegral langs 9B(0, r).
(3) Berechnen Sie rot(f). Fir welche a ist rot(f) konstant? Null?
(4) Fur welche a existiert zu f ein Potential F': R? < {0} — R?

Lésung: (2) Wir finden |f(x,y)| = r'~%. Da f Uberall tangential ist:

g

(3) Wir finden I‘Ot(f) = 81f2 — 62f1 = .. / L= (2 — a)/r“.
Die Rotation ist konstant fur a € {0, 2}, und Null nur fir a = 2.

(4) Das Feld f erlaubt kein Potential auf R? \. {0}, denn es gilt

55 f(s)+ds #0.
0B(0,r)

© Das Vektorfeld ist nicht konservativ, also auch kein Gradientenfeld.
/\ Fir a = 2 ist das Feld f rotationsfrei, besitzt dennoch kein Potential!
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Rotationsfreie Vektorfelder und Potentiale Ubung

Wiederholung: [ [ ] Stroppel, Hohere Mathematik 2, Satz 4.3.10.

(1) Wann hei3t ein C'-Vektorfeld f:R™ D U — R" rotationsfrei?

(2) Was besagt der Satz von Schwarz (D4A) fir partielle Ableitungen?
(3) Ist Rotationsfreiheit fir Exaktheit notwendig? (4) hinreichend?

(5) Auf welchen Gebieten U C R™ gilt ,rotationsfrei = exakt*?

(1) Ein C'—Vektorfeld f heif3t rotationsfrei, wenn 9; f; = 9, f; qilt.
Das bedeutet, die Jacobi—Matrix (9 fi) ; ist symmetrisch.

In Dimension n = 2, 3 ist dies gleichbedeutend mit rot(f) = 0.

(2) Jede C%—Funktion F:U — R erflllt 8;0,F = 9;0;F fur alle i, j.
Jedes C'-Gradientenfeld f = (01 F,...,0,F) ist somit rotationsfrei.
(3) Fir jedes C'—Vektorfeld f gilt: Exaktheit impliziert Rotationsfreiheit.
Existiert ndmlich ein Potential F' mit 9, F = f;, so folgt 9; f; = 0 f;.
(4) Aus 0, f; # 0, f; folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.
Aber allein aus 9 f; = 0; f; folgt noch nicht, dass f ein Potential hat!
(5) Ist das Gebiet U C R™ einfach zusammenhangend, so erlaubt
jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R"™ ein Potential F': U — R.
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Homotopie von Integrationswegen

Sei f:R™ D U — R" ein Vektorfeld.
Wir integrieren entlang der Wege

a, (:[a,b] — U von p nach q.

Die Ergebnisse sind i.A. verschieden!

Hat f ein Potential F', so ist jedes
Arbeitsintegral gleich F'(q) — F(p).
Aus rot(f) =0und a U —3 = 0D folgt
Jo f+da= [; f-dp dank Stokes.

© In dieser gliicklichen Situation
mussen wir viel weniger rechnen!
Wege a und § heiBen homotop in U, wenn sie sich stetig ineinander
deformieren lassen — innerhalb von U und bei festen Endpunkten.

Satz H2B: Rotationsfreiheit impliziert Homotopieinvarianz.

Ist das Vektorfeld f:R™ O U — R™ rotationsfrei, so liefern homotope
Wege o, 3: [a, b] — U dasselbe Arbeitsintegral [ f-da = fﬁf - dj.




Einfach zusammenhangende Gebiete e

Wir verstehen Kreisringe und gehen nun zu allgemeineren Gebieten:

N

sternférmig zu p

g 2 mehrfach (nicht einfach)

einfach
zusammenhangend zusammenhangend

Will man prufen, ob ein Vektorfeld f: R™ O U — R™ konservativ ist, so
muss man 567 f+d~ = 0 nachweisen fur alle geschlossenen Wege in U!

Ist f rotationsfrei, so genlgt jeweils ein Weg in jeder Homotopieklasse.
Hier spielt die Form des Gebietes U eine entscheidende Rolle!

Ganz einfach wird es, wenn alle Wege untereinander homotop sind.
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Einfach zusammenhangende Gebiete Erlauterung

Eine Menge U C R" heil3t konvex, wenn zu je zwei Punkten p,q € U
ihre Verbindungsstrecke [p,q] = { (1 —s)p+s¢|0<s<1}inU liegt.
Wir nennen U sternférmig bezlglich eines festen Zentrums p € U,
wenn zu jedem Punkt ¢ € U die Verbindungsstrecke [p, q] in U liegt,
Wir nennen U (weg)zusammenhangend, wenn zu je zwei Punkten
p,q € U ein Weg a: [0, 1] — U von a(0) = p nach «(1) = g existiert.
Zudem heif3t U einfach zusammenhangend, wenn zudem je zwei
Wege a, §: [0, 1] — U mit gleichem Start und Ziel homotop in U sind.
Aquivalent als Lasso: Jeder geschlossene Weg +: [0, 1] — U lasst sich
auf einen Punkt zusammenziehen (durch eine Homotopie in U).

Aufgabe: Zeigen Sie fir jedes Gebiet U C R™ die Implikationen

U konvex = U sternférmig = U einfach zusammenhé&ngend.
Lésung: (1) Ist U konvex, so eignet sich jeder Punkt p € U als Zentrum.
(2) Sei U sternférmig zu p und ~: [0, 1] — U ein geschlossener Weg.
Wir kénnen ~(0) = (1) = p annehmen, notfalls dorthin verschieben.
Wir finden die Homotopie H(t) = (1 — s)p + sv(t). Skizzieren Sie’s!
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Lésung des Potentialproblems

Satz H2E: Potentiale auf einfach zusammenh&angenden Gebieten

Unser Gebiet U C R"™ sei einfach zusammenhangend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'-Vektorfeld f: U — R erlaubt genau dann ein
Potential /': U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9, f; = 0; f; erfullt.

In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral

U b . :
Fle) = / fls)+ds = /, fla(t))-a/(t) dt mit {” +a,b] = U und
S=pP Jit=a

ala) =p, a(b) = z.

f:U — R"™ ist exakt,
AF:U - R:F' = f

f ist rotationsfrei,
8]-]‘} = 8Zf] auf U

f stetig diff’bar

U einfach zshgd
HDIﬂ WArbeitsintegral f stetig diff’barﬂ ﬂStokes

f ist konservativ, immer

§ f-dy=0inU

f ist lokal konservativ,
¢ f-dy=0lokal

U einfach zshgd
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Lésung des Potentialproblems Erlauterung

Gegeben sei U C R" offen und f:U — R"™ ein stetiges Vektorfeld.
Problem: Wie prifen Sie, ob f exakt ist? Wie finden Sie ein Potential?
© Notwendiges Kriterium, fir f € C, ist Rotationsfreiheit 9; f; = 0; f;.
© Auf jedem einfach zusammenhéngenden Gebiet ist sie hinreichend!
© Das Arbeitsintegral F(z) = ¢ + f f - ds liefert uns ein Potential
F:R" DU — R. Die E|chung F(p)=c Iegt das Potential eindeutig fest.
© Die Wahl des Integrationsweges o vom FuBpunkt p zum Ziel z in U
ist beliebig: Je zwei sind homotop und ergeben dasselbe Integral (H2B).
© Zwecks leichterer Integration wéhlt man o maglichst geschickt,
etwa a:[0,1] - U mit a(t) = (1 — t)p + tz falls U sternférmig zu p ist.
© Speziell fir Quader kann man auch ein Hakenintegral nutzen:

x1 T x3

F(z) = f1(t, p2,p3) dt + fo(x1,t,p3) dt + f3(z1,x2,t) dt
t=p1 t=p2 t=p3

/\ Nach der Rechnung die Probe nicht vergessen: Gilt F/ = f?

Fiir die Rotationsfreiheit verlangen wir, dass f stetig differenzierbar ist. Alle anderen Begriffe
und Implikationen gelten fiir stetige Vektorfelder; sie benotigen keine Ableitung, nur Integrale.
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Kreisring, Kugelschale und Torus Ubung

Aufgabe: Skizzieren Sie zu Radien 0 < 0 < p < o0
1 den Kreisring A={zeR¥|o<z|<p},
2 die Kugelschale K ={zcR3|o<|z|<p}.
8 einen Volltorus V' C R? und seinen AuBenraum U = R? \ V.
Sind diese Gebiete konvex? sternférmig? zshgd? einfach zshgd?
Unter welchen Voraussetzungen hat ein Vektorfeld hierauf ein Potential?

Die Kugelschale ist einfach zusammenhangend, der Kreisring nicht!
Jeder geschlossene Weg «:[0,1] — K istin K zusammenziehbar!
/\ Einfach zusammenhéngend bedeutet nicht unbedingt ,ohne Lécher”.
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Volltorus und AufBenraum (bung

Der Volltorus V C R? ist zusammenhangend, aber nicht einfach zshgd.
Seine Seele (die blaue Kreislinie) ist in V' nicht zusammenziehbar.
Dasselbe gilt, dual hierzu, fir den AuBenraum U = R? < V.

Anwendung / Anschauung: Wir stellen uns den Torus V' als einen stromdurchflossenen Leiter vor,
etwa als eine Spule mit Wicklung um die z—Achse. Der Aulenraum U ist leer, insbesondere
flieBt hier keinerlei Strom. Wir untersuchen die Maxwell-Gleichungen im statischen Fall
OvFE = 0B = 0: Es gilt div B = 0 und auf U zudem rot B = 0, dennoch gilt 955 B(s)ds # 0;
genau dies beobachtet man bei Gleichstrommagneten. Bei Wechselstrom (dynamischer Fall)
nutzt man rot £ = —9; B/c zur Induktion in einer zweiten Spule (Transformator).
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Ubung

Gegeben ist ein C'-Vektorfeld f:R™ D U — R", gesucht ist ein Potential.
Aufgabe: Formulieren Sie Ihren Algorithmus zur Nutzung der Kriterien
(1) ,Auf U gilt rot f = 0. und (2) ,U ist einfach zusammenhangend.*
sowie (3) ,Es gilt gS7 f+dvy = 0 fur jeden geschlossenen Weg ~ in U.“
Wie kdnnen Sie im positiven Falle ein solches Potential ' berechnen?
Warum sind Potentiale zu f nicht eindeutig? Wie finden Sie alle?

Kriterien U einfach U nicht einfach
an fund U zusammenhéangend | zusammenhangend
rot f #0 Auf U erlaubt f Auf U erlaubt f
J(f) asymmetrisch kein Potential. kein Potential.
rot f =0 Auf U erlaubt f Beides ist méglich.
J(f) symmetrisch ein Potential F. Prife ¢ f-dy = 0.

/\ Die vollstéandige Lésung des Problems erfordert mehrere Kriterien,
einige notwendig, andere hinreichend. Diese Zusammenfassung hilft.
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Notwendige und hinreichende Kriterien Ubung

Aufgabe: Gegeben ist

T .
ein C*—Vektorfeld rot f = 0 Nein

f :R*" DU — R". " Schwarz D4

Gesucht ist ein Potential,
F:U—Rmitgrad F = f.

Ja

Homotopie H2E

U einfach zshgd

Auf U erlaubt f
ein Potential F.

Auf U erlaubt f
kein Potential.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Fortsetzung & Schluss: Wir betrachten das zirkulare Vektorfeld

FrU=RE{0} = R2 mit f(z,y) = (~y,2) /(2 + y) ¥/

F = N - -
» e & ~ * ( )‘ >
> » 1 “ « ‘y<~ ~ x xy >
» ¥ A P A ‘>
r’ > » yz k4,¢ - ~ Y \‘ g
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Inwiefern liegt das Problem am Definitionsgebiet U = R? \ {0}?

/\ Das Gebiet U ist nicht einfach zusammenhangend. (Loch in 0)
Lasst sich Gre.en anwenden: fQB(O,r) f(s)- d§ = fg(oﬂ' rot(f) 'd('x,y)?
/\ Offenbar nicht: Im Punkt 0 ist f und somit rot(f) nicht definiert!
Der punktierte Integrationsbereich B(0, ) ~. {0} ist nicht kompakt.

Aufgabe: Statt U = R? < {0} betrachten wir vier offene Halbebenen:

Us =

Uy = {y O} Us =
{0} {20} e
{y £ 0}

(5) Fur welche a erlaubt f; = f|y, : U; — R? ein Potential F;: U; — R?

(6) Bestimmen Sie jeweils zu f;: U; — R? alle Potentiale F; : U; — R.

(7) Existieren Potentiale Fi5: Uy UUs — R? Fio3: U1 UU; U U3 — R?
Warum konstruieren wir so nicht auch ein Potential F': U — R?
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

(5) Wir finden rot(f) = (2 — a)/ (22 + y?)¥/2.

Zur Exaktheit ist rot(f) = 0 notwendig, also a = 2.

Das ist die notwendige lokale Bedingung, unabhangig vom Gebiet.
Zudem ist U; konvex (H2E): Fir a = 2 existiert ein Potential F;: U; — R.

Ist ein Potential ' zu f vorgelegt, so ist die Probe leicht: Es genlgt,
geduldig nachzurechnen, ob 9, F = f; qilt. Aber wie finden wir F'?

(6) Wir bestimmen ein Potential F; : Uy — R dank Arbeitsintegral (H2A):

(z,0) (z,y) Y
F1<x,y>=/ f(S)-dS+/ Fs)-ds=04 [ fla,t)-(0,1)dt

=(1,0) s=(z,0) t=0

Y Ty Y 1 1 y/z 1 1
/t:O x? +1? /t:O 1+ (t/z)? (t/) /u=0 T+

= [arctan(u)]y/:E = arctan(y/x)

u=0

Probe: 0, arctan(y/z) = —y/(z* +y?), O,arctan(y/z) = z/(z* + v?).
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Ebenso finden wir Fy(x,y) = — arctan(z/y) + const auf Uz und weiter
Fs(x,y) = arctan(y/x) + const sowie Fy(x,y) = — arctan(z/y) + const.
Auf jedem dieser (konvexen!) Gebiete U; erlaubt f ein Potential F;.

(7) Die folgenden Abbildungen skizzieren diese Potentiale F; : U; — R.
Je drei dieser Potentiale lassen sich verkleben, aber nicht alle vier!

Wir beginnen mit F; = arctan(y/x) und Fy, = — arctan(x/y) + c.
Diese stimmen auf U; N U, Uberein fir ¢ = 7 /2: Punktprobe in (1, 1).
Ebenso F3 = arctan(y/x) 4+ 7. Wir erhalten F: U; UU; U Us — R.

Im letzten Schritt finden wir ebenso Fy = — arctan(z/y) + 37/2.
Dies schlief3t sich nicht: Auf U4 N U; bleibt die Differenz Fy — Fy = 2!
Das entspricht dem Integral 9583(0 ) f(s)+ds = 2m, wie zuvor gesehen.

Das Bild von M.C. Escher illustriert diese bemerkenswerte Situation: Das
Gravitationsfeld ist konservativ: Sie kdnnen nicht standig bergab laufen,
auch nicht standig bergauf! Denken Sie etwa ans Wandern im Gebirge.
In einer kreisférmigen Gegenstromanlage hingegen kdnnen Sie stets
gegen den Strom schwimmen, so wie hier im Wirbelfeld.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Potential F;

Unser Vektorfeld f: U = R? \ {0} — R? erfllt rot(f) = 0 auf ganz U.
Die offene Halbebene U; ist konvex, hierauf hat f also ein Potential F;.
Die obige Rechnung zeigt alle Lésungen: Fi(z,y) = arctan(y/x) + const
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Potential F; U Iy

Unser Vektorfeld f: U = R? \ {0} — R? erflllt rot(f) = 0 auf ganz U.
Die Vereinigung U; U Us ist sternférmig, hierauf hat f ein Potential.
Wir passen die Integrationskonstanten an und verkleben F; und Fs.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

_— Potential F; U I, U F3
/

=

27

Auch U, U Uy U Us ist sternférmig: Wir erhalten die Ebene R? minus
eine Halbgerade. Auch hierauf hat f ein Potential: die Wendelflache!
Diese schlieBt sich nicht, daher erhalten wir kein Potential F': U — R.



M.C. Escher: Ascending and Descending
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Physikalische Anwendungen der Integralsatze Fazit

Stromungslehre: Die Massenbilanz als Integralgleichung:

d///gdK—i—# (07+7)d§ =0
dt JJ/ S=0K

Hieraus erhalten wir dank Gauf3 die Kontinuitatsgleichung:

% + div(p¥) =0, bei p = const also divt' =0

Warmeleitung: Die Warmebilanz als Integralgleichung:

/// (t,2)d /// txdff”r#gwf(ta:) - dS

Hieraus erhalten wir Fouriers beriihmte Warmeleitungsgleichung:

du 2 P
U Au=q mit A= .
g couTe m o2 " o2 " o2

© Diese Differentialgleichung kénnen wir I6sen, exakt oder numerisch.
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Physikalische Anwendungen der Integralsatze Fazit

Elektrodynamik: Die Maxwell-Gleichungen als Integralgleichungen:

Coulomb Ladungsgesetz # E-ﬁdS—///47rng
ov 1%

. o 1 3
Faraday Induktionsgesetz §1§ E.ds=—- // o8 «ndS
a8 C S ot
GauB Quellenfreiheit # B-itdS =0
v
, - 1 - OE\
Ampére Durchflutungsgesetz B-.ds= - drJ + — | +1ndS
a8 C S at
Dank Gauf und Stokes erhalten wir hieraus Differentialgleichungen:
V- E = 4rp, VXE+18£:0,
c Ot
V-B=0, vxB_19E _dry
c Ot c

© Daraus folgen insbesondere Ladungserhaltung und Wellengleichung.
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Exakte und konservative Vektorfelder Fazit

Ein Vektorfeld f: U — R™ heil3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es
ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F': U — R mit I’ = f existiert.

oF OF
oz’ Oz )

© Fur jeden stiickweise stetig diff’baren Weg ~ : [a, b] — U gilt dann:

b
[ o= [ payoa = [ EHD a0 p6w) - o)

Ist der Weg ~ geschlossen, v(a) = v(b), so folgt demnach 997 fedy=0.

Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn 95 f+dvy = 0 fur jeden geschlossenen Weg : [a, b] — U gilt.
© Das garantiert: Arbeitsintegrale hangen nur von Start und Ziel ab.

f=F =grad F = (61F,...,8nF) = <

Diese beiden Begriffe erweisen sich als aquivalent (Hauptsatz H2A):
(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R"™ ein Potential SO ist f konservativ.
(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(z) = [ f - ds ein Potential.
© Der Wert F(x) ist wohldefiniert, unabhanglg vom gewéhlten Weg 7.



Konstruktion von Potentialen
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Fazit

Lésung des Potentialproblems bei einfachem Zusammenhang (H2E):

Unser Gebiet U C R"™ sei einfach zusammenhangend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'-Vektorfeld f: U — R erlaubt genau dann ein
Potential /': U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erfullt.

In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral

x b
P = [ feds= [ p6n-v e ar mit |

f:U — R"™ ist exakt,
AF:U - R:F' = f

f stetig diff’bar

v:la,b] = U,
v(a)=p,y(b)=x.

HDI ﬂ WArbeitsintegral

f ist konservativ,
Sﬁv f+dy=0inU

U einfach zshgd

immer

f ist rotationsfrei,
ajfi = &'fj auf U

f stetig diff’barﬂ ﬂStokeS

U einfach zshgd

f ist lokal konservativ,
fﬁv f+dvy =0 lokal
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Unter welchen Voraussetzungen qilt. .. ?

b
(1) /f@ﬂw=ﬂ®—F@

(2) /X/Yfmydydx://fxydmdy

(3) /f dy_/f ) |det @ (2)| dz
() /szk ar=3 /fk

k=0

(5) /Qka dx—z/fk
k=0

(6) /Q Jim fi.(x) dz = lim /Q ()

@ o fama= [ aif(x,y)dy
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

(1) Voraussetzungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung [B123], kurz HDI:
Die Funktion F': [a, b] — C sei stetig differenzierbar mit Ableitung f = F’. (Es geniigt F stetig
und stiickweise stetig differenzierbar [B213], oder noch allgemeiner F' absolut stetig [B214].)

(2) Gegenbeispiele [C414]: Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Voraussetzungen des Satzes von
Fubini [€121]: f: X X Y — [0, oo] sei messbar oder f: X x Y — C absolut integrierbar.

(3) Voraussetzungen des Transformationssatzes [C209]: Die Mengen X, Y C R" seien messbar,
f:Y — [0, 00] messbar oder f:Y — C absolut integrierbar, ® : X — Y stetig differenzierbar
und bijektiv (zumindest injektiv und surjektiv bis auf Ausnahmemengen vom Volumen Null).

(4) Das Integral ist linear! Die Behauptung gilt unter den iiblichen Vorsichtsmafnahmen:
fr: 82 — [0, 0o] messbar oder f, :  — C absolut integrierbar.

(5) Gegenbeispiele D101]: Fiir Reihen, also unendliche Summen, gilt Vertauschung nicht immer!
Hinreichend ist fx : Q — [0, co] messbar oder L'-Konvergenz 7% o [, [ fx| < oc.

(6) Fiir Grenzwerte und Integrale gilt Vertauschung nicht immer! Voraussetzungen fiir den
Satz der majorisierten Konvergenz [D209]: Hinreichend ist punktweise Konvergenz fi, — f (fast
iiberall) und eine absolut integrierbare Majorante g mit | fx| < g (fast iiberall) fiir alle k.

(7) Gegenbeispiele [D409]: Leider kann man nicht immer die Ableitung unter das Integral ziehen!
Hinreichend ist insb. Y kompakt und f: X x Y — C stetig und stetig nach x differenzierbar.
Allgemein wie bei der majorisierten Konvergenz [0308]: Fiir jedes x ist y — f(x,y) integrierbar
iiber y, fiir fast jedes y ist z — f(z,y) stetig differenzierbar nach z, und zudem existiert eine
integrierbare Majorante g(y), das heiBt, |(0f,/0x;)(x,y)| < g(y) fiir alle z und fast alle y.
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Was ist ein Skalarfeld ¢? ein Vektorfeld f7?
Unter welchen Voraussetzungen gilt. .. ?

(1) 0i0;9 = 0;0ig
(2) rotgradg = 0
(3) divrot f =0

@ | eedg(s)-as= 30 a(s)n(s

(5) / ot f(s) S = / @)
(6) / i ) v = / _ J)as

Erklaren Sie Bedeutung, Definition und Funktionsweise dieser Formeln.
Welche physikalischen und mathematischen Anwendungen kennen Sie?
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Sei 2 C R? ein Gebiet, also eine offene zusammenhingende Teilmenge. Hierauf betrachten wir
ein Skalarfeld g, also eine stetige Abbildung g : 2 — R, sowie ein Vektorfeld f, also eine stetige
Abbildung f:Q — R3. Sind diese zudem stetig differenzierbar, so definieren wir wie iiblich die
Ableitungen grad, rot, div, siehe zum Beispiel die Wiederholung zu Beginn von Kapitel H.

Aussage (1) gilt fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen g : 2 — R: Das ist der Satz
von Schwarz (D4A). Damit rechnet man die angegebenen Identititen (2) und (3) leicht nach.

Die Gleichungen (4-6) sind unsere Integralsitze. Hierzu seien f und g stetig differenzierbar.
(Etwas weniger geniigt, zum Beispiel Lipschitz—stetig und somit fast iiberall differenzierbar.)

Fiir den HDI (4) sei I’ C © C R? eine stiickweise glatte Kurve vom Startpunkt p zum Zielpunkt
q mit vektoriellem Wegelement ds. Hierzu sei I orientiert; genau wie beim eindimensionalen
HDI werten wir Startpunkte negativ, n(p) = —1, und Zielpunkte positiv, n(g) = +1. Allgemein
kann eine solche Kurve I' mehrere Komponenten und mehrere Randpunkte s € OT" haben.

Fiir Stokes (5) sei S C Q C R? eine orientierte, stiickweise glatte Fliache mit vektoriellem
Flichenelement dS = n |dS|, also Einheitsnormale n : S — R? und skalarem Flichenelement
|dS|. Die Randkurve I" = 9. ist dann ebenfalls stiickweise glatt und wird positiv orientiert
gemih der Rechte-Hand-Regel. (Fiir ebene Flichen S C R? entspricht der Satz von Stokes im
Raum R? dem Satz von Green in der Ebene R?, siche Kapitel E. Beide sind dquivalent.)

Fiir GauB (6) schlieBlich sei V' C 2 ein Kompaktum mit stiickweise glatter Randfliche OV und
dem iiblichen euklidischen Volumenelement dV' = d(z1, z2, x3). Die Randfliche S = 9V wird
orientiert durch die nach auBen weisende Einheitsnormale n: S — R?, so dass dS = n |dS]|.
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Sei A C R? eine Gerade, D eine Kreisscheibe um 0
sowie K eine Kugel um 0. Begriinden oder widerlegen Sie:

(1) Jeder stetige Weg ~: [a, b] — R™ hat endliche Lénge.

(2) Jeder stetig diff’bare Weg v : [a, b] — R™ hat endliche Lange.
(3) Fur f:R?~ {0} — R? mit div(f) = 0 gilt [, f( ><ds—0
(4) Fur f:R? ~ {0} — R? mit rot(f) = 0 gilt [, f(s)+ds = 0.

(5) Fur f:R3 < {0} — R3 mit rot(f) = 0 gilt faD «ds = 0.

(6) Fur f:R? ~ A — R3 mitrot(f) = 0gilt [, f( ds:O.

(7) Fur f:R3 < {0} — R mit div(f) = 0 gilt faK -dS =0.

(8) Fur f:R™ {0} — R"™ mit f(x) = const - z/|z|" gllt div(f) = 0.
(9) Fur f:R™ {0} — R™ mit div(f) = 0 gilt f(x) = const - z/|z|".
(0) Wikipedia zu Konservative Kraft (aufgerufen 11.11.2024):
»+Aquivalent sind: 1. Die Arbeit entlang jeder beliebigen geschlossenen

Kurve innerhalb des Feldes ist gleich Null. [...] 4. Das Feld ist auf einem
einfach zusammenh&ngenden Gebiet definiert und [dort rotationsfrei].*
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aussage (1) gilt nicht. Die Kochkurve ist em bellebtes Gegenbeispiel. [E104]
Aussage (2) gilt dank der Integralformel £(~y f |7/ (t)| dt fiir die Wegléinge. [ET07]

Aussage (3) gilt nicht immer! Gegenbelsplel ist das Quellenfeld f (ac y) = (z,9)/ (= + 7).
Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R? \. {0} und dennoch Jop f(5) x ds = 2.

Aussage (4) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld f (m y) (—y,x) /(2 +y?).

Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? . {0} und dennoch Jop f(s)+ds = 2.
Aussage (5) gilt dank Stokes und der Geometrle des Raumes Wir haben 8D 0S fiir eine
Hemisphire 5 C R* \ {0}, also [, f(s)+ds = [,4 f(s)+ds = [;rot(f)-dS =0.

Allgemein: Das Gebiet R® ~ {0} ist zwar mcht konvex oder sternformlg, aber dennoch einfach
zusammenhingend! Das bedeutet, jede geschlossene Kurve I in R? ~. {0} ist zusammenziehbar,
somit verschwindet lings I" das Arbeitsintegral jedes rotationsfreien Vektorfeldes.

Aussage (6) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z,y, z) = (—y,z,0)/ ( + 4?) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R® \. A und dennoch [, f(s)-ds = 2.

Aussage (7) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Feld einer im Ursprung konzentrierten Masse
oder Ladung, also das Quellenfeld f(z,v, 2) = (x,y, 2)/(2* —|— y? 4 22)3/2,
Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R \ {0} und dennoch Jor f(8)+dS = 4.

Aussage (8) rechnet man leicht nach. [H237] Die Umkehrung (9) ist falsch, zum Beispiel erfiillt
jedes konstante Vektorfeld f auch div(f) = 0. Wenn wir jedoch verlangen, dass f divergenzfrei
und zudem radialsymmetrisch ist, so folgt tatséchlich f(x) = const - x/|x|", siche Satz H2F.



Zusammenfassung und Verstandnisfragen

H311
Fazit

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis lhrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus lhrem Fundus:

(1) Jedes Vektorfeld f:R! — R! hat ein Potential.

(2) Jedes Vektorfeld f:R? — R? hat ein Potential.

(3) Jedes Vektorfeld f:R? — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.

(4) Jedes Vektorfeld f:R™ — R™ mit 0; f; = 0, f; hat ein Potential.

(5) Jedes Vektorfeld f:R? < {0} — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(6) Jedes Vektorfeld f:R3 < {0} — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(7) Jedes Vektorfeld f:R3 . A — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
Hierbei sei A C R3 eine Gerade, etwa die z—Achse.

(8) Jedes Feld f:R™ {0} — R™: f(x) = g(|z|) - «/|z| hat ein Potential.

(9) Wikipedia zu Rotation eines Vektorfeldes (aufgerufen 11.11.2021):

,Die Divergenz der Rotation eines Vektorfeldes ist gleich null. Umgekehrt

ist in einfach zusammenhangenden Gebieten [im R3] ein Feld, dessen
Divergenz gleich null ist, die Rotation eines anderen Vektorfeldes.”
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Zusammenfassung und Versténdnisfragen Fazit

Aussage (1) gilt immer: Dank HDI ist F'(z ft of t) dt eine Stammfunktion, also F' = f.

Aussage (2) gilt nicht immer: Notwendlges Kriterium ist rot(f) = 0. Beispiel: Das Vektorfeld
f:R? = R? mit f(z,y) = (—y, z) erfiillt rot(f) = 2 # 0. Demnach erlaubt f kein Potential,
das heift, es gibt keine Funktion F': R? — R mit grad F' = f. Unnétig danach zu suchen!

Aussagen (3) und (4) gelten immer: Auf einfach zusammenhingenden Gebieten (wie R™) ist fiir
C*—Vektorfelder f : R™ — R™ das notwendige Kriterium rot(f) = 0 auch hinreichend.

Aussage (5) gilt nicht immer. Unser zentrales Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? . {0}, aber dennoch 95;93(0  f(s)+ds =2m.

Aussage (6) gilt immer, denn im Gegensatz zur punktierten Ebene R? . {0} ist der punktierte
Raum R® ~ {0} einfach zusammenhingend. Hier ist rot(f) = 0 hinreichend.

Aussage (7) gilt nicht immer. Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z,y, 2) = (—y,z,0)/(x* + y*) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R® \. A, aber dennoch $op [ s) «ds = 2.

(8) Zu flx) = g(\az|) x/|x| mit g stetig finden wir explizit das Potential F'(z) = G(|z|) mit
fl p) dp: Leiten Sie es geduldig ab, Sie finden grad F' = f. Somit rot f = 0. [Ai04]

(9) Ja. m Nein! Prominentes Gegenbeispiel: Das Gebiet U = R® ~. {0} ist einfach zshgd. [H217]
Das (Gravitations-)Vektorfeld f: U — R?: 2+ x/|z|? erfiillt div(f) = 0 auf ganz U.
Fiir jede Sphire S um 0 gilt [, f +dS = 47 > 0. [Hi37 Somit ist f = rot(g) unmoglich! [G316]
Dank 95 = () und dem Satz von Stokes (G3E) gilt nimlich [ rot(g) +dS = [,4g+ds = 0.
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Potentialproblem auf R? Obung

Aufgabe: Gegeben sei f:R3 — R3 mit f(z,y, 2) = (ay,x — B2,z — y).

(1) Fur welche Konstanten «, 5 € R ist dieses Vektorfeld f exakt?

(2) Falls existent, finden Sie F:R? — R mit F' = f und F(2,2,2) = 0.

Loésung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:

rot(f)1 =0yfs —0.fo =p-1
I"Ot(f)g =0.f1—0:f3 =0
I"Ot(f)g = afo — ayfl =1—«

Demnach ist f rotationsfrei nur fiir « = 3 = 1. Das Gebiet R? ist konvex,

dank Satz H2E ist das Vektorfeld f(z,y, z) = (y,z — z,z — y) exakt.

(2) Wir integrieren f koordinatenweise zu einem Potential F': R? — R:
0 F(z,y,2) =y = F(z,y,2) =zy+a(y,2)
ayF(:ZZ,y,Z):CE—Z = F(.fC,y,Z):IL‘y—yZ—Fb(Z)

0. F(x,y,2)=2—y = F(x,y,2)=zy—yz+ %zz—l—c

Probe: Die Funktion F: R — R mit F(x,y,2) = vy — yz + %22 -2

erfillt #(2,2,2) = 0 sowie 0,F =y und 0,F =2 —zund 0,F = z — y.
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Potentialproblem auf R x R.g x R+ Ubung

Aufgabe: Auf U = { (z,y,2) € R? | y > 0,z > 0 } betrachten wir
[RPOU =R, f(x,y,2) = (In(y/z), ax/y, bx/z).

(1) Far welche Konstanten a,b € R ist dieses Vektorfeld f exakt?
(2) Bestimmen Sie in diesen Féllen ein Potential F' mit F(1,1,1) = 1.

Lésung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:
rot(f)1 = Oyfs — 0:fa = 0y(bx/z) — 0.(ax/y) =0,
rot(f)y = 0. f1 — Opfs = 0.(In(y/2)) — 0y(bx/2) = —1/2z —b/z =0,
rot(f)3 = O fo — Oy f1 = Ou(ax/y) — 9y(In(y/2)) = a/y — 1)y =0.

Demnach ist f rotationsfrei nur fir (a,b) = (+1, —1). Das Gebiet U ist
konvex, dank Satz H2E ist f(z,v, 2) = (In(y/2), +x/y, —x/z) exakt.

(2) Als Potential finden wir durch koordinatenweise Integration
F(z,y,2) = zln(y/2) + c.

Machen Sie die Probe! Um F'(1,1,1) = 1 zu erhalten, wahlen wir ¢ = 1.
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Potentialproblem auf Kreisring und Kreisscheibe Ubung

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Potentiale des ebenen Vektorfeldes

AN 2 x a —y
1) mrem ()t (7)
Lésung: Wir berechnen zunachst die Rotation. .. Uberall gilt rot(f) = 0.
Wir sehen 9963(0 r) f(s)+ds = 2ma. FUOr a # 0 existiert kein Potential!

Im Folgenden sei daher a = 0. Auf der Kreislinie 22 + y? = 1 wird der
erste Nenner Null. Der Definitionsbereich zerfallt somit in zwei Gebiete

A:{(x,y)6R2}x2+y2>1}, B:{(x,y)eRQ‘x2+y2<1}.

Das Gebiet A ist ein Kreisring (hier mit Radien 1 und o).

Das Integral Iangs Kreisen um 0 verschwindet, da f radial ist.

Auf A finden wir das Potential Fs(z,y) = In(2? 4 y? — 1) + c4. Probe!
Das Gebiet B ist eine Kreisscheibe, auch hierauf hat f ein Potential.
Auf B finden wir das Potential Fg(z,y) = In(1 — 22 — y?) + cp. Probe!

Insgesamt erhalten wir also F(x,y) = In|z? +y? — 1] + caIa +cp1p.
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Ubung

Potentialproblem auf Kreisring und Kreisscheibe

— 1] auf den

Die beiden Zweige des Potentials F(z,y) = In|z? + 32

beiden Gebieten A und B sehen etwa wie folgt aus. Wir haben eine
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Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder Ubung

Aufgabe: Auf dem Gebiet U = R? \ ([-1,1] x {0}) betrachten wir

1) =emre 0 2) 9() = e (30),

(1) Skizzieren Sie die Felder f, g und ihre Superposition h = f + g.
(2) Bestimmen Sie die Rotation. (3) Besitzt f ein Potential? ¢? und h?
(4) Bestimmen Sie mdglichst explizit ein Potential, falls existent.

Lésung: (1) Das Feld f ist das rechtsdrehende Wirbelfeld um (1, 0).
Entsprechend ist ¢ das linksdrehende Wirbelfeld um den Pol (-1, 0).
Ihre Superposition h = f + g ergibt sich durch punktweise Addition.

(Beispiele: Wirbelschleppe eines Flugzeugs, Magnetfeld einer Spule)

(2) Wir wissen bereits rot(f) = 0 und rot(g) = 0 und somit rot(h) = 0.
Wir nutzen die Linearitat der Ableitung: rot(f + g) = rot(f) + rot(g).

(3) Das Feld f hat auf U kein Potential, denn ¢, 5 f(s) + ds = 27 # 0.
Ebenso hat g auf U kein Potential, denn 9533(072) g(s)+ds = —2m #0.

© Das Feld h hingegen hat auf unserem Gebiet U ein Potential!
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Ubung

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder

Das rechtsdrehende Wirbelfeld f um den Punkt (1,0).
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Ubung

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder

Das linksdrehende Wirbelfeld g um den Punkt (—1,0).
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Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder Ubung

Die Superposition h = f +

Q
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Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder Ubung

Wie kann man zu h: U — R2 ein Potential H : U — R konstruieren?
Far f und g kennen wir jeweils Potentiale F; und G; auf Halbebenen.
Hieraus erhalten wir jeweils Potentiale H; = F; + G; zu h = f + g:

Uy={z>+1}: Hi(z,y) = arctan(x g 1) - arctan(aj j/_ 1) + const
1 —1
Upy={y>0}: Hs(x,y) = arctan(w + ) - arctan(x ; ) + const
Y
Us={x < —1}: Hs(x,y) = arctan(x g 1) - arctan(x i/_ 1) + const
1 -1
Up={y<0}: Hyx,y) = arctan(m + ) - arctan(x ) + const
Yy

Y

Wir versuchen, diese zusammenzukleben. .. und erleben ein Wunder:
Setzt man alle Konstanten Null, so passen H;, Hy, H3, H4y zusammen!
Die Sprungstelle [—-1, 1] x {0} ist hier aus U ausgenommen.

Wir machen die Punktprobe: Es gilt H1(2,0) = 0 sowie Hy(2,y) — 0 fur
y \ 0und Hy(2,y) — 0 fury 0. Ebenso gilt H3(—2,0) = 0 sowie
Hy(—2,y) — 0 flry \,0und Hy(—2,y) — 0 flry 0. Alles wird gut!
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Ubung

Potential
\\

ihre Superposition h = af + bg genau dann ein Potential, wenn a = b gilt.

Das Wirbelfeld f: U — R? hat kein Potential auf U, ebensowenig das
gegenlaufige Wirbelfeld g : U — R2. Erstaunlicherweise hat fiir a,b € R

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder



Einfach zusammenhangende Gebiete

H331
Ubung

Aufgabe: Welche der folgenden Gebiete in U = ]—2,2[2 \ {(£1,0)}
sind konvex? sternférmig? einfach zusammenh&angend?

U

Wi

Va

V3

Wi

Wa

W3

N

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternférmig, nicht einmal einfach zusammenhingend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Die Gebiete V1, V5, V3 sind konvex, Wi, Wa, W3
sind nicht konvex aber sternférmig, und Z nicht sternformig aber einfach zusammenhéngend.
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Einfach zusammenhangende Gebiete Ubung

Aufgabe: Wir betrachten das Gebiet U = B(0,2) \ {(0,0)}.
(1) Ist U konvex? sternférmig? einfach zusammenhangend?

Finden Sie, jeweils maximal, (2) ein konvexes Gebiet V' C U,
(3) ein sternférmiges Gebiet W C U, sowie (4) ein einfach
zusammenhangendes Gebiet Z C U, das nicht sternférmig ist.

Lésung: Fir U = B(0,2) ~ {(0,0)} betrachte man folgende Skizzen:

DN CISS

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternférmig, nicht einmal einfach zusammenhingend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Offensichtlich ist V' konvex und sogar maximal mit
dieser Eigenschaft. Entsprechend ist W nicht konvex aber sternférmig beziiglich (1, 0), zudem
maximal mit dieser Eigenschaft. Die Gebiete Z und Z’ sind nicht sternférmig, aber immerhin
einfach zusammenhiingend. Zudem ist Z maximal mit dieser Eigenschaft, aber Z’ nicht.



Prof. Dr. Michael Eisermann . Hohere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel |

Fourier—Analyse periodischer Funktionen

L’analyse mathématique est aussi étendue que la nature elle-méme [. . .].
Elle rapproche les phénomenes les plus divers,
et découvre les analogies secretes qui les unissent.

Joseph Fourier (1768—-1830), Théorie analytique de la chaleur (1822)

Halbversion ° michael-eisermann.de/lehre/HM3 ° 26.02.2025
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Motivation zu Fourier—Reihen Uberblick

\ i \

\ 0 \ T \
Vorgelegt sei f:R — R mit Periode T', also Grundfrequenz w = 27 /T.
Ziel: Wir zerlegen das Signal f in harmonische Schwingungen geman

ft) = % + aq cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(2wt) + be sin(2wt) + . ..

Grundschwingung Oberschwingungen

2 ﬁfgﬂ% )

q
- sin(bwt




1004

Motivation zu Fourier—Reihen Uberblick

Periodische Vorgange sind Uberall: Jahreszeiten, Tag & Nacht, Puls,
Schwingungen, Schall... Ihr Innenohr ermittelt eine Fourier—Analyse.
Zerlegung (Analyse) in harmonische Schwingungen gelingt fir praktisch
alle periodischen Funktionen, egal wie kapriziés sie auch sein mdgen!
Diese sensationelle Entdeckung trug Fourier 1807 der Akademie vor.
Dirichlet klarte 1829 grundlegende Fragen zur Konvergenz (Synthese).

Die Fourier—Analyse hat zahlreiche wichtige technische Anwendungen:
@ Digitalisierung von Ton- und Bilddaten (FFT, MP3, JPEG, MPEG).
@ Datenkompression, Herausfiltern relevanter Frequenzbereiche.
@ Datenanalyse, Mustererkennung, z.B. Spracherkennung.
@ Zerlegen von komplizierten Funktionen in einfache Basisfunktionen.
@ Optimale L?—Approximation, Lésung von Differentialgleichungen.
Wir behandeln hierzu ausfihrlich die mathematischen Grundlagen:
@ Wie berechnet man zur Funktion f ihre Fourier—Koeffizienten?
@ Konvergiert die Fourier—Reihe? Wie? Wann? Wo? Wogegen?
@ 3Blue1Brown: But what is a Fourier series? youtu.be/r6sGWTCMz2k


http://youtu.be/r6sGWTCMz2k
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Periodische Funktionen

Jede Funktion f:R — R kénnen wir als Signal betrachten:
Jedem Zeitpunkt ¢t € R wird ein reeller Wert f(¢) € R zugeordnet.
Diese Zuordnung ist zunachst beliebig und muss nicht stetig sein.

Es ist natzlich, auch komplexe Funktionen f:R — C zu untersuchen;
das kostet keinerlei Mehraufwand und vereinfacht viele Rechnungen.
Definition 11A: periodische Funktion

Eine Funktion f:R — C hat Periode T' € R, wenn gilt:

Ft+T)=f(t) furalleteR

Das bedeutet, die Funktionswerte wiederholen sich im Abstand von T'.
Hierzu sagen wir auch kurz, die Funktion f:R — C ist T—periodisch.

In diesem Fall gilt f(t +nT') = f(¢) fUr alle ganzen Zahlen n € Z.
Mit 7" sind somit auch alle Vielfachen 271, 3T, 4T, etc. Perioden.

Die kleinste Periode nennt man gelegentlich auch Minimalperiode.
Diese zusétzliche Bedingung spielt im Folgenden meist keine Rolle.



Periodische Funktionen 1oz

Leitbeispiel: Die Funktion e'* = cos(t) + isin(¢) hat Periode T = 2.

cos(t) sin(t)
7 T w
o _ L
lm 3t 9l
~ .
i/6 _ /3 | 1.
eﬂ-l/ =5 + 51

D
/ o
@
~
@
s
@
[\
3
|
—_

Die Funktionen cos(kwt) und sin(kwt) mit k& € Z haben Periode T' = 27 /w,
ebenso die komplexe Funktion ey (t) := e** = cos(kwt) + isin(kwt).



Periodische Funktionen: Beispiele

1103

Legen wir die Spannung sint an einen Gleichrichter, so erhalten wir. .
Einweg-Gleichrichter: Spannungsverlauf (sin t)+ = max{o sint}. m

27T

™

7

T

2

mw

Zweiweg-Gleichrichter: Spannungsverlauf |s1nt| mit Perlode .

Diese Funktionen sind stetig aber nicht differenzierbar (in t € 7Z).

27T

™

7

T

2
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Periodische Funktionen: Beispiele

Die GauB-Klammer |z | := max{ k € Z | k < x } bedeutet Abrunden.
Die Sagezahnfunktion s(¢) = ¢ — [t| hat Periode 1 (und 2,3,4,...).
1 ) 1 ) 1 )\ 1 )

0 1 2

Die Rechteckfunktion r(t) = (—1)!* hat Periode 2 (und 4,6, 8, ...).
& b b &

T I I T
Diese Funktionen sind unstetig (in ¢ € Z) aber stlickweise stetig (B1E).
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Integral T—periodischer Funktionen Erlauterung

(VALY V. SRV NI VAN

T Tl W

0 3 | o 0 | T 2T

I

Lemma |1B: Integral T—periodischer Funktionen

Die Funktion f:R — C sei T—periodisch und auf [0, T'] integrierbar.
Zur Integration kénnen wir ein beliebiges Periodenintervall wahlen:

a+T T T/2
/t f@t)dt = f)dt = / £(t)dt.

Nachrechnen: Wie skizziert sei 0<a<T, aIIgemein geht’s genauso.
Dank Periodizitét gilt [+ = [2* f(t) dt, dank Additivitat also

/a f=/a f+/TT+af=/a f+/0f=/of+/a fz/0 2
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Skalarprodukt T—periodischer Funktionen Erlauterung

Definition 11c: Skalarprodukt periodischer Funktionen
Fir Funktionen f, g: [a,b] — C definieren wir ihr Skalarprodukt durch

f() (t) dt

t=a

L X L1 € (f,9) = (flg)i=

Der Integrand fg sei absolut integrierbar, etwa f € L> beschrankt und
g € L' absolut integrierbar, allgemein f € LP, g € Limit1/p +1/q = 1.
Bei Periode T > 0 integrieren wir Gber ein Intervall mit b —a € N> - 7.
Das Periodenintegral ist invariant bei Verschiebung und Vervielfachung.

Symmetrie: Vertauschen bedeutet konjugieren, (g | f)=(f|g)-
Linearitat im zweiten Faktor, konjugiert im ersten: Fiir alle o € C gilt

(floo+g2)=(flo)+(flg2), (flag)=a(flg)

(fitfelg)=(filg)+(f2lg) (aflg)y=al(flg)

Positivitat: Fir jede stetige Funktion f # 0 gilt ( f | f) > 0. Aligemein
gilt (f|f)>0,undaus (f| f)=0folgt f(t) = 0 fur fast alle ¢ € [a, b].



Umparametrisieren auf Periode 2« Erlauterung
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© Jede T—periodische Funktion kénnen wir zu Periode 27
umparametrisieren. Letztere sind fir uns besonders bequem.

Proposition 11D: Umparametrisierung auf Periode 27

Sei ¢:R — C:t — ¢(t) eine Funktion mit Periode 7' > 0 und
Grundfrequenz w = 27 /T. Wir setzen z = wt, also t = z/w.

Dann hat die Funktion f:R — C: f(z) = ¢(t) = ¢(x/w) Periode 2,
dennflralle z e Rqilt f(x +27) = p(t+T) = p(t) = f(z).

Das Skalarprodukt bleibt dank Substitutionsregel B1K unverandert.

Furt = z/wund dt = dz/w sowie ¢(t) = f(z) und ¥ (t) = g(x) gilt:
T 1 2t

(elvir=7 [ d@uma=5- [ Fagwde=(f] o)

_ 2 _

=0 x=0

Wir betrachten im Folgenden meist 2r—periodische Funktionen.
Dann ist w = 1, und unsere Formeln werden kiirzer und einfacher.

In konkreten Anwendungen ist die Frequenz w meist fest vorgegeben.
Die Umrechnung gelingt jedenfalls leicht wie oben in 11D festgehalten.



Trigonometrische Polynome
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Erlauterung

Beispiel: f(z) =

'\

3+ 2sin(2)

1

AN

— % sin(3z) + 1%

cos(5z) + o5 cos(6z)

I\

J

J

J

S
v

S
w
)

il
\/2

S
v

Trigonometrisches Polynom nennen wir jede endliche Summe

ft)

2
k=1

0 4 Z ay, cos(kwt) + by sin(kwt)

Z Cr elkwt

k=—n

zu gegebenen Koeffizienten ay, by, € C, by = 0 bzw. ¢y, = (ax F iby)/2.
© Beide Schreibweisen sind niitzlich, die komplexe ist oft bequemer.
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen Beispiel

sin(3t) cos(5t)

OUM
VANV
AVARERAVAY

1o Sin(3t) cos(5t) dt = 0

LA/
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen Beispiel

cos(3t)

AV

cos(3t)? = 3 + 1 cos(6t)

0 T 2

ft 0 cos(3 2dt ==
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen Beispiel

Aufgabe: Integrieren Sie fur &, ¢ € N folgende Funktionen Uber [0, T7:
cos(kwt) cos(fwt), sin(kwt)sin(fwt), sin(kwt) cos(fwt).
Wir erinnern hierzu an die stets nltzlichen Additionstheoreme
cos(a) cos(B) = % [cos(a — B) + cos(a + B)],
sin(a) sin(B8) = § [cos(a — B) — cos(a + )],
sin(a) cos(8) = & [sin(a — B) + sin(a + B) |.

Lelten Sie zunéchst diese Additionstheoreme aus der Euler—Formel
el = cos a + isin @ und dem Exponentialgesetz ¢'* 18 = ¢l 18 gp.

= ol

Lésung: Zur Berechnung nutzen wir folgende Grundintegrale

T
/ sin(nwt)dt =0 furallen € Z,
t=0

T 0 fi 0,
/ cos(nwt) dt = ljr n7
=0 T firn=0.
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen Beispiel

Die Orthogonalitat folgt dann durch direktes Nachrechnen.
T T
/ cos(kwt) cos(fwt) dt = % / cos((k — O)wt) + cos((k + )wt) dt
t=0 t=0
0 firk#£4,
={T/2 firk=10>1,
T firk=¢=0.
T 1 (T
/ sin(kwt) sin(fwt) dt = 5 / cos((k — £)wt) — cos((k + £)wt) dt
t=0 t=0
0 fir k # ¢,
={T/2 firk=10>1,
0 fark =¢=0.
T 1 (T
/ sin(kwt) cos(fwt) dt = 3 / sin((k — f)wt) + sin((k + Hwt)dt =0
t=0 t=0

© Das ist schén. Alles wird noch schéner und tbersichtlicher fir die
komplexe Funktion el*~* = cos(kwt) + isin(kwt), siehe nachste Aufgabe.
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Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

Far Funktionen f, g: R — C mit Periode T nutzen wir das Skalarprodukt

Y —
(flg):=7 f(t)g(t)dt

t=0

Sei w = 27 /T. Als Basisfunktion ¢ : R — C mit k& € Z definieren wir

er(t) := e*t = cos(kwt) + isin(kwt).

Ihre Linearkombinationen sind die trigonometrischen Polynome:

n

Z f 1kwt g(t) — Z g(f) ei&ut mit f(kz),f}\(ﬁ) eC.

k=—n l=—n

Aufgabe: Wie bestimmt die Funktion f:R — C ihr Spektrum f: 7Z—C?
Wir nutzen Orthonormalitat: Berechnen Sie hierzu die Skalarprodukte
©) (Llen), (M (exle), @ exlg), @) (flg) @FIf)
(5) Entwickeln Sie f(t) = sin? ¢ und g( ) = cos® t in Fourier—Polynome.
(6) Berechnen Sie daraus o= [2% sin®tdt und 2L [*" cosS ¢ dt.
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Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

Lésung: (0) Wir berechnen (1 | e, ). Fir n = 0 ist es besonders leicht:

T

<1|€0>¥1/T1'eio“’tdt:1 1dt = 1.
T Jizo T Ji=o

Flr n € Z mit n # 0 nutzen wir den HDI und wT' = 27:

ORI w171 4,07
1 Der = 1. inwt de 2 7[7 mwt] — 0.
(Llen) T/t(] ¢ o T Linw © t=0

(1) Orthonormalitat — Wir berechnen die gesuchten Skalarprodukte:

Ry 1T
(ep|er) = 7/ er(t) e(t) dt = 7/ ikt gitwt g
e 1 ’ Gkt 3 © 0 fark #¢,
t=0 1 fark =~

© Die Basis (e},)rez ist orthonormal beziiglich des Skalarprodukts!
Das ist analog zur Geometrie des euklidischen Raumes R"™ bzw. C™.

© Im Komplexen ist alles halb so schwer und doppelt so schén!



1123

Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

(2) Fourier — Dank Linearitat und Orthonormalitét erhalten wir:

Cexlg) = (e | z fe) = iwmekrew 2 Gk)

l=—n

© Das Skalarprodukt f|Itert den gewtinschten Koeffizienten heraus!
(3) Parseval — Dank Bilinearitat und Orthonormalitat erhalten wir:

(1o = (3 Fwa| S a0e) £ 3 T (a] 3 a0e)

k=—n k=—n {=—n
“ SN TR0 (e e LS Fk)ak)
k=—nfl=—n k=—n

© Diese Rechnung gilt allgemein fiir Orthonormalbasen wie im R™.
(4) Energiegleichung — Fir das Normquadrat gilt Pythagoras (I11):

(f11) Z\f

k=—n

© Das Normquadrat ist die Summe der Koeffizientenquadrate.
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Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

(5) Wir entwickeln f und g dank der Euler—Formel ei* = cost + isin:

it —it\ 2 :
— 1 5, 1 1 _ 1 1
f(t) =sin(t)® = (e 2.e ) = -+ i Ze—2lt — - — - cos(2t)
i 2 2
et e N3 1 .0 3., 3 .1
t) = ¢ 3 _ _ o3t < it it - 3t
g(t) = cos(t) ( 5 > g +8e +Se +8e

3 1 _
=1 cos(t) + 1 cos(3t)
© Dank Orthonormalitét (1) lesen wir die Fourier—Koeffizienten ab (2).

(6) Wir nutzen die Energiegleichung (4) und Fourier—Koeffizienten (5):

2 . P 5 3

04 Dl @ 2 6 °

or [ Smitdt = (1) = kzz_n\f(k)\ =3
27

Ut

S

cos’tdt = (glg) = > [gK)* = ¢

o J,_
t=0 k=—n

© Die Energiegleichung gilt allgemein fiir Fourier—Reihen! (Satz J1A)
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Fourier—Analyse

Die Funktion f:R — C sei T—periodisch und auf [0, 7] abs. integrierbar.
Wir entwickeln f in Harmonische zur Grundfrequenz w = 27 /T"

- ikwt ' 1 r —ikwt
f~ Y et mi Ck:=<ek|f>=T/t_0e F(t)dt

k=—o0

Hier ist ¢;, € C die Amplitude (und Phase) der k-ten Schwingung el*«t.
Dank Euler—Formel et = cos(kwt) + isin(kwt) ist hierzu &quivalent:

f(t) ~ % + Z a, cos(kwt) + by, sin(kwt) mit Koeffizienten
k=1

2 (T —ib

ap ;= — cos(kwt) f(t)dt = ¢+ c_p, ckp = u,
T Ji=o 2
9 [T ib

by == = sin(kwt) f(t)dt = i(ex, —c—), c—p = o Wy
T Ji=o 2

© Fir z = wt erhalten wir Periode 27 und Grundfrequenz 1.



Fourier—Analyse
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Das T—periodische Signal f zerlegen wir so in sein Spektrum f:

ffR>C o—e

~

fiZ—=C, fk)=c == [ e ™fr)dt

—~ 1 [T

T Ji=o

In Grad < n approximieren wir f durch das Fourier—-Polynom f,;:

k=—n

n
i 0
_ § :ckelku)t:7

a

n
+ Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)
k=1

Flr n — oo erhalten wir (zumindest formal) die Fourier—Reihe:

k=—00

9]
t)N Z Ckeikwt

o
ag
— + Z(q cos(kwt) + by, sin(kwt)
k=1

Gelesen: ,Die Funktion f hat die Fourier—Koeffizienten ¢, bzw. ay, by."
Far trigonometrische Polynome ist die Reihe endlich, sonst unendlich!
© Fur die Konvergenz dieser Reihe gibt es effiziente Kriterien.
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FOUrier—Ana|yse Erlauterung

Zur Fourier—Analyse bendétigen wir nur die absolute Integrierbarkeit,
also [[|f(t)| dt < co. Wegen e~ | = 1 ist dann e~ £(¢) tber [0,T]
absolut integrierbar, und obiges Integral definiert ¢, € C flr jedes k € Z.
Das trigonometrische Polynom f,, dient uns als Approximation an f.
Die Fourier—Reihe ist jedoch zunachst nur eine bequeme Schreibweise:
Wir wissen noch nicht, ob und in welchem Sinne die Reihe konvergiert!

Zur Konvergenz bendtigen wir etwas starkere Voraussetzungen an f,
etwa quadratische Integrierbarkeit fOT]f(t)P dt < oo, siehe Kapitel J.
Selbst wenn die Fourier—Reihe in einem Punkt ¢ € [0, 2] konvergiert,
muss der Grenzwert nicht der Funktionswert f(t) sein. Dazu geniigen
starkere Forderungen, etwa Differenzierbarkeit im Punkt ¢ (Satz 12A).
Nur im Falle der Konvergenz in jedem Punkt ¢ € R schreiben wir

o0

i w a > .
£(t) = k_z_: o ikt — 50 + kz_lak cos(kwt) + by sin(kwt)

Das nennen wir die Fourier—-Synthese, also das Zusammensetzen der
Teilschwingungen zwecks Rekonstruktion der urspriinglichen Funktion f.
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FOUrier—Ana|yse Erlauterung

Das Konvergenzproblem ist analog zur Taylor—Reihe von f € C* (R, R):

_ M0

f(z) ~ Y cxz®  mit Taylor—Koeffzienten ¢, = o
k=0

Das bedeutet zun&chst nur: f hat die Taylor—Koeffizienten c; (B438).
Konvergenz: Fir n — oo muss das Restglied verschwinden: R,,(z) — 0.

In diesem Kapitel berechnen wir zun&chst zentrale Beispiele von
Fourier—Reihen: Sdgezahn-, Rechteck- und Treppenfunktion etc.
Die hierbei beobachteten Eigenschaften und Rechentechniken
formulieren wir parallel hierzu allgemein als Satze / Rechenregeln.

Das dient ganz konkret dazu, nitzliche Tricks und Abkurzungen zu
erklaren und fur Anwendungen bereit zu stellen. Insbesondere aber
klaren wir, wann, wo und wogegen die Fourier—Reihe konvergiert.

Im nachsten Kapitel Gbertragen wir die geometrischen Begriffe des R”
wie Skalarprodukt, Norm und Abstand, auf quadratisch integrierbare
Funktionen und ihre Fourier—Reihen. Das ist eine Uberaus nltzliche
Betrachtungsweise und der nattirliche Rahmen der Fourier—Theorie.



Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion il

Beispiel

Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =z fir0 < z < .
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihe.

jol jo

jol

AT

A\ Wir wissen zunachst nur f(z) = = fir 0 < = < 7. Da f ungerade ist,
also f(—x) = —f(x), folgt f(0) =0und f(z) =z fir -7 <z < 0.

Dies setzen wir 2r—periodisch fort. Insbesondere folgt f(+7) = 0.

© Die Funktionsskizze ist fir die Rechnung hilfreich. Wer schon die
Funktion nicht zeichnen kann, dem misslingt wohl auch das Integral.
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Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion Beispiel

(1) Der nullte Fourier—Koeffizient ¢, ist der Mittelwert Uber eine Periode:
(I,() 1 g

o= — = — :cdx =0 (siehe Skizze)
2 2r

Fir k € Z ~ {0} rechnen wir komplex und nutzen partielle Integration:

per 1 " —ikx part 1 —1k33 —ikzx
L = — e rdxr = —e dac
27 J_ . o2

_iw_i%_(l),
k 27 ok 2 N k

Damit haben wir die Funktion f in ihre Fourier—Reihe entwickelt:

o0

fl@) ~ SR = (1R sin(ka)

k#0 k=1

3

1 1 1
= 2 [sin:r— §sin2:r—|—fsin3x— 4sin4x+..l

© Da f ungerade ist, erhalten wir c_, = —c¢;, also eine Sinus-Reihe.



Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion
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Beispiel

Umrechnung der Koeffizienten fiir die Co/Sinus-Reihe:

ap = Ci +Cc_ = 0, bk = i(Ck - C_k) = (*1)k+1

Enl )

Zum Vergleich nochmal direkt die Integrale fir ay, by mit k& > 1:

ap = 1/ x cos(kz) dz (ungerader Integrand)

™ —T

([ )

by, = 1/ zsin(kx) dx (gerader Integrand)

—T

(e ) ) e

Zur Berechnung von ay, b sind zwei Integrale nétig, flr ¢ nur eins.
Man spart ein wenig, doch der Rechenweg ist Geschmackssache.
Die Umrechnung zwischen ag, b und ¢, gelingt jedenfalls leicht.
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Fourier—Entwicklung der Sadgezahnfunktion Beispiel

© Die Fourier—Koeffizienten ay, by, ¢, sind hier leicht zu berechnen.
Da f reellist, gilt ax, by € R und c_, = ¢. Da f ungerade, gilt a; = 0.
Die folgenden Graphiken zeigen hierzu die Fourier—Polynome f;,.
Wir wollen verstehen, in welchem Sinne f,, — f konvergiert.

© Fir jeden Punkt z € R gilt augenscheinlich f,,(z) — f(x):
In den Punkten z = 0 und z = « ist dies klar, ansonsten keineswegs!

Die Koeffizienten klingen nur langsam ab (~ 1/k), das hei3t auch hohe
Frequenzen tragen noch deutlich bei: Die Fourier—Reihe ist ,rau®.

/\ Wir sehen recht eindringlich das sogenannte Gibbs—Phanomen:
Die Funktionen f,, GUberschwingen in Sprungstellen um ca. 9%.

@ Es gilt daher keine gleichmaBige Konvergenz f, — f auf R:

Ein kleiner e=Schlauch um f enthalt nicht alle f,, fiir n > ng.

© Auf jedem Intervall I = [—7 + 6, 7 — 6] abseits der Sprungstellen
konvergiert f,, gleichmaBig gegen f: Zu jedem ¢ > 0 liegen schlieBlich
alle f,, im e=Schlauch um f auf I. Auch das ist bemerkenswert!
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Fourier—Entwicklung der Sadgezahnfunktion Beispiel

Spektrum

1 1 1 1
f(z) =2|sinx — isin2x+ gsin?)ac— Zsin4x+gsin5x:F...
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Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion Beispiel

Die ersten Fourier—Polynome f1, fo, f3,... ahneln f zun&chst nur grob:

4




Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion

1211
Beispiel

Das Fourier—Polynom fq von Grad 9 liegt schon néher bei f:

4

- f

—fo
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Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion Beispiel

Das Uberschwingen bleibt auch bei héherem Approximationsgrad:

4
2} n) —— f
— f20
2
0 ® [
—2
d g
—4
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Punktweise & gleichméaBige Konvergenz von Fourier—Reihen enauerung

Wir untersuchen die zentrale Frage: Konvergiert die Fourier—Reihe?
Wir approximieren f:R — C mit Periode 7" durch Fourier—Polynome

" . 1 T
= Z cp et mit ¢ = — e kel (1) dt
T Ji=o

k=—n

Wir sagen, die Fourier—Reihe von f konvergiert im Punkt ¢ € R,
wenn die Zahlenfolge (fy,())nen in C fir n — oo konvergiert.

Sie konvergiert im Punkt ¢ gegen f(¢), wenn f,,(t) — f(t) gilt.
In diesem Falle (und sorgsamerweise nur dann) schreiben wir

n

oo
ft) = h_)m cp, et oder kurz ft)= Z cp ekt
n—oo
k=—n k=—o00

/\ Fourier vermutete zunéchst Konvergenz f,, — f fir jede Funktion f.
Das ist jedoch nicht immer der Fall. Wir brauchen praktische Kriterien!

© Wir nutzen hierzu das Dirichlet—Kriterium: Ein wenig Regularitat
von f im Punkt ¢ € R garantiert die erhoffte Konvergenz f,,(t) — f(t)!
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a b / c dT s e ‘
/ A4 N
v amr v dmvae
e ierdt J \
C © C PaD SAN
Links-/rechtsseitiger Grenzwert und Ableitungen von f im Punkt ¢:
flt=) = lim () J(t+) = lim f (),
. IO -IE) gy i fo) = 1),

Die Dirichlet-Bedingung fordert, dass alle vier Grenzwerte existieren.
Wir nennen f sprungnormiert im Punkt ¢, falls f(t) = 3 [f(t—) + f(t+)].

Zur Erinnerung: Genau dann ist f stetig in ¢, wenn f(¢) = f(t—) = f(t+) gilt.

Beispiele a, b sind stetig, ¢, d haben eine Sprungstelle, d ist sprungnormiert, ¢ nicht.
Beispiele a, b, c haben beidseitige Ableitungen, d hingegen nicht (senkrechte Tangente).
Beispiel e hat rechtsseitig eine Polstelle, hier sind Ableitung und Sprungnormierung sinnlos.
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Punktweise & gleichméaBige Konvergenz von Fourier—Reihen enauerung

Stetigkeit im Punkt ¢t € R ist &quivalent zu f(t) = f(t—) = f(t+).
Im Falle f(t—) # f(t+) hat f in ¢t eine Sprungstelle (siehe Skizze).

Differenzierbarkeit im Punkt ¢ impliziert Stetigkeit und ist aquivalent
zu Dirichlet mit f(t) = f(t—) = f(t+) und f'(t—) = f'(t+) = f'(1).

Zu einer vorgelegten Funktion f stellt sich die konkrete Frage:
In welchen Punkten konvergiert die Fourier—Reihe? und wogegen?
Das Kriterium von Dirichlet gibt hierauf eine sehr praktische Antwort:

Ist f im Punkt ¢ differenzierbar, so konvergiert die Fourier—Reihe gegen
den Wert f(¢). Das gilt auch dann noch, wenn f in ¢ stetig ist und beide
links-/rechtsseitige Ableitungen existieren. Sogar Sprungstellen kébnnen
wir so noch gut behandeln: Die Fourier—Reihe konvergiert dann gegen
den Mittelwert! Um all diese Félle prazise zu klaren, muss man nur die
vier geforderten (links-/rechtsseitigen) Grenzwerte von f sicherstellen.

© Die Dirichlet-Bedingung ist recht milde: Sie erlaubt Sprungstellen
und verhindert lediglich, dass unsere Funktion f allzu wild oszilliert.
Far viele praktische Félle ist das ausreichend — und sehr bequem!
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Punktweise & gleichméBiige Konvergenz von Fourier—Reihen

Satz I12A: Dirichlet—Kriterium flir Fourier—Reihen, siehe J2A & J2B
Sei f:R — C abs. integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch, w = 27 /T.

(1) Angenommen, f:R — C erflllt die Dirichlet—Bedingung im Punkt ¢,
d.h. beide Grenzwerte f(t+) und beide Ableitungen f'(t+) existieren.
Dann konvergiert in diesem Punkt ¢ die Fourier—Reihe f,, () geman

) =2 @ elfwt %[f(t—i—) + f(t—)] fir n — oo.

/\ Der Funktionswert f(¢) im Punkt ¢ spielt dabei gar keine Rolle.

(1a) Speziell gilt f,,(t) — f(¢) falls f in t zudem sprungnormiert ist.

(1b) Ist f: R — C stlickweise stetig differenzierbar und Uberall stetig bzw.
sprungnormiert, dann konvergiert f,,(t) — f(t) in jedem Punkt ¢ € R.

(2) Ist f: R — C stetig und stlickweise stetig differenzierbar mit | /| < L,
so konvergiert die Fourier—Reihe f,, — f sogar gleichméaBig auf ganz R:

‘fn(t)—f(t)} < 2L/w-ln(n)/n —0 fir n— oo
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Punktweise Konvergenz von Fourier—Reihen Beispiel

© Das Dirichlet—Kriterium 12A kénnen wir auf die S&gezahnfunktion
anwenden und die Konvergenz ihrer Fourier—Reihe vollsténdig kléaren!

Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =z fir0 < z < 7.

S /, §
J/ p /
/ / /"

/ / s

r AL

Aufgabe: (2) Bestimmen Sie f(z+) und f/(z+) in jedem Punkt = € R.

(8) In welchen Punkten = € R konvergiert f,,(z) fir n — co? Wogegen?
1 1 1 1 1 1 1

4) Wogegen konvergiert 1 — - +- —- + - — - 4+ ——— +...7

“) 9eg g 2+4 5+7 8+10 11+
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Punktweise Konvergenz von Fourier—Reihen Beispiel

Lésung: (2) Auf |—m, 7] gilt f(z) = . In jedem Punkt z € |—m, 7 ist f
stetig, f(z+) = f(x), und zudem differenzierbar, f'(z+) = f'(x) = 1.
Alles wiederholt sich 2r—periodisch, auf |, 3x[, |37,5n[, etc.

In unserem Beispiel ist 7 die einzige Sprungstelle (modulo 27Z):
flm=) = tlgglr f(t) = }%m =+
flm+) = th\?}r F(t) = th\I‘I}r[t — 2] = —m

Auch in der Sprungstelle existieren die einseitigen Ableitungen:

Flre) —tim SO =2 tom —liml=1

t t—m _t/‘ﬂ*t—Tr _t/‘ﬂ -
: e SO fm) L (E=2m) — (=)
T -

© Das zeigt: Unsere Funktion f erfilllt die Dirichlet-Bedingung! (I2A)

© Zudem ist f sprungnormiert, das heiBt f(z) = 1[f(z+) + f(z—)].
Das gilt in z = £ dank f(£+7) = 0, aber ebenso fir —7m < z < 7.
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Beispiel

(3) Dank (2) kdnnen wir das Dirichlet—Kriterium (12A) nutzen:

o0

k=1

Z(—l)k“% o)

”H"\%hl&‘l f("r)

12A

#

fr —m <z <,
for x = £.

(4) Speziell fur x = 7/3 kennen wir folgende nitzliche Werte:

k 0 1 2 3 4 5 .
cos(km/3) 1 /2 | —1/2 | -1 | =1/2 | 1/2 |...
sin(km/3) 0 V3/2 | V/3/2 0 —V/3/2 —V/3/2 ...

Damit kdnnen wir Reihe und Funktion auswerten und vergleichen:
1 1 3) m
Vii—g+i-stisrmont| 2 G-
© Hieraus erhalten wir den gesuchten Grenzwert der Reihe:
ot L T 0.6045007880...
2 4 5 g8 10 11 3v3

© Dass diese Reihe konvergiert wissen wir dank Leibniz-Kriterium B3G.
Nun kénnen wir sogar ihren Grenzwert berechnen, exakt und explizit!
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Punktweise Konvergenz von Fourier—Reihen Beispiel

© Das praktische Dirichlet—Kriterium I2A bestétigt unsere Anschauung!
Wir gewinnen explizite Grenzwerte und kdnnen damit exakt rechnen.
Das ist ein machtiges Werkzeug, wie wir schon in dieser Aufgabe sehen:

/\ Fur die letzte Rechnung (4) bendtigen wir f,,(x) — f(x) fir n — oo.
Dies stellen wir im vorigen Teil durch das Dirichlet—Kriterium sicher (3).
Hierzu missen wir nur die geforderten Grenzwerte von f sichern (2).

Diese Vorgehensweise ist typisch und besteht aus zwei Teilen:
Zur Fourier—Analyse berechnen wir die Fourier—Koeffizienten (1):

f(z) ~ Z cpef mit ¢

k=—o0
Zur Fourier-Synthese bestimmen wir zum betrachteten Punkt x € R,
ob und wogegen die Fourier—Reihe f,,(x) fir n — oo konvergiert (2—4).

/\ Nur im Falle der Konvergenz in jedem Punkt z € R schreiben wir:

1 27

= — e R f () da
2 0

o0 o0
f(x) = Z cp e — %“ + Zu/,. cos(kz) + by sin(kzx)
k=—00 - k=1
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Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen Beispiel

Die Funktion f:R — R sei 2r—periodisch mit f = I, ;) auf [a, a+27].
Hierbei seien die Werte a < b < a + 27 beliebig vorgegeben.
Spater wollen wir insbesondere —a = b = /4 betrachten.

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihe.

© Wir berechnen hier die Fourier—Reihe einer Indikatorfunktion.
Durch Linearkombination erhalten wir beliebige Treppenfunktionen!

2) Bestimmen Sie f(z+) und f’(x+) fir jeden Punkt z € R.
3
4

In welchen Punkten = konvergiert f,,(z) fir n — co? Wogegen?

Welche Werte haben Funktion und Reihe flir z = b = —a?

. 1 1 1 1 1 1 1
5) Wogegen konvergiert 1 — -+ - ——-+ - — —+ —— —+4...7

(
(
(
( 3'5 79 11 13 15

)
)
)
)
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Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen Beispiel

(1) Der Fourier—Koeffizient ¢ ist der Mittelwert Gber eine Periode:

1 a+2m 1 b b—a

™ Tr=aqa ™ r=a T
Far k& # 0 rechnen wir komplex und finden:

o H:LJ i b e_j]gx A 21 i ie_ikx b _ e—ika _e—ikb
21 Jo—u s 2w | ik “ 2mik
Die Fourier—Reihe, zunachst formal (ohne Anspruch auf Konvergenz):
b—a e—ik’a _ e—ikb .
f@)~ 5+ g
k#0

@ Ohne Werkzeug ist dieser Reihe kaum anzusehen, ob und wogegen
sie konvergiert. (&) Hier rettet uns das Dirichlet—Kriterium! (Satz 12A)
(2) Die Funktion f ist konstant auf ]a, b[ und auf |b, a + 27 [. Hier ist f
stetig, also f(x+) = f(x), und differenzierbar, f'(z+) = f/'(z) = 0.

In z € {a,b} hat f eine Sprungstelle, mit f(a+) = f(b—) =1 und
f(a—) = f(b+) = 0 sowie einseitigen Ableitungen f'(z+) = 0.



Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen o

Beispiel

(3) Dank (2) kdnnen wir das Dirichlet—Kriterium (12A) nutzen:

b—a emika _ kb 1 fira <z <,
o + Z T elk$ “I;:I 0 firb<z<a+ 2,
k70 1 firz =aundfirz =b.

(4) Im symmetrischen Fall « = —b vereinfacht sich diese Reihe zu:

b sin(kb) oikz _ sin( kb
T * km B Z 2 k)
k0
© Da f gerade ist, erhalten wir c_;, = ¢}, also eine Cosinus—Reihe.

A\ In der Sprungstelle gilt f(4b) = 1. Die Reihe ergibt hingegen:
b . sin(kb) o 1 > sin(kb) B
p +2 ; T cos(kb) = 5 = ; 5 cos(kb) =

© Den Wert dieser Reihe verdanken wir Dirichlet! Speziell fir b = /2
sehen wir ihn direkt, denn hier gilt sin(kb) cos(kb) = 0 fur alle k € Z.

_b
2

N
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Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen Beispiel

(5) Speziell fir x = b = 7/4 kennen wir folgende nitzliche Werte:

k 0 1 2 3 4 5 6 7
cos(km/4) || +1 +£ 0 —g -1 —g 0 +§
sin(kw/4) || 0 —i—i +1 —|—§ 0 _Q -1 _g

Fir ungerade k = 2j + 1 gilt 2sin(kn/4) cos(kn/4) = (—1)7, sonst = 0.
Wir setzen also = = b = 7/4 in unsere Reihe ein und vereinfachen:

1 12  /kr kry o 1 (=17 7«
ZJF%ZEbID(Z)COS(T)_i - ;)2j+1_4

k=1
© Hieraus erhalten wir den gesuchten Grenzwert der Reihe:
ot Ly T L 7853081633

3 5 7 9 11 — 4 — [Re1919 v fe ) . ..

© Das ist die Leibniz—Reihe, die wir bereits von Seite B319 kennen.
Fir z = b = n/3 erhélt man Ubrigens die Reihe der vorigen Aufgabe.
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Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =1 fir0 < = < 7.
Hierzu sei g: R — R mit g(z) = f(x + m/2) die Verschiebung um 7 /2.
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f, g. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihen.
(2) Konvergiert die Fourier—Reihe in jedem Punkt gegen die Funktion?
Losung: Der vorigen Aufgabe entnehmen wir bzw. rechnen direkt aus:

/O —0 o C—ro (gl
iy b hd “njy "/ e
o— G G © o—0
f ungerade ~ Sinusreihe g gerade ~ Cosinusreihe
41 . 1 . 1 . 1 . 1 .
f(x) = —|sinz 4+ =sin3x + —sinbx + —sin7x + —sin 9z + ...
s 3 ) 7 9
() = 2 ~ 00835+ ~ 008 5T — = o8 T + = cos
r) = —|COST — — COSOT — COSOTr — - COS (X — COS YT
9\ = 3 5 7 9 +
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Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion Beispiel

(0) Skizze! (1) Wir rechnen geduldig oder nutzen die vorige Aufgabe.
(2) Dank Dirichlet 12A gilt f,,(z) — f(z) und g,(x) — g(z) in jedem
Punkt = € R, hier sogar in den Sprungstellen da sprungnormiert.
© Wir erkennen hier besonders schdn folgende Symmetrieregeln:
FUr jede reelle Funktion f:R — R gilt ag, b € R, also ¢_, = ¢.
Ist f gerade, also f(—z) = f(z) fUr alle x € R, so gilt
b, =0, ap= 2/ cos(kx) f(x)dx, c_k = cg.
m™Jo
Also f ~ Cosinusreihe. Fir reelle Funktionen heif3t das ¢, € R.
Ist f ungerade, also f(—x) = —f(x) fur alle z € R, so gilt
ar =0, by = 2/ sin(kz) f(x)dx, c_p = —cy.
m™Jo

Also f ~ Sinusreihe. Fir reelle Funktionen heif3t das ¢; € iR.

© Mit dieser einfachen Beobachtung lasst sich dank Symmetrie
die Rechnung halbieren oder Ergebnisse auf Plausibilitat prifen.
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Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion Beispiel

Zur lllustration nochmal ausfihrlich die Rechnung fir f:
Der nullte Fourier—Koeffizient ist der Mittelwert Uber eine Periode:

co = % = ;ﬁ/ fx)dz =0 (ungerader Integrand)

Berechnung der Fourier—Koeffizienten fir k£ > 1:

ap = 1 f(z)cos(kx)dx =0 (ungerader Integrand)
™ —T
b = % f(z)sin(kx) dx (gerader Integrand)
= 2/ sin(kz) dx _2 [—cos(kx)}
T Jo 7r k 0
2 [1 — Cos(knr)] _JO  fir k gerade,
T k | & fir k ungerade.

© Dank Symmetrie sparen wir hier 50% des Rechenaufwands.
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Zum Vergleich das Integral fur ¢, mit k& # 0:

- / —ikx f d.’I}
|:/ —ikx dr — / —ikx dl’:|
T o .
— i |:/ e—ik::c dr — / eik:n dZL':|
2T 0 0

T 17— k
= l sin(kz)dz = - [M} dzx
ir Jo im k
1 [1 — cos(knr)] | furkungerade,
Cin k |0 fir k gerade.

Oder umgerechnet fir die Co/Sinus-Reihe:

4 .
%= far k ungerade,

ar =ci +c_ =0. b, =i(cp —c_p) =
B g b =il 2 {O flr k gerade.

© Die komplexwertige Rechnung bringt hier keine weitere Ersparnis.
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Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion Beispiel

Spektrum

4 1 1 1 1
flx) = = sinx+§sin3m+gsin5x+?sin7az+§sin9x+...
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Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion Beispiel

Die ersten Fourier—Polynome f1, fs, f5,... &hneln f zunachst nur grob:

Die Fourier—Polynome f,, héheren Grades liegen immer naher an f.
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Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion Beispiel

Das Uberschwingen bleibt auch bei héherem Approximationsgrad:

—— f
1 d VAVI\VI\V AAAAAAAAA A VAVI\V 3) g v’\vl\vl\vl\v VAVAVAVAVAVI\V > f25 M
0 ® ® ® ® ®
-1 V)Vﬂqg d AVAVAVAVAVA A AVAVAVI\VA b a AVI\VI\V AAAAAAAAAAAA A VI\VI\ 3)
—6 —4 —2 0 2 4 6

Dieses Gibbs—Phanomen tritt allgemein an jeder Sprungstelle auf!
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(?» Was erkennen wir an diesen Fourier—Polynomen f1, fo, f3,...?

Fir groBe n ahnelt das Fourier—Polynom f,, immer mehr der Funktion f.
Das Dirichlet—Kriterium 12A garantiert uns die punktweise Konvergenz!
In jedem Punkt = € R gilt Konvergenz f,,(z) — f(z) fir n — oo.

An jeder Sprungstelle passiert jedoch etwas héchst Bemerkenswertes:
Die Fourier—Polynome f,, kbnnen dem Sprung nur folgen, indem sie
etwa 9% Uber das Ziel hinausschieBen. Auch fir Approximationen
gréBerer Ordnung bleibt dieses Gibbs—Phanomen bestehen.

Anschaulich: Wenn wir um f einen sehr schmalen Schlauch legen,
so liegt darin keines der Fourier—Polynome f,,. Das bedeutet, die
Konvergenz f,, — f qilt hier punktweise, aber nicht gleichmanig!
Der Abstand sup,cg|fn(z) — f(x)| wird nicht beliebig klein.

Auf jedem kompakten Intervall [a, b] mit 0 < a < b < 7 fern der Sprung-
stellen ist unsere Funktion f jedoch stetig, sogar stetig differenzierbar.
Auf [a, b] konvergieren die Fourier—Polynome f,, gleichmaBig gegen f.
Ein Uberschwingen findet auf [a, b] nicht statt, nur in den Sprungstellen!
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Aufgabe: Sei f:R — R ungerade, 27r—periodisch f(x)=1far

0 < = < . Die Integralfunktion F(x) = [;”  f(t) dt ist periodisch.

(0) Skizzieren Sie f und F. (1) Berechnen Sle d|e Fourler—Relhen.

(2) Wogegen konvergieren 1+gz+z5+=5+... und 1—gz— 5+ =54 ... ?

——f
3 —F
1l—o e} 5]
0 ° °
-1 e o o— |




Fourier—Entwicklung der Dreieckfunktion il

Beispiel

Lésung: Auf [—, x| finden wir F'(z) = |z|, dann 2r—periodisch.
(1) Die Fourier—Reihe der Rechteckfunktion f = F’ kennen wir bereits:
41 . 1 . 1 . 1 . 1 .
f(x) ~ —|sinx 4+ =sin3x + —sinbx + —sin7x + —sin 9z + . ..
T 3 ) 7 9

Aus F(z) = [ f(t)dt erhalten wir dank Integration (I3A) miihelos:

4 1 1

F(z) ~ Co—ﬁ[cosac—l—3 cos33:+5
Der nullte Fourier—Koeffizient Cj ist der Mittelwert Uber eine Periode:
per 1 T 1 4 1 g 1 a:2 T ™

= — F = — = — = — | — = —

Co 27r/_7r (z) dz 27r/_7r|xdx 7r/0 vde W[2}0 2
Dank Dirichlet 12A haben wir Konvergenz in jedem Punkt z € R. Also:

4 1 1 1
F(w):g—ﬂ[cosw—l—g cos3w+5 6055x+7 cosTx + . ]

1
cosdr + — = cos7x +. ]
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Zum Vergleich die direkte Berechnung der Fourier—Koeffizienten:

1 e

Ap = — |x| cos(kx) dx
T

—T

™

2=

k
2]

™

T 2
o T

1
By =— |z| sin(kx)dx =0
7r

—T

(gerader Integrand)

k2

2 [T . .
= / x cos(kz) dz (partielle Integration)
0

/07r sinsfka:)

s

[cos(k‘w) - 1}

B {0 fur k gerade,

T Tk2

(ungerader Integrand)

Daraus erhalten wir die ersehnte Co/Sinus-Reihe:

m
2

[e.9]

=0

4
(275 +

1)?

cos((2j + 1)x)

4, fir k ungerade.
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Zum Vergleich direkt das Integral fur C, mit k # 0:

1 [ _.
Ck / e R || dz

:% o

1 T o
=5 {/ e kT Ay — / e kT 4 dx]
Y 0 _
LT "
= — {/ e R o dy + / elhT o dx}
27'(' 0 0

1 [ .
:/ cos(kx)xdx = ... wie oben ...
0

m
_ —-2; fir k ungerade,
0 flr k gerade.

Oder umgerechnet fir die Co/Sinus-Reihe:

4

——= flr k ungerade
B, =i(Cy — C_j) =0, A, =Cr+C_) = Tk? '
b =1(C 2 g g g {0 far k gerade.

© Die komplexwertige Rechnung bringt hier keine weitere Ersparnis.
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~

€T L1

Ohne konstanten Term:

4 1 1 1 1
F(x) = - cosa:+?cos‘3x+?cos5x+ﬁcos7x+§0059x+...
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Die Fourier—Polynome F;, konvergieren gleichmafig gegen F'
0.1

—-0.1

Zur besseren Sichtbarkeit zeichne ich die Differenz F,, — F vergréBert.
Dieser Fehler liegt in einem e—Schlauch mit ¢ < 2max|F’|In(n)/n. (12A)
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(?» Was erkennen wir an diesen Fourier—Polynomen F, F,, F3,...?
Schon die ersten Fourier—Polynome F,, liegen recht nahe bei F.
Das Dirichlet—Kriterium I12A garantiert uns Konvergenz in jedem Punkt!

Noch besser: Wenn wir um F' einen Schlauch der Breite £ > 0 legen,
so liegen darin alle Fourier—Polynome F,, fir ausreichend groB3es n:
Die Fourier—Polynome F;, konvergieren gleichmaBig gegen F'!

Dies ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz I12A von Dirichlet:

F:R — Cist stetig und stlickweise stetig differenzierbar mit |F’| < 1.
Aus der Skizze lesen wir |Fi3 — F'| < Fi3(0) < 0.05 ab. Satz 12A sagt
|F13 — F| < 2max|F’|1n(13)/13 < 0.4 voraus: Diese allgemeine und
einfache Fehlerschranke ist korrekt, hier um den Faktor 8 zu grof3zugig.

Das ist durchaus respektabel, dafiir ist unsere Schranke bequem und
der Beweis relativ leicht (ausgeflihrt ab Seite J201 im nachsten Kapitel).

Als Kontrast illustrieren die obige Sdgezahn- und Rechteckfunktion
das Gibbs—Phanomen in jeder Sprungstelle. Hier kann bestenfalls
noch punktweise Konvergenz vorliegen, aber keine gleichméBige.
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(2a) Ausgewertet im Punkt z = 0 finden wir:

™ 4 1 1 ]. Dirichlet
2—|:1+32+52+72+...:| = F(O):O
Hieraus folgt:
11 1 m? 99005

(2b) Ausgewertet im Punkt = = 7 /4 finden wir:

7T_2\/§|:1_1_1+1+”':| Dirichlet F(E):E

2A

Hieraus folgt:
11 1 w2

1—?—?—1—%4—... = % = 0.8723580249...

© Dank passender Werkzeuge war die Rechnung schlieBlich leicht. Erneut gelingt uns damit die
Berechnung schwieriger Reihen! Aus der Reihe A := E;io 1/(2j + 1)* = 7*/8 folgt zudem
B:=32° 1/k* = 7%/6, denn B = A + B/4. Dies 16st das beriihmte Basler Problem.
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Termweise Integration von Fourier—Reihen Erlauterung

Sei f:R — C eine T—periodische Funktion und differenzierbar.
Dann ist die Ableitung f’ ebenfalls T—periodisch, soweit klar.
Hingegen ist die Integralfunktion F(z) = [i*  f(t)d¢

dann und nur dann periodisch, wenn ftio f(t)dt =0 gilt:

x+T i T )
Fat+T)=F@) = [ fmar = [ f@de = o

=x t:0
Ein illustratives Gegenbeispiel liefert folgende Sagezahnfunktion:

2| [o= fa)=a— 2]
— F(a) = [7 () dt




1318

Termweise Integration von Fourier—Reihen

Satz I3A: termweise Integration von Fourier—Reihen

Sei f:R — C integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch. Die zugehérige
Integralfunktion F'(t) := C + ff:O f(7)dr ist genau dann periodisch,
wenn F(T) — F(0) = fTT:o f(7) dr verschwindet. In diesem Falle gilt:

r o . T r o
Ck :/ e Rt £()dt = [e_lkWtF(t)} + ikw/ e P dt = ikwCy,
t=0 L t=0, t=0
= 0 da T'—periodisch

Das heif3t, wir dirfen Fourier—Reihen termweise integrieren:

ikwt Ck ikwt
ft)~ e+ cre = (t)NCOJrZ%e
k0 7] k=0

Integrationskonstante durch Punktprobe: F(0) = C' = Co + > ;.o 725

© Wir kénnen die Umkehrung sorgsam als Ableitungsregel fir F lesen:
Hierzu sei F' absolut stetig mit F/ = f, also F(t) = F(0) + fizo f(u) du.
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Warnung zur Ableitung von Fourier—Reihen

2

4 }%
o o

-2

—4 -2 0 2 4
Wir vergleichen die Fourier—Reihen von F und der Ableitung f = F".
Aufgabe: Impliziert F(z) ~ >, Cy e*® immer f(x) ~ Y, ikCy elk?
Die Fourier—Polynome F,, sind beliebig diff’'bar. Gilt F,,’(0) — F'(0)?
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Warnung zur Ableitung von Fourier—Reihen

Lésung: Dank Dirichlet—Kriterium 12A wissen wir fir —m < o < 7
x sin2x sindx  sindx
F = — = 1 — —
(z) 5 sinz 5 + 3 1
Die naive Ableitungsregel gilt hier keineswegs:

flz)=12 o cosx —cos2z+ cos3z —cosdx + ...

@ Inz =0 gilt F,’(0) = 1 fir n ungerade und F,,’(0) = 0 fir n gerade.
Siehe Graphik! Die Zahlenfolge 0,1,0,1,0,1,0,1,... konvergiert nicht!
& Die Ableitungen F;,’(0) konvergieren nicht gegen F’(0) = 1/2!
Sie erkennen das Problem sehr deutlich an den obigen Graphen.
A\ Hier gilt nicht F(t) = F(0) + fi:o f(u) du wie im Satz I3A verlangt.
Bitte lesen Sie Séatze sorgsam und grindlich, wie immer, so auch hier.
Nur wer sein Werkzeug beherrscht, rechnet korrekt und effizient.

© Satz I3A garantiert: Integrieren ist besser als Differenzieren!
Far die Ableitungsregel gemaf Satz I3A muss F' absolut stetig sein.
Zum Beispiel genigt: F' stetig und stiickweise stetig differenzierbar.
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Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion Beispiel

Aufgabe: Sei F': R — R von Periode 27 mit F(x) = 22 /2 flr |z| < 7.
(0) Skizzieren Sie F und F'. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihen.
(2) Wogegen konvergieren 1— g5+ — 5+ ... und 14 g5+ a5+ 5+ .. ?

-2
—F
—— F'
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Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion Beispiel

Lésung: Die Fourier—-Reihe von F kann man direkt berechnen. .

oder bequemer und schneller aus F(x ft o F'(t) dt ablesen.

(1) Die Ableitung f = F" ist 27r—per|od|sch mit f(z) =z fir —7 <z < 7.
Das ist unsere Sagezahnfunktion [1205]. Fiir diese wissen wir bereits:

1 1 1
fx) ~2 [sinx —5 sin 2z + 3 sin 3z — Zsinélx +.. ]
Aus F(z fo t) dt erhalten wir dank Integrationsregel I3A mihelos:
1 1 1
F(z)~Cy—2 cos:c—ﬁcos2x+3—2(:os3x 4—20054x+

Der nullte Fourier—Koeffizient Cy ist der Mittelwert Gber eine Periode:
2

| & 1 T g2 1 ™ T
Cop 2 de=— [ Zq :—[3} -
0 277/ Flayde=o2 | Sdr=5017] =%

Dank Dirichlet I2A haben wir Konvergenz in jedem Punkt z € R. Also:

2

F(z) = & -2 [cosz—

1 1 1
2—200s2x+?c0839§— 42cos4xj:..l
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Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion Beispiel

1 1
22 cos2x + — 32 cos 3x — Z cosdxr + ) cosbx F.

Ohne konstanten Term:

F(x) = —2|cosz —
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Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion Beispiel

(2a) Ausgewertet im Punkt z = 0 finden wir:

2 11 1 Dirichle
W-@P—+—im}gﬂF@:0

6 22 1 32 42 2a
Hieraus erhalten wir den Grenzwert der folgenden Reihe:
11 1 w2 .
1-— + ? — E +. = E = 0.8224670334 ...
(2b) Ausgewertet im Punkt z = = finden wir:
2 2
T 1 1 1 Dirichlet ™
Hieraus erhalten wir die Lésung des beriihmten Basler Problems:
1 1 1 w2 e

In der HM2 konnten Sie schon zeigen, dass diese Reihe konvergiert. (Wiederholung: Wie? B3A)
Nun konnen wir endlich ihren Grenzwert berechnen! Dieses beriihmte Problem wurde 1644 von
Pietro Mengoli gestellt und 90 Jahre spiter 1735 von Leonhard Euler gelost (zundchst noch vage).
Dank starker Fourier—Theorie fillt uns das Ergebnis in den SchoB! @ youtu.be/d-03eB9sfls


http://youtu.be/d-o3eB9sfls
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Abklingen der Fourier—Koeffizienten Erlauterung
R
Fir unsere Sagezahnfunktion finden wir: > W
. 1. 1. 1.
flx) =2 [Slnx ~3 sin 2z + 3 sin 3z — —sindx + .. w
\a‘%;
Fir die Parabelfunktion F(z) = [ f(t) dt folgt [1821: M&i“

2

1
Flx)=— -2 [cos:z:

1 1
5 52 cos2x + ?008333— 4—0054th

Fir unsere Rechteckfunktion finden wir:

4 1 1 1
flx) = {sinx+3sin3x+55m5x+sin?x%—..l

s \
Fir die Dreieckfunktion F(z) = [, f(t) dt folgt [1309]: %

s 4 1 1 1
F(x) = 5 - cosx+?cos3x+5—QCOS5x+ﬁcos7w+

© Glattheit entspricht schnellem Abklingen der Fourier—Koeffizienten!
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Abklingen der Fourier—Koeffizienten

© Glattheit impliziert schnelles Abklingen der Fourier—Koeffizienten:

Satz 13B: Riemann—-Lebesgue—-Lemma
Ist f:[0,27] — C absolut integrierbar, so sind die Fourier—Koeffizienten
ok = o [T e % f(2) dz eine NuIIfoIge das heiBt |c;| — 0 flr |k| — oo.

Demnach ist F(z) = C + [;*, f(t) dt absolut stetig und erfillt [Cy| — 0.
Entsteht F' aus f durch d-fache Integratlon so gilt sogar |k?Cy| — 0.

© Umgekehrt garantiert schnelles Abklingen auch Glattheit (s.a. J3C):

Satz 13c: Abklingen und gleichméBige Konvergenz

Sei (cx)rez eine beliebige Folge komplexer Zahlen ¢, € C. Im Falle
> rlek| < oo gilt gleichméBige Konvergenz gegen die stetige Funktion

1 2

ik _
ffR=>C:z~ f(z che und ck—%xzo

e ke £ (1) da

k=—o00

Gilt sogar ", |kdck| < oo, so ist f mindestens d-mal stetig diff’bar.
Letzteres ist zum Beispiel erfiillt, wenn |c;| < ¢/|k|9T* mit a > 1 gilt.
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Abklingen der Fourier—Koeffizienten Erlauterung

© Slogan und Merkregel: Integrieren glattet, Differenzieren raut auf.
Das schlagt sich unmittelbar in den Fourier—Koeffizienten nieder.
Wir kennen hierfir bereits einige eindriickliche Beispiele:

Aufgabe: Priifen und interpretieren Sie diese Kriterien zum Abklingen
(Satz I3B und Satz 13C) an unseren vier bisherigen Beispielen.
Lésung: Die Beispiele liegen wunderbar explizit vor uns:

(1) Die Sagezahnfunktion f ist unstetig, mit Sprungstellen in = + 27 7Z.
Ihre Fourier—Koeffizienten erfiillen |c;| = 1/|k| — 0, aber ", |cx| = oo.

(2) Ihre Integralfunktion F ist stetig, und hier gilt > |Cy| < occ.
Hingegen ist F' nicht stetig diff’bar, und es qilt > |kCy| = cc.
Treppenfunktionen liefern weitere Beispiele:

(3) Die Rechteckfunktion g ist nicht stetig, mit Sprungstellen in 7Z.
lhre Fourier—Koeffizienten erfiillen |c;| < 1/|k| — 0, aber ", |cx| = oo.
(4) Die Dreieckfunktion G ist stetig, und hier gilt > |Cx| < oc.
Hingegen ist G nicht stetig diff’bar, und es gilt > |kCy| = <.
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Eindeutige Darstellung als trigonometrische Reihe

© Jede Laurent-Reihe 3", cx2" definiert fir z = ei* mit z € R
die trigonometrische Reihe ", _, ¢ ek mit Koeffizienten (cx)iez.

(2 Das wirft die Frage auf: Kénnen wir sicher sein, dass dies zugleich
die Fourier—Koeffizienten sind? Hierauf antwortet der folgende Satz:
Satz I13D: Eindeutigkeitssatz, de la Vallée-Poussin 1912
Die Funktion f:R — C sei 2r—periodisch und auf [0, 27] integrierbar mit
~ ~ 27r .
fiR—-C o—e f:Z —C, also f(k) ::21/ e e £ () da.
T Jz=0

Gegeben sei eine beliebige Folge (ck)rez komplexer Zahlen ¢ € C mit

flz) = Z cr e, also fi(x) = i cref® — f(x) fir n — oo.

k=—00 k=—n

Dies gelte fur alle z € R mit hochstens abzahlbar vielen Ausnahmen.
Dann folgt ¢, = f(k) fur alle k € Z: Die Reihendarstellung ist eindeutig!
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Skalarprodukt periodischer Funktionen Fazit

Fir Funktionen f, g: [a,b] — C definieren wir ihr Skalarprodukt durch

o taf() g(t) dt

LPxLI—=C: (f,g)=(flg):=

Der Integrand fg sei absolut integrierbar, etwa f € L> beschrankt und
g € L' absolut integrierbar, allgemein f € LP,g € LImit1/p+1/q = 1.
Bei Periode T wahlen wir ein beliebiges Intervall der Lange b —a =T
Dieses Periodenintegral ist invariant bei Verschieben oder Vervielfachen.
Sei w = 27 /T. Als Basisfunktion ¢ : R — C mit k& € Z definieren wir

ep(t) == e*t = cos(kwt) + isin(kwt).

Far diese Funktionen gelten die Orthonormalitatsrelationen

Cer | eg) 0 firk#¢: paarweise Orthogonalitat,
e (& =
A 1 fOrk=¢: Normierung auf Lange 1.

Ahnliche, etwas kompliziertere Formeln gelten fiir cos(kwt) und sin(kwt).
© Meist gehen wir mit = = wt zur Periode T = 27 und w = 1 (iber.



Trigonometrische Polynome

1402
Fazit

Trigonometrisches Polynom nennt man jede C—Linearkombination

f(t)

n

D o

k=—n

elkwt - 0

5 S Z ay, cos(kwt) 4 by, sin(kwt).

k=1

© Die Menge aller Funktionen f:R — C ist ein C—Vektorraum. Hierin
ist die Teilmenge aller T—periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Die Basisfunktion e, spannen den Unterraum der trigon. Polynome auf.
Jede solche Funktion f:R — C bestimmt ihre Koeffizienten geman

== [ eyt = (R F) baw.
T Ji—o
T
ay = 2 cos(kwt) f(t)dt = 2(cos(kwt) | f),
T Ji—o
T
b= 2 [ sin(hwt) fE) dt = 2(sin(kwt) | £).
T Ji—o

© Formeln fiir ¢, sind meist einfacher und Ubersichtlicher als fiir ay, by.
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Fourier—Koeffizienten und Fourier—Reihe Fazit

Allgemein: Ist f: R — C periodisch und Uber [0, T'] integrierbar, dann
definieren wir durch obige Formeln die Fourier—-Koeffizienten von f.
Diese Koeffizienten von f fassen wir zur Fourier—Reihe zusammen:

e}

ikwt _ @0 - g
ft) ~ k_z_: c e =5 + kZ_l a, cos(kwt) + by sin(kwt).

/\ Diese Reih