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Kapitel Z
Zusammenfassung

Wir stehen selbst enttduscht und sehn betroffen
Den Vorhang zu und alle Fragen offen.
Bertolt Brecht (1898-1956), Der gute Mensch von Sezuan (1940)
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Schlusswort (nach Richard P. Feynman) Uberblick
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Vorgehensweise Uberblick

Nun habe ich ein Semester lang zu Ihnen gesprochen und werde jetzt damit
aufhoren. Einerseits mochte ich mich entschuldigen und andererseits wieder
nicht. Ich hoffe — ja, ich weif3 —, dass zwei oder drei Dutzend von Ihnen
allem mit grofler Spannung folgen konnten und eine angenehme Zeit damit
verbracht haben. Aber ich weif3 auch, dass die Krdfte der Lehre von sehr
geringer Wirkung sind, aufser unter jenen gliicklichen Umstdnden, in denen sie
praktisch iiberfliissig sind. Daher darfich im Hinblick auf die zwei oder drei
Dutzend, die alles verstanden haben, sagen, dass ich nichts anderes getan habe,
als Ihnen die Dinge zu zeigen. Was die anderen betrifft, tut es mir leid, wenn ich
Ihren Widerwillen gegen dieses Fachgebiet erregt habe. [...]

Ich hoffe nur, dass ich Sie nicht ernsthaft verwirrt habe, und dass Sie dieses
interessante Geschdft nicht aufgeben. Ich hoffe, dass jemand anderes es Ihnen
so beibringen kann, dass es Ihnen nicht im Magen liegt, und dass sie trotz allem

eines Tages feststellen, dass es nicht so schrecklich ist, wie es aussieht.

(nach R.P. Feynman, 1918-1988, Epilog seiner Vorlesungen iiber Physik)

Dieses letzte Kapitel Z versammelt alle Kapitelzusammenfassungen.
Es bietet eine konzise Bilanz der wichtigsten Ergebnisse und Techniken.
Es niitzt nur schwer als Einstieg, wohl als Ubersicht und Erinnerung.
Hierzu sind Rlckverweise auf die einzelnen Themen angegeben.

Diese Zusammenfassung dient nur im Ruckblick als Gedachtnisstltze;
zum soliden Verstandnis bendtigen Sie alle Grundlagen und viel Ubung!
Dazu hat Ihr HM3-Team Sie das gesamte Semester umfassend betreut.

Insbesondere wiederhole ich hier nur Definitionen und Satze, aber kaum
Beispiele und Ubungen. Erfahrung, Umsicht und Verstandnis lassen sich
nicht eintrichtern, sondern nur durch Ubung erwerben. Also: Uben Sie!
Detaillierte Beispiele, Ubungen und Erlduterungen zu jedem Thema
bieten die zugehdérigen Kapitel und die weiterflihrende Literatur.

Kafkas ganze Kunst besteht darin, den Leser zum Wiederlesen
zu zwingen. [...] Genau das hat der Verfasser beabsichtigt.

(Albert Camus, 1913-1960, Der Mythos des Sisyphos)
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Mathematische Methoden in den Ingenieurwissenschaften wenick| | Einige Anwendungen lhrer mathematischen Werkzeuge Uberblick
Mathematik ist
Partielle Differentialgleichungen (PDE) momens  Technische schén und nitzlich! Thermo- 2%,
K 8 Mechanik Hier einige Anwendungen lhrer dynamik
apitel Q-S mathematischen Werkzeuge
) e ) M Koor:ieirrvr':l;en glfit‘:lﬁcﬁ;;en
Fourier & Laplace | gewdhnliche DG (ODE) | Wahrscheinlichkeit Stromung . ) Strémung
Kapitel I-L “ . Kapitel M—P - - Kapitel T-W Berul Integration Integralsatze potnta-
Integration Kund Integralsatze e g Mk Ve e
apitel A-H 1assigkeit Systeme
. . . . Qualitéts- 7 Laplace-
Als Ingenieur:in brauchen Sie Ihr methodisches Handwerkszeug. O ¢ nere rouiors
- . - . i egelun
Dazu gehoért als harter Kern und Grundlage die Héhere Mathematik. e e HM i Laplace .
. . . . . . Messfehler HMS3 vertieft analyse
Je anspruchsvoller die Aufgabe, desto wichtiger wird die Mathematik. vere "
Markov- . Optimale
Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung. T etk Numerk Quie: T
Sie erklart und quantifiziert Zusammenhénge: Das ist ihr Nutzen!
. . . . . . - Warme- Biege-
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke! L PDE ODE : inen
ermo- Technische
. . . . . . dynamik Mechanik
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft Wame. Soveqnge
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfalle. Stromung Die Liste geht weiter. .. Faumiatt
. - . . Navier Bahn-
Denkdkonomie: Daten andern sich, Methoden bleiben bestehen. stace O en e et esing
. . . 2007 . . . Z008
Warum ist Mathematik so erfolgreich? wenick| | Warum ist Mathematik so erfolgreich? Uberblick
Theorie / Mathematik Typische Anwendungen verlaufen in folgenden Schritten:
N 1. Grundlegendes Verstandnis der vorliegenden Situation:
2. Modell analysieren 3. Theorie Mé‘)glighst prazise Erfgssung durch (passive) Beobachtungen, (aktive)
grundlegende Eigenschaiten | — - aufbauende Eigenschaften Experimente, Formulierung von Naturgesetzen, Arbeitshypothesen, etc.
: olgern, losen = A . . - - .
E I, (GBS, LS Teil) ? Flogein, Satze, Bowsico S 2. Mathematische Modellierung der vorliegenden Situation:
—  modellieren A abstrahieren  "O%S29€NT ok retisieren interpretieren Vereinfachung und Abstraktion zu einem mathematischen Modell.
o o : = 0= e o : . : ,
o  dealisiereny vereinfachen /pla\,ﬁrx& spezialisieren [y validieren g Dieses besteht aus den relevanten GroBen und ihren Beziehungen.
o 1. Empirie anpassen 4. Anwendung @ 3. Losung durch geeignete mathematische Werkzeuge:
Beobachtung / Experiment od Interpretation der Resutate Hierzu nutzen Sie die Techniken lhrer HM und weitere nach Bedarf.
SRS, WIS, 4199 P Uberprifung des Modells Ziel: Sie kennen und nutzen die moglichen Methoden, Sie optimieren
- Aufwand und Genauigkeit, Sie entscheiden umsichtig und informiert.
Realitat / Anwendung

Konkrete Anwendung benotigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Alles Denken beruht auf Modellen; diese konnen deskriptiv oder normativ eingesetzt werden.
Deskriptiv: beschreibend (Kettenlinie), erklidrend (Planetenbewegung), vorhersagend (Wetter).
Normativ: vorschreibend (Bauplan), planend (Raumsonde), gesetzgebend (Klimaschutz).
Ingenieur:innen wollen beides, nicht nur passiv vorhersagen, sondern auch aktiv steuern

und beeinflussen. Hierzu bendtigen Sie ausreichend starke mathematische Werkzeuge.

4. Anpassung und Uberpriifung anhand gegebener Daten:

Ist eine mathematische Lésung oder numerische Naherung gelungen,
so passen Sie schlieBlich die noch freien Parameter des Modells den
gegebenen Daten an und Uberprifen soweit mdglich die Vorhersagen
des Modells durch Experimente, Messungen, Alternativmodelle, etc.

Falls nétig muss erneut ab (1) ein besseres Modell erstellt werden.
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Definition und erste Eigenschaften des Integrals Fazit
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Definition und erste Eigenschaften des Integrals Fazit

© Das Integral Jq f misst das Volumen unter dem Graphen von f.
Hierzu sei 2 C R™ ein Quader. Messbare Funktionen f: Q2 — [0, co] und
ihr Integral [, f € [0, o] definieren wir nach folgenden fiinf Grundregeln:
(1) Normierung: Fir jeden endlichen Quader A C () ist die
Indikatorfunktion I4:Q — [0, o] messbar, und es gilt [, 14 = vol,(4).
(2) Linearitat: Sind f, ¢ messbar, so auch jede Linearkombination

af +bg mita,b € R>p, und es gilt [,(af +bg) =a [ f+b [0

(3) Monotonie: Sind f, g messbar, so auch h = max(g — f,0).

Aus f < gfolgth =g — fund [, f < [, g dank Additivitat.

(4) Einschachtelung: Gilt fo < f1 < fo<...<h<... <9 <g <q
mit fi, g messbar und [, (gx — fix) “\( 0, so ist auch h messbar.

Dank Monotonie gilt dann [, fi ./ [o k" [ gk

(5) Ausschopfung: Sind fy < f; < fo < ... messbar mit f, * f,

so ist auch f messbar, und es qilt [, fx /" [ -

© Diese Wiinsche lassen sich erfiillen: Die kleinste Funktionenmenge,
fOr die dies mdglich ist, sind die Lebesgue—-messbaren Funktionen
f:Q — [0, 00]. Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1-5) bestimmt.

© Ganz einfach: Alle fiir uns wichtigen Funktionen sind messbar!
Alle Treppenfunktionen und alle stetigen Funktionen sind messbar.
Mit f,g sind f 4+ g und f - g sowie min(f, g) und max(f, g) messbar.
Konvergiert fi — f und sind alle f; messbar, so ist auch f messbar.

Wir nennen f:R" 5 A — [0, oc] messbar, wenn die triviale Fortsetzung
f:R™ — [0, 00] messbar ist, wobei f(x) = f(z) firx € Aund f(z) =0
sonst. Wir definieren dann das Integral von f durch

/ f(z)dx = f(z) d.
A R~

Genau dann ist eine Menge A C 2 messbar, wenn I, messbar ist, und

Voln(A):/Aldx:/QIA(a:)dx.

Ist zudem die Funktion f:Q — [0, co] messbar, so auch 14 -f, und es gilt

/A f(z) dz = /Q Lu(2) f(x) da.
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Definition und erste Eigenschaften des Integrals Fazit
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Definition und erste Eigenschaften des Integrals Fazit

Das Integral von f: €2 — [0, oc] interpretieren wir als Volumen unter f.
Zu integrieren sei nun eine Funktion f:Q — R, wobei R = R U {£o0}.
Wo immer f negativ ist, ist das Volumen negativ in Ansatz zu bringen.

Wir zerlegen f = f* — f~ in Positivteil f* und Negativteil f~ geman
Fr(z) = {f(:l:) falls f(z) > 0, (@) = {—f(a:) falls f(z) < 0,

0 sonst, 0 sonst.

Esgilt f = f*— f~und|f| = f* + f~ und umgekehrt f* = (| f| + f).
Genau dann ist f messbar, wenn f*: Q) — [0, oo] messbar sind.
In diesem Fall ist auch |f| = f + f~ messbar, und somit gilt

[lr@lar= [ sraass [ F@ar

Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Fall kbnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf(ar)dx :=/Qf+(x)da:—/ﬂf—(x)dx.

© Die Menge aller absolut integrierbaren Funktionen
') ={f:Q=R| [o|f(z)dz < oo }
ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung
L'(Q) = R, fe fo flz)de.

Sie ist normiert, monoton, erflllt Einschachtelung und Ausschdpfung.
Durch diese Eigenschaften ist das Integral eindeutig bestimmt.

© Das Integral ist linear; dank I, +1Ip = I4 5 + 145 folgt daher
/ f(a:)dx—i—/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)da.
A B AUB ANB

Der letzte Term entfallt falls vol,,(A N B) = 0, insb. falls AN B = .
© Das Integral ist monoton; dank —|f| < f < |f| < sup|f| folgt daher

/ f(@)da| < / f@)ldz < suplf]- vol(A).
A A A

© Zwei fast tberall gleiche Funktionen verhalten sich bei Integration
genau gleich. Wir dirfen und werden sie daher als gleich betrachten.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Fazit
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Elementare Grundintegrale / Stammfunktionen Fazit

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung B1i erklart,
in welchem Sinne Differenzieren und Integrieren einander umkehren:

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. Ihre Integralfunktion

=/:f(t)dt

ist differenzierbar, und fir die Ableitung gilt F’ = f. Ist umgekehrt
F':[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/a " Hayde = [F]b mit [F]b — F(b) — F(a).

© Der HDI ist das Arbeitspferd der eindimensionalen Integration:
die Berechnung vieler elementarer Integrale gelingt erst dank HDI.

Dieser nitzliche Zusammenhang gilt noch wesentlich allgemeiner:

F:la,b) > R mit

f stetig B123
f stickweise stetig

f absolut integrierbar

<= F stetig differenzierbar
<= I stlckweise stetig differenzierbar
<= I absolut stetig B214

tdp = 2 Lar =1
/x T= (a # —1) /m x = In|z|

/e“”dx:er /ln:pdx:xlnm—x

/cosxdx: sin /sinxdx: — CosS T

/ coshxz dz = sinhz / sinh z dx = cosh z

1
—dr = ———dz = —cot
/(cosx)2 “ /(smaz)2 v o

1 1
J/P Ezigéiii;;jﬁr(la: = tanhx d/r Z;ﬁ};};;;jﬁ'(iﬂ? = —cothx

1 1
dx = arctanzx dr = In }@‘
1 + 332 1— 332 x—1

xr = arcsinx

tanx

/ ! d inh
——— dx = arsinhzx
V1422

Integrale sind durch Ableiten leicht nachzuprifen!

—d
/ V1 — 22
© Probe als Ubung:
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Partielle Integration und Substitution Fazit
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Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert Fazit

Aus der Produktregel folgt dank HDI die partielle Integration [Bi29}:
Fir alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g: [a,b] — R gilt

[ t@owan=[rwa]_ - [ oo

Aus der Kettenregel folgt dank HDI die Substitutionsregel [B131]:
Fir g:[a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig gilt

g(b)

b
fwmywwz/

t=a

f(u)du.

=g(a)

© Damit lassen sich bereits viele Integrale elementar berechnen.
© Jede rationale Funktion r(z) = p(x)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominenteste Beispiele sind die Glockenkurve exp(—22/2) und die
Spaltfunktion si(z) = sin(x)/x B149]. Hier nutzen wir Potenzreihen 0.4.

Zur Integration Uber ganz R haben wir drei nitzliche Méglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

/Rf(:L‘)dZL’ ::/Rer(w)dx—/Rf(x)d:L‘

/\ Hierzu missen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein lber Q C R” (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte

/ f(x)dz := lim f )dr + lim /f
o a——0o0 b—+oo

/\ Hierzu missen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
© Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.

(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)
(CH)/ f(z)dx := lim f(z)dx

© Existiert das Integral (2) so auch (3) und beide sind gleich.
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht.

-T
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Vergleich von Reihe und Integral Fazit
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Abelscher Grenzwertsatz Fazit

Sei f:R>9 — R>p monoton fallend. Fur alle « < b in N gilt dann
b+1

b
f(a) + / | f(a)ds.

r=a

b

flydz < > f(k) <
k=a

Das ist oft eine nitzliche Naherung: Wir ersetzen mihsame Summen

durch bequeme Integral, oder auch umgekehrt je nach Anwendung.
Durch Grenziibergang b — oo erhalten wir

/OO fyde < S fh) < f(a)+/°° f() da
e k=a r=a

Insbesondere haben Reihe und Integral gleiches Konvergenzverhalten.
Beispiel: Flr die Funktion f(x) = 1/x erhalten wir

1
In(n+1) < kzlk < 1+In(n)

© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten:

Sei >";2 , ai. eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.
Dann konvergiert die Potenzreihe f(z) = Y32, axx® fur alle € [0,1]
und die so definierte Funktion f: [0, 1] — C ist stetig, sogar in = = 1.
Fur z 1 konvergiert also f(z) = > 5, axz® gegen f(1) = > 3%, ax.

Beispiel: Fir alle = € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung

o0
(_1)k‘ b1 $2 m3 1,4 505 .1)'6
In(l +2) = A A NS
n(l +2) %kvtlz Ty Tty oty Tt
o0
Q‘l)k k41 w3 w5 x7 £9 xll
t = = —_— _—— — _— —
arctan(z) kz—()2k+1x Tty Tty T T

Fir 2 1 erhalten wir dank Abel die beiden bertihmten Reihen

= (-DF (-«
© Die harmonische Reihe wéchst wie der natiirliche Logarithmus! Z E+1 In(2) und Z 2%k +1 4°
Insbesondere erkennen wir die Divergenz >-7_, + — oo flr n — cc. =0 =0
Konvergenzkriterium von Leibniz Fea Konvergenzkriterium von Dirichlet Fart

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

0o n—1
(1) D (=Dfay = Jim D (=1)fa,
k=0 k=0

(2) / e“? q(x)dz ;= lim e“? q(z) du,
T

0.
=0 700 J =0 w7

(1) Die Folge ax € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; “\, 0,

also ap > a1 > ag > ... und a; — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerabschatzung |>"32,, (—1)*ak| < a, \, 0.

(2) Die Funktion a:R>¢ — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(x) 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).
Beispiel: Das Leibniz—Kriterium sichert die Konvergenz von Reihen
wie den beiden obigen "2 o (—1)%/(k + 1) und >_3° ,(=1)%/(2k + 1).
@ Uber den Grenzwert macht das Leibniz—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische Naherungen mit Fehlerabschétzung!
Fur die Konvergenz trigonometrischer Reihen wie Y"7° ; ¢ /k® oder

> peq cos(kxz)/k® oder Y sin(kx)/k* nutzen wir folgendes Kriterium.

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

00 n—1
(1) Zak bk = lim Zak bk,
k=0 =0

(2) /00 a(z) b(z)dx = lim ' a(z) b(z)dx.

=0 00 J =0

(1) Die Folge a;, € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; 0.

Die Folge b;, € C habe beschrénkte Partialsummen B, = Y 77, by,
das hei3t |B,,| < M fur eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, \, 0 fir n — oo.

(2) Die Funktion a: R>y — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) N\, 0.
Die Funktion b:R>¢ — C sei auf jedem Intervall [0, ] integrierbar mit
beschrénkter Integralfunktion B(r) = [; b(x) dx, das heiBt |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2) mit Fehler < 2Ma(r) ~\, 0 fir r — oc.

@ Uber den Grenzwert macht das Dirichlet—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische N&herungen mit Fehlerabschatzung!
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Komplexe Funktionen und ihr Integral Fazit
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Der Hauptsatz (HDI) fr komplexe Integrale Fazit

Auf 2 C R™ betrachten wir neben reellen auch komplexe Funktionen.
Jede komplexe Funktion f:Q — C kdénnen wir zerlegen in ihren

Re f:Q — R:z — Re f(z),
Imf:Q—R:z— Im f(z).

Realteil und

Imaginarteil
Hieraus lasst sich f zusammensetzen gemal3 f = Re f + ilm f.
Es gilt |£2 = [Re f[2 + [Im f|? und [Re f|, [Im f| < [f] < [Re f| + |Tm f].

Wir nennen f: Q) — C messbar, wenn Re f und Im f messbar sind.
Wir nennen f integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind.
Aquivalent hierzu: die Funktion £ ist messbar und [,,|f| < cc.

In diesem Fall kbnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf::/QRef—Fi/QImf.

© Wegen R c C ist das reelle Integral ein Spezialfall des komplexen.
© Linearitat Gbertragt unsere Rechenregeln aufs komplexe Integral.

© Wir formulieren allgemeine Rechenregeln gleich reell und komplex.
Der HDI gilt wortlich fur komplexe genauso wie fir reelle Funktionen:

Jede stetige Funktion f: [a,b] — C ist integrierbar. Ihre Integralfunktion
Filab) > C mit F(z) ::/ () dt

ist differenzierbar, und fur die Ableitung gilt F’ = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — C differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F”’, so gilt

/abf(w)dx: [FK

Beispiel: Fir alle a,b € Rund w € R \ {0} gilt:

b
/ ot qp — [i eiwt:| b
t 1w t=a

=a

mit [F} "~ F(b) - Fla).

a

© Alles gilt ebenso fir f:[a,b] — C* und f:[a, b] — C™*™,
wobei komponentenweise integriert und differenziert wird.

Z115

Der Satz von Fubini Fazit
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Integration Uber Normalbereiche Fazit

Seien X C RP und Y C R? messbare Teilmengen, zum Beispiel Quader.
Der Satz von Fubini C1E fUhrt die Integration Gber X x Y zuriick auf die
(iterierte aber jeweils einfache) Integration Uber X und Uber Y. Das hilft.

Absolute Integration: Fir jede messbare Funktion f: X x Y — C gilt

/XXy’f(:L‘,y)’d(x,y)Z/X/Y\f(x,y)!dydx:/y/xf(x,y)|dxdy.

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/Xxyf(sc,y)d(x,y)Z/X/Yf(x,y)dydm:/Y/Xf(x,y)da:dy.

/\ Hierzu ist die absolute Integrierbarkeit wesentlich! Andernfalls ist das
erste Integral nicht definiert und die letzten beiden evtl. verschieden.
Fir einfache, aber drastische Gegenbeispiele siehe [C117], [C409], [C413].
Diese VorsichtsmafBnahme ist also nétig, die missen Sie beherrschen.
© Absolute Integrierbarkeit und somit Vertauschbarkeit gilt, wenn X, Y
und f beschrankt sind, also insbesondere fir X, Y kompakt und f stetig.

Integration Uber Normalbereiche ist ein wichtiger Spezialfall
und die wohl hdufigste Anwendung des Satzes von Fubini:

Das Integral einer absolut integrierbaren Funktion f: B — C Uber
B = { reR" ’ ag(x1, .. xp—1) <z < bg(zy,...,z,—1) flr alle k }

l&sst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

/f(x) dr =
B

© Dies gilt ebenso bei jeder anderen Reihenfolge der Variablen.
Sie haben hier also die Wahl der Integrationsreihenfolge.

/\ Man muss hierzu allerdings die Integrationsgrenzen umschreiben!
Geometrische Hilfe: Das gelingt einfach und sicher anhand einer Skizze.

/\ Das Ergebnis ist dasselbe, aber der Rechenweg kann verschieden
schwierig sein. Fur ein bemerkenswertes Beispiel siehe [C133].

b1 ba(z1)

[ AT

r1=ai :cgzaz(a?1)$n:an($1 77777 an—l)

y ) Ay, -+ - dag day
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Fazit

Der Transformationssatz
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Polarkoordinaten

Fazit

Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution: Wir wahlen neue Variablen als geschickte Koordinaten.
Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
Ist f:Y — C messbar, so auch (f o ®)-det ®': X — C, und es gilt

[ lrwids = [ 7@

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

Aﬂwwzéﬂﬂw

/\ Auch hier ist die absolute Integrierbarkeit wesentlich!

Die Ableitung ®": X — R™*" ist die Jacobi-Matrix, ®' = (9;®;);;.

Die Funktion det ' : X — R ist hierzu die Funktionaldeterminante.

Ihr Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.

© Fur eindimensionale Integrale entspricht dies der Substitutionsregel.
Allerdings nehmen wir hier den Betrag und vergessen die Orientierung.
Allgemeiner formuliert Satz C2c¢ die orientierte Version mit Vorzeichen.

| - |det ®'(z)| dz.

- |det @' (x)| dx.

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Polarkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zu Radien 0 < ¢y < 1 < oo betrachten wir den Kreisring
K:{(ax,y)ER2’r <a: —I—y <r1}

Diesen kdnnen wir durch Polarkoordinaten parametrisieren:

D :[ro,m] x [0,27] = K mit (:I;) = <pC?SSD> ) <p>
y psing v

Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante sind hier:

o(x,y) cosp  —psing . det® =
d(p,p) \sing pcosyp

Flr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

[G)awnz [7 [ r(0%2) o, avar

Fu'det

P =

11 afo

l-uh

Zylinderkoordinaten Fast Kugelkoordinaten ot
Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken. Fubini und Transformation sind zwei hdufig genutzte Techniken.
Zylinderkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung. Kugelkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zu Radien rg, r : [a, b] — R~ betrachten wir den Rotationskérper Zum Radius r > 0 betrachten wir die Kugelschale
K:{(a:,y,z)eR?”agng,ro(z) <2?+y* <ri(z)?}. K:{(x,y,)eRg}r0<x +y*+22<ri .
Diesen kdnnen wir durch Zylinderkoordinaten parametrisieren: Diese kdnnen wir durch Kugelkoordinaten parametrisieren:
x pCOS P x p cos psin 6 p
y| =|psinp | ==& (¢ y| =\ psingsing | = o | 6
z z z z pcosf %
mit den Grenzen a < z < bund 0 < ¢ < 27 sowie r(z) < p < ri(2). mit den Grenzen rp < p <7y und 0 < 0 < 7 sowie 0 < ¢ < 2.
Die Funktionaldeterminante ist hier wie zuvor det & = p. (Ubung!) Die Funktionaldeterminante ist hier det ® = p?sin 6. (Ubung!)
Flr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit: Far jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:
T o p COS @ 2 o pcos psin 6
/ fly]dzy -z :/ / / psmgo p dpdpdz /f y | d(z,y, 2 r:/ / / psinpsin@ | p?sin® dpdddp
K \z " Jaz=aJp=ro(2) J o= Fodet K \z 7 p=ro J6=0Jp=0 pcos 0 parr—
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Wann vertauschen Integral und Reihe? Fazit
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Wann vertauschen Integral und Limes? Fazit

Far f =372, fr méchten wir Integral und Reihe vertauschen:

A(gﬁ(@) de = g(/{sz(f)dGC)

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Far die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt fir f;, > 0: monotone Konvergenz!
@ Gleichheit gilt fir [ Y| fi| < oo bzw. fir " []fi]| < oo,
@ insbesondere flir konvergente Potenzreihen, f,(x) = azz".

© Dieses einfache Kriterium ist in vielen Anwendungen niitzlich.

Es verhindert insbesondere, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Schon in einfachsten Gegenbeispielen gilt > [ fi # [ > fx-

/\ Diese Kriterien sind hinreichend, aber i.A. nicht notwendig.
Die majorisierte Konvergenz erlaubt genauere Aussagen.

Far f,, — f mdchten wir Integral und Limes vertauschen:

lim [ fo(z)dz = /lim fu(z)de
Q Q

n—oo
/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Fir die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt bei monotoner Konvergenz 0 < f,, ~ f [A309],

@ bei majorisierter Konvergenz f,, — f mit |f,| < hund [, h < oo,

@ insbesondere, wenn vol(2) < cound |f,| < M € R firallen € N.

© Dies verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

© Sei h:Q — [0,00] integrierbar. Auf der Teilmenge aller messbaren
Funktionen f:Q — C mit Schranke |f| < h ist die Zuordnung f — [, f
folgenstetig: Aus punktweiser Konvergenz f,, — f folgt [, fn = [ f
Dies ist eine starke und nitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

/A\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Wie zuvor gesehen kdnnen selbst einfache Beispiele fehlschlagen.

Z123

Stetigkeit von Parameterintegralen Fazit
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Ableitung von Parameterintegralen Fazit

Wir wollen Stetigkeit nutzen und Grenzwerte unter das Integral ziehen:

iim [ f(e)dy i’/hmfscydy—/fsco,

T—x0 Y T—T
/\ Einfache Gegenbelsplele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Sei f: X xY — Cmit X C RP offenund Y C R?. Zudem existiere

z/yf(x,y)dy

Flr die Stetigkeit von F' haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,
@ wenn f bezlglich = stetig ist und Gber Y majorisiert integrierbar.
In diesem Fall dirfen wir den Grenzwert unter das Integral ziehen:

im [ Sy = [ Jim f@ody= [ fa.g)ay

T—T0 Y Y T—T

F: X —C mit

Wir wollen differenzieren und die Ableitung unter das Integral ziehen:

—F
Ox; /

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gllt nicht immer!
Sei f: X xY — Cmit X C RP offenund Y C R?. Zudem existiere

- /Y F(z, ) dy

Far die stetige Differenzierbarkeit von F' haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn 4~ stetlg ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

=/Yf<x,y>dy —

F:X >C mit F(z)

@ wenn af bezugllch x; stetig ist und Gber Y majorisiert int'bar.
In diesem Fall diirfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen:

8&:] F) (?mj/f vy = /
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Kurvenintegrale Fazit
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Glatte Flachenstlicke Fazit

Ein Weg ist eine stetige Abbildung ~: [a, b] — R™, hier meist n € {2, 3}.
Er parametrisiert die Kurve I' = { v(¢) | a <t < b} C R™ als Bildmenge.

Der Weg heif3t regular, wenn ~ injektiv ist und stetig differenzierbar mit
v'(t) # 0 fur alle ¢ € [a,b]. Seine Bildmenge T hei3t dann glatte Kurve.

Am Punkt s = ~(t) heftet das infinitesimale Wegelement ds = +/(¢) dt.
Das Kurvenintegral eines Skalarfeldes ¢g: R™ D I' — R entlang ~ ist

b
[awri=[ s@as= [ o6rw)-le)a

Speziell fir g = 1 erhalten wir so die Lange vol; (') = ¢(~y) der Kurve I".
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:R™ D I' — R" entlang ~ ist

/Ff-dF N sel flo)eds:= /:a

Das Arbeitsintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung
und somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stlickweise glatte Kurve T'.

F(y (@) /() dt.

D C R? hei3t Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt und der Rand 9D ist eine stiickweise glatte Kurve.

@ In jedem regularen Randpunkt s € 9D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 9D und das AuBere auf der anderen Seite.

Beispiele: Rechtecke, Polygone, Kreisscheiben, Kreisringe, . ..

Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 9D liegt.
Die Einheitstangente t5p : 0D — R? zeigt in Richtung der Orientierung,
die Einheitsnormale ngp = Otyp : 0D — R? zeigt Uberall aus D heraus.

Sei D c R? zusammenhangend kompakt mit stlickweise glattem Rand.
Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine C''-Abbildung ®: D — R3.

Senkrecht auf den Tangentenvektoren 0, (z,y) und 0,®(x, y)
steht der Normalenvektor 0, ®(z,y) x 0,®(z,y) fur (z,y) € D.
Die Parametrisierung ® heif3t regular, wenn sie injektiv ist und
zudem 0, ®(x,y) x 0y®(z,y) # 0in jedem Punkt (z,y) € D erflllt.

Das Bild S = ®(D) c R? heiBt dann glattes Flachenstiick.
Der Rand 0S5 := ®(0D) ist dann eine stlickweise glatte Kurve.

7203

Flachenintegrale Fazit
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Kompakta mit stiickweise glattem Rand Fazit

Flachen S c R? parametrisieren wir (stiickweise) durch ®:R? > D — S.
An s = ®(z,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (0,® x 9,®) d(z, y).
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R? > S — R entlang ® ist

/ o(s) |dS] == / 9(2(2,9)) - |0:2(z,y) x 8,8(z, 9)| d(z,y).
ses (z,y)eD

Speziell fir g = 1 erhalten wir den Inhalt voly(®) = vola(S) der Flache S.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 5 S — R? entlang & ist

(s)-dS = / F(2(z,9)) - (Be(z,y) x 8,8(z,4)) d(z, y).
ses (z,y)eD

Der Normalenvektor 9, ® x 9,® im Punkt ®(z,y) steht senkrecht auf S.
Flr das Flussintegral zahlt daher nur der Anteil von f senkrecht zu S.

Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung,
somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stlickweise glatte Flache S.

Hier ist |dS| = |d®| = [0,® x 0,®|d(x,y) das skalare Flachenelement
und dS = d® = (9,® x 9,®) d(x,y) das vektorielle Flachenelement.
Die Zerlegung dS = n(s) |dS| definiert die Einheitsnormale n: S — R3.
Diese definiert fir jedes Flachenstlck eine der beiden Orientierungen.
Far stlickweise glatte Flachen verlangen wir, dass die Orientierungen
einzelner Flachensticke am gemeinsamen Rand zusammenpassen.

© Zur numerischen Approximation kénnen wir die Kurve / Flache
triangulieren und das Vektorfeld linearisieren / Taylor—entwickeln. Far
Polygone oder Polyeder und lineare Vektorfelder ist dies exakt.
V C R? heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:

@ V/ ist kompakt und der Rand 0V ist eine stiickweise glatte Flache.

@ In jedem regularen Punkt s € 9V’ liegt das Innere von V" auf der
einen Seite von 0V und das AufBBere von V auf der anderen Seite.

Beispiele: Quader, Polyeder, Vollkugeln, Kugelschalen, Volltori, . ..

Der Rand 9V ist positiv orientiert, wenn nyy stets nach auBBen zeigt.
Die Einheitsnormale ist der Einheitsvektor in Richtung d® = ngy|d®]|.
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Der HDI als eindimensionaler Integralsatz Fazit

7206

Der Integralsatz von Gaul3 Fazit

Unsere Integralsatze beruhen alle auf dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI, Satz B11) und verallgemeinern diesen:

1dim: Jedes kompakte Intervall [a,b] C R hat als Rand 0la, b] = {a, b}.
Der Startpunkt zahlt negativ, n(a) = —1, der Zielpunkt positiv, n(b) = +1.
Fir jede stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R gilt dann

/E[ @ 2D () = 1)~ f@)

s€{a,b}
Allgemein: Sei 2 C R” offen und f: Q) — R stetig differenzierbar.
Zudem sei I' C € eine stlickweise glatte und orientierte Kurve.
Fir das Arbeitsintegral von f/ = grad f entlang I gilt dann:

fl(s)eds = Y fs)n(s)

s€l’ sedl’

Die Orientierung teilt die Randpunkte s € JT" in Start- und Zielpunkte;
Startpunkte z&hlen negativ, n(s) = —1, Zielpunkte positiv, n(s) = +1.
Ist die Kurve I" geschlossen, also oT" = (), so folgt EﬁsGF f'(s)+ds =0.

© Der Satz von GauB in der Ebene R? und im Raum R3 besagt:
Das Volumenintegral der Divergenz div( f) Uber das Kompaktum V ist
gleich dem Flussintegral von f nach auf3en Uber die Randflache oV'.

2dim: Sei D c R? kompakt mit stiickweise glatter Randkurve I' = dD.
Sein:T — R?:s s n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? > D — R? gilt dann

(s) x ds.
sel’

/ div f@y)dz,9) 2 [ £(s)-n(s) |ds| =
(z,y)eD sel’

3dim: Sei V ¢ R? kompakt mit stlickweise glatter Randflache S = oV.
Sein:S — R3: s+ n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 5 V' — R3 gilt dann

/ div f(z,y,2) d(z,y, 2) =
(

z,y,2)EV

f(s)+n(s)|dS| = [ f(s)-dS.
ses seS

Gleichwertige Schreibweise mit n(s) |[ds| = O ds bzw. dS = n(s)|dS].
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Der Integralsatz von Green und Stokes Fazit
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Zusammenfassung und Ruickblick Fazit

© Der Satz von Green in der Ebene bzw. von Stokes im Raum:
Das Flachenintegral der Rotation rot(f) Uber die Flache S ist
gleich dem Arbeitsintegral von f entlang der Randkurve 05.

2dim: Sei S C R? kompakt mit stlickweise glatter Randkurve ' = 95S.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? > S — R? gilt dann

f(s)-ds.

sel’

/ rot f(s)+dS ="
seS

3dim: Allgemeiner gilt dies flr jede stickweise glatte, orientierte Flache
S C R3 und jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 5 § — R3.

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s)+n(s)|dS| "= f(s)+ds.
seS sel’

Die stickweise glatte Randkurve I' = 0SS sei hierbei positiv orientiert.
Liegt die Flache S in einer Ebene, so reduziert sich Stokes zu Green.

Diese Integralsatze sind gut und schén! Geht es auch einfacher?
Nein, denn Sie sollen nicht nur flihlen, sondern auch rechnen kénnen!
Zur prazisen Formulierung und konkreten Berechnung benétigen Sie
daher alle Werkzeuge fur Kurven-, Flachen- und Volumenintegrale.

Hierzu brauchen Sie solide Grundlagen und effiziente Methoden:
Definitionen & Séatze, Beispiele & Rechentricks. .. sowie Ubung!

Nochmal die Lernziele laut Modulhandbuch:

@ Die Studierenden verfligen tber grundlegende Kenntnisse zur
Integralrechnung fir Funktionen mehrerer Verénderlicher. [. . .]

@ Sie sind in der Lage, die behandelten Methoden selbststéndig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anzuwenden.

@ Sie besitzen die mathematische Grundlage fir das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften.

@ Sie kdnnen sich mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und
naturwissenschaftlichen Umfeld Uber die benutzten mathematischen
Methoden verstandigen.
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Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen Fazit
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Der Residuensatz fir Kompakta Fazit

Sei Q) C C offen. Der Weg ~: [a, b] — Q sei stlickweise stetig diff’bar.
Das komplexe Wegintegral einer stetigen Funktion f:C D> Q — C ist

b
/f(z) dz == . Fy@)~/(t)dt. Merkregel: z = ~(t), dz = +/(t) dt

Eine komplexe Funktion f = u + iv: C D €2 — C heif3t holomorph,
wenn sie auf ganz 2 komplex differenzierbar ist und f/: Q — C stetig.

& Cauchy-Riemann-Gleichungen 0,u = d,v und 0,v = —0yu.
< Das reelle Vektorfeld f = (u, —v) :R? 5 Q — R? erfillt div= rot= 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zg, p) C Q2 gleicht f einer Potenzreihe:

) T QO
f(z) = ;_Oak(z —20)" mit ag = o /aB(ZO,r) (¢ — zo)k—H

< Auf jedem Kreisring K(zg, 0, p) C €2 gleicht f einer Laurent—Reihe:

o0 . 1
flz)= Z ap(z — z0)® mit ay =5 on )(C—f(zf);k“dg

k=—00

Der Koeffizient res,,(f) := a—1 hei3t das Residuum von f in zy.

o0

d¢

Wir nutzen den Satz von Green / GauB in der komplexen Ebene C = R2.
Far holomorphe Funktionen erhalten wir so den Residuensatz F4D:

Sei Q2 c Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf €2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei D C Q2 kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 9D NS = (). Dann gilt

27i Zsef) rgs(f).

Das Residuum von f: K(s,0, p) — Cim Punkt s ist definiert durch

1
— f(z)dz
271 JoB(s,r) )

flz)dz =

oD

res(f) := far 0 <r < p.

Ist s eine h6chstens n—fache Polstelle von f, so gilt
. 1 d \n—1 n
res(f) = lim )(dz) [(z —8)"f(2)].

s z—s (n —1)!
Fur f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt ress(p/q) = p(s)/q'(s).
(&) Damit lassen sich Residuen in Polstellen meist leicht berechnen.
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Residuenkalkl fur reelle Integrale Fazit
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Residuenkalkl fir reelle Integrale Fazit

(1) Sei R(x,y) = P(x,y)/Q(z,y) eine rationale Funktion mit Nenner
Q(cost,sint) # 0 fir alle t € R. Dann ergibt die Weierstra3—Substitution

1 24271 21
f(z)'_izR< 2 92 )

eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 0B(0, 1), und es gilt

2T

R(cost,sint)dt = /83(0’1) f(z)dz = 2mi ZSGB(O,l) rgzs(f).

t=0

(2) Sei f(z) = p(2)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R
seien héchstens einfach. Fir deg(q) > deg(p) + 2 und » > 0 gilt dann:

+oo
f(z) e dz = 2ri Z res [f( ) luz} + i Z e [f(z) eiuz}

- Im(s)>0 Im(s)=0

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0.

(3) Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, g € C[z] und deg g > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R>, gekurzt also ¢(x) # 0 fur alle z € R>o.
Dann gelten folgende Formeln fur Integrale Gber die reelle Halbachse:

- _Zs;éo gei{ 2)}
In(z)dz = —;Z#O ggi[f(z) In z)g] — m/:_oo f(z)dx

/ f(z)z“dx zlfgmaz res{f(z)zo‘} firo<a<1

5#0 z=s

" f@)ds

=0

Hierbei nutzen wir fiir jede komplexe Zahl z = rel¥ mit 0 < r < oo
und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In z := Inr + ip.
Auf C \ R>( entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2m.

Fir o € R setzen wir 2z := e*'"#_ Auf R sind das die (iblichen reellen
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu R~.
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Physikalische Anwendungen der Integralsatze Fazit

Stromungslehre: Die Massenbilanz als Integralgleichung:

d///gdK—l—# (07 -7)dS = 0
dt JJJk S—0K

Hieraus erhalten wir dank Gauf3 die Kontinuitatsgleichung:

de + div(p?) = 0,

T bei o = const also divi' =0

Warmeleitung: Die Warmebilanz als Integralgleichung:

///}(Q(t,x)dm:(;it///Ku(t,x)dm—i—#g:m(f(t,m).ﬁds

Hieraus erhalten wir Fouriers beriihmte Warmeleitungsgleichung:

9u 2 2 o
00 _ b= A=
gt~ FAu=q mi 22 " 8a] " 022

Elektrodynamik: Die Maxwell-Gleichungen als Integralgleichungen:

# E-ﬁdsz///zmgdv
ov 1%
75 E-d§:—1//8]3 7
o8 C S 813
# B-idS=0
ov
§£ B-d§:1//<4ﬂf+aE>-ﬁdS
a8 C S 875

Dank Gauf3 und Stokes erhalten wir hieraus Differentialgleichungen:

Coulomb Ladungsgesetz

Faraday Induktionsgesetz

Gauf3 Quellenfreiheit

Ampeére Durchflutungsgesetz

V-E 4ro, V xE+ 105 =0,
c ot

V-B=0, VXE—la—Ezﬂ“
c Ot c

Hieraus folgen insbesondere Ladungserhaltung und Wellengleichung.

Z215

Exakte und konservative Vektorfelder Fazit
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Konstruktion von Potentialen Fazit

Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es

ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F': U — R mit F’ = f existiert.
OF OF
=F' = dF = (OWF,...,0F)=|—=—,...,— ).
f gra ( 14, » Un ) <8x1’ 7856”)

© Fur jeden stiickweise stetig diff’baren Weg v : [a, b] — U gilt dann:

b b
[ o= [ Pamyrma- [ PO 4,

= ~(b), so folgt demnach 997 fedy=0.

Ein Vektorfeld f: U — R™ heil3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn ¢ f+dvy = 0 fur jeden geschlossenen Weg v : [a, b] — U gilt.
© Das garantiert: Arbeitsintegrale hangen nur von Start und Ziel ab.

Ist der Weg ~ geschlossen, ~(a)

Diese beiden Begriffe erweisen sich als aquivalent (Hauptsatz H2A):

(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R™ ein Potential SO ist f konservativ.

(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(z) = [ pf - ds ein Potential.
© Der Wert F(x) ist wohldefiniert, unabhanglg vom gewahlten Weg ~.

Lésung des Potentialproblems bei einfachem Zusammenhang (H2E):

Unser Gebiet U C R” sei einfach zusammenhangend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'—Vektorfeld f: U — R”™ erlaubt genau dann ein
Potential F':U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erfillt.

In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral
v:la, b = U,

T b
- [ seas= [ saen-ywarmn {1075

f stefig diff'bar f ist rotationsfrei,

ajfi = @fj auf U

f:U — R™ ist exakt,
AF:U -R:F'=f

U einfach zshgd
HDIM WArbeitsintegraI f stetig diff’barﬂ MStokes

immer

f ist lokal konservativ,
@ f+dvy =0 lokal

f ist konservativ,
557 fedy=0inU

U einfach zshgd
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen rzt| | ZUSammenfassung und Verstandnisfragen Fazit
Aufgabe: Unter welchen Voraussetzungen gilt. .. ? (1) Voraussetzungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung [B123], kurz HDI:
Die Funktion F': [a, b] — C sei stetig differenzierbar mit Ableitung f = F’. (Es geniigt F' stetig
b und stiickweise stetig differenzierbar [B213], oder noch allgemeiner F' absolut stetig [B214].)
(1) f(z)dx = F(b) — F(a) - I
a (2) Gegenbeispiele [C414]: Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Voraussetzungen des Satzes von
Fubini [C121): f: X x Y — [0, oo] sei messbar oder f: X X Y — C absolut integrierbar.
(2) / / f (.%’ ) y) dyde = / / f (.%’ ) y) dzdy (3) Voraussetzungen des Transformationssatzes [C209: Die Mengen X, Y C R"™ seien messbar,
XJY vJX f:Y — [0, 00] messbar oder f:Y — C absolut integrierbar, ® : X — Y stetig differenzierbar
(3) / f(y) dy = / f(q)(x)) |det (IDI($)| dz und bijektiv (zumindest injektiv und surjektiv bis auf Ausnahmemengen vom Volumen Null).
Y X (4) Das Integral ist linear! Die Behauptung gilt unter den tiblichen Vorsichtsmanahmen:
n n fi: Q2 — [0, co] messbar oder f, : Q — C absolut integrierbar.
(4) /Q Z fr (x) dz = Z /Q Jr (x) dz (5) Gegenbeispiele [D101]: Fiir Reihen, also unendliche Summen, gilt Vertauschung nicht immer!
kO:OO kO:OO Hinreichend ist fy : €2 — [0, oo] messbar oder L'~Konvergenz 377 [, fx] < oo.
. (6) Fiir Grenzwerte und Integrale gilt Vertauschung nicht immer! Voraussetzungen fiir den
(5) /Q Z Jr (.’E) dz = Z /Q fr (x) dx Satz der majorisierten Konvergenz [D209]: Hinreichend ist punktweise Konvergenz fi, — f (fast
k=0 k=0 iiberall) und eine absolut integrierbare Majorante g mit | fi| < g (fast iiberall) fiir alle &.
(6) / lim fi(z)dz = lim / fr(z)dx (7) Gegenbeispiele [D409]: Leider kann man nicht immer die Ableitung unter das Integral zichen!
Q k—oo k—oo Jq Hinreichend ist insb. Y kompakt und f: X x Y — C stetig und stetig nach z differenzierbar.
d 0 Allgemein wie bei der majorisierten Konvergenz [0309]: Fiir jedes x ist y — f(z,y) integrierbar
(7) a f(CU, y) dy = % (xa y) dy iiber y, fiir fast jedes y ist x — f(x,y) stetig differenzierbar nach x, und zudem existiert eine
Y Y integrierbare Majorante ¢(y), das heiBit, |(0fy/0x;)(x,y)| < g(y) fiir alle x und fast alle y.
" ] 2219 . ] 2220
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Aufgabe: Was ist ein Skalarfeld ¢? ein Vektorfeld f?
Unter welchen Voraussetzungen gilt. .. ?

(1) Biajg = 6j8ig
(2) rotgradg =0
(3) divrot f =0

@ [ emdgl-ds=3  a(s)n(s)
(5) / rotf(e)-ds= [ f(s)-as

s€0S
(6) /vev div f(v)dV = /seav f(s)+dS

Erklaren Sie Bedeutung, Definition und Funktionsweise dieser Formein.
Welche physikalischen und mathematischen Anwendungen kennen Sie?

Sei Q C R? ein Gebiet, also eine offene zusammenhingende Teilmenge. Hierauf betrachten wir
ein Skalarfeld g, also eine stetige Abbildung g: €2 — R, sowie ein Vektorfeld f, also eine stetige
Abbildung f: Q — R3. Sind diese zudem stetig differenzierbar, so definieren wir wie iiblich die
Ableitungen grad, rot, div, siche zum Beispiel die Wiederholung zu Beginn von Kapitel H.

Aussage (1) gilt fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen g : {2 — R: Das ist der Satz
von Schwarz (D4A). Damit rechnet man die angegebenen Identitdten (2) und (3) leicht nach.

Die Gleichungen (4-6) sind unsere Integralsitze. Hierzu seien f und g stetig differenzierbar.
(Etwas weniger geniigt, zum Beispiel Lipschitz—stetig und somit fast tiberall differenzierbar.)

Fiir den HDI (4) sei I' C Q C R3 eine stiickweise glatte Kurve vom Startpunkt p zum Zielpunkt
q mit vektoriellem Wegelement ds. Hierzu sei I orientiert; genau wie beim eindimensionalen
HDI werten wir Startpunkte negativ, n(p) = —1, und Zielpunkte positiv, n(q) = +1. Allgemein
kann eine solche Kurve I" mehrere Komponenten und mehrere Randpunkte s € OT" haben.

Fiir Stokes (5) sei S C © C R? eine orientierte, stiickweise glatte Fliche mit vektoriellem
Flichenelement d.S = n |dS], also Einheitsnormale 7 : S — R® und skalarem Flichenelement
|dS|. Die Randkurve I' = 9.5 ist dann ebenfalls stiickweise glatt und wird positiv orientiert
gemiB der Rechte-Hand-Regel. (Fiir ebene Flichen S C R? entspricht der Satz von Stokes im
Raum R? dem Satz von Green in der Ebene R?, siehe Kapitel E. Beide sind dquivalent.)

Fiir GauB (6) schlieBlich sei V' C 2 ein Kompaktum mit stiickweise glatter Randfliche OV und
dem iiblichen euklidischen Volumenelement dV' = d(z1, x2, #3). Die Randfliche S = 0V wird
orientiert durch die nach auBen weisende Einheitsnormale n: S — R, so dass dS = n |dS|.
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis lhrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus lhrem Fundus:

(1) Jeder stetige Weg ~: [a,b] — R™ hat endliche Lange.

(2) Jeder stetig diff’bare Weg ~: [a, b] — R™ hat endliche Lange.
(3) Fur f:R? . {0} — R? mitdiv(f) =0gilt [, f(s) x ds = 0.
(4) Far f:R? {0} — R? mitrot(f) = 0gilt [, f ( ds = 0.
(5) Fur f:R3 \ {0} — R3 mitrot(f) = 0gilt [, f (s ds = 0.

(6) Fur f:R3 A — R® mit rot(f) = 0 gilt [, f(s)+ds = 0.

(7) Fr f:R3 {0} — R3 mit div(f) =0 gilt [5, f(s):dS =

Hierbei sei A ¢ R? eine Gerade, etwa die z—Achse,
D eine Kreisscheibe um 0 sowie K eine Kugel um 0.

(8) Fur f:R™ ~ {0} — R"™ mit f(x) = const - x/|z|™ gilt div(f) = 0.
(9) Fur f:R™ ~ {0} — R" mitdiv(f) = 0 gilt f(x) = const - z/|z|™.

Aussage (1) gilt nicht. Die Kochkurve ist em bellebtes Gegenbeispiel [ET04]
Aussage (2) gilt dank der Integralformel £(~y f |/ (t)| dt fiir die Weglinge. [ET07]

Aussage (3) gilt nicht immer! Gegenbelsplel ist das Quellenfeld f ( y) = (z,y) /(2 + ).

Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R* . {0} und dennoch [, f(s) x ds = 2.
Aussage (4) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld f (JZ y) = (—y,z)/(2* + %)
7] Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? \. {0} und dennoch Jop f(s)+ds = 2m.

Aussage (5) gilt dank Stokes und der Geometrle des Raumes Wir haben 9D = 9 fiir eine
Hemisphire S C R® \ {0}, also [, f(s)+ds = [, f(s)+ds = [grot(f)+-dS =0.
Allgemein: Das Gebiet R? . {0} ist zwar mcht konvex oder sternformlg, aber dennoch einfach
zusammenhingend! Das bedeutet, jede geschlossene Kurve T in R® . {0} ist zusammenzichbar,
somit verschwindet liangs I das Arbeitsintegral jedes rotationsfreien Vektorfeldes.

Aussage (6) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z,y, z) = (—y, z 0)/(95 —I— y?) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R*> \. A und dennoch [, f(s) - ds = 2.

Aussage (7) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Feld einer im Ursprung konzentrierten Masse
oder Ladung, also das Quellenfeld flz,y,2) = (z,y,2)/(x? —|— y? + 22)%/2,
Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R® . {0} und dennoch Jor f(5)+dS = 4m.

Aussage (8) rechnet man leicht nach. [H237] Die Umkehrung (9) ist falsch, zum Beispiel erfiillt
jedes konstante Vektorfeld f auch div(f) = 0. Wenn wir jedoch verlangen, dass f divergenzfrei
und zudem radialsymmetrisch ist, so folgt tatsdchlich f(x) = const - «/|x|", siehe Satz H2F.
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Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis lhrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus lhrem Fundus:

(1) Jedes Vektorfeld f: R' — R! hat ein Potential.

(2) Jedes Vektorfeld f: R? — R? hat ein Potential.

(3) Jedes Vektorfeld f:R? — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.

(4) Jedes Vektorfeld f:R™ — R™ mit 9; f; = 0; f; hat ein Potential.

(5) Jedes Vektorfeld f:R? . {0} — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(6) Jedes Vektorfeld f:R3 ~ {0} — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(7) Jedes Vektorfeld f:R3 ~ A — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
Hierbei sei A C R? eine Gerade, etwa die z—Achse.

(8) Jedes Feld f:R™ ~\ {0} — R™: f(z) = g(|z|) - «/|z| hat ein Potential.
(9) Wikipedia zu Rotation eines Vektorfeldes (aufgerufen 11.11.2021):
"Die Divergenz der Rotation eines Vektorfeldes ist gleich null. Umgekehrt

ist in einfach zusammenhangenden Gebieten [im R?] ein Feld, dessen
Divergenz gleich null ist, die Rotation eines anderen Vektorfeldes."

Aussage (1) gilt immer: Dank HDI ist F'(x

= JiZo £

Aussage (2) gilt nicht immer: Notwendlges Kriterium ist rot(f) = 0. Beispiel: Das Vektorfeld
f:R?* = R? mit f(z,y) = (—y, z) erfiillt rot(f) = 2 # 0. Demnach erlaubt f kein Potential,
das heift, es gibt keine Funktion F': R? — R mit grad F' = f. Unnétig danach zu suchen!

t) dt eine Stammfunktion, also F”’ = f.

Aussagen (3) und (4) gelten immer: Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten (wie R™) ist fiir
C'—Vektorfelder f:R™ — R™ das notwendige Kriterium rot(f) = 0 auch hinreichend.

Aussage (5) gilt nicht immer. Unser zentrales Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? \ {0}, aber dennoch %B(o " f(s)+ds = 2m.

Aussage (6) gilt immer, denn im Gegensatz zur punktierten Ebene R? ~. {0} ist der punktierte
Raum R® . {0} einfach zusammenhingend. Hier ist rot(f) = 0 hinreichend.

Aussage (7) gilt nicht immer. Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(w y,2) = (—y,x,0)/(z? + y %) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R® \ A, aber dennoch $yp f(5)+ds = 2m. [HT54]

(8) Zu flx) = g(|m|) x/|x| mit g stetig finden wir explizit das Potential F'(z) = G(|z|) mit
fl p) dp: Leiten Sie es geduldig ab, Sie finden grad F' = f. Somit rot f = 0. [Hi04]

(9) Ja. m Nein! Prominentes Gegenbeispiel: Das Gebiet U = R* . {0} ist einfach zshgd. [F217]
Das (Gravitations-)Vektorfeld f: U — R?:z + x/|2|? erfiillt div(f) = 0 auf ganz U.
Fiir jede Sphire S um 0 gilt [ f +dS = 47 > 0.[H137 Somit ist f = rot(g) unmoglich! [G316]
Dank 9S = () und dem Satz von Stokes (G3E) gilt ndmlich [ rot(g)-dS = [,5g-ds =0.




Z301

Skalarprodukt periodischer Funktionen Fazit

7302

Trigonometrische Polynome Fazit

Fir Funktionen f, g : [a,b] — C definieren wir ihr Skalarprodukt durch
b

b—a

PxLI—=C:(f,g)=>(flg):= f(t) g(¢) dt.

t=a

Der Integrand fg sei absolut integrierbar, etwa f € L> beschrankt und
g € L' absolut integrierbar, allgemein f € LP,g ¢ LY mit1/p+1/q = 1.
Bei Periode T wéahlen wir ein beliebiges Intervall der Ldnge b —a =T..

Dieses Periodenintegral ist invariant bei Verschieben oder Vervielfachen.

Sei w = 27/T. Als Basisfunktion e, : R — C mit k € Z definieren wir
ek(t) =

Fir diese Funktionen gelten die Orthonormalitatsrelationen
0 fark #¢:
(ew|ee) = )

far k = ¢:
Ahnliche, etwas kompliziertere Formeln gelten fiir cos(kwt) und sin(kwt).
© Meist gehen wir mit z = wt zur Periode T = 27 und w = 1 (iber.

et = cos(kwt) + isin(kwt).

paarweise Orthogonalitat,
Normierung auf Lénge 1.

Trigonometrisches Polynom nennt man jede C—Linearkombination

n

n
Z cp elfwt = % + Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt).
k=—n k=1

ft) =

© Die Menge aller Funktionen f:R — C ist ein C—Vektorraum. Hierin
ist die Teilmenge aller T—periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Die Basisfunktion e, spannen den Unterraum der trigon. Polynome auf.
Jede solche Funktion f: R — C bestimmt ihre Koeffizienten geman

1 T . .
©h = = eT Mt fydt = (| f)  bzw.
T Jizo
T
ap = 2 cos(kwt) f(t)dt = 2(cos(kwt) | f),
T Jizo
T
be = = [ sin(kwt) f(£)dt = 2(sin(kwt) | £).
T Jizo

© Formeln firr ¢, sind meist einfacher und tbersichtlicher als fir ay, by.
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Konvergenz-Kriterium von Dirichlet Fazit

Allgemein: Ist f: R — C periodisch und Uber [0, T'] integrierbar, dann
definieren wir durch obige Formeln die Fourier—Koeffizienten von f.
Diese Koeffizienten von f fassen wir zur Fourier—Reihe zusammen:

o

fit) ~ kZ ¢ eFt = % + kzl ay, cos(kwt) + by sin(kwt).

/\ Diese Reihe ist zunachst nur eine symbolische Schreibweise!
Gelesen: ,Die Funktion f hat die Fourier—Koeffizienten ¢, bzw. ay, by.”

Aufgrund der Euler—Formel e = cos(kwt) + isin(kwt) gilt dabei

bk = i(ck — C_k;),
ay + iby

C_f| = B .

ag = ¢ + c—g,
ajp — ibk
2 )

Ck

Ist f reell, also f:R — R, so gilt ax, b € R, also ¢_; = ¢.
Ist f gerade, so liefert f eine Cosinusreihe, b, =0, c_; = c¢;.
Ist f ungerade, so liefert f eine Sinusreihe, ax =0, c_; = —cy.

Zur Funktion f ist f,(t) = Sp__ cx et ihr n—tes Fourier—Polynom.
Wir sagen, die Fourier—Reihe von f konvergiert im Punkt ¢ € R, wenn
die Zahlenfolge (f,,(t))nen in C flir n — oo konvergiert. Beispiel: Ist f im
Punkt ¢ differenzierbar, so folgt f,,(t) — f(t). Allgemeiner gilt Satz 12A:

(1) Angenommen, f:R — C erfullt die Dirichlet—-Bedingung im Punkt ¢,
d.h. beide Grenzwerte f(t+) und beide Ableitungen f’(¢+) existieren.
Dann konvergiert in diesem Punkt ¢ die Fourier—Reihe f,,(t) geman

Z cp et %[f(t—i—) + f(t—)| fur n— oo.

k=—n

fn(t) =

(2) Ist f: R — C stetig und stlckweise stetig differenzierbar mit || < L,
so konvergiert die Fourier—Reihe f,, — f sogar gleichmaBig auf ganz R:

|fat) = f(t)] < 2L/w-In(n)/n

—0 fir n— o0

(3) Ist f mindestens d—mal stetig differenzierbar, so ist die gleichmaBige
Konvergenz entsprechend schneller gemaB | f,, — f| < const - In(n)/nc.
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Integrieren und Differenzieren Fazit

Fir unsere Sagezahnfunktion finden wir:

1 1 1
flz)=2 [sin:l:— —sin2z + = sin 3z — 4sin4x+...-‘

2 3
Fir die Parabelfunktion F(z) = [, f(t) dt folgt [1821]: N4 @}y
2 1 1 1 “
F(:I}) = 5 2 [cosa: 5 cos 2x + 3 cos 3x — Z cosé/la: + %

Fir unsere Rechteckfunktion finden wir:
4

1 1 1
flx) = [sinaz—{— gsin3x+ gsin5x+ 7sin7x—|—...l\
s \\

Fir die Dreieckfunktion F(z) = [i7 ) f(t) dt folgt [1309];

4 1 1 1
F(x) = g - {cosx—i— ?COSSZ'—F 5—2(3055:6—1— 7gcos7x+...]
© Es gilt Konvergenz in jedem Punkt z € R: Wir schreiben ,=* statt ,~*.

© Wir sehen explizit, wie schnell die Fourier—Koeffizienten abklingen.

/\ Fourier—Reihen kénnen wir nicht immer termweise ableiten!
© Hingegen kénnen wir sie immer termweise integrieren:

Sei f:R — C periodisch und integrierbar, F(t) := C + fi:o f(u) du.
Genau dann ist F' periodisch, wenn ff:o f(u)du = 0. In diesem Fall gilt:

ikwt Ck ikwt
ft)~ e+ cre = F)~Co+) oo
k0 ? k=0

© Wir kédnnen die Umkehrung sorgsam als Ableitungsregel fiir F' lesen:
Hierzu sei F absolut stetig mit F" = f und F(t) = F(0) + fi;o f(u) du.
Zum Beispiel gentgt: F' stetig und stlickweise stetig differenzierbar.
Glattheit entspricht schnellem Abklingen der Fourier—Koeffizienten:
FUr jede integrierbare Funktion f: [0, 27] — C gilt |cx| — 0 fUr |k| — oco.
Ist f mindestens d—mal stetig differenzierbar, so gilt sogar |k%c;| — 0.
Umgekehrt: Gilt Y |cx| < oo, zum Beispiel |c| < ¢/|k| fUr a > 1,

so konvergiert > cxey. gleichmaBig gegen eine stetige Funktion f.

Gilt sogar > |k%ci| < oo, s0 ist f mindestens d—mal stetig diff’bar.
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Punktweises Produkt und Faltungsprodukt Fazit

Sei f:R — C absolut integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch.
Wir entwickeln f in Harmonische zur Grundfrequenz w = 27 /T":

~ T . e ~ .
Fooy =5 [ e ™irmat o)~ 3 Fe

k=—o00

fo—sf,

Diese Analyse zerlegt das Signal f:R — C in sein Spektrum f:z—c.
Die Reihe ist wie zuvor zunachst nur eine symbolische Schreibweise;
wir schreiben Gleichheit nur im Falle der (punktweisen) Konvergenz.
FUr diese Fourier—Analyse gelten folgende nitzliche Rechenregeln:

Linearitat: af o—e af,

~ _— ~

f(=t) o—e f(—k),

Verschiebung: f(t — a) o—e e 0 (k) e f(t) o—e f(k — 1),

Symmetrie:

Produkte: f-go—e %73,

© Diese nitzlichen Eigenschaften vereinfachen unsere Rechnungen.
Linearitat, Symmetrie und Verschiebung rechnet man leicht nach.

Die Fourier—Analyse Ubersetzt das punktweise Produkt h = f - ¢
der Signale in das Faltungsprodukt h = f * g der Spektren:

h=f-go—eh=f+g mit hk)= > [m)g(n)
m+n==k

Konvergenz und Summierbarkeit sind garantiert falls f,ﬁ € (1(Z,C):
Aus > |f(m)| < cound > |g(n)| < oo folgt dann > |A(k)| < occ.

Umgekehrt gilt: Die Fourier—Analyse Ubersetzt das Faltungsprodukt
h = f % g der Signale in das punktweise Produkt h = f - g der Spektren:
1

A T
h=fxgo—eh=f-g mit h(t):T 70f(u)g(t—u)du.

Konvergenz und Integrierbarkeit sind garantiert falls f, g € L'([0, T], C):
Aus [ |f(u)]du < oo und [ |g(v)| dv < oo folgt [, |(t)] dt < oc.
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Die Fourier—Isometrie Fazit

Es qilt die Parseval-Gleichung, auch Energiegleichung genannt:
1 [T
I =17l o 1 [ R ae= 3 170

k=—o00
Insbesondere ist f genau dann quadrat-integrierbar, fOT]f(zt)|2 dt < oo,
wenn die Koeffizientenfolge f quadrat-summierbar ist, SIf(R)? < oo
Alternativ nutzen wir die Co/Sinus-Reihe mit ¢4, = %(ak Fiby):

o9
§ : Cr elkwt —

k=—00

#)2dt =

a | :
5t z_: ay, cos(kwt) + by sin(kwt)

a2 1
2 : 2 2
40+2k1(1k+bk.

Fir f,g € L? gilt die Parseval-Gleichung zudem fiir Skalarprodukte:

1 [T )
— f@))Pde =
T t:O‘ (t)]

o0
2 lal =

k=—o00

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den C—Vektorraum

L* = L2([0,T},C) := { 0.7 =€ ‘ /t_

Hierauf haben wir als Skalarprodukt und Norm die Integrale

IR — 5 e 5
(1= [ T@a@a und 1= 1 [ [70F

t=0 =0
Die quadrat-summierbaren Folgen bilden den C—Vektorraum

S IFHP <oo}.

k=—o00

t)[? dt<oo}

2 = (*(Z,C) := { fiz—>cC

Hierauf haben wir als Skalarprodukt und Norm die Summen

oo

3 Fk)gk) und [FI% = >0 IF k)

k=—o00

(f13)e =

P 1 (T T Das Produkt ist absolut integrierbar/summierbar dank Cauchy—Schwarz.
(flg)=(f1g) also T/, = > flk)gk) © Beide Vektorraume L2 und ¢2 scheinen zunachst sehr verschieden.
_ (=—e9 Die Fourier—Isometrie enthillt jedoch das Gegenteil: Sie sind isomorph!

Die Fourier—Isometrie ti| | Die Fourier—Isometrie i

Die Fourier-Isometrie J1A ist folgende Analyse / Synthese:

L*([0,T],C) = *(Z,C) : f+ F

(F,.77)

Jeder Funktion # € L2 ordnen wir ihre Fourier—Koeffizienten f € ¢2 zu:

~ T .
Fy =7 [ e pea

Umgekehrt definiert jede Koeffizientenfolge fe ¢? eine Funktion f € L?:

Z ]?( k’) eikwt

k=—00

Diese Abbildungen sind C—linear und zueinander inverse Isometrien
zwischen dem Funktionenraum L2([0, 7], C) und Folgenraum ¢%(Z, C).

© Funktionen f € L2 und Folgen f € ¢2 entsprechen sich verlustfrei.
Norm und Skalarprodukt bleiben erhalten dank Parseval-Gleichung.

© Eine Anwendung ist die isoperimetrische Ungleichung J1B:

ﬁ:L2—>€2:f|—>f mit

FL RS L fes f omit f(t) =

Allein der Kreis maximiert den umschlossenen Flacheninhalt F.

Die Fourier—Isometrie nutzt wesentlich die Begriffe der linearen Algebra:
Vektorrdume mit Skalarprodukt 11G, Cauchy—Schwarz—Ungleichung I1H,
Satz des Pythagoras I11, Orthonormalisierung 11J. Zentrales Beispiel:
Die Menge aller Funktionen f:R — C ist ein C—Vektorraum. Hierin ist
die Teilmenge der T—periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Die Funktionen e;, : R — C:t — e** = cos(kwt) + isin(kwt) mit k € Z
spannen den Unterraum V = { >7_ ¢, e®! |n €N, ¢, € C} aller
trigonometrischen Polynome auf und sind hierin eine Orthonormalbasis.
Die Vervollstandigung dieses Raumes V' beziiglich der L?—Norm ist
der Raum L? = L2([0, T, C) aller quadrat—integrierbaren Funktionen.
Auch die Menge aller Folgen f: 7, — C ist ein C—Vektorraum.

Die Folgen ¢y : Z — C mit 6x(k) = 1 und dx(¢) = 0 fur £ # k spannen
den Unterraum W = {>°)_  cxdi | n €N, ¢ € C } aller Folgen

mit endlichem Trager auf und sind hierin eine Orthonormalbasis.

Die Vervollstandigung dieses Raumes W bezliglich der /2~Norm

ist der Raum ¢? = ¢%(Z, C) aller quadrat—summierbaren Folgen.

© Die Fourier—Isometrie f < f liefert V = W, vervollstandigt L2 = ¢2.
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Fourier—Analyse: Glattheit und Abklingen

felL': [T|f(z)dz < oo
absolut integrierbar

Riemann—-Lebesgue

N
N —
Hou feLrLr
™
N
A8

fer?: [Tf(@))de < oo
quadratisch integrierbar

A\
S
o | Fems
B N
U
feq?
stetig

1<p<2<g<
1/p+1/q 1

Hausdorff=Young

£y = 11.fllea

Energiegleichung

1112 = 11/1l¢2

Hausdorff—Young

I£llza < [IFller
) )

1<p<2<gqg<oo
l/p+1/q 1

fec:|fk)]—0
nullkonvergent

AN
qg<oc
Q
~ A O
> few U
- 3

N

Fe?: Y F(k)? < oo

quadratisch summierbar

AN
N
P EY
fep U
PN <

N

gleichmaBige
Konvergenz

feet: Tlf(k) < oo

absolut summierbar

Von oben nach unten werden die Bedingungen strikt starker.
Die Implikationen gehen daher immer nur von unten nach oben.
Die Umkehrungen gelten nicht, wie geeignete Gegenbeispiele zeigen.

In der oberen Halfte gehen Implikationen von links nach rechts: R
Schwache Bedingungen an f garantieren schwache Folgerungen fir f.

In der unteren Halfte gehen Implikationen von rechts nach links:
Erst starke Bedingungen an f garantieren starke Folgerungen fir f.

In der Mitte steht der symmetrische Fall p = ¢ = 2: Die Energiegleichung
| £llz2 = || f|le> garantiert die nitzliche Aquivalenz f € L? <= f € ¢,
Die L?-Theorie ist daher zentral: die schdnste, beste und einfachste.

Ergénzend nenne ich zudem die Hausdorff—=Young—Ungleichungen:
Sie interpolieren zwischen (p, ¢) = (1, c0) und dem zentralen Fall
(pq) =(2,2)durch1 <p<2<g<oomitl/p+1/q= cc.

Dasselbe Diagramm gilt fiir g € C™ und die n—fache Ableitung f = ¢,
allgemein fiir g € AC™, also g € C™! und ¢g("~1) € AC absolut stetig.

Fourier—Analyse: Integrieren und Differenzieren
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Punktweise Konvergenz vs quadratisches Mittel

Jy 19 (@)l dz < oo
absolut integrierbar

Riemann-Lebesgue

A\
Q ,
e w (/(\n) cLp
S N

W

Jo 19 (@)[? dz < oo
quadratisch integrierbar

AN
= ,
4T g™ € L1|<
o {
O A

W

g e C™, also g™ e C°,
n—mal stetig diff’bar

1 2 7 < o0

p<2<qgcs
p+1l/g=1

‘l
Hausdorff—Young
I£llze > || Fllea

Energiegleichung

£z = 11Flle

Hausdorff—=Young
Ifllza < [IF]ler

1<p<2<qg< o
1/p+1/qg=1

[k"g(k)] =0
nullkonvergent

AN

g<oo

o)
Q

> 1113,[?]\ - (ﬂ‘(l Ut
e

AN

>_klk"g(k)|* < oo
quadratisch summierbar

N
N
W

kg € (P Ut A
N <

W

gleichméaBige
Konvergenz

> ulk"g(k)| < oo
absolut summierbar

Wir fassen die Beziehungen dieser drei Konvergenzarten zusammen.
Seien fo, f1, fa, ..., f : Q — C Funktionen auf einer Menge Q c R

GleichmaBige Konvergenz:
sup,eqlfn(z) — f(z)] =0

volQ<ooU {}( ?( uimmer

Konvergenz im Punktweise Konvergenz:
quadratischen Mittel: fa(z) = f(x)

Jreal fu(@) = f(z)]*dz — 0 in jedem Punkt z € Q

—
<

© Die Implikation ,gleichm&Big = LP* folgt sofort aus der Ungleichung

[ 1) = 1@ o < vol(@) - (supcalfule) = )7 = 0.
e
© Die Implikation ,gleichmaBig = punktweise* ist klar: Fiir z € Q gilt

|fn(@) = f(@)] < sup,eqlfn(x) — f(x)] = 0.
/\ Die Umkehrungen gelten nicht, siehe Gegenbeispiele.
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Eigenschaften der Transformierten
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Die Fourier-Transformierte von f: R — C ist definiert durch

~

f(€) e € f(x)dx firé e R.

"y

Wir fordern hierzu, dass f auf jedem Intervall [—r, r] integrierbar ist.
Unter dem Integral Gber R verstehen wir hier den Cauchy—Hauptwert

/ e % f(z)dx := lim

—63 r—oo [_,.

e % f(z) dx

Die Zuordnung .% : f — fheiBt Fourier-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation .# ~!: f — f ist

f(z):= £)eTd¢  furz e R.

T o™

Dies kirzen wir ab als Fourier-Transformationspaar f o—e f
Die Fourier—Transformation ist linear, kurz a f + bgo—ea f +bg.

Beispiele: T2 0o o82/2

el o—e \/2/7 a/(a® + €?)
I (z) o—e/2/m sin(ér) /€

Ist f: R — C absolut integrierbar, also [;|f(x)|dz < oo, dann gilt:
Die Fourier—Transformierte f: R — C ist stetig und beschranki:

7o) < \/Lﬂ/Ryf(x)ydx fiir alle £ € R

Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

&1 =0 fir

&l = o0

Zudem gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):

/ Z|f<a:>|2dx -/ Z!f(é)!Qdé

Grundlegende Rechenregeln
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Umkehrsatze und Isometrie
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Far die Transformation f(x )O—of(§ \/ﬂf]R e % f(2) du gilt:

~

af(z) o—e af(€), F(z) + g(z) o—e f(€) +5(),
f(~z) o—e f(=¢), f@) o—e f(~6),
1 ~/€ x
flaz) o—e or (5) \ay (5) o= flas)
flz —a)o—ee€af(e), el f () o—e f(€ — a),

-~

z f(w) o= 0 F1€),

3(6), oL jﬁf 9.

0 f(z) oe ic (),

(f % 9)(x) o8 V2r - J(€) - f(x) - g(x)

/\ Die letzten vier erfordern Voraussetzungen, sieche K2A und K2B.
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von 7.
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von f

Sind f, f: R — C absolut integrierbar und stetig, so gilt punktweise

-~

L [” ~ F@dds = flo)o—e 0 6 f(2) do

V5 “vi

Die punktweise Rucktransformation fir alle x € R (linke Gleichung)
gilt auch, wenn f:R — C absolut integrierbar, stlickweise stetig und
stetig diff'bar sowie sprungnormiert ist, also f(z) = 3[f(z+) + f(z—

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den C—Vektorraum

LQ(IR{,(C)::{f IR—HC‘/

Die Fourier—Transformation definiert eine Isometrie

L? = dt<oo}

F: L2 — L2, also

)]

/|f |2dw—/\f (©)2d¢ und (f|g)=(F|g) fir f,g e L%

Unscharfe ist anschaulich: Ist f schmal, so ist f breit, und umgekehrt.

Quantitativ: Fiir alle f € L? gilt die Unscharferelation V(f) - V(f) > 1.
Optimalfall: Gleichheit gilt genau dann, wenn f eine Glockenkurve ist.
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Die Laplace—Transformation rzt| | Unsere kleine .Z—Tabelle Fazit
Die Laplace-Transformierte von f:R>, — C ist definiert durch -
— f@)t>0 | F(S)Re(s)>0 f(t) =0 F(s) = [Zye "t f(t)dt
fo—s Fo) = 2(£)) = [ efa I
t=0 1 B af(t) + bg(t) aF'(s) + bG(s)
Die Konvergenzabszisse ist o := inf{ s € R | F'(s) konvergiert }. at 1 ,
Das Integral konvergiert fir alle s > o und divergiert fiir alle s < o. ¢ s—a F®) sF(s) = (0)
. . . . . '
Es definiert eine holomorphe Funktion F': Cre~, — C. Umgekehrt gilt m s::l £(t) $2F(s) — s£(0) — f/(0)
= 1 > s+ix :

F(S).—Of(t):f 1(F>(t):27'{/x__ooe( + )tF($+1$)d$ 1 a0t (S_na')n—’_l f(’ll)(t) SnF(s)_.“_f(nfl)(O)
fir jedes s > o und fast alle t > 0, und immer wo f stetig diff’bar ist. sin(wt) % " f (1) (—1)"F™)(s)
Insbesondere ist . injektiv, das heiBt, aus .Z(f) = Z(g) folgt f = g. s *S‘W
(Wir identifizieren Funktionen, die nur auf einer Nullmenge differieren.) cos(wt) o e (1) F(s—a)

S w
Residuen: Hat F' in C nur isolierte Singularitaten und klingt ab, so gilt a 1 /s
q S —a
L7HF)(t) = / e P(s 4 iz) da = Z res [e” F(2)]. s Cus
27 Jor oo boper z=20 COSh(CLt) 732 — f(t—a)u(t—a) e F(S)
Anwendung auf Differentialgleichungen fai| | Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fo

Laplace—Transformation kann lineare Differentialgleichungen l6sen:

Lineare DG in y K%
mit konst. Koeffizienten

algebraische Hilfsgleichung
fir die Transformierte

Transformation

und Anfangswertenin0 | -, Y = Z(y)
N Integral | s
Lésungﬂ Probe ' Tabelle } Probe ML(")sung
Lésung der DG in y Ryckiransformation Lésung der HG in Y
— analytisch — -1 — algebraisch —

Anstatt das Anfangswertproblem im Original direkt zu I6sen, machen wir
den gezeigten Umweg Uber den Bildraum; das ist manchmal leichter.
© Die Methode der Laplace—Transformation ist dann effizient,

wenn Sie jeden der drei Schritte effizient ausfiihren kénnen.

© Ausfihrliche .#—-Tabellen finden Sie in Lehrbiichern,
Formelsammlungen und Computer-Algebra-Systemen.

© Zudem nutzen wir die obigen Rechenregeln fir . und .21,

sowie Basisalgorithmen wie Partialbruchzerlegung (PBZ), etc.

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis Ihrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus lhrem Fundus:

1) Jede Funktion f:R>g — C ist Z—transformierbar.

2) Welche Bedingungen garantieren .Z—Transformierbarkeit?

3) Ist jede .£—Transformierte F': Cress — C holomorph? Warum?

4) Lasst sich jede #—Transformierte F' holomorph auf C fortsetzen?
5) Ist die Transformation f o—e F' = £(f) linear? Ist sie injektiv?

6) Lasst sich F' zu f rlcktransformieren? Wie? Inwiefern eindeutig?
(7) Ist jede rationale Funktion F' = P/Q eine #—Transformierte? Wie?
Losung: (1) Nein, einfache Gegenbeispiele sind f(t) = 1/t und f(t) = exp(t).

(2) Wir fordern, dass f auf jedem endlichen Intervall [0, r] integrierbar ist und héchstens
exponentiell wichst gemiB | f(¢)| < ce” fiir alle ¢ > 0 und Konstanten c, o € R.

(3) Ja, wir ziehen die Ableitung unters Integral (L1B) dank majorisierter Integrierbarkeit (D3E).
(4) Nein, schon fiir 1 o— 1/s miissen wir mit Polstellen rechnen. (Es gibt noch schlimmeres.)
(5) Ja, die Transformation f o—e F' = #(f) ist linear (L1cC). Sie ist im Wesentlichen injektiv:
(6) Die Umkehrformel F +— f = # 7! (F) bestimmt f zumindest fast iiberall (Satz L3A): Wir
konnen f auf jeder Menge vom MaR 0 beliebig abindern, ohne das Integral F'(s) zu beeinflussen.

Eindeutigkeit gilt, wenn f stiickweise stetig differenzierbar ist und zudem sprungnormiert.
(7) Nein, fiir s — oo muss F'(s) — 0 gelten! Fiir deg P < deg @ gelingt’s mit PBZ.

(
(
(
(
(
(
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Existenz, Eindeutigkeit, Lésungsmethoden Fazit

Sei f:R? O G — R stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung
y' = f(z,y) mit

y(w0) = Yo-

Qualitativer Uberblick dank Existenz- und Eindeutigkeitssatz M1c:
(1) Im Inneren G existieren Losungen und laufen bis zum Rand 9G.
(2) Ist f stetig diffbar nach y, so ist die Losung durch (zo, y0) € G
eindeutig bestimmt und hangt stetig von diesen Anfangswerten ab.
Elementar I16sen kdnnen wir vor allem exakte Differentialgleichungen:

® f(z,y)+ g(x,y)y = 0ist exakt, wenn (f, g) = grad .
Wichtige Spezialfalle hiervon sind:

® y' = f(z) durch Integration dank HDI.

@ y' = g(x) h(y) durch Trennung der Variablen.

@ y = a(x)y+ b(z) lineare DG, explizite Lésungsformel.
Durch Substitution hierauf zurtickfUhrbar sind:

® y' = f(ax + by + ¢) mit Substitution v = ax + by + c.

@ o/ = f(y/x) Ahnlichkeits-DG, mit Substitution v = y/z.

® ¢ = a(x)y + b(z) y" Bernoulli-DG, mit Substitution v = y' ™.

Kapitel M présentiert die wichtigsten Losungsmethoden fir gewéhnliche
eindimensionale Differentialgleichungen sowie Anwendungsbeispiele.
Zahlreiche Aufgaben Uben, illustrieren und vertiefgn diese Techniken.
Das ist fur Differentialgleichungen unentbehrlich: Uben, tben, Gben!

Eine Lésung zu finden ist schwer, sie zu Uberprifen ist meist leicht.
Deshalb sollen Sie am Ende jeder Rechnung die Probe machen!

Trotz allgemeiner Lésungstheorie und -methoden hat jede DG ihre
Eigenarten: Man muss genau hinschauen und sorgfaltig arbeiten!

Insbesondere ist zu klaren und bei jeder Rechnung zu beachten, auf
welchem Gebiet G ¢ R? die DG definiert und Lésungen gesucht sind.
Bei allen Umformungen ist sicherzustellen oder nachtraglich zu prifen,
dass keine fiktiven Lésungen hinzukommen oder echte verloren gehen.
Zur Sorgfalt gehort, die gefundenen / benachbarte / alle Lésungen zu
prifen, zu skizzieren, zu diskutieren und alle Sonderfélle zu beachten.

[I] Zur Vertiefung und fiir zahlreiche Anwendungsbeispiele siehe
H. Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Vieweg, 6. Aufl. 2009
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis lhrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus Ihrem Fundus:

(1) Sei f:R? — R stetig. Zu jedem Startpunkt (zq,yo) € R? existiert

ein Intervall [zg, 21] mit z; > z¢ und eine Funktion y : [xg, x1] — R

mit y(zo) = yo und ¢’ (z) = f(x,y(x)) fir alle z € [zg, x1].

(2) Sei f:[xo,z1] x R — R stetig und yo € R. Dann existiert eine Lésung
y:[zo,z1] = R mity(zg) = yo und ¢/ (x) = f(z,y(z)) fir alle z € [xg, z1].
(3) Sei f:R? — R stetig. Fir je zwei Funktionen y, 7 : [xg, 1] — R

mit y(z0) = §(zo) = yo sowie y'(z) = f(z,y(x)) und §'(z) = f(z,5(x))
fur alle z € [zo, 1] gilt Gleichheit y(z) = g(x) fur alle x € [xq, z1].

(4) Sei f:R? — R stetig und nach y stetig differenzierbar. Fir je zwei
Lésungen wie in (3) gilt Gleichheit y(z) = g(x) fur alle x € [xg, z1].
(5) Ist jede separierbare DG exakt? bis auf integrierenden Faktor?
(6) Ist jede lineare DG exakt? bis auf einen integrierenden Faktor?

(7) Ist jede exakte DG separierbar? Ist jede exakte DG linear?
Nennen Sie eine exakte DG, die weder separierbar noch linear ist.

Loésung: (1) Ja, das ist die Existenzaussage des J&E-Satzes M1c.

(2) Nein, wir kénnen das Lésungsintervall [z, 21] nicht vorschreiben:
Die Lésung y startet in y(zo) = yo, kann aber noch vor Erreichen von z;
an den Rand gelangen oder nach Unendlich entkommen M119.

(3) Nein, die Stetigkeit der rechten Seite f allein reicht hierzu nicht.

Ein anschauliches Gegenbeispiel ist die Wasseruhr 3/ = /|y| Mi2g;
ganz ahnlichist y = /y(z)? und allgemein ¢/ = |y|* [0233].

(4) Ja, das ist die Eindeutigkeitsaussage des d&E-Satzes M1c.

(5) Die separierbare DG y' = g(z)h(y) schreiben wir g(z)h(y) —y' = 0.
In dieser Form ist sie exakt nur fir g(x) = 0 oder h/(y) = 0. Sie wird
exakt durch Multiplikation mit dem integrierenden Faktor 1/h(y).
(6) Die lineare DG ' = a(z)y + b(x) schreiben wir a(z)y + b(xz) —y' = 0.
In dieser Form ist sie exakt nur fir a(x) = 0. Sie wird exakt durch
Multiplikation mit dem integrierenden Faktor e=4(®) mit A’ = a.

(7) Nicht jede exakte DG ist separierbar, ebenso ist nicht jede linear.
Beispiele sind leicht zu konstruieren: = + y? 4 2zyy’ = 0 fir 2,y > 0 ist
exakt, aber vy’ = 1/2(y/x + 1/y) ist weder linear noch separierbar.
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Lineare Differentialgleichungen Fazit

Satz M1A erklart die Lésung separierbarer Differentialgleichungen:

y' =g(x)h(y) mit y(zo) = yo

Gegeben sind hierzu stetige Funktionen g: I — Rund h:J — R ~ {0}
auf Intervallen I, J C R sowie Anfangswerte zy € I und yg € J.
Wir definieren Stammfunktionen G: 1 — Rund H : J — R durch

G(x) ::/ g(t)dt und H(y) ::/ —— du.
t=x9 U=Yo h(u)
Die Funktion H ist streng monoton, also bijektiv auf ihr Bild H(.J) C R.
Sei Iy C I ein hinreichend kleines Intervall um zy € Io mit G(Iy) C H(J).
Das AWP erlaubt genau eine Lésung y: R D Iy — J C R, namlich

y(z) = H'(G(2)).

© Lésungsformel (© Eindeutigkeit (© Stetig abhangig von (zg, o)
© Die Probe ist leicht! Einsetzen und sorgfaltig nachrechnen. ..

Satz M2k erklart die Lésungsformel fir lineare DG erster Ordnung:

Y (@) = a(x)y(z) +b(x) mit y(zo) = yo

Hierzu sei I C R ein Intervall, a,b: I — R stetig, o € I und yo € R.
Die homogene DG y/'(x) = a(x)y(x) mit y(z¢) = yo wird geldst durch
yi(z) = e yo mit A(z) = [ a(t) dt. Zur inhomogenen Gleichung
existiert genau eine L6sung y: I — R, und diese ist gegeben durch

y(z) = 4@ e AW b(t) dt + 4@ yq.

t=x9

© Lésungsformel (© Eindeutigkeit (& Stetig abhéngig von (z, o)
© Fiura =0ist's der HDI. © Fir b = 0 entféllt der inhomogene Term.

© Die Ldsungsmenge { v, +e% 4o | yo € R } ist ein affiner Raum.
LAllgemeine Lésungen = partikulare L6sung + homogene Lésungen®.

© Diese Lésungsformel gilt aligemein fiir lineare DGSysteme (O3D).
© Die Probe ist leicht! Einsetzen und sorgféltig nachrechnen. ..
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Integrierende Faktoren Fazit

Jedes stetige Vektorfeld (f, g) : R? D G — R? definiert eine DG

f(x,y)+g(z,y)y' = 0.

Diese DG heif3t exakt, wenn ein Potential ® zu (f, g) existiert, also eine
C'—Funktion ®:R? > G — R mit grad ® = (f,g), d.h. 9, = f, 5,® = g.
Satz M2A erklart die Lésungskurven exakter Differentialgleichung:

Die Lésungen x — (z,y(z)) der DG sind Aquipotentialkurven von &.

(1) Eine differenzierbare Funktion y: I — R ist genau dann Lésung

der Differentialgleichung, wenn ®(z, y(z)) = const fur alle = € I gilt.

(2) Zu jedem Punkt (zo,y0) € G mit g(zo, y0) # 0 existiert ein offenes
Intervall I um z( und eine eindeutige Lésung y: I — R mit y(xg) = yo.
© Implizite Lésung © Eindeutigkeit &) Stetig abhéngig von (zg, o)
Aussage (2) ist der Satz Uber implizite Funktionen: Er besagt dass wir
die Gleichung ®(x, y(x)) = ¢ nach der Funktion y(x) auflésen kénnen.
Ob und wie gut die explizite Auflésung gelingt, hangt vom Einzelfall ab,
aber zumindest lokal um (zg, yo) ist sie prinzipiell immer mdglich.

Eine Funktion \: G — R ~\ {0} hei3t integrierender Faktor zu (f, g),
wenn das skalierte Vektorfeld (Af, Ag) : G — R? ein Potential hat.
Beispiele: Separierbar \(y) = 1/h(y) M21, linear \(z) = e~4() M221.
Satz M2c erklart integrierende Faktoren in nur einer Variablen:

Fir jeden nur von = abhéngigen integrierenden Faktor A = A(z) gilt:

N(z)  0yf(z,y) — Oug(z,y) . N@) _ rot(fr9)
o)~ gy @) )
Fur jeden nur von y abhangigen integrierenden Faktor A = A(y) gilt:
Ny) _ Oug(a,y) =0y f(ay) . N) _  rot(fig)
W) ey 0 T w Y

Dies ist I6sbar, wenn auch die rechte Seite nur von x bzw. y abhangt.
Ob eine dieser Lésungen mdglich ist, muss man jeweils ausprobieren.

© Vorgehensweise: Man priift zunachst rot( f, g) = 0. Falls méglich,

berechnet man ein Potential ® zu (f, g), notfalls nur lokal um (z, yo).
Andernfalls versucht man einen der beiden obigen Korrekturfaktoren .
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Lineare DG n—ter Ordnung Fazit

Sei I C R ein Intervall und ag, a1, ...,a,—1,b: I — K stetig, K =R, C.
Dies definiert eine lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung

y™ (@) + ap-1(2) y " (@) + -+ a1 (2) ¥ (2) + ao(2) y(2) = b(x).

Die stetigen Funktionen ag, a1, ...,a,—1: I — K heien Koeffizienten.
Die stetige Funktion b: I — K heif3t Stérterm oder kurz rechte Seite.
Links wirkt der lineare Differentialoperator L: C"(I,K) — C°(I,K),

L=ayd +a10" + - +a,_10" 40",
y = agy +ary’ +---+ anfly(”_l) + y(n)-
Wir suchen alle Funktionen y: I — K, die die Gleichung Ly = b erflllen.

Linearitat bedeutet L(c1y1 + cay2) = c1L(y1) + caL(y2) fUr ¢, c2 € K.

In anderen Worten: Aus Lésungen y; zu by und 9 zu by ergibt die
Linearkombination y = c1y1 + coy2 eine Lésung zu b = ¢1b1 + cobo.

Zu Ly = b gehért die homogene lineare Differentialgleichung Ly = 0.
Als Lésungsmenge suchen wir also den Kern der linearen Abbildung L.

Qualitativer Uberblick dank Existenz- und Eindeutigkeitssatz N3A
(Fortsetzung von M1c, konstruktiv M2k, spater O1B, konstruktiv O2A):

Zu jedem Anfangsdatum (xzg, vo, . ..,v,—1) € I x K™ existiert genau eine
Lésung y: I — Kmit Ly = bund y(z¢) = vo, - .., y("_l)(aco) = Up_1.

Die Lésungsmenge Lo ={y:I — K| Ly = 0 } ist ein K-Vektorraum
der Dimension n: Wir wahlen ein Fundamentalsystem v, ..., y, € Lo
von n linear unabh&ngigen Losungen und erhalten:

Lo={ayi+ - +cyn|c1,...,cneK} = K"

Die Lésungsmenge L, = {y:I — K| Ly = b } ist ein affiner Raum.
FOr jede Partikularlésung y, € Ly, gilt Ly, = v, + Lo, ausgeschrieben:

Li=ypw+Lo={w+ayi+ - +cayn|c1,...,cn €K" }

+<Allgemeine Lésungen = partikulare L6sung + homogene Lésungen®

Sind Anfangswerte y(xzo), ...,y Y (z0) vorgegeben, so kann man
hieraus c, ..., ¢, eindeutig bestimmen (lineares Gleichungssystem).
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Lineare DG n—ter Ordnung Fazit

Besonders leicht sind lineare DG mit konstanten Koeffizienten:

y(") () + an—1 y("_l)(m) +- 4 a1y (z) +agy(r) =0

Kurzschreibweise p(9) y = 0 mit dem charakteristischen Polynom
p(z) = 2" + ap_12" -+ arz + ap.

Jede k—fache Nullstelle \ € C liefert k linear unabhangige Lésungen

A\x Az 2 _Ax

M e g2 gFTleM

Ist p € R[z] reell und A = o + iw mit o,w € R und w # 0 eine k—fache
Nullstelle, so gilt dies auch fiir die komplex-konjugierte Zahl A\ = o — iw.
Durch Linearkombination erhalten wir die zugehdrigen reellen Lésungen;
sie entsprechen Real- und Imaginarteil der komplexen Lésungen:

CACNN Lo e)‘m} {e” cos(wx), ..., 2¥71 e cos(wx)
Basiswechsel

e gh1 e e?? sin(wz), . .., vF71 e sin(wz)

g ey

Zu l6sen sei schlieBlich eine inhomogene lineare DG p(0) y(z) = b(z):

y™ (@) + an-19" V(@) + - + a1 ¢/ (2) + a0 y(z) = b(x)

Eine Lésung v, gewinnen wir durch Variation der Konstanten (N3C)
oder Faltung von b mit der Greenschen Fundamentallosung « (N2F),
fir die p(9) v = 0 und u(0) = - - - = w2 (0) = 0, w1 (0) = 1 gilt:

yb(a:):/: w(z — £) b(t) dt

Fir spezielle rechte Seiten lohnt sich folgender Ansatz (N2E):
Zu lésen sei p(0) y(x) = r(x) e"* mit Polynomen p,r € C[z].
Ist 1 eine k—fache Nullstelle von p, so existiert eine Lésung

(@) = g(a) 2* et

mit einem eindeutigen Polynom ¢ € C[z] vom Grad deg ¢ = degr.
Speziell p(9) y(z) = e** wird geldst durch y;,(z) = e zF /p*) ().
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Euler—Lagrange—Differentialgleichung Fazit

Far manche Differentialgleichungen reichen elementare Funktionen
nicht aus; es werden neue Funktionen als Lésungen bendtigt bzw.
konstruiert. Bessel-Funktionen sind ein prominentes Beispiel.

Zu l6sen sei eine analytische Differentialgleichung n—ter Ordnung

(nfl))

y" = f(z,y,9,...,y

mit gegebenen Anfangsdaten y(0), ...,y 1 (0) und einer Potenzreihe

_ [eTs %1 An—-1 .«
flxup,ugy ... up—1) = g Catg® ult -, 2

aeNntl

Diese DG wird von genau einer Potenzreihe y(z) = Y72, axz® erflllt:
Aus den vorgegebenen Anfangsdaten ay, . . ., a,,—1 berechnen sich
rekursiv alle weiteren Koeffizienten a,,, a,11, anto, ... der Reihe.

© Hat diese Potenzreihe einen Konvergenzradius p > 0, dann |dst die
so definierte Funktion y :]—p, p| — R die gegebene Differentialgleichung.

& Dieses Verfahren ist manchmal mithsam, aber immer konstruktiv!

Gegeben sei ein Wirkungsfunktional S : C?([a,b],R) — R durch

b

yHﬂw:/’F@mny@wm

mit einer C?—Funktion F: [a,b] x R? — R: (x,q,p) — F(x,q,p).
Dann qilt die Euler-Lagrange—Differentialgleichung (Satz N4B):

Ist y € C? extremal, also minimal S(y) < S(z) fir alle z € C? oder
maximal S(y) > S(z) fur alle z € C2, dann erfllt y die Gleichung

[8F N daF] (z,y(2),y/(z)) = 0.

Ausgeschrieben bedeutet das: Fir alle = € [a, b] gilt die Gleichung

oF O*F O*F O*F

oo @@y @) = 5o () 4 g () @) + )y @),
© Mit dieser Differentialgleichung kénnen wir y : [a, b] — R berechnen!
Dies ist die Grundlage der Optimierung durch Variationsrechnung.
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Verstandnisfragen Fazit

Versuchen Sie, folgende Fragen frei aber genau zu beantworten,

etwa so, wie Sie dies einer Kommiliton:in / Kolleg:in erkldren wollen.

(1) Was ist ein linearer Differentialoperator L: C"(I,K) — C°(I,K)?

(2) Ist diese Abbildung L injektiv? Welche Dimension hat ihr Kern?

(3) Welche Struktur hat die L6sungsmenge der Gleichung Ly = 07?

(4) Was versteht man unter einem Fundamentalsystem?

(5) Ist diese Abbildung L : C(I,K) — C°(I, K) surjektiv?

(6) Wie bestimmt man zu b € C* ein Urbild y € C™ mit Ly = b?

(7) Welche Struktur hat die L6sungsmenge der Gleichung Ly = b?
Losung: (1) Dies ist eine Zuordnung L : y — aoy + a1y’ + -+ + an_1y™ Y + y™ mit
Koeffizienten ao, a1, ..., an—1 € C°(I,K), eventuell konstant. (Zur Vereinfachung a,, = 1.)
(2) Die Abbildung L : C™(I,K) — C°(I,K) ist linear. Sie ist fiir n > 1 nicht injektiv, genauer:
(3) Die Losungsmenge ker L = { y € C™ | Ly = 0 } ist ein K—Vektorraum der Dimension n.
(4) Ein Fundamentalsystem ist eine Basis y1, ..., y, € ker L. (5) Die Abbildung L ist surjektiv:
(6) Partikuldrlosungen yp, mit L y, = b finden wir durch die Greensche Losungsformel oder
Variation der Konstanten oder geeigneten Ansatz fiir spezielle rechte Seiten [N217].

(7) Die Losungsmenge der Gleichung L y = b ist ein affiner Raum der Dimension n, explizit
ausgeschrieben { y: I/ = K| Ly=b}={y+ciyi+ - +cayn |c1,...,cn €K }.

(1) Was ist eine lineare Differentialgleichung Ly = 0 mit konstanten
Koeffizienten? Was ist ihr charakteristisches Polynom?

(2) Wie bestimmt man hierzu ein Fundamentalsystem?
(8) Wie bestimmt man zu b € C° ein Urbild y € C™ mit Ly = b?

(4) Was versteht man unter einer speziellen rechten Seite b?
Wie bestimmt man hierzu ein Urbild y € C™ mit Ly = b?

(5) Was versteht man in diesem Zusammenhang unter Resonanz?

(6) Was ist die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators?
Wie 16st man sie? Was passiert bei harmonischer Anregung?
Was versteht man unter dem Begriff Resonanzkatastrophe?

Lésung: (1) Hier gilt L:y — aoy + a1y’ + - - + an— 19 + 4™ mit konstanten
Koeffizienten ag, a1, . .., an—1 € K. Wir schreiben hierfiir kurz L = p(9) mit @ = d/dz

und dem charakteristischen Polynom p(z) = ao + @12 + - - - + an—12" "' + 2™ € K[z].

(2) Der Exponentialansatz N2D liefert hier stets n unabhingige Losungen y1, . .., y, € ker L.
(3) Neben Greenscher Losungsformel und Variation der Konstanten lohnt sich meist
(4) der passende Ansatz fiir spezielle rechte Seiten r(x) e"*, €°® cos(rz), €°“ sin(rz).
(5) Bei p(9) y = r(x) " liegt (k—fache) Resonanz vor, falls die Anregung i eine (k—fache)
Nullstelle des char. Polynoms p trifft. (6) Siehe die Ausfiihrung am Anfang des Kapites N.
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Struktursatz fur lineare Differentialgleichungssysteme Fazit

Differentialgleichungssysteme kdnnen wir auf 1. Ordnung reduzieren:
yll(t) = fl (t7 yl(t)7 ) yn(t))a

y&(t). = fu(t,p1(8), .. ya(t)).

Mity = (y1,...,yn) und f = (f1,..., fn) blndeln wir dies pragnant
und Ubersichtlich als eine vektorwertige Differentialgleichung:

y'(t) = f(ty(t)

Gegeben ist hierzu die stetige Funktion f:R x K" D G — K". Gesucht
sind alle Funktionen y: I — K" auf einem (maximalen) Intervall I, die
(t,y(t)) € G und die Gleichung '(t) = f(¢,y(t)) fur alle ¢t € I erfullen.
Qualitativer Uberblick dank Existenz- und Eindeutigkeitssatz O1B:
(1) Zu jedem Startpunkt (¢o, yo) im Inneren G existieren Losungen;
jede kann beidseitig bis zum Rand von G (oder ~o) fortgesetzt werden.

(2) Ist f(t,y) stetig diff’bar nach y, so ist die Lésung durch (o, yo) € G
eindeutig bestimmt und hangt stetig von diesen Anfangswerten ab.

Ein homogenes lineares DGSystem erster Ordnung ist von der Form
Y (t) = A1) y(t).

Gegeben ist hierzu eine stetige Koeffizientenmatrix A: 1 — K"*",

Die Lésungsmenge Lo = { y: I — K" | ¢/ = Ay } ist ein K-Vektorraum
der Dimension n: Wir wahlen ein Fundamentalsystem y,,...,y, € Lo
von n linear unabh&angigen Lésungen. Bezlglich dieser Basis gilt dann:

Li={ap+ - +cyn]|c,...,cneK} = K

Ein (inhomogenes) lineares DGSystem ist von der Form
y'(t) = A(t) y(t) +b(t).

Gegeben ist hier neben A: I — K"*" ein stetiger Storterm b: [ — K".
Eine partikulare Losung vy, liefert die Variation der Konstanten (O3D).
Die Lésungsmenge L, = {y: I — K" | ¢/ = Ay + b} ist ein affiner Raum:

Ly=w+Lo={m+cayi+ - +catn|c,...,cn €K}

LAllgemeine Lésungen = partikulare Lésung + homogene Lésungen.”
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Fundamentalsysteme flir homogene lineare DGSysteme Fazit

Sei A: I — K™*" stetig. Die matrixwertige Differentialgleichung

W'(t)=A)W () mit W(ty) =F

erlaubt die Fundamentallosung W : I — K"™*" gegeben durch

o t t3 to
W(t)=E+> A(ty) - / Ats) | A(ty)dty dty - - - diy.
k—1 tr=to to=to t1=to

Fur jedes ¢ € I ist die Reihe absolut konvergent und W (¢) invertierbar.
Zu jedem 3, € K™ hat daher die vektorwertige Differentialgleichung

y'(t) = A(t)y(t) mit

genau eine Lésung y: I — K", namlich y(t) = W (t) yo. Somit hat die
Differentialgleichung ' = Ay als L6sungsmenge den K—Vektorraum

Lo={Wyo|yo € K" }.

y(to) = %o

© Diese allgemeine Lésungsformel ist einfach und tibersichtlich.

Lésungen yi, ..., y,: I — K™ bandeln wir zur Fundamentalmatrix:
Y I — K™, yi1(t)  ya1(t) Yn1(t)
Y(t) — (yl (t) o yn(t)) — ylZ(t) Y22 (t) ynZ(t)

yln(t) yZn(t) ynn(t)
Die folgenden vier Aussagen sind untereinander aquivalent:
(a) Die Funktionen y1,...,y,: I — K" sind linear unabhangig tber K.
(b) Die Vektoren yi(t), ..., yn(t) sind linear unabhangig fir jedes ¢ € I.
(c) Die Vektoren y (t), ..., yn(t) sind linear unabhangig fir ein t € I.
(d) Die Determinante erfillt det Y'(¢) # 0 fUr ein und damit alle ¢ € I.

Man nennt Y (¢) auch die Wronski—Matrix der Funktionen y1, ..., yx.
Die Wronski—Determinante w(¢) = det Y (¢) entwickelt sich gemaf

w(t) = wito) - exp U; r A7) dr] .

Unsere Fundamentallésung W ist der Spezialfall mit W (¢y) = E;
Umrechnung via Y (t) = W ()Y (to) bzw. W (t) = Y (t)Y (to) .
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Lésung durch Eigenvektoren und Eigenfunktionen Fazit

Seien A: 1 — K™ und b: I — K" stetig, Y = (y1,...,yn): I — K™
eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung Y'(t) = A(t) Y (¢).

Zu |6sen sei das inhomogene Differentialgleichungssystem

Y (t) = A(t) y(t) + b(t)

mit  y(to) = yo.

Eine Lésung y, erhalten wir durch Variation der Konstanten.
Zu jedem Anfangswert y, € K" existiert genau eine Losung, namlich

o) = Y@ [ Y@ + YY) e

Somit hat die Differentialgleichung ' = Ay + b als Ldsungsmenge

Ly=y+Lo={y+Wyo |y €K"}.

Dies ist ein affiner Raum der Dimension n und prazisiert die Merkregel:
~2Allgemeine Lésungen = partikulare Lésung + homogene Lésungen.®

Haufig trifft man lineare DGSysteme mit konstanten Koeffizienten,
z.B. durch Linearisierung autonomer DGSysteme um Fixpunkte (§P2).

Gegeben sei eine Matrix A € K™*". Zu l6sen sei das DGSystem
y'(t)=Ay(t) fir y:R— K"

Zu jedem Startvektor y(ty) = yo existiert genau eine Lésung, namlich

y:R—=>K" mit y(t) = elt=to)A .

Die Berechnung dieser Matrix-Exponentialfunktion ist leider schwierig.

© Eigen- & Hauptvektoren kénnen dies dramatisch vereinfachen:
Eigenvektoren vy, ..., v, € K" mit Avp = A\yvg liefern Eigenfunktionen

A

Kt V.

Y1,y R =K mit ye(t) =e

Genau dann sind die Eigenfunktionen vy, . .
wenn die Eigenvektoren vy, ..., v, € K" linear unabhangig sind.
Genau dann sind vy, . .., y, eine Basis des Lésungsraumes der DG,
wenn die Vektoren vq, ..., v, eine Basis des Raumes K" sind.

., y¢ linear unabhangig,
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Von komplexen zu reellen Lésungen Fazit

Sei A € K™*" eine Matrix und A\ € K ein Skalar. Eine Hauptvektorkette

A=X AN AN AN

0 1 Vp

U1 V2

besteht aus Vektoren 0 # vy, ...,vp € K" mit (A — Ao = vp_1.
Diese l6st das DGSystem durch Hauptfunktionen g, .. ., y, mit

. t2 tk*l
t v v 4
Vi + tUg 1—|-2Uk 2 + +(k‘—1)!

A

yr(t) =e 1

© lIst A diagonalisierbar, so kénnen wir die Differentialgleichungen
vollsténdig entkoppeln (P1B): Wir finden eine Basis (vy,...,v,) des C”
aus Eigenvektoren, Av, = \ivi. Diese liefert uns sofort eine Basis aus
Eigenfunktionen v, ..., y, : R — C™ mit y;(t) = eMtuy.

Dies vereinfacht die Berechnung der obigen Matrix-Exponentialfunktion.

© lst A nicht diagonalisierbar, so doch immerhin noch jordanisierbar:
Es existiert eine Basis des Raumes C™ aus Hauptvektoren, und diese
liefern eine Basis des Lésungsraumes L, aus Hauptfunktionen.

© Zu jeder Matrix A € C"*™ existiert eine Basis aus Hauptvektorketten.
Das obige Verfahren fuhrt also stets zu einer Basis des Losungsraums.

Ist die Matrix reell, A € R"*", so fordert man meist reelle Losungen.
Sei vy, ...,v, € C™ eine Hauptvektorkette zum Eigenwert A = o + iw.
Dann ist 77, . . ., T, eine Hauptvektorkette zum Eigenwert A = o — iw.
Dank Basiswechsel hat das DGSystem folgende reelle Lésungen

. t2 tk_l
Re yk(t) = eat Re <GMt |:’Uk +tor_1 + E’Uk_z R M’Ul] >,

. t2 tk——l
Imyg(t) = e’ ITm <elm |:’Uk +tvg—_1 + Evk_z qP 000 ¢ (k—l)!vl} >

Wir erkennen hieran insbesondere das asymptotische Verhalten:
FUr o < 0 gilt exponentielles Abklingen, |yx(t)| — 0 flr t — oo.

FUr o > 0 gilt exponentielles Wachstum, |y (¢)| — oo flr t — oo.
Flr o = 0 ist y; beschrankt, aber ys, . . ., y, wachsen polynomiell.

© Das Eigenwert-Kriterium gilt allgemein fir Linearisierungen (P2D).
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Konvektion-Diffusion und Navier—Stokes Fazit

Die Cauchy—Riemann-Gleichungen fiir v, v:R? > Q — R lauten

ou Ov ov ou

dr dy’ oz Oy

<= Das Vektorfeld (u, —v) erflllt div(u, —v) = 0 und rot(u, —v) = 0.
<= Die komplexe Funktion f = u +iv:C > 2 — C ist holomorph.
<= Lokal ist f eine komplexe Potenzreihe, f(z) = 3 ax(z — 2)*.
— Beide Funktionen u, v sind harmonisch, also Au = Av = 0.

Die Maxwell-Gleichungen fiir die Felder E, B :R* > Q — R3 lauten

. . 10B
V+FE =4ryp, VxE+fa—:0,
c Ot
v.5=0, vxp- 108 _dny
c Ot c

Jede ebene stationare Losung E : R2 5 Q — R2 ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = Fy —iFE,: C D  — C und umgekehrt.

Allgemeine Bilanzgleichung / Transportgleichung der Strémungslehre:

Iatu(t, m)l + IV [Tu(t, z)] = IV [k Vu(t, z)] .+ < u(t, m)l + Iq(t, a:)l

Zu/Abfluss: Konvektion

Anderungsrate Diffusion: div grad Wachstum/Zerfall Quellen

Angewendet auf die Impulsdichte & = v/¢ erhalten wir daraus
die Navier—Stokes—Gleichungen fur inkompressible Fluide:

Massenerhaltung:  divd = Z% =
1 8(1)k

+ fi

Impulserhaltung:

c%i - c%i 1 ap
+ v = vAv;, — —

ot Z kaxk " 00x;
L 1 k=1 1 L 1 L
Anderung Diffusion

]
interne Kraft extern

Konvektion

Jede ebene stationédre Stromung v = (v, v2) : R? D Q — R? konstanter
Dichte ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne auB3ere Krafte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; — vy : C D Q — C und umgekehrt.
Der Druck p berechnet sich hieraus durch p + (0/2) (v} 4+ v3) = const.
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Die Transportgleichung Fazit

Zu l6sen sei eine quasi-lineare PDE erster Ordnung
a(z,y,u) Opu + b(x,y,u) Oyu = f(x,y,u) firalle (z,y) € Q C R?,
mit Anfangswerten wu(z,y) = uo(z,y) furalle (z,y) € A C Q.

Gegeben sind hierzu das Definitionsgebiet Q ¢ R? und die stetigen
Koeffizientenfunktionen a, b, f : 2 x R — R, gesucht ist u: Q — R.
Auf einer Teilmenge A C 2 gibt ug: A — R die Anfangswerte vor.

Eine charakteristische Kurve der PDE zum Startpunkt (z¢, y0) € A ist
ein C1-Wegy:RD> T — QxR CR3mits+— (X(s),Y(s),U(s)) und

X(O):l'(), XI:a(vavaU)a
Y(0) = yo, Y =b(X,Y,U),
U(O) = UO(QSO,:I/O), U/ = f(X7 Y7 U)

© Solche gewdhnlichen DGSysteme kdnnen wir bereits gut Idsen!
Sind a, b, f stetig diff’bar, so hat das AWP genau eine maximale Lésung.
© Der Startwert wird entlang der Charakteristik transportiert (Q2D):
Jede Lésung u der PDE erfullt u(X (s),Y (s)) = U(s) fur alle s € 1.

Wir betrachten lineare PDE erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Nach Division durch einen der Koeffizienten erhalten wir folgende Form:

Owu(t, z) + boyu(t,x) + cu(t,z) = f(t,x)
mit Anfangswerten (0, z) = g(x)

fart >0und z € R,
fart =0und z € R.

Gegeben sind die konstanten Koeffizienten a = 1, b, ¢ € R sowie stetige
Funktionen f:R>¢p xR — Rund g:R — R, gesuchtist u:R>p xR — R.
Dieses Problem hat genau eine Lésung u:R>¢ x R — R, namlich

t
f(T, x — bt + bT) Tt g7

u(t,xz) = g(x — bt) e + /

7=0

© Machen Sie die Probe: einsetzen und sorgfaltig nachrechnen!

© Das ist ein seltener Gliicksfall: Zu dieser Problemklasse haben wir
muhelos eine allgemein gultige und explizite Integralformel gefunden.
© Allgemeiner gelingt diese Rechnung ebenso fir Gleichungen
Owu(t, ) + b(t) Opu(t, x) + c(t, z) u(t,z) = f(t,x), siehe Satz Q3A.

/\ Die meisten PDE lassen sich nicht einfach mit Integralformeln l6sen.
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Potenzreihen und Fourier—Transformation Fazit
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Trennung der Variablen durch Produktansatz Fazit

@ Nicht jede PDE besitzt eine Lésung; selbst wenn sie eine besitzt,
so doch meist nicht elementar, das heif3t in geschlossener Form.

© In solchen Fallen hilft meist nur der Potenzreihenansatz [2333);
Existenz- und Eindeutigkeitssatz Q3B von Cauchy—Kowalewskaja

© Fourier-Transformation 16st P(0) u(x) = g(z) fur jedes Polynom
P(z) =>_a,x". Die Transformation ergibt namlich P(i§) u(¢) = g(¢),

Auflésen zu u(§) = g(&)/P(i€) und Rucktransformation liefert dann w:
Dies garantiert der Existenzsatz R1A von Ehrenpreis—Malgrange.

In der Praxis treten sehr haufig partielle Differentialgleichungen auf.
Erfahrungsgeman sind die allermeisten héchstens zweiter Ordnung.

© Lineare PDE erster Ordnung lésen wir entlang Charakteristiken.
Die wichtigsten linearen PDE zweiter Ordnung sind folgende Modelle:
Die Poisson—Gleichung Au = p, die Wellengleichung 0?u — c?Au = o
und die Warmeleitungsgleichung d,u — k Au = g mit A = 92 + 92 + 92,
Nach diesen drei Modellgleichungen klassifiziert man lineare PDE
zweiter Ordnung in elliptisch, hyperbolisch und parabolisch [R110].

Zu lésen sei eine separierbare Differentialgleichung der Form
P(z,0;) u(z,y) = Qy, Oy) u(z,y).

Gegeben sind Intervalle X, Y C R und hierauf die Differentialoperatoren
P(z,0;) = > 1y aj(x 2)0% und Q(y, d ) =Y p—o bk(y)Q]j mit a;, by, stetig.
Das bedeutet anschaulich: P operiert nur auf x und @ operiert nur auf y.

Als Lésungen gesucht sind Funktionen u: X x Y — K: (z,y) — u(z,y).
In diesem Falle eignet sich der Produktansatz gemaf Satz R1D:

Seiu: X xY = K:u(x,y) = v(z) - w(y) Produkt von 0 # v € C"(X, K)
und 0 # w € C™(Y,K). Dann ist die obige PDE &quivalent zu den beiden
gewoOhnlichen Differentialgleichungen / Eigenwertgleichungen

P(z,0:)v(z) = Av(z) und Q(y,dy) w(y) = Aw(y)

mit einem gemeinsamen Eigenwert A € K als Separationskonstante.
Lésung sind Eigenfunktionen u(z,y) = v(z)w(y) und Superpositionen.
Gleiches gilt far u(z1,...,z,) = ui(x1) - - - un(zy,) in mehreren Variablen.

Z507

Kompaktheit garantiert Eindeutigkeit. Fazit
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Minimum-Maximum-Prinzip harmonischer Funktionen Fazit

Die Konstruktion einer L6sung oder erfolgreiche Probe eines Kandidaten
zeigt die Existenz einer Lésung, aber noch nicht die Eindeutigkeit:
Es kénnte weitere Lésungen geben, die unserem Ansatz entgehen.

Sei ) C R" ein beschranktes Gebiet, also der Abschluss © kompakt.
(0) Lost u: Q — R die homogene Poisson—Gleichung

Au(x) =0 flr jeden inneren Punkt x € €,

u(xz) =0 fUr jeden Randpunkt z € 092,
fur alle x € Q.

R die inhomogene Poisson-Gleichung
) = q(z) furjeden inneren Punkt x € €,
) = g(x) fUrjeden Randpunkt = € 012,
dann gilt a(x) = u(x) fur alle z € Q.

)au

Wie (blich folgt (1 s (0) dank Linearitat: Angenommen a, @ erflllen (1).
Die Differenz v = @ — u erfullt dann (0). Also gilt v = 0 und somit @ = .

dann gilt u(x) =
(1) Lésen @, : ﬁ
Au(z
u(z

Beweise fur die Eindeutigkeit liefern die Energiemethode und das
folgende Minimum-Maximum-Prinzip flr harmonische Funktionen.

Sei 2 ¢ R™ ein beschréanktes Gebiet, also der Abschluss Q kompakt.
Sei u: Q) — R stetig. Da Q und 992 kompakt sind, nimmt u hierauf jeweils
ein Minimum und ein Maximum an. Wegen Q > 92 gilt dann allgemein:

ming u < mingo u und maxg U > maxyq U

Zudem sei u harmonisch auf dem Inneren €2, also v € C? und Au = 0.
(1) Dann nimmt » sein Minimum und Maximum auf dem Rand 02 an:

und

ming u = mingg u maxg U = maxgq u

Seien u,v: Q — R stetig und auf dem Inneren Q harmonisch. Dann gilt:
(2) Monotonie: Aus u < v auf dem Rand 012 folgt u < v auf ganz Q.
(3) Eindeutigkeit: Aus u = v auf dem Rand 092 folgt u = v auf ganz Q.

© Dies kénnen wir zur Eingrenzung durch Ober/Unterlésungen nutzen.
Das Minimum-Maximum-Prinzip gilt ebenso diskret fir endliche Graphen
(Satz T4B) und beweist neben Eindeutigkeit auch Existenz der Lésung!




Homogene Warmeleitungsgleichung auf R”

7509
Fazit
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Inhomogene Warmeleitungsgleichung auf R” Fazit

Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung d,u — x Au = ¢ folgt aus
der Warmebilanz fiir den Warmefluss mit unseren Integralsétzen.

Die homogene Gleichung 0;u = x Au hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

1
H:RogxR'5R: Ht,z) = ——exp | —
>0 ( ) (WV/ZI;;;;Z)Tl p (:

jz?

4kt

).

Die Konstanten sichern die Normierung [ _p. H(t, ) dz = 1 firt > 0.
In Satz D5D haben wir die Gleichung (9; — x A)H = 0 nachgerechnet.

Ist fir ¢t = 0 die Warmeverteilung ug : R™ — R vorgegeben, ug € Cp,
so erhalten wir die Lé6sung durch Superposition (Faltung, siehe D5E)

EeRm

u: RsgxR* =R : u(t,z) = H(t,z — &) up(§)dg.

Far ¢t N\, 0 gilt dann u(t, ) — uo(x). Durch Ableiten unter dem Integral
finden wir (0; — k A) u(t, z) = [pn uo(€) (O — K A)H (t,x — &) d€ = 0.

Zu |I6sen sei die inhomogene Warmeleitungsgleichung

Ou(t, ) — k Au(t,x) = f(t,z) furallet > 0undz € R",
u(0, ) = up(x) Anfangswerte fir z € R",

Gegeben sei ug : R” — R stetig mit Schranke |ug(z)| < ae?*l”, a < 2
sowie f:Ryo x R™ — R beschrankt und stetig differenzierbar.

Existenz: Dann wird unser Problem geldst durch das Integral

t
uta)= [ Ato-gu(@ds+ | [ HE-ro-0/(r0dan

R”

Zu jedem T > 0 gilt eine Schranke |u(t, z)| < AeB*” auf [0, 7] x R.
Eindeutigkeit: Unsere Lésung u ist die einzige mit dieser Schranke.

/\ Ohne diese Schranke gibt es exotische Gegenbeispiele (S1B).
Mehrdeutigkeiten missen wir erkennen und nétigenfalls auch I6sen:
Sind noch mehrere Lésungen méglich, so stellen wir geeignete weitere
Bedingungen, um die physikalisch sinnvollen L6sungen herauszuheben.

Randbedingungen und Eindeutigkeit

Z511
Fazit
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Das Minimum-Maximum-Prinzip Fazit

Far die Warmeleitungsgleichung mit Anfangs- und Randbedingungen

(ARWP) nutzen wir den folgenden Eindeutigkeitssatz S3c:

(0) Lést w:[0,T[ x [a,b] — R die homogene Warmeleitungsgleichung

ou(t,x) — kO2u(t,z) =0 fir0<t<Tunda <z <b,

{u(t, a) =u(t,b) =0 Dirichlet-Randbedingungen flr ¢ > 0 oder
Oyu(t,a) = dyu(t,b) = 0 Neumann—Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) =0 Anfangswerte firt =0und a < = < b,

dann gilt u(t,z) = 0 fur alle (t,z) € [0, T x [a, b].

(1) Lésen @, : [0,T[ x [a,b] — R die Warmeleitungsgleichung

du(t, ) — Kk O2u(t,x) = f(t, ),

u(t,a) = £(t), u(t,b) = r(t) oder
{&;u(t,a) = {(t), Oyu(t,b) =r(t),

U(O,SU) = g($)7
dann gilt a(t, ) = u(t, x) fur alle (¢,z) € [0,T] X [a, b].

Sei K C R™ kompakt und Q7 = [0,7] x K. Fur u:Qp — R untersuchen
wir die Warmeleitungsgleichung d,u = Aw. Hierzu zerlegen wir Q7 in

das parabolische Innere Dy =10,T] x K
und den parabolische Rand By = ([0,7] x 0K) U ({0} x K).

Auf Qp = [0,T] x K sei u:Qp — R stetig. Da Qr und By kompakt sind,
nimmt « hierauf Minimum und Maximum an. Wegen Q7 > By gilt also:

ming, v < ming, u und maxq, % > maxpg, u

Zudem gelte 0,u = Aw auf dem parabolischen Inneren D =0, T x K.
(1) Dann nimmt » sein Minimum und Maximum auf dem Rand Br an:

ming, u = ming, u und maxq,, U = Maxpg, U

Seien u,v: Qp — R zwei Lésungen, d,u = Aw und dv = Aw auf Drp.
(2) Monotonie: Aus u < v auf dem Rand Br folgt v < v auf ganz Q.
(3) Eindeutigkeit: Aus v = v auf dem Rand By folgt v = v auf ganz Q.

Das Prinzip gilt ebenso harmonisch (Satz R2¢) und diskret (Satz T4B).




Warmeleitung eines Stabes

7513
Fazit
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Warmeleitung eines Stabes

Zu l6sen sei die eindimensionale homogene Warmeleitungsgleichung

dpu(t,z) — kO2u(t,z) =0 firallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =u(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) = g(x) Anfangswerte fir 0 < = < L.

Gegeben sei g: [0, L] — R stetig oder allgemeiner g € L2([0, L)),
entwickelt als g(z) = >°°° | ay, sin(nrx/L) mit Y% |a,|* < oco.

Dann wird unser Anfangs- und Randwertproblem geldst durch

— Z ane T sin(nmz/L).

n=1

Die natiirliche Zeitskala ist die Abklingzeit ' = L?/xn? (Eigenzeit).
Gilt sogar > "7, |a,| < oo, soist u in t = 0 stetig und dort gleich g.

© So kdnnen Sie Abkiihlen und Aufheizen explizit berechnen:

Diese Eigenfunktionen diagonalisieren die Warmeleitungsgleichung.
© Numerisch sehr effizient fiir t > T dank exponentiellem Abklingen.

Speziell fir konstante Anfangswerte g(x) = 1 erhalten wir die Lésung

12/ Sin. (2k + 1)z /L
Ze (2k+1)2t/T ((2l<:+1) )

Die Kerntemperatur im Stabmittelpunkt x = L/2 ist demnach

é ie—(Qk—i—l)Qt/T =D* . > T fe—t/T
s 2k+1) #=0 7 '

© Die Abkiihlung ist exponentiell, sehr gute Naherung fir ¢t > T.
Bei doppelter Lange dauert die AbklUhlung viermal so lange.

© Hohe Frequenzen klingen besonders schnell ab. Das ist numerisch
glnstig, fihrt zu schneller Konvergenz und Glattungseigenschaft:

© Zut = 0 dirfen die Anfangsdaten «(0, ) beliebig rau sein, sogar
unstetig, doch zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die L&ésung u(t, ) glatt.
Dieselbe Methode I6st die inhomogene Gleichung d,u — k 0%u = f

mit den jeweiligen Randbedingungen: Dirichlet, Neumann, etc.

Warmeleitung einer Kugel

Z515
Fazit
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Fazit

Warmeleitung einer Kugel

Zu l6sen sei die spharische homogene Warmeleitungsgleichung

Owu(t,r) = 7%& [r28r u(t,r)} firallet >0und 0 < r < R,
u(t,R) =0 Randbedingungen fir ¢ > 0,
u(0,r) =1 Anfangswerte fir 0 < r < R.

Gegeben sei g: [0, R] — R stetig oder allgemeiner g € L([0, R)),
entwickelt als g(r) - r = Y.°° | a, sin(nmwr/R) mit >°°°  |a,|? < oco.
Dann wird unser Anfangs- und Randwertproblem geldst durch

r) = Z an e " YT sin(nmr/R).

n=1

Die natiirliche Zeitskala ist die Abklingzeit T = R?/xn? (Eigenzeit).
Gilt sogar >~ |a,| < oo, soist u in t = 0 stetig und dort gleich g.

© So kénnen Sie Abkiihlen und Aufheizen explizit berechnen:

Diese Eigenfunktionen diagonalisieren die Warmeleitungsgleichung.
© Numerisch sehr effizient fiir t > T dank exponentiellem Abklingen.

Speziell fir konstante Anfangswerte g(r) = 1 erhalten wir die Lésung

u(t,r) =2 (-1)

Die Kerntemperatur im Kugelmittelpunkt » = 0 ist demnach

et o1t/ T sin(nnr/R)
nmr/R

u(t,0) =2y (~1)He ™ T LT gt/

© Die Abkiihlung ist exponentiell, sehr gute Naherung flr ¢ > 27
Bei doppeltem Radius dauert die Abkuhlung viermal so lange.

© Hohe Frequenzen klingen besonders schnell ab. Das ist numerisch
glnstig, fihrt zu schneller Konvergenz und Glattungseigenschaft:

© Zut = 0 dirfen die Anfangsdaten (0, r) beliebig rau sein, sogar
unstetig, doch zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die Lésung (¢, ) glatt.

Dieselbe Methode 16st die inhomogene Warmeleitungsgleichung
mit den jeweiligen Randbedingungen: Dirichlet, Neumann, etc.
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Rechnen mit Ereignissen

2602
Fazit

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) besteht aus

@ einer Menge 2 von moglichen Ergebnissen und

@ einer normierten und additiven Abbildung P :B(2) — [0, 1].
Letzteres bedeutet P(2) = 1und P(A) =" ., P({w}) fir alle A C Q.

Alle Ergebnisse fassen wir zur Ergebnismenge 2 zusammen. Jedes
Element w € Q hei3t Ergebnis. Jede Teilmenge A C 2 heil3t Ereignis.
Das Ereignis A tritt genau dann ein, wenn ein Ergebnis w € A eintritt.
Die Wahrscheinlichkeit hierfur ist das WahrscheinlichkeitsmaB P(A).

Spezialfall: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) heif3t endlich,
wenn die Ergebnismenge 2 endlich ist. Er heif3t laplacesch,
wenn zudem alle Ergebnisse w € Q) gleich wahrscheinlich sind.
Flr das Laplace—WahrscheinlichkeitsmaB auf €2 gilt daher

_|A] _ Anzahl der Ergebnisse in A glinstige Ergebnisse

P(4) = |2 Anzahl aller Ergebnisse in Q@ mdgliche Ergebnisse’

© Fur Laplace—Experimente berechnet man die Wkten durch Abzéhlen
der Ergebnisse. Hierbei helfen kombinatorische Abzahlformeln.

Die Sprache der Mengen erlaubt uns, mit Ereignissen zu rechnen:
Klare und eindeutige Formulierung erméglicht effiziente Rechnung.

Menge | Bedeutung als Zufallsereignis
Q Das sichere Ereignis: €2 tritt immer ein, P(Q2) = 1.
0 Das unmégliche Ereignis: 0 tritt nie ein, P(0) = 0.
A CQ | Das Ereignis A tritt ein bei jedem Ergebnis w € A.
QA | Komplement: A = Q. A tritt ein, wenn A nicht eintritt.
A C B | Teilmenge: Immer wenn A eintritt, dann auch B.
B~ A | Restmenge: Das Ereignis B tritt ein, aber nicht A.
AN B | Die Ereignisse A und B treten beide ein.
AU B | Das Ereignis A oder B tritt ein (evtl. auch beide).
A A B | Entweder A oder B tritt ein (aber nicht beide).
AU B | Das Ereignis A oder B tritt ein, wobei AN B = ().

Unser Ziel sind nachvollziehbar begriindete, quantitative Aussagen.
© Diese Notation erlaubt prazises Rechnen mit Zufallsereignissen.

7603
Fazit

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Stochastische Unabhangigkeit

2604
Fazit

Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B C () ein Ereignis mit
Wahrscheinlichkeit P(B) > 0. Fir jedes Ereignis A C Q definieren wir
die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B durch

P(A|B) := Py(A) i— P(If‘(;)B).

Sei ) = By U By U...L By eine Zerlegung in disjunkte Ereignisse.
Far A C Q qgilt dann die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A) = P(ANBy) = Y, P(A|By,) P(By)

Im Falle P(A) > 0 gilt zudem die Formel von Bayes (Satz T2B):

P(A|B;) P(B;)
P(A)

_ P(A|B;)P(B;)
Si1 P(A|By,) P(By)

P(B;|A) =

© Bequeme Notation und prazises Rechnen mit Zufallsereignissen.
© Die Rechnung ist meist leicht, die Interpretation erfordert Ubung.

Eine Familie von Ereignissen Ay, As, ..
unabhangig, wenn alle Schnittmengen die Produkiregel erflllen:

P(Ail N Aiz n---nN Aie) = P(Ai1) P(Aiz) e 'P(Aiz)

fir jede Auswahl 1 < iy < iy < --- < iy < n: Die Wkt jedes Schnitts ist
das Produkt der Wahrscheinlichkeiten. Fir unabhangige Ereignisse
lassen sich damit die Wkten aller erzeugten Ereignisse berechnen.

Das heif3t, zwei Ereignisse A, B C (2 sind unabhangig, wenn gilt:
@ P(AnB)=P(A)P(B).

Drei Ereignisse A, B, C C ) sind unabhéangig, wenn gilt:
@ P(ANB)=P(A)P(B),
@ P(ANC)=PA)P(O),
e P(BNC)=P(B)P(C),
@ PANBNC)=P(A)P(B)P(C).

A\ Die Tripelbedingung folgt nicht aus den drei Paarbedingungen!

P
P

., A, € Q heif3t (stochastisch)
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Ausfallwahrscheinlichkeit Fazit
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Kollisionswahrscheinlichkeit Fazit

Von n unabhangigen Teilen habe jedes Ausfallwkt p. Dann gilt:

P(Alle Teile funktionieren) = (1 —p)"
P(Mindestens eins félltaus) = 1 — (1 —p)"

e P

1—e™ ™

QV QN

Taylor—Entwicklung: Es gilt exp(z) £ 1 + « und exp(—=z) Z 1 — =.
Genauer: Fir alle z € R gilt exp(z) > 1 + 2 und exp(—z) > 1 — «,
und fur x ~ 0 gilt zudem exp(z) ~ 1 4+ z und exp(—z) =~ 1 — z.

Eine Maschine bestehe aus vielen unabhangigen Teilen T1,...,T,.
Jedes Teil T}, hat eine gewisse Ausfallwahrscheinlichkeit py, € [0, 1].

P (Alle Teile funktionieren) (I—=p1)---(1—pp)

< e Pl...gPn — o= (P1ttpn)
P(Mindestens eins falltaus) = 1—(1—p1)---(1 —pyp)
> 1 — g (Prttpn)

© Die Néherung ist praktisch fiir py, . .., p, klein und n groB.

Dies ist die Poisson—Verteilung P(A\) mit A = p; + -+ - + pn.

Aus n Mdglichkeiten wird £ mal zufallig ausgewahlt (wobei 1 < k& < n).
Die Wahrscheinlichkeit P, ;, dabei & verschiedene auszuwahlen, ist

R P )

© Der Graph ist die rechte Halfte der GauBschen Glockenkurve e=*"/2,
Die Wahrscheinlichkeit ), . mindestens einer Kollision ist demnach

k(k—1
anzl_Pnkzl_eXp<— ( )>
’ o 2n

QA

Geburtstagsparadox: Mit welcher Wkt @ sind unter k£ = 25 zufalligen
Personen mindestens zwei am gleichen Tag des Jahres geboren?
Lésung: Fir k& = 25 und n = 365 gilt P < e %821 < 0.44, also Q % 0.56.
© Intuitiv halt man eine Kollision hier fiir unwahrscheinlich. Tatsachlich

liegt die Wkt bei Gber 50%, daher heif3t dieses lberraschende Ergebnis
auch ,Geburtstagsparadox“. Probieren Sie es selbst einmal aus!

Kombinatorik / Schubfachmodelle

2607
Fazit
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Kombinatorik / Urnenmodelle Fazit

Auf wie viele Arten kann man k Objekte auf n Facher verteilen?

unterscheidbare

ununterscheidbare

Schubfachmodell Objekte Objekte

beliebig viele b n+k—1
Objekte pro Fach k
hdchstens eins n! n
pro Fach (injektiv) (n—k)! k

mindestens eins
pro Fach (surjektiv)

o)

(7))

Unterscheidbare Objekte denken wir uns mit 1,..., kK nummeriert.
Bei ununterscheidbaren Objekten durfen wir Objekte untereinander

vertauschen: Das bedeutet, wir betrachten Anordnungen dann als gleich,
wenn sie sich nur durch die Nummerierung der Objekte unterscheiden.
(FUr Ausflhrungen siehe en.wikipedia.org/wiki/Twelvefold_way.)

Aus n durchnummerierten Kugeln ziehen wir & Kugeln (oder Lose):
Ziehung mit / ohne Zurtcklegen, Ergebnis mit / ohne Reihenfolge.
Die Gesamtzahl der mdglichen Ergebnisse berechnet sich wie folgt:

Urnenmodell mit ohne
Reihenfolge Reihenfolge
ohne n! g n\ n! g
Zuriicklegen (n—k)! § k) kl(n—k)! §&
mit 5 8 n+k—1 =8
Zuriicklegen " & k g8

Beispiel: In einer Urne liegen N Kugeln, davon sind genau K rot.
Wir ziehen zufallig n der N Kugeln (0ZoR). Welche Wkt hat das Ereignis
Ay, = ,Es werden genau k der K roten Kugeln gezogen“? Léosung:

pan =Yl (5) (078 /()



http://en.wikipedia.org/wiki/Twelvefold_way
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Abstand von Wahrscheinlichkeitsmaf3en Fazit
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Hypergeometrisch, binomial, Poisson Fazit

Oft wollen oder missen wir zwei WMaBe P, und P; auf Q vergleichen:
Ist Po mUhsam aber P; bequem, so wollen wir Py durch P ersetzen.

Die beiden WMal3e Py und P; ordnen jedem Ereignis A C ) die Wkten
Py(A) bzw. P;(A) zu. Der totale Abstand zwischen P, und P, ist das
Supremum, die gréBtmdgliche Abweichung, die hierbei auftreten kann:

|Po — Py1|| := sup |Po(4) — P1(4)| = % > |Po{w}) — Pi({w})]
ACQ we

Diese Fehlerschranke nutzen wir bei ndherungsweisen Rechnungen: Ist der Abstand klein genug,
etwa ||Po — P1|| < e =0.5-1073, so kénnen wir Po(A) durch Py (A) ersetzen und machen
dabei schlimmstenfalls einen Fehler von €, das heiBt, es gilt Po(A) = P1(A) + 0 mit || < e.

Der totale Abstand ist (bis auf einen Faktor 1/2) die Summe iiber alle punktweisen Abstidnde:
Die linke Seite sup 4, ist leicht zu verstehen, die rechte Seite ) |, ist leicht zu berechnen.
Diese Umformulierung ist oft leichter zugénglich: Es geniigt, die absolute Differenz iiber alle
Ergebnisse zu addieren. Die genaue Rechnung beweist dies und erklirt den Faktor 1/2.

ML U0 H(300,75,20)
s Uo B(20,0.25)
| Il P(5)

0.2

Wahrscheinlichkeit
o

i "

Die Rechnung zeigt zudem, dass das Supremum angenommen wird, also ein Maximum ist. 5 15
Fiir die Menge A = {w € Q | Po({w}) > P1({w}) } gilt [Py — P1|| = [Po(A) — P1(A4)]. Trefferzahl &
n n . n 2611 . . n : 2612
Hypergeometrisch, binomial, Poisson rzt| | Hypergeometrisch, binomial, Poisson Fazit

Stichprobe: GesamtgréBe N, davon K Treffer, StichprobengréBe n.
Die Trefferzahl k folgt der hypergeometrischen Verteilung

w1/ ()

Ein Experiment mit Trefferwkt ¢ mit n—mal unabhangig wiederholt,
z.B. StichprobengréBe n mit Zuriicklegen, Trefferwkt t = K/N.

Die Trefferzahl k folgt hier der Binomialverteilung

B(n,t)(k) = (Z) th(1 — )k,

Damit sind H(N, K,n) und B(n,t) WVerteilungen auf {0,...,n} C N.
Fur N — cound K/N — t gilt die Konvergenz H(N, K,n) — B(n,t).
Genauer gilt fir K > n folgende Abschéatzung des totalen Abstands

|H(N,K,n) — B(n,K/N)|| <n/N.

Die Poisson-Verteilung P(\) zum Parameter A > 0 ist gegeben durch

P\ (k) = e 2 Akl

Damit ist P(\) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N = {0, 1,2, ... }.
Das Gesetz der kleinen Zahlen besagt B(n, A\/n) — P(X) fir n — oo.

Genauer gilt folgende Abschatzung des totalen Abstands:

HB(n,)\/n) - P()\)H < A?/n.

Fur Trefferwahrscheinlichkeit ¢ € [0, 1] und A = nt erhalten wir

HB(n,t) - P(nt)H < nt?.

© Je nach geforderter Genauigkeit kdnnen wir so bequem
von hypergeometrisch Gber binomial zu Poisson tbergehen.

© Das verallgemeinert und prazisiert die Naherungsformel far
Ausfallwahrscheinlichkeiten bei n gleichen unabhangigen Bauteilen.




7613

Wahrscheinlichkeitsrdume Fazit
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Diskrete und kontinuierliche WRaume Fazit

Mit Kolmogorovs Axiomen (V1c) fixieren wir die grundlegenden
Forderungen fur WMale, woraus alle weiteren Rechenregeln folgen:

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P) besteht aus
@ einer Ergebnismenge (2,
@ einer Ereignismenge <7 C B(2) und
@ einem WahrscheinlichkeitsmaB P : o — [0, 1],
mit folgenden grundlegenden Eigenschaften:
1 Normierung: Es gilt 2 € &7 und P(2) = 1.
2 Komplemente: Aus A € o/ folgt (2N A) € «7.
8 o—Additivitat: Aus Ay, A, Ay, ... € o folgt | J,—, Ar € &7, sowie

P (|—|k:0 Ak) - Zk:o P(Ar)
Die Bezeichnung ,c“ steht abkirzend fur ,abz&hlbar®. Wir nennen .o/

eine o—Algebra und hierauf P : & — [0, 1] ein c—additives MaB.

Wichtigste Beispiele sind diskrete und kontinuierliche WRaume.
Auch Mischungen aus diskret und kontinuierlich sind méglich.

wenn A; N A; =0 far ¢ # j.

Eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €2 ist eine Funktion
p(z) = 1.
Diese definiert ein diskretes WahrscheinlichkeitsmaB

P:PB(Q) - [0,1] durch P(A):= erA p(x).

Hierbei ist 3(2) die Familie aller Teilmengen A C Q.

Eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung oder WDichte
auf einer Ergebnismenge Q2 C R" ist eine messbare Funktion

p:Q—[0,1] mitGesamtmasse ) _ o
x

f: 22— R>9 mit Gesamtmasse / f(z)dx = 1.
Q

Diese definiert ein kontinuierliches WahrscheinlichkeitsmaB
P:#(Q) —[0,1] durch P(A):= / f(x)da.
A

Hierbei ist (2) die Familie aller messbaren Teilmengen A C Q.
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Erwartung, Varianz, Streuung Fazit
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Existenz von Erwartung und Varianz Fazit

Sei P ein WMaB auf Q C R™, zum Beispiel diskret oder kontinuierlich.
Der Schwerpunkt der Verteilung P hei3t Mittelwert oder Erwartung:

W= ergxp(x) bzw. pu ::/

e

z f(x) dz.

Hierbei setzen wir absolute Summierbarkeit / Integrierbarkeit voraus.
Die Varianz der Verteilung ist ihr Tragheitsmoment bezlglich p:

o? = Z;ceQ(x —w)?p(x) = |:Z:c€§2 $2p(1‘):| —u? >0 bzw.
2= —p)f(z)de = 2? f(z) da — p? .
ti [ @i = [ s f@a-2 =0

Die Wurzel o > 0 dieses Wertes heif3t die Streuung der Verteilung.
Anschaulich misst o, wie weit die Werte um den Mittelwert 1 streuen.
Man nennt die Streuung o daher auch die Standardabweichung.
Genau dann gilt ¢ = 0, wenn P auf den Punkt i konzentriert ist,
d.h.firACRqilt P(A) =1falls u € Aund P(A) =0 falls u ¢ A.

Aufgabe: Welche der folgenden Funktionen f:R — R sind WDichten?

_1/c 2 = 1/c
f(x)—71+|x|a f()—71+|$’27

B 1/c B 1/c
f(x)—ma f(w)—1+|x’a,
o(2) e h(a) /e

T 1+ [z In(e + [af)’ T 1+ [z In(e + [])2
mit geeignetem c € R. Fir welche existieren Erwartung und Varianz?

Losung: Wir haben jeweils f > 0. Die erste lasst sich nicht normieren:

/ 1 d +oo  fira <1,
——dx =

r L+ |z| <oo fira>1.

FUr o = 2 erhalten wir die Cauchy—Verteilung f(z) = 13{;. V249

Das Integral konvergiert fir o > 1. Fr die Erwartung braucht’s o > 2.
Fir die Varianz braucht’'s « > 3. Fir h genligt jeweils schon o > 1,2, 3.
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Wichtige Verteilungen und ihre Kenngré3en rzt| | VOn Binomial- zu Normalverteilungen Fazit
diskret §) p(k)=P{k}) | E \% Grundbeobachtung: Binomialverteilungen dhneln Normalverteilungen.
Gleichverteil ( b} 1 I (—at1)?—1 Der lokale Grenzwertsatz prazisiert dies und sichert Fehlerschranken.
eichverteilung Q.o ——) = —1
0.08 o
- —K N— AT
Hyperg. H(N, K, n) [{0,....n}| (3) (525)/ () | niv | oy 5 571 . AN -+ - B(100,0.5)
Binomial B(n,t) | {0,...,n} | ()F(1 =) | nt | nt(1—1) ' # N — N(50,5)
Poisson P()\) N e N EL | A A B 000 f \
. <
Geometrisch G(q) I\ (1—q¢ | o] S 0.05 7[ \
£
Zeta Z(s), s =2 N>1 ey — nicht definiert! — T 0.04 % \
3
kontinuierlich Q Dichte f(z) | E A% < 0.03
Gleichverteilung [a, b] = atb “’;;”2 = 0.02
Exponential E(\) R>o Ae AL A2 0.01
1,x—pN\2
Normal N (u, o2 R 2l 7 2 | |
ki, %) e g 7 0% 40 45 50 55 60 65
Cauchy C(m, a) R T e | — nicht definiert! — Trefferzahl
Der lokale Grenzwertsatz (LGS) | | Der lokale Grenzwertsatz (LGS) =

Fir die Binomialverteilung B(n,t) gilt u = nt und 0% = nt(1 —t).
Sie ahnelt der Normalverteilung: B(n,t) ~ N(u,c?), das heit:

_(k—p)? _@w)?
n\ kot ok € 252 _ k+1/2 o =502
k oV 2w k—1/2 o2

Dies nennt man auch Satz von de Moivre (1733) und Laplace (1812).
Mihsame Summen ersetzen wir so durch bequemere Integrale:

() n—k B et/
;(k)t Q-1 = /_amdé + 0

mit den Grenzen a = (a — 12— p)/ound = (b+ 12— u)/o.
Der Approximationsfehler ¢ ist hierbei fir o > 5 beschrankt durch

1-2t 1 1 1
o] < | ’+ < =

100 ' 302 = 60 6+/nt(1 — 1)

© Gilt der Fehler als klein genug, so kénnen wir die milhsame Summe
der Binomialverteilung (links) durch das wesentlich bequemere Integral
der Normalverteilung (rechts) ersetzen: Dieses liegt tabelliert vor.

© lIst eine genauere Approximation nétig, so addiert man zur obigen
Néaherung durch das Integral noch folgenden Korrekturterm «:

b 8 _2/
Z(Dtk(l—ﬂn_k = / etk e

k=a —a V27
. 1—2¢ B
mit Korrektur ~ « = [(1 — g2y e 82
6021 a
Der verbleibende Fehler ¢ ist noch eine GréBenordnung kleiner, namlich
] < |1 — 2t| el < 0.15 + 0.18|1 — 2¢| R 1
100 o? 302 3nt(l—-1t)

Speziell fir t = 1/2 oder o = 8 verschwindet der Korrekturterm «.
Fur n — oo geht der Fehler gegen Null mit 1//n — 0 bzw. 1/n — 0.

oc>5 o>8 c>13 oc>19 o> 26
|0] < 0.034 | |§] < 0.0178 | |§] < 0.0097 | |0] < 0.0062 | |0] < 0.0043
le| < 0.014 | |e| < 0.0053 | |e| < 0.0020 | |e] < 0.0010 | |e] < 0.0005
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte Fazit
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Varianz und Streuung Fazit

Sei (Q, o7, P) ein WRaum, zum Beispiel diskret oder kontinuierlich.

Eine reelle Zufallsvariable ist eine messbare Funktion X : Q2 — R.
Sie ordnet jedem Zufallsergebnis w € (2 eine reelle Zahl X (w) € R zu.

Im Bildbereich R definiert sie die Verteilung Px : Z(R) — [0, 1] durch
Px(B)=P(X€B)=P({weQ|X(w)eB}).
Ihr Erwartungswert ist gegeben durch
p=EX):= / X(w)dP = / rdPx.
Q R

Ist die Verteilung P x auf R kontinuierlich mit Dichte f:R — R>q, so gilt

E(X) = / x f(x)dz.

R

Ist P x diskret mit Wkten p(z) = P({w € Q| X(w) = = }), so gilt

E(X) = erm z p(x).

/\ Wir setzen hierzu absolute Integrierbarkeit / Summierbarkeit voraus!

Sei (Q, o7, P) ein WRaum und X : Q2 — R eine Zufallsvariable.
Sei E(|X|) < oo, so dass der Erwartungswert © = E(X) existiert.
Das (absolute, zentrierte) n—te Moment von X ist gegeben durch

pM(X) = E[|IX — pl"].
Fall n = 2: Die Varianz von X ist die mittlere quadratische Abweichung
o*(X)=V(X):=E[(X — p)*] = E(X?) —E(X)*>0.

Die Streuung oder Standardabweichung ist o(X) := /V(X).
Nach Chebychev gelten folgende Abschatzungen fir alle i, k > 0:

1 1
P{]X—M\Zka}gﬁ, P{u—ka<X<u+ka}21—?,
1 A(hk — 1)

P[X> }<7, P[ —ho< X k]>7
>u+ko| < e 7 o< X< pu+ko|l> (h 72

© Kennen Sie nur 1 und o, so sind diese Ungleichungen optimal.
Die Wkt groBer Abweichungen fallt mindestens quadratisch, mit 1/&2.

7623

Unabhangige Zufallsvariablen Fazit
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Das Gesetz der gro3en Zahlen Fazit

Eine Familie X = (X, ...
(stochastisch) unabhéangig, wenn fir alle Intervalle I, ..

, Xn) von Zufallsvariablen Xj, : Q2 — R heif3t
LI, CRgilt

P(Xieh, ..., Xp,e€l,)=P(Xy€) --P(X, €l,).
Die gemeinsame Verteilung von X, ..., X,, ist dann das Produktmaf3
Px=Px,, x,)=Px,® - ®Px,.
Sind Px,,...,Px, auf R kontinuierliche WMaBe mit Dichten fi, ..., fx,

so ist auch das Produktmaf3 P x auf R™ kontinuierlich, mit Produktdichte
f(mlv s 7xn) = fl(xl) te fn(xn)
Erwartungen unabhangiger Zufallsvariablen X, Y multiplizieren sich:
EX Y)=EX)- -E(®Y)

Ihre Kovarianz Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) verschwindet somit.
Varianzen unabhangiger Zufallsvariablen X, Y addieren sich:

VX+Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y)
/\ Fir abhangige Zufallsvariablen gilt dies im Allgemeinen nicht!

Eine Messung / ein Experiment entspricht einer Zufallsvariablen
X :Q — R mit Erwartung 1 = E(X) und Varianz 02 = V(X) < oo.

Wir fihren unabhangige Wiederholungen X, X5, X3, ... durch.
Aus diesen Messwerten bilden wir den empirischen Mittelwert

X::%(X1+---+Xn).

Es gilt E(X) = 1 und dank Unabhangigkeit zudem V(X) = o?/n.
Mit zunehmendem n streut X immer weniger, denn & = o/v/n— 0.
Der Mittelwert X nahert sich dem Erwartungswert p: Fir jedes € > 0 gilt

2
P[!X—M\Zs} < 2o N o

n g2

Dieser Grenzwert besagt in Worten: GroBe Abweichungen | X — p| > ¢
werden beliebig unwahrscheinlich, wenn wir n hinreichend gro3 wahlen.
In praktischen Anwendungen mdchte man n nicht allzu grof3 wahlen,
denn wiederholte Messungen sind teuer. Wir brauchen daher bessere
Schranken fiir die Abweichung P(|X — | > ¢). Diese liefert der ZGS!




Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)
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Fazit
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Konfidenzintervalle Fazit

Der ZGS besagt: Die Summe S = X, + - - - + X,, vieler unabhangiger
aber ahnlich groBer Zufallsvariablen ist anndhernd normalverteilt.

Sei (2, o7, P) ein WRaum und X1, X5, X3, ..

1 endlichen Erwartungen
2 strikt positiven Varianzen

Die Summe S = X; +--- + X, hatdie Erwartung pu = p1 + - - - + pn
und die Varianz 02 = 0? + --- + 02. Es gilt Ps ~ N(u, 0?), genauer:

. : 2 — R unabhangig mit
pr = E(Xy) dank E(|X%|) < oo,
o2 = B(Xe — i) > 03 > 0,

8 beschrankten dritten Momenten 3 = E(| X, — ui|?) < pp < oo.

Pla<S<b) = /

(b—p)/o o—€2/2

(a—p)/o

dé + 6

und fiir den Approximationsfehler ¢ gilt die allgemeine Schranke

Pt sl

0]

o3v/n

— (oA oR)

. 0.

Der lokale Grenzwertsatz V3A ist spezieller, dabei aber auch praziser.

In der Praxis ist folgende Anwendung des ZGS besonders wichtig:
Als Stichprobe fur X flhren wir n unabhangige Messungen aus.
Aus den so gewonnenen Messwerten x4, ..., x, € R berechnen wir

: : 1o
den Stichprobenmittelwert & := — "z,
"=

1 n
. - - ,\2 L ~ 2
die Stichprobenvarianz 6= — > (k- )%,
k=1
das 20-Konfidenzintervall I [m 2 o T+2 o ]
o— =|z-2— — |
? NG NG

Flr groBe n gilt: Bei 95% aller Stichproben Uberdeckt das 20—Intervall I
den (konstanten aber uns unbekannten) Erwartungswert 1 = E(X).
Noch strenger: Bei 99% aller Stichproben tberdeckt das 3o—Intervall I3
den (konstanten aber uns unbekannten) Erwartungswert © = E(X).
Der Nenner /n bedeutet: Fiir doppelte Genauigkeit braucht man eine
viermal gréBere Stichprobe, fir zehnfache Genauigkeit eine 100mal
gréBere Stichprobe. Das ist Fluch und Segen der gro3en Zahlen!

Verstandnisfragen: Zufallsvariablen
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Fazit
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Verstandnisfragen: zentraler Grenzwertsatz Fazit

Versuchen Sie, folgende Fragen frei aber genau zu beantworten,
etwa so, wie Sie dies einer Kommiliton:in / Kolleg:in erkldren wollen.

Was ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (£2, <7, P)? Was ist hierauf eine
(reelle) Zufallsvariable X ? Was ist ihre Verteilung P x im Bildraum R?
Erinnerung: Wann ist (2, &7, P) diskret? endlich? laplacesch?

Wie berechnet man den Erwartungswert 1 = E(X)? bei diskreter
Verteilung? bei kontinuierlicher Verteilung? Wie berechnet man die
Varianz 0? = V(X) und Streuung ¢? Was sind die Momente von X ?

Nennen Sie wichtige Verteilungen und ihre Anwendungen.
Was sind ihre KenngréBen 1 und o? Wie berechnet man sie?
Wie verhalten sie sich bei einer affinen Skalierung Y = a X + b7

Wie lauten und was besagen die Ungleichungen von Chebychev?
Wann lassen sie sich anwenden, was muss man hierzu wissen?

Gibt es genauere Ungleichungen, wenn man die Verteilung kennt?
Was gilt fir die Normalverteilung? Was besagt die 68—95-99—-Regel?

Wann sind zwei Zufallsvariablen X, Y unabhangig? Wann sind die
Indikatorfunktionen 14,15 zweier Ereignisse A, B C 2 unabhangig?
Kennen Sie weitere Beispiele von un/abhangigen Zufallsvariablen?

Giltstets E(X +Y) =E(X)+ E(Y)?und E(X - Y) = E(X) - E(Y)?
und V(X +Y) = V(X) + V(X)? Was gilt bei Unabh&ngigkeit?

Was sind Erwartungswert und Varianz fir B(1,t¢)? Wie kann man
hieraus mihelos Erwartungswert und Varianz von B(n,t) ablesen?

Was besagt das Gesetz der groBen Zahlen? Wie kann man Wkten /
Erwartungswerte empirisch messen? Wie schnell ist die Konvergenz?

Was besagt der zentrale Grenzwertsatz? Welche drei Voraussetzungen
braucht, welche Schlussfolgerung gewinnt man? Wie schnell ist die
Konvergenz? Was ist gleich / anders beim lokalen Grenzwertsatz?

Wie berechnet man Stichprobenmittelwert und -Varianz?
Wie bestimmt man hieraus das Konfidenzintervall der Stichprobe?
Wie liegt es zum (gesuchten aber unbekannten) Erwartungswert?
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Weise Worte zum guten Ausgang eqanzng| | \Weise Worte zum guten Ausgang Erganzung
La bétise n’est pas mon fort.
[Dummbeit ist nicht meine Stérke.] Why waste time learning,
(Paul Valéry, 1871-1945) when ignorance is instantaneous?
(Hobbes, 1985-1995)
Monsieur Cauchy annonce, que, pour se conformer au veeu du Conseil,
il ne s’attachera plus a donner, comme il a fait jusqu’a présent, Mathematik lernen Sie nicht durch Zuschauen flllel’”;
des démonstrations parfaitement rigoureuse. sondern durch eigene Arbeit und regelmdifsige Ubung!
(Conseil d’instruction de 1’Ecole Polytechnique, 1825) Klavierspielen lernen Sie ja auch nicht
durch den Besuch von Konzerten.
(nach Carl Runge, 1856-1927)
Je dois dire qu’il n’y avait pas un cours de Lebesgue
ou I’on ne riait pas d’une manieére infiniment agréable.
Je soupconne méme qu’au moins le tiers des gens If you stop at general math,
venait au cours de Lebesgue pour s’amuser. you're only going to make general math money.
C’était infiniment intéressant, infiniment profond. (Snoop Dogg, 1971-)
(Szolem Mandelbrojt, 1899—-1983, Souvenirs a bdtons rompus)
. 7631 . 7632
Weise Worte zum guten Ausgang eganzung| | WWeise Worte zum guten Ausgang Erganzung

While physics and mathematics may tell us how the universe began,
they are not much use in predicting human behavior because
there are far too many equations to solve. I'm no better
than anyone else at understanding what makes people tick.
(Stephen Hawking, 1942-2018)

Es gibt drei Moglichkeiten, klug zu handeln:
1. Durch Nachahmen — Das ist die leichteste.
2. Durch Nachdenken — Das ist die edelste.
3. Durch Erfahrung — Das ist die bitterste.

Erklire es mir, und ich werde es vergessen.
Zeige es mir, und ich werde mich erinnern.
Lass es mich tun, und ich werde es verstehen.
(Konfuzius, 551-497 v.Chr.)

It was the best of times, it was the worst of times,
it was the age of wisdom, it was the age of foolishness,
it was the epoch of belief, it was the epoch of incredulity,
it was the season of Light, it was the season of Darkness,
it was the spring of hope, it was the winter of despair.
(Charles Dickens, 1812-1870, A Tale of Two Cities, 1859)

Manches sagt ich, mehr noch wollt ich,
liefie zur Rede Raum das Geschick.
Die Stimme weicht, Wunden schwellen:
Wahres sprach ich; will nun enden.
(Edda, das dritte Lied von Sigurd dem Fafnirstodter)

Prophetische Rede verachtet nicht.
Alles aber priifet, das Gute behaltet.
(Die Bibel, 1. Thessalonicher 5, 20-21)
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