Prof. Dr. Michael Eisermann . Hoéhere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel T

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Statistical thinking will one day be as necessary
for efficient citizenship as the ability to read or write.

H.G. Wells (1866-1946)

Les questions les plus importantes de la vie ne sont en effet,
pour la plupart, que des problemes de probabilité.
Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

So you’re telling me it is a matter of probability and odds;
1 was worried there was some chance involved.

Vesper Lynd zu James Bond im Film Casino Royale (2006)
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Ziele der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Uberblick

Ziele der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Unser Ziel sind rationale Entscheidungen unter Unsicherheit.
@ Experimente unter Einfluss von Zuféllen
@ Prozesse mit unsicherem Ausgang

That’s life: Fast alles im Leben ist ein Wahrscheinlichkeitsexperiment!
Wir wollen nachvollziehbar begriindete, quantitative Aussagen.

@ Ungenauigkeit von Messungen, Konfidenzintervalle, ...

@ Ausfallwahrscheinlichkeit, Lebensdauer von Bauteilen, ...

@ Risikomanagement: Unfalle, Sicherheit, Versicherung, ...

@ Glucksspiele: Lotto, Roulette, Poker, Aktienbérse, Klausur, . ..
Ingenieur:innen missen Risiken abschatzen, minimieren, verkaufen bzw.
Chancen berechnen, maximieren, kaufen. Dazu dient die Stochastik!

(11 Literatur: H.-O. Georgii: Stochastik. De Gruyter 2009

E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics. Wiley 2010
U.Krengel: Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie. Vieweg 2005
W. Feller: Probability Theory and Its Applications. Wiley 1950-1971

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beginnt im 17. Jh. mit Rechnungen zu Gliicksspielen.
Heutzutage wird sie iiberall eingesetzt, von der Wettervorhersage bis zur Industrieproduktion und
klinischen Tests neuer Medikamente. In ihrer Bedeutung fiir den Alltag kommt sie wohl gleich
nach Grundrechenarten und Dreisatz. Ich mochte wetten, Wahrscheinlichkeitsrechnung wird von
Otto Normalbiirger (m/w/d) vielhundertmal héufiger bendtigt, gar genutzt, als die sagenhafte
Mitternachtsformel! Das hiingt natiirlich davon ab, was Otto im Alltag oder Beruf so tut. ..

Viele Vorginge haben unsicheren Ausgang; stochastische Argumente sind daher unausweichlich.
Leider erschreckend hiufig werden aber selbst einfache Fragen falsch behandelt — manchmal mit
katastrophalen Folgen. Damit es Ihnen nicht so, sondern besser ergeht, sollen Sie hier mit (einer
homgopathischen Dosis) Wahrscheinlichkeitsrechnung geimpft werden. Zu Experten werden Sie
dadurch noch nicht, aber die Grundregeln miissen Sie kennen und fehlerfrei anwenden konnen.

Statt Wahrscheinlichkeitsrechnung spricht man gleichbedeutend von Wahrscheinlichkeitstheorie:
Auf Grundlage eines geeigneten Modells (eines Wahrscheinlichkeitsraums wie unten erklirt)
erlaubt sie die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten zu den betrachteten Ereignissen.

Ihr Gegenstiick ist die Statistik, also die Analyse empirischer Daten (Messwerte, Beobachtungen).
Diese versucht, moglichst verldssliche Daten zu erheben und daraus relevante Informationen zu
extrahieren, insbesondere um ein geeignetes Modell zu finden, zu testen oder zu kalibrieren.

WrTheorie und Statistik ergéinzen sich demnach. Beide fasst man im deutschsprachigen Raum
unter dem Oberbegriff Stochastik zusammen, von altgriechisch otoydZopoun [stochazomai]
‘zielen, vermuten, erraten’, auch otoyaotixdg [stochastikos] ‘scharfsinnig’.
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Typische Anwendung: Ausfallwahrscheinlichkeit Ausblick
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Typische Anwendung: Chancen beim Gliicksspiel Auslick

Aufgabe: Drei unabhéngige Bauteile haben Ausfallwkten 0.3, 0.4, 0.5.
(0) Mit welcher Wkt fallt mindestens ein Teil aus? (1) Genau 0, 1, 2, 3?
(2) Wenn nur genau ein Teil ausfallt, mit welcher Wkt ist es A, B, C'?
(3) Konstruieren Sie als Modell hierfur explizit einen WRaum (2, P).
Techniken: Rechenregeln fir WRaume, bedingte Wkt, Bayes.
Ldésung ab Seite T409: Die Wkten in (1) sind 0.21, 0.44, 0.29, 0.06.

Aus der Presse: ,In 14000 Reaktorjahren sind 4 Unfélle der héchsten
Stufe aufgetreten. Demnach tritt bei 143 europaischen Reaktoren in 30
Jahren ein solcher Unfall mit Wahrscheinlichkeit von Gber 100% auf.”
Aufgabe: Was ist hieran falsch? Welche Rechnung waére richtig?
Techniken: Ausfallwkt (exakt), Poisson—Verteilung (gute N&herung).
Losung ab Seite U109: Die Wkt ist mit £ 70% erschreckend hoch.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat viele praktische Anwendungen!

lhre Urspriinge liegen im Gllcksspiel. Eines der ersten Probleme war

die gerechte Teilung bei vorzeitigem Spielabbruch. Konkretes Beispiel:
+u . e

Zwei gleich starke Teams
spielen Tischkicker bis 10.
Aufgabe: Wie stehen die
Chancen bei 9:8?bei4:7?
Lésung ab Seite T441:

(@) 75 : 25 (leicht) bzw.

(b) 14.5 : 85.5 (knifflig)

Aufgabe: Sie wiederholen 400 mal unabhéngig ein Experiment mit
Trefferwkt 20%. Mit welcher Wkt erhalten Sie 60 bis 90 Treffer?
Techniken: Erwartung und Varianz, Binomialverteilung (exakt),
lokaler Grenzwertsatz (gute Naherung), Chebychev (Abschatzung).
Loésung ab Seite V317: Die gesuchte Wkt betragt recht genau 90%.
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Ausblick

Typische Anwendung: Gesetze der gro3en Zahlen
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Ausblick

Gewahlte Themen und bendtigte Techniken

In der Praxis ist nichts exakt. Jede Messung X ist zufélligen Stérungen
unterworfen, wiederholte Messwerte schwanken um den Erwartungswert
1 mit Streuung o > 0. Ingenieur:innen missen sorgsam und sachgerecht
mit Messfehlern umgehen: Konfidenzintervalle, Fehlerrechnung, etc.
Beispiel: Sie flihren n = 400 unabhéngige Messungen X3, X, ..., X400
durch und erhalten Messwerte x1, 23, . . ., x400. Sie schatzen p durch den
Stichprobenmittelwert: & := = "z, =" 575
" ;
k=1
Die Streuung von X schétzen Sie (dank der Stichprobe) auf o ~ 10.
Wie genau ist #? Wo liegt vermutlich der wahre Erwartungswert p?

I =[57,58], Iy=1[56.5,585], I3=1[56,59], Iy=[57.5+k0.5]

Aufgabe: Welches Intervall I;, iberdeckt den Erwartungswert o mit
Sicherheit . > 95% bzw. o > 99%7? Lésung: Es genligen I, bzw. I3!

Techniken: Erwartung und Varianz, Chebychev (Abschatzung, T337),
genauer Normalverteilung und lokaler/zentraler Grenzwertsatz (W201).

Diese Aufgaben nenne ich stellvertretend flir unsere vier Kapitel Gber
Wabhrscheinlichkeitsrechnung. Meine Auswahl der Themen (in Breite und
Tiefe) ist naturgeman ein Kompromiss: Fiir den einen ist es schon zuviel,
fir die andere noch lange nicht genug. lhr Bedarf hangt ganz davon ab,
womit Sie sich beschéftigen. Ich will und kann nur einen Einstieg bieten,
damit Sie diese wichtigen Techniken je nach Bedarf vertiefen kénnen.

Wenn Sie das alles schon aus der Schule kennen und beherrschen,
dann kénnen Sie die folgenden Kapitel als Wiederholung genief3en.
Vermutlich ist aber flr die meisten viel Neues und Schénes dabei.

Welche mathematischen Grundlagen und Techniken bendtigen wir?
Die Anfénge der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie hier dargelegt,
erfordern vor allem begriffliche Prézision (Ereignisse und WMaBe),
sind aber technisch noch leicht (Reihen, Kombinatorik). Kontinuierliche
Verteilungen, wie die Normalverteilung, erfordern zudem Integration.
Uberall niitzlich sind Grenzwerte und N&herungen, wie Stirling—Formel
oder Taylor—Entwicklung. Den zentralen Grenzwertsatz W1D schlieBlich
kdnnen wir mit der Fourier—Transformation schmerzfrei nachrechnen.
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Statistik der ersten 6385 Lottoziehungen, vom 09.10.1955 bis 08.01.2025. ,,Die Ziehung der
Zahlen hingt allein vom Zufall ab. Die statistische Hdufigkeit der gezogenen Zahlen hat keinen
Einfluss auf die Ziehungswahrscheinlichkeit. Alle Zahlen sollten gleich wahrscheinlich sein.
Sind sie es wirklich? Jedes Modell ist eine Annahme und sollte kritisch iiberpriift werden.

Realitat / Anwendung

Konkrete Anwendung bendtigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Zahlen beherrschen sogar das Feuer, erklarte Fourier 1822 stolz in seinem berithmten Zitat.
Kann Mathematik selbst den Zufall zihmen?, fragte Hilbert 1900 in seinem Vortrag den Kongress,
und 1933 antwortete Kolmogorov: Erfreulicherweise ja! Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
ist eine fundamentale Errungenschaft des menschlichen Geistes und wird iiberall erfolgreich
angewendet. Diese segensreiche Kulturtechnik wollen wir verstehen und nutzen lernen.
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Diese (plausiblen, aber idealisierten) Wahrscheinlichkeiten bilden das stochastische Modell.
4 4 Es handelt sich um eine Abstraktion, also theoretische Werte. Hiervon zu unterscheiden sind
1 2 3 5 6 1 2 3 5 6 die empirischen relativen Hdufigkeiten: Diese werden bei n-maliger Durchfiihrungen des
Wie sollen Sie mit etwas rechnen, wie dem Zufall, das prinzipiell unberechenbar scheint? Experiments beobachtet. Fiir n — oo nihern sie sich den Wahrscheinlichkeiten an.
Das empirische Gesetz der groBen Zahlen ist folgende Erfahrungstatsache: Bei hiufiger Satz T3J prizisiert und quantifiziert diese Aussage als Gesetz der grofien Zahlen.
unabhingiger Wiederholung n#hern sich die relativen Haufigkeiten einem Grenzwert an. Damit schlieBt sich ein erster Durchgang im obigen Modellierungskreislauf.
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Stochastisches Modell eines fairen Wiirfels

WKkt von Ergebnissen und Ereignissen

- Mogliche Ergebnisse sind die Zahlen 1,2, 3,4, 5, 6.
Annahme: Alle Ergebnisse sind gleich wahrscheinlich.

Das bedeutet anschaulich: Wenn Sie ,,sehr oft” wiirfeln, dann treten die
Ergebnisse 1,2, 3,4, 5, 6 gleich hiiufig auf, jedes also in 1/6 aller Fille.

U
Das ist zunichst eine Erfahrung, sodann eine empirische Beobachtung,
fiir unser theoretisches Modell ist es die grundlegende Annahme.

Abstraktion des Experiments zu einem mathematischen Modell (€2, p):
Die Menge Q = {1,2,3,4,5,6} umfasst alle mdglichen Ergebnisse.
Hierauf definiert p: Q@ — [0, 1] die Elementarwahrscheinlichkeiten:

p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = 3.

© In diesem Falle ist die Gleichverteilung plausibel aufgrund der Symmetrie des Wiirfels.
Dieses Modell besteht nicht aus empirischen Daten, sondern ist eine axiomatische Festlegung!
Wir fixieren damit prizise unsere Annahmen und leiten alle weiteren Rechnungen hieraus ab.

Wie konnen Sie das interpretieren? oder messen? Was bedeutet Wahrscheinlichkeit w € [0, 1]?
Vereinfacht gesagt: Bei hiufiger Wiederholung tritt das Ergebnis im Anteil w aller Fille ein.
Mit den notigen Werkzeugen konnen wir Wkten empirisch messen, siehe [V411], [V415], [W203,

Aufgabe: Sie wirfeln mit einem fairen Wirfel. Wie wahrscheinlich ist
das Ereignis A: gerade Zahl? B:mindestens 5?7 AN B: beides?

Losung: (1) Das Ereignis A = {2,4,6} C Q hat die Wahrscheinlichkeit
P(A) = P({2,4,6}) = p(2) + p(4) + p(6)
(2) Das Ereignis B = {5,6} C Q hat die Wahrscheinlichkeit
P(B) = P({5,6)) = p(5) + p(6) = § + § = §
(8) Die Schnittmenge AN B = {6} hat die Wahrscheinlichkeit
P(ANB)=P({6})=% = P(A)-PB)=1 1

Die Ereignisse A und B sind hier stochastisch unabhéngig.

=141, 1_1
=ststs=

Das Ereignis ,.gerade Zahl“ entspricht der Teilmenge A = {2, 4,6} C Q. Dieses Ereignis A tritt
genau dann ein, wenn ein Ergebnis w € A gewiirfelt wird. Interpretation der Wkt: Das Ereignis
A = {2,4, 6} tritt in der Hilfte aller Fille ein, das Ereignis B = {5, 6} nur in einem Drittel aller
Fille. Beide zusammen, also das Ereignis A N B = {6} tritt in einem Sechstel aller Fille ein.

© Unsere Rechnungen nutzen ausschlieBlich das zuvor festgelegte Modell eines fairen Wiirfels.
Ein gezinkter Wiirfel hat andere Wahrscheinlichkeiten, wie im nachfolgenden Beispiel illustriert.

T107

Stochastisches Modell eines gezinkten Wiirfels
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WKkt von Ergebnissen und Ereignissen

Man kann Wiirfel durch ungleiche Masse manipulieren (Bleieinlage).
Prézisionswiirfel sind daher transparent, um Betrug zu erschweren.

Prazisionswiirfel aus Kunststoff
Handgesagte Wiirfel aus Holz

Gleiche Wkten! Ungleiche Wkten?

Wir nehmen an, die Wahrscheinlichkeiten sind nicht gleich, sondern:
p(1) =0.15, p(2) =p(3) =p(4) =p(5) =0.16, p(6) =0.21

Dies ist ein anderes stochastisches Modell (§2, p) als die zuvor betrachtete Gleichverteilung!
Es besagt anschaulich: Wenn Sie ,,sehr oft* wiirfeln, dann tritt die Augenzahl 1 etwa in 15%
aller Fille auf, 2, 3,4, 5 jeweils etwa in 16% aller Fille, und 6 in etwa in 21% aller Fille.

Aufgabe: Sie wirfeln mit diesem gezinkten Wirfel. Wie wahrscheinlich
ist das Ereignis A: gerade Zahl? B: mindestens 5? AN B: beides?

Losung: (1) Das Ereignis A = {2,4,6} C Q hat die Wahrscheinlichkeit
P(A) = P({2,4,6}) = p(2) + p(4) + p(6) = 0.16 + 0.16 + 0.21 = 0.53.
(2) Das Ereignis B = {5,6} C Q hat die Wahrscheinlichkeit
P(B) =P({5,6}) = p(5) +
(3) Die Schnittmenge AN B = {6} hat die Wahrscheinlichkeit
P(ANB)=P({6}) =021 # P(A)-P(B)=0.1961.
In diesem Modell sind A und B stochastisch abhéangig.

p(6) = 0.16 + 0.21 = 0.37.

Interpretation: Das Ereignis A tritt in 53% aller Fille ein, und B tritt in 37% aller Fille ein.
Die Wahrscheinlichkeiten sind hier anders als beim fairen Wiirfel. Es handelt sich um zwei
verschiedene Modelle, die unterschiedliche Vorhersagen machen. Welches Modell in einem
konkreten Fall das ,richtige oder das ,,realistischere® ist, bleibt hierbei zunéchst noch offen.
Dazu muss man konkurrierende Modelle empirisch testen und das besser passende auswihlen.
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Erlauterung

Wie beschreiben wir Zufallsereignisse?

T110
Erinnerung

Grundmenge und Komplemente

Ziel: Geeignete Sprache zur Beschreibung von Zufallsereignissen.
@ Mdglichst klare und einfache, doch unmissverstandliche Notation
@ Bequem, flexibel und sicher anwendbar in konkreten Rechnungen
Hierfir bietet sich die universelle Sprache der Mengenlehre an!

Alle Ergebnisse fassen wir zur Ergebnismenge 2 zusammen.

Jedes Element w € Q nennen wir ein Ergebnis oder einen Ausgang.
Jede Teilmenge A C 2 nennen wir ein Ereignis. Wir vereinbaren dabei:
Das Ereignis A tritt genau dann ein, wenn ein Ergebnis w € A eintritt.

Beispiel Wiirfeln: Q = {1,2, 3,4, 5,6} besteht aus sechs Ergebnissen.
Das Ereignis ,gerade Zahl* entspricht der Teilmenge A = {2,4,6}.
Das Ereignis ,mindestens 5“ entspricht der Teilmenge B = {5,6}.
(Die Zusammenfassung als Menge ist eine Oder-Verknipfung.)

,Ergebnis” und ,Ereignis* klingen &hnlich, bedeuten aber verschiedenes:
Unterscheiden Sie beides sorgfaltig! Dann weil3 jede:r, was gemeint ist.
Wir unterscheiden insbesondere das Ergebnis w € Q2 als ein Element
von © und das Elementarereignis {w} C  als eine Teilmenge von Q.

Wir bezeichnen mit Q unsere Gesamtmenge, () ist die leere Menge.
Wir schreiben A C B, wenn jedes Element von A auch in B liegt.

Q QN A

D)) | D

Die Teilmenge aller Elemente mit einer Eigenschaft P schreiben wir
Qp={weQ|PWw)}.

Beispiel: Fir Q = {1,2,...,6} gilt { w € Q | w gerade } = {2,4,6}.
Das Komplement von A in Q ist Q2 ohne A" oder “nicht A“:

ONA=A={we|wg A}

Es besteht aus allen Elementen von €2, die nicht in A liegen.
Gebrauchliche Schreibweisen: @\ A =0qA=0A=A°=A=...

Schnitt und Vereinigung emenng| | ScChnitt und Vereinigung Exinmarung
Q Q Die Vereinigung einer endlichen Familie von Mengen:
UAk=4uaudu---uA4,
k=0
Vereinigung einer (abzahlbar) unendlichen Familie:
Die Schnittmenge ,A und B ist > L .
AmB—{weQ|weAundweB} UAk:{w|weAk-furmmd.elnkEN}
- : k=0
Sie besteht aus den Elementen, die sowohl in A als auch in B liegen. Die Schnittmenge einer endlichen Familie von Mengen:
Die Vereinigung ,,A oder B* ist n
AUB={weQ|weAoderwe B}. (N Ae=A0nAina,n--n4,
k=0
Sie besteht aus den Elementen, die in A oder B liegen (oder in beiden). . . . . .
ZI M UA B heiBen disi Il(t I 1 BI g@ 'it in beiden) Schnittmenge einer (abzéhlbar) unendlichen Familie:
wei Mengen A, B hei3en disjunkt, wenn AN B = 0 gilt. .
In diesem Fall erhalten wir die disjunkte Vereinigung: ﬂ Ap={w ‘ we Ay firalle ke N}
AUB:=AUB mit AnB=0. k=0
Restmenge und symmetrische Differenz Ecimoning Rechenregeln fir Vereinigung U und Schnitt N Evimonng
Satz T1A: Rechenregeln fir Vereinigung U und Schnitt N
Q Q Folgende niitzliche Rechenregeln gelten fir alle A, B,C' C
. Neutralitat, Absorbtion, Idempotenz, Komplemente:
AUub=A, AuQ=Q, AUA=A4, AUA=Q
ANQ=4, Anp=0, AnNA=A, AnAd=90
Die Restmenge , B ohne A" ist Kommutativitat:
B NA={weB|w¢A}. AUB=BUA, ANB=BnA
Sie besteht aus allen Elementen, die zwar in B nicht aber in A liegen. Assoziativitat:
Die symmetrische Differenz ,.entweder A oder B“ ist AUBUC)=(AuB)UC, AN(BNC)=(AnB)NC
AnB:=(AUB)N (ANB) = (AN B)U(B N A). Distributivitat:
Sie besteht aus allen Elementen, die entweder in A oder in B liegen, AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
aber nicht in beiden zugleich! Wir nennen dies auch exklusives Oder. -
Ubung: lllustrieren und begriinden Sie sorgféltig jede dieser Regeln.
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Rechenregeln fiir Komplement und Restmenge

Erinnerung

Einfache Beispiele zu DeMorgan

Erinnerung

Satz T1B: Regeln von DeMorgan fiir Komplemente
Das Komplement einer Menge A in € ist definiert durch
A=Q~NA={weQ|lwgA}.
Es gilt @ = ¢ und § = Q sowie A = A. Fir die Restmenge gilt:
BNA=BnA
Fir je zwei Mengen A, B C Q gilt
AUB=AnB, AnB=AUB.
Allgemein: Fiir alle A, B,C C Q gilt

CN(AUB)=(C~A)N(C\B),
C~N(ANB)=(C~A)U(C\B).

Ubung: llustrieren und begriinden Sie sorgféltig jede dieser Regeln.

Wie zuvor sei Q = {1,2,3,4,5,6} sowie A = {2,4,6} und B = {5,6}.
Aufgabe: Flihren Sie an diesem Beispiel die DeMorgan—Regeln aus.
Lésung: Wir bestimmen Schnitt, Vereinigung und ihre Komplemente.
Das Komplement der Vereinigung ist der Schnitt der Komplemente:
AUB=1{2,4,5,6} ={1,3}
ANB={1,3,5}n{1,2,3,4} = {1,3}
Das Komplement des Schnittes ist die Vereinigung der Komplemente:
ANB={6} ={1,2,3,4,5}
AUB=1{1,3,5}U{1,2,3,4} = {1,2,3,4,5}

© Diese Rechenregeln sind sehr einfach, sehr haufig und sehr niitzlich.
Sie schitzen vor argerlichen Rechenfehlern und Trugschliissen!

/A\ Wir sehen insbesondere AUB # AUBund AN B # AnB.
Nutzen Sie die mathematische Notation mit Sinn und Verstand!
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Rechnen mit Ereignissen
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Erlauterung

Anwendungsbeispiel

Alle Ergebnisse fassen wir zur Ergebnismenge 2 zusammen. Jedes
Element w € Q hei3t Ergebnis. Jede Teilmenge A C 2 heif3t Ereignis.

Menge Bedeutung als Zufallsereignis

Q Das sichere Ereignis: €2 tritt immer ein.

0 Das unmdgliche Ereignis: ( tritt nie ein.
ACQ Das Ereignis A tritt ein bei jedem Ergebnis w € A.
QA Komplement: A = Q \ A tritt ein, wenn A nicht eintritt.
A C B Teilmenge: Immer wenn A eintritt, dann auch B.
B~ A Restmenge: Das Ereignis B tritt ein, aber nicht A.
AN B  Schnittmenge: Die Ereignisse A und B treten beide ein.
AUB  Das Ereignis A oder B tritt ein (evtl. auch beide).
AU B  Das Ereignis A oder B tritt ein, wobei AN B = ().
A A B  Entweder A oder B tritt ein (aber nicht beide).

Unser Ziel sind nachvollziehbar begriindete, quantitative Aussagen.
© Diese Notation erlaubt prazises Rechnen mit Zufallsereignissen.

Sie wiirfeln mit unserem gezinkten Wurfel, p: {1,2,3,4,5,6} — R mit
p(1)=0.15, p(2) =p(3) =p(4) =p(5) = 0.16, p(6)=0.21

Aufgabe: Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt unser gezinkter Wrfel
entweder eine gerade Zahl oder mindestens 57 (aber nicht beides!)

Lésung: Das Ereignis ,gerade Zahl ist die Teilmenge A = {2,4,6}.
Entsprechend ist das Ereignis ,mindestens 5“ die Teilmenge B = {5,6}.
+Entweder A oder B“ entspricht der symmetrischen Differenz:

AAB=(AUB)~(ANB)=1{2,4,5,6} ~ {6} = {2,4,5}.
Die Wkt berechnen wir durch Aufsummieren der Elementarwkten:

P(A A B) =p(2) +p(4) +p(5) = 0.16 + 0.16 + 0.16 = 0.48
Interpretation: Dieses Ereignis tritt in 48% aller Falle ein.

@ Bequeme Notation und préazises Rechnen mit Zufallsereignissen.
Ubersetzung von Prosa zur Formel und zurtick zur Interpretation.
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Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Definition T1c: diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung
Eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q ist eine Abbildung
Yweapw) = 1.

Siehe Definition A2H; hierbei hat p hdchstens abzahlbaren Trager.
Fur jedes Ereignis A C Q summieren sich die Elementarwkten:

P A= P(A) =3 capw)
Ein solches Paar (12, P) heiB3t diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

p:Q—=10,1] : w+ pw) mit

P : PB(Q) > [0,1]

Jedem Ergebnis w € Q wird seine Elementarwahrscheinlichkeit p(w) € [0, 1] zugeordnet
Beispiele: Fiir den fairen Wiirfel gilt p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = 1/6,

fiir unseren gezinkten p(1) = 0.15, p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = 0.16, p(ﬁ) =0.21.
Weitere typische Beispiele: Wir betrachten spiter die Verteilungen p: N — [0, 1] mit
Elementarwkten p(k) = (7)t*(1 — ¢)* oder p(k) = e *\*/k! oder p(k) = ¢" (1 — q).

Es handelt sich hierbei jeweils um die Binomialverteilung B(n, ¢) mitn € Nund ¢t € [0, 1],
die Poisson—Verteilung P(A) mit A > 0, und die geometrische Verteilung G(q) mit g € [0, 1].
Diese erfiillen p(k) > Ound }° ., p(w) = 1, wie gefordert. Versuchen Sie es als Ubung!

Es gilt die Normierung P(Q) = 1 sowie P(f) = 0. AuBerdem gilt
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
Bei disjunkter Vereinigung addieren sich die Wkten: Aus AN B = () folgt
P(AUB)=P(4)+P(B).
Per Induktion folgt aus paarweiser die endliche Additivitat:
P(A UA ... UA,) =P(A1) + P(A2) +- -+ P(4,)

Bei diskreten Wahrscheinlichkeiten gilt sogar allgemeine Additivitat:

P('—L‘e[ Ai) - ieIP(Ai)'
P({w}) fir jede Teiimenge A C Q.

Hier bedeutet | |, A; = (J; Ai mit A; N A; = 0 fiir i # j. Die Indexmenge I ist beliebig.
Siehe Definition A2H. Bei endlichem Wert ist der Triger abzéhlbar, wir haben also eine Reihe.
Fiir kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsraume nutzen wir spéter Integrale statt Summen.
Zudem beschrinken wir uns dann (aus unumginglichen technischen Griinden) auf hochstens
abzithlbare Vereinigungen. Einstweilen ist alles noch diskret und somit besonders einfach.

Insbesondere gilt P(A) = > .4
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Rechenregeln fir Wahrscheinlichkeitsmal3e e

Auch die Zuordnung A — P(A) wollen wir als Abbildung auffassen.
Wir fassen alle Ereignisse A C Q) zur Ereignismenge 7 zusammen.
Zur gegebenen Ergebnismenge (2 ist dies die Potenzmenge

o =POQ):={A|ACQ}.

Definition T1D: diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
Ein diskretes WMaB ist eine Abbildung P : 3(Q2) — [0, 1] fUr die gilt:
1 Normierung: Es gilt P(Q2) = 1 fur die Gesamtmenge €.
2 Additivitat: Es gilt P(A) = > ., P({w}) fir jedes A C Q.
Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P) besteht aus
@ einer (nicht-leeren) Menge €2 von mdglichen Ergebnissen und
@ einem diskreten WMaB P : 33(Q2) — [0, 1] wie oben erklart.

Diese einfache Definition fasst unsere bisherigen Uberlegungen zusammen. Sie ist ausreichend
flexibel fiir viele Anwendungen und legt einen prizisen und bequemen Sprachgebrauch fest.
Bei diskreten WRiumen ist P bestimmt durch die Elementarwkten p(w) := P({w}) firw € Q.
Neben diskreten werden wir spiter auch kontinuierliche WahrscheinlichkeitsmaBe kennenlernen.

0 Unmdgliches Ereignis:

1 Sicheres Ereignis:

2 Komplement:

\ P(Q~ A) =1-P(A) \

3 Monotonie:

‘AQB = P(A)SP(B)‘

4 Restmenge:

P(B~ A) = P(B) - P(BN A) ‘

5 Vereinigung:
\ P(AUB) = P(A) + P(B)
6 Disjunkte Vereinigung:
| P(AUB)=P(4)+P(B) dank ANB=0 |

—P(ANB) \
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Zweimaliger Wurf eines fairen Wirfels

Definition T1E: endlicher WRaum und Gleichverteilung

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) hei3t endlich,
wenn die Ergebnismenge Q endlich ist, und laplacesch,
wenn zudem alle Ergebnisse w € §2 gleich wahrscheinlich sind:

P((u}) = 7

Fur dieses Laplace-WahrscheinlichkeitsmaB auf €2 gilt daher

p _ |A|l _ Anzahl der Ergebnisse in A

Dies nennen wir auch die (diskrete, endliche) Gleichverteilung auf 2.

__ gunstige Ergebnisse
Anzahl aller Ergebnisse in @ = mégliche Ergebnisse”

Beispiel: Der Wurf eines fairen Wirfels ist ein Laplace—Experiment auf
Q={1,2,...,6}, der Wurf unseres gezinkten Wirfels hingegen nicht.
Roulette ist ein Laplace—Experiment auf der Menge Q@ = {0, 1,2,...,36};
hingegen sind hierbei {rot, schwarz, zéro} nicht gleichwahrscheinlich.

Aufgabe: Sie wirfeln zweimal. (1) Beschreiben Sie dies als WRaum.
Losung: Als Ergebnismenge haben wir

(LD, (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),

(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),

Q:{l 6}2: (3 1)7 (372)’ (373)7 (374)7 (375)7 (3’6)7
T (4.1), (42), (4,3), (44), (4,5), (4,6),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6),

(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

Wir nehmen an, beide Wiirfe seien gleichverteilt und unabhangig.
Es handelt sich demnach bei (€2, P) um ein Laplace—Experiment!

Aufgabe: (2) Welche Wkt hat die Augensumme 2,3,4,...,12?
Lésung: Wir untersuchen das Ereignis A, = ,Die Augensumme ist £.“

45 ={(1,1)}, P(As) = | As/[9) = 1/36
Az = {(172)7 (2, 1)}, P(A4;) = ‘AS‘/lﬂ‘ =2/36
Ay = {(173): (27 2)’ (37 1)}7 P(A4) = ‘A4V|Q‘ = 3/36
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Alle Ergebnisse (i, ) € {1,2,3,4,5,6}2 sind gleichwahrscheinlich,
die zugehoérigen Augensummen s = i + j hingegen nicht!

6/36

—

Wabhrscheinlichkeit
<

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Augensumme bei zwei unabhangigen Wiirfen

Bei dreimaligem Wirfeln sind alle Ergebnisse (i, j, k) € {1,2,3,4,5,6}3
gleichwahrscheinlich, die Augensummen s = i + j + k hingegen nicht!

0.05

Wahrscheinlichkeit

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Augensumme bei drei unabhangigen Wirfen
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Viermaliger Wurf eines fairen Wrfels
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Zehnmaliger Wurf eines fairen Wirfels

Die hier entstehende Glockenkurve wird uns noch viel niitzen:
Sie illustriert den zentralen Grenzwertsatz W1D, kurz ZGS.

e

0.05

Wahrscheinlichkeit

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Augensumme bei vier unabhangigen Wirfen

Kombinatorik (Kapitel U) und Asymptotik (Kapitel V & W): Hier entsteht in
immer besserer Naherung die gauBsche Glockenkurve! Das hilft!

0.07 ST
0.06
0.05 o -
0.04

0.03

Wahrscheinlichkeit

0.02

0.01

20 25 30 35 40 45 50
Augensumme bei zehn unabhangigen Wirfen
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Kombinatorik der Augensumme beim Wirfeln

Aufgabe: Auf wie viele Weisen erhalten Sie die Augensumme s bei
einmaligem Wirfeln? zweimaligem Wirfeln? dreimaligem Wurfeln?

Lésung: (1) Bei einmaligem Warfeln ist alles klar:

Augensumme s 1| 2| 3| 4 5| 6
Méglichkeiten ng| 1| 1| 1| 1| 1| 1

Die Wkt P(S=s) = 1/6 ist gleichverteit. Wir kodieren sie als Polynom

1 1 145 1 1, 14 — 7
Glz)= 22 4 2224 228 4 24 4 228 4 225 = 6?1 —Zz)'

6 6 6 6 6 6

(2) Bei zweimaligem Wiirfeln entspricht die Summe der Augenzahlen der
Faltung der Verteilung (1) mit sich selbst, als Polynom also G(z) - G(z):

Augensumme s 21 3] 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12
Mdoglichkeiten ng| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 5| 4| 3| 2| 1

Die Wkt ist jeweils P(S=s) = n;/62, also keine Gleichverteilung mehr!
Die Wkt ist am gréBten fur die Augensumme 7, und zwar mit Wkt 1/6.

(3) Bei dreimaligem Wirfeln missen wir die Rechnung gut organisieren.
Beispiel: Auf wie viele Weisen kann die Augensumme 10 entstehen?
JenacherstemWurf10=149=24+8=3+7=44+6=5+5=06+4,
dank voriger Tabelle also auf 4 + 5 + 6 + 5 + 4 + 3 = 27 Méglichkeiten
Die Wkt ist demnach P(S=10) = 27/6% = 1/8 = 0.125.

Nach diesem Schema berechnen wir die folgende Tabelle: Die Summe
der Augenzahlen entspricht der Faltung der Verteilungen (1) und (2).
(Hier kann eine Tabellenkalkulation helfen, zum Beispiel LibreOffice.)

Augensumme s | 3| 4| 5| 6] 7| 8 9/10/11|12|13|14|15|16|17|18
Méglichkeiten ns| 1| 3| 6|10|15|21|25|27|27|25|21|15/10| 6] 3| 1

Die Wkt ist jeweils P(S=s) = n,/6%, wie oben graphisch dargestellt.
Wie zu erwarten ist die Wkt am gréBten flr die mittleren Augensummen
10 und 11, und zwar jeweils mit Wkt 1/8. Jetzt kbnnen Sie’s ausrechnen!
© Als Polynom entspricht dies dem Produkt G(2)? = G(z) - G(z) - G(2).
Die Wkten lesen Sie als Koeffizienten von G(z)3 = 3, P(S=s) 2* ab.
Die Kodierung als erzeugende Funktion (U4D) ist elegant und effizient.
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Kombinatorik der Summe beim fairen Miinzwurf
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Kombinatorik der Summe beim fairen Minzwurf

Wiirfelexperimente sind schén anschaulich, die Rechnungen sind
nicht ganz banal und illustrieren bereits viele wichtige Ph&dnomene.

Minzwrfe sind wesentlich leichter und als Modell noch wichtiger:
Wir wiederholen ein Experiment n-mal und z&hlen die Treffer.
Aufgabe: Sie werfen n-mal eine faire Miinze: 0 = Kopf, 1 = Zahl.

Die Summe der Treffer bezeichnen wir mit S,, € {0,1,...,n}.

(1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(S,,=k) fur alle 0 < k < n.
(2) Berechnen Sie die erzeugende Funktion G, (z) = 3, P(S,=k) z*.
(3) Skizzieren Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Sy, Ss, S3, Sy, . . .

Lésung: (1) Fir unabhangig wiederholte faire Minzwirfe finden wir:

s (3)(2)

© Die Binomialverteilung (7)t*(1 —¢)"~* ist ein wichtiges Modell.
Wir werden sie in den n&chsten Kapiteln ausfiihrlich untersuchen.

(2) Wir finden das Polynom G, (2) = S1_o (1) (3)"2F = (L2 + L)n.

lon =20
min lon =40
0.15 lon =60
K i i
X~
<
Q L L
<= 0.10 o
< | |
<
5}
&2
<
2
0.05
0 HH =Al rr(( Mk HHHHF
10 20 30

Trefferzahl k bei insgesamt n Versuchen
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Haufig stehen Sie vor der Aufgabe, nach Eintritt eines Ereignisses B
auf die Wahrscheinlichkeit eines anderen Ereignisses A zu schlie3en.
Aufgabe: Angenommen, beim Wirfeln wurde nicht die 6 gewdirfelt.
Wie groB ist dann noch die Wahrscheinlichkeit einer geraden Zahl?
Losung: Wir setzen voraus, das Ereignis B = {1,2, 3,4, 5} tritt ein.
Zum Ereignis A = {2,4, 6} suchen wir die bedingte Wkt Pp(A).

Ergebnisw = | 1 213|415 |6
urspringliche Wkt P({w}) = | & | 2 | &+ | 2 | & | &
bedingte Wkt Pp({w})= | L | 2 | L | L | 1 ]o

Die gesuchte Wkt ist demnach Pp(A) = 15+ 1/5 = 2/5 = 40%.

Interpretation: Wir wirfeln sehr haufig und werten nur die Falle, die die
Bedingung B erflllen. In 2/5 dieser Falle erhalten wir eine gerade Zahl.
In den restlichen 3/5 dieser Falle erhalten wir eine ungerade Zahl.

Wie zuvor erklart, beginnen wir mit einem stochastischen Modell,

also einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) gemaf Definition T1C.

Definition T2A: bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei (2, P) ein WRaum und B C Q ein Ereignis mit P(B) > 0. Fir jedes

Ereignis A C Q definieren wir die Wkt von A unter der Bedingung B:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) = Pp(A) =

Beispiel: In der vorigen Aufgabe finden wir
P(ANB) P({2,4}) 2/6 2
P(A|B) = = _ o f
( | ) P(B) P({1,2,3,4,5}) 5/6 5
© Bequeme Notation und prazises Rechnen mit Zufallsereignissen.
© Die Rechnung ist meist leicht, die Interpretation erfordert Ubung.
© Die Definition T2a stellt eindeutig klar, was gemeint ist.

= 40%.
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Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten

T204

Baummodell und Pfadfinderregeln

Aufgabe: Ist P :B(22) — [0, 1] selbst ein (diskretes) WMaf3?
Lésung: Ja, P erfillt die beiden definierenden Eigenschaften (T1D):
(1) Normierung: Es qilt Pp(Q2) = P(Q2N B)/P(B) =P(B)/P(B) =1
(2) Additivitat: FUr jedes Ereignis A C 2 gilt

_ PAnB) > ,caP{{w}nB)
Pol) = "o~ T e
- Z M ZPB {w}).
weA
Gleiches gilt fiir (abzahlbare) disjunkte Vereinigungen A = | |;.; A;
_ P(ANB) Y P(AiNnB)
P = e - T R
A mB

SDILA LI, o ot

icl icl

Aus diesen beiden Eigenschaften folgen alle weiteren Rechenregeln.

P(ANB) = P(AB)P(B)
Produkteregel: Die Wkt jedes Blattes ist das Produkt der bedingten Wkten entlang des Pfades.
Summenregel: Die Wkt eines Ereignisses A ist die Summe der Wkten aller Pfade, die zu A

fithren. Implizite Voraussetzung: Diese Zerlegung muss ganz A iiberdecken und disjunkt sein!

Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit T8

Beispiel zur totalen Wahrscheinlichkeit e

Sei Q) = By U By U ... U By eine Zerlegung in disjunkte Ereignisse.
Das bedeutet, es gilt @ = B; UBo U --- U By mit B; N B; = () flir i # j.
Dies zerlegt jedes Ereignis A C 2 in disjunkte Teilmengen Ay = AN By:

B3
A=(ANB)UANDBy)U...U(ANDBy)
Hieraus folgt die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:
= Yk P(ANBy) = Y4, P(AIBy) P(By)

Diese Formel entspricht dem Baumdiagramm fir Q = B; LU By Ul ... U By.
© Sie gilt sogar fur P(By) = 0, wobei wir P(A|B;)P(B},) = 0 setzen.
© Strategie: Zerlegung des Problems in einfachere Teilprobleme!

20000

Aufgabe: Aus einer Urne mit zwei roten und drei schwarzen Kugeln

ziehen wir nacheinander zuféllig zwei Kugeln, P: ohne Zuriicklegen,

Q: mit Zurticklegen. Mit welcher Wkt haben beide die gleiche Farbe?
Losung: Sei G = {Beide Kugeln haben die gleiche Farbe} sowie

R = {Die erste ist rot} und S = {Die erste ist schwarz}. Wir wissen:

Q= RUS, P(R) - % P(S) = g P(G|R) = i @s) =2,
P(G) =P(G|R)P(R) + P(G|S)P(S) = i . % + % : % = % = %,
Q(G) = QUGIR) QR + QG Q(S) = 5 -2+ 22 = 2

© Schén und niitzlich: klare Sprache und effiziente Rechenregeln.
Bedingte Wkten strukturieren und vereinfachen die Rechnung!

T207

Die Formel von Bayes: Es lebe der Dreisatz!

. T208
Die Formel von Bayes: Zusammenfassung

Erinnerung: Fur alle Ereignisse A, B C Q@ mit P(A),P(B) > 0 gilt

P(A|B)P(B) = %;)B’ P(B) = P(ANB),

e I YU

Durch Umstellen gewinnen wir hieraus die Formel von Bayes:
P(B|A) = %ﬂjw)

© Dies erlaubt das ,Umkehren von Bedingung und Schlussfolgerung®,
zwar nicht im kausalen Sinne, aber immerhin im stochastischen Sinne.

© Typische Anwendung: Wir kennen die Wkten P(A) und P(B),
die Bestimmung von P(A|B) ist leicht, aber gesucht ist P(B|A).

/\ Um durch P(A) zu dividieren, missen wir P(A) > 0 voraussetzen.
Die Formel gilt auch fir P(B) = 0; wir setzen dann P(A|B)P(B) = 0.
© Anschaulich in obiger Graphik zu A = (AN By)U--- U (AN By).

Soweit ist alles klar und einfach, die Formel von Bayes ist sehr leicht.
In vielen Anwendungen entfaltet sie eine enorme Durchschlagskraft.

Satz T2B: Thomas Bayes (1701-1761), posthum 1763
Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Q = By LU By U ... U By

eine Zerlegung, also Q@ = By UBy U --- U By mit B; N B; = 0 fir i # j.

(1) Fur alle A C Q gilt die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

) = Yiei P(ANBY) = Y4 P(A[B) P(By)

(2) Im Falle P(A) > 0 gilt zudem die Formel von Bayes:

P(AB)P(B) _ P(A|B;) P(Bi)
B Y ko1 P(AIBy) P(By)

\ P4

P(Bi|A) =

© Alles gilt wértlich genauso fiir abzéhlbare Zerlegungen, also ¢ = co
© Bequeme Notation und prézises Rechnen mit Zufallsereigpissen.
/\ Die Rechnung ist meist leicht, die Interpretation erfordert Ubung.
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Anwendungsbeispiel: Bestehen von Prifungen

X Y

909

Urne X: 4 rote und 6 schwarze; Urne Y': 4 rote und 1 schwarze Kugel.
Wir wahlen zuféllig eine Urne X, Y und ziehen daraus eine Kugel.
Aufgabe: (1) Welche Wkt hat das Ereignis R = {rote Kugel}?
4 1 41 1 2
102752 55 5
(2) Es wurde eine rote Kugel gezogen. Mit welcher Wkt aus Urne X ?

P(X|R) = % 1

3

P(R)=P(RIX)P(X)+P(R|Y)P(Y)

3/ 3

© Die Rechnung ist Routine, doch die Interpretation erfordert Ubung.

Zu einer Prifung treten drei Typen von Teilnehmer:innen an:
Typ A: 10% sind gut vorbereitet und haben Erfolgswkt 100%.
Typ B: 50% sind etwas vorbereitet und haben Erfolgswkt 60%.
Typ C: 40% sind schlecht vorbereitet und haben Erfolgswkt 25%.

Aufgabe: (1) Wie grof3 ist der Anteil erfolgreicher Teilnehmer:innen E?
(2) Wie grof3 ist darunter jeweils der Anteil der Typen A, B,C?

Lésung: (0) Die Gesamtmenge wird disjunkt zerlegtin @ = AU B U C.
(1) Nach der Formel fur die totale Wahrscheinlichkeit (T2B) erhalten wir:

P(E) = P(E|A)P(A)+P(E|B)P(B)+P(E|C)P(C)
=10-01+06-054+025-04 = 014+03+0.1 = 05
(2) Nach Bayes (T2B) berechnen wir hieraus folgende Verteilung auf E:

P(A|E) = P(E|A)P(A)/P(E) = 0.1/0.5 = 0.2
P(B|E) = P(E|B)P(B)/P(E) = 0.3/05 = 0.6
P(C|E) = P(E|C)P(C)/P(E) = 0.1/0.5 = 0.2

Die Verteilung andert sich von (10, 50,40) auf Q zu (20, 60, 20) auf E.
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Anwendungsbeispiel: Test auf eine Krankheit
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Anwendungsbeispiel: Test auf eine Krankheit

Eine bestimmte Krankheit tritt bei 2% aller Personen (zufallig) auf.
Sie erfordert friihzeitige Erkennung und geeignete MaBnahmen.

Ein Testverfahren fiir diese Krankheit liefert ein positives Ergebnis
bei 98% aller kranken, aber auch bei 6% aller gesunden Personen.

Aufgabe: Mit welcher Wkt ist eine positiv getestete Person krank?
Lésung: (0) Fur das Ereignis K = {krank} wissen wir P(K) = 0.02.
Fur P = {positiver Test} gilt P(P|K) = 0.98 und P(P|K) = 0.06.
(1) Aus diesen Daten folgt zunachst die totale Wahrscheinlichkeit
P(P) = P(P|K)P(K)+P(P|K)P(K)
= 0.98-0.02+0.06-0.98 = 0.0196 + 0.0588 = 0.0784 ~ 8%
(2) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(K|P) erhalten wir mit Bayes:

P(P|K)P(K) _ 0.0196
P(P) T 0.0784

P(K|P) = = 025 = 25%

Komplementér P(K|P) = 75%. In diesem Beispiel ist eine positiv
getestete Person mit groBerer Wahrscheinlichkeit gesund als krank!

2% krank 98% gesund

I'| Wissen macht Ah! Unwissen macht Aua! Unkenntnis flhrt zu
Fehleinschatzung, schlimmer: zu Fehlentscheidungen.

Ist unser Ergebnis plausibel? Naiv halten Sie den Test fiir
zuverlassig und vertrauen dem Testergebnis. Das Problem
ist hier, dass die Krankheit eher selten ist; die allermeisten
der getesteten Personen sind gesund, und hier hat der Test
leider eine recht hohe Falsch-Positiv-Rate. Falsch-positive
Testergebnisse kommen daher recht haufig vor.

Diese qualitative Voriiberlegung erklart das Problem sehr
| schén anschaulich. Unsere Rechnung liefert zudem eine
quantitative Aussage. Obwohl die Krankheit mit 2% recht
selten ist, werden etwa 8% aller Personen positiv getestet:
| Von den 98% gesunden werden 6% falsch positiv getestet!

Ein positiver Test ist daher nur ein erstes Indiz, dass die
Krankheit vorliegen kénnte: Die Wahrscheinlichkeit, krank
zu sein, steigt von 2% vor dem Test auf 25% nach einem
positiven Test. Entsprechend sinkt die Wahrscheinlichkeit,
gesund zu sein, von 98% vor dem Test auf 75% nach einem
positiven Test. Daher wird eine Arzt:in méglichst versuchen,
den Verdacht durch weitere, unabhéngige (und genauere)
Untersuchungen zu erhérten oder auszuraumen.

Richtig-Negativ-Rate

Tests: 94

Spezifitat des

% = Richtig
T

Sensitivitat des Tests: 98

5.88% gesund und positiv
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Das Ziegenproblem: anschauliche Erklarung

Bei der Spielshow Let’s make a deal wahlt die Kandidatin zwischen drei
Turen: Hinter einer ist ein Auto, hinter den beiden anderen sind Ziegen.

1 2 3

Die Kandidatin wahlt eine Tir. Der Showmaster weif3, was hinter den
Turen ist, und 6ffnet eine der beiden anderen Tlren, immer mit Ziege.
Er bietet der Kandidatin nun die Méglichkeit noch einmal zu wechseln.

Aufgabe: Ist es vorteilhaft, die Tir zu wechseln?
Antwort: Unglaublich, aber wahr: Ja! Es lohnt sich, zu wechseln!

Dies ist ein berihmtes Problem, zunachst paradox, dann lehrreich.
Hierzu bieten sich drei Erklarungen: (1) Anschaulich. (2) Experimentell.
(3) Ausfiihrlich mit Bayes (Satz T2B). Versuchen Sie moglichst alle drei!

(1) Anschauliche Darstellung der Wahrscheinlichkeiten: Die Kandidatin
wahlt Tur 1, diese hat Gewinnwkt 1/3, die beiden anderen zusammen 2/3.
Das bleibt auch so, nachdem der Moderator die/eine Ziegentur 6ffnet.

1/3 2/3 1/3 2/3

1 2 3 1 2

(2) Experimenteller Vergleich bei 3000 Spielshows:
Die Strategie ,nie wechseln“ erzielt etwa 1000 Treffer (ein Drittel).
Die Strategie ,immer wechseln“ erzielt die verbleibenden 2000 Treffer.

© Entgegen dem naiven ersten Eindruck ist es tatséchlich die bessere
Strategie, die anfangs gewahlte Tlr im zweiten Schritt zu wechseln!
Stochastik (= Scharfsinn) hilft, mindert Risiken, optimiert Chancen.
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Das Ziegenproblem: Anwendung von Bayes

Aufgabe: Lésen Sie das Ziegenproblem mit der Formel von Bayes.
Lésung: Wir nummerieren die Turen und betrachten die Ereignisse:
Ay, A, A3 = Das Auto steht hinter Tir 1,2,3
/\ Annahme der Gleichverteilung: P(A;) = P(4;) = P(A3) = 1/3
Die Kandidatin wahlt Tir 1. Wie kann der Moderator reagieren?
My, Ms, M3 = Der Moderator 6ffnet Tir 1,2, 3
/A\ Annahme der Gleichverteilung auch bei der Tiirdffnung:
P(My|Ay) =12,  P(Ma|d3) =0, P(Ms|Asz) =1,
P(Ms|Ay) =1k,  P(Ms|dy) =1,  P(Ms|A43) = 0.
© Beide Annahmen kann die Kandidatin erzwingen, indem sie die drei
Turen fir ihren Gebrauch zufallig nummeriert, also symmetrisiert.

Der Moderator 6ffnet demnach Tur 2 oder Tir 3 jeweils mit Wkt 1/2:
P(M;3) = P(M;5|A1)P (A1) + P(Ms|A2)P(A2) + P (M| A3)P(A3)
=11 +1-1 +0-1 =

D=

Angenommen der Moderator 6ffnet Tiir 3. Was sollte die Kandidatin tun?
Die Formel von Bayes ergibt fiir die Gewinnwkt der Tlren 1 und 2:

, P(M3|A)P(A1) _ 53 _ 1
P(A|Ms) = - _
P(Ms) 3 3

P(Ms|A2)P(A) 1% 2

P(Ag| M) = —— U = 8 = 2
P(Ms) i3

© Das entspricht der anschaulichen Erklarung: Wechseln ist besser!
Die Rechnung verlauft in allen Fallen aus Symmetriegriinden gleich.

Ein hiufiger Einwand gegen diese Rechnung ist folgender: Was wire, wenn der Moderator die
beiden Tiiren ungleich 6ffnet? Sei allgemein P (M2]|A1) = o € [0, 1] und P(M3[A4;) =1 — o
Wir haben oben vereinfachend o = !/2 angenommen. Die allgemeine Rechnung verlduft so:
Zunichst folgt P(M2) = (1 + «)/3 und P(M3) = (2 — o) /3. Die obige Rechnung ergibt nun
P(A|M3) =(1—a)/(2 — a)und P(A2|M3) = 1/(2 — «). Es ist auch hier immer noch
vorteilhaft zu wechseln! Der Sonderfall v = 0 bedeutet: Hat der Moderator die Wahl, Tiir 2 oder
3 zu 6ffnen, dann nimmt er immer Tiir 3. Hier gilt Gleichstand P (A1 |M3) = P(Az|Ms) = 1/2.
In allen verbleibenden Fillen muss der Moderator Tiir 2 6ffnen, und hier gilt P(A;|M>) = 0
gegen P(A3|M:) = 1. Uber alle Fille summiert bleibt die Schlussfolgerung bestehen!
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Stochastisch un/abhéngige Ereignisse e

Wir betrachten weiterhin einen WRaum (2, P) gemafi T1c.
Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch unabhéngig,
wenn die Wahrscheinlichkeit von A nicht von B abhangt:

P(A|B) = P(4)
Das setzt P(B) > 0 voraus und bedeutet ausgeschrieben:
P(ANB)
W - P(A)v

also P(AN B) = P(A) P(B). Dies machen wir nun zur Definition:

Definition T2C: stochastisch unabhangige Ereignisse

Sei (22, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C Q zwei Ereignisse.
Wir nennen A und B (stochastisch) unabhangig beziglich P, wenn

P(AN B) = P(A) P(B).

In Worten: Die Wkt des Schnitts A N B ist das Produkt der Wkten.
Andernfalls heiBBen die Ereignisse A und B (stochastisch) abhangig.

Aufgabe: Sie wirfeln einmal mit einem fairen Wirfel.
Dies ist ein Laplace—Experiment auf Q = {1,2,3,4,5,6}.
A := {gerade Zahl} = {2,4, 6}
B := {héchstens 5} = {1, 2,3,4,5}

Sind A und B stochastisch unabhéngig?

Losung: Wir finden zunachst AN B = {2,4}.

Esgit P(A)=1undP(B)=2 aberP(ANB)=1+#1-2

© Die Ereignisse A und B sind demnach stochastisch abhingig.
© Anschaulich plausibel. Definition T2¢C sagt genau, was zu priifen ist.
Quantitativer Vergleich: Es gilt P(A|B) = 2 < ; =P(A) und P(B|A) = 2 < 2 = P(B).

Wir sprechen von einer negativen Korrelation: Das Eintreten von B verringert die Wkt von A.
Das Eintreten von A verringert die Wkt von B. Wir fiihren dies in Definition T3K aus.

Eine Eigenschaft wie Unabhingigkeit konnen Sie priifen; das ist zunichst eine (Beweis)Last.
Umgekehrt jedoch, sobald Sie sie voraussetzen diirfen, ist sie fiir Sie von groiem Nutzen!

In vielen praktischen Anwendungen erlaubt ein sorgfiltiger Versuchsautbau die Annahme der
Unabhingigkeit, da die Ereignisse sich aus physikalischen Griinden nicht beeinflussen (konnen).
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Stochastisch un/abhéngige Ereignisse

Aufgabe: Sie wirfeln zweimal mit einem fairen Wirfel.
Dies ist ein Laplace—Experiment auf Q = {1,2,3,4,5,6}.

A := {Die erste Augenzahl ist gerade}
B := {Die Augensumme ist gerade}

Sind A und B stochastisch unabhangig?

Lésung: Wir haben A N B = {Beide Augenzahlen sind gerade}.
Somit finden wir P(A) = 1 und P(B) = { sowie P(ANB) =4+ =131
© Die Ereignisse A und B sind demnach stochastisch unabhingig.
© Auch hier sagt Ihnen die Definition T2¢ genau, was zu priifen ist.

Alternative Formulierung: Hier gilt P(A) = 1 = P(A|B) und P(B) = 1 = P(B|A).
Intuitiv-anschaulich ist das vielleicht etwas iiberraschend, denn die erste Augenzahl beeinflusst
natiirlich die Augensumme. Dennoch sind beide Ereignisse A und B stochastisch unabhingig.

Es geht bei der stochastischen Unabhéngigkeit nicht um Kausalitit o0.4., sondern allein um die
Multiplikativitit der Wahrscheinlichkeiten. Die Ereignisse A und B mdgen noch so raffiniert
miteinander verwoben sein, doch es zihlt allein die Gleichung P(AN B) = P(A) P(B).
Nutzen Sie beides: Definition und Beispiele, Prizision und Intuition, Handwerk und Kunst.

Aufgabe: Sie wirfeln zweimal nacheinander mit einem fairen Wirfel.
Sei X die erste Augenzahl, Y die zweite, S = X + Y ihre Summe.

(1a) Sind die Ereignisse X = 3 und S = 7 stochastisch unabhangig?
(1b) Sind die Ereignisse X = 3 und S = 6 stochastisch unabhangig?
(2) Berechnen und interpretieren Sie ebenso die bedingten Wkten.
Losung: (1a) Wir wissen schon P(X = 3) = L und P(S = 7) = 1 sowie
P(X=35=7=P{(3,4}) = %. Beide Ereignisse sind unabhangig.
(1b) Wir wissen schon P(X = 3) = £ und P(S = 6) = - und finden
P(X =3,5=6)=P({(3,3)}) = 4. Beide Ereignisse sind abhangig.

(2a) P(S=7X=3)=%:=P(S=7),
P(X =3[§=7)=%=P(X =3).
(@b) P(S=6|X=3)=§# 5 =P(5=6),

P(X =3[9=6)=1%#%=P(X=3).

Nochmal zur Betonung: Es geht bei der stochastischen Unabhingigkeit nicht um Kausalitit!
Die Ereignisse mogen noch so raffiniert miteinander verwoben sein, fiir ihre stochastische
Unabhingigkeit zahlt allein die Multiplikativitit der Wahrscheinlichkeiten. So einfach ist das.
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Aufgabe: Sind folgende Ereignisse A, B stochastisch unabhangig?

Wkt| B | B |ges. Wkt| Y | Y |ges.
A 10.28(0.12]0.40 X 10.30/0.10|0.40
A ]0.42(0.18]0.60 X 10.40(0.20|0.60
ges. [0.70]0.30 | 1.00 ges. [0.70]0.30 | 1.00

Links: Ja! Aus P(A), P(B) und Multiplikativitat folgt die Tabelle.
Rechts: Nein! Multiplikativitat gilt hier nicht; X, Y sind abhangig.

Wir sehen erfreut: Bei einer Vierfeldertafel geniigt zur Unabhangigkeit
bereits eines der vier Produkte, die anderen drei gibt es gratis (T2D).

© Die Definition T2¢ kénnen Sie in beide Richtungen anwenden:
Sind die Wkten gegeben, so kdnnen Sie Unabhéngigkeit leicht prifen.
Ist umgekehrt die Unabhéngigkeit gegeben, so kénnen Sie die Wkten
von Schnitten wunderbar als Produkte ausrechnen. Das hilft ungemein!
Eine schone lllustration zeigt das ,Sudoku fir Wahrscheinlichkeiten®.

Lemma T2D: Komplemente

Sind (A, B) unabhangig, dann auch (A, B) und (4, B) sowie (4, B).
Far jedes Ereignis A C  sind zudem (A, 0) und (A4, Q) unabhéngig.

Aufgabe: Rechnen Sie dies sorgféltig nach! Lésung:
P(ANB)=P(AN(ANB))=P(4) —P(ANB)
=P(A)—P(A)P(B) =P(4)(1 - P(B)) = P(4) P(B)
Jedes Ereignis A ist von () stochastisch unabhangig:
PAND) =P®) =0=P(A4)-P()
Jedes Ereignis A ist von 2 stochastisch unabhangig:
P(ANQ)=P(A4) =P(4) -P(Q)

Zusammengefasst: Jedes der Ereignisse 0, A, A, Q ist stochastisch
unabhéangig von jedem der Ereignisse (), B, B, Q. Das nitzt gelegentlich.
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Anndhernde Unabhéangigkeit

Aufgabe: Wie kénnen Sie die Tabelle flllen? bei Unabhéngigkeit?

Wkt| B | B |ges.| |Wkt| B | B |ges.| |Wkt| B | B |ges.
[0.00, [0.11,

A 036 | A | 0% 01 1036] | A [0.09 0.27|0.36

=< — | [0.00, [0.39, -

A A |09 e l0.64] | A4 [0.16 0.48|0.64

ges. |0.25 ges.| 0.25 0.75(1.00| |ges.|0.25 0.75|1.00

Ohne die Voraussetzung der Unabhingigkeit sind die rot markierten Eintrdge nicht eindeutig:
Sie konnen ein beliebiges Feld aussuchen und frei festlegen — im offensichtlichen Intervall!
Bei Unabhingigkeit gibt es jeweils nur eine Losung (hier gelb). Ein raffinierteres Beispiel:
Gleiches gilt bei der nidchsten Frage, es gibt aber zwei Losungen (quadratische Gleichung).

Wkt| B | B |ges.| |Wkt| B | B |ges.| |Wkt| B | B |ges.

[0.00, | [0.12, ! !
A |0.12 A o1z | T30 0| | A 012 8% 62
—- — | [0.00, 0.32, —- . ]
A 0.32 4 |02l | 4 bie 0.32) 03
ges. ges.| (55 | ‘oas | 100 | [ges.| 3% 545 | 1.00

Aufgabe: Drei Absender schreiben je einen Brief an einen von zwei
Empféangern. Die Wahlen sind zuféllig, gleichverteilt und unabhangig.

(1) Berechnen Sie P(4;), P(Asz), P(A; N Ag) fir die Ereignisse
A; = {Der Empfénger i erhdlt mindestens einen Brief}.
(2) Sind A;, As stochastisch unabhangig? (3) Was gilt fiir n Absender?
Lésung: Es gibt 2% = 8 gleichwahrscheinliche Zuordnungen:
(1,1,1) (1,1,2) (1,2,1) (1,2,2)
(2,1,1) (2,1,2) (2,2,1) (2,2,2)
(1) Demnach finden wir P(A4;) = P(A42) = 7/8 und P(4; N A3) = 6/8.
(2) Wegen 7/8 - 7/8 # 6/8 sind Ay, A, stochastisch abhangig.
(3) Aligemein P(A;) = P(Az) =1 —-2""und P(4; N Ap) =1 — 217,
Unabhangigkeit gilt hierbei nie, aber die ,Abhangigkeit nimmt ab“:

Firn — oo gilt P(A;) P(A2)/P(A; N Ag) — 1. Das ist plausibel!
Mehr zur Korrelation von Ereignissen finden Sie ab Seite T350.
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Zwei Ereignisse A, B sind unabhangig, wenn gilt:

P(ANB)=P(A)P(B)

Drei Ereignisse A, B, C sind unabhangig, wenn gilt:
P(ANB)=P(A)P(B)
P(ANC)=P(A)P(C)
P(BNC)=P(B)P(C)

P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)

/\ Die Tripelbedingung folgt nicht aus den drei Paarbedingungen!
Sie kennen dieses Problem von linearer Unabhéngigkeit von Vektoren.

Definition T2E: stochastische Unabhangigkeit

Sei (22, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie von Ereignissen
A1, As, ..., A, C Q heiBt (stochastisch) unabhangig, wenn folgende
Produktformel fir jede Auswahl 1 < iy < iy < --- < iy < n gilt:

P(Ail n Aiz n---N Ai@) = P(Ail) P(Aiz) T P(Ai/,)

Sie werfen zweimal eine faire Miinze: 0 = Kopf, 1 = Zahl.
Aufgabe: Sind folgende Ereignisse (A, B, C) unabhangig?

A = {Zahl beim ersten Wurf} ={(1,0),(1,1)}
B = {Zahl beim zweiten Wurf} ={(0,1),(1,1)}
C' = {gleiches Ergebnis bei beiden} = {(0,0), (1,1)}

Welche dieser drei Paare sind unabhéngig? Ist das Tripel unabhéangig?

Lésung: Der Ergebnisraum ist © = {0, 1}2 mit Gleichverteilung.

Wir berechnen die erforderlichen Wahrscheinlichkeiten:
P(A)=P(B)=P(C) = 4,
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) =1

P(ANBNC)=1% und P(A)PB)PC) =%

© Jedes der Paare (A, B) und (A, C) und (B, C) ist unabhéngig.

/\ Das Tripel (4, B, C) ist dennoch abhangig! Lesen Sie die Definition!
Sie kennen dieses Problem von linear un/abhangigen Vektoren.
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Unabhéangigkeit mehrerer Ereignisse

Aufgabe: In einer Urne befinden sich die Lose 112, 121, 211, 222.
Sei A; das Ereignis ,1 an i-ter Stelle”. Sind Ay, A unabhangig?
und A;, A3? und As, A3? Sind A;, Ay, A3 unabhangig?

Losung: Wir finden P(A;) = P(As) = P(A43) =1/2

und P(Al N AQ) = P(Al N Ag) = P(AQ n A3) = 1/4:

Die Ereignisse A, A, A3 sind paarweise unabhangig.

Es gibt kein Los 111, daher gilt P(A; N A2 N A3) = 0:

Das Tripel (A1, A2, A3) ist insgesamt nicht unabhéngig.

Aufgabe: Sie wiirfeln zweimal mit einem fairen Wirfel. Berechnen Sie
die Wkten von A = {erster gerade} und B = {zweiter ungerade} und
C = {Summe gleich 7} und ihrer Schnitte. Sind A, B, C unabhangig?
Losung: Wir finden P(A) = P(B) = 1/2 und P(C) = 1/6 sowie
P(ANB)=1/4undP(ANC)=P(BNC)=P(ANBNC)=1/12:
Die Familie (4, B, C) ist paarweise unabhangig, aber nicht unabhangig.
Wir kennen dieses erstaunliche Phdnomen bereits. Es tritt haufig auf!
Es ist keine exotische Ausnahme, sondern ein typisches Problem.

Aufgabe: Wir wiirfeln zweimal mit einem fairen Wirfel. Berechnen Sie
die Wkten von A = {erster gerade} und B = {zweiter 2 oder 5} und

C = {Summe gleich 7} und ihrer Schnitte. Sind A, B, C unabhangig?
Losung: Wir finden P(4) =1/2und P(B) = 1/3und P(C) = 1/6
sowie P(ANB)=1/6und P(ANC)=1/12und P(BNC) =1/18
und P(AN BN C)=1/36. Die Familie (A, B, C) ist also unabhangig.

Aufgabe: Seien (A, B, C') drei unabhangige Ereignisse A4, B,C C Q.

Sind dann auch die folgenden Tripel von Ereignissen unabhangig?

(1) (A,C,B), (2 (B.AC), (3)(4,B.0), (4 (A4B.0)

Lésung: Ja! Alle Bedingungen in der Definition der Unabhéngigkeit sind

invariant unter Vertauschung (1,2). Wir rechnen (3) exemplarisch nach:
P(ANBNC)=P((ANB)~(ANBNC))
=P(ANnB)-P(ANBNC)=P(A)-P(B)—P(A)-P(B)-P(C)
=P(4)-P(B)- (1-P(C)) =P(4)-P(B)-P(C)

Jedes der 3! - 2% = 48 so variierten Tripel ist stochastisch unabhéngig.

T229

Die Siebformel Ubung

T230

Die Siebformel Obung

Erinnerung: Fir A,B C Qgit P(AU B) =P(4)+ P(B) — P(AN B).
Aufgabe: (1) Erklaren Sie graphisch und rechnerisch die Siebformel:

P(AUBUC) = +P(A) + P(B) + P(C)
—P(ANB)-P(ANC) —

+P(ANBNC)

P(BNC)

(2) Was erhalten Sie im Spezialfall, wenn A, B, C' unabhéngig sind?
(3) Formulieren und erklaren Sie die Formel fir P(AU BUC U D).
(4) Formulieren Sie die allgemeine Siebformel: Aus A = [J;_, A; folgt
[Tii1(Ta—La,) = 0und somit Ty = Yy, cqr, n}(fl)”H Iy,.
Losung: (1a) Die Summe P(A) + P(B) + P(C)
zahlt manche Elemente doppelt oder gar dreifach.
Nach Korrektur —-P(ANB) —P(ANC)-P(BNC)
zahlen die Elemente in AN B N C gar nicht mehr.
Nach Korrektur +P (AN BN C) stimmt alles.

(1b) Wir nutzen P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B) und finden:
P(AUBUC)=P(AUB)+P(C)-P((AUuB)NC)
=P(A)+P(B) - ( NB)+P(C)—P(ANnC)u(BNC(C))
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)
+PANBNC)
(2) Sind A, B, C unabhangig, so finden wir die vertraute Produktformel:
P(AUBUC)=PANBNC)=1-[1-P(A)][1 - P(B)][l — P(C)]
(4) Fir Aq,..., A, CQund A=, 4; gilt [T}, (Ta—14,) =0, denn

fir jedes = € A ist mindestens ein Faktor Null. Fur jede Indexmenge
J € {1,...,n} sei Ay := ;s A; die Schnittmenge, speziell Ay = A.
Wir erhalten die Siebformel, auch Inklusions-Exklusions-Prinzip:

Ly = Ypescq,my (D17 14y,
P (U?:l Ai) = Yozrcqs,.np (DT P(AY).
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Siebformel vs Produktformel

Aufgabe: (nach Lewis Carroll) Projekte im Research & Development
leiden erfahrungsgeman zu 70% an irrealen Zielen, 75% an schlechter
Kommunikation, 80% an Missmanagement, 85% an Zeitmangel.

Wie viele Projekte leiden an allem, also an irrealen Zielen, an schlechter
Kommunikation, an Missmanagement und natirlich an Zeitmangel. ..
(1) héchstens? (2) mindestens? (0) wenn diese unabhangig sind?
Nennen Sie Mengen I, K, M, Z C (2, die diese Schranken realisieren!

M Z Z M Z\M Z\M ZM ZM Z
76 8081 85|86 9019 95 |96 00 76 80|81 85|86 90191 95 |96 100
K K K K K
M ZM ZM ZM ZM Z M Z\M M ZM ZM Z
51 56 50 [ 61 65| 66 707 T 51 55156 60 (61 65| 66 70|71 75
I K|I K|I K|I K K I I I 1 K
M ZM ZM Z\M ZM Z Z 4 V4 Z\M Z
26 31 35136 10| 4 16 0131 35 36 10 | 41 15146 )
I K|I K|I K|I K|I K I K|I K|I K|I K|I
M ZM ZM Z\M ZM Z M Z\M Z|\M M M
1 6 10 (11 15(16 2 1 > 6 10 (11 5(16 2021 25
I K|I K|I K|I K|I K I K|I K|I K|I K|I K

Lésung: (0) Bei Unabhéngigkeit von I, K, M, Z ergibt die Produktformel
ganzeinfachP(INKNMNZ)=P(I) -P(K)-P(M)-P(Z) =0.357.
(1) Hochstens 70% leiden an allen vier; diese Schranke ist offensichtlich.
(2) Mindestens 10% leiden an allen vier; das rechnen wir geduldig aus:
PUINK)=P(I)+P(K)-P(IUK)
>0.70+0.75 -1 =0.45
=P(INK)+PWM)-P(INK)UM)
>0.45+0.80 -1 =0.25
=PUNKNM)+P(Z) -
>0.254+0.85—-1.00 = 0.10

P(INKNM)

PINKNMNZ) P(INKNM)UZ)

Die oben skizzierten Graphiken zeigen, dass diese Werte tatsachlich
angenommen werden kdnnen. Unsere Schranken sind also optimal.
Alternativ: Dank DeMorgan git INKNMNZ=ITUKUMUZ,
alsoPUNKNMNZ)<P(I)+P(K)+P(M)+P(Z) <0.90.
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Diskrete Zufallsvariablen

Beispiel: Bei n-maligem Wirfeln nutzen wir Q = {1,2,...,6}" mit
Gleichverteilung P und S;,: Q2 — R: (w1, ..., wy) — w1 + -+ + wp.

Definition T3A: Zufallsvariable, zun&chst diskret
Sei (2, P) ein WRaum. Eine reelle Zufallsvariable ist eine Abbildung

X:Q-R:w- X(w).

Das heif3t: X ordnet jedem Ergebnis w € Q eine Zahl X (w) € R zu.
Sie transportiert das WMafB P auf 2 zum BildmaB P x auf R:

Px({a}) =P(X =a) :=P(X '({a})) =P{w e Q| X(w
Px(A) =P(X € A):=P(x !(4))

)

)=a)
=P{weQ|X(w)eA})

fUr jedes Element a € R und jede Teilmenge A C R, etwa A = [a, b].

Satz T3B: Auch das Bildmaf ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Sei (2, P) ein (diskreter) WRaum und X : 2 — R eine Zufallsvariable.
Dann ist Py auf R ein (diskretes) Wahrscheinlichkeitsmaf (T1D).

© Wir setzen den WRaum (Q, P) hier vorerst als diskret voraus (T1D).
Spéter ist (2, 7, P) ein allgemeiner WRaum; wir fordern dann von X
zudem Messbarkeit, also X~!([a, b]) € o fir jedes Intervall [a, ] € R.
Aufgabe: (1) Interpretieren Sie die Abbildung X : 2 — R stochastisch.
(2) Warum ist P x auf R ein diskretes WMaR3? Was ist hier zu priifen?
Lésung: (1) Die Zufallsvariable X ordnet jedem Ergebnis w € Q2 eine
reelle Zahl X (w) = a € R zu, etwa den Gewinn oder eine Auszahlung.
Oft beobachten wir nicht direkt das Ergebnis w, sondern die abgeleitete
ZufallsgroBe X (w) = a. Die Menge X 1({a}) = {we Q| X(w) =a}
fasst alle Ergebnisse w € Q zusammen, die zum Wert X (w) = a fihren.
(2) Wir wenden Definition T1D an. (a) Px(R) = P(X}(R)) = P(Q) = 1.
(b) Ebenso prufen wir die Additivitat: Fir jede Teilmenge A C R gilt
Px(4) = P(X'4) = PH{we|XweAa})

= (L, fe el X =a)) ¥ P(L,, X (a))
Add P(X—l({a})) £ Z"EAPX({G‘})

0 n - T
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Definition T3c: Erwartungswert, zunachst diskret
Die absolute Erwartung der Zufallsvariable X : (2, P) — R ist
E(X)):=) JX@[-P{w}) € [00d]

Ist dieser Wert endlich, so nennen wir X absolut summierbar.
Wir sagen hierzu anschaulich der Erwartungswert von X existiert;
dies gilt immer, wenn Q endlich oder X beschrankt ist. Wir schreiben:

L'QPR)={X: Qo R|E(X])<oo}
Fir jede Zufallsvariable X € L'(Q, P) ist der Erwartungswert definiert:

E(X) := ZWEQ X(w) -P({w}) = Zaem“ ‘P(X =a)

Satz T3D: Die Erwartung ist linear.

Fur jeden WRaum (9, P) ist die Menge L!(f, P) ein R—Vektorraum und
die Erwartung E: L}(Q2, P) — R: X — E(X) eine R-lineare Abbildung.

© Wir setzen den WRaum (€, P) hier vorerst als diskret voraus (T1D).
Im diskreten Fall genligen Reihen, im Allgemeinen nutzen wir Integrale.
Fir Reihen und Integrale verfligen Sie Uber alle ndtigen Werkzeuge.

Aufgabe: (1) Der Erwartungswert E(X) kann wie angegeben auf zwei
Arten berechnet werden: Beide Summen ergeben denselben Wert!

(2) Beweisen Sie den Satz T3D durch sorgféltiges Nachrechnen.
Lésung: (1) Dank absoluter Summierbarkeit (A2N) diirfen wir umordnen:

Y Xw) P({w) 2 Y[ Y Xw-P(w))]

weN a€R weX~1({a})
< Sa[ Y PUW)] E YaPix-o
a€R weX~1({a}) a€R

(2) Es gilt E(|A- X|) = [A| - E(|X]) und E(|X + Y|) < E(|X]) + E(]Y]),
fur alle Zufallsvariablen X,Y : (Q,P) — Rund A € R, daher ist L!(Q, P)
ein R—Vektorraum. Fiir X, Y € L}(Q,P) gilt zudem E(\ - X) = ) - E(X)
und E(X +Y) = E(X) + E(Y) dank Linearitat (konvergenter!) Reihen.
Die Abbildung E: L'(Q2, P) — R ist also R-linear, wie gewiinscht.
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Aufgabe: Bei zweimaligem Wirfeln betrachten wir die Ergebnismenge
Q= {1,2,...,6}2 mit der Gleichverteilung P und den Zufallsvariablen

XY :Q=R: X(wp,w)=wi, Y(w,ws)=uws.

Berechnen Sie Verteilung und Erwartung der Zufallsvariablen X, Y,
sowie X — Y und |X — Y, schlieBlich max(X,Y) und min(X,Y).

Lésung: Wir beginnen mit der Zufallsvariable X (wy, ws) = wy:

w9 X

6|1 2 3 4 5 6

511 2 3 4 5 6

41 2 3 4 5 6

311 2 3 4 5 6 5

201 2 3 4 5 6 €3

1 1 2 3 4 5 6 6/36 6/36 5/36 6/3¢ 5/36 6/3¢
1 2 3 4 5 6 @i 1 2 3 4 5 6

Der Erwartungswert ist hier E(X) = 3.5, wie Sie leicht nachrechnen.
Erwartungswert bedeutet nicht haufigster Wert, sondern Schwerpunki!

Die ZVariable Y ist verschieden von X, aber identisch verteilt:

w2 Y

66 6 6 6 6 6

515 5 5 5 5 5

414 4 4 4 4 4

313 3 3 3 3 3 55

212 2 2 2 2 2 G

171 1 1 1 1 1 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/3
1 2 3 4 5 6w 1 2 3 4 5 6

Wir sehen in den ausflhrlichen Tabellen links die beiden ZVariablen

X #Y. Die Graphik rechts zeigt die Verteilungen, hier gilt Px = Py..
Dies zeigt eindruicklich: Das BildmaR ist ein stark vergrébertes Abbild!
Die letzte Formel von Definition T3¢ sagt: Der Erwartungswert E(X)
hangt nur von der Verteilung Px ab: Aus Px = Py folgt E(X) = E(Y).
Diese Situation ist typisch fir Anwendungen, in denen eine Messung /
ein Experiment n-mal unabhéngig wiederholt wird: Alle n ZVariablen
Xi,...,X, sind unabhéngig und identisch verteilt. Dazu spater mehr!

T307
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Fir X —Y git E(X —Y) = E(X) — E(Y) = 0 dank Linearit&t.

Fur die Zufallsvariablen max(X,Y") und min(X,Y") finden wir:

w2 Z7=X-Y w2 7 =max(X,Y) e

6 |-5 -4 -3 -2 -1 0 6|6 6 6 6 6 6

5|-4 -3 -2 -1 0 1 5/5 5 5 5 5 6

41-3 -2 -1 0 1 2 414 4 4 4 5 6

3/]-2-10 1 2 3 313 3 3 4 5 6 3

2(-1 0 1 2 3 4 212 2 3 4 5 6 2

1 1 2 3 4 5 1]1 2 3 4 5 6 ﬁ—l—H yss | 1
1 2 3 4 5 6w 1 2 3 4 5 6w 1 2 3 4 5 6

W Z=|X-Y| | w2 Z =min(X,Y)

6|5 4 3 2 1 0 6|1 2 3 4 5 6

514 3 2 1 0 1 511 2 3 4 5 5

413 2 1 0 1 2 1 411 2 3 4 4 4

3/2 1.0 1 2 3 < 3/]1 2 3 3 3 3 8

211 0 1 2 3 4 3 - 211 2 2 2 2 2 B3

1/]0 1 2 3 4 5 | s | 2/s 1)1 1 1 1 1 1 T
1 2 3 4 5 6w 0o 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 w 1 2 3 4
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Definition T3E: Varianz und héhere Momente

Sei (2,P) ein WRaum und X : Q — R:w — X (w) eine Zufallsvariable.
Zudem sei E(|X|) < oo, so dass der Erwartungswert ;, = E(X) existiert.

Die Varianz der ZVariable X ist die mittlere quadratische Abweichung:
0*(X) = V(X) == B[(X — %] = E(X?) - E(X)? >0
Die Streuung oder Standardabweichung von X ist die Quadratwurzel
o(X) =/ V(X)>0.

Das (absolute, zentrierte) n-te Moment von X ist gegeben durch

P(X) == B[|X - p"].

Anschaulich ist der Erwartungswert ;. der Schwerpunkt der Verteilung.
Die Varianz E[(X — u)?] entspricht demnach dem Tragheitsmoment.
Varianz und héhere Momente messen, wie weit die Werte um 1. streuen:
GrofBe Abweichungen wiegen schwerer, quadratisch oder sogar hoch n.

Aufgabe: Berechnen Sie das 1./2./3. Moment fir X =14 ~ B(1,t).
Lésung: Hierist X : Q@ — {0, 1} eine Zufallsvariable mit Verteilung

P(X=1)=P(4)=t und P(X=0)=P(Q~A)=1—¢t = £

Ihre Erwartung und 1./2./3. Momente berechnen wir nach Definition:

p = E(X) = 0-P(X=0)+1 -P(X=1) =t
E(IX —ul') = [0—u['-P(X=0)+ |1 - p|" P(X=1)

=t (1-t+Q-t'-t = 2t(1 1)
E(IX —uf’) = [0—uf-P(X=0)+ |1 - p|*- P(X=1)

= 22 (1-t)+(1—-1t)%¢t = t(1—1)
E(|X —uf) = [0—u P(X=0)+ |1 - puf* P(X=1)

=t Q-1+ —t)t = (> + )

© Zum Vergleich: Auch E(X?) — E(X)? =t — 2 liefert die Varianz.
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Warnende Beispiele: die Zeta-Verteilung

Aufgabe: Seien XY : Q) — Z Zufallsvariablen mit Verteilung

a b

P[X=(-2)"] = o5 und P[y=k] =5 fir
(1) Sind dies tatsachlich WVerteilungen? Fir welche a bzw. b?
(2) Existiert der Erwartungswert E(X) bzw. E(Y)?
Losung: (1) Ja: Es gilt jeweils p(k) > 0und >°7°, p(k) =1,
wobei wir die Konstanten a = 1 und b = 6/7> setzen miissen.
(2) Nein, die zum Erwartungswert benétigte Reihe konvergiert nicht:

k=1,2,3,...

o0 oo a
> ap - P[X=x] :Z(fz)k-Q—k:71+1f1+171i...
k=1 k=1

> > b 6,1 1 1 1 1
2PV =) ke =a(irarstitst)

/\ Einen Erwartungswert kénnen wir hier also nicht definieren!
Zur Rechnung flr die geometrische Verteilung siehe T421.

Aufgabe: Sei Z: Q2 — N eine Zufallsvariable mit der Zeta—Verteilung
P[Z=k] =c/k* fur k=1,2,3,...

(1) Fir welche «, ¢ € R ist dies tatsachlich eine WVerteilung?

(2) Fir welche a € R existiert der Erwartungswert u = E[Z]?

zudem endliche Varianz 02 = V(Z) = E(|Z — u|?)?

und endliches n-tes Moment p™ = E(|Z — u|™)?

Losung: (1) Es muss ¢ € ]0,00[ gelten und ¢! = Y772 | 1/k* =: ((a).
Die Reihe 72 | 1/k* konvergiert jedoch nur fiir o > 1. (Warum?)

Fir a < 1 ist dies also keine Wahrscheinlichkeitsverteilung!

(2) Die Reihe E[Z] = Y72 | k/k* = ((« — 1) konvergiert nur fir a > 2.
Fir 1 < a < 2 hingegen existiert der Erwartungswert nicht!

Die Reihe E[Z?] = Y32 | k2/k = ((a — 2) konvergiert nur fir a > 3.
Fir 2 < a < 3 existiert die Erwartung, aber die Varianz ist unendlich!
Aligemein: Die Reihe E[Z"] = >"7° | k" /k* = {(a — n) konvergiert nur
fir « > n + 1. Fir 1 < a < n hingegen ist das n-te Moment unendlich!
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Aufgabe: (1) Sei 4 = E(X). Zeigen Sie die nitzliche Formel
o’ =V(X) =E[(X — p)?] = E(X?) - E(X)%

(2) Wie verhalten sich Erwartung und Varianz bei Verschiebung zu
Y = X + ¢ mit ¢ € Rund Skalierung zu Z = aX mita € R?

(3) Was gilt demnach firY = X —pund Z = (X — p)/o?

Nachrechnen: (1) Wir fordern E(]X|) < oo und setzen = E(X)
geman Definition T3A. Dank Linearitat der Erwartung T3D gilt dann

0 < E[(X —p)?] =E[X?-2Xu+ 4% =E[X?] - 2E[X]u+4°
= E(X?) -2 + 4° = E(X?) - E(X)?

© Die Varianz V(X) = E[(X — n)?] = E(X?) — E(X)? kénnen Sie
also mit jeder der beiden Formeln ausrechnen. Beide sind nitzlich.

/\ Dies ist eine besondere Eigenschaft des zweiten Moments.
Fur alle anderen Momente E[|X — x|*] mit n # 2 gilt dies nicht!

(2) Dank der Normierung P(©2) = 1 und der Linearitat der Erwartung
giltimmer E(Y) = E(X + ¢) = E(X) + E(¢) = E(X) + ¢, sowie
E(Z) = E(aX) = aE(X). Bei Verschiebung und Skalierung gilt:

P"X+c)=E[|X+c—EX+0)|"] =E[|X +c— E(X) — "]

=E[X - EX)["] = p"(X)
p"(aX) = E[|aX — E(aX)|"] =E[|laX — aE(X)|"]
= la["E[|X —~EX)|"] = la]"p"(X)

(8) Speziell fiir Y = X — p gilt somit E(Y) = 0und V(Y) = V(X) = 2.
Speziell fir Z = (X — p)/o gilt somit E(Z) = 0und V(Z) = 1.

© Wirnennen Y = X — y die Zentrierung und Z = (X — ) /o

die Normierung von X. Dies l&sst sich umkehren zu X = u + o Z.

© Fr die Zufallsvariable X ist die natiirliche Betrachtung
die (i, o)—Skala mit Ursprung in ¢ und Langeneinheit o > 0.

T315
Ausfiihrung

Erwartung und Varianz von Zufallsvariablen

T316
Ausfiihrung

Erwartung und Varianz von Zufallsvariablen

Aufgabe: Bei zweimaligem Wirfeln betrachten wir die Ergebnismenge
Q= {1,2,...,6}2 mit der Gleichverteilung P und den Zufallsvariablen

XY :Q-2R: X(wp,w)=wi, Y(w,ws)=uws.

Berechnen Sie Erwartung und Varianz der Zufallsvariablen X, Y,
sowie X — Y, | X — Y, schlieBlich max(X,Y") und min(X,Y).

Lésung: Die Verteilungen dieser ZVariablen wurden oben ausgefihrt.
Wir nutzen direkt die Definition T3c. Fir die Zufallsvariable X finden wir:

E(X)=1-$+2-1+43-1+4 1 +5-3+6-3=2=1=35
EX?)=12-1+22 1 +3% 1442 1457 1462 L=
V(X):E(XZ)fE(X)ZZ%*%: 182172147:(]
o(X) = /35/12 ~ 1.70783

Die ZVariable Y ist verschieden von X, aber identisch verteilt:
Erwartung, Varianz und Streuung sind demnach dieselben.

I
oL

Y]

© Dank Linearitat T3p gilt E(X — Y) = E(X) — E(Y) = 0. Also:
V(X -Y)=E[X -Y)?]
—_n2.6 2 10 2 2 6 2 4 2. 2 _ 210 _ @
=0%- 241280 +2°. 2432 B2 L 52 2 20 -
o(X —Y) =+/35/6 ~ 2.41523

© Das Ergebnis erhalten wir bequemer dank Unabhangigkeit (T3H)
der beiden ZVariablen X, Y mittels Additivitat der Varianzen (T31):

VX -Y)=V(X)+V(-Y)=V(X)+V(Y) =3+ 3 =3

o

Fir die Zufallsvariable | X — Y| finden wir entsprechend:

E(X-Y)=0-2+1-042. 843 844 . 445 2=10-3%

. 2 .
V(X -Y)=B[IX -YP] -B[X -Y[* =% - (%) =&
o(|X —Y]) = /665/324 ~ 1.43264

Die Rechnungen fir max(X,Y") und min(X,Y’) verlaufen genauso:
Wir wenden die Definition T3c direkt auf die Verteilungen an.
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Chebychev: GroBBe Abweichungen sind unwahrscheinlich! e

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit Erwartung 1 = E(X).
Anschaulich gilt: Die Werte schwanken zufallig um u, und grof3e
Abweichungen vom Erwartungswert sind eher unwahrscheinlich.

Wie unwahrscheinlich? Wir fragen also nach P(|X — u| > ¢).
Die Streuung o misst hierzu die typische Breite der Verteilung um .
Die Ungleichungen von Chebychev geben bequeme Abschatzungen!

© Wir miissen hierzu (iber die Verteilung von X nichts weiter wissen
als nur ihren Erwartungswert o = E(X) und ihre Varianz o = V(X)!
Dies sind hier (und Uberall) die beiden wichtigsten KenngréBen.

© Selbst wenn Sie mehr wissen oder mehr herausfinden kénnten,
die Chebychev—Absché&tzungen sind allgemein, unschlagbar einfach
und oft sehr nitzlich und handlich als erste Uberschlagsrechnung.

/\ AnschlieBend werden wir den zentralen Grenzwertsatz W1D kennen
und nutzen lernen. Wenn der ZGS anwendbar ist, dann erméglicht er

prazisere Schatzungen. In diesen Fallen ist Chebychev zwar einfacher,
aber auch viel grober und kann in Genauigkeit meist nicht konkurrieren.

Satz T3F: die Ungleichungen von Chebychev, 1867

Sei X:(Q,P) - R:w+— X(w) eine ZVariable mit Erwartung = E(X)
und Varianz o2 = E[(X — p)?] bzw. n-tem Moment p" = E[|X — p|"].
Dann gelten universelle ,worst case” Abschatzungen fir alle ¢, k, h > 0:

2 n
) P[\X—mzc] < Zbaw 2
C C7L
1
) P[IX-ulzko] < =
1
(3) P[XZ}L+k?U:I < 11 k2
1
(4) P[uka<X<u+kU] > 17?
A(hk — 1)
_ . D S A
(5) P[u hO’<X<[L+kO’] 2 ThiRpe

Die Wkt groBer Abweichungen féllt mindestens quadratisch, mit 1/k2.
Kennen Sie nur . und o bzw. p, so sind diese Ungleichungen optimal.
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Beispiel zur einseitigen Chebychev—Abschéatzung

Die beidseitige Chebychev-Ungleichung (1,2) besagt:

PIx—u>d < &

C
Aufgabe: Uberpriifen Sie diese fiir folgende Verteilung. Ist sie scharf?

| JfWkt |
1+p

p{2

—c 0 +c r
Lésung: Es gilt 4 = 0 und o2 = ¢?p. Die Ungleichung ist scharf:
p=PIX-u>d <

© Die Abschatzung ist meist grob, dafiir aber universell einsetzbar.
Unser Beispiel zeigt, dass sie sich allgemein nicht verbessern lasst.

Beispiel: Speziell fiir p = 1 finden wir hier P[|X —pl > la} = 100%.

Die einseitige Chebychev—Ungleichung (3) fiir a < 1 < b besagt:

1 1
PlX< < ——— d P X>b < ————
[ — a} - 14 (a;u)g un { = } T 14+ (b;,u)g

Aufgabe: Uberpriifen Sie beide fiir folgende Verteilung. Sind sie scharf?

p=1/5
a=-1/2 b=2 z
Lésung: Hier gilt 4 = 0 und o = 1. Die Ungleichungen sind scharf:
1 4 1 1
- <al < == . p= >b < ——5 ="
q P[X?a]fHa2 = bzw. p P[X?b}be2 =

© Die Abschatzung ist meist grob, dafiir aber universell einsetzbar.
Unser Beispiel zeigt, dass sie sich allgemein nicht verbessern lasst.

Ubung: Erfinden und untersuchen Sie weitere einfache Beispiele.
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Beweis der beidseitigen Chebychev—Abschéatzung

Aufgabe: Was sagt Chebychev fiir folgende typische Abschatzungen?

P X—pl >10] < 11 =100%
P[IX —pl>20] < 14 =25%
P[|X -y >30] < 1jp =~11%
P[|X -yl >240] < 1Y16~6%

P X>pu+1lo] < 12 =50%
PX>p+2] < 15 =20%
P[X>p+30] < 1/10=10%
P[X >p+40] < 111=6%

© GroBe Abweichungen vom Erwartungswert sind unwahrscheinlich.
Chebychevs Abschéatzungen sind grob, dafiir aber universell einsetzbar.
Die erste Abschatzung ist trivialerweise immer richtig, aber nie hilfreich.
Mindestens 3/4 der Wkt liegt in der 20—Umgebung [ — 20, pu + 20].
Mindestens 8/9 der Wkt liegt in der 30—Umgebung (1 — 30, 1 + 30].

© Fur Normalverteilungen gilt die genauere 68—95-99-Regel.

Nachrechnen: Die Zufallsvariable X zentrieren wir zu Z := X — p.
Ihr n-tes Moment ist p" = E[|Z|"]; fir n = 2 ist dies die Varianz 2.
Wir vergleichen Z mit der zweiwertigen Zufallsvariablen Y = cIy 7>},
falls | Z > ¢,
Y OSRwe Y(w) =qC flslZwlze
0 falls |Z(w)| <c.

Es gilt |Z| > Y > 0. Dank Monotonie der Erwartung folgt

" = E[Z]"] = E[Y"] = " P[IX —pl>].
© Hieraus folgt (1). Speziell fiir n = 2 und ¢ = ko erhalten wir (2).
Far (3) zeigen wir als Hilfsmittel zunéachst die Markov—Ungleichung:
Lemma T3aG: Markov—Ungleichung

Sei Y: (Q,P) — [0, 00] eine nicht-negative Zufallsvariable.
Fir alle b > 0 gilt dann die Abschatzung P[Y > b] < E[Y]/b.

Beweis: Es gilt Y’ > b1y, also folgt EY]>b-P[Y >
© Hieraus erhalten wir, nach Rechnung, die Ungleichungen (3-5).
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Beweis der asymmetrischen Abschatzung

Aufgabe: Beweisen Sie mit Lemma T3G die Ungleichungen (3) und (5).
Lésung: Wir beweisen die einseitige Chebychev—Ungleichung (3).
Wie zuvor zentrieren wir die Zufallsvariable X gemaB 7z := X — u.
Fur alle ¢,b € R mit ¢t + b > 0 gelten folgende Ungleichungen:
P[Z>b] =P[Z+t>b+1]
Markov E[(Z + t)Q:I 0—2 + tQ
< 2> 2 < =
<P(Z+t)? > (b+1) < e e

Die erste Ungleichung ist klar, die zweite ist die Markov—Ungleichung.
Die letzte Gleichung folgt dank Zentrierung E[Z] = 0, denn damit gilt

E[(Z +t)’] =E[Z%] + 2E[Z]t + £ = 0® +*.
Fir b = ko und t = o /k erhalten wir die gewlinschte Ungleichung (3):
ot P40k K411
(ko +t)?2  (ko+o/k)2 (R2+1)2 kK241

© Die Rechnung ist etwas trickreich, aber jeder Schritt ist elementar.

P[X—;LZkG]

Ungleichung (4) folgt direkt aus (2); sie betont hier die Analogie zur
asymmetrischen Ungleichung (5). Flr a < p < b ist diese &quivalent zu:
A[(b = p)(p — a) = o?]

(b—a)? !
o2+ (m — p)?
—_——

Pla<X<b] >

PIX — | >

IN

C
Zur Umformulierung setzen wir m = (a +b)/2 und ¢ = (b — a)/2.
Fir m = p ergibt sich die symmetrische Chebychev—Ungleichung.
Die letzte Ungleichung folgt erneut dank Markov—Ungleichung T3G:

- E[|X - m)?]

2 N2
P[IX —m|>c =P[|X —m|*> ] < _otmop

2

c? c

Auch diese Abschatzung lasst sich nicht verbessern. Obiges Beispiel:

Zu0<t<lseib=/(1—-t)/tunda=—1/b=—/t/(1—1t)sowie
P(X=a)=1-t und P(X=b)=t.

Esgit E(X) =a(l—t) + bt =0und V(X) = a?(1 —t) + bt = 1.

In diesem Beispiel sind die obigen Ungleichungen scharf.
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Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

Zwei Zufallsvariablen X5, X5 sind unabhangig, wenn das Ergebnis von
X1 nicht die Wkten von X, beeinflusst. Dies prazisieren wir wie folgt:

Definition T3H: Unabhé&ngigkeit von Zufallsvariablen

Eine Familie X = (X3, ..., X,) von Zufallsvariablen X} : Q — R heif3t
(stochastisch) unabhéngig, wenn fir alle Intervalle I, ..., I,, C R gilt

P(Xi€h,..., X,€l,)=P(X,€L)---P(X, € L,).

Anders gesagt: Im WRaum (2, P) ist die Familie (A, ..., A,) der
Ereignisse Ay = X, '(Ix) = {w € Q| Xj(w) € I } unabhangig (T2c).
Das bedeutet: Die gemeinsame Verteilung von (X1, ..., X,,) in R ist die
Produktverteilung Px, .. x,) = Px, ® --- ® Px,,, sieche UTA und W1A.

Diese Formulierungen gelten ebenso fiir kontinuierliche Verteilungen,
zum Beispiel auf einem analogen Messgerat abgelesene Werte.

Fir diskrete Zufallsvariablen ist Unabhangigkeit &quivalent zu
P(Xi=a1, ..., Xpn=an)=PX1=a1) - P(X,, = an).

Aufgabe: Bei zweimaligem Wirfeln betrachten wir die Ergebnismenge
Q= {1,2,...,6}% mit der Gleichverteilung P und den Zufallsvariablen

XY : Q>R X(wp,w)=w, Y(w,ws)=ws.

(1) Sind X und Y stochastisch unabhangig?

(2) Sind X +Y und X — Y stochastisch unabhangig?

(3) Sind min(X,Y") und max(X,Y") stochastisch unabhangig?
Losung: (1) Ja, denn P( X=qa, Y=b) = P(X=a) - P(Y=b).

(2) Nein, die Multiplikativitat gilt hier nicht:

Zum Beispiel git P( X+Y=3, X-Y=0) =0,

aber P( X+Y=3)=2/36und P( X-Y=0) = 6/36.

(3) Nein, die Multiplikativitat gilt hier nicht:

Zum Beispiel gilt P( min(X,Y)=1, max(X,Y)=6 ) = 2/36,

aber P( min(X,Y)=1) = 7/36 und P( max(X,Y)=6 ) = 7/36.

/A\ Zum Nachweis der Unabhangigkeit muss man alle Produkte priifen.
Zum Nachweis der Abhangigkeit hingegen genligt ein Gegenbeispiel.
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Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

Aufgabe: Seien X1,..., X, : (©,P) — R diskrete Zufallsvariablen; ihre
Zusammenfassung X = (X1,...,X,): (Q,P) — R™ ist ebenso diskret.

Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden Unabhangigskeitsbedingungen:

(1) P(Xi€l, .., X,el,)=PX,el)--P(X,€l,)
fur alle Intervalle I4,..., I, C R.
(2) P(Xl =ai, ..., Xp :an) = P(Xl :al)"'P(Xn = an)

fir jeden Punkt a = (ai,...,a,) € R™.

© Bedingung (1) ist vielseitiger und bequemer anzuwenden.
Zudem ist dies die richtige Definition auch fur kontinuierlich verteilte
Zufallsvariablen. Daher erheben wir Eigenschaft (1) zur Definition T3H.

© Bedingung (2) niitzt nur fir diskrete Zufallsvariablen, ist dann aber
leichter zu prifen. Genau hierfir nutzen wir die Aquivalenz (1) < (2)".
Erste Beispiele kennen wir aus der vorigen Aufgabe.

Lésung: Die Implikation ,(1) = (2)" ist eine Einschrankung, also trivial:
Hierzu genligt es, die einpunktigen Intervalle I;, = {ax} zu betrachten.

Wir zeigen die Umkehrung ,(2) = (1)*: Hierzusei I = I; x --- x I, CR"
ein Quader und darin a = (a1, ..., a,) € I ein Punkt. Wir finden:

P(Xlell-,-u,XnEIn) = P(Xe[)
X
o P =
acl
M%m Z . Z P Xl*al ) Xn*an)
a1€l; an€l,
X X P(Ki=a) - P(Xa =)
‘ a1€ly an€ln
= [ Ppi=a] [ Y P =a)]
aeh an€ln
= P(Xieh)-P(X,€l,)

Unabhéangigkeit von Indikatorfunktionen e
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Aufgabe: (1) Wann sind zu zwei Ereignissen A, B C Q
die Indikatorfunktionen X = I4 und Y = I unabhéngig?

(2) Wann gilt Multiplikativitdt E(I4 -Ip) = E(I14) - E(Ip)?
Lésung: (1) Sei A C Q ein Ereignis und 14 seine Indikatorfunktion,

1 fallsw e A,

Ip:Q—oR:we Ih(w) =
0 fallsw ¢ A.

Unabhangigkeit von 14 und I bedeutet vier &quivalente Bedingungen:

P(I,=1,I3=1)=P(ANB) = P(I4=1)P(Iz=1)=P(A)P(B)
P(I,=1,I3=0)=P(ANB) = P(I4=1)P(I3=0)=P(A)P(B)
P(I,=0,Iz=1)=P(ANB) = P(I4=0)P(Iz=1)=P(4)P(B)
P(L4=0,Ip=0) =P(ANB) = P(l4=0)P(Iz=0)=P(4)P(B)

Dies ist aquivalent zur Unabhangigkeit der Ereignisse A und B! (T2C)
(Diese vier Gleichungen sind untereinander aquivalent, siehe T2D.)

(2) Die Indikatorfunktion I 4 nimmt nur die beiden Werte 0 und 1 an:

P(Ii=1)=P(A) und P(I4=0)=1—P(A)

Demnach gilt E(I4) = P(A). Fir das Produkt von I4 und I gilt

Ia-Ip =Tanp-
Wir vergleichen damit schlieBlich
E(, Ig) = E(I4np) = P(ANB),
E(L4) -E(Ip) = P(4)-P(B).
© Die Gleichheit links ist demnach aquivalent zur Gleichheit rechts:
Die Zufallsvariablen I4,1p: — R sind genau dann unabhéangig (T3H),

wenn die betrachteten Ereignisse A, B in (22, P) unabhangig sind (T2c).
Genau in diesem Falle ist ihre Erwartung multiplikativ.

© Fur Indikatorfunktionen ist die Rechnung besonders einfach.
Allgemein ist die Sachlage noch interessanter, siehe Satz T3I.
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Aufgabe: (0) Ist die Erwartung additiv, E(X +Y) = E(X) + E(Y)?

(1) Ist die Erwartung multiplikativ, E(X - Y) = E(X) - E(Y)?

(2) Ist die Varianz additiv, V(X +Y) = V(X) + V(Y)?

Lésung: (0) Ja! Die Erwartung E: L'(Q, P) — R ist linear (Satz T3D).

(1) Nein! Gegenbeispiel X : Q@ — {£1} mit P(X = +1) = 1/2: Hier gilt
EX -X)=E(1)=1 # 0=EX) EX).

/\ Die Erwartung ist immer additiv, aber i.A. nicht multiplikativ!

Alternativ: E(I4 -Ip) = E(I4) - E(I) gilt nur fir unabhangige A, B.

Aligemein: Die Varianz ist V(X) = E(X?) - E(X)? > 0und i.A. > 0.

(2) Wir setzen die Definition ein und vereinfachen geduldig:

V(X+Y) = E[(X+Y - E(X+Y))?] 2 E[(X-E(X)+Y-E())?]
Z E[X?-E(X))] + E[Y?-E(Y)?] + 2[ E(XY) - E(X)E(Y))]
=: Cov(X,Y)

= V(X)+V(Y) +2Cov(X,Y)
/\ Die Varianzen addieren sich gdw die Kovarianz verschwindet.
© Dies gilt gliicklicherweise bei unabhéngigen Zufallsvariablen!

Satz T3I: Fubini fir unabhangige Zufallsvariablen
(1) Erwartungen unabhangiger Zufallsvariablen X, Y multiplizieren sich:

E(X-Y)=E(X) E(Y)

lhre Kovarianz Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) verschwindet somit.
(2) Varianzen unabhéngiger Zufallsvariablen X, Y addieren sich:

V(X +Y)=V(X)+ V()

2Cov(X,Y)

Aufgabe: Rechnen Sie dies nach! Lésung: (1) Dank Unabhangigkeit:
E(X-Y) = Y abP(X=a,Y=b)

(a,b)ER?
= 3" abP(X=a)P(Y'=b)
a€R beR
- [Sapecea] [Sip0n] = 5o )
a€R beR
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Aufgabe: (1) Einzelner Minzwurf: Berechnen Sie Erwartung und
Varianz eines 0—1-Experiments X}, : Q — {0, 1} mit P(X=1) = t.

(2) Mehrere Minzwirfe: Bestimmen Sie Erwartung und Varianz der
Trefferzahl S = X; + - - - + X,,. Welche Zusatzinformation brauchen Sie?

Lésung: (1) Wir erhalten E(Xj) = t; und V(Xj) = t(1 — tg).
(2) Dank Linearitat der Erwartung (T3D) gilt hier Additivitat:
E(S) =E(X; + -+ X)) = B(X1) + -+ B(X,) =t + - + 1,

Sind die Zufallsvariablen Xj, ..., X,, zudem unabhéangig, so addieren
sich bei der Summe S = X; + --- + X,, auch ihre Varianzen (T3I):

V()= V(X)) +- + V(X)) =t1(1 —t1) + -+t (1 — t)

© Speziell firt; = --- =t, =t gilt E(S) = nt und V(S) = nt(1 —t).
Das ist der wichtige Spezialfall von unabhangigen, identisch verteilten
0—1-Experimenten (U3B): Die Summe ist binomialverteilt, S ~ B(n, t).

Beispiel: Punkteverteilung in einer Klausur? Gilt hier Unabhangigkeit?

© Unabhangig wiederholte Experimente sind eine zentrale Methode
der Natur- und Ingenieurwissenschaften. Das stochastische Modell
(zur Planung) und die statistische Auswertung (nach Durchfiihrung)
gehdéren zum allgegenwartigen Handwerkszeug seridser Arbeit.

(1) Der Miinzwurf ist das einfachste Zufallsexperiment: Es gibt nur zwei
Ergebnisse: Kopf (0) oder Zahl (1). Wir nehmen hier nicht zwangsweise
an, dass die Miinze fair ist, also P(X;=0) = P(X,=1) = 1/2 erfilllt.

Die Wkt P(X,=1) = t;, € [0, 1] ist in unserem Modell frei wéhlbar.

(2) Wenn wir n Miinzen werfen, so addieren sich die Erwartungen und

dank Unabhéangigkeit auch die Varianzen. (Fir Letzteres geniigt bereits
die Unkorreliertheit, das ist i.A. schwéacher.) Die Summe unabhangiger
zweiwertiger Zufallsvariablen ist ein weiteres einfaches Modell.

(3) Die n-fache Wiederholung eines Miinzwurfs ist ein wichtiges Modell:
Zur Vereinfachung nehmen wir an, das Experiment wird unabhangig
wiederholt und alle Wkten sind gleich. Dies fUhrt zur Binomialverteilung
U3B und zum lokalen Grenzwertsatz V3A als wichtiger N&herung.
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Anwendungsbeispiel: Uberbuchung

Aufgabe: Fir eine Klausur sind n = 320 Teilnehmer:innen angemeldet.
Jede:r davon tritt nur mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 0.8 tatsachlich an.

Wir nehmen stochastische Unabhéngigkeit an, keine Grippewelle 0.4.
Mit welcher Wkt reichen 300 Platze? (Chebychev, spater LGS, exakt)

Lésung: Wir wissen o =nt =256, o=nt(1—t)=51.2, o~T7.2.
Chebychev: Die Wkt fir mehr als 300 Teilnehmer ist beschréankt durch

P(T >301) = P(T — 256 > 45) < 7z £2.5% mit k=23 ~6.22.

Die Schitzung 3% ist deutlich zu hoch, dafiir aber bequem zu berechnen. Wir wissen iiber 7"
noch viel mehr als nur 1 und o: Wir kennen die gesamte Verteilung! Die Binomialverteilung
B(n, t) erlaubt dank lokalem Grenzwertsatz V3A eine wesentlich genauere Abschiitzung:

LGS V3a: Normalverteilung als Naherung, Tabelle: [° o (t) dt < 107°,
Approximationsfehler: |§| < 1/(60) < 0.023, insgesamt Wkt < 2.3%.

Exakt U3B: Die Teilnehmerzahl 7T ist binomialverteilt, genauer T' ~ B(n, t).

Durch Aufsummieren (mit Computerhilfe) erhalten wir P(T > 301) <09 10712,

Es gibt 23%° > 2. 10% mogliche Ausginge dieses Experiments. Das kann offensichtlich
niemand naiv aufsummieren, selbst der schnellste Computer nicht. Die exakte Rechnung
organisieren wir daher wesentlich effizienter mit den Abzihlmethoden des folgenden Kapitels.

Aufgabe: Angenommen, im obigen Beispiel gilt n = 320 und ¢ = 0.9.
Mit welcher Wkt reichen 300 Platze? (Chebychev, LGS, exakt)

Lésung: Wir wissen u=nt =288, o?=nt(l—1t) =288, o~54.
Chebychev: Die Wkt fir mehr als 300 Teilnehmer ist beschrankt durch

P(T>301) = P(T - 288 > 13) < 1z S 15%

i - — 13
mit k= i 2.33.
Diese GroBenordnung ist alarmierend: Wir sollten einen groeren Horsaal buchen — oder
genauer hinschauen! Die Binomialverteilung erlaubt eine wesentlich genauere Abschitzung:

LGS V3A: Normalverteilung als Niherung, Tabelle: ka p(t)dt < 0.01,
Approximationsfehler: |§] < 1/(60) < 0.04, insgesamt Wkt < 5%.

Exakt U3B: Die Teilnehmerzahl 7" ist binomialverteilt, genauer 7' ~ B(n, t).
Durch Aufsummieren (mit Computerhilfe) erhalten wir P(T > 301) < 0.00684.

Die Ungleichung von Chebychev ist vor allem in Situationen niitzlich, in denen wir iiber die
Verteilung wenig wissen (z.B. nur p und o), aber die Wahrscheinlichkeit groer Abweichungen
abschitzen wollen. In obigen Beispielen kennen wir die Verteilung sogar genau. Der lokale
Grenzwertsatz V3A und die Tabelle der Normalverteilung liefern prézisere Abschitzungen.

Solche Risikoabschitzungen und Optimierungen haben enorme wirtschaftliche Bedeutung.
Genau dieses Szenario analysieren Fluggesellschaften bei der Uberbuchung ihrer Fliige.
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Anwendung: Jede Messung X ist zufélligen Stérungen unterworfen,
Messwerte schwanken um den Erwartungswert 1 mit Streuung o > 0.
Beispiel: Sie filhren n = 400 unabhéngige Messungen X, X, ..., X400
durch und erhalten Messwerte x1, 23, . . ., z400. Sie schatzen p durch den

. . 1 «—n
Stichprobenmittelwert 7 := o Zk:l T

Messung

57.5

(Beispiel)

Die Streuung von X schatzen Sie (dank der Stichprobe) auf o $ 10.
Wie genau ist #? Wo liegt vermutlich der wahre Erwartungswert p?

I, = [57,58], I, =[56.5,585], I3=[56,59], I=[57.5+k-0.5]

Aufgabe: Welches Intervall I;, iberdeckt den Erwartungswert p mit
Sicherheit oy, > 95% bzw. oy, > 99%7? (Spéater genauer mit ZGS, W201)

Der Erwartungswert p ist eine Konstante. Leider ist sie uns unbekannt. Das Ziel der Messung ist,
diese Konstante ;¢ moglichst genau zu bestimmen. Als Schitzung fiir den Wert y dient uns .
Wie die Messwerte 1, . .., x, ist auch Z zufilligen Schwankungen unterworfen. Wenn Sie eine
neue unabhingige Stichprobe durchfiihren, erhalten Sie einen neuen Mittelwert £, und mit ihm
verschieben sich obige Intervalle. Wir wollen sichergehen und verlangen, dass in 95% aller Stich-
proben unser Intervall den wahren Wert p iiberdecken soll. Welchem Intervall vertrauen wir?

Lésung: Die Einzelmessung entspricht einer ZVariable X : 2 — R mit
Erwartung 1 = E(X), Varianz 02 = V(X) und Streuung o(X) € ]0, oc|.
(1) Aus unabhangigen Wiederholungen X1, Xs, ..., X,, bilden wir den

.. . - 1
empirischen Mittelwert X := E(Xl + X0+ -+ Xp).

Dank Linearitét gilt E(X) = E(X) = x und dank Unabhéangigkeit zudem

V(X) = %V(Xl b X)) = % V(X)) +- 4 V(X)) = %V(X).
Demnach gilt o(X) = o(X)/\/n, im Beispiel o(X) < 10/+/400 = 0.5.
(2) Fir unsere Intervalle gelten die Chebychev—Abschatzungen:
a>1-1/12=0, ag > 1-1/22>75%,
az>1-1/3% > 88%, as > 1—1/5% > 96%,

ajp >1-1/10% > 99%, ap >1-1/k%

© Diese genial-einfache Methode optimieren wir in Kapitel V und W:
Unser Ziel sind schérfere Abschéatzungen, also genauere Intervalle!
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Das Gesetz der groBen Zahlen

Planung: Vor der Messung sind Xy, ..., X,,: Q — R Zufallsvariablen.
Wir kennen die Messergebnisse noch nicht, noch sind fiir X; alle Werte
méglich mit ihren jeweiligen Wahrscheinlichkeiten P(X; € I); daher ist
es hier sinnvoll, von Erwartung E(X;) und Varianz V(X;) zu sprechen.
Daraus berechnen wir die Zufallsvariable X und schlieBlich das Intervall
I, = [X + ko). Mit X schwankt auch I,. Wir wollen unser Verfahren (!)
so einrichten, dass I, mit hoher Wkt den gesuchten Wert . Gberdeckt.

Auswertung: Nach der Messung liegen Werte =1, 2o, ..., z, € R vor.
Wir unterscheiden die Funktion X; und den Funktionswert z; = X;(w).
Dies sind keine Zufallsvariablen, sondern reelle Zahlen. Es hat daher
keinen Sinn, von Erwartung E(z;) oder Varianz V(z;,) zu sprechen.
Auch das Intervall I, = [ £ ko] ist jetzt fixiert. Entweder es Uberdeckt
oder eben nicht. Es hat somit keinen Sinn, hier nach Wkt zu fragen.

Reproduzierbarkeit: Nach der Messung ist vor der Messung!

Wir wollen garantieren, dass unsere Schatzungsmethode zukuinftigen,
unabhangig wiederholten Messungen standhélt. Klarheit und Korrektheit
bendtigen solides Verstandnis und sorgféltige Ausfiihrung!

© Dieses Argument und die Rechnung fassen wir als Satz zusammen:

Satz T3J: Gesetz der groBen Zahlen (nach Chebychev)

Seien X1, ..., X, : (Q,P) — R ZVariablen mit Erwartung 1 = E(X) und
Varianz ¢2 = V(X) und zudem unabhangig (es geniigt unkorreliert).

Der empirische Mittelwert X = %22:1 X}, ndhert sich der Erwartung p:
(1) Seine Streuung o(X) = o(X)/+/n — 0 fallt wie 1/+/n fir n — occ.
(2) Abweichungen um ¢ > 0 werden beliebig unwahrscheinlich geman

PX-u2e] < 5

N 0.

Deshalb wiederholen wir Messungen unabhdngig, um die Messgenauigkeit zu verbessern! Das
Gesetz der grofien Zahlen erklirt insbesondere, wie wir Wahrscheinlichkeiten messen konnen:
Die Indikatorfunktion X = I, zidhlt das Eintreten des Ereignisses A. Der Mittelwert X ist die
relative Hiufigkeit nach n Versuchen und konvergiert gegen i = E(X) = P(A). Ales wird gut!
A\ Fiir praktische Anwendungen wollen Sie n nicht zu groB wihlen: Wiederholte Messungen
sind teuer. Chebychev T3F ist zwar einfach, aber noch recht grob. Sie wollen daher bessere
Schranken fiir die Abweichung P(|X — p| > ). Diese liefert der ZGS! (Satz W1D)
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. e, 8 63 64
\ e 50

“ .. H 40 37

T o

: unaH\angig L erholungen 300 unabhéngige Wiederholunge!
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
512 498 496 e 485 . 4971 5109 4sso 5036 4954 5050
3000 unabhéngige Wiederholungen 30000 unabhéngige Wiederholungen
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Das empirische Gesetz der grofien Zahlen ist folgende Erfahrungstatsache: Bei sehr hdufiger
unabhéngiger Wiederholung nihern sich die relativen Haufigkeiten der Wahrscheinlichkeit an.
Wir konnen dies nun begriinden und sogar nachrechnen, wie schnell und sicher dies geschieht!

Aufgabe: Sie wirfeln n = 3600 mal mit einem fairen Wirfel. Sei S die
Haufigkeit der Augenzahl 6. Wie grof3 sind Erwartung und Streuung?
Welche zusatzlichen Annahmen fordern Sie hierzu sinnvollerweise?
Wie wahrscheinlich ist S € [500, 700]? S € [550,650]? S € [580,620]?

Lésung: Wir nutzen die Zufallsvariablen X, Xo,..., X, :Q — {0,1},
wobei X; = 1 bedeutet ,Augenzahl 6 im k-ten Wurf“. Damit gilt:
Trefferwkt P(X=1) = ¢ =1/6,
Erwartung E(Xj;) =t =1/6,
Varianz V(Xy) =t(1—t)=5/36.

Die Summe S = X; + Xo + - - + X, : Q — R zahlt die Haufigkeit:

ErwartungE(.S)
Varianz  V(S5)

Streuung o(S) =

=nt = 600,
= nt(1 —t) = 500,
V(S) =~ 22.36.

Satz T3I: Fir die Additivitat der Varianzen fordern wir Unabhangigkeit!
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Wir nutzen die (worst case) Abschatzungen von Chebychev (Satz T3F):

2
g

PIX-u>e < %5

1

P“X—M\Zka} < ek

1
P[u—kU<X<u+ka} 2 1o,
In unserem Fall gilt » = 600 und o ~ 22.36, damit erhalten wir:

P[|S - 600 > 101] < =0~ 005 = P[5 € [500,700]] > 0.95,

P[|57600| > 51} <2 ~020 — P[S e [550, 650]] > 0.80,

P[|S—6oo| > 21} <2 ~113 = P[s € [580, 620]] > —0.13.

© Die ersten beiden Abschatzungen sind hilfreich, die dritte ist nutzlos.
Spater rechnen wir genauer mit dem lokalen Grenzwertsatz V3A (LGS).

© Die Ungleichungen von Chebychev sind zwar grob, aber sie erlauben
uns immerhin eine erste Abschatzung, zudem schnell und bequem.
/\ Zunachst klingen 3600 Versuche nach viel, doch es geniigt nicht:
Die Ergebnisse streuen noch stark, die Messung ist recht ungenau!

Aufgabe: Bei 3600 Versuchen gilt S € [p & 0.167x] mit Wkt > 95%.
Wie oft missen Sie wiirfeln, damit S € [ £ 0.01u] mit Wkt > 95% gilt?

Lésung: Wir rechnen wie oben, mit unbekannter Versuchszahl n:

o? nt(l—1t)
> —
PIS=ul=0. 01“} (0.01)2 ~ (0.01nt)?

Wegen (1 — )/t =5/6 / 1/6 = 5 muss demnach n > 1000000 gelten.
© Plausibel: Doppelte Genauigkeit erfordert vierfache Versuchszahl,
zehnfache Genauigkeit erfordert hundertfache Versuchszahl,
17-fache Genauigkeit erfordert 289-fache Versuchszahl.

Genauigkeit hat ihren Preis: Wir missen mehr messen!

Das ist zugleich Fluch und Segen der gro3en Zahlen.

— 1000022t < 0.05
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Kunststoff

= .

Handgesagte Wiirfel aus Holz

Gleiche Wkten!

Ungleiche Wkten?
Bei perfekter Symmetrie sind alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich:
p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = §
Mit Omas handgefertigtem Lieblingswiirfel gewinnt sie verdachtig oft:
p(1) =0.15, p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = 0.16,

Wie findet man diese Wkten? Man muss sie messen! Aber wie genau?

p(6) = 0.21

Aufgabe: Sie wollen die Wkt P(A4) = ¢ eines Ereignisses A messen:

(1) Bis auf einen Fehler von e = 0.01. Sie verlangen 98%ige Sicherheit.
(2) Bis auf einen Fehler von ¢ = 0.02. Sie verlangen 96%ige Sicherheit.
(3) Bis auf einen Fehler von ¢ = 0.05. Sie verlangen 93%ige Sicherheit.

Wie oft missen Sie dazu die Messung / das Experiment wiederholen?
© Méglichst prazise, sicher, kostengiinstig: Wahlen Sie zwei von drei!
Nutzen Sie zur Vereinfachung zunachst den Satz von Chebychev T3F,
spater die Binomialverteilung U3B und den lokalen Grenzwertsatz V3A.

© Wir setzen unser Experiment als beliebig wiederholbar voraus.

Das ist fur praktische Anwendungen eine starke Annahme; machmal
ist schon eine erste Wiederholung zu kostspielig oder gar unmdglich.
Dann muss man Wkten auf andere Weise schétzen, und sei’s nur grob.

© Selbst wenn das Experiment im Prinzip beliebig wiederholbar ist,
so sind Wiederholungen doch meist aufwéandig und kostspielig.
Begrenzte Ressourcen erlauben lhnen nur begrenzte Genauigkeit.
Fur dieses Problem soll Sie dieser Aufgabentyp sensibilisieren.

Quantitativer Kompromiss: sicher vs prazise vs kostengiinstig e
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Lésung: Das einfache Experiment hat Erwartung E(I4) = P(A) =t
und Varianz V(I4) = t(1 — ¢) < 1/4. Wir nutzen besser n unabhangige
Wiederholungen X, ..., X,,: Q — {0, 1} und bilden den Mittelwert

‘ X = %(Xl + -+ X,,) = relative Haufigkeit des Ereignisses A. ‘

Er hat die Erwartung E(X) =t und dank Unabhangigkeit (!) die Varianz
0?2 =V(X)=V(X)/n < 1/4n\, 0, also die Streuung o < 1/2/n \, 0.
Wir nutzen das Gesetz der groBen Zahlen T3J nach Chebychev:

\ a=P[[X—t|<e] > 1-1/an? 7 1 ‘

(1) Damit schatzen wir die Wiederholungen fiir « = 0.98 und ¢ = 0.01:
P(IX —t| > ko) <1/k* < 0.02
80 <8/2y/n < £=0.01 < n > 160000

Flr 98%ige Sicherheit geniigt immer ein 8c—Intervall um den Messwert.
Zur Genauigkeit ¢ = 0.01 genltigen demnach n > 160 000 Messungen.
Genauer: Dank LGS geniigt k£ = 2.33, somit nur n = 13573 Messungen.

Irrtumswkt: < k>8

Ungenauigkeit:

(2) Wir schatzen die Wiederholungen fiir « = 0.96 und £ = 0.02:

Irtumswkt: — P(X —t| > ko) <1/k* < 004 « k>5

Ungenauigkeit: 50 < 5/2y/n < €=0.02 < n>15625

Far 96%ige Sicherheit genligt immer ein 50—Intervall um den Messwert.
Fir die Genauigkeit ¢ = 0.02 genligen demnach n > 15625 Messungen.
Genauer: Dank LGS genlgt £ = 2.06, somit nur n = 2653 Messungen.

(3) Wir schatzen die Wiederholungen fir o« = 0.93 und £ = 0.05:

Irtumswkt:  P(IX —t| > ko) <1/k> < 007 « k>4

Ungenauigkeit: 40 <4/2y/n < e =0.05 < n>1600

Flr 93%ige Sicherheit genligt immer ein 40—Intervall um den Messwert.
Fur die Genauigkeit e = 0.05 gentigen demnach n > 1600 Messungen.
Genauer: Dank LGS genlgt & = 1.82, somit nur n = 332 Messungen.

© Genauigkeit und Sicherheit haben ihren Preis! Mathematik kann
beide erhéhen und somit die Kosten senken, siehe V411, [V4i5], W203.
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Kovarianz und Korrelation von Ereignissen

Seien A, B C Q Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P).
Far die Wahrscheinlichkeit ihrer Vereinigung gilt die einfache Formel

P(AUB) =P(A)+ P(B) - P(AN B).

Diese Formel gilt immer. Meist kennen wir die Wahrscheinlichkeiten
P(A) und P(B), aber wie berechnen wir den ,Stérterm“ P(A N B)?
Zwei Falle sind besonders nutzlich und wichtig:

A, B sind disjunkt, AN B =0,

allgemeiner P(AN B) = 0. } = P(AUB)=P(4) +P(B)

Die Ereignisse A, B sind

stochastisch unabhangig. } = LN ) = 12(A0) 1205)

Das sind zwar nur die einfachsten (extremen) Falle, aber sie treten
haufig genug auf, um nitzlich zu sein. Haufig nutzt (prift oder fordert)
man in Rechnungen daher Disjunktheit oder Unabhéngigkeit. Das hilft.

/\ Disjunkt und unabhangig gilt nur fir P(A) = 0 oder P(B) = 0.

Wir untersuchen genauer die Un/Abh&ngigkeit von Ereignissen:
Im Falle P(AN B) = P(A) P(B) sind die Ereignisse unabhéngig.
Im Falle P(AN B) > P(A) P(B) sind sie positiv korrelliert.

Im Falle P(AN B) < P(A)P(B) sind sie negativ korrelliert.

Im Allgemeinen kdnnen wir dies wie folgt quantifizieren:

Definition T3K: Kovarianz und Korrelation von Ereignissen

Die Kovarianz von Ereignissen A, B im WRaum (Q, P) ist

Cov(4,B):=P(ANB)—P(4)-P(B)=E(X-Y)

mit den zentrierten Zufallsvariablen X =14 -P(A)undY =15 —P(B).

Im Fall P(A),P(B) € ]0, 1] definieren wir ihre Korrelation durch

P(ANB)-P(A)-P(B)  E(X.Y)
P(A)P(A) - P(B)P(B) /V(X) V(Y)

Cor(A,B) := € [-1,1].

Im Fall P(A) € {0,1} oder P(B) € {0, 1} setzen wir Cor(A4, B) := 0.
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Kovarianz und Korrelation von Ereignissen

Die Un/Abhéangigkeit von Ereignissen A, B C Q ist eine Ja/Nein—Frage.
Ihre Korrelation Cor (A, B) € [—1, 1] hingegen quantifiziert den Grad
ihrer Abhéngigkeit. Hierzu gelten einfache, aber nitzliche Regeln:
Aufgabe: Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln:

(1) Genau dann gilt Cor(A, B) = 0, wenn A und B unabhangig sind.
(2) Es gilt Cor(A, A) =1, Cor(4, A) = —1, Cor(A, B) = —Cor(4, B).
(3) Fur alle A, B C Q gilt Cor(A, B) € [—1, 1] dank Cauchy—Schwarz.
(4) Aus Cor(A, B) = +1 folgt A = B fast sicher, also P(A A B) = 0.
(5) Aus Cor(A, B) = —1 folgt A = B fast sicher, also P(A A B) = 0.
Vereinbarung: Die bequeme Ausdrucksweise ,fast sicher” bedeutet
bis auf eine ,vernachlassigbare Menge mit Wahrscheinlichkeit Null.
Beispiel: Wenn P({w}) > 0 fur alle w € Q gilt, dann giltin (4) A= B
bzw. in (5) A = B. Es ist jedoch mdglich, dass unser WRaum (2, P)

Elemente w mit Wkt P({w}) = 0 enthélt, dann kénnen wir nicht A = B
bzw. A = B schlieBen, sondern nur P(A A B) = 0 bzw. P(A A B) = 0.

Losung: (1) Im Sonderfall P(A4) € {0,1} oder P(B) € {0,1} sind

A und B unabhéngig, und es gilt Cor(A, B) = 0 nach Vereinbarung.
Im reguléaren Fall P(A), P(B) € ]0, 1 betrachten wir den obigen Bruch:
Genau dann gilt Cor(A, B) =0, wenn P(AN B) — P(A) - P(B) = 0.

(2) Einsetzen liefert sofort Cor(A, A) = +1 und Cor(4, 4) = —1.

Zum Ereignis A C 2 betrachten wir X =14 —P(A), zum Komplement
A=Q~ Aentsprechend X =I;—P(4) = (1-14)— (1-P(4)) = —X.
Hieraus folgt Cov(A, B) = —Cov(A4, B) und Cor(4, B) = —Cor(4, B).
(8)Fir X =14 —P(A) gilt E(X) =0und V(X) = E(X?) = P(A)P(A),
und fir Y =Ip —P(B) git E(Y) =0und V(Y) = E(X?) = P(B)P(B).
Wir finden E(XY) = E(I413) — P(A)P(B) = P(AN B) — P(A)P(B).
Dank der Cauchy—Schwarz-Ungleichung gilt [E(XY)|? < E(X2)E(Y?),
also Cor(X,Y)? < 1 und somit Cor(X,Y) € [-1,1] wie gewlinscht.
(4/5) Gleichheit gilt bei Cauchy—Schwarz fir Y = AX mit A € R.

Wegen 1 = max X — min X = maxY — minY bleibt nur A = +1.
In L2(Q, P) gilt demnach X = +Y, also A = B bzw. A = B fast sicher.
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Kovarianz als Skalarprodukt

Die Varianz ist nicht additiv! Die nétige Korrektur liefert gerade die
Kovarianz: V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X,Y). Das erinnert uns
an die Lineare Algebra: Die Varianz X — V(X)) ist eine quadratische
Form, die Kovarianz (X,Y’) — Cov(X,Y) ist ihre Polarisierung.

Definition T3L: Kovarianz und Korrelation von Zufallsvariablen

Seien X,Y : (Q,P) — R Zufallsvariablen mit E[X?], E[Y?] < co.

Wir definieren ihre Kovarianz und ihre Korrelation durch
Cov(X,Y):=E[(X —E(X)) (Y —E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y),
Cov(X,Y)

Cor(X,Y) := VOV

bzw. := 0, falls V(X)V(Y) = 0.

Wir nennen die beiden Zufallsvariablen X, Y
@ unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0 gilt,
@ positiv korelliert, falls Cov(X,Y) > 0 gilt,
@ negativ korelliert, falls Cov(X,Y’) < 0 gilt.

Satz T3M: Kovarianz als Skalarprodukt

Die Kovarianz verhalt sich wie ein Skalarprodukt:
Cov(X,X)=V(X) >0
Cov(X,Y) =Cov(Y,X)
Cov(a+bX,Y) =bCov(X,Y)

Die Varianz V(X ) = Cov(X, X) entspricht dem Normquadrat,

die Streuung o(X) = \/V(X) entspricht somit der Norm.
Genau dann gilt V(X) = 0, wenn X = const fast sicher.

Fir die Varianz einer Summe gilt Pythagoras:
V(X +Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y)

Unkorreliert Cov(X,Y’) = 0 bedeutet orthogonal X L Y.
Dank Cauchy—Schwarz—Ungleichung gilt Cor(X,Y) € [—1, 1], mit
Cor(X,Y) = £1 genau dann, wenn X = +\Y fast sicher (mit A\ > 0).
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Unabhéangig vs unkorreliert

Aufgabe: Seien XY : Q — R zwei Zufallsvariablen. Das Paar (X,Y)
nimmt die vier Werte (£1,0), (0, £1) € R? jeweils mit Wkt 1/4 an.

(1) Berechnen Sie E(X), V(X) und E(Y'), V(Y) sowie Cov(X,Y).
(2) Sind X und Y unkorreliert? (3) Sind X und Y unabhéangig?

(4) Welche Verteilung hat S = X + Y'? Erwartung? Varianz?

Losung: (1) Es gilt P(X=+1) =  und P(X=0) = 1, also E(X) =0

und V(X) = % Ebenso fir Y, denn Y hat dieselbe Verteilung.
Cov(X,Y) =E[(X ~E(X))- (Y —E(Y))] =E(XY) =0
(2) Demnach sind X und Y unkorrelliert. (3) Aber nicht unabhangig:
P(X=1)=P(Y=1)=1

aber P(X=1,Y=1)=0

(4) Fur die Summe S = X + Y gilt offensichtlich P(S==+1) = %
alsoE(S)=0=E(X)+E(Y)und V(5) =1=V(X) + V(Y).

/\ Die Variablen X und Y sind abhangig, aber dennoch unkorreliert.
Diese schwéchere Bedingung genugt fur die Additivitat der Varianzen.

Aufgabe: Wir untersuchen die drei folgenden Aussagen Uber X, Y:
(1) Die Zufallsvariablen X, Y sind unabhangig (geman Definition T3H).
(2) Die Zufallsvariablen X, Y sind unkorreliert, also Cov(X,Y’) = 0.
(3) Die Varianzen addieren sich geméaB V(X +Y) = V(X) + V(Y).
Welche der sechs méglichen Implikationen gelten hier?

Geben Sie jeweils einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Lésung: Pythagoras T3M zeigt sofort die Aquivalenz ,(2) < (3).

Es gilt ,(1) = (2)": Satz T3I garantiert E(XY') = E(X)E(Y) fur
unabhangige Variablen, also Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0.
Die Umkehrung ,(2) = (1)“ gilt nicht: Die vorige Aufgabe zeigt ein
Gegenbeispiel. (Sie kdénnen leicht Varianten davon konstruieren.)

/A Unabhangig impliziert unkorreliert, aber nicht umgekehrt!
Aufgabe: Fir alle zweiwertigen Zufallsvariablen X = ay + a1 I4 und

Y = b + b1 I ist unabhéngig aquivalent zu unkorreliert. Lésung: T329
/\ Fiir drei- und mehrwertige ZVariablen gilt dies allgemein nicht mehr!
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Aufgabe: Wir beobachten sehr haufig folgende Ereignisse:

R = {Es regnet}, S = {Scheibenwischer laufen}

(1) Es gilt etwa P(S|R) = 99%. Was kdnnen Sie hieraus folgern?
Verursacht Regen das Anschalten der Scheibenwischer? ,Ja, klar!“

(2) Es gilt auch etwa P(R|S) = 99%. Was kénnen Sie hieraus folgern?
Verursacht Anschalten der Scheibenwischer also Regen? ,Whaaa?*

/\ Dieser Denkfehler ist absurd, aber haufig. Wie ist er zu widerlegen?

Dieses Beispiel ist so gewihlt, dass der Denkfehler moglichst auffillig ist, gar absurd.

Doch wo genau liegt der Fehler? Wir wissen alle aus Erfahrung, dass das Anschalten der
Scheibenwischer nicht Regen verursacht. Woher wissen wir das? Das sagen uns nicht die obigen
Wahrscheinlichkeiten, sondern folgendes aktive Experiment: Wir kénnen willkiirlich / zuféllig
den Scheibenwischer anschalten und den Regen beobachten. Nach zahlreicher Wiederholung
dieses Experiments sind wir sicher, dass der vermutete kausale Zusammenhang nicht besteht.

© Kausalitat beweist man immer nur aktiv, durch randomisierte Tests.

So lernten wir als Kinder, Zusammenhinge zu begreifen und mogliche Erkldrungen zu erhérten:
durch ausgiebige Tests und endlos wiederholte Spiele. Das ist eine tiberaus sinnvolle Strategie!
Siehe hierzu en.wikipedia.org/wiki/Correlation_does_not_imply_causation.

© Kausalitat impliziert meist gewisse Wahrscheinlichkeiten.
Unser Erfahrungswissen nutzen wir zur Erstellung unserer Modelle.

® Umgekehrt jedoch miissen wir dabei extrem vorsichtig sein:
Beobachtung einer Korrelation impliziert noch keine Kausalitat.

/\ Wissenschaftliche Grundregel: Ursache und Wirkung I&sst sich
nur durch ein detailliertes Verstandnis der Mechanismen ergriinden!

/\ Ein passives, statistisches Abbild der Situation ist hierflir zu grob.
Um Kausalitét zu messen, bendtigen wir aktiv randomisierte Tests.

Beispiel: Menschen mit hohem Vitamin-C-Gehalt im Blut erleiden seltener einen Herzinfarkt.
Kann man hieraus folgern, dass Vitamin C das Risiko mindert? Nein, daraus allein noch nicht!
Ein hoher Vitamin-C-Gehalt kann durch andere Faktoren verursacht werden (wie etwa gesunder
Lebenswandel, viel Obst, viel Sport) und diese mindern das Infarktrisiko, nicht allein Vitamin C:
Es ist noch nicht schliissig, ob zusitzlich verabreichtes Vitamin C das Risiko senkt oder erhoht.

Da sehr viele (bekannte und unbekannte) Faktoren das Infarktrisiko beeinflussen, muss man mit
voreiligen Schlussfolgerungen vorsichtig sein. Die Wirkung von Vitamin C auf das Infarktrisiko
kann man gliicklicherweise dennoch untersuchen: Sorgfiltig konstruiert kann ein randomisierter
kontrollierter Test (RCT) hierauf Antwort geben. Dies ist zwar extrem aufwindig, aber allgemein
das beste Studiendesign in der medizinischen, psychologischen und 6konomischen Forschung.

Korrelation impliziert nicht Kausalitat!
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T359
Korrelation tritt in diversen Zusammenhéngen auf, @ Confounder
manchmal mit und haufig auch ohne Kausalitit: (Stdrfaktor)

@W=6 @W<@® @z=20 @20

Kausalitat Kausalitat Gleichzeitigkeit gemeinsame
LA verursacht B B verursacht A* ohne Kausalitat Ursache X

Aufgabe: Diskutieren Sie das Auftreten folgender Korrelationen:
1 ,Regionen mit mehr Stérchen haben héhere Geburtenraten.”
,Mit Schuhen zu schlafen, geht mit Kopfschmerzen einher.”
»1abak zu rauchen geht haufig mit Leberschaden einher.”
~Je mehr Feinstaub, desto héher das Herzinfarktrisiko.”
~Spieler von Ego-Shootern sind haufiger aggressiv.”
,Ein Glas Rotwein pro Tag férdert die Gesundheit.”
,Vorlesungsbesuch geht mit Klausurerfolg einher.”

N o g & O N

Begriindet dies eine Kausalitdt? Sehen Sie mdgliche Gegenargumente?
Vermeiden Sie voreilige Schlisse! Fragen Sie nach! Widersprechen Sie!

(1) Storche und Geburten sind positiv korreliert; sieche Robert Matthews: Storks deliver Babies.
Teaching Statistics 22 (2000) 36-38. Mogliche gemeinsame Ursache: Liandliche Regionen haben
(a) mehr Storche und (b) mehr Geburten. Mehr Storche anzusiedeln, erhoht nicht die Geburten.

(2) Gemeinsame Ursache diirfte Alkoholkonsum sein. Die Schuhe auszuziehen, hilft nicht gegen
Kopfschmerz. Sie wollen das ausprobieren? Machen Sie einen randomisierten kontrollierten Test!

(3) Dieser Zusammenhang wurde intensiv untersucht. Ein wesentlicher Storfaktor: Tabakrauchen
korreliert mit Alkoholtrinken, und Letzteres verursacht Leberschiden. Das Rauchen aufzuhéren,
fordert sicherlich allgemein die Gesundheit, hat aber keinen direkten Einfluss auf Leberschiden.

(4) Feinstaub wird heftig diskutiert, gerade in Stuttgart. Studien miissen Storfaktoren vermeiden,
Beispiel: Geringes Einkommen impliziert (a) Gesundheitsrisiken und (b) schlechte Wohnlage,
darunter auch hohe Luftbelastung. Vereinfacht gesagt: Wer es sich leisten kann, zieht weg.

(5) Ein komplexes stachliges Thema! Der Oberste Gerichtshof der USA resiimierte 2011 in einer
Urteilsbegriindung: ,,Nearly all of the research is based on correlation, not evidence of causation.*

(6) Positive Korrelation besteht. Mogliche gemeinsame Ursache: Hohes Einkommen impliziert
(a) gute Gesundheit und (b) Weinkonsum. Auch medizinische Zusammenhinge werden diskutiert.
(Vor allem in franzgsischen Studien? en.wikipedia.org/wiki/French_paradox ;-)

(7) Die Korrelation ist stark. Schon drei verpasste Termine senken signifikant den Klausurerfolg.
Prof. Dr. Rolf Schulmeister (Uni Hamburg) hat eine Meta-Studie von 300 empirischen Arbeiten
vorgelegt: Abwesenheit von Lehrveranstaltungen. Ein nur scheinbar triviales Problem. (2015)

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume i

. . . T402
Rechnen mit Ereignissen Fazit

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P) besteht aus

@ einer Menge Q2 von méglichen Ergebnissen und

@ einer normierten und additiven Abbildung P : 3(Q) — [0, 1].
Letzteres bedeutet P(2) = 1und P(4) = > ., P({w}) fir alle A C Q.

Jedes Element w € Q heif3t Ergebnis, somit ist €2 die Ergebnismenge.
Jede Teilmenge A C Q heif3t Ereignis, somit 3(12) die Ereignismenge.
Das Ereignis A tritt genau dann ein, wenn ein Ergebnis w € A eintritt.
Die Wahrscheinlichkeit hierfir ist das WahrscheinlichkeitsmaB P(A).
Spezialfall: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) hei3t endlich,

wenn die Ergebnismenge 2 endlich ist. Er heil3t laplacesch,

wenn zudem alle Ergebnisse w € 2 gleich wahrscheinlich sind.

Fir das Laplace—-WahrscheinlichkeitsmaB auf 2 gilt daher

_|A] _ Anzahl der Ergebnisse in A glnstige Ergebnisse

~ 19| ~ Anzahl aller Ergebnisse in @ ~ mégliche Ergebnisse

P(4)

© Fiir Laplace—Experimente berechnet man die Wkten durch Abzéhlen
der Ergebnisse. Hierbei helfen kombinatorische Abz&hlformeln.

Alle Ergebnisse fassen wir zur Ergebnismenge Q zusammen. Jedes
Element w € Q hei3t Ergebnis. Jede Teilmenge A C Q2 hei3t Ereignis.

Menge Bedeutung als Zufallsereignis

Q Das sichere Ereignis: Q tritt immer ein.

0 Das unmagliche Ereignis: ( tritt nie ein.
ACQ Das Ereignis A tritt ein bei jedem Ergebnis w € A.
QA Komplement: A = Q \ A tritt ein, wenn A nicht eintritt.
A C B Teilmenge: Immer wenn A eintritt, dann auch B.
B~ A Restmenge: Das Ereignis B tritt ein, aber nicht A.
AN B  Schnittmenge: Die Ereignisse A und B treten beide ein.
AUB  Das Ereignis A oder B tritt ein (evil. auch beide).
AU B  Das Ereignis A oder B tritt ein, wobei AN B = .
AAB  Entweder A oder B tritt ein (aber nicht beide).

Unser Ziel sind nachvollziehbar begriindete, quantitative Aussagen.
© Diese Notation erlaubt prazises Rechnen mit Zufallsereignissen.
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Stochastische Unabhangigkeit Fazit

Sei (©2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B C €2 ein Ereignis mit
Wahrscheinlichkeit P(B) > 0. Fir jedes Ereignis A C  definieren wir
die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B durch

P(A|B) = P5(A) :i= L}f(;)‘g)

Sei Q) = By U By U...U By eine Zerlegung in disjunkte Ereignisse.
Fir A C Q gilt dann die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A) = Y41 P(AN By) = Y4y P(A|By) P(By)

Im Falle P(A) > 0 gilt zudem die Formel von Bayes (Satz T2B):

P(A|B)P(Bi)  P(A|B)P(B;)
P(4) ! P(AB)P(By)

P(Bi|4) =

© Bequeme Notation und prazises Rechnen mit Zufallsereignissen.
© Die Rechnung ist meist leicht, die Interpretation erfordert Ubung.

Eine Familie von Ereignissen A;, As, ..., A, C Q hei3t (stochastisch)
unabhéangig, wenn alle Schnittmengen die Produktregel erfiillen:

P(Ail n Aiz n---N Au) = P(Ai1) P<Ai2) o 'P(Aie)

fur jede Auswahl 1 <i; < iy < --- < iy < n: Die Wkt jedes Schnitts ist
das Produkt der Wahrscheinlichkeiten. Fur unabhéngige Ereignisse
lassen sich damit die Wkten aller erzeugten Ereignisse berechnen.

Das heif3t, zwei Ereignisse A, B C Q sind unabhangig, wenn gilt:
@ P(ANB)=P(A)P(B).

Drei Ereignisse A, B,C C 2 sind unabhéangig, wenn gilt:
@ P(ANB)=P(A)P(B),
@ P(ANC)=P(A)P(0),
@ P(BNC)=P(B)P(C),
@ P(ANBNC)=P(A)PB)P(C).

/\ Die Tripelbedingung folgt nicht aus den drei Paarbedingungen!



http://en.wikipedia.org/wiki/Correlation_does_not_imply_causation
http://en.wikipedia.org/wiki/French_paradox
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Aufgabe: Seien A, B, C C 2 Ereignisse in einem WRaum (Q, P).
Gelten folgende Formeln allgemein? Geben Sie einen Beweis oder ein
Gegenbeispiel! Kennen Sie zusétzliche, hinreichende Voraussetzungen?

(1) P(ANB) =P(A) P(B)

2) P(Q~ A)=1-P(A)

(3) P(A~ B) =P(A) — P(B)

(4) P(AUB) = P(A) + P(B)

(5) P(AUB) = P(A) + P(B)

(6) P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB)
(7)  P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(B)

Lésung: Zeichnen Sie Skizzen! Formeln (2),(4),(6) gelten immer.

(1) Falsch im Allgemeinen. Dies ist aquivalent zur Unabhangigkeit!

(3) Falsch im Allgemeinen. Es braucht P(B ~\ A) =0, z.B. B C A.

(5) Falsch im Allgemeinen. Es braucht P(AN B) =0,z.B. AN B = .
(7) Falsch im Allgemeinen. Es fehlt der Korrekturterm +P(AN BN C).

Aufgabe: (1) ,Die Wkt, die Klausur zu bestehen, betragt 40%.

Bei drei Versuchen bestehe ich mit 120%iger Sicherheit!* Richtig?

(2) ,Die Erfolgswkt einer unbemannten Marsmission liegt bei 50%.

Es geniigen also zwei Missionen, und wir haben 100%igen Erfolg!"

Lésung: (1) Offenbar ist 3 - 40% = 120% nicht die richtige Antwort!
Die Wkt, alle dreimal nicht zu bestehen, ist — bei Unabhangigkeit! —

0.6-0.6-0.6 =0.216.

Die Wkt, mindestens einmal zu bestehen, ist also nur 0.784 ~ 78%.

© Sie konnten nun einwenden, diese Rechnung sei unrealistisch: Sobald Sie die erste Klausur
bestehen, miissen und werden Sie keine weiteren Versuche unternehmen. Wenn Sie mochten,
konnen Sie auch dieses alternative Modell austiihrlich durchrechnen. Es kommt dasselbe heraus!
Ernster ist folgender Einwand: Klausuren sind keine Lotterie! Unabhingigkeit gilt nicht, da sich
jeder verniinftige Priifling nach einem ersten Misserfolg sorgfiltiger vorbereitet. (Nicht wahr?)

(2) Tatsachlich ist 2 - 50% = 100% auch hier nicht die richtige Antwort!
Die Wkt von zwei Misserfolgen ist bei Unabhangigkeit 0.5 - 0.5 = 0.25.
Die Wkt von mindestens einem Erfolg ist demnach nur 0.75 = 75%.
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Wiirfel testen: fair oder gezinkt?

Aufgabe: (Aus der NEW YORK TIMES, August 2011) Von drei gleich
aussehenden Miinzen sind zwei fair, zeigen also Kopf 0 und Zahl 1
mit gleicher Wkt, die dritte ist gezinkt und zeigt Kopf mit Wkt 60%.

Sie wahlen zuféllig eine der drei Miinzen und machen einen Testwurf.
Wenn Sie Kopf erhalten, mit welcher Wkt w ist Ihre Miinze gezinkt?

Lésung: Wir betrachten gleich n Testwiirfe. Dank Bayes erhalten wir:

. W,
" Bayes (33)71% Q 1 i n .
n (%)n % + (%)n % 1+ 2(%)7} 2 /f/.af'
13188y
W Z g T W2y W Ty & o | n

Wir betrachten das Ereignis F' := ,,Jhre Miinze ist fair*, komplementir G := F= .gezinkt™,
und T,, := ,Alle n Testwiirfe ergeben Kopf*. Gegeben sind P(F) = 2 und P(G) = % sowie
P(T.|F) = (3)" und P(T,|G) = (2)". Daraus berechnen wir w,, := P(G|T,) dank Bayes.
Wissenszuwachs, Bayessches Lernen, Fortschritt: Vor dem Testwurf ist die Wkt 1/3 & 0.333,
nach dem Testwurf 3/8 = 0.375. Das ist plausibel. Mehr Testwiirfe: Fiir n — oo gilt w, 1,

doch anfangs wichst w,, nur erstaunlich langsam, zudem bis w10 =~ 0.756 anndhernd linear.

Aufgabe: Von 73 &uBerlich gleichen, sechsseitigen Wirfeln sind 72 fair,
doch einer ist gezinkt und wirfelt immer die 6. Sie wahlen zuféllig einen
dieser 73 Wirfel und wirfeln n mal unabhéngig. Wenn alle n Wirfe die 6
ergeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit w;, ist Ihr Warfel der gezinkte?

Losung: Sei F' = fair, G = ,gezinkt“ und S,, = ,alle n mal die Sechs*.

Def Def P Gﬂsn . .
wy, = P(G|S,) = % Wir nutzen die Formel von Bayes!
Bayes P(S,/G) - P(G) N S |
~ P(SiG)-P(G)+P(S|F) P(F) 1 A5+&- B 1+2

Konkrete Zahlen sind lehrreich, gar erstaunlich: wo = 1/73, wy; = 1/13,
wy = 1/3, wg = 3/4, wy = 18/19 ~ 95%, w; = 108/109 ~ 99%. Oh, ah!

© Die Sprache der Wkt hilft zur Klarheit. Die Rechnung ist dann leicht. Schon und niitzlich:

klare Sprache und effiziente Rechenregeln. Fun fact: Auch ChatGPT antwortet hier mit Bravour.
Viele wiirden vermutlich schon bei zwei Sechsen an den gezinkten Wiirfel glauben, das ist aber
mit Wkt w2 = 1/3 noch recht unsicher. Selbst drei Sechsen erhdhen die Wkt nur auf ws = 3/4.
Erst danach liegen die Wkten ws = 18/19 ~ 95% und ws = 108/109 ~ 99% recht nahe bei 1.
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Ausfallwahrscheinlichkeit: Welcome to the machine! Obung

Aufgabe: Drei unabhangige Bauteile A, B, C haben die Ausfallwkten

P(A)=a=03, P(B)=b=04, PC)=c=05.

(0) Mit welcher Wkt fallt mindestens ein Teil aus? (1) Genau 0, 1, 2, 3?
(2) Wenn nur genau ein Teil ausfallt, mit welcher Wkt ist es A, B, C'?
(3) Konstruieren Sie als Modell hierfur explizit einen WRaum (©, P).

Lésung: (0) Offenbar ist 0.3 + 0.4 + 0.5 = 1.2 unsinnig! (Warum?)
Kein Teil fallt aus, wenn A funktioniert, B funktioniert, C funktioniert:
{Keins falltaus} = AnBNC
Dank Unabhéangigkeit konnen wir diese Wkt als Produkt berechnen:
P(Keins féallt aus) = P(A4)-P(B)-P(C) = 0.7-0.6-0.5 = 0.21

Die Wkt, dass mindestens ein Teil ausfallt, ist demnach 1 — 0.21 = 0.79.

© Komplement verkiirzt die Rechnung. Frage (1) geht den langen Weg.
Beide Wege flihren zum Ziel. Kennen Sie beide, wahlen Sie weise!

(1) Mit welcher Wkt fallen genau 0, 1, 2, 3 Teile aus? Wir zerlegen:
{Keins falltaus} = Fy:=AnBNnC
{Einsfalltaus} =F :=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO)
{Zwei fallen aus} = F» ;== (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO)
{Dreifallenaus} = F3:=ANnBNC

© Wir nutzen alle oben ausgefiihrten Rechenregeln:

Bei Vereinigung disjunkter Ereignisse ist die Wkt additiv.
Bei Schnitten unabhangiger Ereignisse ist die Wkt multiplikativ.

P(Keins falltaus) = P(Fy) = a-b-¢ = 0.21
P(Einsfalltaus) = P(Fy) = a-b-c+a-b-c+a-b-c = 044
P(Zweifallen aus) = P(Fy) = a-b-¢+a-b-c+a-b-c = 0.29
P(Dreifallenaus) = P(F3) = a-b-c 0.06

© Plausibilitatspriifung: Fiir WMaB gilt 0.21 4 0.44 + 0.29 + 0.06 = 1.
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(2) Genau ein Teil fallt aus; mit welcher Wkt ist es A, B, C?
Die Wkten berechnen wir dank Unabhéangigkeit (wie zuvor):
Nur A fallt aus:
Nur B fallt aus:
Nur C fallt aus:
Eins féllt aus:

X:=AnBnC, P(X)=0.3-06-0.5
Y:=4AnBnC, P(Y)=07-04-0.5 =0.14
Z:=ANBNC, P(Z)=0.7-06-05 =021
Fi=XUYUZ, P(F)=0.09+0.14+0.21 = 0.44

=0.09

Fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten folgt somit:

_ P(ANFR)  P(X) 009 _
P(A|F) = b~ Py~ oat ~ 020

_ P(BNFR) PY) 014 _
P(B|F)) = P~ P~ om ~ 0318

_P(CNnF) _P(Z) 021 _
PCIR) = B~ B~ oad = 04T

© Plausibilitatspriifung: Fiir WMaB gilt 0.205 + 0.318 + 0.477 = 1.

(3) Wir konstruieren explizit einen geeigneten WRaum (2, P).
Mégliches Modell: Q = {0, 1} mit 0 = ,fehlerfrei und 1 = ,fallt aus*.
Die zugehérigen Wkten erhalten wir dank Unabhangigkeit:
P({111}) =a-b-c = 0.06,
P({101}) =a-b-c = 0.09,
P({011})=a-b-c=0.14,
P({001})=a-b-c=0.21,
© Hiermitist (2, P) tatsachlich ein WRaum, denn P > 0 und P(Q2) = 1.
Unsere Ereignisse sind A = {177} = {100, 101,110,111} und B = {?17}
und C = {??1} sowie komplementar A = {0?7?}, B = {?0?}, C = {?70}.
Die zugehdrigen Wkten erhalten wir jeweils durch Summation (T1D).
Ebenso X = {100}, Y = {010}, Z = {001} und F; = {100,010, 001}.

© Das explizite Modell (3) ist detailliert; das kann helfen. Oft geniigt
die implizite Schreibweise wie in (0-2); sie ist schnell und bequem.

/\ Es liegt immer ein Modell zu Grunde; im Zweifel fihrt man es aus.

P({110}) = a-b-¢ = 0.06,
P({100}) = a-b-c = 0.09,
P({010}) =a-b-z=0.14,
P({000})=a-b-c= 0.1
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Laut Mikrozensus 2009 haben von ca. 12 Mio Haushalten mit Kindern
(vereinfacht) etwa 52% ein Kind, 36% zwei Kinder, 9% drei Kinder,

2% vier Kinder, 1% funf Kinder. (Weitere vernachlassigen wir hier.)
Die Wkten von Madchen und Jungen seien gleich und unabhéangig.
Aufgabe: (1) Stimmt die Schlagzeile ,Jedes zweite Kind ist Einzelkind*?
Wie viele sind Einzelkinder? oder eins von 2,3, 4,5 Geschwistern?

(2) Angenommen Sie haben spater einmal drei Kinder.

Mit welcher Wkt sind es zwei Madchen und ein Junge?

(3) Angenommen Sie haben spater einmal vier Kinder.

Mit welcher Wkt sind es zwei Madchen und zwei Jungs?

(4) Xanthia hat zwei Geschwister, dabei ist das altere ein Madchen.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das andere Geschwist ein Junge?

(5) Yago hat zwei Geschwister, dabei (mindestens) eine Schwester.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das andere Geschwist ein Junge?
(6) Sie lernen zufallig Zé kennen, von dem Sie zuné&chst nichts wissen.
Wie grof3 ist die Wkt, dass er (mindestens) eine Schwester hat?

Losung: (1) Es gab 22 - 12Mio = 6 240 000 Einzelkinder,

2- % - 12Mio = 8 640 000 Kinder mit genau einem Geschwist,

3. 2. 12Mio = 3240000 Kinder mit genau zwei Geschwistern

4. ﬁ - 12Mio = 960 000 Kinder mit drei Geschwistern und

5. -~ . 12Mio = 600000 Kinder mit vier Geschwistern.

Insgesamt sind das 19 680 000 Kinder. Etwa jedes dritte ist Einzelkind.

© Die Zeitungsschlagzeile ist also falsch. Sie griindet, wie so oft, auf

mangelnder Sachkenntnis. Man muss eine Statistik auch lesen kénnen!
(2) In Geburtsreihenfolge: {MMJ, MJM, JMM}. Das sind drei von acht
gleichwahrscheinlichen Méglichkeiten. Die Wkt betragt 3/8 = 37.5%.

(3) Hier {MM.JJ, MJMJ, MJJM, JMMJ, JMJM, JJMM}, also 6 von 16
gleichwahrscheinlichen Méglichkeiten. Die Wkt betragt 6/16 = 37.5%.

© Diese beiden Fragen sind Spezialfalle der Binomialverteilung U3B.

(4) Das Geschlecht des jlingeren Geschwist ist unabhangig vom
Geschlecht der &lteren. Also ist die Wahrscheinlichkeit 1/2 = 50%.
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(5) In Geburtsreihenfolge ist moglich: MM, MJ, JM, JJ.

Das Ereignis A = {mindestens ein Bruder} hat Wkt P(A4) = 3/4.

Das Ereignis B = {mindestens eine Schwester} hat Wkt P(B) = 3/4.
Gefragt ist die Wkt P(A|B) = P(AN B)/P(B) = (1/2) / (3/4) = 2/3.
Alternativ: Das entspricht zwei der drei Mdglichkeiten MM, MJ, JM.
© Vergleichen Sie (4) und (5): Der Unterschied mag iiberraschen.

(6) Zé habe n € {0,1,2,3,4} Geschwister. Dann gilt:
P( Zé hat keine Schwester | Zé hat n Geschwister ) = 2%

Als nachstes bendtigen wir die Wahrscheinlichkeiten

Anzahl der Kinder mit n Geschwistern
P(Zéh hwi = -
(28 hat n Geschwister ) Gesamtzahl aller Kinder

Aus dem Mikrozensus (1) berechnen wir (auf drei Nachkommastellen):

n= 0 1 2 3 4
pn~ | 0.317 | 0.439 | 0.165 | 0.049 | 0.030

Damit finden wir schlieBlich die totale Gesamtwahrscheinlichkeit (T2B):

P( Zé hat keine Schwester )
4
= > _P(Z& hatn Geschwister und keine Schwester )

n=0
4
n=0

1
=0.317-1+0.439 - B} +0.165 -

P( Zé hat n Geschwister )
- P( Zé hat keine Schwester | Zé hat n Geschwister )

1 1
~+0.049 - -
7 H0049- ¢

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach das Komplement:

1
0.030 - — ~ 0.586
+ 16

P( Zé hat mindestens eine Schwester )
=1 — P( Zé hat keine Schwester )
~1-0.586 = 0.414

© Mit den Mitteln dieses Kapitels verfiigen Sie (iber eine bequeme
Notation und préazise Formeln. Der Rest ist sorgfaltiges Rechnen.
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Chevalier de Meré (1607—1684) war ein berufsmaBiger Spieler und
suchte hierzu Rat bei dem Mathematiker Blaise Pascal (1623-1662).

Speziell plagte ihn folgendes Problem. Beim Wiirfelspiel war er davon
ausgegangen, dass folgende Ereignisse gleich wahrscheinlich seien:
A: Bei 4 Wirfen eines Wiirfels tritt mindestens eine Sechs auf.
B: Bei 24 Wirfen zweier Wrfel tritt mind. eine Doppelsechs auf.

Er argumentierte ganz einfach und anschaulich so: Eine Doppelsechs
ist 6 mal unwahrscheinlicher, dafiir fihrt man 6 mal mehr Wirfe aus,
also sind beide gleich wahrscheinlich. Damit hatte er jedoch auf Dauer
Geld verloren, was ihn recht wunderte — und vor allem sehr verdross.

(@ Dieses praktische Problem wollte er nun mathematisch I&sen.

Mit den Techniken dieses Kapitels gelingt Ihnen dies spielend!

® Wissen macht Ah! Unwissen macht Aua! Unkenntnis fihrt zu
Fehleinsch&tzung und — schlimmer noch — zu Fehlentscheidungen.

© Die Mathematik bietet Innen hierzu extrem prazise Werkzeuge.
Hier macht das den Unterschied, wie in jeder ernsthaften Anwendung.

Aufgabe: Wie wahrscheinlich sind diese Ereignisse A und B?
Auf welches sollte unser Gliicksritter demnach wetten?

Lésung: (A) Die Wahrscheinlichkeit, bei vier Wiirfen keine Sechs zu
werfen ist (2)* = 525 ~ 0.4823. Bei vier Wirfen mindestens eine Sechs
zu werfen, hat somit die Gegenwahrscheinlichkeit 1 — 0.4823 ~ 0.5177.
(B) Die Wahrscheinlichkeit, bei 24 Wiirfen keine Doppelsechs zu werfen
ist (33)2* ~ 0.5086. Bei 24 Wiirfen mindestens eine Doppelsechs zu
werfen, hat somit die Gegenwahrscheinlichkeit 1 — 0.5086 =~ 0.4914.

© Tatsachlich ist das Ereignis A etwas wahrscheinlicher als B.
Der Chevalier de Meré sollte demnach auf Ereignis A wetten.

/\ Der kleine Unterschied von etwa 2.6% fallt nicht sofort auf.

Bei haufiger Wiederholung féllt er jedoch spiirbar ins Gewicht.

Fur professionelle Spieler wie Meré ist genaues Wissen wertvoll.

© Gleiches gilt fiir alle Prozesse, die haufig wiederholt werden,
und deren genaue Berechnung / Bewertung daher wesentlich ist.
Bei geringer Wiederholung hingegen verschwimmt die Trennschérfe.
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Efrons intransitive Wrfel: Welcher ist der beste?

Bei einem fairen Wiirfel sind alle sechs Ergebnisse 1,2, 3,4,5,6 gleich
wahrscheinlich. Manche verstehen ,fair* wesentlich strenger so, dass bei
sechsmaligem Wirfeln jedes der mdglichen Ergebnisse einmal auftritt.

Aufgabe: (1) Warum ist das keine verniinftige Definition von ,fair"?
(2) Wie wahrscheinlich ist das? Was sagt Ihre Intuition? Rechnung?
(3) Kénnen Sie dennoch eine realistische Vorhersage machen?

Losung: (1) Der Wiirfel miisste wissen, was er noch wirfeln darf.
Insbesondere beim letzten Wurf wére er festgelegt und nicht zuféllig!

(2) Es gibt 65 Méglichkeiten (unter Beachtung der Reihenfolge).

Alle sind gleich wahrscheinlich. Darunter sind 6! Mdglichkeiten,

bei denen jede der Zahlen 1,2, 3,4, 5,6 genau einmal vorkommt.

Die Wahrscheinscheinlichkeit ist also 6!/6% = 720/46656 ~ 0.015.

Das ist unwahrscheinlich und tritt nur etwa in jeder 65. Serie auf.

(3) Das Gesetz der grof3en Zahlen (T3J) garantiert: Bei unabhangiger
Wiederholung n&hern sich die relativen Haufigkeiten den Wkten, hier
also 1/6. Sechsmalige Wiederholung ist aber noch keine gro3e Zahl.

Aufgabe: Der Statistiker Bradley Efron erfand intransitive Wiirfel:

P A:5551,1,1 = E(A)= 9/3 ﬂ
B :6,6,2,2,22 = E(B)=10/3
\ C :3,3,3,3,33 = ECO)= 9/3
Alice D : 44,4400 = E(D)= 8/3 Bob

Je zwei Wirfel treten gegeneinander an, z.B. A gegen B. Wie grof3 sind
die Gewinnwkten P(A > B) etc.? Welcher Wiirfel ist dabei der beste?
Wie beschreiben Sie diese Situation prazise durch Zufallsvariablen?

Lésung: Unabhangigkeit! Abzahlen aller Gewinnkombinationen ergibi:
P(A> B)=12/36 =1/3, P(B>C)=12/36 =1/3,
P(C > D) =12/36 = 1/3, P(D > A)=12/36 =1/3,
P(A>C)=18/36 =1/2, P(B > D)=20/36 =5/9.

Es gibt keinen ,besten“ Wiirfel: Jeder wird vom néachsten geschlagen!

© Penney’s Game: Intransitivitat entsteht auch in zufélligen 0-1-Folgen
beim Wettrennen von je zwei der acht Tripel: Wer schlagt hier wen?



https://en.wikipedia.org/wiki/Intransitive_dice
https://en.wikipedia.org/wiki/Penney's_game
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Satz T4A: geometrische Verteilung

Wir wiederholen ein Zufallsexperiment mit Misserfolgswkt 0 < ¢ < 1
unabhéangig so lange, bis im n-ten Versuch der erste Erfolg eintritt.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Wartezeit X ist gegeben durch
"(1-q).
Dies nennen wir die geometrische Verteilung G(q), geschrieben

X ~G(q).

p: N> —[0,1] : n—=p(n) =q¢""

Die mittlere Wartezeit bis zum ersten Erfolg und ihre Varianz sind

=Y np(n) =
n=1

Beispiele: Lebensdauer eines Gerats, Wartezeit bis zum Ausfall,
Wirfeln bis die Sechs kommt beim Spiel Mensch &rgere dich nicht,
Wartezeit auf den Jackpot beim Lotto oder &hnlichen Spielen.

e und VIX] = e

Aufgabe: (0) Warum ist G(q) tatsachlich eine WVerteilung?
Berechnen Sie hierzu (1) die Erwartung und (2) die Varianz.

Lésung: (0) Zwei Eigenschaften sind zu prifen: Es gilt p(n) > 0 und

o0 (oo} 1
dop)=01-9)> "' =(1-9) Zq (1-q)- =
n=1 n=1 17(1

(1) Wir berechnen zunéchst den Erwartungswert:
d
1 _ . n
9> g

:inP(X:n) (1-19q) an -1
n=1 n=0

fq)diq{g)f] :(1fq)diq[ﬁ]:(lfq)ﬁ :171(1

© Der geometrischen Reihe sei Dank! Hier hilft der Ableitungstrick:
Die Rechenregeln fiir Reihen kennen und nutzen Sie seit der HM2.

© Das Ergebnis ist bemerkenswert: Die Wartezeit kann beliebig groB3
werden, aber ihre Erwartung ist endlich, da die Wkt schnell sinkt mit ¢™.

00
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Ergénzung

Varianz der geometrischen Verteilung

T424
Ergénzung

Sammelbilderproblem / coupon collector’s problem

(2) Ebenso berechnen wir E[X?], dazu zundchst E[X (X — 1)]:

E[X(X-1)] = Zn(n -1)P(X=n) = (1- q)an(n —1)g"?
n=0 n=0
- d2 n _ dQ - n
= (1fq)qr;)dfq2q = (lfq)qdfqrz[;q}
271 2 2
= gl = 00T = g
Hieraus erhalten wir schlieBlich die ersehnte Varianz:
V[X] = E[X}-E[X]° = E[X(X-1)]+E[X]-E[X]
_o2 1 1 4
(1-9? 1-¢ (1-g)? (1—q)?

© Die Rechnung ist trickreich, aber jeder einzelne Schritt ist leicht:
Fur Reihen kennen Sie alle nétigen Rechenregeln aus der HM2.

© Auch hier hilft erneut der Ableitungstrick: Sie nutzen gewinnbringend
die allgegenwartigen, extrem effizienten Rechenregeln flir Potenzreihen!

Aufgabe: Jeder Bestellung liegt (unabhangig, gleichverteilt) eines von
insgesamt n Sammelbildern bei. Wann ist Inre Sammlung vollstandig?

Losung: Die Wartezeit T}, von k bis k + 1 Bildern ist geometrisch verteilt
mit Misserfolgswkt ¢, = k/n, also Erfolgswkt p, =1 — ¢, = (n — k) /n,
Erwartung p; = 1/py = n/(n — k) und Varianz o2 = (1 — py,) /p3.
Fur die Gesamtwartezeit ' = Ty + . . . + T,,—1 erwarten wir demnach
E(T) =Y 50B(T) =2+ 32+ + F=nYi h =n-Hy,
mit der harmonischen Reihe H,, £ Inn. Dank Unabhangigkeit gilt

Z’é V(Ty) = ZHPQZ -p
2
( +<n 1)27L 12)*(%+ﬁ+'“
also groBe Varianz V(T) £ n*7%/6 — nlnn, siehe Basler Problem.
Die Erwartung ist erfreulich klein, die Varianz jedoch erschreckend grof3.
n| 2] 3] 6] 10] 100 1000] 10° | 10°
E(T)| 3| 55| 147 ~20.3] ~519|~ 7486 1.4-107| 2.1-10'°

V(T) =
+ 1,
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Stoppzeiten: Wirfeln bis die Eins kommt
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Stoppzeiten: Wirfeln bis die Eins kommt

Beim Wiirfeln werden Augenzahlen addiert bis der Spieler aufhort;
wiurfelt er jedoch eine Eins, so endet sein Spiel mit Totalverlust/Ruin.

Die Spielleiterin zahlt die erreichte Augensumme in Euro, verlangt aber
10€ Einsatz. Wie spielen Sie optimal? Kénnen Sie Profit generieren?

Aufgabe: Sie nutzen die Strategie R,,: ,Spiele n Runden (oder Ruin).”
(1) Welchen Gewinn erwarten Sie? Welche n maximieren den Gewinn?

Losung: (1) Bei n Wirfen erwarten wir den Gewinn E[R,,] = 4n(%)”.

Bein € {5, 6} erreichen wir das Maximum 4 - 5(3)% = 4 - 6(2) ~ 8.038.

Tt o9 —o—¢
/ d
T E[R,]
T
— ¢ |

12345678910 12 14 16 18 20 22 24 26 28 n

Die Erwartung E[R;] ~ 8 ist noch zu gering. Gibt es bessere Strategien?
Angenommen, im laufenden Spiel betragt lhre aktuelle Augensumme s.
Sollten Sie noch einen weiteren Zug wagen oder besser jetzt aufhéren?
Aufgabe: (2) Bis zu welcher Augensumme s lohnt sich ein weiterer Zug?
Lésung: (2) Nach einem weiteren Zug ist die erwartete Augensumme

o(s) = 0+ (542) + (543) + (s4+4) + (545) + (s4+6) _ 55+ 20
R 6 6
Der nachste Zug ist genau dann profitabel (im Mittel), wenn e(s) > s gilt:
L bs+2
s BTN

6
Das legt folgende Strategie nahe: Sie wiirfeln bis Sie Augensumme > 20
erreichen (oder aber eine Eins zuvor Ihr Spiel mit Totalverlust ruiniert.)
Ist diese flexible Strategie wirklich besser als R,, mit fest 5 Runden?

Kénnen Sie damit sogar die 10€ Einsatz Gbertreffen und profitieren?
Dazu missen wir die Erwartungswerte berechnen und vergleichen!

T427
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Stoppzeiten: Wirfeln bis die Eins kommt
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Stoppzeiten: Wiirfeln bis die Eins kommt

Die Strategie S,, lautet: ,Spiele bis mindestens n Punkte (oder Ruin).”
Anders als bei R,, nutzen Sie Informationen des bisherigen Verlaufs!

Aufgabe: (3) Welches Ergebnis liefert die Strategie S,, mit welcher Wkt?
(4) Welche der Strategien in (S, ),en erwartet den hdchsten Gewinn?
Lésung: (3) Sei n € N>,. Die Strategie S, liefert die Ergebnisse
0,n,n+1,n+2,n+3, n+4, n+5 mit Wkten a,,, by, c¢n, dn, en, frn,gn € [07 1]-
Fir n = 1 sind diese Wkten offensichtlich 1/6,0,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6.
Rekursiv gilt dann a,+1 = an + b,/6, bptr1 = ¢n, Cnp1 = dpn + by /6,

d'rH»l =ey+ bn/61 Ent+1 = fn + bn/Gs f’rH»l = 0gn + bn/Ga In+1 = bn/6-

Mit einer Tabellenkalkulation erhalten wir miihelos die folgenden Werte;
Sie finden dieses Beispiel unter eiserm.de/lehre/HM3/Wuerfeln.ods.

(4) Der erwartete Gewinn fiir die Strategie S,, ist gegeben durch
E[S,] = nb, + (n+1)cy, + (n+2)dy, + (n+3)en + (n+4) frn + (n+5)gn.-
Das Maximum E[Sy| = E[S>1] ~ 8.142 liegt nur ein klein Wenig héher
als zuvor E[R5] = E[Rs] ~ 8.038 bei fester Rundenzahl. Immerhin!
Flr 10€ Einsatz genlgt das nicht. Kénnen Sie mehr rausholen?

S, 0 nn+lnt+2n+3 nt+4 n+5|E[Sn]|[Sn] 0  n n+l n+2 n+3 nt+4 n+5|E[S,]
.167 .000 .167 .167 .167 .167 .167| 3.333|| 26|.714 .076 .072 .057 .041 .027 .013| 7.931
167 167 .167 .167 .167 .167 .000| 3.333|| 27|.726 .072 .069 .054 .040 .026 .013| 7.855
194 167 .194 .194 .194 .028 .028| 3.833|| 28|.738 .069 .066 .052 .038 .025 .012| 7.771
.222 .194 .222 .222 .056 .056 .028| 4.306|| 29(.750 .066 .063 .049 .036 .024 .012| 7.679
.255 .222 .255 .088 .088 .060 .032| 4.824|| 30|.761 .063 .060 .047 .035 .023 .011| 7.579
.292 .255 .125 .125 .097 .069 .037| 5.380|| 31|.771 .060 .058 .045 .033 .022 .011| 7.474
.334 .125 .167 .140 .112 .079 .042| 5.974|| 32|.781 .058 .055 .043 .032 .021 .010| 7.363
.355 .167 .160 .133 .100 .063 .021| 6.245|| 33|.791 .055 .053 .041 .030 .020 .010| 7.248
.383 .160 .161 .128 .091 .049 .028| 6.579|| 34|.800 .053 .050 .039 .029 .019 .009| 7.128
10{.410 .161 .155 .118 .075 .055 .027| 6.874|| 35|.809 .050 .048 .038 .028 .018 .009| 7.005
11].436 .155 .145 .102 .081 .054 .027| 7.141|| 36|.818 .048 .046 .036 .026 .017 .008| 6.878
12].462 .145 .128 .107 .079 .053 .026| 7.374|| 37|.826 .046 .044 .034 .025 .016 .008| 6.750
13].486 .128 .131 .103 .077 .050 .024| 7.567|| 38|.833 .044 .042 .033 .024 .016 .008| 6.619
141.508 .131 .125 .098 .071 .045 .021| 7.716|| 39|.841 .042 .040 .031 .023 .015 .007| 6.487
15|.530 .125 .120 .093 .067 .043 .022| 7.848|| 40|.848 .040 .039 .030 .022 .014 .007| 6.353
16{.550 .120 .114 .088 .064 .043 .021| 7.952|| 41|.854 .039 .037 .029 .021 .014 .007| 6.219
17].570 .114 .108 .084 .063 .041 .020| 8.032|| 42|.861 .037 .035 .028 .020 .013 .006| 6.084
181.589 .108 .103 .082 .060 .039 .019| 8.089|| 43|.867 .035 .034 .026 .019 .013 .006| 5.949
191.607 .103 .100 .078 .057 .037 .018| 8.125|| 44|.873 .034 .032 .025 .018 .012 .006| 5.814
20|.625 .100 .095 .074 .054 .035 .017| 8.142|| 45|.878 .032 .031 .024 .018 .011 .006| 5.680
21].641 .095 .091 .071 .052 .034 .017| 8.142|| 46|.884 .031 .029 .023 .017 .011 .005| 5.546
22|.657 .091 .087 .068 .050 .032 .016| 8.126|| 47|.889 .029 .028 .022 .016 .010 .005| 5.412
23|.672 .087 .083 .065 .048 .031 .015| 8.096|| 48|.894 .028 .027 .021 .015 .010 .005| 5.280
24|.687 .083 .079 .062 .045 .030 .014| 8.052|| 49|.898 .027 .026 .020 .015 .010 .005| 5.149
25|.700 .079 .076 .059 .043 .028 .014| 7.997|| 50|.903 .026 .025 .019 .014 .009 .004| 5.019

© 0T W (S



http://eiserm.de/lehre/HM3/Wuerfeln.ods
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Nun zu etwas véllig anderem. ..

Es ist Uberaus bemerkenswert, dass wir mit Wkten rechnen kénnen!
Anfangs erschien der Zufall allzu vage, unfassbar, unberechenbar.
Doch auch der Zufall folgt gewissen Gesetzen und Rechenregeln.

Mit den Mitteln dieses Kapitels verfligen Sie Uber eine bequeme
und préazise Notation zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten.
Insbesondere die Formel von Bayes ist sehr einfach, aber nitzlich:
Sie klart viele Rechnungen, die ansonsten undurchdringlich blieben.

Sie kénnen dies in den unterschiedlichsten Situationen einsetzen:
Konfidenzintervalle w201, Testverfahren [T407], Partnerwahl [T437],
Bewerbung [T439], Gllicksspiel oder Googles PageRank [T453].
Versuchen wir es mal mit den gro3en Fragen der Menschheit. . .

There is a theory which states that if ever anybody discovers exactly
what the Universe is for and why it is here, it will instantly disappear
and be replaced by something even more bizarre and inexplicable.

There is another theory which states that this has already happened.
Douglas Adams (1952-2001)

Seul au monde?

Man sieht nur mit der Mathematik gut.
Das Wesentliche ist fiir die Augen unsichtbar.
frei nach Antoine de Saint-Exupéry (1900-1944)
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Ergénzung

Sind Sie das einzige denkende Wesen?
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Sind Sie das einzige denkende Wesen?

Als Kopfnuss hier eine erstaunliche Rechnung, die nicht ganz ernst gemeint ist. (Oder doch?)
Es gibt Menschen, die glauben, sie seien das einzige denkende Wesen im Universum. Fiir den
Fall, dass auch Sie sich diese Frage stellen, schlage ich Ihnen ein stochastisches Argument vor.

(a) Angenommen, es gibt genau X denkende Wesen im Universum.
Diese Anzahl X ist Ihnen nicht bekannt, Sie nehmen deshalb die
Gleichverteilung auf der Menge {1,2,3,...,n} an, etwa n < e'%.

Wir wollen nur annehmen, dass n sehr groB ist, aber doch kleiner als die geschiitzten 10%°
Elementarteilchen im Universum. (Paralleluniversen werden nicht mitgerechnet, wie auch?)

(b) Angenommen, nur eines der Wesen hat zuféllig die Erleuchtung:
Ich denke, also bin ich. .. Bin ich das einzige denkende Wesen?
Das ist von allen Annahmen die willkiirlichste und rechnerisch auch die einschneidendste.

Andererseits: Wer sich wirklich fragt, ob er das einzige denkende Wesen im Universum ist,
der wird auch vor dieser Annahme der Einzigkeit nicht zuriickschrecken. Also sei’s drum.

Aufgabe: Angenommen, dieses denkende Wesen sind zuféllig Sie.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit kdnnen Sie nun zuriickschlieBen,
dass Sie das einzige denkende Wesen im Universum sind?

Loésung: Nach Annahme der Gleichverteilung (a) wissen Sie

1
.= P(x=n) = —.

P(X=1) = P(X=2) = ..

Ihre Erleuchtung E hat gemaB (b) die Wahrscheinlichkeit

P(E|X—k) %

Ihre Einzigkeit { X=1} hat nach Bayes die Wahrscheinlichkeit
P(E|X=1)P(X=1)

P(X=1|F) =
=B = S DX =0 P(X=H)
1
= 1 1 1
= _n = > > — = 1%
15:1%'% Z:L% 1+Inn 100

Zur harmonischen Reihe siehe B302. Unter den genannten Annahmen (a) und (b) gibt es also
eine nicht zu vernachlissigende Wahrscheinlichkeit von mindestens 1%, dass Sie das einzige
denkende Wesen im Universum sind. Wie gut, dass wir das kldren konnten. Ich gratuliere!

T433
Ausflihrung

Objektive und subjektive Wahrscheinlichkeit
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Objektive und subjektive Wahrscheinlichkeit

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P) ist ein theoretisches Modell:
Es dient zur Grundlegung und Formulierung unserer Berechnungen.
Was sagt es Uber die Wirklichkeit? Was bedeuten Aussagen wie:
,Das Ereignis A tritt mit Wahrscheinlichkeit P(A) ein“?
Objektive Interpretation: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist
die relative Haufigkeit bei beliebig wiederholbaren Experimenten.
Sie kann empirisch Uberprift werden, wir kdnnen sie messen!

@ Bei einem fairen Wurfel erscheinen gerade Zahlen mit Wkt 1/2.

@ Bei unserem gezinkten Wurfel haben gerade Zahlen Wkt 53%.

@ Die Wk fir 6 Richtige beim Lotto ist Eins zu ({)) = 13983816.

Subjektive Interpretation: Die Wahrscheinlichkeit driickt den Grad
unseres Unwissens aus, mithin die ,gefiihlte Wahrscheinlichkeit".
Dies hat nur einen vagen Sinn und ist empirisch kaum Gberprifbar.

@ Morgen betragt die Regenwahrscheinlichkeit 70%.
@ Die Klausur werde ich mit 90% Wahrscheinlichkeit bestehen.
@ Mit Wkt 1% bin ich das einzige denkende Wesen im Universum.

Die objektive Sichtweise heif3t auch frequentistische Interpretation:
Wir betrachten nur Experimente, die wir ,beliebig oft* unter den ,gleichen
Bedingungen* wiederholen kénnen. Die Wkt eines Ereignisses ist der
Grenzwert der relativen Haufigkeit bei ,sehr vielen“ Wiederholungen.

Damit erscheint die Wkt als eine physikalische GroBe, die zwar
Messfehlern unterliegt, die wir aber beliebig genau messen kénnen.
Diese Interpretation ist inspiriert durch physikalische Laborexperimente,
darunter auch Gllcksspiele. Sie versagt allerdings bei Experimenten,
die wir nicht wiederholen kénnen, etwa gar nicht oder nicht oft genug.

Die subjektive Sichtweise heif3t auch Bayes’sche Interpretation:

Die Wkt P(A) € [0, 1] eines Ereignisses A driickt aus, wie liberzeugt der
subjektive Beobachter vom Eintreten ist. In gewissen Grenzen kénnen
wir auch dies recht gut messen: ,Wie viel bist du bereit zu wetten?*
Damit erscheint die Wkt als eine psychologische GréBe; das ist fur
viele Anwendungen pragmatisch, aber leider vollkommen subjektiv.

Oft werden die objektive und die subjektive Interpretation vermischt!
@ Was ist eigentlich Wahrscheinlichkeit? youtu.be/BYUKbEXXmG4

T435
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Objektive und subjektive Wahrscheinlichkeit
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Objektive und subjektive Wahrscheinlichkeit

Beispiel: Sie kaufen ein Los mit Gewinnwkt 1:14Mio und reisen damit
in die Berge zum Wandern. Die Ziehung findet statt, doch fernab der
Zivilisation wissen Sie davon nichts. Wie grof3 ist jetzt lhre Gewinnwkt?
Die Aussage ,Sie haben gewonnen.” ist nun entweder wahr oder falsch,
und somit keine Frage der Wahrscheinlichkeit mehr! Oder etwa doch?

Beispiel: Diese Situation kénnen wir hier vor Ort sofort nachstellen:
Die Spielleiterin wirft eine faire Miinze, halt diese aber noch verdeckt.
Wie stehen jetzt Ihre Gewinnchancen? objektiv? subjektiv?

Nach dem Ereignis hat es keinen Sinn, nach Wahrscheinlichkeit zu fragen.
Albert Einstein (1879-1955)

Beispiel: Drei gleich gute Studenten A, B, C schreiben eine Klausur.
Vorlaufiges Ergebnis: Zwei der drei haben die Bestnote Eins, doch die
Einzelnoten sind noch nicht bekannt. Student A bezirzt die Assistentin,
ihm einen (anderen) Studenten zu nennen, der eine Eins hat, und nach
einigem Zogern sagt sie: ,C' hat eine Eins.” Daraufhin ist A sehr traurig,
denn er fihlt seine Chance von 2/3 auf 1/2 gesunken. Zu Recht?

Diese grundlegenden Fragen sind nicht bloB3 spitzfindige Haarspalterei:
Bei der Erklarung von Konfidenzintervallen geht es genau darum!
Wissenschaft sucht objektive Aussagen und begriindete Folgerungen.
AuBerungen, die keine Priifung erlauben, haben keinen objektiven Sinn.

Das ist nicht nur nicht richtig, es ist nicht einmal falsch! [not even wrong]
Wolfgang Pauli (1900-1958)

Préazise Aussagen und rationales Entscheiden folgen strengen Regeln:
Dies ist das Ubliche und bewahrte Vorgehen der Naturwissenschaften!

Theorie: Die prazise Beschreibung des zugrundegelegten Modells dient
der wissenschaftlichen Redlichkeit: Es enthélt alle Annahmen und die
festgelegten Wahlen, Parameter, Kalibrierungen etc. Alle Rechnungen
bauen auf genau diesen Daten auf — und auf nichts weiter.

Empirie: Ob ein Modell zur Beschreibung der Realitat geeignet ist, oder
ob von zwei Modellen womdglich eines besser ist als das andere, lasst
sich empirisch feststellen: Wir vergleichen hierzu die Vorhersagen und
prufen sie durch Experimente — stochastisch unabhéngig wiederholt!



http://youtu.be/BYUKbEXXmG4
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Was niitzen dem Pfau seine Federn?

T438
Erlauterung

Visuelles Ornament und sexuelle Selektion

Pfauen-Minnchen haben ein prachtvolles Gefieder. Fiir das Uberleben ist es leider hinderlich:
Tarnung, Flucht, Energie, ... Warum lohnen sich dennoch lange Federn? Wozu dienen sie?
Angenommen, es gebe , fitte” und ,,unfitte” Pfauen-Mannchen. Letztere werden 6fter von
Raubtieren gefressen etc. Sowohl fitte als auch unfitte konnen kurze oder lange Federn haben.
Die mit langen Federn werden aufgrund der genannten Nachteile jedenfalls 6fter gefressen.

Eine Population von Pfauen-Mannchen kdnnte etwa so aussehen:

Pfauen fit unfit
kurze Federn 40% 20%
lange Federn 30% 10%

Das Pfauen-Weibchen sieht nicht die Fitness, sondern nur die Federn!
Aufgabe: Welche Strategie der Partnerwahl ist fir sie vorteilhaft?

@ Federlange ignorieren: Trefferquote 70 : 30 (mdglich)

@ Kurze Federn bevorzugen:  Trefferquote 40 : 20 (schlechter)

@ Lange Federn bevorzugen:  Trefferquote 30 : 10 (besser!)
© Trotz aller Nachteile zahlen sich lange Federn doch aus!

Das auffillige Gefieder der Pfauen-Minnchen wird als visuelles Ornament bezeichnet. Die lange
Schleppe ist zwar hinderlich und vermindert das Flugvermogen, paradoxerweise kann es dennoch
ein Indikator fiir genetische Fitness sein und Pfauen-Weibchen als Indiz fiir gesunden Nachwuchs
dienen. (Siehe unser Zahlenbeispiel.) Wire es nicht effizienter, Pfauen wiirden diesen Aufwand
sparen und die Energie in bessere Uberlebensstrategien stecken? Auf den ersten Blick besehen ja.
Aber fiir ein Weibchen gibt es keine bessere Wahl: Es sieht nicht die tatsidchliche Fitness, sondern
nur das Signal der Federn. Auf Grundlage dieser unvollstindigen Information muss es sich fiir
die langen Federn entscheiden, selbst wenn das Uberlebensnachteile mit sich bringt, auch fiir
seinen eigenen Nachwuchs! Damit bleibt auch den Miannchen keine Wahl, lange Federn werden
zum Must-Have. Diese sexuelle Selektion ist der Schlussstein in Darwins Evolutionstheorie.

Auch Menschen ist dieses Phdnomen vertraut: Manche Minner beeindrucken Frauen, indem sie
Geld verschwenden oder andere verriickte Dinge tun. Wire dieses Verhalten insgesamt nachteilig,
so wiirde man vermuten, dass es auf lange Sicht ausstirbt. Das ist jedoch nicht der Fall, da Frauen
dieses Verhalten als Indikator fiir (gesellschaftlichen) Erfolg interpretieren kénnen und eventuell
bei der Partnerwahl belohnen. (All das funktioniert selbstverstindlich auch umgekehrt. . .)

Dieses Phinomen wird Handicap-Prinzip genannt. Beispiele gibt es viele: Produktwerbung
verschwendet Geld, wird aber vom Kiufer belohnt. Manch akademischer Titel ist scheinbar
Zeitverschwendung, wird aber vom Arbeitgeber honoriert. Auch Ihr Studium ist nur teilweise fiir
Thren spiteren Beruf relevant, und dennoch wird diese Anstrengung meist belohnt. Zum Beispiel
gelten Leistungen in Mathematik als zuverldssiger Indikator fiir intellektuelle Leistungsfihigkeit.
Dazu diskutieren wir den Arbeitsmarkt, extrem vereinfacht, in folgendem Gedankenexperiment.

q @ f S R T439 . . . . T440
Kann ein unniitzer Doktortitel doch niitzlich sein? Bedingte Wkt: Vorurteil oder Gerechtigkeit? Erlauterung
Eine Personalchefin sucht fir eine Stelle einen Ingenieur (m/w/d). ;Vi'rdum'erzu;he?] hier zwlgi §imhp1e, dall)ler srfappielr;nde B;ispieée: iedel;n und D;ktgm;el.
5 " f b . eide sind durchaus realistisch und handfeste Illustrationen fiir das Konzept der bedingten
Aus Erfahrung schatzt sie die allgemeine Bewerberlage wie folgt: Wahrscheinlichkeit: Diese ist nicht nur eine schone Theorie, sondern iiberall tégliche Praxis.
Bewerber geeignet Ungeeignet Die Argumente in unserer fiktiven Bewerbungssituation mégen manche fiir ungerecht halten.
Diplom/Master 50% 25% In der Tat basieren Sie auf Vorurteilen der Arbeitgeberin — ein eher negativ besetzter Ausdruck,
- aber inhaltlich bedeutet es dasselbe wie bedingte Wahrscheinlichkeit: Sie nutzt ihre Erfahrung.
Promotion 20% 5% Unter den gegebenen spirlichen Informationen ist das Vorurteil niitzlicher als gar kein Urteil.
Als individuelle Information hat sie zundchst nur den Abschluss laut Bewerbungsunterlagen. Das Grund;irob]em: Die primire %iAelgr:o'Be ,,];ignung"‘ iSt' nicht‘l(‘iirekt ZugﬁﬂgI?Ch-
Die eigentlich interessante ZielgroBe der tatséichlichen Eignung kennt sie hingegen nicht. Der sekundire Fakfor.:,Omamem 1st eigentlich unwichtig, datur“aber leicht sichtbar. .
Eine Promotion kostet Zeit und Miihe, bringt aber fiir diese Stelle keinen direkten Nutzen. In Ermangelung primdrer Information muss man sich mit sekundirer Information begntigen.
Diese erhilt dadurch eine groere Bedeutung als sie eigentlich haben sollte, und das wird als
Aufgabe: Welche Strategie ist bei ihrer Auswahl vorteilhaft? ineffizient oder ungerecht empfunden. Das ist der Preis fiir unvollstindige Information!
@ Abschluss ignorieren: Trefferquote 70 : 30 (méglich) Zur Beruhigung der Gemiiter: Nichts hilt die Arbeitgeberseite davon ab, tiber die erste grobe
. . Vorinformation hinaus genauere Information zu gewinnen, zum Beispiel durch Gespriche, Tests,
@ Master einstellen: Trefferqume 50 : 25 (schlechter) Assessment oder eine Probezeit. Genau das wird in der Praxis auch erfolgreich genutzt. Das ist
@ Doktor einstellen: Trefferquote 20:5 (besser!) der Vorteil, wenn man Information nicht nur passiv beobachtet, sondern aktiv herstellen kann.
@ Trotz aller Nachteile kann sich eine Promotion also auszahlen SchlieBlich zur Ehrenrettung der Promotion, auch aus personlicher Erfahrung: Viele Studierende
b ie fir di . liche Tatigkeit nich I (ot empfinden grofie Begeisterung fiir ihr Fach. Dies kann sogar dazu fiihren, dass sie aus ehrlichem
... selbst wenn sie fur die eigentliche Tatigkeit nicht relevant ist! intrinsischem Interesse einer Frage auf den Grund gehen wollen und dariiber sogar promovieren.
A Ineffizienz ist der Preis flr unvo“sténdige Information. Das wird durch die obigen, allzu kiihl berechnenden Argumente nicht in Zweifel gezogen!
" q . . . T441 \ . , . . T442
Das Runde muss ins Eckige: Bayes beim Tischkicker Das Runde muss ins Eckige: Bayes beim Tischkicker Ubung

Angenommen beim Tischkicker bis 10 zwischen den gleich starken Alice
und Bob fallen die Tore zuféllig (50 : 50) und unabhéngig voneinander.
Aufgabe: Wie stehen die Gewinnchancen bei 9 : 8? bei 4 : 77

Losung: Wahrscheinlichkeitstabelle fiir den Sieg von Alice beim Stand a : b.
Am oberen und linken Rand ist das Spiel beendet und die Wkt ist entweder 0 oder 1.
Im Inneren ist jeder Eintrag der Mittelwert aus dem linken und dem oberen Nachbarn.

Ausfiithrung: Wie kommt diese Rechnung zustande? Ganz einfach dank der Formel von Bayes!
Beim Stand von a : b gibt es zwei mogliche Fortgiéinge: Entweder es trifft Alice oder es trifft Bob.
Wir entwickeln unsere Rechnung iibersichtlich in einer Tabelle. Sei A[a:b] das Ereignis ,,Alice
gewinnt nach Stand a : b*. Dank Satz T2B gilt fiir die totale Wahrscheinlichkeit:

P (Afa:b]) =P (Ala:b] | Alice trifft) - P (Alice trifft)+P (Afa:b] | Bob trifft) - P (Bob trifft)

= P (Ala + 1:b]) - P(Alice trifft) + P (Ala:b + 1]) - P (Bob trifft)

a:b 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 © Mit dieser einfachen Rekursionsformel konnen Sie nun die gesamte Tabelle ausfiillen.

10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 Besonders bequem und automatisiert geht’s mit einer Tabellenkalkulation, z.B. LibreOffice.
910.000 0.500 0.750 0.875 0.938 0.969 0.984 0.992 0.996 0.998 0.999 © Pascal lisst griiBen: Die n-te Diagonale der Tabelle entspricht der n-ten Zeile des Pascalschen
810.000 0.250 0.500 0.688 0.813 0.891 0.938 0.965 0.980 0.989 0.994 Dreiecks (hier kumuliert und normiert). In unserer Tabelle versteckt sich die Binomialverteilung!
710.000 0.125 0.313 0.500 0.656 0.773 0.855 0.910 0.945 0.967 0.981 Geschichte: Mitte 1654 schrieb Blaise Pascal (1623-1662) an Pierre de Fermat (1607-1665)
610.000 0.063 0.188 0.344 0.500 0.637 0.746 0.828 0.887 0.927 0.954 einen Brief, der beriihmt wurde und als Geburtsurkunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt.
510.000 0.031 0.109 0.227 0.363 0.500 0.623 0.726 0.806 0.867 0.910 Pascal loste darin zwei konkrete Probleme zu Gliicksspielen, zu denen ein Freund ihn um Rat
410.000 0.016 0.063 0.145 0.254 0.377 0.500 0.613 0.709 0.788 0.849 gebeten hatte, der berufsmifige Spieler Antoine Gombaud, Chevalier de Méré (1607-1684).

' ’ ' ’ ' ’ ' ’ ' ' ' Erstens eine Berechnung von Wiirfelwahrscheinlichkeiten. Zweitens das Problem der
310.000 0.008 0.035 0.090 0.172 0.274 0.387 0.500 0.605 0.696 0'77‘? gerechten Teilung bei vorzeitigem Spielabbruch. Was heifit hier ,,gerecht“? Pascal und Fermat
210.000 0.004 0.020 0.055 0.113 0.194 0.291 0.395 0.500 0.598 0.685 wurden sich nach ausfiihrlicher Diskussion einig, dass der Einsatz gemi8 den Gewinnwkten
110.000 0.002 0.011 0.033 0.073 0.133 0.212 0.304 0.402 0.500 0.593 aufgeteilt werden sollte. Das ist die obige Tabelle. Pascal konnte diese kombinatorisch berechnen
010.000 0.001 0.006 0.019 0.046 0.090 0.151 0.227 0.315 0.407 0.500 dank dem von ihm zuvor entwickelten Pascalschen Dreieck fiir die Binomialkoeffizienten (;f)

. . . . . T443 \ . , . . Tda4
Das Runde muss ins Eckige: Bayes beim Tischkicker Das Runde muss ins Eckige: Bayes beim Tischkicker
/// Wkt flr Alice’ Gewinn 4 Wkt fir Alice’ Gewinn

beim Stand von a : b,
Trefferwkt p = 0.5

10

beim Stand von a : b,
Trefferwkt p = 0.6

10
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Irrfahrten und Potentiale: das Dirichlet—Problem

Zufallige Irrfahrt auf einem Spielfeld Q C Z2:

200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
0 -0 -0 — - —0-—0--0--0— -0 —

U“? : 0

o : : o A\

0 Lo Sie ziehen mit Wkt 1/4 nach
0d ., links / rechts / oben / unten.
0 o Das Spiel endet am Rand
0é b0  mit dem gezeigten Gewinn.
00 ¢0  Fir welche Startpunkte

“~100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 wlrden Sie 100 zahlen?

Aufgabe: (1) Wie grof ist die Gewinnerwartung u(z, y) auf jedem Feld?
Wo ist sie maximal? Ist die gesuchte Lésung «: 2 — R eindeutig?

Wie berechnet man sie? moglichst effizient? ndherungsweise?

© Kontext und Anwendung andern sich, die Rechnung bleibt dieselbe!
(2) Hooke: Netz aus Massen und Federn. (3) Kirchhoff: Spannung einer
elektrischen Schaltung. (4) Fourier: diskrete Warmeleitung / Diffusion.

Lésung: (1) Sei u(z, y) die Gewinnerwartung auf dem Feld (z,y) € Q.
In jedem Randpunkt (z,y) € 992 ist der Gewinn u(x,y) fest vorgegeben.
In jedem inneren Punkt (z,y) € Q° gilt die Mittelwerteigenschaft:

‘ u(z,y) = %u(z—Ly) + %u(z—}—l,y) + iu(my—l) + %u(z,y-}-l)

Eine solche diskrete Funktion «:Z2 O Q — R nennen wir harmonisch.
© Die folgende Tabelle und Graphik zeigen die / eine Lésung w.

Wir betrachten hier das ebene Gitter Z? und darin eine Teilmenge 2 C Z>. Innere Punkte z €
sind solche, deren vier direkte Nachbarn ebenfalls in € liegen. Bei einem Randpunkt z € (2 liegt
mindestens ein Nachbar auBerhalb von 2. Dirichlet-Problem: In jedem Randpunkt z € 9 ist
der Wert u(z) festgelegt durch die vorgegebene Randfunktion v = u|gq : 9Q — R. Gesucht ist
eine harmonische Funktion w:  — R mit u|sp = v. Existiert eine Losung? Ist sie eindeutig?
Wie konnen wir sie berechnen bzw. annihern? Kurzum: Ist das Problem gut gestellt?

Diese Anwendung ist recht faszinierend: Sie ist physikalisch-anschaulich motiviert und fordert
sowohl Intuition als auch Methodik. Hier gilt das Minimum-Maximum-Prinzip (Satz T4B) und
daraus konnen wir nicht nur die Eindeutigkeit, sondern sogar die Existenz einer Losung ableiten.
Diese einfache Differenzengleichung diskretisiert partielle Differentialgleichungen (H125) und
enthiillt so unerwartete Zusammenhinge, als Modell / Naherung / Anschauung fiir harmonische
Funktionen Au = 0 (Satz R2¢) und die Wirmeleitungsgleichung d;u = k Aw (Satz S3E).
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Irrfahrten und Potentiale: das Dirichlet—Problem

Dieses einfache Beispiel illustriert das allgemeine und tiberall wichtige Dirichlet-Problem.
Die Rechnung ist trickreicher als in der vorigen Aufgabe: Dort konnten wir mit den Startwerten
direkt Zeile fiir Zeile ausrechnen. Hier hingegen scheint die Rechnung zunichst selbstbeziiglich.

200
100
061
043
035
033
037
053
100

200
139
100
077
065
061
063
076
100

200
158
125
102
088
081
081
088
100

200
167
139
118
103
095
092
094
100

200 200 200
172 174 174
147 151 151
127 132 132
113 117 117
104 108 108
099 102 102
098 100 100
100 100 100

200
172
147
127
113
104
099
098
100

200
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118
103
095
092
094
100

200
157
125
102
088
081
081
088
100

200
139
100
077
065
061

200
100
061
043
035
033
063 037
076 053
100 100

000
000
000
000
000
000
000

000
000
000
000
000
000
000

Die Aufgabe fiihrt uns zu einem linearen Gleichungssystem mit 7 x 12 = 84 Unbekannten. Fiir
diese haben wir genau 84 Gleichungen. Das sieht verniinftig aus, bedeutet aber noch nicht, dass
es genau eine Losung gibt. Hierzu miissen wir genauer hinschauen und prizise begriinden!
Meine Tabellenkalkulation LibreOffice weigert sich zunéchst mit ,,Fehler 522: zirkuldrer Bezug®.
Mit Extras > Optionen > Calc > Iterationen rechnet sie dann iterativ obige Niherungslosung aus.
Eine tabellarische Darstellung der ersten 80 Néherungsschritte finden Sie ab Seite H129.
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Harmonische Funktionen: Gleichgewicht!
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Ausflihrung

Warmeleitungsgleichung: Alles flie3t!

© Kontext und Anwendung andern sich, die Rechnung bleibt dieselbe!

(2) Wir betrachten Massenpunkte in (z, y, u(z,y)) € R? in Ruhelage.
Jeder ist durch gleich starke Federn mit seinen Nachbarn verbunden.
Somit gilt: Ruhelage = Kréftegleichgewicht ~ Mittelwerteigenschaft!

Sie konnen es nachrechnen! Genauer gesagt ist dies die Niherung bei geringer Kriimmung.

(3) Wir betrachten die gezeigte Schaltung mit vier
gleichen Widerstande. An den Nachbarpunkten
liegen die Potentiale Ug, Uy, Uy, Us an.
Ohmsches Gesetz und Kirchhoffsche Regel:

~ Up+Uy+Uw +Us

N 4

Ausfiihrlich: Es gilt das Ohmsche Gesetz Iz = (Ug — U)/R. Die Kirchhoffsche Regel besagt
hier Ig + In + Iw + Is = 0. Einsetzen und Auflésen nach U ergibt die Mittelwerteigenschaft!

U

© Wir konnen {2 als Schaltung realisieren und am Rand die genannten Spannungen anlegen.
Mit einem Voltmeter messen wir das Potential u(z,y) im Inneren und finden obige Losung.
Physikalische Intuition suggeriert Existenz und Eindeutigkeit der Losung, siehe Satz T4B.

(4) Wir betrachten 2 als ein Bauteil aus warmeleitendem Material.

Am Rand liegen die Temperaturen 0°C, 100°C, 200°C an.
Warme flieBt von warm nach kalt proportional zur Temperaturdifferenz.
Stationadre Verteilung = FlieBgleichgewicht = Mittelwerteigenschaft!

© Unser LGS ist die diskrete Version der Potentialgleichung Au = 0.
Fir v:R? — R zweimal stetig differenzierbar gilt die Taylor-Formel:

0 =u(z—1,y) — 2u(z,y) + uw(z+1,y) +u(z,y—1) — 2u(z,y) + u(z, y+1)
= Qu(z,y) + h.ot. = Q2u(z,y) + h.ot.

Wir diskretisieren die Warmeleitungsgleichung d;u = k Aw fir k = %:

u(t,z—1,y) +u(t,z+1,y) + u(t,z,y—1) + u(t, z, y+1)
4
© Diese lteration nahert sich der stationdren Lésung u mit Au = 0.

Diese Beobachtung fiihrt uns schlieflich zur Methode der iterativen Néherung, die ab Seite H129
numerisch illustriert wird. Alles flieft! Dieses Niaherungsverfahren beginnt mit einer (beliebigen!)
Startverteilung und konvergiert recht schnell gegen die (eindeutige!) stationdre Losung. Das ist

fiir den Computer einfach und schnell zu rechnen. Genau das nutzt Ihre Tabellenkalkulation.

u(t+1,z,y) =
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Harmonische Funktionen: Minimum-Maximum-Prinzip
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Harmonische Funktionen: Eindeutigkeit und Existenz

Wie zuvor sei 2 C Z" ein endlicher Graph. Wir zerlegen Q = Q° LI 9Q:
Jeder innere Punkt z € ° hat alle seine 2n Nachbarn z + ¢ in Q; jeder
Randpunkt z € 992 hat mindestens einen Nachbarn auBBerhalb von €.
Wir nennen u: Q — R harmonisch, wenn die Mittelwerteigenschaft gilt.
Satz T4B: Minimum-Maximum-Prinzip, Eindeutigkeit & Existenz
(1) Jede harmonische Funktion «: Q — R nimmt Minimum und Maximum
am Rand 952 an: Es gilt also ming v = mingg u und maxq v = maxyq u.
Fur je zwei harmonische Funktionen u,u: Q2 — R gilt demnach:

(2) Monotonie: Aus u < @ auf dem Rand 952 folgt v < @ auf ganz .

(3) Eindeutigkeit: Aus v = @ auf dem Rand 9092 folgt v = @ auf ganz Q.

Hieraus gewinnen wir die Existenz und sogar eine Konstruktion:

(4) Existenz: Zu jeder vorgegebenen Randfunktion v: 92 — R
existiert genau eine harmonische Funktion u: Q — R mit u|pq = v.
(5) Konstruktion: Die diskrete Warmeleitung liefert zu v N&herungen
. — u, die gegen die eindeutige Lésung u konvergieren.

U, Ul U2, - -

© Wir kennen das Prinzip (1-3) von harmonischen Funktionen Aw = 0 (Satz R2¢) und der
Wiirmeleitung O;u = x Aw (Satz S3E). Neu hinzu kommen Existenz (4) und Konstruktion (5).

Aufgabe: Beweisen Sie (1-4) mit linearer Algebra. Losung: Die Mittelwerteigenschaft (MWE)
ist ein lineares Gleichungssystem: u(z) = 5= > u(z + ex) + u(z — e) fiiralle z € Q°.
(1) Sei u: © — R harmonisch. Da die Menge €2 endlich ist, existiert eine Minimalstelle z € €2,
das heiBt u(z) < wu. Liegt z im Inneren, so sind alle Nachbarn z + e, ebenfalls Minimalstellen.
Es gibt einen Weg von z zu einem Randpunkt 2’ € 99, also ist auch dieser eine Minimalstelle.
(2) Die Differenz v = @ — w ist harmonisch und erfiillt v > 0 auf 0f2, nach (1) also v > 0 auf 2.
Daraus folgt sofort (3). Alternativ: v = @ — w erfiillt v = 0 auf 9€2, nach (1) also v = 0 auf Q.

(4) Vorgegeben ist die Randfunktion v : 9 — R als Bedingung u|se = v. Wir suchen die/eine
harmonische Fortsetzung w = u|qo : ° — R auf das Innere. Sei N = #Q2° die Anzahl innerer
Punkte. Wir haben N Variablen w(z) fiir z € 2° und ebenso viele Gleichungen

Av(w)(2) = w(z) — 5 Yop_q ulz +ex) + u(z — ex) =0 wobeiu=uvUuw.

Dies definiert die affin-lineare Abbildung A, : RY — RN :w = A, (w) = Ag(w) + A, (0). Die
Abbildung Ao : RN — RY ist linear. Dank (3) ist Ag(w) = 0 eindeutig 16sbar, also Ay injektiv.
Dank Dimensionsformel dim RY = dim Kern Ao + dim Bild Ag ist Ag surjektiv, also bijektiv.
Somit ist auch A, bijektiv. Insbesondere existiert die ersehnte Losung w € RY mit A, (w) = 0.

(5) Hierzu liefert die Analysis den Fixpunktsatz von Banach. All unsere Argumente gelten
allgemein fiir jeden endlichen Graphen mit Ubergangswkten auf den Kanten (diskrete endliche
Markov—Kette). Genau dies nutzt Googles PageRank, wie im Folgenden erldutert.
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Die Mathematik hinter Google Die Mathematik hinter Google Erléuterung
Wo simmer denn dran? Aha, heute krieje mer de Suchmaschin. Als das World Wide Web Mitte der 1990er noch klein war, da geniigte es, zu einer Suchanfrage

. einfach alle Treffer aufzulisten. Die Liste war noch kurz, jede:r Nutzer:in konnte sie leicht selbst
tiberblicken. Das Internet blieb jedoch nicht lange so iiberschaubar. ... Das Volumen explodierte!
Als Versuch einer Losung ging 1998 die Suchmaschine Google in Betrieb und dominiert seither

Wat is en Suchmaschin? Da stelle mer uns janz dumm. . ..

: i den Markt. Sie wird stindig weiterentwickelt. Die meisten Optimierungen hiitet Google stren,
¢ Li ller Webseiten | o & P & & &
Such?nfrag? nach S,te a g Ek?_se @ % als Firmengeheimnis, doch das urspriingliche Grundprinzip ist verdffentlicht und genial einfach:
Schllisselwortern mit diesen Wortern o ) ) - o )
3 [T Sergey Brin, Larry Page: The anatomy of a large-scale hypertextual web search engine.
c l 8 Stanford University 1998, infolab.stanford.edu/pub/papers/google .pdf
aN'J nutzergerecht sortierte effiziente Sortierung % Bei vo;herigen Such]rznasi)hipen m}x;sl;n’_nag endllose :refférlist?n durdchforstet:;vb?s man auidie
= . ; > ersten interessanten Ergebnisse stieB. Bei Google stehen sie auf wundersame Weise ganz oben.
=}
b Liste der Ergebnisse nach Relevanz @ Wie ist das moglich? Die Antwort liegt (zu einem grofien Teil) in folgender genial-einfachen Idee.
Google misst die Popularitit p; (PageRank) jeder Seite ¢ durch folgendes Gleichungssystem:
Mathematik: Wie misst man Relevanz von Informationen? 7 =g
Artificial Intelligence (Al), Machine Learning (ML), . .. PageRank  p; = - + ; G Y
Informatik: Wie verarbeitet man enorm groBe Datenmengen?
Big Data, Data Mining, Data Science Data is the new oil. Keine Angst, die Formel sieht nur auf den ersten Blick kompliziert aus. Ich werde sie anhand von
. i _’ i ’ X ’ 7 i Beispielen Schritt fiir Schritt erldutern. Wer sowas schon gesehen hat, weil, dass es sich um eine
Finanzstrategie: Wie verdient man Geld mit einem Gratisprodukt? besonders einfache Formel handelt, nimlich ein lineares Gleichungssystem, das keine Quadrate
. If you’re not paying for it, you’re not the customer, you are the product. oder komplizierteres enthilt. Schon die Formel von Pythagoras a® + b* = ¢? ist komplizierter.
. T455 . T456
Chaos und Struktur im Web Chaos und Struktur im Web Ertauterung
Miniaturbeispiel des Web als ein Graph Klassische Texte sind von einer Person geschrieben und linear: Ein Buch hat einen Anfang und

. . . ) 3 ein Ende, typischerweise liest man es von vorne nach hinten in der Reihenfolge der Seiten.
aus Seiteni =1,..., N und Links i — J- Meist gibt es zudem ein Inhaltsverzeichnis oder einen Index zum leichteren Nachschlagen.
Versuch einer hierarchischen Anordnung: (Ja, liebe Kinder, unsere Vorfahren konnten Texte mit hunderttausend Buchstaben am Stiick lesen,
ohne Clicks und ohne Werbung. Man nannte das ,,Buch” und speicherte es auf , Papier. Damals!)

Webseiten bilden hingegen eine génzlich andere Struktur. Niemand kdme auf die Idee, das
Internet von Anfang bis Ende durchzulesen: Es hat keine lineare Struktur, keine erste und keine
letzte Seite, es ist zudem viel zu grof, und das meiste ist ohnehin uninteressant.

Die Webseiten verweisen gegenseitig aufeinander und bilden einen Hypertext. Zur Illustration
betrachten wir ein Miniaturbeispiel bestehend aus 12 Webseiten. Unter den Seiten 1, 2, 3,4 wird
1 am hidufigsten zitiert. Die Seite 1 scheint daher besonders relevant oder populir. Gleiches gilt
fiir 9,10, 11, 12 mit 9 an der Spitze. Die Struktur von 5, 6, 7, 8 ist @&hnlich mit 7 an der Spitze.

Eine Seite ist popular, wenn viele Seiten auf sie verweisen? Zu naiv! Aber die Seiten 1, 7,9, die wir schon als relevant erkannt haben, verweisen alle auf die Seite 5.
Eine Seite ist pOpUlél’ wenn viele populére Seiten auf sie verweisen. Diese scheint daher populir / wichtig / zentral und fiir eine spitere Suche besonders relevant.

Ein zufélliger Surfer folgt von der aktuellen Seite zuféllig einem der Links Diese Anordnung war Handarbeit. Lisst sie sich automatisieren? Nach welchen Regeln?

. . . . : Erster Versuch einer Bewertung: Eine Seite ist populir, wenn viele Seiten auf sie verweisen.

Aufgabe: Berechnen Sie die Aufenthaltswkten. Konvergieren sie gegen Nachteil: Die simple Linkzihlung ist zu naiv und anfillig fiir Manipulationen! (Linkfarmen)

ein GIeiChgeWiCht? Wie schnell? Immer dasselbe, d.h. ist es eindeUtig? Zweiter Versuch: Eine Seite ist populir, wenn viele populire Seiten auf sie verweisen.

@ Im Ruickblick ist die abstrakt-mathematische Idee genia| einfach. Das klingt zunéchst zirkulir, ldsst sich aber in eine einfache Gleichung fassen und losen.

Wer diese Aufgabe bis 1998 professionell I6ste. ist heute Milliardar Ich erldutere dazu die besonders anschauliche Betrachtungsweise des zufilligen Surfers.
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Irrfahrt eines zufélligen Surfers Irrfahrt eines zufalligen Surfers

ES ES
Googles Heuristik: Aufenthaltswkt ~ Popularitat ~ Relevanz Googles Heuristik: Aufenthaltswkt ~ Popularitat ~ Relevanz
Aufgabe: Berechnen Sie die Aufenthaltswkten bei Start auf Seite 7. Aufgabe: Berechnen Sie die Aufenthaltswkten bei Start auf Seite 1.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t=0 1.00 t=0 [1.00
t=1 1.00 t=1 .250 .250 .250 .250
t=2 .333 .333 .333 t=2 |.375 .125 .125 .125 .083 .083 .083
t=3 |.167 .333 .333 167 t=3 |.229 .156 .156 .156 .177 .083 .042
t=4 042 .042 .042 417 111 .111 .111 042 .042 .042 t=4 [.234 .135 .135 .135 .151 .059 .059 .059 .010 .010 .010
t=>5 |.118 .021 .021 .021 .111 .139 .250 .139 .118 .021 .021 .021 t=>5 |.233 .126 .126 .126 .118 .050 .109 .050 .045 .005 .005 .005
t=29|.117 .059 .059 .059 .177 .059 .117 .059 .117 .059 .059 .059 t=69|.117 .059 .059 .059 .177 .059 .117 .059 .117 .059 .059 .059
=30(.117 .059 .059 .059 .177 .059 .117 .059 .117 .059 .059 .059 t=170|.117 .059 .059 .059 .177 .059 .117 .059 .117 .059 .059 .059
. . T459 . . T460
Zufall und Notwendigkeit: Googles PageRank enawerng| | ZUTFall und Notwendigkeit: Googles PageRank

Wir beobachten eine Diffusion: Sie konvergiert gegen eine stationire Gleichgewichtsverteilung!
Ebenso beim Start in 1; sie konvergiert langsamer, aber schlieBlich zum selben Gleichgewicht!
Dank dieser Betrachtungsweise 16st sich unser LGS sozusagen von allein! Verfeinertes Modell:

Sprung: Mit Wkt g startet unser Surfer neu auf irgendeiner zufilligen Seite ¢ € {1,..., N}.
Fluss: Mit Wkt (1 — ¢) folgt er von der aktuellen Seite j zufillig irgendeinem der ¢; Links.
Dies fiihrt zu folgenden Gleichungen, analog zur Wirmeleitung bzw. Potentialgleichung:

I q 1—gq
Diffus (t+1) = = ) - .
Hsion R +;Z £ Pi ) Googles Heuristik: Aufenthaltswkt ~ Popularitat ~ Relevanz
) ) q 1—¢q Aufgabe: Aufenthaltswkten bei Sprunghaftigkeit ¢ = 0.15:
Gleichgewicht pi=yt Z TP] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
j—ri

=0 |1.00

Dieses verfeinerte Modell mit Teleportation lésst sich ebenso leicht berechnen. Fiir ¢ = 0.15 =1 |.013 225 295 295 9295 013 .013 .013 .013 .013 .013 013

entspricht es dem typischen Verhalten, sechs bis sieben Links zu folgen, bevor man neu anfangt. . 5 e

© Die Ergebnisse entsprechen der Nutzererwartung und sind recht robust gegen Manipulationen. t=2 {305 111 .111 .111 .028 .076 .087 .076 .034 .020 .020 .020
@© Unsere obigen Beobachtungen zur Konvergenz sind nicht bloB zufillig, sondern beruhen auf t=3 |.186 .124 .124 .124 .158 .021 .085 .021 .071 .028 .028 .028
mathematischen GesetzmiBigkeiten. Diese kann man beweisen und darf sich darauf verlassen: t=4 |.180 .105 .105 .105 .140 .057 .075 .057 .057 .040 .040 .040

Der Fixpunktsatz von Banach garantiert bei positiver Sprunghaftigkeit 0 < ¢ < 1 Folgendes: =5 |.171 .095 .095 .095 .126 .052 .101 .052 .087 .042 .042 .042

(1) Es gibt genau ein Gleichgewicht p. Dieses erfiillt py,...,py > Oundp; +--- +py = 1. o
(2) Fiir jede Anfangsverteilung konvergiert die Diffusion gegen die Gleichgewichtsverteilung p. t=29|.120 .066 .066 .066 .150 .055 .102 .055 .120 .066 .066 .066
(3) Die Konvergenz ist mindestens so schnell wie die der geometrischen Folge (1 — ¢)™ \ 0. t=30|.120 .066 .066 .066 .150 .055 .102 .055 .120 .066 .066 .066
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