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Kapitel S

Die Warmeleitungsgleichung
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Je considere comme completement inutile la lecture de gros traités
d’analyse pure: un trop grand nombre de méthodes passent en méme temps
devant les yeux. C’est dans les travaux d’application qu’on doit les étudier;

c’est la qu’on juge leurs capacités et qu’on apprend la maniere de les utiliser.
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
30.09.2023
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Die Warmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung im R? lautet:
duult, v,y 2) — 5 Ault,z,y,2) = q(t,2,5,2) mit A =02+ 02+ 07

Typischerweise ist u die Warmedichte und ¢ die Warmeleistungsdichte,
jeweils abhangig von der Zeit t > 0 und dem Ort (z,y, z) € Q C R3.
Die Konstante x > 0 ist die Temperaturleitfahigkeit des Materials.

Diese Gleichung tritt in vielen Anwendungen und den verschiedensten
Kontexten auf, nicht zuletzt I16st Google zur Bewertung von Webseiten
eine diskrete Version der Warmeleitung auf dem Linkgraphen.

Sie ist eine partielle Differentialgleichung, linear zweiter Ordnung, und
das archetypische Beispiel einer parabolischen Differentialgleichung.

© Die Warmeleitungsgleichung folgt aus der Energieerhaltung, dem
GauBschen Integralsatz und Fouriers Gesetz der Warmeleitung.
Zur Wiederholung wollen wir mit dieser Herleitung beginnen.

© Die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung kénnen wir
explizit angeben. Sie wird Warmeleitungskern genannt und beschreibt
allgemein, explizit und quantitativ die freie Warmeausbreitung im R".

Zur Vereinfachung betrachten wir zunachst den eindimensionalen Fall:
Owu(t, ) — K O2u(t, x) = q(t, )
Fir ¢ = 0 erhalten wir die homogene Warmeleitungsgleichung:
ou(t, ) — Kk O2u(t,z) =0

Die zeitliche Ableitung ist proportional zur zweiten rdumlichen Ableitung.
Diese entspricht der raumlichen Krimmung von u (konkav / konvex):
Genau dann gilt d,u(t, z) = 0, wenn d2u(t,z) = 0. In diesem Falle ist

x — u(t, z) eine Gerade; Uberall flie3t genauso viel Warme ab wie zu.
Das Lésungsverfahren verlauft nach einem bewahrten Schema:
Durch den Produktansatz u(t, z) = v(t)w(x) trennen wir die Variablen.
Far raumlich begrenzte Warmeverteilungen missen wir zusétzlich
Randbedingungen berticksichtigen, etwa u(t,0) = u(t, L) = 0.

Zur Lésung der vorgegebenen Anfangswerte (0, z) nutzen wir unsere
Kenntnisse und Vorarbeit zu Fourier—Reihen. Hierzu hat Fourier seine
Theorie urspriinglich entwickelt. Alles fligt sich wunderbar zusammen!
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Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Kérper?

Bild- und Warmequelle: Momo

Waérmebilanz fir KX = Kaninchen bei ¢ € Winter

Wir betrachten ein Gebiet Q C R? und ein Zeitintervall I = [to,¢;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte g: I x Q2 — R,
Warmedichte w: I x Q — R und Warmefluss f: 1 x Q — R3.

Aufgabe: (1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wrfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehorige Differentialgleichung.
(4) Vereinfachen Sie schlieB3lich durch die Annahme f=—kVu.

Loésung: (1) Fir jedes Kompaktum K € Q gilt die Warmebilanz:

Von den Wéarmequellen in K zugefihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Warmefluss Uber den Rand von K nach aufBen

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

///KQ(t,x)dx:%///Ku(t,x)dx+#q:m<f(t7x).ﬁds

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benoétigt.
Ich greife hier schon mal vor: g sei stetig, f einmal stetig diff’bar, u zweimal stetig diff’bar.
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(2) Mit GauB3 (G3G) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

# flt,z)-7ds %tf // V. f(t,z)dz
S=0K o K

Darfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, d;u stetig!

d Kpki 9
dt///Ku(t,m) dz = //K atu(t,x) dz

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

[ [2ute.er+9-fiem - e m] az =0

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fiir jedes Kompaktum K € Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

—

Ou(t,z) + Ve f(t,x) = q(t, )

Diese Gleichung gilt tiberall dort, wo etwas entsteht (q), gespeichert wird (w) und flief3t ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heifit deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielfiltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier—Theorie 16sen konnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie © = p und f = o¥ erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.

(4) Warme flieBt von warm nach kalt, genauer f = —x Vu. Einsetzen:
du(t,x) + V+ [—r Vu(t,z)| = q(t, z)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
du—rKkAu=gq mit A=09%405+05.

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7', genauer

u = ocT" mit Dichte p und Wirmekapazitit c. Sie fliet proportional zur Temperaturdifferenz,
also f = —\ VT mit Wirmeleitfihigkeit A. Demnach gilt f = —k Vu mit & := A/(gc).
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfahigkeit (¢, ) rdumlich konstant und isotrop.

Wir erhalten so Fouriers beriihmte Warmeleitungsgleichung (1822):

ou 0?2 02 0?2
D8 o Aoy = it A=
rnAu=q mi 3m% u (9:6% o (%cg

ot

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u (links) mit Inhomogenitit g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wirme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768-1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach ihm benannte Fourier—Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und g. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) konnen wir die Fundamentallsung angeben!
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Warmeleitungskern und Superposition

H(t,z) = e /4t |\ [irKt
\ — Maximum H (t,0) ~ const//t

\
Die Gleichung d;u = & 02w hat als Fundamentallosung
H(t,z) = exp(—z?/4rt) //47rkt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauB3sche Glockenkurve
um den Mittelwert ;o = 0 mit der Varianz o> = 2xt.
Fir ¢t * oo flieBt die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir £ N\, 0 konzentriert sich die Wiarme im Punkt z = 0,

45 v

Die Gleichung d;u = x Aw in Dimension n hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

H:RyoxR" =R : H(t,z) =

——exp|—— ).
(VAmkt)? 4kt

In Satz D5D haben wir (0; — x A)H = 0 nachgerechnet sowie [;,, H(t,x)dx = 1 fiirt > 0.
Fiir ¢ > 0 hat die Glockenkurve x — H (¢, x — £) den Mittelwert £ und die Streuung o = v/2xt.

Ist fir ¢ = 0 die Warmeverteilung ug : R™ — R vorgegeben, mit ug € Cp,
so erhalten wir die L6sung durch Superposition (Faltung, siehe D5E)

u:RsgXxR" - R : u(t,z) = H(t,x — &) uo(§)dE.

geRn

Fiir die vorgegebene Anfangsverteilung uo sind gewisse Voraussetzungen notwendig (D5D), etwa
ug € Cp, also stetig und beschrénkt. Fiir ¢ N\, 0 gilt dann u (¢, ) — wo(z). Durch Ableiten unter
dem Integral finden wir sofort (0; — k A) u(t,z) = [o, uo(§) (0 — K A)H (t,x — &) dE = 0.
Das einfachste Beispiel ug(x) = 1 fiir alle € R fiihrt zu u(¢, z) = 1 fiir alle ¢ > 0: plausibel!
Eine genauere Analyse fiihrt zu den folgenden Sitzen, die ich hier ohne Beweis zitiere.
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Warnendes Beispiel: Tychonovs exotische Lésung

Satz S1A: Lésung des Cauchy—Problems, &E
Zu l6sen sei die homogene Warmeleitungsgleichung (als AWP)

Ou(t,z) — k Au(t,x) =0 foarallet > 0undz € R",
u(0, ) = up(x) Anfangswerte fir = € R".

Gegeben sei up : R” — R stetig mit Schranke |ug(z)| < aebl®l®, a < 2.
Existenz: Dann wird unser Problem geldst durch das Integral

u(t,x) = H(t,x — &) up(§)dg fart > 0.

R”

Zu jedem T > 0 gilt eine Schranke |u(t, z)| < AeBl** auf [0, T] x R™.

Eindeutigkeit: Unsere Losung u ist die einzige mit dieser Schranke.

Ausfuhrlich bedeutet das: Sind @, : [0, 7] x R™ — R zwei Losungen
mit Abstand beschrankt durch |a(t, z) — a(t, z)| < AeP**, so gilt @ = .

Satz S1B: exotische Lésung, Tychonov 1935
Sei a > 1. Wir kennen (von Seite B438) die C°>°—glatte Funktion

e 1/t flrt > 0,

T R—=R:t—g(t) :=
g 9(t) {0 firt < 0.

Zu k > 0 konstruieren wir daraus

u:R2 =R (t,x) — u(t,z) :Z
n=0

g(n) (t) ' xZn

K (2n)!”

Diese Reihe konvergiert in jedem Punkt (¢, 2) € R2. Die so definierte
Funktion u ist C>°—glatt, und wir diirfen termweise ableiten. Daher gilt

dpu(t,x) — kO2u(t,z) =0 firallet > 0und z € R,
u(0,z) =0 Anfangswerte fir z € R.

/\ Die Nullfunktion erfiillt ebenso dieses AWP, aber dennoch gilt u # 0.
Eindeutigkeit S1A greift nicht, denn u(t, ) wachst schneller als A ¢B%”.
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Lésung durch Fourier—Transformation

Zu lésen sei die inhomogene Warmeleitungsgleichung (als AWP)

owu(t,x) — k0?u(t,z) = f(t,z) furallet>0undz € R,
u(0, ) = up(x) Anfangswerte fur = € R.

Gegeben sind up: R — R und f:Rso x R, gesucht ist u:R>o — R.
Randwerte sind hier nicht vorgegeben, wir arbeiten unbegrenzt auf R.

Aufgabe: Lésen Sie dies durch Fourier—Transformation beztglich z.
Welche Rechenregeln nutzen / welche Voraussetzungen benétigen Sie?

© Unser Ziel ist zunachst, eine Lésung u(t, z) in Form einer expliziten
Integralformel zu finden. Ist dies gelungen, so kdnnen wir den gewahlten
Rechenweg préazisieren oder die Formel eigenstandig untersuchen.

/\ Die hier verwendeten Satze und Rechenregeln benétigen gewisse
Voraussetzungen. Gehen Sie in einem ersten Durchgang davon aus,

dass alle Voraussetzungen erflillt sind. Diese sind schlieBlich in einem
zweiten Durchgang nachzupriifen. Genaueres erklart der folgende Satz.

Losung: (1) Wir transformieren und nutzen den Ableitungssatz K2A:
u(t,z)o—eU(t,§),  uo(x)o—eUo(§),  f(t,x)o—eF(tE)
dpult,x) = kPult,x) + f(t,7) o—e QU(LE) = — w€ (L) + F(t,€)
y'(t) a y(t) b(t)

(2) Diese lineare Differentialgleichung in ¢ mit Parameter £ 16st M2E:

Ut, &) = e 1 Uy (€) + /

7=0

e_”§2(t_T)F(T, &) dr

(3) Wir kennen die (Ruck)Transformation der Glockenkurve aus K1F:
e " o0 oM\t = H(t,x)V2n

(4) Das Produkt (rack)transformiert zur Faltung geman Satz K2B:

F(©)-3(&) o—o (fxg)(@)/V2r
(5) Wir erhalten so schlieB3lich die ersehnte Lésung dank Fubini C1E:

u(t, z) = /]R H(t,x — €) uo(€) dé + /0 /]R H(t — 7,2 — £)f(r,€) dé dr
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Inhomogene Warmeleitungsgleichung

Die eindimensionale inhomogene Wirmeleitungsgleichung d;u(t, ) — k 02u(t, z) = f(t, )
mit rechter Seite f(¢,2) und Anfangswert u(0, x) = 0 wird geldst durch das Integral

u(t,m)://o i RH(t—T,x—ﬁ)f(T,ﬁ)dde.
T= €

Anschaulich ist H(t — 7,z — £) eine Fundamentallgsung, die verschoben in (7, §) startet.
Wenn man diese Formel erst einmal vermutet, dann kann man sie auch direkt nachpriifen:

1 /t /H(t—r,x—ﬁ)f(r,{)dgdr S f(ta) firto /L.
T=tg JR

t—to
Dieser Grenzwert ist anschaulich plausibel. Die genaue Rechnung benétigt als Voraussetzung,
dass f nicht nur beschrinkt und stetig, sondern sogar Holder—stetig ist: Auf jedem Kompaktum
inR-o x R gilt die lokale Schranke | f(t,2) — f(t',2")| < C[|t — ¢'|*/* + |z — 2/|*] fiir
geeignete Konstanten C, §, & > 0 und alle Punkte mit Abstand |t — t'| < § und |z — 2’| < 4.
Hinreichend aber wesentlich stirker: f ist Lipschitz—stetig oder sogar stetig differenzierbar.

Anschlielend bleibt die Ableitung unter dem Integral gemill der Leibniz—Regel D3B:
t
Ouult,a) = flta) + | [ OulH(t - ra ) f(r€)dgar
o Jr
t
PPult,x) = | [ene-ra-gsroacar
o Jr

Die Differenz ist dyu(t, x) — k d2u(t, ) = f(t, ), denn 8 H (¢, x) — k O2H (t,z) = 0.

Satz S1c: Lésung der inhomogenen Wéarmeleitung, 3&E
Zu I6sen sei die inhomogene Wéarmeleitungsgleichung (als AWP)

Owu(t,z) — k Au(t,x) = f(t,x)
u(0, ) = uo(x)

firalle t > 0und z € R",
Anfangswerte fir z € R".

Gegeben sei ug: R” — R stetig mit Schranke |ug(z)| < a b, a < 2
sowie f:R-( x R" — R beschrankt und stetig differenzierbar, f € Cy.

Existenz: Dann wird unser Problem geldst durch das Integral

t
uta) = [ Ao —Qu(@ds+ [ [ HE-ro-05(rodkar

Zu jedem T > 0 gilt eine Schranke |u(t, z)| < AeBl=* auf [0, 7] x R”.
Eindeutigkeit: Unsere Losung u ist die einzige mit dieser Schranke.

/\ Ohne diese Schranke gibt es exotische Gegenbeispiele wie S1B.
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u(t, x)
—u(t, L/2)

\
Die Skizze zeigt die Wirmedichte (¢, z)

an der Position = € [0, L] zur Zeit t > 0.
Diese Losung wollen wir nun bestimmen!

Aufgabe: Lésen Sie die homogene Warmeleitungsgleichung (ARWP)

ou(t,z) — kO?u(t,z) =0 firallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =u(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,z) = g(x) Anfangswerte fir 0 < = < L.

Dies ist ein Anfangsrandwertproblem (ARWP). Gesucht sind Funktionen u : R>o X [0, L] — R,

stetig auf R>o x [0, L], eventuell bis auf die Ecken (0, 0) und (0, L), und differenzierbar auf
Rso x ]0, L[, mindestens einmal nach ¢ und zweimal nach r, die obige Gleichungen erfiillen.
Der Anfangswert u(0, z) = g(z) gibt die Warmeverteilung zur Zeit ¢ = 0 vor. Der Randwert
u(t,0) = u(t, L) = 0 bedeutet, dass wir an den Stabriindern die Wirmedichte u konstant auf
Null halten, etwa durch Kontakt mit einem riesigen Reservoir konstanter Temperatur.

Losung: (0) Wir trennen die Variablen durch den Produktansatz

u(t,x) = v(t) w(z).
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:
1) _
K vu(t)

V() w(z) = ko) W' (z) W@ _\ aeR

w(z)
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Die linke Seite der Gleichung hangt nur von ¢ ab, die rechte nur von z.
Da wir ¢t und x unabhangig variieren kénnen, sind beide Seiten konstant,
also gleich einer gemeinsamen Konstanten A € R (Satz R1D).

Aus unsere partiellen Differentialgleichung (PDE)

pu(t, z) = K O>u(t, x)

erhalten wir so zwei gewdhnliche Differentialgleichungen (ODE):

und w’(x) = Aw(z)

V' (t) = kA v(t)

mit einer noch unbekannten Separationskonstanten A € R.

1. Teilproblem: w”(z) = A w(z) mit Randbedingung w(0) = w(L) =0
2. Teilproblem: v/(t) = kXA v(t) mit derselben Kopplungskonstanten A
© Diese Eigenwertprobleme sind gewéhnliche Differentialgleichungen,
zudem linear mit konstanten Koeffizienten, also leicht zu l6sen!

© Beide Teilprobleme sind lber die Separationskonstante A gekoppelt.
Wir I6sen beide getrennt und flhren sie anschlieBend zusammen. . .

(1) Wir I16sen zunéachst das erste Teilproblem: w”(z) — Aw(x) =0

1. Fall: A =0, also w”(z) = 0. Allgemeine Lésung:
w(z)=a+bxr mit a,beR

Einsetzen in die vorgegebenen Randbedingungen:
w0)=a=0, w()=a+bL=0

& Hieraus folgt a = b = 0. Es gibt nur die triviale Lésung!
2. Fall: A = o? > 0, also w”(x) — a?w(x) = 0. Allgemeine Lésung:
w(z) =ae®™ +be * mit a,beR
Einsetzen in die vorgegebenen Randbedingungen:
w(0) =a+b=0, w(L) = ae*’ el =0

& Hieraus folgt a = b = 0. Es gibt nur die triviale Lésung!
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3. Fall: A = —w? < 0, also w”(z) + w?w(x) = 0. Allgemeine Lésung:
w(z) = asin(wzx) + beos(wz) mita,b e R
Einsetzen in die vorgegebenen Randbedingungen:
w(0)=b=0, w(L)=asin(wLl)=0
& Fir a = 0 erhalten wir erneut die triviale Lésung.
© Fr a # 0 bendtigen wir sin(wL) = 0, also wL = n7 mitn € N.
Damit haben wir das erste Teilproblem vollstandig geldst:

w”(z) = Aw(z) mit w(0) =w(L) =0

Als einzige nicht-triviale Lé6sungen erhalten wir

flirn=1,2,3,....

wp(x) = ap sin(nrz/L)

Diese Losung gehort zur Separationskonstanten \,, = —(nx/L)2.

(1) Erstes Teilproblem: w”(z) = Aw(z) mit w(0) = w(L) =0
Lésungen: w,(x) = sin(nmx/L) mit A = \,, = —(nmw/L)%.

(2) Zweites Teilproblem: v/(t) = kA v(t) mit A = \,, = —(n7w/L)?
Losung: vy, (t) = e~ (/L)% — o=n*t/T mit Abklingzeit T = L2 /x>

(3) Zusammengesetzte Eigenfunktionen:

un(t,x) = vp(t) wp(r) = e_”2t/Tsin(n7rx/L)

So finden wir zu unseren RWP alle Lésungen in Produktform.
Zudem gilt das Superpositionsprinzip fir lineare Gleichungen:
Jede Linearkombination dieser Losungen ist ebenfalls eine Losung.
Wir kdnnen sogar zu Reihen Ubergehen, Konvergenz vorausgesetzt!

u(t,z) = Z an e T sin(nmz/L)

n=1

© Die Probe ist leicht: Es gilt d;u = x 0%u sowie u(t,0) = u(t, L) = 0.

Produktansatz: Eigenlésung w; (¢, x)
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ua(t, )
— g2(x)
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Lésung der Anfangsbedingungen
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(4) Die allgemeine Lésung erhalten wir durch Superposition:

oo
u(t,z) = Z an e T sin(nmz /L)
n=1
Einsetzen der Startzeit ¢t = 0 liefert die vorgegebenen Anfangswerte:
oo
u(0,2) = Zan sin(nrz/L) = g(z) fir0<z <L
n=1

Hier sind a1, as, as, ... die Koeffizienten der Fourier—Sinusreihe von g.
Wir betrachten daher die ungerade Fortsetzung g von g auf [—L, L]:

N g(x) faro <z < L,
9(z) = .
—g(—z) fur—L <z <0.

AnschlieBend berechnen wir die Fourier—Reihe fir g: [—-L, L] — R.
Die Koeffizienten a,, erhalten wir aus den Anfangsdaten g dank Fourier:

) L
ap = / g(z) sin(nrz/L) dx
L =0

Beispiel: Kihlung an den Randern

S211

S212

Beispiel: Kiihlung an den Randern
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u(t, x)
—u(t, L/2)

\

Die Skizze zeigt die Wirmedichte u(t, z)
an der Position z € [0, L] zur Zeit t > 0.
Diese Losung kénnen Sie nun bestimmen!

Aufgabe: Lésen Sie die homogene Warmeleitungsgleichung (ARWP)
ou(t,x) — kO2u(t,z) =0 firallet>0und0 <z < L,
u(t,0) = u(t,L) =0 Randbedingungen flr ¢ > 0,
u(0,z) =1 Anfangswerte fir 0 < « < L.

Lésung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:

u(t,r) = Z an e~ /T sin(nmx/L)
n=1
Flr ¢t = 0 nutzen wir die Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion:
Oo | 0 f-- d ,
Zan sin(nrz/L) =1 mit a, = { urn geraae
n=1

Die gesuchte Lésungsfunktion ist demnach

4/(nm)  flr n ungerade.

_ 4~ ey Sin((2k + Drz/L)
u(t,m)——Ze (2k+1)%¢/ Gkt 1)

k=0
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Beispiel: Kihlung an den Randern nusting | | FOUrier—Entwicklung der Rechteckfunktion Ausfiihrung

Wie kann man mit der so gefundenen Lésung rechnen? 47 . sin(3z)  sin(bz) sin(7z)  sin(9x)
Ganz konkret: Wie wurden diese schonen Graphiken erstellt? g(x) ~ — [Sm(x) R T e

Die Reihe beschreibt die exakte Lésung. Wir erhalten Approximationen

n . —-— g
ult,z) ~ 4 Ze—(2k+1)2t/T sin((2k + 1)mz/L) 1 — 0
’ ™ (2k+1)

firn =1,2,3,.... Diese werden immer besser, sogar exakt fir n — oc.
Flr die obige Graphik habe ich die Reihe bis n = 30 aufsummiert (und
zudem nahe t = 0 geglattet; die folgenden Graphiken erklaren warum.)

Eine wichtige und nitzliche Eigenschaft der Warmeleitung ist inre
Glattungseigenschaft: Eine ,raue” Funktion ¢g(z) = u(0, z) hat starke
hohe Frequenzen. Diese klingen jedoch bei der Warmeleitung fir ¢t > 0
besonders schnell ab. Zu ¢t = 0 dirfen die Anfangsdaten beliebig rau
sein, sogar unstetig, doch zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die Lésung glatt. —1te

In obigem Beispiel sehen wir dies drastisch: x — (0, x) ist unstetig in
x € {0, L}, doch fur t > 0 ist u(t, z) stetig, glatt, sogar analytisch!

—6 —4 -2 0 2 4 6

Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion Ausfirong Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion Ausfoivong

o() ~ 4 sin(x) + sin(3z) n sin(5z) n sin(7z) n sin(9z) n ]

sin(3z)  sin(bz) sin(7z)  sin(9x)
. 5 - - 5 + + + +..]

3 5 7 9

—-o— g -9

1 —433 1 —99 XV
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Fourier—Entwicklung und Warmeleitung austinung| | FOUrier—Entwicklung und Wéarmeleitung Ausfihrung
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™ ®2k=0 ™ ®2k=0
- T~ —— ™~
- ™~ o T
| \\ | \\
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Zeitliche Entwicklung der Kerntemperatur
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Plausibilitatscheck: Wie lange toastet Brot?

e ! ~0.37
e 2~0.14
\ e~ 0.05
-\
0 1 2 T =t/

Die natlrliche Zeitskala ist hier 7 = (7/L)%*kt = t/T mit T = L?/km>.

4 2y sin((2k + 1)7wa /L)
ult,z) = 726 (2k+1)2t/T
i (2k + 1)
AN opsnyzyr (CDF 4.
Ly _ 4 ek \ 7Y < % T
U(t, 2) sz_oe (2]{,‘—{—1) /,gr] 7Te

© Leibniz—Reihe, numerisch glinstig, explizite Fehlerschranke B3G!
© Die Abkiihlung ist exponentiell, sehr gute Naherung fiir t > T.
© Bei doppelter Lange dauert die Abkiihlung viermal so lange.

© Diesen Verlauf kdnnen wir fir jede Start- und Zieltemperatur nutzen:
Hierzu gendgt eine affin-lineare Transformation der Temperaturskala.
Insbesondere kénnen wir heizen statt kiihlen. Einfaches Beispiel:

Aufgabe: Wie lange toastet Brot? Welche Temperatur wird erreicht?
Welche Daten bendétigen Sie? Schatzen Sie diese soweit mdglich!
Loésung: Toastbrot der Dicke L = 14mm wird bei 220°C getoastet.
Die Temperaturleitfahigkeit betragt etwa x ~ 0.5 - 10~5m? /s: Messen!
Die natirliche Zeitskala ist hier ' = L?/kn? ~ 40s: Das ist plausibel.
Der Verlauf der Kerntemperatur ist (ndherungsweise fur ¢t > T):

4
220°C — 200°C - — ¢ ¥/7T
v

Zwei Minuten toasten, also ¢t = 120s = 37, ergibt:

t =

4
220°C — 200°C - — e~3 ~ 200°C
v

© Jetzt wissen Sie, warum das Toasten doch relativ lange dauert.
Schon bei 20mm dicken Scheiben benétigen Sie doppelt so lange.
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Physikalische Beispiele: Materialkonstanten
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Physikalische Beispiele: Materialkonstanten

Die Temperaturleitfahigkeit = = A\/(oc¢) kénnen wir berechnen aus
Warmeleitfahigkeit A, Dichte o und spezifischer Warmekapazitat c.

. — m2
Material 0 % c/ kgiK )\/ % /1/10 GT
Tannenholz 600 2720 0.12 0.07
Fensterglas 2480 700 0.87 0.50
Stahl (leg./unleg.) 7800 460 15---50 4---14
Kupfer (rein) 8940 383 400 117
Marmor ~ 2600 ~ 800 ~ 2.8 ~ 1.35
Beton ~ 2400 ~ 880 ~ 2.1 ~ 0.99
Granit ~ 2640 ~ 820 ~ 1.6 ~ 0.74
Ziegelstein ~ 1700 ~ 840 ~ 0.4 ~ (.28
Wasser bei 0°C 999 4220 0.561 0.133

50°C 990 4181 0.642 0.155
100°C 958 4216 0.679 0.168
Luft bei 1013hPa | 1.3---1.0| ~ 1005 | 0.025---0.030 19---30

Luft isoliert gut, dennoch liegt die Temperaturleitfahigkeit « hier recht hoch: Es wird zwar nur
wenig Wirmeleistung iibertragen (), aber auch Dichte (o) und Wirmekapazitit (c) sind gering.

Wir haben oben die Warmebilanz umgeformt zur Differentialgleichung
(1) du(t,z) — V+ [k Vu(t, z)] = q(t,z).
Erst an dieser Stelle spielt das Medium des Warmetransports eine Rolle.

Die Materialeigenschaft « wird empirisch durch Messungen bestimmt.
© lIst k € R eine Konstante, so vereinfacht sich unsere Gleichung zu

(2) Ou(t, ) — k Au(t,x) = q(t, ).

Die Temperaturleitfahigkeit ~ hangt nicht nur vom Material ab, sondern
im Allgemeinen auch von dessen Zustand, auch von seiner Temperatur:
Die PDE (1) mit k = k(t, z,u) ist dann nicht mehr linear in u. Schwierig!

© Wir betrachten hier x ndherungsweise als temperaturunabhangig.

Die Leitfahigkeit ist eventuell richtungsabhéngig, also nicht isotrop, bei
Holz etwa langs und quer zu den Fasern. Im allgemeinen, anisotropen
Fall ist x (¢, 7) € R3*3 ein Tensor zweiter Stufe, also eine (3 x 3)—Matrix.

© Wir betrachten hier nur den idealisierten Fall (2) eines homogenen,
isotropen Mediums mit konstanter Temperaturleitfahigkeit . Einfacher!
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Die inhomogene Warmeleitungsgleichung
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Aufgabe: Lésen Sie die inhomogene Warmeleitungsgleichung (ARWP)

Owu(t,x) — kO2u(t,x) = f(t,xz) furallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =u(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,z) = g(x) Anfangswerte fir 0 < x < L.

Im Gegensatz zum vorigen Modell wird hier der Stab durch Wirmequellen f(z, t) aufgeheizt.
Denken Sie etwa an elektrischen Widerstand, chemische Reaktion oder radioaktiven Zerfall.

Der Anfangswert u(0, ) = g(z) gibt die Wirmeverteilung zur Zeit ¢ = 0 vor. Die Randwerte
u(t,0) = u(t, L) = 0 bedeuten, dass wir hier die Wirmedichte  auf Null halten, also kiihlen.

Nutzen Sie den Lésungsansatz durch Variation der Konstanten:

Z%

sin(nma /L)

Das entspricht der Losungsformel, die wir zuvor fiir den homogenen Fall f = 0 entwickelt
haben. Fiir den inhomogenen Fall sind die Koeffizienten ¢, (¢) allerdings zeitabhéngig!
Wir setzen diesen Ansatz in unsere PDE ein und bestimmen damit ¢y, (¢).

Losung: Einsetzen dieses Ansatzes in die PDE:

duult,z) — k2ult,e) =Y [c;(t) + mn(t)(m/L)ﬂ sin(nme/L) = f(t, )

n=1

Fir ¢ = 0 ist zudem der Anfangswert vorgegeben:

-3 60

sin(nrz/L) = g(z)

Zum Vergleich entwickeln wir auch g und f in Fourier—Sinusreihen:

)sin(nmz/L).

- Z an sin(nmz/L), f(t, Z i
n=1

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir eine ODE erster Ordnung:

() + (®/T) ca(t) =bn(t),  cn(0) = an

© Fur b, = 0 erhalten wir erneut die vorige Lésung v,,(t) = a, e—%t/T.

Auch hier ist die natlrliche Zeitskala T = L?/xn?; das vereinfacht!
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sin((2k + 1)z /L)
(2k +1)3

i ;{ o—(2k+1) t/T}

Aufgabe: Lésen Sie die inhomogene Warmeleitungsgleichung (ARWP)

du(t,x) — kO*u(t,x) = 1/T furallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =wu(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) =0 Anfangswerte fir 0 < z < L.

Lésung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:

o0

u(t,x) = Z cn(t) sin(nma /L)

n=1

Wir nutzen die Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion:

Z bpsin(nmz/L) =1 mit b, = {0 fir n gerade,
n=1 4/(TL7T)
Gewohnliche Differentialgleichung fir die Koeffizienten c,,(t):

cn(t) + (n*/T) cu(t) = ba/T,  cn(0) =0

Losung fir n gerade ¢, (t) = 0, ungerade ¢, (t) = —ﬂ [1-— e—n2t/T}

n

flr n ungerade.
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Neumann—Randbedingung: Warmeisolierung

Produktlésungen und Superposition 50

Aufgabe: Lésen Sie die homogene Wéarmeleitungsgleichung (ARWP)

du(t,z) — kO2u(t,z) =0 firallet>0und0 < z < L,
O,u(t,0) = d,u(t,L) =0 Randbedingungen fir ¢ > 0,
u(0,z) = g(x) Anfangswerte fur 0 < z < L.

Die erste Gleichung ist wie zuvor die homogene Wirmeleitungsgleichung. Der Anfangswert
u(0,z) = g(x) gibt die Wirmeverteilung zur Zeit ¢ = 0 vor. Neu ist die Randbedingung
Oru(t,0) = dyu(t, L) = 0: Sie bedeutet, dass keine Wiirme iiber den Rand abflief3t.

Man stelle sich eine perfekte Wirmeisolierung vor. Die Losungen zeigen dies anschaulich:
Die Gesamtwirmemenge Q(t) = fo:O u(t, x) dz bleibt fiir alle Zeiten ¢ > 0 konstant.

Lésung: Der Produktansatz u(t, x) = v(t) w(z) separiert dies zu
LV(t)  w'(x)
K v(t)

Wir erhalten zwei gewdhnliche Differentialgleichungen:

V' (t) = kAv(t) und w’(z) = Aw(x)

=\

w(z)

Die Randbedingung tbersetzt sich in w'(0) = w'(L) =0 .

Erstes Teilproblem: w”(z) = A w(z) mit w'(0) = w'(L) =0
Lésungen: wy,(x) = cos(nmx/L) mit A\ = \, = —(n7w/L)?

Zweites Teilproblem: v/(t) = kA v(t) mit A\ = A = —(nn/L)?
Losung: vy, (t) = e~ (/L)% — o=n*t/T mit Abklingzeit T = L2 /x>

Zusammengesetzte Eigenfunktion:

Un(t, ) = v, (t) wy(x) = e cos(nmx/L)

Die allgemeine Lésung erhalten wir durch Superposition:

ao

o0
—n2t)T
5 + Z an e cos(nmx/L)

n=1

u(t,x) =

Hier ist die konstante Funktion u(¢, ) = ao/2 eine Losung. Wie fiir Fourier—Reihen iiblich
schreiben wir ag /2, so dass die untenstehende Integralformel fiir alle n € N gleich aussieht.
Stationére Losung: Fiir ¢t — oo gilt u(t, ) — ao/2. Die Rechnung zeigt Thnen, wie schnell!
Die konstante Losung entspricht einer homogenen Wirmeverteilung, bei der kein Wirmefluss
stattfindet. Jede Losung strebt fiir ¢ — oo gegen diese stationdre Losung, wie zu erwarten war.
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Produktansatz: Eigenlésung w; (¢, x)
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Produktansatz: Eigenldsung wus(t, x)

SIS
\\j'\\\b\\\\\'\ S

R

ua(t, )
— g2(2)




Produktansatz: Eigenlésung us(t, z) -
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Lésung der Anfangsbedingungen

us(t, x)
— g3(z)

Die allgemeine Lésung erhalten wir durch Superposition:

(o)
u(t,z) = % + Z ane T cos(nmz/L)
n=1

Einsetzen der Anfangswerte fir ¢t = 0 liefert:

u(0,2) = % + Z an cos(nmz/L) = g(x)

n=1
Hier sind ag, a1, ... die Koeffizienten der Fourier—Cosinusreihe von g.
Wir betrachten daher die gerade Fortsetzung von g auf [—L, LJ:

N g(x) firo <z <L,
g(x) = .
g(—z) fur—-L <z <0.

AnschlieBend berechnen wir die Fourier—Reihe fir g: [—-L, L] — R.
Die Koeffizienten a,, erhalten wir aus den Anfangsdaten dank Fourier:

) L
Oy = L/ g(z) cos(nmz /L) dx
=0
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Beispiel: Warmeausgleich bei Isolierung
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Aufgabe: Lésen Sie die homogene Warmeleitungsgleichung (ARWP)
Owu(t,x) — Ou(t,z) =0
Ozu(t,0) = dyu(t,m) =0
u(0,2) = g(x) == z(r — x)

frallet >0und 0 < x <,
Randbedingungen fir ¢ > 0,
Anfangswerte fir 0 < z < 7.

Lésung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:
(0.0
ao .2
u(t,x) = > + zjlane "t cos(nx)
-

Fir ¢ = 0 nutzen wir die Fourier—Entwicklung der Anfansgwerte:

o0 2 .
‘ —4/n® farn > 2 gerade,
g(z) = a4 E an cos(nx) also a, = / . J
2 0 flr n ungerade.

Die gesuchte Lésungsfunktion ist demnach

2 = _up2, cos(2kx)
u(t,x)ZF—Ze 4ktT
k=1
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Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wie lautet die Problemstellung?
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Ausflihrung

Lésungen suchen wir bisher mit dem Produktansatz u(t, z) = v(t) w(x).
Das ist zunachst nur geraten, mit etwas Anschauung und Erfahrung.
Wir haben Gluck und finden die Eigenfunktionen w,, (¢, z) = v, (t) wy(z),
genug um mit u(t,z) = > an v,(t) w,(x) alle Bedingungen zu erfullen.
Unsere Konstruktion von u(t, ) zeigt somit die Existenz einer Lésung.
Dies zeigt jedoch noch keineswegs die Eindeutigkeit: Es kénnte noch
weitere Lésungen der PDE geben, die aber unserem Ansatz entgehen.
Eine dramatische Warnung sind exotische Lésungen wie in Satz S1B.

Mehrdeutigkeiten missen wir erkennen und nétigenfalls auch beheben:
Sind noch mehrere Lésungen mdglich, so stellen wir geeignete weitere
Bedingungen, um die physikalisch sinnvollen L6sungen herauszuheben.
Dieses Vorgehen beruht auf der Uberzeugung, dass die physikalische
Entwicklung deterministisch ist. Ein brauchbares mathematisches
Modell soll die zuklinftige Entwicklung vorhersagen und muss daher
eine eindeutige Losung haben, ndmlich die physikalisch beobachtete.

Mathematisch bedeutet die Eindeutigkeit: Je zwei Losungen sind gleich.
Dies wollen wir nun sorgféltig als Satz formulieren und dann beweisen.

Um Uber Eindeutigkeit zu sprechen, missen wir zun&chst erklaren,
wie die Problemstellung aussieht und was wir als L6sungen zulassen.
Definition S3A: Anfangs- und Randwertproblem, kurz ARWP

Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung formulieren wir
wie folgt als Anfangs- und Dirichlet-Randwertproblem:

pu(t, ) — kO2u(t,x) = f(t,x) fir0<t<Tunda <z <b,
u(t,a) = £(t), u(t,b) =r(t) Randbedingung fir 0 < t < T,
u(0,z) = g(x) Anfangswerte fir a < = < b.

Gegeben sind hierzu stetige Funktionen f:[0, 7] x [a,b] — R und
¢,r:10,T[ — R sowie g: [a, b] — R; schwéacher genlgt g € L?([a, b]).
Bei Neumann-Randbedingungen fordern wir stattdessen

Orzu(t,a) = £(t), Opu(t,b) =r(t) fur0<t<T.

Auch gemischte Randbedingungen sind moglich.

v
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Was fordern wir von einer Lésung?

Eindeutigkeit der Losung
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Ausfiihrung

Stetigkeit in den Randpunkten ist nicht selbstverstandlich, wie bereits
unser erstes Beispiel mahnt. Wir formulieren daher besonders sorgfaltig:

Definition S3B: Lésung des Anfangs- und Randwerteproblems
Eine Funktion «: [0, T[ x [a,b] — R nennen wir eine L6sung

des obigen Anfangs- und Randwertproblems S3A, wenn gilt:

(A) Auf 10, T x ]a, b] existieren die Ableitungen d;u, d,u, d?u und sind
dort stetig und erflillen die Warmeleitungsgleichung 9; — x 9%u = f.
(B) Auf |0, T x [a, b] sei u stetig und 0,u stetig fortsetzbar, und beide
erflllen auf |0, T[ x {a, b} die jeweils geforderten Randbedingungen.
(C) Es gilt u(0,z) = g(x) fur alle x € [a, b] und zudem Stetigkeit:

(C1) Im strengen Sinne sei u stetig auf [0, T'[ x [a, b]. Schwécher:
(C2) Fir ¢t \, 0 gilt L?—Konvergenz ff:a\u(t, z) —u(0,2)|>dz — 0.

© Die starke Bedingung (C1) impliziert die schwache (C2) dank D3A.
/\ Eine unstetige Startverteilung ¢ erfordert die Abschwéchung (C2):
Uns genligt dann quadratische Integrierbarkeit und L?—Konvergenz.

Satz S3c: Eindeutigkeitssatz fir die Warmeleitungsgleichung
(0) Lést w:[0,T[ x [a,b] — R die homogene Warmeleitungsgleichung
ou(t,z) — kO2u(t,x) =0 fir0<t<Tunda <z <b,

u(t,a) = u(t,b) =0
{amu(t, a) = 0yu(t,b) = 0 Neumann—Randbedingungen fir ¢ > 0,
u(0,z) =0 Anfangswerte firt =0und a < z < b,

dann gilt u(t,x) = 0 fur alle (¢t,z) € [0,T[ x [a, b].
(1) Lésen a,@:[0,T[ x [a,b] — R die Warmeleitungsgleichung
atu(th) - HaiU(t, .Z') = f(t7 Z’),

u(t,a) = £(t), u(t,b) = r(t) oder
{@;u(t,a) ={(t), Opu(t,b) =r(t),

u(0, ) = g(x),
dann gilt a(t, z) = a(t, x) fur alle (¢,z) € [0,T[ X [a, b].

Dirichlet—Randbedingungen fir ¢t > 0 oder
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Die Energiemethode beweist die Eindeutigkeit.

Die Funktion w: [0, T x [a,b] — R I6se die Warmeleitungsgleichung
Oyu = k O2u mit den Randbedingungen (u d,u)(t,a) = (udyu)(t,b) = 0.
Als mathematische Hilfsgré3e untersuchen wir hierzu die Energie

b
E:[0,T[-R:t— E(t) ::/ —u(t,z)*dz > 0.

Aufgabe: Ist E stetig? Berechnen Sie E(t) fir 0 < t < T. Lésung:

. Def b 1 S b 1
E(t) = o, / sult.a)ds = / ) [iu(t,x)ﬂ dz

D3A

b b
o / u(t, x) - Opu(t, x) da = /
r=a Tr=a

Sy {u(t,x) : 8xu(t,5”)y;—a - R/xb:a [&Cu(t,x)rdx !

u(t, ) - k 0%u(t, z) dx

IN

= 0 dank Randbedingung L?-Norm von 9, u auf [a, b]

Somit kann ¢t — E(t) nur sinken. Sie bleibt konstant nur falls 0,u = 0,
wegen dyu = k 02u = 0 also nur fir konstante Lésungen u(t, r) = const.

Aufgabe: Beweisen Sie den Eindeutigkeitssatz mit der Energiemethode!

Lésung: (0) Gesucht sind alle Funktionen w: [0, T x [a,b] — R, die die
Warmeleitung d,u = k 02w l6sen (im Sinne unserer Definition S3B),
wobei alle Anfangs- und Randwerte konstant gleich Null sind.

Zunéchst ist klar: Die Nullfunktion u(¢, z) = 0 ist eine mégliche Lésung.
Wir wollen nun sorgféltig nachweisen, dass dies die einzige Lésung ist:
Seiu:[0,T x [a,b] — R eine beliebige Lésung zu den Daten (0).
Aufgrund der Anfangswerte «(0,z) = 0 fir alle z € [a, ] gilt E(0) = 0.
Die Funktion E: [0, T — R>(:t — E(t) ist stetig dank D3A bzw. (C2).
Dank der Randwerte v d,u = 0 fiir alle ¢t € |0, T[ gilt F(t) < 0. Daraus
folgt E(t) = 0 fur alle ¢t € [0, T'[, also u(t,z) = 0. Das war zu zeigen.

(1) Gegeben seien Lésungen u, @ : [0, T[ x [a,b] — R zu den Daten (1).
Die Differenz u = u — u erflllt alle Gleichungen aus (0), also u = 0.
Daraus folgt @ = @. Es kann also héchstens eine Lésung geben!

© Wir nutzen geschickt die lineare Struktur der Problemstellung!
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Konstruktion der Lésung durch Fourier—Theorie

Satz S3D: Lésung der Warmeleitungsgleichung, 3&E
Zu l6sen sei die eindimensionale homogene Wéarmeleitungsgleichung

dpu(t,z) — kO2u(t,z) =0 firallet>0und0 < z < L,
u(t,0) =u(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) = g(x) Anfangswerte fir 0 < = < L.

Gegeben sei g: [0, L] — R stetig oder allgemeiner g € L2([0, L)),
also entwickelt g(z) = >-°° | ay, sin(nmz/L) mit >°°° |a, > < .

n=1

Dann wird unser Problem eindeutig gelést durch

u(t,z) = Z an e T sin(nmx/L).

n=1

Die natlrliche Zeitskala ist die Abklingzeit ' = L?/x7? (Eigenzeit).
Gilt sogar > "7, |a,| < oo, soist u in t = 0 stetig und dort gleich g.

© Wir haben oben ausfiihrlich dargestellt, wie man diese Lésung findet.
Der Satz fasst das Ergebnis zusammen und ist leicht nachzurechnen:

Aufgabe: Zeigen Sie, dass u die Gleichung d;u = x 0%u sowie das
Anfangs- und Randwertproblem I6st (im Sinne unserer Definition S3B).
Lésung: Firalle t > 0 und v € N gilt =%, [a,n” e *%/T| < oo dank der
exponentiellen Dampfung. Daher konvergiert die im Satz fir u
angegebene Reihe in jedem Punkt (¢, 2) € R-o x R, und die so
definierte Funktion u: R~ x R — R ist beliebig oft differenzierbar.

Wir dirfen termweise ableiten und finden sofort o0,u = m@%u.

In den Randpunkten x € {0, L} qilt offensichtlich u(¢, z) = 0.

Fir ¢ \, 0 gilt >~Konvergenz > |a,, — a,, e=""*/ |2\, 0 und somit
L?—Konvergenz [~ |u(t,z) — u(0,z)|? dz \, 0 (Fourier-Isometrie J1A).
Im Falle >~>° ,|an| < oo ist die Reihe auf ganz R, x R gleichméaBig
konvergent, die so definierte Funktion u: R> x R — R ist somit stetig.

© Mit dieser Methode kdnnen Sie zahlreiche ahnliche Probleme l6sen,
insbesondere inhomogene Gleichungen mit diversen Randbedingungen.
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Das Minimum-Maximum-Prinzip

Zu lésen ist fir w: [0, T] x [a,b] — R das Anfangsrandwertproblem
wu(t,x) — kO2u(t,x) = f(t,x) fir0<t<Tunda <z <b,
u(t,a) = £(t), u(t,b) = r(t) Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,z) = g(x) Anfangswerte fir a < = < b.
Allgemein untersuchen wir die Warmeleitung auf einem Kérper K;
hierzu sei K C R™ kompakt mit stickweise glattem Rand 0K.

Obiges Beispiel in Dimension n = 1 ist das kompakte Intervall
K = [a,b] mit den beiden Randpunkten a < b, kurz 0K = {a, b}.

Auf dem Bereich Qr = [0,T] x K sei u:Qr — R stetig. Zudem gelte
Jwu — k Au = f auf dem parabolischen Inneren (parabolic domain)

Dy =10,T] x K.

Vorgegeben sind die Rand- und Anfangswerte, also die Einschrankung
u| g, auf dem parabolischen Rand (engl. parabolic boundary)

Br = ([0,T] x 9K) U ({0} x K).
© Der Bereich Q7 und sein parabolischer Rand Br sind kompakt.

Wie zuvor sei K C R™ kompakt, Qr = [0,7] x K und u:Q7p — R.

Wir untersuchen d,u = x Au, wobei A = §2/0z% + - - + 92 /0z2.

Zur Vereinfachung der Schreibweise dlrfen wir k = 1 annehmen.

Satz S3E: Maximumsprinzip fur die Warmeleitungsgleichung

Auf Qr =[0,7T] x K sei u:Qr — R stetig. Da Q7 und By kompakt sind,
nimmt « hierauf Minimum und Maximum an. Wegen Qr D Br gilt also:

ming, v < ming, u und maxq,, U > Maxpg, U

Zudem gelte 0,u = Au auf dem parabolischen Inneren D =0, T x K.
(1) Dann nimmt » sein Minimum und Maximum auf dem Rand Br an:

und

ming, w = ming, u

maxgq, % = maxpg, U

Seien u,v: Qp — R zwei Lésungen, d;u = Au und oy = Aw auf Dp.
(2) Monotonie: Aus u < v auf dem Rand Br folgt v < v auf ganz Q7.
(3) Eindeutigkeit: Aus u = v auf dem Rand By folgt v = v auf ganz Q. )
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Das Minimum-Maximum-Prinzip
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Das Minimum-Maximum-Prinzip

© In der PDE 0,u — Au = f bedeutet f § 0 Senken oder Quellen.
Aufgabe: Beweisen Sie das Prinzip (1) in folgenden Verscharfungen:
(a) Auf Dr gelte 0;u — Au < 0. Dann folgt max v = maxu|p, > u|p,.
(b) Auf D gelte 0;u — Au < 0. Dann folgt max v = maxu|p, > u|p,.
(c) Auf Dr gelte 0,u — Au > 0. Dann folgt min v = minu|p, < u|p,.

(d) Auf D7 gelte 0,u — Au > 0. Dann folgt min u = minu|p, < u|p,.
Lésung: Durch Ubergang von u zu —u gilt (a) < (c) und (b) < (d).
Daher genigt es, die ersten beiden Aussagen (a) und (b) zu beweisen:

(a) Angenommen, v ware maximal im inneren Punkt (o, zo) € Drp.
Dann gilt dyu(tg, zo) > 0 und Oy, u(to, xo) = 0 sowie 0§iU(to, xg) <0,
also dyu(to, xo) — Aulto, zg) > 0 im Widerspruch zur Voraussetzung < 0.
(b) Wir betrachten v := u + ¢|z|? mit e > 0, wobei |z|> = 2% + - - - + 22.
Es gilt 0,v — Av = Jyu — Au — 2ne < 0, dank (a) also maxv = maxp,, v.
Wir haben u < v < maxv = maxp, v < maxp, u + emaxBT]azlz.

Damit gilt u < maxp, u + ¢ maxpg, |z|? fir alle ¢ > 0.

Fir e \, 0 folgt v < maxp,, u, was zu zeigen war.

Aufgabe: Beweisen Sie die Monotonie (2) in folgenden Verschérfungen:
(e) In jedem Punkt im Inneren Dy gelte d,u — Au < dv — Aw.

Aus u < v auf dem Rand By folgt u < v auf ganz Q7.

(f) In jedem Punkt im Inneren Dy gelte dyu — Au < dpv — Aw.

Aus u < v auf dem Rand By folgt v < v auf ganz Q.

(9) In jedem Punkt im Inneren Dp gelte dyu — Au < dpv — Awv.
Aus u < v auf dem Rand Br folgt v < v im Inneren Dr.

Losung: (e) Fir die Differenz w = u — v gilt dyw — Aw < 0.
Dank (b) folgt w < maxw = maxp, w < 0, also u < v.
(f) Fir w = u — v gilt 9w — Aw < 0 in jedem Punkt von Dr.
Dank (b) folgt w < maxw = maxp, w < 0, also u < v.

(9) Fir w = u — v gilt sw — Aw < 0 in jedem Punkt von D.
Dank (a) folgt w|p, < maxp, w <0, auf Dy also w < 0und u < v.

© Dies kénnen wir zur Eingrenzung durch Ober/Unterlésungen nutzen.
Solche Ungleichungen und Einschachtelungen kennen wir bereits aus
den Satzen M4A und M4B fiir gewdhnliche Differentialgleichungen.
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Finite-Differenzen-Methode: Diskretisierung

Zu lésen ist fir w: [0, T] x [a,b] — R das Anfangsrandwertproblem

dyu(t, ) — k O2u(t,z) = f(t, x)

u(t,a) = £(t), u(t,b) = r(t)

u(0,z) = g()

Zur numerischen Diskretisierung approximieren wir die Ableitungen o,

sowie J, und 9? (Differentialquotienten) durch Differenzenquotienten:
_u(t,z+Ax) —u(t, r)

Opu(t,x) ~ A ,
x

Oru(t,x) — Opu(t, z—Ax)
Azx
u(t,x—Ax) — 2u(t, z) + u(t, z+Ax)
(Az)?
Die Warmeleitungsgleichung d;u = k 9?u + f besagt naherungsweise:
u(t—l—At,Z)t u(t, ) - ﬁu(t,x Ax) 2(12(1;)&;) + u(t, z+Ax) (it a)

fro0<t<Tunda<zx<b,
Randbedingungen fir ¢ > 0,
Anfangswerte fir a < x < b.

Du(t,x) ~

x

~

Hier sind Az > 0 und At > 0 Schrittweiten, nicht der Laplace—Operator.
Diese Diskretisierung kénnen wir als Rekursionsgleichung nutzen:
(t, z—Ax)—2u(t, z)+u(t, z+Ax)

t
Aus den Werten zur Zeit t gewinnen wir so die Werte zur Zeit t+At.
Die Randwerte u(t+At, z) fur x € {a, b} sind dabei vorgegeben.

u(t+At, x) ~ u(t,z) + At e

Aufgabe: Approximieren Sie u: [0, 2] x [0,1] — R zu den Daten x = 0.04,
f=0,g=1,¢=0,r =0 mit Diskretisierung At = 0.1 und Az = 0.1.

Lésung: Die folgende Tabelle und die Graphik zeigen die Werte.

© Mit diesem Verfahren kdnnen Sie u ndherungsweise berechnen.
Sie finden dieses Beispiel unter eiserm.de/lehre/HM3/Irrfahrt.ods.
In der Numerik lernen Sie noch weit bessere und raffiniertere Verfahren.

/\ Bevor man irgendeine numerische Approximation unternimmt, muss
man sicherstellen, dass die Frage gut gestellt ist: Unsere mathematische
Vorbereitung zeigt, dass eine exakte Lésung u existiert und dass sie
eindeutig ist. Erst das gibt der numerischen Naherung einen Sinn!
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Finite-Differenzen-Methode: Kiihlung am Rand

z=|00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

t=0.0/0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000
0.1/0.000 0.600 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.600 0.000
0.2]10.000 0.520 0.840 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.840 0.520 0.000
0.3]0.000 0.440 0.776 0.936 1.000 1.000 1.000 0.936 0.776 0.440 0.000
0.4]0.000 0.398 0.706 0.898 0.974 1.000 0.974 0.898 0.706 0.398 0.000
0.5]0.000 0.362 0.660 0.852 0.954 0.980 0.954 0.852 0.660 0.362 0.000
0.6]0.000 0.336 0.617 0.816 0.923 0.959 0.923 0.816 0.617 0.336 0.000
0.7]10.000 0.314 0.584 0.779 0.895 0.930 0.895 0.779 0.584 0.314 0.000
0.8]0.000 0.297 0.554 0.747 0.863 0.902 0.863 0.747 0.554 0.297 0.000
0.9]10.000 0.281 0.528 0.716 0.832 0.871 0.832 0.716 0.528 0.281 0.000
1.0/0.000 0.268 0.505 0.687 0.801 0.840 0.801 0.687 0.505 0.268 0.000
1.1/0.000 0.255 0.483 0.660 0.771 0.809 0.771 0.660 0.483 0.255 0.000
1.210.000 0.244 0.463 0.634 0.742 0.779 0.742 0.634 0.463 0.244 0.000
1.3/0.000 0.234 0.444 0.608 0.713 0.749 0.713 0.608 0.444 0.234 0.000
1.410.000 0.224 0.426 0.584 0.686 0.720 0.686 0.584 0.426 0.224 0.000
1.5/0.000 0.215 0.409 0.561 0.659 0.693 0.659 0.561 0.409 0.215 0.000
1.6 10.000 0.206 0.392 0.539 0.633 0.666 0.633 0.539 0.392 0.206 0.000
1.710.000 0.198 0.377 0.518 0.609 0.640 0.609 0.518 0.377 0.198 0.000
1.810.000 0.190 0.362 0.498 0.585 0.615 0.585 0.498 0.362 0.190 0.000
1.910.000 0.183 0.348 0.478 0.562 0.591 0.562 0.478 0.348 0.183 0.000
2.0/0.000 0.176 0.334 0.460 0.540 0.568 0.540 0.460 0.334 0.176 0.000

Realistische Probleme sind oft kompliziert.
Numerische Losungsmethoden sind hier
ungemein niitzlich, leider meist schwer zu
durchschauen. Vereinfachte Modelle und
geschlossene Losungen hingegen helfen
unserem qualitativen Verstidndnis. Beides
erginzt sich wunderbar. Nutzen Sie dies!

/ N
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Wie schnell kihlt eine Kugel Gber ihren Rand ab?
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Wie schnell kuhlt eine Kugel Uber ihren Rand ab?

g
/////

u(t,r)

_2€_t/T

DAS &(

ST HART!

Erstes Beispiel, aus der Klche:

Wie lange muss ein Ei kochen? eine Pute garen? ein Bierfass kiihlen?
Genauer: Wann erreicht die Kerntemperatur die jeweilige Zielgré6Be?
Wir untersuchen hier nur Warmeleitung ohne Konvektion / Strémung;
fir Pute und Ei ist das realistisch, bei Bier eine starke Vereinfachung.

Zweites Beispiel, aus der Fernsehunterhaltung:

Mit gut gekuhltem, frisch gezapftem Bier schauen Sie CS/: Stuttgart.
Die Polizei findet morgens um 6 Uhr ein Mordopfer im Schlossgarten.
Die AuBBentemperatur betragt recht konstant 10°C, die Temperatur in der
Mitte des Gehirns liegt noch bei 20°C. Wann geschah der Mord?

Drittes Beispiel, aus Erdgeschichte und Evolution:

Warum waren Dinosaurier grof3, aber Vigel sind klein? Erstere waren
vermutlich wechselwarm, und ihre Warmebilanz ist bei gro3em Volumen
glnstiger: Das Volumen wéachst kubisch, die Oberflache nur quadratisch.
Warmbluter (V6gel, Saugetiere) haben schnelleren Stoffwechsel und
bendtigen viel Energie fur die Regulierung ihrer Kérpertemperatur.

Der Laplace—Operator bei spharischer Symmetrie

5403
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Der Laplace—Operator in Kugelkoordinaten

Zur Vereinfachung nutzen wir spharische Symmetrie:

U R SR (2,9,2) o Ule,y,2) = u( Va2 + g2+ 22)

Hier zahlt nur der Radius » = /22 + y2 + 22 und somit die Funktion

u: Rsog— R :r—u(r).

Aufgabe: Berechnen Sie den Laplace—Operator AU (z,y, z) mittels w.

Lésung: Wir leiten geduldig ab: Wir finden 0, = z/r und somit

By u(r) = u/(r) - %

2 2
x r—ax°/r
ﬁ‘i‘U/(T) : 7712

dank Ket

D2 u(r) =" (r) -

tenregel,

dank Produktregel.

Ebenso fir 97 u(r) und 92 u(r). Die Summe ergibt schlieBlich:

(8:% + 85 + 85) U(z,y,2) = u'(r) + %u'(r) = %2&

[rzar u(r)}

Allgemein kénnen wir U : R? — R in Kugelkoordinaten parametrisieren:

z psin @ cos ¢ x psin @ cos ¢ p
y| = | psinfsinyp = U\ly| =U/|psinfsinp | =u|ep
z pcost z pcosf 0

Aus U :R? — R erhalten wir die Funktion u: R x [0, 27] x [0, 7] — R.
Wir Ubertragen den Laplace—Operator in spharische Koordinaten:

1 1 1
_ a2 2 B_ & 2 - i - G
A —3x+ay +8; = p280<:0 8,,) + pQSin080(Sln980> + pzsin29 i

Das bedeutet ausfuhrlich

x P
- i 9 1 . 1 9
[AU} (y) = L2 Op (p 8p> + 7[)2 sin080 (sm@@g) + 7;)2 " 93411 («g)

Ubung fiir Mutige: Rechnen Sie beide Seiten aus und vergleichen Sie!
© Hangt u nicht von ¢ und 6 ab, so erhalten wir die vorige Formel in r.

I\
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Warmeleitung einer Kugel
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Aufgabe: Lésen Sie die spharische Warmeleitungsgleichung (ARWP)

Ou(t,r) = %& {TQ&« u(t,r)} firallet >0und 0 < r < R,
r

u(t,R) =0 Randbedingungen fir ¢ > 0,

u(0,r) =1 Anfangswerte fir 0 < r < R.

Gesucht sind Funktionen w: R>¢ % [0, R] — R, stetig auf R>( x [0, R] bis auf die Ecke (0, R)
und differenzierbar auf R~ o X ]O, R[, mindestens einmal nach ¢ und zweimal nach r, die obige
Gleichungen erfiillen. Der Anfangswert w(0,r) = 1 gibt die Wirmeverteilung zur Zeit ¢ = 0 vor.
Der Randwert u(t, R) = 0 bedeutet, dass wir am Kugelrand die Wirmedichte u konstant auf
Null halten, etwa durch Kontakt mit einem riesigen Reservoir konstanter Temperatur.

Lésung: Wir trennen die Variablen durch den Produktansatz
u(t,r) =v(t) w(r).
Dies entkoppelt unsere PDE zu zwei Eigenwertgleichungen:
V() = Ao(t) w”(r) + 2w'(r) =
r

Zu jedem X € R haben wir links die Losung v(t) = eM.

und ;w(r)

Rechts substituieren wir q(r) = rw(r):
w(r) =q(r)/r
w'(r) = ¢ (r)/r — q(r)/r?
w’(r) = ¢"(r)/r — 24/ (r) /r* + 2q(r) /1
Aus w"(r) + (2/r)w'(r) = (A/k) w(r) wird damit ¢"(r) = (A\/x) q(r).
A=0 w(r):ar:—b mit a,b € R,
A>0: w(r)zaemrjbe_ar, Ak
Y w(r) = asin(wr)%—bcos(wr)’ w=/"Nr

r
Endlichkeit von w(0) und die Randbedingung w(R) = 0 erflllt nur

w(r) = asm(wr)
r
mit w = w, :=nr/Rundn =1,2,3,..., somit A\ = \,, := —(n7/R)*k

S407

Warmeleitung einer Kugel

Warmeleitung einer Kugel
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Zusammengesetzte Eigenfunktionen:

on(t) wn(t) = e-n2/T ST /R)

Weitere Losungen erhalten wir durch Superposition'

up(t,r) =

o0

u(t,r) = Zanun (t,r) Za e~ t/T 7511&(717?7’/]%)
,
n=1 n=1

Damit I6sen wir schlieBlich die Anfangsbedingung fiir ¢t = 0:

u(ojr)zzanw - 1

T

fur0 <r < R.
n=1
Wie lésen Sie > a, sin(mrr/R) = r? Durch Fourier—Entwicklung!
et sin(nx)

QZ 7::1:

R)
5 ynt sin(nmr/
Z nrr/R

far |z| <7

=1 far |r| < R

Als Lésung u:R>¢ x [0, R] — R fir die Kugel erhalten wir:

u(t,r) =2) (-1)"e™
n=1

Zum Vergleich die Lésung u:R>¢ x [0, L] — R fir einen Stab:

24/ sin(nnr/R)
nmr/R

o

u(t,z) = —

™
k=0

o= (2k+1)2t/T sin((2k + 1)mz/L)
2k +1

© Beide Lésungen haben im Wesentlichen dieselbe Form:

Summiert wird Uber alle natiirlichen Zahlenn =1,2,3, ...
bzw. Uber alle ungeraden Zahlenn =2k +1=1,3,5,...

Der Zeitfaktor e="*t/T sorgt fiir exponentielles Abklingen.
Fur die Kugel erhalten wir zusétzlich einen Faktor 1/R.

Die natlrliche Zeitskala ist T = R?/kn? bzw. T = L? k2.
Bei doppelter GréBe dauert die Abkihlung viermal so lange.
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Hohe Frequenzen klingen schnell ab.
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Warmeleitung einer Kugel: Summe als Naherung
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Warmeleitung einer Kugel: Summe als Naherung
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Die Anfangsdaten «(0,7) = 1 fiihren uns zu der Reihe
u(t,r) =23°°  (—1)" T un(t, ) als exakte Losung.

Die Skizzen zeigen die schrittweisen Niaherungen durch

die endlichen Partialsummen: gleichmiflige Konvergenz

Waérmeleitung einer Kugel: Summe als Naherung
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auf jedem Kompaktum auBerhalb von (0, 0) und (0, R).
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Plausibilitatscheck: Wie lange kochen Eier?

u(t, 0) %, el & 0.37
S e 2 ~0.14

e 3 ~ 0.05

0 1 2 T =@/

Die natlrliche Zeitskala ist hier 7 = (7/R)%kt = t/T mit T = R?/xn>.

_ = _\n+41 —n2e/ Sin(nar/R)
u(t,r) 2;( D" e IR

é 2e7t/T

n 1

u(t, O) — 2 Z(_l)n+1 efnzt/T
n=1

© Leibniz—Reihe, numerisch glinstig, explizite Fehlerschranke B3G!
© Die Abkiihlung ist exponentiell, sehr gute Naherung fiir t > 27T
© Bei doppeltem Radius dauert die Abkiihlung viermal so lange.

Aufgabe: Wie lange kochen Eier? Erklaren Sie die Formel:

ﬂAuBen - ﬁStart]
t=T In|2 —"——— >
[ YauBen — Vziel

Loésung: Typischer Durchmesser D = 44mm, also Radius R = 22mm.
Eier sind keine Kugeln, sondern. .. eiférmig; das vernachlassigen wir.

Die Temperaturleitfahigkeit betragt etwa x ~ 0.2 - 10~5m? /s: Messen!
Das ist etwas mehr als Wasser. Die Angaben in der Literatur variieren.

Die natrliche Zeitskala ist hier ' = R?/kn? a~ 240s = 4min: Plausibel!
Der Verlauf der Kerntemperatur ist (naherungsweise fir ¢t > T):

100°C — 93°C - 2e~4/T

100°C — 93°C - 2¢1° =~ 60°C

100°C — 93°C - 2¢ 29 = 75°C

100°C — 93°C - 2e %% =~ 85°C

Der Dotter denaturiert bei 65°C, das Eiklar erst bei 82°C.

t -
6min = 1.57T —
8min = 2.07 ~—

10min = 2.5T —

S419

Plausibilitatscheck: Wie lange kihlt Bier?

S420

CSI: Stuttgart

© Eierkochen ist eine Wissenschaft fiir sich. Manche denken: Dafiir braucht’s keine Rechnung!
Stimmt, dieses Beispiel soll unser Modell illustrieren, priifen, kallibrieren, mehr nicht. Man kann
seine Friihstiickseier auch ohne Studium kochen, dennoch gilt: Studieren erleuchtet Probieren!
Manchmal stehen Sie auch vor Fragen, zu denen Sie (noch) keine Erfahrung haben, und Sie
wollen rechnerisch eine Prognose erstellen. Typische Probleme sind Fragen der Skalierung:

Aufgabe: Wie lange kochen Sie ein StrauBenei mit 15cm Durchmesser?
Lésung: Der Durchmesser ist 3.4mal gréBer, die Zeit etwa 11.5mal.

Sie sollten daher eine lingere Kochzeit von etwa 90min einplanen. Das hitten Sie ohne Modell
wohl nur schwer erraten. Wie hilft Ihnen hier unser mathematisches Modell? Es erklart Thnen alle
wesentlichen Eigenschaften! Insbesondere sehen Sie daran: Die erste Eigenfunktion ist relevant,

alle anderen klingen viel schneller ab. Wir gewinnen so eine brauchbare, robuste Beschreibung
unabhingig von Details. Probieren Sie’s aus! Genauere Rechnungen sind bei Bedarf moglich.

Aufgabe: Wie lange klhlen Sie ein 51-Fass Bier? eine Flasche Sekt?
Lésung: R ~ 1lcm, k =~ 0.14 - 1075m? /s, T = R?/kn? ~ 8800s ~ 2.5h.
Flasche grob gerundet R ~ 5cm, T = R?/k7? ~ 1800s = 0.5h.

Im Kiihlschrank gentigen 47" /~ 10h fiir Bier bzw. 47" ~ 2h fiir Sekt. Das ist durchaus plausibel.
Im Gefrierschrank ist die Temperaturdifferenz groer und die Kiihlung entsprechend schneller;

die obige Formel berechnet die Zeit. (Vorsicht vor Frost!) Wir vereinfachen hier natiirlich die
Geometrie, Warmeleitung, etc., aber immerhin erhalten wir eine brauchbare Grofenordnung.

Aufgabe: (nur fir hartgesottene Fans)

Die Polizei findet morgens um 6 Uhr ein Mordopfer im Schlossgarten.
Die AuBBentemperatur betragt recht konstant 10°C, die Temperatur in der
Mitte des Gehirns liegt noch bei 20°C. Der Kopfumfang ist U = 57cm.
Wann geschah der Mord? Wie verlésslich ist Ihre Schatzung?

Lésung: Radius R ~ 9cm, Temperaturleitfahigkeit £ ~ 0.2 - 107m? /s.
Die natirliche Zeitskala ist hier T = R? /kn? ~ 4100s ~ 1h10.

19Aur3en—1981art] :T-ln[2-27] ~2h
10

t=T-1In|2
[ YauBen — Vziel

A\ Fir gesicherte Aussagen miissen wir Umsicht walten lassen:

@ Messungen unterliegen Fehlern (Temperaturen, Kopfumfang).
Die Methode eignet sich nur im Zeitraum von etwa 17 bis 47

@ Unser Modell vereinfacht: Der Kopf ist keine homogene Kugel!
Die Temperaturleitfahigkeit x ist nur grob geschétzt: Messung!

Die Forensik benétigt daher prazise, statistisch gesicherte Daten.




Homogene Warmeleitungsgleichung auf R”
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Fazit

. . q S502
Inhomogene Warmeleitungsgleichung auf R” Fazit

Fouriers berthmte Warmeleitungsgleichung d,u — x Au = ¢ folgt aus
der Warmebilanz fiir den Warmefluss mit unseren Integralsatzen.

Die homogene Gleichung 0;u = x Au hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

1
H:RogxR'5R: Ht,z) = ——exp | —
>0 ( ) (WV/ZI;;;;Z)Tl p (:

jz?

4kt

).

Die Konstanten sichern die Normierung [ _p. H(t, ) dz = 1 firt > 0.

In Satz D5D haben wir die Gleichung (9; — x A)H = 0 nachgerechnet.

Ist fir ¢t = 0 die Warmeverteilung ug : R™ — R vorgegeben, ug € Cp,
so erhalten wir die Lé6sung durch Superposition (Faltung, siehe D5E)

EeRm

u: RsgxR* =R : u(t,z) = H(t,z — &) up(§)dg.

Far ¢t N\, 0 gilt dann u(t, ) — uo(x). Durch Ableiten unter dem Integral
finden wir (0; — k A) u(t, z) = [pn uo(€) (O — K A)H (t,x — &) d€ = 0.

Zu |I6sen sei die inhomogene Warmeleitungsgleichung

Ou(t, ) — k Au(t,x) = f(t,z) furallet > 0undz € R",
u(0, ) = up(x) Anfangswerte fir z € R",

Gegeben sei ug : R” — R stetig mit Schranke |ug(z)| < ae?*l”, a < 2
sowie f:Ryo x R™ — R beschrankt und stetig differenzierbar.

Existenz: Dann wird unser Problem geldst durch das Integral

t
uta)= [ Ato-gu(@ds+ | [ HE-ro-0/(r0dan

R”

Zu jedem T > 0 gilt eine Schranke |u(t, z)| < AeB*” auf [0, 7] x R.
Eindeutigkeit: Unsere Lésung u ist die einzige mit dieser Schranke.

/\ Ohne diese Schranke gibt es exotische Gegenbeispiele (S1B).
Mehrdeutigkeiten missen wir erkennen und nétigenfalls auch I6sen:
Sind noch mehrere Lésungen méglich, so stellen wir geeignete weitere
Bedingungen, um die physikalisch sinnvollen L6sungen herauszuheben.

Randbedingungen und Eindeutigkeit

S503
Fazit

S504

Das Minimum-Maximum-Prinzip Fazit

Far die Warmeleitungsgleichung mit Anfangs- und Randbedingungen

(ARWP) nutzen wir den folgenden Eindeutigkeitssatz S3c:

(0) Lést w:[0,7T[ x [a,b] — R die homogene Warmeleitungsgleichung

Ou(t,x) — kO2u(t,z) =0 fir0<t<Tunda <z <b,

{u(t, a) =u(t,b) =0 Dirichlet-Randbedingungen flr ¢ > 0 oder
Oyu(t,a) = dyu(t,b) = 0 Neumann—Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) =0 Anfangswerte firt =0und a < = < b,

dann gilt u(t,z) = 0 fur alle (t,z) € [0, T x [a, b].

(1) Lésen @, : [0,T[ x [a,b] — R die Warmeleitungsgleichung

du(t, ) — Kk O2u(t,x) = f(t, ),

u(t,a) = £(t), u(t,b) = r(t) oder
{&;u(t,a) = {(t), Oyu(t,b) =r(t),

U(O,SU) = g($)7
dann gilt a(t, ) = u(t, x) fur alle (¢,z) € [0,T] X [a, b].

Sei K C R™ kompakt und Q7 = [0,7] x K. Fur u:Qp — R untersuchen
wir die Warmeleitungsgleichung d,u = Aw. Hierzu zerlegen wir Q7 in

das parabolische Innere Dy =10,T] x K
und den parabolische Rand By = ([0,7] x 0K) U ({0} x K).

Auf Qp = [0,T] x K sei u:Qp — R stetig. Da Q7 und By kompakt sind,
nimmt « hierauf Minimum und Maximum an. Wegen Q7 > By gilt also:

ming, v < ming, u und maxq, % > maxpg, u

Zudem gelte 0,u = Aw auf dem parabolischen Inneren D =0, T x K.
(1) Dann nimmt » sein Minimum und Maximum auf dem Rand Br an:

ming, u = ming, u und maxq,, U = Maxpg, U

Seien u,v: Qp — R zwei Lésungen, d,u = Aw und dv = Aw auf Drp.
(2) Monotonie: Aus u < v auf dem Rand Br folgt v < v auf ganz Q.
(3) Eindeutigkeit: Aus v = v auf dem Rand By folgt v = v auf ganz Q.

Das Prinzip gilt ebenso harmonisch (Satz R2¢) und diskret (Satz T4B).




Warmeleitung eines Stabes
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Fazit

S506
Fazit

Warmeleitung eines Stabes

Zu l6sen sei die eindimensionale homogene Warmeleitungsgleichung

dpu(t,z) — kO2u(t,z) =0 firallet>0und0 <z < L,
u(t,0) =u(t,L) =0 Randbedingungen fur ¢ > 0,
u(0,2) = g(x) Anfangswerte fir 0 < = < L.

Gegeben sei g: [0, L] — R stetig oder allgemeiner g € L2([0, L)),
entwickelt als g(z) = >°°° | ay, sin(nrx/L) mit Y% |a,|* < oco.

Dann wird unser Anfangs- und Randwertproblem geldst durch

— Z ane T sin(nmz/L).

n=1

Die natiirliche Zeitskala ist die Abklingzeit ' = L?/xn? (Eigenzeit).
Gilt sogar > "7, |a,| < oo, soist u in t = 0 stetig und dort gleich g.

© So kdnnen Sie Abkiihlen und Aufheizen explizit berechnen:

Diese Eigenfunktionen diagonalisieren die Warmeleitungsgleichung.
© Numerisch sehr effizient fiir t > T dank exponentiellem Abklingen.

Speziell fir konstante Anfangswerte g(x) = 1 erhalten wir die Lésung

12/ Sin. (2k + 1)z /L
Ze (2k+1)2t/T ((2l<:+1) )

Die Kerntemperatur im Stabmittelpunkt x = L/2 ist demnach

é ie—(Qk—i—l)Qt/T =D* . > T fe—t/T
s 2k+1) #=0 7 '

© Die Abkiihlung ist exponentiell, sehr gute Naherung fir ¢t > T.
Bei doppelter Lange dauert die AbklUhlung viermal so lange.

© Hohe Frequenzen klingen besonders schnell ab. Das ist numerisch
glnstig, fihrt zu schneller Konvergenz und Glattungseigenschaft:

© Zut = 0 dirfen die Anfangsdaten «(0, z) beliebig rau sein, sogar
unstetig, doch zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die Lésung u(¢, ) glatt.
Dieselbe Methode I6st die inhomogene Gleichung d,u — k 0%u = f

mit den jeweiligen Randbedingungen: Dirichlet, Neumann, etc.

Warmeleitung einer Kugel
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Fazit

S508
Fazit

Warmeleitung einer Kugel

Zu l6sen sei die spharische homogene Warmeleitungsgleichung

Owu(t,r) = 7%& [r28r u(t,r)} firallet >0und 0 < r < R,
u(t,R) =0 Randbedingungen fir ¢ > 0,
u(0,r) =1 Anfangswerte fir 0 < r < R.

Gegeben sei g: [0, R] — R stetig oder allgemeiner g € L([0, R)),
entwickelt als g(r) - r = Y.°° | a, sin(nmwr/R) mit >°°°  |a,|? < oco.
Dann wird unser Anfangs- und Randwertproblem geldst durch

r) = Z an e " YT sin(nmr/R).

n=1

Die natiirliche Zeitskala ist die Abklingzeit T = R?/xn? (Eigenzeit).
Gilt sogar >~ |a,| < oo, soist u in t = 0 stetig und dort gleich g.

© So kénnen Sie Abkiihlen und Aufheizen explizit berechnen:

Diese Eigenfunktionen diagonalisieren die Warmeleitungsgleichung.
© Numerisch sehr effizient fiir t > T dank exponentiellem Abklingen.

Speziell fir konstante Anfangswerte g(r) = 1 erhalten wir die Lésung

u(t,r) =2 (-1)

Die Kerntemperatur im Kugelmittelpunkt » = 0 ist demnach

et o1t/ T sin(nnr/R)
nmr/R

u(t,0) =2y (~1)He ™ T LT gt/

© Die Abkiihlung ist exponentiell, sehr gute Naherung flr ¢ > 27
Bei doppeltem Radius dauert die Abkuhlung viermal so lange.

© Hohe Frequenzen klingen besonders schnell ab. Das ist numerisch
glnstig, fihrt zu schneller Konvergenz und Glattungseigenschaft:

© Zut = 0 dirfen die Anfangsdaten (0, r) beliebig rau sein, sogar
unstetig, doch zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die Lésung (¢, ) glatt.

Dieselbe Methode 16st die inhomogene Warmeleitungsgleichung
mit den jeweiligen Randbedingungen: Dirichlet, Neumann, etc.
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