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Kapitel R

Lineare PDE zweiter Ordnung

Im Unterschied zu den gewohnlichen Differentialgleichungen besitzen die
partiellen Differentialgleichungen keine einheitliche Theorie.
Einige Gleichungen haben ihre eigenen Theorien,
fiir andere gibt es iiberhaupt keine Theorie.
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Motivation zu Differentialgleichungen Uberblick

Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.
Typische Anwendungen verlaufen daher nach dem vertrauten Muster:

Integralsatze

| 2. Integralgleichungen | 3. Differentialgleichungen |

GauB, Green, Stokes

Naturgesetze ﬂ Bilanzgleichungen Lésungsmethoden M exakt / numerisch

Vorhersage?

’ 1. physikalisches Modell ‘

’4. technische Anwendung‘

Planung?

Wir untersuchen ein physikalisches Phdnomen, das uns am Herzen liegt
und das wir nutzen wollen. Grundlegende physikalische Gesetze sind

ErhaltungsgréBen in Form von Integralgleichungen. Diese formen wir um
zu Differentialgleichungen, in der Hoffnung, sie leichter I6sen zu kénnen.

Wichtige Anwendungen, die Sie zum Teil schon kennengelernt haben,
finden sie in Elektrodynamik (Maxwell-Gleichungen), Thermodynamik
(Bilanzgleichungen), klassischer Mechanik (Hamilton—Gleichungen),
Quantenmechanik (Schrédinger—Gleichung), Strdmungsmechanik
(Navier—Stokes—Gleichungen), usw. ... Die Liste ist schier endlos.

Wir haben zunéchst gewohnliche Differentialgleichungen (ODE)
untersucht und geldst. Theorie und L6sungsmethoden sind hier noch
Ubersichtlich und weitgehend vollstandig. Das ist die unentbehrliche
Grundlage und beschert uns bereits phantastische Anwendungen.

In der Praxis treten haufig partielle Differentialgleichungen (PDE) auf.
Erfahrungsgeman sind die allermeisten héchstens zweiter Ordnung.
Wir diskutieren etwas genauer die drei zentralen, klassischen Beispiele:
Potentialgleichung, Wellengleichung und Wéarmeleitungsgleichung.

Bei jeder partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung fragen wir:

Ist sie linear? Ist sie elliptisch? oder hyperbolisch? oder parabolisch?
Dies deckt nur die einfachsten Méglichkeiten ab, es gibt viele weitere,
aber es verhilft uns zu einer ersten Ubersicht und Orientierung:

© Wenn die Gleichung elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch ist,
dann verhalt sie sich ahnlich wie die entsprechende Modellgleichung,
also Potential-, Wellen- oder Warmeleitungsgleichung. Zu Verstandnis
und Lésung der Gleichung sind solche Analogien oft sehr nltzlich.
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Lésung durch Fourier—Transformation

Wir untersuchen die homogene Warmeleitungsgleichung

Owu(t,z) = k02 u(t,z) furt>0undz € R,
u(0,z) = up(x) firt =0und z € R.

Aufgabe: Lésen Sie dies durch Fourier—Transformation beztglich z.

Hierzu gibt es Voraussetzungen: Satz K2A erfordert, dass u zweimal stetig nach x differenzierbar
ist und 92w absolut integrierbar. Das ist am Ende noch zu iiberpriifen, siehe hierzu Satz D5D.

Lésung: Die .#—Transformierte u(t, &) erflllt 0,7(t, &) = —x €2 (t, £).
Dies ist eine gewdhnliche Differentialgleichung in ¢ mit Parameter &.
Wir trennen die Variablen geman [d,u(t, €)]/t(t, &) = —k&?

und integrieren von 0 bis ¢ zu In(t,€) — In(0, &) = —kE2t.

Wir erhalten so die Losung @(t, &) = e "¢t Gy () fir alle ¢ > 0.
Rucktransformation e="¢*t e—o e=2*/4%t /\ /211 und Faltung ergibt:

o (z—y)?/4nt

— u(y)d
v o(y) dy

u(t,x) = far ¢ > 0.

© Das Ergebnis entspricht unserer in Satz D5D préasentierten Lésung:
Die Warmeleitungsgleichung d;u = « 0u hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

1 . < ]x|2)
xp | ——— | .
ATkt P 4kt

Die Konstanten sichern die Normierung [, H(t,z)dz = 1. (GauB3 C2G)
Fir ¢t = 0 sei die Warmeverteilung uo : R — R vorgegeben, mit uy € Cy.
Fur ¢t > 0 erhalten wir die L6sung durch Superposition (Faltung D5E):

H:RyoxR—-R: H(t,z) =

u(t,z) = /GR uo(z —y) H(t,y)dy = /GR uo(z) H(t,z — z)dz.

© Stehen die Formeln schon da, so genligt geduldiges Nachrechnen:
Machen Sie die Probe und zeigen Sie d;u = x 82u durch Ableiten.
© Die Fourier—Transformation bietet eine elegant-effiziente Herleitung.
AnschlieBend sammeln und prifen wir die Voraussetzungen (D5D, D5V).
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Lésung durch Fourier—Transformation

Die Methode der Fourier—Transformation funktioniert ganz allgemein!
Die Idee ist klar: Zu I6sen sei die lineare partielle Differentialgleichung

P(9) u(z) = g(x)

mit einem Polynom P(z) = " a, 2. Nach Fourier—Transformation gilt

P(ig) u§) = g(&)-
Auflésen zu u(§) = g(&)/P(i€) und Ricktransformation liefert w.

Die Transformation g(z) — g(§) und P(0) — P(i£) kennen wir bereits,
so dass wir u(&) = g(&)/P(i§) setzen kdnnen. Zunéchst ist jedoch nicht
klar, ob die Riicktransformation u +— « tGberhaupt immer mdglich ist —
insb. wenn g nicht absolut integrierbar ist oder 1/P(i§) Polstellen hat!

© Dies garantiert der grundlegende Satz von Ehrenpreis—Malgrange:
Jede lineare PDE mit konstanten Koeff. kann gobal geldst werden!

/\ Fir nicht-konstante Koeffizienten gilt die Lésbarkeit nicht allgemein,
wie das obige Gegenbeispiel von Lewy—Mizohata eindrlcklich zeigt.

Satz R1A: Ehrenpreis 1954, Malgrange 1955
Sei P(x) = Zlu\gk a,z” ein Polynom mit Koeffizienten a, € C.
Zu l6sen sei fur u: R™ — C die lineare partielle Differentialgleichung

P(9) u(x) = g(x).

Zu jeder rechten Seite g € L'(R", C) existiert eine Lésung u: R™ — C.

Genauer gilt: Zu P existiert eine Fundamentallésung F' mit P(0) F' = 4.
Fir jede rechte Seite g liefert F dann eine Lésung « durch Faltung:

wa)= [ Fe-pamar= [ FEow-2)

zZER™

© Fur diese Problemklasse ist die Existenz von Lésungen garantiert.
Im Einzelfall bleibt ,nur“ noch die Fundamentallésung F' auszurechnen.
© Im Falle n = 1 haben wir eine gewdhnliche DG der Ordnung F,
linear mit konstanten Koeffizienten und rechter Seite g. (Satz N2F)
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Lésungen der Potentialgleichung

Potentialgleichung fir «:R" > Q — R: (xq,...
Au=9 mit A=3+4...+9?2

) > u(T, .., Ty

Die Gleichung Au = 0 heifit homogene Potentialgleichung oder Laplace—Gleichung;

ihre Losungen heifien harmonische Funktionen. Die Gleichung Au = o heiit inhomogene
Potentialgleichung oder Poisson—Gleichung. Sie beschreibt das Gravitationspotential u zur
Massenverteilung p, ebenso das elektrische Potential v zur Ladungsdichte o, und vieles mehr.

Wellengleichung fir v: R x R™ > Q — Roder u: Q2 — C:
Ru—cAu=p mt A=+ ...+

Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung von Schallwellen in Rohren (Dim. n = 1), flache
Oberflichenwellen in Wasser (Dim. 2) oder Lichtwellen im Raum (Dim. 3); hierbei ist ¢ > 0 die
Ausbreitungsgeschwindigkeit. Im stationéren Fall 0;u = 0 erhalten wir die Potentialgleichung!

Warmeleitungsgleichung fir «: R x R™ > 2 — Roder u: Q2 — C:
ou—kAu=q mit A=093+... 402

Sie beschreibt die Warmeausbreitung in einem homogenen Korper mit Temperaturleitfahigkeit
K > 0, Wirmeenergiedichte © und Wirmeleistungsdichte g. Sie heifit auch Diffusionsgleichung.
Im stationdren Fall ;u = 0 erhalten wir erneut die Potentialgleichung!

Satz R1B: Lésungen der Potentialgleichung

(1) Die n—dimensionale Laplace-Gleichung Au = 0 auf R™ \ {0}
hat als Fundamentallésung das n—dimensionale Newton—Potential

1 . 1 .
5\2}] farn =1, %ln\:ﬂ] far n = 2,
N(z) =
— . |z~ .
fir n = 3, —— for 2.
47| z| " (2 —n)nt, n#

(2) Die Potentialgleichung Au = o wird gelést durch Superposition:

u:R" >R :xz— N(x —y)o(y)dy
Rn

Ubung: Die Funktion N erfiillt AN = 0 und die Normierung f(’)B(O VN dS =1 (Satz HIE).
Allgemein ist 7,, = vol,,(D™) das n-dim. Volumen der Einheitskugel. Bis auf Vorzeichen

und Konstante ist /V das Gravitationspotential einer Punktmasse im Ursprung. Die Verschiebung
N (x — y) ist demnach das Potential um y, und u(z) ihre Superposition. Wenn g verniinftig ist,
zum Beispiel stetig differenzierbar mit kompaktem Triger, so folgt hieraus Au = p (Satz H1E).
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Lésungen der Warmeleitungsgleichung

Satz R1c: Lésungen der Wellengleichung

(1) Die n—dimensionale homogene Wellengleichung 0?u — c?Au =0
hat zu jeder Richtung ¢ € R” die separierte Fundamentallésung

U:RxR"—=C: (t,z) —~ el(€lz) o—il€let

(2) Die allgemeine Lésung erhalten wir hieraus als Superposition

u:RxR": (t,z)—

Wir erhalten (0, ) = ug(z) durch die Fourier-Transformierte a = uy.

Ubung: Rechnen Sie nach, dass die Funktion W tatsichlich (97 — ¢2A)W = 0 erfiillt.

Die Funktion ¥ beschreibt eine Welle mit Wellenvektor £ € R™. Eine allgemeinere Form ist
u(t,x) = f({& | z) — |&|ct). Der obige Produktansatz erlaubt die Trennung der Variablen.
Superposition von endlich vielen Wellen bereitet keine Schwierigkeit. Damit aber das Integral
konvergiert, sollte a absolut integrierbar sein. Ist auch der Anfangswert u absolut integrierbar,
so konnen wir a = 4 definieren und erhalten u(¢, 2) mit (0, 2) = uo. Einfach wunderbar!

¢ Satz D5D: Lésungen der Warmeleitungsgleichung

(1) Die Warmeleitungsgleichung 0,u = x Au hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

1 le2>
H:RogxR" R : HEt,2)= ————exp | ——- .
>0 (t, z) ( /747'(':"%)” p ( At
Die Konstanten sichern die Normierung [, . H(t,2)dz = 1 flrt > 0.

(2) Fur t = 0 sei die Warmeverteilung ug : R™ — R vorgegeben, ug € 4.
Far ¢ > 0 erhalten wir die L6sung durch Superposition (Faltung D5E):

u:RsgxR" >R :

H(t,x — &) uo(§) dE.

¢ERn

u(t,x) =

Sie erfullt 0yu = x Au fur ¢t > 0 sowie limy\ o u(t, ) = ug(x).

Ubung: Rechnen Sie nach, dass tatsichlich (9; — x A)H = 0 und Jan H(t,z)dz =1 gilt.
Fiir festes ¢t > 0 ist H (¢, z — &) eine Glockenkurve mit Mittelwert £ und Streuung o = v/2kt.
Ableiten von u ergibt (3; — k A) u(t, ) =[5, uo(€) (0: — K A)H(t,z — &) dE = 0.
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Klassifikation linearer PDE zweiter Ordnung

Wir erinnern an ebene Quadriken im Hauptachsensystem:

_ 2 _ 2

? +y? =1, (m xo) + <y ya) =1, Ellipse;
81 T2
_ 2 _ 2

2 — y2 —1, (3: 3:()) _ <Z/ yo> — 1, Hyperbel;
T T2
_ 2 —

2 —y =0, (m x0> — <y yo> =0, Parabel.
1 2

In Dimension 2 betrachten wir allgemein das quadratische Polynom

P(z,y) = a1z’ +2a127y +any® + bz +by + c

Zu A = (g1 412) mit a2 = ap betrachten wir det A = aj1ag — ai,.
Wir nennen das Polynom P(z,y) elliptisch, wenn det A > 0;
hyperbolisch, wenn det A < 0; parabolisch, wenn det A = 0.

Zur Klassifikation der Quadriken siehe Kimmerle—Stroppel, Lineare Algebra, §6.
Wir beschreiben den quadratischen Anteil durch eine symmetrische Matrix A € R™*".

Jede symmetrische Matrix ladsst sich orthogonal diagonalisieren, damit kénnen wir P
in Normalform bringen. Entscheidend ist hierfiir das Vorzeichen der Eigenwerte!

In Dimension 2 betrachten wir den linearen Differentialoperator

L = P(@x,ay) = a118§+2a12818y+a228§ + b18m+b26y + c.

Der quadratische Teil hat die Determinante det A = aj1a20 — as.
Wir nennen den Differentialoperator L elliptisch, wenn det A > 0;
hyperbolisch, wenn det A < 0; parabolisch, wenn det A = 0.

In Dimension n betrachten wir allgemein den Differentialoperator

L =P,....00) = Y. apdioe+ Y bjd;+ec.
k=1

J=1 Jj=1

Wir nennen £L elliptisch, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind;
hyperbolisch, wenn ein Eigenwert negativ ist, alle anderen positiv;
parabolisch, wenn ein Eigenwert null ist, aber alle anderen positiv.

Dazu passen spezialisierte Techniken. Hangen die Koeffizienten a;x, b;, c: @ — R zudem vom
Ort z € Q ab, so muss die Bedingung in jedem Punkt x €  erfiillt sein. Andernfalls ist L ein
Differentialoperator gemischten Typs, in manchen Regionen elliptisch, hyperbolisch, parabolisch.

R111

Klassifikation linearer PDE zweiter Ordnung

R112
Ergénzung

Klassifikation linearer PDE zweiter Ordnung

Die drei Modellgleichungen kennen wir bereits:
(1) aﬁu + 8§u =0,
(2) Fu—dou=o,
(3) O — 33;“ =49,

raumlich 02u + 02u + 0%u = o,

raumlich 9%u — 9%u — 8§u — 0%u = o,
raumlich dyu — 9u — aju — 0%u=q.

Die Wellengleichung hat die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ > 0, die Wirmeleitungsgleichung
die Temperaturleitfihigkeit £ > 0. Nach Skalierung konnen wir ¢ = 1 bzw. x = 1 annehmen.

Auf der rechten Seite dieser Gleichungen steht als Inhomogenitit jeweils der Quellterm o bzw. g.
Im Spezialfall p = 0 bzw. ¢ = 0 haben wir eine homogene lineare Gleichung zweiter Ordnung.

Die Potentialgleichung (1) ist elliptisch.
Die Wellengleichung (2) ist hyperbolisch.
Die Warmeleitungsgleichung (3) ist parabolisch.

Unsere Modellgleichungen haben keine gemischten Terme 0,0, etc. Deshalb kénnen wir sie gut
durch Separation der Variablen behandeln, wie wir anschlieBend ausfiihren. Dieses Verfahren
ist extrem vielseitig und erfolgreich. Eine allgemeine (elliptische, hyperbolische, parabolische)

Differentialgleichung zweiter Ordnung kénnen wir durch geeignete Koordinatentransformation
diagonalisieren, also auf eine unserer Modellgleichungen zuriickfiithren und somit I6sen.

In der Praxis treten sehr haufig partielle Differentialgleichungen auf.
Erfahrungsgeman sind die allermeisten héchstens zweiter Ordnung.

Bei jeder partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung fragen wir:

Ist sie linear? Ist sie elliptisch? oder hyperbolisch? oder parabolisch?
Dies deckt nur die einfachsten Méglichkeiten ab, es gibt viele weitere,
aber es verhilft uns zu einer ersten Ubersicht und Orientierung.

© Wenn die Gleichung elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch ist,
dann verhalt sie sich ahnlich wie die entsprechende Modellgleichung,
also Potential-, Wellen- oder Warmeleitungsgleichung. Zu Versténdnis
und Lésung der Gleichung sind solche Analogien oft sehr natzlich.

© Konkret wird man versuchen, durch eine geeignete Substitution
die Gleichung in Normalform zu bringen, ohne gemischte Terme.

Zur Reduktion auf Normalform konstruiert man geeignete Koordinaten:
Im einfachsten Fall mit Hauptachsentransformationen (wie in der HM1).
Im allgemeinen Fall nutzt man ein geeignetes Koordinatensystem langs
charakteristischer Kurven, siehe Meyberg—Vachenauer, §12.3.
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Trennung der Variablen durch Produktansatz

Zu lésen sei eine separierbare Differentialgleichung der Form
P(0z) u(z,y) = Q(9y) u(z,y).

Hier wirkt der Differentialoperator P(0,.) nur auf =, und Q(9,) nur auf y.
Als Lésungen gesucht sind Funktionen u: X x Y — K: (z,y) — u(z,y).

In diesem Falle eignet sich der Produktansatz u(x,y) = v(x) - w(y):
[P(3x)v(x)] wly) = v(z) [Q(0y) w(y)]
P(9,)v(x) Q(9y) w(y)
v(z) w(y)
Die triviale Lésung ist u = 0; andernfalls dividieren wir durch v(x)w(y).
Die linke Seite hangt nur von x ab, die rechte nur von y. Da wir 2 und y

unabhéangig verandern kdnnen, sind beide Seiten konstant, gleich \ € K.
Zu jeder Separationskonstanten )\ gehéren zwei Eigenwertprobleme:

P(0z)v(z) = Av(z) und Q(9y) w(y) = Aw(y)

Lésung sind Eigenfunktionen u(z, y) = v(x)w(y) und Superpositionen.

<— A

Da diese Methode oft gebraucht wird, formulieren wir sie hier genauer.
Gegeben sind Intervalle X, Y C R und hierauf die Differentialoperatoren

P(x,0;) = Y1ty a;(x) 0%
Q(y, 8y) = ZZ:O br(y) ag’j
mit stetigen Koeffizientenfunktionen a; : X — Kund b;: Y — K.

. C™(X,K) — C°(X,K),
. C"(Y,K) — C%(Y,K),

Satz R1D: Trennung der Variablen durch Produktansatz

Seiu: X xY — K:u(z,y) =v(x) - w(y) Produkt von 0 # v € C"™ (X, K)
und 0 # w € C™(Y,K). Dann sind folgende zwei Aussagen &quivalent:
(1) Die Funktion w I6st die partielle Differentialgleichung

P(z,0:) u(z,y) = Qy, 0y) u(z, y).
(2) Fur einen gemeinsamen Eigenwert A € K gelten die Gleichungen

P(z,0;)v(z) = Av(z) und Q(y,dy) w(y) = Aw(y).

Gleiches qilt fur w(z1,...,z,) = ui(x1) - - - un(zy) in Mehreren Variablen.
Trennung der Variablen durch Produktansatz e auterung
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Trennung der Variablen durch Produktansatz

Aufgabe: Begriinden Sie sorgfaltig die Aquivalenz (1) < (2)*!

Den Produktansatz u(z, y) = v(z) w(y) haben wir oben bereits erklirt. Dabei haben wir u # 0
angenommen und sogar so getan als gilte u(z, y) # 0 in allen Punkten (x,y). Im Allgemeinen
werden die Funktionen v : X — Kund w:Y — K jedoch Nullstellen haben, und somit auch w.
Diese Feinheit miissen wir kliren; diese Prizisierung ist Ziel des Satzes R1D und dieser Ubung.

= (1)“: In jedem Punkt (z,y) € X x Y gilt

Pu(z,y) = Plu(z) -w(y)] = [Po(x)]w(y) = Av(z) - w(y),
Qu(z,y) = Q[v(z) - w(y)] = v(z)[Qu(y)] = v(z) - Aw(y),
also Pu = Q u. Wir zeigen nun die Umkehrung (1) = (2)%
Wir nehmen v # 0 an, also v(zg) # 0 fir einen Punkt 2y € X.

Wir nehmen w # 0 an, also w(yg) # 0 fir einen Punkt yy € Y.
Beides zusammen ist &quivalent zu u # 0, denn wu(zg, yo) # 0.

Losung: Zunachst ,,(2)

In jedem Punkt (z,y) € X x Y gilt Pu(z,y) = Qu(z,y), also
[Po@lul) =@ Que). G = G =
LR w(y) = Quly), Pu(z) = v(z) Les).

Aufgabe: Wie funktioniert der Produktansatz fiir folgende PDE?
(A) P(z,0p)u(z,y, 2) = Q(y, 2,0y, 0:)u(x,y, 2)
(B) P(z, 0z)u(z,y, 2) + Qy, Oy)u(z,y, z) + R(z, 0 )u(x, y, 2) = Au(zx,y, 2)
Lésung: (a) Fur u(x,y, z) = v(z) - w(y, z) mit u # 0 ist (A) aquivalent zu
P(z,0;)v(z) = Av(z) und Q(y, z, 0y, 0;) w(y, z) = Aw(y, z) mit einer
gemeinsamen Konstante )\ € K. Dies beweist man wértlich wie oben.
(b) FOr u(z,y, z) = ui(x) - ua(y) - us(z) mit u # 0 ist (B) &quivalent zu
den Gleichungen P(z,0,) ui(z) = Aui(x) und Q(y, dy) ua(y) = Aoua(y)
und R(Z, 8z) U3(Z) = )\3U3(2’) mit A1, Ao, A3 € Kund A1 + Ao + A3 = A.
Die Implikation <" ist klar. Wir zeigen ,=": In jedem Punkt (z, y, z) gilt
(Puy)ugus + up (Qua)us + uyuz(Rus) = Aujugug, also insbesondere
Pui(zo) | Quayo) | Rus(zo) _ A,

u1 (o) u2(yo) u3(20)
Puy(w) + L2 ) (z) + B1E) o (2) = A (),

P uq(xo)
u1(zo)
P ui(xo)
u1(zo)

ua(y) + Qua(y) + Lt s (y) = Aus(y),
(

uy(2) + L) g (2) + Rug(2) =
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Aufgabe: Wir suchen Lésungen v: R x R — R der Wellengleichung

d2u(t, x) = 2d%u(t, x).

(1) Finden Sie alle Lésungen in Produktform w(t, z) = v(t)w(x).
Losung: Der Produktansatz u(t, z) = v(t)w(z) separiert zu
V() = M(t), Aw'(z) = w(x), AER.
1. Fall: Fir A = 0 finden wir v”(¢) = 0 und w”(z) = 0, also
v(t) = a1 + ast, w(x)= by + box.
2. Fall: Fir A = o2 > 0 finden wir die Eigenfunktionen
o(t) = ay e +age™,  w(x) = by "/ 4 byeTT/C,
3. Fall: Fiir A = —w? < 0 finden wir dasselbe komplex, also reell
v(t) = ay cos(wt) + agsin(wt), w(x) = by cos(zw/c) + by sin(zw/c)

© Machen Sie die Probe! Nur die letzten Lésungen sind beschrankt.

Die Lésungen u(t,z) = v(t) w(x) sind stehende Wellen(siehe P101):
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Lésung der Wellengleichung: Anfangsdaten

Aufgabe: Wir suchen Lésungen «: R x [0, L] — R der Wellengleichung

DPu(t, ) = d%u(t,z) firalleteRund0 <z < L,
u(t,0) =u(t,L) =0 Randwerte fir z € {0, L} und ¢ > 0.

(2) Finden Sie alle Lésungen in Produktform w(t, z) = v(t)w(z).
Lésung: (2) Dank (1) kennen wir alle méglichen Lésungspaare (v, w):
v(t) = a1 + ast, w(x) = by + bax;

v(t) = ay e +age ™, w(z) = by eC 4 by e /¢,

v(t) = ay cos(wt) + ag sin(wt), w(z) = by cos(zw/c) + bysin(zw/c).

Diese losen die freie Wellengleichung. Die zusatzliche Randbedingung
w(0) = w(L) = 0 erfullt nur sin(nwz/L) fir n € N, also w = nwe/L und

un(t,z) = [a, cos(nmet/L) + by, sin(nwet/L)] sin(nmz/L)

© Fr jede natiirliche Zahln = 1,2,3, ... erhalten wir als Lésung
eine stehende Wellen mit Wellenlange 2L/n und Periode 2L /nc.

Aufgabe: Wir suchen Lésungen . : R x [0, L] — R der Wellengleichung
Otu(t, ) = 9%u(t,z) furalletc Rund0 <z < L,

u(t,0) =u(t,L) =0 Randwerte fur z € {0, L} und ¢ > 0,
u(0,2) = g(x) Anfangsposition firt =0und 0 < z < L,
O (0, ) = h(x) Anfangsgeschwindigkeit fr ¢ = 0.

(3) Lésen Sie dieses ARWP. Dazu liegen g und h als Sinus—Reihen vor,
g(z) =3, Apsin(nra/L) und h(z) = ), By sin(nmz/L) mit Ay, B, € R.

Loésung: (3) Dank (2) kennen wir die Lésung mit Randbedingung:

u(t,x) = Z [an cos(nmct/L) + by sin(nmct/L)] sin(nrz/L)
n=1
Die Koeffizienten a,, b, entnehmen wir den Anfangsbedingungen:
L
an = Ap, b, = B,——
nmc

© Dank Fourier—Theorie kdnnen wir alle (physikalisch relevanten)
Anfangsdaten g und h durch solche Sinus—Reihen darstellen!
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Beispiel zum Produktansatz

Aufgabe: Finden Sie beschrankte Lésungen « : [0, oo x [0, 7] — R mit

O*u + 0?u —20;u +u =0 fiurallet>0und0 <z <,
u(t,0) = u(t,m) =0 Randwerte fir z € {0,7} und ¢ > 0,
u(0,x) = f(z) Anfangswerte firt =0und 0 < = < 7.

Ist diese PDE linear? Von welcher Ordnung? Von welchem Typ?
Lésung: Wir nutzen den Produktansatz u(t, z) = v(t)w(z). Einsetzen:

Wir berlcksichtigen nun die Randbedingungen u(t,0) = u(t,7) = 0.

Fur unseren Produktansatz v(t)w(z) bedeutet das w(0) = w(w) = 0.

Nicht-triviale Lésungen existieren nur fiir A = —n? < 0, nadmlich
wp(z) =sin(nz) mit n=1,2,3,...

Damit folgt v" — 20" + (1 — n?)v = 0, mit der allgemeinen Lésung

vp(t) = an e(I=mt 4 p (14t

v(t)w” (z) + 0" (H)w(z) — 20" ()w(x) + v(t)w(z) =0 Wir finden so zu jedem n € N eine Losung in Produktform:
Die triviale Losung ist u = 0. Andernfalls dividieren wir durch v = vw: wun(t,2) = vn(@)wn(t) = [an e1-mt 4 g e(l—l—n)t] sin(na)
w”(z) () | 20'(F) I — eR
w(z) v(t) v(t) Beschrankt nur fir b,, = 0. Allgemeine L6sung durch Superposition:
Wir betrachten zunachst das erste Eigenwertproblem w”(z) = Aw(z): u(t,z) = Zoo_l ap, "t sin (nr) Fourier—Reihe in z!
Far A = 0 finden wir w(z) = ¢ + dx. o ‘
Fir A — o2 > 0 finden wir w(x) — cc® + de-ov. u(0,z) = Zn:l an sin(nz) = f(z) Fourier—Analyse von f!
Fir A = —w? < 0 finden wir w(z) = csin(wz) + d cos(wz). © Die Konstanten a,, passen wir den gegebenen Anfangsdaten f an.
Beispiel zum Produktansatz eginmng| | Beispiel zum Produktansatz Eginng
Aufgabe: Finden Sie beschrankte Lésungen « : [0, oo x [0, 7] — R mit Aufgabe: Finden Sie beschrankte Lésungen «: [0, o[ x [0, 7] — R mit

O*u + 0?u —20;u +u =0 fiurallet>0und0 <z <,
u(t,0) = u(t,m) =0 Randwerte fir z € {0,7} und t > 0,
u(0,z) = f(x) :=1 Anfangswerte firt =0und 0 < x < .

Dies ist eine PDE mit Anfangsrandwertproblem, kurz ARWP.

Lésung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:

u(t,z) = Z:;l an e sin(na)

Fourier—Entwicklung der Rechteckfunktion:

flx)=1= ZZOZI apsin(nz) also a, = {Z/(mr)
Die gesuchte Lésungsfunktion « ist demnach die Superposition

. sin((2k + 1)z)
tx_4z (2k + 1)

fir n gerade
fir n ungerade

O*u+ 0%u —20;u+u=0 firallet>0und0 <z <,
u(t,0) = u(t,m) =0 Randwerte fur z € {0,7} und t > 0,
u(0,z) = f(z) == Anfangswerte firt =0und 0 < = < .

Dies ist eine PDE mit Anfangsrandwertproblem, kurz ARWP.

Lésung: Wir kennen bereits die allgemeine Lésung:

o0
u(t,x) = anl an €

Fourier—Entwicklung der Sdgezahnfunktion:

flx)==x = Zzozl apsin(nz) also a, = (_1)n+1 %

Die gesuchte Lésungsfunktion u ist demnach die Superposition

(=n)t gin(na)

n—|—1 o(1-) sm(na:)

tx—QZ .
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Beispiel: die Schrédinger—Gleichung

Die Schrédinger—Gleichung fiir ¥ : R* — C zum Potential V : R* — R:

ov  h? <82\Il 92U 92U
h— = +

ot 2m 5m2+8y2 8z2>+V\P

Gegeben ist V, gesucht ist W. Diese PDE schreiben wir meist kirzer

W =HV mit H=LA+V und A=02+02+2.
: Schrodinger-Gleichung : : : : !

Hamilton—Operator Laplace—Operator

Dies ist eine homogene lineare PDE zweiter Ordnung, genauer eine Diffusionsgleichung [Q109],
fiir V' = 0 eine Wirmeleitungsgleichung mit x = i/(2im). Erwin Schrédinger (1887-1961) hat
sie 1926 aufgestellt und damit das Spektrum des Wasserstoffatoms berechnet (Nobelpreis 1933).
Sie beschreibt den Zustand U eines Teilchens mit Masse 7 in einem Potential V : R* — R.
Hier ist i = h/2m die Plancksche Konstante, p® /2m = (h?/2m) A die kinetische Energie und
V' die potentielle. Analog zur klassischen Mechanik spricht man daher von Quantenmechanik.
Beide beschreiben die Bewegung massebehafteter Teilchen unter der Wirkung von Kriften,
jedoch werden klassische Begriffe wie ,,Ort* und ,,Bahn* eines Teilchens nun ersetzt durch

die quantenmechanischen Begriffe, die die physikalischen Beobachtungen besser erkliren.

Die Erweiterung zur Quantenfeldtheorie behandelt zudem Erzeugung und Vernichtung von
Elementarteilchen, insbesondere die Emission / Absorption von Licht in Form von Photonen.

Physikalische Interpretation und Verwendung dieser Gleichung:
Wir betrachten den Vektorraum L?(R3, C) aller quadrat-integrierbaren
Funktionen ¢ : R* — C, also [ps|¢(x)[* dz < oo, mit Skalarprodukt

<——>:L2><L2—><C:(go\gb):/RSgp(x)@p(:g)dx,

Meist dividieren wir durch die Norm |[¢)|| 72 = (¥ | ¢) = [ps|v(2)[* d;
hierdurch kénnen wir die Normierung [ps|v(z)|? dz = 1 sicherstellen.
Die Quantenmechanik beruht auf folgenden Prinzipien:
1 Der Zustand eines Teilchens wird durch eine Funktion ) : R3 — C
beschrieben; ||? ist die Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit.
2 Die Entwicklung des zeitabhangigen Zustandes ¥ :R>q x R? — C
wird durch die Schrédinger—Gleichung 170, ¥ = H¥ bestimmt.
8 Observablen entsprechen hermiteschen Operatoren A, B, C, .. ..
Der Mittelwert der Observablen A im Zustand ¢ ist (¢ | Av).
4 Wird bei einer Messung zur Observablen A der Wert a gefunden,
so wird ¢ auf den Eigenraum zum Eigenwert a projiziert (Kollaps).
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Beispiel: harmonischer Oszillator

Angenommen das Potential V' ist zeitlich konstant, unabhangig von t¢:

ihg\ll =HU mit

h
pr H = %A—i—\/(x,y,z).

Dann wirkt links der Operator 0; nur auf ¢ und rechts H nur auf z, y, .
Wir trennen ¢ von den Ortsvariablen z, y, z durch den Produktansatz

(L, z,y,z) = p(t) (2, y, 2).
Far die stationdre Loésung ¢ (x, y, z) suchen wir Eigenfunktionen
H+y = Ev¢ mit Eigenwert E € R (Energie).
AnschlieBend ihd;p = E, also o(t) = e ! mit E = hw. Wir erhalten

U(t,x,y,2) =e “o(z,y,z) mit Energie E = hw.

In der Schrodinger—Gleichung 140, ¥ = H W tritt die Energie zunichst nicht als Skalar auf,
sondern als Hamilton—Operator H, der auf den Zustand ¥ angewendet wird. Die Trennung der
Variablen entspricht der Zerlegung in Eigenfunktionen des Operators H. Die Losung besagt
dann, dass die zeitliche Verdnderung des Zustands allein durch seine Energie E bestimmt ist.

Als konkrete lllustration zur Schrédinger—Gleichung nenne ich den
harmonischen Oszillator in einem parabelférmigen Potentialtopf:

Vi(z,y,z) =

2 2 2
2mr§ (:r +y +z )
Die Eigenwertgleichung H+ = Ev erlaubt unendlich viele Lésungen.
Hierbei sind die méglichen Energieniveaus quantisiert, das heif3t
die Eigenwerte 3h/2mr3 = Ey < Ey < E» < E3 < ... sind diskret.

© Der Grundzustand o mit Hyg = Egiy ist eine Glockenkurve:

o\, Y,%) = exp
(T()ﬁ)g 27“02

Ubung: Dies ist tatsachlich eine Lésung. Machen Sie die Probe!

Dies nur zur Illustration: Wir konnen hier explizit rechnen! Wer etwas mehr wissen mochte:
de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik). Dort wird
auch skizziert, wie man alle weiteren Losungen mit der ,,Leitermethode* konstruieren kann.
Das Wasserstoffatom entspricht dem elektrischen Potential V' = const/r. Die Eigenfunktionen
der Schrodinger—Gleichung sind dann die beriihmten ,,Orbitale aus dem Chemieunterricht.



http://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)
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Die Katze auf dem heiBen Blechdach Obung

Aufgabe: Eine quadratische Kupferplatte mit Kantenldnge 1m wird
an drei Seiten konstant auf 0°C gekuUhlt, an der vierten Seite konstant
auf 100°C geheizt. Wir suchen die stationare Temperaturverteilung .

(1) Formulieren und (2) l16sen Sie die Differentialgleichung fur u!

Die Rechnung konstruiert eine Lésung. Gibt es (auf anderen Wegen)
weitere Losungen? Oder fihren alle Wege zum selben Ziel? Existenz
und Eindeutigkeit der Lésung sind flr jede Anwendung grundlegend!

Losung: (1) auf dem Rechteck R = [0, a] x [0, b] suchen wir u: R — R.
Die allgemeine Warmeleitungsgleichung lautet d,u = k Au + q.

Im Bereich R gebe es keine Quellen oder Senken, also ¢ = 0.

Im stationdren Zustand gilt 9,u = 0, also haben wir Au = 0:

d2u+ 02u=0 aufdem Rechteck R = [0,a] x [0,5] C R?
mit u(z,0) = w(0,y) = u(a,y) = 0 und u(z,b) = 100.

© Wir lassen die Abmessungen a und b noch unbestimmt und setzen
erst am Ende a = b = 1 ein. Das macht die Zusammenhange klarer.

Wie wird sich die Temperatur auf dem Blech verteilen? Das erklért den Titel der Aufgabe:
Die Katze probiert aus, wo ihr die Temperatur am besten gefillt, Sie konnen es ausrechnen!
So heiB3t auch ein Theaterstiick von Tennessee Williams von 1955, erfolgreich verfilmt 1958.

(2) Wir suchen zunachst alle Lésungen der PDE d7u + d;u = 0

in Produktform u(z,y) = v(x) - w(y). Unsere PDE wird damit zu:
v (@)w(y) + v(@)w” (y) =0

Trennung der Variablen ergibt

v(z) _ w'(y)
= — pr— )\
v(z) w(y)
mit einer noch unbekannten Separationskonstanten A € R. Die drei
Randbedingungen u(z,0) = u(0,y) = u(a,y) = 0 werden erfullt durch

w(0) =0, ©(0)=0, wv(a)=0.

© Statt einer PDE in zwei Variablen x, y erhalten wir zwei ODE,
getrennt in je einer Variablen = bzw. y. Das ist wesentlich einfacher!
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Die Katze auf dem hei3en Blechdach Ubung

(A) Wir lésen v"(x) — Av(z) = 0 mit Randbedingung v(0) = v(a) = 0,
(B) anschlieBend w”(y) + Aw(y) = 0 mit Randbedingung w(0) = 0.

(A1) Fir A = 0 gilt v"(z) = 0, also v(z) = ax + S mit o, 5 € R.

Die Randbedingungen liefern o = 5 = 0, also die triviale Lésung.

(A2) Fir A = w? > 0 gilt v""(z) — w?v(z) = 0. Die allgemeine Lésung ist
v(z) = ae” + fe~“*. Die Randbedingungen liefern erneut o = 5 = 0.
(A3) Fir A = —w? < 0 gilt v" () + w?v(x) = 0. Die allgemeine Lésung ist
v(z) = acos(wz) + S sin(wz). Die Randbedingung v(0) = 0 liefert a = 0,
und v(a) = 0 liefert 5sin(wa) = 0. Also g = 0 oder wa = nw mitn € N.

© Die Lésungen fir den Faktor v sind also

vp () = sin("Fx)

mit n € NZl-

Zu jeder Lésung v,, bestimmen wir nun einen passenden Cofaktor w,,.
Die beiden sind gekoppelt durch ihren gemeinsamen Eigenwert!

(B) Die Differentialgleichung mit A = — 2> besitzt die Losungen

Wa(Y) = an exp("y) + by exp(—"Ty).
Die Randbedingung w,,(0) = 0 impliziert b,, = —a,,, also
'UJn(y) =ap [exp(%y) - eXp(—%y)] = 2a, sinh(%y),

Alle Lésungen in Produktform u(z,y) = v(x)w(y), die bereits die drei
Randbedingungen u(z,0) = u(0,y) = u(a,y) = 0 erfullen, sind demnach

Un(7,y) = vp(2)wn(y) = a, sin(%rx) sinh("%ry).

Die obige Konstante 2a,, haben wir hierbei zu a,, zusammengefasst.

© Durch Superposition erhalten wir die allgemeine Lésung:

oo oo
uw(z,y) = Z up(z,y) = Z ap sin( "% ) sinh(%Ty)
n=1 n=1
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Fir die letzte Randbedingung u(z,b) = 100 machen wir den Ansatz Die Summe der ersten finf Terme.
Wir sehen das Gibbs—Ph&nomen.

I A
iy -

[e.e] oo
u(z,y) = up(x,y) = ay sin( 22 x) sinh(“Zy). >
(z,y) ;1 n(2,9) ;n (M) sinh("Ly) =
7 7’////////////"';,‘/m
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(e o) o0
u(z,b) = Zan sinh("T“b) sin(“rr) = Z cpsin("rx).
n=1 n=1 7
Die Koeffizi hal ir durch Fourier—Entwickl ////////”’/' ,'
ie Koeffizienten ¢,, erhalten wir durch Fourier—Entwicklung: , 7 0057
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© Fur die Abmessungen a = b = 1 finden wir schlieBlich:

400 X sin((2n + 1)) sinh((2n 4 1)7y)
ule,y) === (2n + 1) sinh((2n + 1))

n=0
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Der Grenzwert der Reihe.
Alles wird gut.

Die Summe der ersten 14 Terme.

Das Gibbs—Ph&nomen bleibt. 5
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Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
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Wie lautet die Problemstellung?

Lésungen suchen wir bisher mit dem Produktansatz u(z,y) = v(x) w(y).
Das ist zunachst nur geraten, mit etwas Anschauung und Erfahrung.

Wir haben Gliick und finden die Eigenfunktionen u,,(z,y) = v, (x) w,(y),
genug um mit u(z,y) = >, an vp(x) wy(y) alle Bedingungen zu erfillen.

Unsere Konstruktion von u(z, y) zeigt somit die Existenz einer Lésung.
Wir kdnnen daran explizit nachprifen, dass u alle Forderungen erflillt.

Dies zeigt jedoch noch keineswegs die Eindeutigkeit: Es kdnnte noch
weitere Losungen der PDE geben, die aber unserem Ansatz entgehen.

Mehrdeutigkeiten missen wir erkennen und nétigenfalls auch beheben:
Sind noch mehrere Lésungen mdglich, so stellen wir geeignete weitere
Bedingungen, um die physikalisch sinnvollen Losungen herauszuheben.
Dieses Vorgehen beruht auf der Uberzeugung, dass die physikalische
Lésung bereits durch die Randdaten festgelegt ist. Daher sollte unser
mathematisches Modell genau diese als eindeutige Lésung haben.

Mathematisch bedeutet die Eindeutigkeit: Je zwei Losungen sind gleich.
Dies wollen wir nun sorgféltig als Satz formulieren und dann beweisen.

Um Uber Eindeutigkeit zu sprechen, missen wir zunachst erklaren,
wie die Problemstellung aussieht und was wir als Lésungen zulassen.

Definition R2A: Dirichlet—Problem der Potentialgleichung

Sei 2 ¢ R” ein Gebiet mit Abschluss 2 und Rand 992 = Q . Q.
Hierauf seien ¢: Q2 — R und g: 99 — R stetige Funktionen.
Das Dirichlet—Problem zu den Daten (12, ¢, g) lautet:

Au(x) = q(x) furjeden inneren Punkt x € Q,
u(z) = g(x) fir jeden Randpunkt x € 992.

Gesucht sind Lésungen u: Q — R, stetig auf Q und zweimal stetig
differenzierbar im Inneren (2, die diese Gleichungen erflllen.

In manchen Anwendungen ist die Randfunktion g unstetig, wie oben:
Auf dem Rechteck Q = [a, b] x ¢, d] C R? fordern wir daher schwécher
nur L?>—Konvergenz, also ffza\u(x, y) — u(z,c)|>dz — 0 fury \, c,
und entsprechend fir jede der vier Seiten des Rechtecks.
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Eindeutigkeit gilt nicht immer.
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Ausfiihrung

Kompaktheit garantiert Eindeutigkeit.

Aufgabe: Sei Q = R? \ B2 = { (z,y) € R? | 22 + y*> > 1 } die Ebene R?
ohne die Einheitskreisscheibe B2. Wir betrachten den Fall ohne Quellen.
Auf dem Rand 92 = S! sei g(z, y) = x. Das Dirichlet—Problem lautet:
Au(xz,y) =0 firjeden inneren Punkt (z,y) € ©,
u(xz,y) = x fir jeden Randpunkt (z,y) € 0f.

Seien u,v: Q — R gegeben durch u(z,y) = z und v(z,y) = x /(2 + y?).
Zeigen Sie, dass beide Funktionen das Dirichlet—Problem lésen.
Folgern Sie damit, dass es sogar unendlich viele Lésungen gibt.

Losung: Die Kandidaten u, v liegen explizit vor. Die Randbedingung
ulan = v|ga = g ist klar. Es genlgt also, Au = Av = 0 nachzurechnen.
Das ist trivial fiir « und eine leichte Ubung fiir v: Versuchen Sie es!
Damit ist fir jedes ¢ € R auch w; = (1 — t)u + tv eine Lésung.

/\ Dieses Beispiel zeigt eindriicklich, dass die Randwerte ¢g: 0 — R
die gesuchte harmonische Lésung u: 2 — R nicht eindeutig festlegen.
Das Problem ist hier leicht zu ahnen: Das Gebiet €2 ist unbeschrankt.
Der folgende Satz garantiert: Ist Q kompakt, so ist die Losung eindeutig!

Satz R2B: Eindeutigkeitssatz fur die Potentialgleichung

Sei ) C R” ein beschranktes Gebiet, also der Abschluss © kompakt.
(0) Lost u: Q — R die homogene Potentialgleichung

Au(xz) =0 flr jeden inneren Punkt z € 2,
u(z) =0 fur jeden Randpunkt x € 09,

dann gilt u(z) = 0 fur alle x € Q.
(1) Lésen @, u: Q — R die inhomogene Potentialgleichung

Au(z) = g(x) firjeden inneren Punkt z € (,
u(z) = g(x) fir jeden Randpunkt x € 09,

dann gilt @(z) = u(z) fur alle z € Q.

v

Wie Ublich folgt (1) aus (0) dank Linearitat: Angenommen @, « erfillen (1).
Die Differenz v = @ — u erfullt dann (0). Also gilt w = 0 und somit @ = .

Wir missen daher nur Aussage (0) zeigen. Wir geben zwei Beweise.
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Minimum-Maximum-Prinzip harmonischer Funktionen

Beweis der Eindeutigkeit mit dem Minimum-Maximum-Prinzip:
Harmonische Funktionen nehmen ihre Extrema auf dem Rand an:

Satz R2c¢: Maximumsprinzip fir harmonische Funktionen

Sei Q  R" ein beschrénktes Gebiet, also der Abschluss Q kompakt.
Sei u: Q) — R stetig. Da Q und 992 kompakt sind, nimmt « hierauf jeweils
ein Minimum und ein Maximum an. Wegen Q > 09 gilt dann allgemein:

ming v < mingo u und maxg u > Maxyo U

Zudem sei v harmonisch auf dem Inneren Q, also v € C? und Au = 0.
(1) Dann nimmt « sein Minimum und Maximum auf dem Rand 0f2 an:

ming v = mingg u und maxg u = maxgq U

Seien u,v: Q — R stetig und auf dem Inneren Q harmonisch.
(2) Monotonie: Aus u < v auf dem Rand 052 folgt u < v auf ganz Q.
(3) Eindeutigkeit: Aus u = v auf dem Rand 092 folgt u = v auf ganz Q.

Aufgabe: Beweisen Sie das Prinzip (1) in folgenden Verschéarfungen:
(a) Auf Q2 gelte Au > 0. Dann folgt max u = max u|gq > ulq.

(b) Auf 2 gelte Au > 0. Dann folgt max u = max u|sg > u|q.

(c) Auf Q gelte Au < 0. Dann folgt min v = minu|pg < u|q.

(d) Auf 2 gelte Au < 0. Dann folgt min v = min u|go < ulq.

Lésung: Durch Ubergang von u zu —u gilt (a) < (c) und (b) < (d).

Es genlgt daher, die ersten beiden Aussagen (a) und (b) zu beweisen:
(a) Angenommen, u ware maximal in einem inneren Punkt x( € Q.
Dann gilt d;u(zo) = 0 und &2u(xe) < 0in jede Richtung i =1,...,n,
also Au(zg) < 0im Widerspruch zur Voraussetzung Au > 0.

(b) Wir betrachten v := u + |z|? mite > 0 und |z|> = 22 + .- - + 22.
Damit gilt Av = Au + 2ne > 0, dank (a) also max v = maxyq v.

Wir haben v < v < maxv = maxgq v < maxgn u + € maxgg|z|?.
Damit gilt v < maxpq u + € maxyg|z|? fur alle £ > 0.

Far e N\, 0 folgt u < maxgq u, was zu zeigen war.
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Aufgabe: Beweisen Sie die Monotonie (2) in folgenden Verschéarfungen:
(e) In jedem Punkt im Inneren 2 gelte Au > Auw.

Aus u < v auf dem Rand 02 folgt « < v auf ganz (.

(f) In jedem Punkt im Inneren Q2 gelte Au > Aw.

Aus u < v auf dem Rand 012 folgt v < v auf ganz .

(9) In jedem Punkt im Inneren Q2 gelte Au > Aw.

Aus u < v auf dem Rand 952 folgt v < v im Inneren €.

Lésung: (e) Fir die Differenz w = u — v gilt Aw > 0.

Dank (b) folgt w < maxw = maxygqw < 0, also u < v.

(f) FOr w = u — v gilt Aw > 0 in jedem Punkt von €.

Dank (b) folgt w < maxw = maxgo w < 0, also u < v.

(9) FOUr w = u — v gilt Aw > 0 in jedem Punkt von 2.

Dank (a) folgt w|q < maxggw < 0, auf Q also w < 0 und u < v.

© Dies kénnen wir zur Eingrenzung durch Ober/Unterldsungen nutzen.
Solche Ungleichungen und Einschachtelungen kennen wir bereits aus
den Satzen M4A und M4B fir gewdhnliche Differentialgleichungen.

Beweis der Eindeutigkeit mit der Energiemethode:

Sei O c R” offen und Q kompakt mit stlickweise glattem Rand, etwa ein
Rechteck (n = 2) oder ein Quader (n = 3). Vorgelegt sei eine Funktion
u:Q — R mit Au = 0 und u|sq = 0. Wir wollen u = 0 auf Q zeigen.

Als mathematische Hilfsgré3e untersuchen wir hierzu die Energie

E(u) := /EQ[Vu(x)]Zd:E > 0.

Wir formen E in ein Randintegral um und folgern u = 0:

E(u) = /GQ [Vu(x)fd:z: = /EQV- [u(z)Vu(z)] — u(z) Au(z) dz

—_
(gﬁ/ u(z) Vu(z)-dS = 0
SG@Q'i—Ol

=0
Aus E(u) = 0 folgt Vu = 0 auf Q, also ist « auf dem Gebiet 2 konstant.
Dank Stetigkeit von u und Randwerten u|sqn = 0 folgt v = 0 auf ganz Q.
Der entscheidende Punkt ist die Anwendbarkeit des Satzes von GauB.
Hierzu massen die Funktion » und der Rand 92 hinreichend glatt sein.

(Flussintegral, hier fir n = 3)
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/\ Hadamards Beispiel zeigt, dass die Lésungen einer PDE
im Allgemeinen nicht stetig von den Anfangsdaten abhangen!

Aufgabe: (1) Sei n € N. Lésen Sie fur u:R>( x [0,7] — R die PDE

u(t,0) = u(t,m) =0
u(0,2) = g(x) :=0

u(t,z) + 0u(t, ) =0

Ou(0,x) = h(z) := nsin(nx)

frallet >0und 0 < x <,
Randbedingungen fiir ¢t > 0,
Anfangswerte fir 0 < x < m,
Anfangswerte fir 0 < x < 7.

(2) Bestimmen Sie fur jeden Parameter n =0, 1,2, ... die Lésung
u, :R>q x [0, 7] — R zu den Randwerten h,,(z) = ne ™2 sin(nz).
(8) Konvergieren die Randwerte h,, : [0, 7] — R fir n — oo?
Konvergieren die zugehérigen Lésungen u,, : R>g x [0, 7] — R?

Lésung: (1) Der Produktansatz u(t, x) = v(t) w(z) entkoppelt
(dank Satz R1D) unsere PDE zu zwei Eigenwertgleichungen

V() = —Ao(t)

und

w”(z) = Mw(x) mit A € R.

Wir bestimmen zunéchst die Ortsfunktion z — w(z):

A=0 = w(z) = a+ bx

A=a’>0 == w(z) =ae™™ +be

A= —w? <0 =  w(z) = asin(wzx) + bcos(wz)
Die Konstanten a, b € R kénnen hierbei frei gewahlt werden.
Die Randbedingung w(0) = w(w) = 0 erflllen nur Vielfache
der Lésung w(z) = asin(wx) mitw = n € N, also A = —n?.
Die Gleichung v”(t) = n?v(t) wird geldst durch v(t) = ae™ + be ™.
Wir erhalten so die Eigenfunktion u(¢,z) = (ae™ + be™")sin(nx).
Der Anfangswert «(0, z) = 0 erfordert a = —b, und 9,u(0, x) = nsin(nx)
erfordert a = 1/2. Damit finden wir schlieB3lich die erhoffte Lésung:

u(t, x) = sinh(nt) sin(nz)

(2) Dank Linearitat finden wir u,(t, z) = e~™/? sinh(nt) sin(nz)
(8) Fur n — oo konvergieren die Anfangsdaten h,, — 0 gleichmaBig
gegen die Nullfunktion, nicht aber die zugehdrigen Lésungen: w,, /4 0!
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Warmeleitung, vorwarts und riickwarts

Aufgabe: Wir suchen Lésungen u: R x R — R der Warmeleitung:

owu(t,x) = kO2u(t,z) firallet € Rund z € R,
u(0, x) = sin(kz) Anfangswerte flr ¢ = 0.

(1) Finden Sie alle Lésungen in Produktform w(t, z) = v(t)w(x).

(2) Was folgt daraus fir Anfangswerte w(0,z) = >, _; i sin(kz)?

Losung: (1) Der Produktansatz u(t, x) = v(t)w(x) separiert zu
V'(t) = Mo(t),

kw”(z) = dw(z), X eER.

Wir nutzen die Anfangsdaten w(z) = sin(kz) und v(0) = 1.
Daraus lesen wir A = —k2x ab und erhalten v(t) = e=**,

(2) Superposition (Linearkombination) ergibt die Losung
ult,z) = S0, e et sin (k)

Far ¢ > 0 gilt: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab.
Fir ¢t < 0 gilt: Hohe Frequenzen werden extrem verstarki.

(3) Was bedeutet das fur die Stabilitadt der Warmeleitungsgleichung?
(a) Wenn sie vorwarts lauft? (b) Wenn wir sie rickwarts betrachten?
Ist das Problem demnach gut gestellt im Sinne von Hadamard?

Losung: (3) Eine partielle Differentialgleichung (PDE), hier als Anfangs-
und Randwertproblem (ARWP), heif3t gut gestellt, wenn genau eine
Lésung existiert und diese stetig von den gegebenen Daten abhangt.

Far die Warmeleitungsgleichung sind Existenz und Eindeutigkeit nicht
offensichtlich, wir werden beides im nachsten Kapitel noch diskutieren.
Die Abhé&ngigkeit von den Anfangsdaten kénnen wir sofort ablesen:

© Fur die (Ubliche, vorwértslaufende) Warmeleitung héngt die Lésung
u:R>p x R — R stetig von den Anfangsdaten «(0, —) = up:R — R ab:
Ist ug klein, so auch u (in einer geeigten Prazisierung).

& Fur die rickwértslaufende Warmeleitung gilt dies offensichtlich nicht:
Die Anfangsdaten u(0,z) = k~! sin(kz) sind beliebig klein fir k — oo,
doch die Losung u(t,z) = k! e~ kint sin(kx) bei t < 0 wird beliebig grof3.
/\ Fir manche Anfangsdaten existiert die Lésung nur fir ¢ > 0.

Warmeleitung, vorwarts und rickwarts
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Wellengleichung und die harmonisch schwingende Saite

Wie schwingt die Saite eines Musikinstruments (Geige, Klavier, Gitarre)?
Nach d’Alembert 1747 beschrieb Euler 1748 die Problemstellung so:

Eine Saite wird gespannt und in eine von der geradlinigen wenig abweichende,
sonst aber beliebige Lage gebracht, und nachher sich selbst iiberlassen.
Man bestimme die vollstindige schwingende Bewegung der Saite.

Aufgabe: (0) Beschreiben Sie die Lage u(t, z) einer gezupften Saite fir
alle z € [0, L] und t > 0 durch eine PDE mit Rand- und Anfangswerten.
(1) Lésen Sie zunéachst den Separationsansatz u(t, z) = v(t) w(x).

(2) Skizzieren Sie u,(t,z) = cos(nmct/L) sin(nwz/L) firn =1,2,3,....
Erfullt diese Funktion die PDE und alle Rand- und Anfangswerte?
Losung: (0) Wir suchen u:R x [0, L] — R: (t,z) — u(t, z). Dazu gilt:
OPu(t,x) = 2d%u(t,z) furalletceRund0 <z < L,

u(t,0) =u(t,L) =0 Randwerte fir z € {0,L} und ¢t > 0,

(1) Der Produktansatz u(t,z) = v(t)w(x) separiert zu:

V() = M(t), Aw’(z) = w(z), NeR.

Die Lésungspaare hédngen von der Separationskonstanten A € R ab:

A=0: v(t) = a1 + axst,

w(z) = by + box
A=a?2>0: v(t) = a1 e +age ™,

w(z) = by /¢ 4 by e72/C,
A= —w?<0: v(t) = a;cos(wt) + agsin(wt),

w(z) = by cos(zw/c) + by sin(zw/c)

Diese l6sen die freie Wellengleichung. Die geforderte Randbedingung
w(0) = w(L) = 0 erflllt nur sin(nmx/L) fir n € N, also w = nwc¢/L und

u(0,z) = g(z) Anfangsposition fir¢ =0 und 0 < z < L, un(t,z) = [an cos(nmet/L) + by, sin(nwct/L)] sin(nmx/L)
Ou(0,z) =0 Anfangsgeschwindigkeit fir ¢ = 0. _ )
Da wir zudem 0,u(0, ) = 0 fur alle z € [0, L] fordern, folgt b,, = 0.
. . . . . R303 . . . . . R304
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Wellengleichung und die gezupfte Saite
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Die vorige Aufgabe I6st unser Problem, falls zum Startzeitpunkt t = 0
die Schwingung mit «(0, z) = sin(n7x/L) und d;u(0, z) = 0 beginnt.
D’Alembert—Ansatz: (3) Die Funktion u(t,z) = f(z F ct) beschreibt
eine Welle der Form f, die mit Geschwindigkeit ¢ nach rechts/links lauft.
(4) Lésen Sie mit diesem Ansatz das allgemeine ARWP wie oben in (0).
(5) Erklaren Sie, wie die Faktorisierung 0? — c0? = (0; + ¢0.)(0; — ¢0y)
die Wellengleichung aus (0) in zwei einfache Transportprobleme zerlegt.
Losung: (3) Sei f:R — R zweimal stetig differenzierbar (stetig genigt,
wenn wir Ableitungen im Distributionensinne verstehen, siehe D529).
Firu:R? — R: (t,2) — u(t,x) = f(x — ct) gilt D?u(t,z) = f"(x — ct)
und Ou(t, z) = 2 f"(x — ct) = c20%u(t, z). Die PDE ist also erfillt!

(4) Wir setzen die gegebene Funktion ¢: [0, L] — R mit g(0) = g(L) =0
ungerade und 2L—periodisch fort zu g : R — R und erhalten:

u(t,z) = % [g(m —ct)+ g(x + ct)}

© D’Alemberts geniale Lésung lberlagert zwei gegenlaufige Wellen.

Daniel Bernoulli hingegen war weiterhin tGberzeugt, dass die Bewegung
aus harmonischen Grund- und Oberschwingungen bestehen mussen.
Er war unzufrieden mit d’Alemberts Lésung und schrieb 1753:

Ich folgere daraus, dass alle schwingenden Korper eine Unmenge von Tonen
von sich geben [...], aber diese Vielfalt der Schwingungen bei der Saite
verschweigen die Herren d’Alembert und Euler. [...] In der Tat stimmen alle
Musiker darin iiberein, dass eine gezupfte Saite aufser ihrem Grundton zugleich
auch noch andere, sehr viel hellere Tone von sich gibt. Dies ist der Beweis dafiir,
dass sich in einer und derselben Saite eine Uberlagerung mehrerer Arten
taylorscher [harmonischer] Schwingungen zugleich einstellen kann.

Wer hat denn nun Recht? D’Alembert (1747) und Euler (1748) mit ihrer
Summe gegenlaufiger Wellen oder Taylor (1713) und Bernoulli (1753)
mit der Uberlagerung vieler stehender harmonischer Schwingungen?

Diese Kontroverse dauerte Uber flinfzig Jahre. Die revolutionare Lésung
lieferte Fourier (1807): Beide haben Recht! Jede (physikalisch relevante)
Anfangsposition kann als Reihe harmonischer Terme dargestellt werden.
Fouriers Theorie erklarte auch, wie die Koeffizienten zu bestimmen sind.
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0 a L

Aufgabe: (6) Zu 0 < a < L betrachten wir die Anfangsposition

g : [O,L]—)R:ng(m):{

x/a firo<z <a,
(L—z)/(L—a) fira<z <L,

Uberlagern Sie die Eigenfunktionen aus (1-2)

un(t,x) = cos(nmet/L) sin(nmz/L)

firn =1,2,3,... durch ,unendliche Linearkombination® zu einer Reihe

U(t, .%’) = Zzozl anun(tv x)

mit Anfangswerten (0, x) = g(z) und 0,u(0,x) = 0 fur alle x € [0, L].

Wie bestimmen Sie effizient und sicher die Koeffizienten ay,as, as, ... "

?

(7) Zeichnen Sie die ersten Partialsummen dieser Reihenentwicklung.

Lésung: (6) Es gilt bereits 9,u,, (0, 2) = 0, folglich auch 9;u(0,x) = 0.
Fir u(0, z) = g(z) bestimmen wir a,, durch Fourier—Analyse und finden

212

o0

sin(nma/L)

u(t,x) =

m2a(L — a) Z

n=1

n2

sin(nmz/L) cos(nmet/L).

Die nte Schwingung hat die Amplitude sin(nma/L)/n?, hangt also von
der Stelle a € [0, L] ab, an der gezupft wird. Etwa bei a = 0.2L sind erste
und zweite Oberschwingung recht stark, was einen vollen Klang bewirkt.

a/L=0.5

|ag]

n

|ag]

a/L=0.4

n

a/L =03

|agl

n

|| a/L =0.2

n

|an]

a/L=0.1

n

a/L = 0.05

|an|

n

(7) Die folgenden Graphiken zeigen die Summe der ersten drei Terme.
© Die Naherung ist schnell recht gut. Fourier—Theorie wirkt auch hier!
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Eindeutigkeit der Losung

Lésungen suchen wir zuerst mit dem Produktansatz u(t, z) = v(t) w(x).
Das ist zunachst nur geraten, mit etwas Anschauung und Erfahrung.

Wir haben Gluck und finden die Eigenfunktionen w,, (¢, z) = v, (t) wy(z),
genug um mit u(t,z) = > an v, (t) w,(x) alle Bedingungen zu erfullen.

Unsere Konstruktion von u(t, ) zeigt somit die Existenz einer Lésung.
Dies zeigt jedoch noch keineswegs die Eindeutigkeit: Es kdnnte noch
weitere Losungen der PDE geben, die aber unserem Ansatz entgehen.
D’Alemberts Ansatz liefert eine weitere Lésung. Sind beide gleich?

Wir wiinschen uns sehnlichst die Eindeutigkeit der gesuchten Lésung.

Mehrdeutigkeiten missen wir erkennen und nétigenfalls auch beheben:
Sind noch mehrere Lésungen mdglich, so stellen wir geeignete weitere
Bedingungen, um die physikalisch sinnvollen Losungen herauszuheben.

Dieses Vorgehen beruht auf der Uberzeugung, dass die physikalische
Entwicklung deterministisch ist. Ein brauchbares mathematisches
Modell soll die zuklinftige Entwicklung vorhersagen und muss daher
eine eindeutige Losung haben, namlich die physikalisch beobachtete.

Satz R3A: Eindeutigkeitssatz fir die Wellengleichung
(0) Lost w: [0, T[ x [a,b] — R in C? die homogene Wellengleichung
DPu(t, ) — > 0u(t,z) = 0

u(t,a) = u(t,b) =0
{8Iu(t, a) = 0yu(t,b) =0
u(0,z) =0, Gu(0,z) =0

fir0<t<Tunda <z <b,
Dirichlet-Randbedingungen fir ¢ > 0 oder
Neumann—Randbedingungen fir ¢ > 0,
Anfangswerte firt =0und a < z < b,

dann gilt u(¢,z) = 0 fur alle (¢,z) € [0, T X [a, b].
(1) Lésen @, 1 : [0, T[ x [a,b] — R in C? die inhomogene Wellengleichung
QPu(t, ) — c® 0u(t,x) = f(t,z),

u(t,a) = £(t), u(t,b) = r(t) oder
{@,u(t,a) ={(t), Oyu(t,b) =r(t),
u(0,2) = g(x), Ou(0,x) = h(x)

dann gilt a(t,z) = a(t, x) fur alle (¢, z) € [0, [ x [a, b].

V.
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Die Energiemethode beweist die Eindeutigkeit.

Aufgabe: Beweisen Sie die Eindeutigkeit mit der Energiemethode!
Als mathematische Hilfsgré3e untersuchen wir hierzu die Energie

b
E:0,T[-R:t— ;/ [8tu(t,x)]2+ [cagcu(t,x)}?dm > 0.

(0) Berechnen Sie E = 0, folgern Sie E = 0 und schlieBlich v = 0.
(1) Folgern Sie die allgemeine Aussage (1) aus der speziellen (0).

Lésung: (0) Zur Abklirzung schreiben wir 9,u = u, und d;u = u; USW.
Dank u € C? nutzen wir u,; = u;, nach dem Satz D4A von Schwarz.

- Def 1 b Satz b
E(t) = 2@/ up — c2uldx = /
x x

=a =a

g Ugt + € g ug da

b
par b
= / ug (g — c? U:Jc:r)l dz + [C Ug ut} a=a 0
weq L— —_—

= 0 Wellengleichung = 0 Randbedingung

Aus u(0,z) = 0 fir = € [a, b] folgt E(0) = 0, somit E(t) = 0 fur alle ¢ > 0.
Das bedeutet dyu(t, x) = du(t,z) = 0 fur alle (¢,z) € [0,T] x [a, b].
Zusammen mit (0, z) = 0 folgt daraus u(t, z) = 0 fur alle (¢, x).

(1) Gegeben seien Lésungen @, @ : [0, T[ x [a,b] — R zu den Daten (1).
Die Differenz u = u — u erflllt alle Gleichungen aus (0), also u = 0.
Daraus folgt @ = @. Es kann also héchstens eine Lésung geben!

© Wir nutzen geschickt die lineare Struktur der Problemstellung!
© Die Energiemethode ist fiir PDE ungemein niitzlich und vielseitig.

© Der Eindeutigkeitssatz gilt allgemein fiir alle stetigen Lésungen w,
wenn wir Ableitungen im Distributionensinne verstehen, siehe D529.

© In unserem Beispiel erhalten wir (vereinfacht fiir L = 7):

Z sin(gla) sin(nz) cos(nct)

a(m — a) — n

% [g(w —ct)+g(z + ct)} -

Links steht die Lésung nach d’Alembert und Euler als Summe gegen-
laufiger Wellen. Rechts steht die Lésung nach Bernoulli und Fourier als
unendliche Reihe harmonischer Schwingungen. Dank Eindeutigkeitssatz
R3A kann es jedoch nur eine Lésung geben, also sind beide gleich.




R401

Potenzreihen und Fourier—Transformation Fazit

R402

Trennung der Variablen durch Produktansatz Fazit

@ Nicht jede PDE besitzt eine Lésung; selbst wenn sie eine besitzt,
so doch meist nicht elementar, das heif3t in geschlossener Form.

© In solchen Fallen hilft meist nur der Potenzreihenansatz [2333);
Existenz- und Eindeutigkeitssatz Q3B von Cauchy—Kowalewskaja

© Fourier-Transformation 16st P(0) u(x) = g(z) fur jedes Polynom
P(z) =>_a,x". Die Transformation ergibt namlich P(i§) u(¢) = g(¢),

Auflésen zu u(§) = g(&)/P(i€) und Rucktransformation liefert dann w:
Dies garantiert der Existenzsatz R1A von Ehrenpreis—Malgrange.

In der Praxis treten sehr haufig partielle Differentialgleichungen auf.
Erfahrungsgeman sind die allermeisten héchstens zweiter Ordnung.

© Lineare PDE erster Ordnung lésen wir entlang Charakteristiken.
Die wichtigsten linearen PDE zweiter Ordnung sind folgende Modelle:
Die Poisson—Gleichung Au = o, die Wellengleichung 0?u — c?Au = o
und die Warmeleitungsgleichung d,u — k Au = g mit A = 92 + 92 + 02,
Nach diesen drei Modellgleichungen klassifiziert man lineare PDE
zweiter Ordnung in elliptisch, hyperbolisch und parabolisch [R110].

Zu lésen sei eine separierbare Differentialgleichung der Form
P(z,0;) u(z,y) = Qy, Oy) u(z,y).

Gegeben sind Intervalle X, Y C R und hierauf die Differentialoperatoren
P(z,0;) = > 1y aj(x 2)0% und Q(y, d ) =Y p—o bk(y)Q]j mit a;, by, stetig.
Das bedeutet anschaulich: P operiert nur auf x und @ operiert nur auf y.

Als Lésungen gesucht sind Funktionen u: X x Y — K: (z,y) — u(z,y).
In diesem Falle eignet sich der Produktansatz gemaf Satz R1D:

Seiu: X xY = K:u(x,y) = v(z) - w(y) Produkt von 0 # v € C"(X, K)
und 0 # w € C™(Y,K). Dann ist die obige PDE &quivalent zu den beiden
gewoOhnlichen Differentialgleichungen / Eigenwertgleichungen

P(z,0:)v(z) = Av(z) und Q(y,dy) w(y) = Aw(y)

mit einem gemeinsamen Eigenwert A € K als Separationskonstante.
Lésung sind Eigenfunktionen u(z,y) = v(z)w(y) und Superpositionen.
Gleiches gilt far u(z1,...,z,) = ui(x1) - - - un(zy,) in mehreren Variablen.

R403

Kompaktheit garantiert Eindeutigkeit. Fazit

R404

Minimum-Maximum-Prinzip harmonischer Funktionen Fazit

Die Konstruktion einer L6sung oder erfolgreiche Probe eines Kandidaten
zeigt die Existenz einer Lésung, aber noch nicht die Eindeutigkeit:
Es kénnte weitere Lésungen geben, die unserem Ansatz entgehen.

Sei ) C R" ein beschranktes Gebiet, also der Abschluss © kompakt.
(0) Lost u: Q — R die homogene Poisson—Gleichung

Au(x) =0 flr jeden inneren Punkt x € €,

u(xz) =0 fUr jeden Randpunkt z € 092,
fur alle x € Q.

R die inhomogene Poisson-Gleichung
) = q(z) furjeden inneren Punkt x € €,
) = g(x) fUrjeden Randpunkt = € 012,
dann gilt a(x) = u(x) fur alle z € Q.

)au

Wie (blich folgt (1 s (0) dank Linearitat: Angenommen a, @ erflllen (1).
Die Differenz v = @ — u erfullt dann (0). Also gilt v = 0 und somit @ = .

dann gilt u(x) =
(1) Lésen @, : ﬁ
Au(z
u(z

Beweise fur die Eindeutigkeit liefern die Energiemethode und das
folgende Minimum-Maximum-Prinzip flr harmonische Funktionen.

Sei 2 ¢ R™ ein beschréanktes Gebiet, also der Abschluss Q kompakt.
Sei u: Q) — R stetig. Da Q und 992 kompakt sind, nimmt u hierauf jeweils
ein Minimum und ein Maximum an. Wegen Q > 992 gilt dann allgemein:

ming u < mingo u und maxg U > maxgo U

Zudem sei u harmonisch auf dem Inneren (2, also v € C? und Au = 0.
(1) Dann nimmt » sein Minimum und Maximum auf dem Rand 02 an:

und

ming u = mingg u maxg U = maxgq u

Seien u,v: Q — R stetig und auf dem Inneren Q harmonisch. Dann gilt:
(2) Monotonie: Aus u < v auf dem Rand 92 folgt u < v auf ganz Q.
(3) Eindeutigkeit: Aus u = v auf dem Rand 092 folgt u = v auf ganz Q.

© Dies kénnen wir zur Eingrenzung durch Ober/Unterlésungen nutzen.
Das Minimum-Maximum-Prinzip gilt ebenso diskret fir endliche Graphen
(Satz T4B) und beweist neben Eindeutigkeit auch Existenz der Lésung!




R405

Separation (Klausur Februar 2016) Obung

Separation (Klausur September 2016)

R406
Ubung

Wir untersuchen fiir «: R? — R die partielle Differentialgleichung

02 u(z,y) + 6 0y u(z,y) = 02 u(x, y).

Gesucht sind Lésungen in Produktform u(z,y) = v(x) w(y) # 0.

Aufgabe: (1) Formulieren Sie die Gleichungen fir v(z) und w(z).
(2) Finden Sie alle Lésungen der Form u(z,y) = v(x) - cos(3y).

Loésung: (1) Wir folgen dem Separationsansatz:

V() + 60 (z)  w'(y) {v”(w) + 60 (x) = Av(2)
v(x) —w(y) w’(y) = Aw(y)
© Zu jedem X\ € R kénnen wir diese beiden ODE Isen. Speziell:
(2) Aus w(y) = cos(3y) folgt w”(y) = —9w(y), also A = —9.
Wir I6sen die zugehdrige Gleichung v”(z) + 6v'(z) + 9v(z) = 0.
Wir finden u(z,y) = (c1 + c2x) e 3% - cos(3y) mit ¢1, co € R. Probe!

=A

Wir untersuchen fiir u: R? — R die partielle Differentialgleichung

2 u(x,y) + 100, u(z,y) = 85 u(z,y).

Gesucht sind Lésungen in Produktform u(z,y) = v(z) w(y) # 0.

Aufgabe: (1) Formulieren Sie die Gleichungen fir v(z) und w(z).
(2) Finden Sie alle Lésungen der Form u(z,y) = v(x) - cos(4y).

Loésung: (1) Wir folgen dem Separationsansatz:

V" (x) + 100 () = Av(2)
w”(y) = Aw(y)

© Zujedem X € R kdénnen wir diese beiden ODE |dsen. Speziell:

(2) Aus w(y) = cos(4y) folgt w”(y) = —16w(y), also A = —16.

Wir 16sen die zugehdrige Gleichung v”(z) + 10/ (z) 4+ 16v(z) = 0.

Wir finden u(z, y) = (c1e73* 4 ¢z e72%) - cos(4y) mit ¢1, ¢, € R. Probel!

o' (x) + 100" (z)  w'(y)
o =

R407

Existenz, Eindeutigkeit, Superposition Ubung

Existenz, Eindeutigkeit, Superposition

R408
Ubung

Aufgabe: Eine quadratische Kupferplatte mit Kantenldange 1m wird an
zwei gegenuberliegenden Seiten konstant auf 100°C bzw. 200°C geheizt,
an den beiden anderen konstant auf 0°C gekuhlt. (1) Formulieren und
(2) I6sen Sie die PDE fiir die stationdre Temperaturverteilung u!

(3) Wie viele Lésungen u existieren? Wie kénnen Sie sicher sein?

Lésung: (1) auf dem Quadrat @ = [0,1] x [0, 1] suchen wir u: Q — R.
Die allgemeine Warmeleitungsgleichung lautet 0,u = k Au + q.

Im Bereich @ gebe es keine Quellen oder Senken, also ¢ = 0.

Im stationdren Zustand gilt 9,u = 0, also haben wir Au = 0:

O2u+d7u=0 aufdem Quadrat Q = [0,1] x [0,1] C R?
mit «(0,y) = u(1,y) =0, u(z,0) = 100, u(x, 1) = 200.

(2) Wir haben den grundlegenden Fall auf Seite R201 bereits eindeutig
geldst durch v: @ — R. Bitte wiederholen Sie sorgfaltig alle Argumente!
Aus der dortigen ergibt sich unsere hiesige Losung durch Superposition,
namlich als die Linearkombination u(z,y) = 2v(z,y) + v(x,1 — y).

Stationare Warmeverteilung
auf einer Kupferplatte:

du :
> LA
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