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Fourier—Analyse periodischer Funktionen
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L’analyse mathématique est aussi étendue que la nature elle-méme |[. . .].
Elle rapproche les phénomenes les plus divers,
et découvre les analogies secrétes qui les unissent.

Joseph Fourier (1768-1830), Théorie analytique de la chaleur (1822)
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Motivation zu Fourier—Reihen
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S
Vorgelegt sei f:R — R mit Periode T, also Grundfrequenz w = 27 /T.
Ziel: Wir zerlegen das Signal f in harmonische Schwingungen geman

f(t) = % + aj cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(2wt) + by sin(2wt) + . ..

Grundschwingung Oberschwingungen

- ¢os(wt)
sin( 2wt
—sin{bwt

I+
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Periodische Vorgénge sind tberall: Jahreszeiten, Tag & Nacht, Puls,
Schwingungen, Schall... Ihr Innenohr ermittelt eine Fourier—Analyse.
Zerlegung (Analyse) in harmonische Schwingungen gelingt flr praktisch
alle periodischen Funktionen, egal wie kaprizids sie auch sein mégen!
Diese sensationelle Entdeckung trug Fourier 1807 der Akademie vor.
Dirichlet klarte 1829 grundlegende Fragen zur Konvergenz (Synthese).

Die Fourier—Analyse hat zahlreiche wichtige technische Anwendungen:
@ Digitalisierung von Ton- und Bilddaten (FFT, MP3, JPEG, MPEG).
@ Datenkompression, Herausfiltern relevanter Frequenzbereiche.

@ Datenanalyse, Mustererkennung, z.B. Spracherkennung.
@ Zerlegen von komplizierten Funktionen in einfache Basisfunktionen.
@ Optimale L?-Approximation, L&sung von Differentialgleichungen.
Wir behandeln hierzu ausfihrlich die mathematischen Grundlagen:
@ Wie berechnet man zur Funktion f ihre Fourier—Koeffizienten?
@ Konvergiert die Fourier—Reihe? Wie? Wann? Wo? Wogegen?
@ 3Blue1Brown: But what is a Fourier series? youtu.be/r6sGWTCMz2k
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Periodische Funktionen e

Jede Funktion f:R — R kdnnen wir als Signal betrachten:
Jedem Zeitpunkt ¢ € R wird ein reeller Wert f(t) € R zugeordnet.
Diese Zuordnung ist zun&chst beliebig und muss nicht stetig sein.

Es ist nutzlich, auch komplexe Funktionen f:R — C zu untersuchen;
das kostet keinerlei Mehraufwand und vereinfacht viele Rechnungen.

Definition 11A: periodische Funktion
Eine Funktion f:R — C hat Periode 7' € R, wenn gilt:

fE+T) = f(t)

firallet € R

Das bedeutet, die Funktionswerte wiederholen sich im Abstand von T'.
Hierzu sagen wir auch kurz, die Funktion f:R — C ist T—periodisch.
In diesem Fall gilt f(t +nT) = f(¢) fUr alle ganzen Zahlen n € Z.

Mit T sind somit auch alle Vielfachen 27, 3T, 4T, etc. Perioden.

Die kleinste Periode nennt man gelegentlich auch Minimalperiode.
Diese zusétzliche Bedingung spielt im Folgenden meist keine Rolle.

Leitbeispiel: Die Funktion e'* = cos(t) + isin(t) hat Periode T = 2.
cos(t) sin(t)

Im

Re

Die Funktionen cos(kwt) und sin(kwt) mit k& € Z haben Periode T' = 27 /w,
ebenso die komplexe Funktion ey (t) := et = cos(kwt) + isin(kwt).
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Periodische Funktionen: Beispiele
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Periodische Funktionen: Beispiele

Legen wir die Spannung sin ¢ an einen Gleichrichter, so erhalten wir. ...
Einweg-Gleichrichter: Spannungsverlauf (sin¢)™ = max{0, sint}.

{ ]

=27 —7 s 2 3‘71

4}11' b

Zweiweg-Gleichrichter: Spannungsverlauf |sin ¢| mit Periode 7. [1417]

£

—27 — T 2m 3‘77 4% s
Diese Funktionen sind stetig aber nicht differenzierbar (in t € 7Z).

Die GauB-Klammer |z| := max{ k € Z | k < z } bedeutet Abrunden.
Die Sagezahnfunktion s(t) = ¢ — [¢] hat Periode 1 (und 2,3,4,...).

! i iy b b i i )

0 1 2

Die Rechteckfunktion r(t) = (—1)!*) hat Periode 2 (und 4,6,8,...).
iy 5 !

T 1 T T

Diese Funktionen sind unstetig (in ¢t € Z) aber stlickweise stetig (B1E).



http://youtu.be/r6sGWTCMz2k
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Periodische Fortsetzung durch Verschiebung
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Periodische Fortsetzung durch Verschiebung Ausfihrung

Aufgabe: Setzen Sie die folgende Funktion T—periodisch fort.
Lésung: Hier gilt f(t 4+ T') = f(¢) fur alle ¢t € R, und so setzen wir f fort:

N e I N B

i e

a+T

Jede T—periodische Funktion f:R — C ist eindeutig durch ihre Werte
auf einem beliebigen Periodenintervall [a, a + T bestimmt. Ausflhrlich:

Aufgabe: Gegeben sei g:[a,a+ T[— Cmita € Rund T > 0. Dazu
existiert genau eine T—periodische Funktion f:R — C mit f(q q17( = g-
(1) Warum gilt hier Eindeutigkeit? (2) Wie beweist man die Existenz?

Lésung: Zur Vereinfachung kdnnen wir alles nach a = 0 verschieben.
(1) Eindeutigkeit: Jede reelle Zahl ¢ € R schreibt sich eindeutig als

t=q-T+r mitgeZund0<r<T.

Ausflhrlich: Quotient ¢ = |t/T] € Zund Restr =t —¢T € [0, T.

Damit berechnet sich f:R — C eindeutig aus ¢: [0,7[ — C geman
f@) = ft=qT)=f(r) =g(r).

(2) Existenz: Aus den vorgegebenen Daten g:[0,7] — C:r — g(r)
konstruieren wir explizit die Funktion f:R — C:t — g(t — |t/T] - T).
Diese Funktion f ist tatsdchlich T—periodisch und erflillt f|(, 417 = g-

o7
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a+T
Gerade Fortsetzung durch Achsenspiegelung
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Ungerade Fortsetzung durch Punktspiegelung

Aufgabe: Setzen Sie die Funktion (bzgl. a) gerade T—periodisch fort.

\a + T/

Losung: Hier gilt f(¢t +T) = f(¢t) und f(a —t) = f(a+t) fir alle t € R:

e/ Do/ TN | N

Aufgabe: Setzen Sie die Funktion (bzgl. a) ungerade T—periodisch fort.

a+7T/

4

Losung: Hier gilt f(t+7T) = f(t) und f(a —t) = —f(a+1t) firalle t € R:

et
\T

T b hd b
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Summen T—periodischer Funktionen
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Summen periodischer Funktionen

Haben f,g: R — C Periode T, dann auch ihre Summe f + g.
sin(2t) —cos(3t)

Aufgabe: Sind f, g: R — C periodisch, dann auch ihre Summe?

Lésung: Nein! Hierzu missen f, g eine gemeinsame Periode haben.
/\ Bei der obigen Summe haben f und g eine gemeinsame Periode.
Das ist auch nétig, andernfalls ist die Summe nicht mehr periodisch!
Beispiel: Die Sagezahnfunktion s(t) = t—|[t| hat Periode n = 1,2,3,....
Die Funktion ¢ +— sin(¢) hat Perioden 27n, aber keine mit s gemeinsam:

H-cos(3t)

N

N

h

ist nicht periodisch! (Sie ist

nur

noch ,fastperiodisch*.
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Produkte T—periodischer Funktionen
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Produkte T—periodischer Funktionen

Haben f,g:R — C Periode T, dann auch ihr Produkt f - g.

sin(2t) —cos(3t)
/\A sin(2t) cos(3t) /\/\

Der Funktionenraum Abb(R, C) :={ f:R — C } ist ein C—Vektorraum,
sogar eine Algebra, bezlglich der punktweisen Verknupfungen. Darin
liegt die Menge Abb(R,C)?T :={ f:R - C |Vt e R: f(t+T) = f(t) }
aller T—periodischen Funktionen als Untervektorraum und Unteralgebra:
Summen und Produkte T—periodischer Funktionen sind T—periodisch.

Hat f: R — C Periode T, dann auch g(¢) = f(kt) fir k € N. Beispiel:
Die Rechteckfunktion r(t) = (—1)!*/ hat Periode 2, ebenso r(3t):
~—0 ~—0 —0 ~—0>  o—
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Auch ihr Produkt »(t) r(3t) hat Periode 2. Es hat sogar Periode 1!
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Integral T—periodischer Funktionen
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Skalarprodukt T—periodischer Funktionen

\/

VAN

avs

V \V\[
T 2T 0 \
Lemma I1B: Integral T—periodischer Funktionen

Die Funktion f:R — C sei T—periodisch und auf [0, T integrierbar.
Zur Integration kénnen wir ein beliebiges Periodenintervall wahlen:

a+T T/2
~/t:a - /;T/Z
Nachrechnen: Wie skizziert sei 0 < a < T, allgemein geht’s genauso.
Dank Periodizitat gilt [,"+* f =[5 f(t) dt, dank Additivitat also

/a f:/a f+/TT+af:/a f+/0f:/0f+/a f:/o .

0 20

T
F(t)dt

t=0

f@t)dt = f(t)dt.

Definition 11¢: Skalarprodukt periodischer Funktionen
Fir Funktionen f, g : [a, b] — C definieren wir ihr Skalarprodukt durch

b
IPx L1 C : F(&)g(t)dt

t=a

(f,9) = (flg) = s

Der Integrand fg sei absolut integrierbar, etwa f € L> beschréankt und
g € L! absolut integrierbar, allgemein f € L?,g € LI mit 1/p + 1/q = 1.
Bei Periode T' > 0 integrieren wir Gber ein Intervall mit b —a € N> - T'.
Das Periodenintegral ist invariant bei Verschiebung und Vervielfachung.

Symmetrie: Vertauschen bedeutet konjugieren, (g | /) = (f | g9).
Linearitat im zweiten Faktor, konjugiert im ersten: Fir alle a € C gilt
Sloat+g)=la)+{flg), (flag)=a(flg),
(it folg)=(flg)+{falg), (aflg)=alflg)
Positivitat: Fir jede stetige Funktion f # 0 gilt (/| f) > 0. Allgemein
qilt (f|f)y>0,undaus (f| f)=0folgt f(¢t) = 0 fur fast alle ¢ € [a, b].
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Umparametrisieren auf Periode 27
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Erlauterung

Trigonometrische Polynome

© Jede T—periodische Funktion kénnen wir zu Periode 2
umparametrisieren. Letztere sind flir uns besonders bequem.
Proposition I1D: Umparametrisierung auf Periode 27

Sei ¢:R — C:t+ ¢(t) eine Funktion mit Periode T > 0 und
Grundfrequenz w = 27 /T. Wir setzen x = wt, also t = z/w.

Dann hat die Funktion f:R — C: f(z) = ¢(t) = ¢(z/w) Periode 2,
dennfiralle x € R gilt f(z 4 27) = p(t + T) = p(t) = f(x).

Das Skalarprodukt bleibt dank Substitutionsregel B1k unveréndert.

Fir ¢t = z/w und dt = dz/w sowie (t) = f(a:) und ¢(t) = g(z) gilt:
| — 1
(ol vir =5 [ GO =5 [~ Tt da= (1 g

Wir betrachten im Folgenden meist 27r—per|od|sche Funktionen.

Dann ist w = 1, und unsere Formeln werden kirzer und einfacher.

In konkreten Anwendungen ist die Frequenz w meist fest vorgegeben.
Die Umrechnung gelingt jedenfalls leicht wie oben in 11D festgehalten.

Beispiel: f(z) =

AN
J

1+ Zsin(z) — Lsin(3z) + &

2 cos(bx) + 135 cos(6z)
/\
B
"V

|
=
3

Trigonometrisches Polynom nennen wir jede endliche Summe

§ Ck elkwt

k=—n

f(® L Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)

k=1

2

zu gegebenen Koeffizienten ay, b, € C, by = 0 bzw. c1, = (ax F ibk)/2.
© Beide Schreibweisen sind niitzlich, die komplexe ist oft bequemer.
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen

sin(3t) cos(5t)

cos(3t)

AVAN

\V,

" sin(3t) cos(5t) dt =0

VAV

t 0

| \/ w | W :
sin(3t) cos(5¢t) = —% sin(2t) + § sin(8¢) cos(3t)? = £ + L cos(6t)
AVAR AVAR
0 T 2m

2
J=o

cos(3t)2dt =7
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen
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Orthogonalitat trigonometrischer Funktionen

Aufgabe: Integrieren Sie fir k, ¢ € N folgende Funktionen Uber [0, T'):

cos(kwt) cos(fwt), sin(kwt)sin(fwt), sin(kwt) cos(fwt).

Wir erinnern hierzu an die stets nlitzlichen Additionstheoreme
cos(a) cos(B) = % B) + cos(a + B)],
sin(a) sin(B) = 3[cos(a — B) — cos(a + B)],
sin(a) cos(B) = 1 [sin(a — B) +sin(a + B) ].

Leiten Sie zunachst diese Additionstheoreme aus der Euler—Formel
el® = cos a + isin a und dem Exponentialgesetz ¢'*t1# = i@ ¢if ab.

[cos(a —

Lésung: Zur Berechnung nutzen wir folgende Grundintegrale

T
/ sin(nwt)dt =0 firallen € Z,
=0
T 0 furn#0,
/ cos(nwt) dt = . n#
Ji=0 T firn=0.

Die Orthogonalitat folgt dann durch direktes Nachrechnen.

T 1 /T
/ cos(kwt) cos(fwt) dt = = / cos((k — O)wt) + cos((k + £)wt) dt
t=0 2 Ji=o

0 flr k # ¢,
=0T/2 fiurk=(>1,
T furk=¢=0.
T 1 /T
/t*O sin(kwt) sin(lwt) dt = 3 /f*O cos((k — Owt) — cos((k + £)wt) dt
0 flr k # ¢,
=qT/2 furk=10>1,
0 firk =£=0.
T 1 /T
/tf() sin(kwt) cos(fwt) dt = 3 /t*() sin((k — Qwt) + sin((k + {)wt) dt = 0

© Das ist schdn. Alles wird noch schéner und (ibersichtlicher fiir die

komplexe Funktion e = cos(kwt) + isin(kwt), siehe nachste Aufgabe.
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Die trigonometrische Orthonormalbasis
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Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

Fir Funktionen f,g: R — C mit Periode T nutzen wir das Skalarprodukt

/ ®

Sei w = 27/T. Als Basisfunktion ¢, : R — C mit k& € Z definieren wir

(flg):

‘ er(t) = ™ = cos(kwt) + isin(kwt).

Ihre Linearkombinationen sind die trigonometrischen Polynome:
n

gt) =Y g™ mit f(k),5(0) € C.

l=—n

k=—n
Aufgabe: Wie bestimmt die Funktion f:R — C ihr Spektrum f:7 — C?
Wir nutzen Orthonormalitat: Berechnen Sie hierzu die Skalarprodukte
©(1len), Mlexle), A(exlg), @ (flg), @fIF)
(5) Entwickeln Sie f(t) = sin?¢ und g( ) = cos® t in Fourier—Ponnome.
(6) Berechnen Sie daraus -~ [7 sin®¢d¢ und oL [*7 cos ¢ dt.

Lésung: (0) Wir berechnen (1 | e,, ). Fiir n = 0 ist es besonders leicht:
| T . 1 T
(1]eg) = —/ 1-e™idt = —/ 1dt =
o) T Jizo T Jizo
Flr n € Z mit n # 0 nutzen wir den HDI und wT' = 27:
pet 1 wor 1 [ 1

T it ot ]1T
1 Det & 1.t g 2 = /mw] =0
(1] en) = T/t=0 R

(1) Orthonormalitat — Wir berechnen die gesuchten Skalarprodukte:

inw

D 1 T 8 1 T ) .
(ex|er) = —/ er(t) eo(t)dt = T okt gitwt gy
t

T =0 t=0
By 1 T Rt g, O 0 fark#¢,
T Ji=o 1 fork=¢.

© Die Basis (e )rez ist orthonormal beziiglich des Skalarprodukts!
Das ist analog zur Geometrie des euklidischen Raumes R™ bzw. C™.

© Im Komplexen ist alles halb so schwer und doppelt so schén!

1123
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Die trigonometrische Orthonormalbasis
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Die trigonometrische Orthonormalbasis

(2) Fourier — Dank Linearitat und Orthonormalitét erhalten wir:

‘ <(’k‘ Z > = i§(€)<ck‘@l> 2 g(k)

(exlg) =
© Das Skalarprodukt flltert den gewunschten Koeffizienten heraus!
(3) Parseval — Dank Bilinearitat und Orthonormalitat erhalten wir:

n

Ul = (3 Fwe] S awe) = 30 7 (a| 3 atere)
k=—n {=—n k:—n l=—n
LS S FWaO el e LS Fmam).
k=—nfl=—n k=—n

© Diese Rechnung gilt allgemein fiir Orthonormalbasen wie im R™.
(4) Energiegleichung — Fir das Normquadrat gilt Pythagoras (I111):

(f11) Z|f

k=—n
© Das Normquadrat ist die Summe der Koeffizientenquadrate.

(5) Wir entwickeln f und g dank der Euler—Formel e = cost + isint:
it

Zity 2
Y et WS S TUNS S SR TR S S
f(t) =sin(t)* = <T> =-z¢ + 571¢ —3 5 cos(2t)

it —it\ 3
> 1 4 3 3 1 ;
g(t) = cos(t)’ = (*e +29 ) =ge e roe p e
’ (1) Lo 3t)
ES 71((» } —lumu

© Dank Orthonormalitét (1) lesen wir die Fourier—Koeffizienten ab (2).
(6) Wir nutzen die Energiegleichung (4) und Fourier—Koeffizienten (5):

27 n
) - 5 3

Def @ 2 0
e sinftdt = (f|f) = k;Jf(k)\ 23
1 " 270 6 et n 9 5
— tde = = JE?E =
M (glg) k;nw( ) T

© Die Energiegleichung gilt allgemein fiir Fourier—Reihen! (Satz J1A)
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Die trigonometrische Orthonormalbasis
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Die trigonometrische Orthonormalbasis

Satz I1E: trigonometrische Orthonormalbasis

Die Menge aller Funktionen f:R — C ist ein C—Vektorraum. Hierin ist
die Teilmenge aller T—periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Als Basisfunktion ¢, : R — C mit k € Z und w = 27 /T definieren wir

e (t) := et = cos(kwt) + isin(kwt). ‘

Diese erzeugen den Unterraum V = { 3°7_ ¢ e*|neN, ¢, € C}
der trigonometrischen Polynome. Hierauf haben wir das Skalarprodukt

/ f0}

paarweise Orthogonalitét,
Normierung auf Lénge 1.

VxV—=C:(f,g)—~{(flg): t) dt.

Damit gelten die Orthonormalitatsrelationen

(ex | e) 0 fark#¢:
eL | € =
ke 1 fark=¢:

Korollar I1F: Fourier—Koeffizienten durch Skalarprodukt
(1) Wir betrachten ein trigonometrisches Polynom:

n
Z o el[ul _

l=—n

n
agp .
> + ;,1 ag cos(Lwt) + by sin(lwt)

Die Funktion f bestimmt die Koeffizienten durch Fourier—Integrale:

7
o= (e 1) = (% f) =7 [ e pie)a
bzw. t;,o
= (2cos(kwt) | f) =7 cos(kwt) f(t) dt,
Ji=o
br = (2sin(kwt) | f) = z—To sin(kwt) f(t) dt.

© Die Formeln fiir die Koeffizienten ¢, sind besonders schén, da die
Funktionen ey (t) = ¢** orthonormal sind. Hingegen sind cos(kwt) und
sin(kwt) zwar orthogonal, aber mit L2~Norm +/2/2 statt Normierung 1.

na27
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Die trigonometrische Orthonormalbasis
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Die trigonometrische Orthonormalbasis

© Dieselben Gleichungen nutzen wir allgemein fiir Fourier—Reihen.
© Das Fourier-Integral filtert den gewiinschten Koeffizienten heraus!
© Das Skalarprodukt beschert uns Struktur, Klarheit und Ubersicht.
© Die Orthonormalitat der Basis (ex)rez Vereinfacht die Rechnung.

Korollar 11F: Jede Funktion bestimmt ihre Koeffizienten.
(2) Die Funktionen f,g:R — C seien gegeben als Fourier—Polynome

=Y flk)e

k=—n

n

Z a(k,) eikwt'

k=—-n

ikt und  g(t) =

(2a) Aus f(k) = g(k) fur alle k = —n, ..., n folgt offensichtlich f = g.
(2b) Umgekehrt folgt aus f = g auch f: g, dank der Fourier—Integrale:

~ il i v i
) = %/tzoe“’“”‘ ft)dt = %/tzoe“’“”‘g(t) dt = g(k)

© Koeffizientenvergeich! Dazu geniigt bereits f = g fast (iberall. (A4G)

Korollar [1F: Norm und Skalarprodukt
(3) Koeffizienten f(k), g

=Y Fwe

k=-n

(k) € C definieren trigonometrische Polynome

n

Z g(k) eikwll

k=-n

ikwt

und g¢(t) =

Far ihre Norm und ihr Skalarprodukt gilt nach Pythagoras (111)

7/ Didt= S FR2  kuz [fle = ],
k=—n

—/ FOetdt= 3 FRaw), kuz (flg)z=(Fle
k=—n

© Diese Isometrie ist eine zentrale Eigenschaft der Fourier—Theorie.
Fir trigonometrische Polynome folgt dies direkt aus der Orthonormalitat
der Basis (ex)xez- Erfreulicherweise gilt dies nach Vervollstandigung
ganz allgemein fir alle quadrat-integrierbaren Funktionen! (Satz J1A)
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Fourier—Theorie fihrt uns wie durch Zauberhand zu Skalarprodukten.
Wir erinnern uns dazu an grundlegende Begriffe und Rechentechniken.
(11 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §3.5.

Das euklidische Skalarprodukt von zwei Vektoren u, v € R™ ist

(u|v)=uvr+ -+ upvp.

Ubliche Schreibweisen: (u | v) = (u,v) =u-v=u-v=uTv=...
Fir jeden Vektor u € R™ gilt somit (u | u) = u? + -+ +u2 > 0.
Die euklidische Norm des Vektors u € R™ ist definiert durch

ol =TT =+l

Ubliche Schreibweisen: |u| = |uls = |Jul| = [lu]2 = ...
Der euklidische Abstand zwischen zwei Punkten u,v € R" ist

|lu—v| = \/(u1 —v1)2 4+ (un — vn)2

Uberall in Naturwissenschaft und Technik sind komplexe Zahlen niitzlich.
Gerade in der Fourier—Theorie vereinfachen sie viele Rechnungen:
Im Komplexen ist alles halb so schwer und doppelt so schén!

Jede komplexe Zahl = € C schreibt sich eindeutig als
z=z+iy mit z,yeR.
Die Konjugation —: C — C ist definiert durch
z=xr+iy — Z=z-—1iy.
Fir das Produkt von z und z gilt demnach
Z-z=(z—iy)(z+iy) =22 +y2 > 0.
Hieraus gewinnen wir die Norm von z € C mittels

|zl =VZ -z =22 + 42

© Somit entspricht diese Norm auf C der euklidischen Norm auf R2.
Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §1.7.
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Das hermitesche Skalarprodukt von zwei Vektoren u,v € C" ist

(u|v)=nugvi+ -+ Upvp.

Ubliche Schreibweisen: (u | v) = (u,0) =uv=u-v=TTv=...
Fur jeden Vektor u € C™ gilt somit (u | u) = |ug|2 4+ -+ + |un|? > 0.
Die hermitesche Norm des Vektors u € C™ ist definiert durch

lul = V(| u) = \lua + - + |un . ‘

Ubliche Schreibweisen: |u| = |uly = ||u|| = [jull2 = ...
Der hermitesche Abstand zwischen zwei Punkten u,v € C™ ist

|1L - ’U‘ = \/|U1 - Ul|2 qpocoqp |un - vn‘Q-

A\ Im komplexen Skalarprodukt muss ein Faktor konjugiert werden, damit (u | u) € R>g gilt.
Ich konjugiere systematisch den ersten, andere Autoren den zweiten. In der Literatur werden
beide Konventionen genutzt, sie gehen durch Vertauschen und Konjuation ineinander iiber.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §3.6.
Soweit méglich behandeln wir den reellen und komplexen Fall parallel:
Im Folgenden steht K entweder fiir den Kérper R oder den Kérper C.

Das Skalarprodukt auf V' = K" erfreut sich folgender Eigenschaften:
1 (konjugierte) Symmetrie: Fir alle u,v € V gilt (v | u) = (u | v).
2 Linearitat im zweiten Faktor: Fir alle o € K gilt

(ulvi+ve)=(ulv)+ (u]v),
Dank Symmetrie folgt (konjugierte) Linearitat im ersten Faktor:
(up +ug |v)={us |v)+ (ug | v),
Wegen der Konjugation heiBt dies auch semilinear oder antilinear.
Beides zusammen besagt: Uber R ist (- | -) bilinear, Gber C nur
konjugiert bilinear, genannt sesquilinear (lat. sesqui ‘anderthalb’).
Aus Symmetrie folgt (v | v) € R, und aus Linearitat (0 |0) = 0.
3 Positivitat: Fir jeden Vektor v € V ~ {0} gilt (v | v) > 0.
© Wir benétigen nur diese drei einfachen Eigenschaften, mehr nicht.

(u|av)y=alu|v).

(au|vy=al{u|v).
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Definition 11G: Skalarprodukt
Ein Skalarprodukt auf einem K—-Vektorraum V ist eine Abbildung

(-1-) : VXV —=K: (u,v) = (u|v),

die (konjugiert) symmetrisch, bilinear und positiv ist.

Ein Skalarprodukt ermdglicht uns, in V- Winkel und Langen zu messen.
Damit gewinnen wir auf V' die Ublichen geometrischen Werkzeuge:

@ Orthogonalitat: u, v € V stehen senkrecht, wenn (u | v) = 0.

@ Norm: Die Lange eines Vektors v € V'ist |[v|| = /(v | v).

@ Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Es gilt [(u | v)| < ||lu|| - ||v]].
Winkel: (u | v) = |lu]| - ||v]| - cos(a) mit & = <t(u,v) € [0, 7].
Dreiecksungleichung: Es gilt ||u + v|| < |lu]| + ||v]|-

Metrik: Der Abstand zweier Vektoren u, v ist ||u — v||.
Konvergenz v,, — v ist definiert durch ||v,, — v|| — 0.
© Diese Begriffe kennen Sie bereits aus dem R™. Erstaunlicherweise
nitzen Sie ebenso flr Funktionen als Grundlage der Fourier—Theorie!

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §3.6.

Satz I11H: Cauchy—Schwarz— und Dreiecksungleichung
Sei V ein K—Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).
(1) Fur alle u,v € V gilt die Cauchy—Schwarz-Ungleichung:

| (ul0)P < (ulw)(v]v) |

(2) Gleichheit gilt genau dann, wenn u, v linear abhangig sind.
(3) Fur die Norm |lu|| = v/(u | u) ist die Ungleichung (1) aquivalent zu:

[ K lo) < el ol |

(4) Fur alle u,v € V folgt hieraus die Dreiecksungleichung

|l ol < Jll + o]l |

(5) Fur den Abstand gilt demnach ||z — z|| < ||z — y|| + [ly — ||
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Nachrechnen: (1) Firr v = 0 ist die Ungleichung offenbar richtig.
Wir diirfen daher v # 0 annehmen, dank Positivitat also (v | v) > 0.
Wir setzen z = au — bv mit a, b € C und berechnen das Normquadrat:

0<(z]z)=(au—bv|au—tv)
=la/*(u|u)—ablu|v)—ablv|u)+[b|*(v|v)
Wir wahlen nun geschickte Koeffizienten a = (v |v) und b= (v | u):
0< (o lv)[{ulu){v]v)=2[(ulv)?+|(u]|v)]]
= (vl v)[(ulu){v]v)—(u]v)?]
Wegen (v | v) > 0 erhalten wir die gewiinschte Ungleichung:
(wlu)(v|v)=[(ulv)? >0
(2) Bei Gleichheit gilt (2 | z) =0, also z = au + bv = 0, somit u = (b/a)v.
Umgekehrt folgt aus linearer Abhéngigkeit u = Av die Gleichheit, denn
Kulo)? =1olw) =P ]v)
(wlu)(v|v)y= (]| ) (v]v)=|A}v|v)2

(4) SchlieBlich zeigen wir die Dreiecksungleichung, die dem Abstand
zugrundeliegt. Sie besagt geometrisch: Der Abstand von z nach z ist
kleiner oder gleich der Ldnge des Umweges von x lber y nach z.

Die Rechnung beruht auf der Cauchy—Schwarz—Ungleichung (1):
lutv]?=(u+v|utv)=(u|u)+{u|v)+(v|u)+(v]|v)
= |[ull® + 2Re({u | v)) + |lv]?
< Ml + 20w | 0|+ [lol®
< el + 2l [Jo]l + o]l
= (lull + [lvl)?.
Die Behauptung folgt dank Monotonie der Wurzelfunktion = — /z.

© Beachten Sie, dass wir fiir das Skalarprodukt nur voraussetzen, dass
es (konjugiert) symmetrisch, bilinear und positiv ist (11G). Genau diese
und keine weiteren Eigenschaften haben wir in der Rechnung benétigt.
Das macht Skalarprodukte wunderbar flexibel und vielseitig einsetzbar.
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Erinnerung Erinnerung
Satz I11: Pythagoras und Fourier—Koeffizienten Aufgabe: Rechnen Sie diese allgemeinen Regeln nach.
Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (- |-). Lésung: (1) Die Norm erhalten wir aus dem Skalarprodukt:
(1) Sind wy, . .., u, orthogonal, also (uy | us) = 0 fur k # ¢, so gilt ”Zk “k“2 (S un | Youe) = S ol | ue) = Xplluxl?
N , 2 = 2 .. 2.

el S lmlfareeseli (2) Speziel ot = i it ] = 1 it e = e e = [
(2) Sind ey, . .., e, orthonormal und cy, ..., ¢, € K, so gilt demnach Hieraus folgt [|cie1 + - - - + cnenl|? = |c1]? + - - - + [cn|? Wie behauptet.

llcrer + - -« + cnenl? = le12 + -+ + |ea|? (3) Die Koeffizientenformel folgt dank Orthogonalitat (1) geman

() Fir jede Linearkombination f = >, ; couy, und uy, # 0 gilt
ek = (up | f)/ (e | ue).

© Der Klassische Satz des Pythagoras ist der erste interessante Falll,
namlich die Ebene V = R? iiber K = R mit euklidischem Skalarprodukt.
Er gilt ebenso fir V = K" liber K = R, C in jeder Dimension n € N und
wortlich genauso fiir trigonometrische Polynome wie oben in Satz I1F
(auch wenn Pythagoras sicher nie an diese Allgemeinheit gedacht hat).

(ug | f) = <u;C } Zi‘le> = pco(ug | ue) =cp (up | ug).
Dank uy, # 0 wissen wir (uy | u,) > 0, somit ¢, = (ug | f)/{uk | ug)-

© Das Skalarprodukt filtert den gewiinschten Koeffizienten heraus!
Diese Rechenregeln sind in der Ebene R? und im Raum R? anschaulich
vertraut, sie gelten genauso in jedem K—Vektorraum mit Skalarprodukt.
Selbst fiir unendlich-dimensionale Vektorraume, etwa V = L2([0, T],C)
far die Fourier—Theorie, erweist sich dies als ausgesprochen nitzlich!
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Satz I1J: Laplace 1816, Gram 1883, Schmidt 1907
Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (- |-).

Sei by,...,b, € V eine Basis des Unterraums U,, = ( by, ..., b, )k.
(1) Daraus erhalten wir rekursiv die Orthogonalbasis uy, . . ., u, durch
n—1
; (ug | bn)
=b, — A mit A\ =-——-.
Un, n ;uk k k <uk‘uk>

(2) Optional kénnen wir u,, ersetzen durch u), = p,u, mit w, € K*
(3) Normiert zu ey, := ug/||ui| erhalten wir eine Orthonormalbasis:

0 flr k ¢, 0 far k # ¢,
’ _ nd (ey|er) =
(ug | ue) {|Uk-|2>0 fl‘]l’k—&} u (ex | ee) {1 fUrk-Z.}

© Das Gram—-Schmidt—Verfahren ist einfach, aber wirkungsvoll.
L[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §5.5.

Aufgabe: Alles steht explizit da. Rechnen Sie es sorgsam nach!

Losung: (1) Wir fiihren Induktion Uber n. Fir n = 1 ist die Aussage klar.
Sei nun n > 2. Im Unterraum U,,_; < V haben wir die gegebene Basis
(b1,...,bn_1) bereits zur Orthogonalbasis (u1, ..., u,—1) transformiert.
Im Unterraum U, erhalten wir aus der Basis (b1, ...,b,—1,b,) zunéchst
(U1, ..., un—1,by) und dann (uy, ..., up—1, ts) Mit up = by — Y _1_
Firalle j =1,...,n—1qilt (u; | up) = (uj | bp) — (uj | u;)\; =0.
Dies verschwindet genau fiir \; = (u; | by )/(u; | u; ). Voila!

uk/\k.

(2) Basiseigenschaft und Orthogonalitét bleiben nach Skalierung von wu,,
Zu ), = ppu, mit u, € K*. Das verschafft uns zuséatzlichen Spielraum.

(3) Da (u1, ..., uy) eine Basis von U, ist, gilt insbesondere u,, # 0.
Normierung zu e, := uy,/||u,| liefert also eine Orthonormalbasis.

© Dieses Verfahren funktioniert genauso, wenn b1, . . ., b,, nur ein Erzeugendensystem von U,
ist, aber nicht notwendig linear unabhingig. Wenn bei der Orthonormalisierung u, = 0 auftritt,
so ist by, eine Linearkombination von by, . .., b,—1 und wird ganz einfach aus der Liste geloscht.
Auf diese Weise konnen wir aus jedem Erzeugendensystem eine Orthonormalbasis extrahieren.
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Die Orthogonalitat von (e, = €**),.c7 haben wir oben direkt berechnet.
Diese fundamentale Eigenschaft hat einen tieferen, allgemeinen Grund:

Aufgabe: (1) Der Ableitungsoperator + d; ist hermitesch:

<1d:rf‘g> < ’1d$ >

ist e;, Eigenfunktion zum Eigenwert k:
1d
i dx

(3) Demnach sind alle Eigenfunktionen e, untereinander orthogonal.

Lésung: (1) Fir f, g: R — C stetig diff'bar und 27r—periodisch gilt:

1d 12 ELI R
1289y =1 [Fg=1[r) ~1 [ Fo=(:51]9)
ide iJo iJo ide
Aussage (2) ist klar. Damit folgt (3) wie fiir Matrizen bekannt. [1143]
Die Entwicklung nach Eigenfunktionen ist ein universelles Prinzip und niitzt uns vor allem fuir

Differentialgleichungen. Die Fourier—Theorie diagonalisiert den Ableitungsoperator *
Die Entwicklung nach seinen Eigenfunktionen ¢'*® fiir k € Z ist die Fourier—Reihe.

(2) Fiir den Operator 1

i dJ:

ikm _ k,eik’x

i (]T

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hdhere Mathematik 1, §6.4.
Reelle Matrizen mit der Eigenschaft A = AT nennt man symmetrisch.
Im Komplexen muss man transponieren und konjugieren. Ausfihrlich:

Zur Matrix A € C"*" ist A* := A" die hermitesch-konjugierte Matrix.
Fur Spaltenvektoren u,v € C™ gilt (u | v) = @, und daher

(u| Av) :ﬂTAv:ﬂTv:(A*u [v).

Wir nennen die Matrix A hermitesch, wenn A* = A gilt,
gleichbedeutend also (u | Av) = (Au | v) flr alle u,v € C™.
ke | ¢ € C } der C—Vektorraum

Beispiel: Sei V,, = { >__

der trigonometrischen Polynome vom Grad < n und A = %% Vo= Va
der Ableitungsoperator. Bezliglich der Basis (e—n, €1-n, ..., €n—1,€n)
von V,, entspricht A der Diagonalmatrix diag(—n,1 —n,...,n —1,n).

Allgemein: Sei V ein C—Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).
Sei A:V — V eine C-lineare Abbildung (auch ,Operator“ genannt).
Wir nennen A hermitesch, wenn (u | Av) = (Au | v) fur alle u,v € V.
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Aufgabe: Jeder hermitesche Operator A:V — V
hat nur reelle Eigenwerte und orthogonale Eigenrdume:

(1) Fir jeden Vektor v € V gilt zunachst (v | Av) € R.

(2) Sei v € V ein Eigenvektor, Av = Av mit A € C. Dann gilt A € R.
(3) Seien u,v € V Eigenvektoren, Au = Au und Av = pov mit A # p.
Dann sind « und v orthogonal, also (u | v) = 0.

Losung: (1) (v | Av) =

Mo lv) = (v[l) = (v]Av) =

(Av|v) = (v ]| Av). Wir rechnen (2) nach:
(Av|v)=(M]|v)=Xuv]|v)
Wegen v # 0 und Positivitat gilt (v | v) > 0, also A = X. Ebenso (3):
Mulv)=(Xu|v)=(Au|v)=(u|Av) = (u|p)=pu{u|v)
Also (A — p){u | v)=0.Wegen XA — p # 0 folgt somit (u | v) =0.

Slogan: Hermitesche Operatoren verhalten sich wie reelle Zahlen.
Genauer: wie reelle Diagonalmatrizen. Wir erinnern an folgenden Satz:

Satz I11K: Diagonalisierung hermitescher Matrizen

Jede hermitesche Matrix A € C™"*" ist orthogonal diagonalisierbar:
Es gibt eine orthogonale Basis vy, ..., v, € C" aus Eigenvektoren.

Beweis: Induktion tber n = dim V: Fir n = 1 ist alles klar. Sei n > 2.
Sei )\ € R ein Eigenwert und v € V' ein zugehdriger Eigenvektor.
Der hierzu orthogonale Unterraumist W = {w e V | (v |w) =0 }.
Es gilt A(W) C W, das heif3t, fur alle w € W gilt Aw € W, denn
(v] Aw) = (Av|w)= (I |w)=Xv|w)=0.
Es gilt dim W = n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
eine orthogonale Basis vy, ...,v,-1 von W aus Eigenvektoren.
Somit ist vy, ..., v,—1,v eine orthogonale Basis von V.
© Annliches gilt fiir den Ableitungsoperator +-4 und die Entwicklung

nach den Eigenfunktionen e** in eine Fourier—Reihe. Der Vektorraum L2
ist allerdings unendlich—dimensional, ein entscheidender Unterschied.
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Die Funktion f:R — C sei T—periodisch und auf [0, 7] abs. integrierbar.
Wir entwickeln f in Harmonische zur Grundfrequenz w = 27 /T

= ikwt i 1 g —ikwt
f(t) ~ Z cpe mit ¢y, ::(ek|f):f[70e f(t)de

k=—oc0

Hier ist ¢;, € C die Amplitude (und Phase) der k-ten Schwingung et
Dank Euler—Formel ¢! = cos(kwt) + isin(kwt) ist hierzu dquivalent:

£(t) ~ % +3 " ay cos(kwt) + by sin(kuwt) mit Koeffizienten
k=1

2 (T yf

ap = — / cos(kwt) f(t)dt = ¢ + c—g, crp = Ck lbk,
7 s 2
2 (T e + it

by, := 7/ sin(kwt) f(t)dt = i(ck —c—), c—p= B e Dk,
90 [k o 2

© Fir xz = wt erhalten wir Periode 27 und Grundfrequenz 1.

Das T—periodische Signal f zerlegen wir so in sein Spektrum 7:

- 1 /T

f(k) =¢ =

f:R>C o—e f:Z—C,
T Ji=o

C—ik‘wtf(t) dt

In Grad < n approximieren wir f durch das Fourier—-Polynom f,,:

n n
16 = Z cp et = L)U + Z ay, cos(kwt) + by sin(kwt)
- k=1

k=-n

Flr n — oo erhalten wir (zumindest formal) die Fourier—Reihe:

o0 O

. C . )

f(t) ~ g cp et — % + g ay cos(kwt) + by sin(kwt)
- k=1

k=—00

Gelesen: ,Die Funktion f hat die Fourier—Koeffizienten ¢ bzw. ay, by,."
Far trigonometrische Polynome ist die Reihe endlich, sonst unendlich!
© Fur die Konvergenz dieser Reihe gibt es effiziente Kriterien.
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Zur Fourier—Analyse benétigen wir nur die absolute Integrierbarkeit,
also fOT\f(t)\ dt < co. Wegen |e™*| = 1 ist dann e~ £(t) Uber [0, T
absolut integrierbar, und obiges Integral definiert ¢, € C fir jedes k € Z.
Das trigonometrische Polynom f,, dient uns als Approximation an f.
Die Fourier—Reihe ist jedoch zunachst nur eine bequeme Schreibweise:
Wir wissen noch nicht, ob und in welchem Sinne die Reihe konvergiert!
Zur Konvergenz bendtigen wir etwas starkere Voraussetzungen an f,
etwa quadratische Integrierbarkeit fOT\f(t)\2 dt < oo, siehe Kapitel J.
Selbst wenn die Fourier—Reihe in einem Punkt ¢ € [0, 2] konvergiert,
muss der Grenzwert nicht der Funktionswert f(¢) sein. Dazu gentgen
stérkere Forderungen, etwa Differenzierbarkeit im Punkt ¢ (Satz 12A).
Nur im Falle der Konvergenz in jedem Punkt ¢ € R schreiben wir

oo oo
ft) = Z cp et = % + Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)
k=—00 k=1

Das nennen wir die Fourier-Synthese, also das Zusammensetzen der
Teilschwingungen zwecks Rekonstruktion der urspriinglichen Funktion f.

Das Konvergenzproblem ist analog zur Taylor-Reihe von f € C*°(R,R):

ki . £(0)
f(z) ~ chz mit Taylor—Koeffzienten ¢ = T
k=0
Das bedeutet zunachst nur: f hat die Taylor—Koeffizienten ¢, (B438).
Konvergenz: Fir n — oo muss das Restglied verschwinden: R,,(z) — 0.

In diesem Kapitel berechnen wir zunéchst zentrale Beispiele von
Fourier—Reihen: S&dgezahn-, Rechteck- und Treppenfunktion etc.
Die hierbei beobachteten Eigenschaften und Rechentechniken
formulieren wir parallel hierzu allgemein als Satze / Rechenregeln.
Das dient ganz konkret dazu, nitzliche Tricks und Abkirzungen zu
erklaren und fir Anwendungen bereit zu stellen. Insbesondere aber
klaren wir, wann, wo und wogegen die Fourier—Reihe konvergiert.
Im nachsten Kapitel Uibertragen wir die geometrischen Begriffe des R™
wie Skalarprodukt, Norm und Abstand, auf quadratisch integrierbare
Funktionen und ihre Fourier—Reihen. Das ist eine Uberaus nitzliche
Betrachtungsweise und der natlrliche Rahmen der Fourier—Theorie.
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Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) = z flir 0 < z < =.
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihe.

o) 0 o)

/\ Wir wissen zunéchst nur f(z) = z fiir 0 < 2 < 7. Da f ungerade ist,
also f(—x) = —f(z), folgt f(0) =0und f(z) =z fir -7 <z < 0.

Dies setzen wir 2r—periodisch fort. Insbesondere folgt f(+7) = 0.

© Die Funktionsskizze ist fiir die Rechnung hilfreich. Wer schon die
Funktion nicht zeichnen kann, dem misslingt wohl auch das Integral.

(1) Der nullte Fourier—Koeffizient ¢, ist der Mittelwert liber eine Periode:

1 us
(%:— rzdz =0

(siehe Skizze)
2m )

co —

Fir k € Z ~ {0} rechnen wir komplex und nutzen partielle Integration:

b 1 g Ry L i ik '” T ik
o 1 d :7<[7 z] (i ,xd)
Ck 277_'771'6 raxr o ke xT 771- ~77rke x

B i ef7rikﬂ_+e7ri1€ﬂ_ B l (71)]6 + (71)k B ( l)ki

Tk 27 Tk 2 B k

Damit haben wir die Funktion f in ihre Fourier—Reihe entwickelt:

Z(fl)k“%sin(kx)

k=1

k#£0

1 1 1
= 2 {sin:rf isin2x+§sin3x7 Zsin4x+...}

© Da f ungerade ist, erhalten wir c_;, = —c,, also eine Sinus-Reihe.
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Umrechnung der Koeffizienten fiir die Co/Sinus-Reihe:

2
ap =cp+c_ =0, b, = i(cr —cg) = (~1)F1 2.

k
Zum Vergleich nochmal direkt die Integrale fiir ay, b, mit & > 1:
ay = l/ z cos(kz) dx (ungerader Integrand)
™ —T
1 sin(kz) " ™ sin(kx) _
7;<|:1‘7k }777 /77r7k de ) =0
b, = / zsin(kz) dz (gerader Integrand)

E R N

([t o [ s ) _ e

Zur Berechnung von ag, b sind zwei Integrale nétig, flr ¢, nur eins.
Man spart ein wenig, doch der Rechenweg ist Geschmackssache.
Die Umrechnung zwischen ay, b, und ¢, gelingt jedenfalls leicht.

© Die Fourier—Koeffizienten ay, b, ¢x, sind hier leicht zu berechnen.
Da f reellist, gilt ax, b, € R und c_;, =¢;. Da f ungerade, gilt a;, = 0.
Die folgenden Graphiken zeigen hierzu die Fourier—Polynome f,,.
Wir wollen verstehen, in welchem Sinne f,, — f konvergiert.

© Fur jeden Punkt 2 € R gilt augenscheinlich f,(z) — f(z):

In den Punkten z = 0 und = = 7 ist dies klar, ansonsten keineswegs!
Die Koeffizienten klingen nur langsam ab (~ 1/k), das hei3t auch hohe
Frequenzen tragen noch deutlich bei: Die Fourier—Reihe ist ,rau“.

/\ Wir sehen recht eindringlich das sogenannte Gibbs—Phédnomen:
Die Funktionen f,, Gberschwingen in Sprungstellen um ca. 9%.

® Es gilt daher keine gleichmaBige Konvergenz f,, — f auf R:

Ein kleiner e~Schlauch um f enthalt nicht alle f,, fir n > no.

© Auf jedem Intervall I = [—x + §,7 — §] abseits der Sprungstellen
konvergiert f,, gleichmaBig gegen f: Zu jedem ¢ > 0 liegen schlieBlich
alle f,, im e—Schlauch um f auf I. Auch das ist bemerkenswert!
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Spektrum

1 1 1 1
flx)y=2 {sinw -3 sin 2z + 3 sin 3z — 1 sindx + 3 sinbz F ...

Die ersten Fourier—Polynome f1, f2, f3, ... @hneln f zunachst nur grob:

4
~
—
— %
2 — 7

1211
Beispiel

Fourier—Entwicklung der Sdgezahnfunktion

1212
Beispiel

Fourier—Entwicklung der Sdgezahnfunktion

Das Fourier—Polynom fy von Grad 9 liegt schon naher bei f:

4
—-— f
—fo
2
0
-2
—4
—6 —4 -2 0 2 4 6

Das Uberschwingen bleibt auch bei héherem Approximationsgrad:

4
) 5 —-— f
— fa
2
0 ® ®
-2
[ q
—4
—6 —4 -2 0 2 4 6
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Punktweise & gleichmaBige Konvergenz von Fourier—Reihen enauerung

Punktweise & gleichmaBige Konvergenz von Fourier—Reihen o

Wir untersuchen die zentrale Frage: Konvergiert die Fourier—Reihe?
Wir approximieren f:R — C mit Periode T' durch Fourier—Polynome

n ) ) 1 /T
falt) == Z cp et mit ¢ = f/ ekt £ (1) dt.
t=0

k=—n
Wir sagen, die Fourier-Reihe von f konvergiert im Punkt ¢ € R,
wenn die Zahlenfolge ( fy(t))nen in C fiir n — co konvergiert.

Sie konvergiert im Punkt ¢ gegen f(t), wenn f,,(t) — f(¢) gilt.
In diesem Falle (und sorgsamerweise nur dann) schreiben wir

f(t): i CkeikWt.

k=—00

n

T ikwt
ft)=lim > cpe

k=-n

oder kurz

/\ Fourier vermutete zunachst Konvergenz f,, — f fiir jede Funktion f.
Das ist jedoch nicht immer der Fall. Wir brauchen praktische Kriterien!
© Wir nutzen hierzu das Dirichlet—Kriterium: Ein wenig Regularitat
von f im Punkt ¢ € R garantiert die erhoffte Konvergenz f,,(¢t) — f()!

a8 l

e

; boo|/ : a
/ N
// ’\/ pa \
Sedisard J \
g @) C A B @
Links-/rechtsseitiger Grenzwert und Ableitungen von f im Punkt ¢:
f(6=) = lim f(7) F(t+) = i f(7),

LR (C LS ()

(=) = 1
f(t=) limy

Die Dirichlet-Bedingung fordert, dass alle vier Grenzwerte existieren.

Wir nennen f sprungnormiert im Punkt ¢, falls f(t) = [f(t—) + f(t+)].

Zur Erinnerung: Genau dann ist f stetig in ¢, wenn f(t) = f(t—) = f(t+) gilt.

Beispiele a, b sind stetig, ¢, d haben eine Sprungstelle, d ist sprungnormiert, ¢ nicht.
Beispiele a, b, c haben beidseitige Ableitungen, d hingegen nicht (senkrechte Tangente).
Beispiel e hat rechtsseitig eine Polstelle, hier sind Ableitung und Sprungnormierung sinnlos.

Punktweise & gleichméBige Konvergenz von Fourier—Reihen Edautersng
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Stetigkeit im Punkt t € R ist dquivalent zu f(¢) = f(t—) = f(t+).
Im Falle f(t—) # f(t+) hat f in t eine Sprungstelle (sieche Skizze).

Differenzierbarkeit im Punkt ¢ impliziert Stetigkeit und ist &quivalent
zu Dirichlet mit f(t) = f(t—) = f(t+) und f'(t=) = f'(t+) = f'(t).

Zu einer vorgelegten Funktion f stellt sich die konkrete Frage:
In welchen Punkten konvergiert die Fourier—Reihe? und wogegen?
Das Kriterium von Dirichlet gibt hierauf eine sehr praktische Antwort:

Ist f im Punkt ¢ differenzierbar, so konvergiert die Fourier—Reihe gegen
den Wert f(¢). Das gilt auch dann noch, wenn f in ¢ stetig ist und beide
links-/rechtsseitige Ableitungen existieren. Sogar Sprungstellen kénnen
wir so noch gut behandeln: Die Fourier—Reihe konvergiert dann gegen
den Mittelwert! Um all diese Félle prazise zu klaren, muss man nur die
vier geforderten (links-/rechtsseitigen) Grenzwerte von f sicherstellen.

© Die Dirichlet-Bedingung ist recht milde: Sie erlaubt Sprungstellen
und verhindert lediglich, dass unsere Funktion f allzu wild oszilliert.
Fur viele praktische Falle ist das ausreichend — und sehr bequem!

Satz 12A: Dirichlet—Kriterium flr Fourier—Reihen, siehe J2A & J2B
Sei f:R — C abs. integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch, w = 27 /T.

(1) Angenommen, f:R — C erfillt die Dirichlet-Bedingung im Punkt ¢,
d.h. beide Grenzwerte f(¢+) und beide Ableitungen f/(¢+) existieren.
Dann konvergiert in diesem Punkt ¢ die Fourier—Reihe f,,(t) geman

fa®) =0 e — L[f(t+) + f(t—)] fur n— oo

/\ Der Funktionswert f(¢) im Punkt ¢ spielt dabei gar keine Rolle.

(1a) Speziell gilt f,,(t) — f(¢) falls f in ¢ zudem sprungnormiert ist.

(1b) Ist f: R — C stlickweise stetig differenzierbar und Ulberall stetig bzw.
sprungnormiert, dann konvergiert f,,(¢t) — f(t) in jedem Punkt ¢ € R.

(2) Ist f: R — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit |f'| < L,
so konvergiert die Fourier—Reihe f,, — f sogar gleichmaBig auf ganz R:

\ 1fa®) = F()] < 2LJw-n(n)/n —0 fir n— oo
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© Das Dirichlet—Kriterium 12A kénnen wir auf die Sagezahnfunktion
anwenden und die Konvergenz ihrer Fourier—Reihe vollstandig klaren!

Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =z fir 0 < z < 7.

b b
/ A Wi
S S /

v / /’

7

/ g 4

Aufgabe: (2) Bestimmen Sie f(z+) und f’(z+) in jedem Punkt x € R.

(3) In welchen Punkten x € R konvergiert f,,(z) fir n — co? Wogegen?

1 1 1 1 1 1 1
4) Wi nkonvergiert 1— = +=-—= 4= _ o
(4) Wogegen konvergiert ot hE et n

Lésung: (2) Auf |—7, 7 gilt f(x) = z. In jedem Punkt = € |—x, 7 ist f
stetig, f(z£) = f(x), und zudem differenzierbar, f'(z+) = f'(z) = 1.
Alles wiederholt sich 2r—periodisch, auf |x, 3|, |37, 57|, etc.

In unserem Beispiel ist 7 die einzige Sprungstelle (modulo 277Z):
fm=) = lin £(1) = lin 1]
flm+) = th\zr}r f(t)= tl{l; [t —2n] = —m

=+n

Auch in der Sprungstelle existieren die einseitigen Ableitungen:

f/(r=) = lim f) = f(m-) — lim t-m —liml=1
t t—m t nt—m t/m

f/(m+) = lim f®) = flrt) _ lim (t=2m) = (=m) _ lim1=1
N\ t—m N\ t—m N\

© Das zeigt: Unsere Funktion f erfilllt die Dirichlet-Bedingung! (12A)
© Zudem ist f sprungnormiert, das heiBt f(z) = 3[f(z+) + f(z—)].
Das giltin © = &7 dank f(+7) = 0, aber ebenso fir —7 < z < 7.
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(3) Dank (2) kénnen wir das Dirichlet—Kriterium (12A) nutzen:

Z(—l)k“%Sin(kaz) m%m f('L) _ {I fur —rT<z<m,

=1 2 0 firz = +m.

(4) Speziell fir z = 7/3 kennen wir folgende nltzliche Werte:

k 0 1 2 3 4 5 ..
cos(km/3) 1 /2 | —1/2 | -1 | =172 | 1/2 | ...
sin(km/3) 0 V3/2 | V3/2 0 —V/3/2 —v3/2 ...

Damit kénnen wir Reihe und Funktion auswerten und vergleichen:
1 1 1 1 1 1 G 7r m
vli-z+i-3+i-stmomt] 2 A5 -3
© Hieraus erhalten wir den gesuchten Grenzwert der Reihe:
T R IR A Y P
2 4 5 7 8 10 3V3

© Dass diese Reihe konvergiert wissen wir dank Leibniz-Kriterium B3G.

Nun kénnen wir sogar ihren Grenzwert berechnen, exakt und explizit!

97880. ..

© Das praktische Dirichlet-Kriterium 124 bestétigt unsere Anschauung!
Wir gewinnen explizite Grenzwerte und kénnen damit exakt rechnen.
Das ist ein machtiges Werkzeug, wie wir schon in dieser Aufgabe sehen:

/\ Fr die letzte Rechnung (4) benétigen wir f,,(z) — f(z) fir n — oc.
Dies stellen wir im vorigen Teil durch das Dirichlet—Kriterium sicher (3).
Hierzu missen wir nur die geforderten Grenzwerte von f sichern (2).
Diese Vorgehensweise ist typisch und besteht aus zwei Teilen:
Zur Fourier—Analyse berechnen wir die Fourier—Koeffizienten (1):
ol 1 2 .

= o | e_‘k’”f(x) dx
Zur Fourier—Synthese bestimmen wir zum betrachteten Punkt z € R,
ob und wogegen die Fourier—Reihe f,(z) fir n — oo konvergiert (2—4).
/\ Nur im Falle der Konvergenz in jedem Punkt 2 € R schreiben wir:

>0

(o]
ik ao p .
= Z Ck elke — - T Z ay cos(kx) + by sin(kx)

k=—o00 k=1
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Die Funktion f:R — R sei 2r—periodisch mit f = Ij, ;) auf [a, a+27].
Hierbei seien die Werte a < b < a + 2 beliebig vorgegeben.
Spéter wollen wir insbesondere —a = b = /4 betrachten.

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihe.

© Wir berechnen hier die Fourier—Reihe einer Indikatorfunktion.
Durch Linearkombination erhalten wir beliebige Treppenfunktionen!

2) Bestimmen Sie f(z+) und f’(z+) flr jeden Punkt = € R.
3) In welchen Punkten x konvergiert f,,(z) fir n — oo? Wogegen?

@
3)
(4) Welche Werte haben Funktion und Reihe fir x = b = —a?
®)

. 1 1 1 1 1 1 1
5) Wogegen konvergiert 1 — 3 + 5% + 9

(1) Der Fourier—Koeffizient ¢ ist der Mittelwert Giber eine Periode:
1 a+2m

1ot b—a
0= 7 z)dr = —— ldex =
0= o r—a fla)de 2m /x:a o 2m

Far & # 0 rechnen wir komplex und finden:

1 b . 1 [=1 . b e—ik‘a_
D —ikx HDI —ikz

- R d - -
*=or )l R zw['/c ¢ } ik

Die Fourier—Reihe, zun&chst formal (ohne Anspruch auf Konvergenz):

—ikb
f(z) ke

(siehe Skizze)

e—ik‘b

b—a e—ke _ ¢ ;
Lhra et o
27 oz 2rik

® Ohne Werkzeug ist dieser Reihe kaum anzusehen, ob und wogegen
sie konvergiert. © Hier rettet uns das Dirichlet—Kriterium! (Satz 12A)
(2) Die Funktion f ist konstant auf Ja, b[ und auf ]b, a + 2x[. Hier ist f
stetig, also f(z+) = f(z), und differenzierbar, f'(z+) = f'(z) =

In z € {a,b} hat f eine Sprungstelle, mit f(a+) = f(b—) =1 und

f(a—) = f(b+) = 0 sowie einseitigen Ableitungen f'(z+) = 0.
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(3) Dank (2) kénnen wir das Dirichlet—Kriterium (12A) nutzen:

flra < < b,
firb <z < a+2m,
fir x = a und flr z = b.

711&1 —ikb

1
—€ Dirichle
1/w: el 0
1
2

T omik 12

(4) Im symmetrischen Fall « = —b vereinfacht sich diese Reihe zu:

b sin(kb) . sin( kb

Oy ) ke Z 2 kz)
T s km

© Da f gerade ist, erhalten wir c_;, = ¢, also eine Cosinus—Reihe.

/\ In der Sprungstelle gilt f(+b) = 1. Die Reihe ergibt hingegen:
sin( kb . sin(kb) T b
+2 Z = Z A cos(kb ~3

=3
© Den Wert dieser Reihe verdanken wir Dirichlet! Speziell fir b = 7 /2
sehen wir ihn direkt, denn hier gilt sin(kb) cos(kb) = 0 fur alle k € Z.

o1
s(kb) < =
) =3

(5) Speziell fir z = b = 7 /4 kennen wir folgende nitzliche Werte:

k 0 1 2 3 4 5 6 7
cos(km/4) || +1 +£ 0 —% -1 7§ 0 +§
sin(kr/4) | 0 |+ | 41| 42| 0 | -2 | 1| -2

Fur ungerade k = 2j + 1 gilt 2sin(km/4) cos(kr/4) = (—1)7, sonst = 0.

Wir setzen also = = b = 7/4 in unsere Reihe ein und vereinfachen:
11""2 7 kN o 1 (-1 o«
1 ;Z;h <*> 5(7) ) ;2j+171
© Hieraus erhalten wir den gesuchten Grenzwert der Reihe:
P S U S S
35 7 9 11 4

© Das ist die Leibniz—Reihe, die wir bereits von Seite B319 kennen.
Fir x = b = 7/3 erhalt man Ubrigens die Reihe der vorigen Aufgabe.

0.7853981633 .. ..
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Sei f:R — R ungerade und 27—periodisch mit f(z) = 1 flr 0 < = < 7.
Hierzu sei g: R — R mit g(x) = f(x + 7/2) die Verschiebung um 7 /2.
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie f, g. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihen.
(2) Konvergiert die Fourier—Reihe in jedem Punkt gegen die Funktion?
Lésung: Der vorigen Aufgabe entnehmen wir bzw. rechnen direkt aus:
o &

[ ]
L
L]

°
&
—T

e

®
—7/2 /s

© o—>o

f ungerade ~ Sinusreihe g gerade ~ Cosinusreihe

411 . 1 . 1 . 1 . 1 .
flz)=— smx+§sm3l’+7sm5x+?sm7z+§Sln9x+...
™

5

()f4 L c0532 + = co857 — 3 €08 Tz + = c059
g:U77TCOS$ 3COSl 5COS£E 7COSI 9COSLE:F.‘.

(0) Skizze! (1) Wir rechnen geduldig oder nutzen die vorige Aufgabe.
(2) Dank Dirichlet 124 gilt f,,(z) — f(z) und g,(x) — g(z) in jedem
Punkt = € R, hier sogar in den Sprungstellen da sprungnormiert.

© Wir erkennen hier besonders schén folgende Symmetrieregeln:

Fir jede reelle Funktion f:R — R gilt a, b, € R, also ¢_j, = ¢.
Ist f gerade, also f(—z) = f(z) fUr alle z € R, so gilt
b, =0, ap= g/ cos(kx) f(z)dx, c_p = cp.
T Jo

Also f ~ Cosinusreihe. Fir reelle Funktionen hei3t das ¢; € R.
Ist f ungerade, also f(—xz) = —f(z) fur alle z € R, so gilt

2 *TT
ar, =0, by= ;/ sin(kz) f(z)dz, c_ = —ck.
0

Also f ~ Sinusreihe. Fir reelle Funktionen heif3t das ¢, € iR.

© Mit dieser einfachen Beobachtung lasst sich dank Symmetrie
die Rechnung halbieren oder Ergebnisse auf Plausibilitat prifen.
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Zur lllustration nochmal ausfiihrlich die Rechnung fir f:
Der nullte Fourier—Koeffizient ist der Mittelwert Uber eine Periode:

agp 1 4
Q= —=-—

5 ") (z)dz =0

(ungerader Integrand)

Berechnung der Fourier—Koeffizienten fir k& > 1:

1 ~TT
a = — f(z)cos(kz)dx =0 (ungerader Integrand)
by, = 1 f(z)sin(kz) dz (gerader Integrand)
L
= g/ sin(kz) dz _2 {M}
T Jo s k 0
_2 {1 - cos(k'Tr)] _Jo  far k gerade,
T k | & firk ungerade.

© Dank Symmetrie sparen wir hier 50% des Rechenaufwands.

Zum Vergleich das Integral fir ¢; mit k # 0:

! e kT f(2) da

:% -

11/ . (U
=5 / e*‘k"dw—/ eﬂkzdz}
T 1Jo _
e "
= — / ef‘k‘zdx—/ elk’”dx}
27!'»0 0

ck

1 1 1—cos(kx)ym

= ;/0 sin(kz)dez = i7r[ 3 ] dz
11— cos(kﬂ')} | furkungerade,
Tin | k ~ )0 firk gerade.

Oder umgerechnet fiir die Co/Sinus-Reihe:

& fur k ungerade,

=cp+c_=0. b =i(ckp —c_g) =
M= Gk ek k=i —eo) {0 fur k gerade.

© Die komplexwertige Rechnung bringt hier keine weitere Ersparnis.
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Spektrum

4 1 1 1 1
f(x) {sin x4+ 3 sin 3z + 5 sin 5z + = sin 7x + 9 sin 9z + ...

™

Die ersten Fourier—Polynome f1, f3, f5,... ahneln f zunachst nur grob:

Die Fourier—Polynome f,, htheren Grades liegen immer naher an f.
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Das Uberschwingen bleibt auch bei héherem Approximationsgrad:

- f

— fa25 A

—6 —4 -2 0 2 4 6

Dieses Gibbs—Ph@nomen tritt allgemein an jeder Sprungstelle auf!

(® Was erkennen wir an diesen Fourier—Polynomen fi, f2, f3,...?

Fur groBBe n ahnelt das Fourier—Polynom f,, immer mehr der Funktion f.
Das Dirichlet—Kriterium I2A garantiert uns die punktweise Konvergenz!
In jedem Punkt = € R gilt Konvergenz f,,(z) — f(z) fir n — oo.

An jeder Sprungstelle passiert jedoch etwas hochst Bemerkenswertes:
Die Fourier—Polynome f,, kbnnen dem Sprung nur folgen, indem sie
etwa 9% Uber das Ziel hinausschieB3en. Auch fir Approximationen
groBerer Ordnung bleibt dieses Gibbs—Phanomen bestehen.

Anschaulich: Wenn wir um f einen sehr schmalen Schlauch legen,
so liegt darin keines der Fourier—Polynome f,,. Das bedeutet, die
Konvergenz f,, — f gilt hier punktweise, aber nicht gleichmaBig!
Der Abstand sup,.cr|fn(z) — f(x)| wird nicht beliebig klein.

Auf jedem kompakten Intervall [a,b] mit 0 < a < b < 7 fern der Sprung-
stellen ist unsere Funktion f jedoch stetig, sogar stetig differenzierbar.
Auf [a, b] konvergieren die Fourier—Polynome f,, gleichméaBig gegen f.
Ein Uberschwingen findet auf [a, b] nicht statt, nur in den Sprungstellen!
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Sei f:R — C absolut integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch.
Wir entwickeln f in Harmonische zur Grundfrequenz w = 27/T":

[eo]

FO)~ 37 Flk)e,

k=—00

fo—sef,

flk) = %/tzoo"kw‘f(t) dt

Diese Analyse zerlegt das Signal f:R — C in sein Spektrum f Z — C.
Die Reihe ist wie zuvor zunachst nur eine symbolische Schreibweise;
wir schreiben Gleichheit nur im Falle der (punkitweisen) Konvergenz.
Fur diese Fourier—Analyse gelten folgende niitzliche Rechenregeln:

Linearitat: af o—eaf, f+go—ef+3,

F(=t) o—e f(~k), Ft) o—e F(—k),
e e f(k), el f(t) o—e flk — ),

Symmetrie:
Verschiebung: f(t —a) o—e

Produkte: frgo—ef-g.

Linearitat folgt unmittelbar aus der Linearitat des Integrals.
Die weiteren Regeln erhalten wir jeweils durch Substitution:

1T ~

- eflkwtf( df _ 7/ lkaf ds — f(—k,)

T Ji—o ;

L LT i R

- o ikw f R elkw/' = —k
7/, (t)de 7/, f(t)dt (—k)
LT e (s+a) _ikwa 7y
T t:Oe flt—a)dt :?/sziae f(s)ds=e f(k)
1T —ikwt ilwt ¢ 1 4 —i(k—f)wt ny

T t:Oc () dt = T - e fydt =fk—20

© Meist gehen wir mit z = wt zur Periode T = 27 und w = 1 Uber.
In diesem Spezialfall sind alle Formeln etwas kirzer und einfacher.
In konkreten Anwendungen ist die Frequenz w meist fest vorgegeben.
Die Umrechnung gelingt jedenfalls leicht wie oben in 11D festgehalten.
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Rechenregeln: Faltungsprodukt

Wir entwickeln periodische Funktionen f,g: R — C in Fourier—Reihen

00 o)

f(t) ~ Z A(m)eimwt und  g(t) ~ Z ﬁ(n)emm,

m=—0o0 n=-—oo
FOr h = f - g erhalten wir formal (ohne Anspruch auf Konvergenz):
Z Zf m)ut A muf Z|: Z f m n :| ikwt
m n k "m4n=k

Das legt folgende einfache Produkiregel nahe:

h:f.go—oﬁ:f*ﬁ mit E(k):

© Konvergenz ist sichergestellt falls Z\f(m)\ < oound Y [g(n)| < co.
© Die Fourier-Analyse libersetzt so das punktweise Produkt h = f - ¢
der Signale, also h(t) = f(t) - g(¢) fur alle t € R, in das Faltungsprodukt
h = f * g der Spektren; das kennen wir von Polynomen und Reihen!

© Umgekehrt gilt: Die Fourier-Analyse Ubersetzt das Faltungsprodukt
h = f * g der Signale in das punktweise Produkt i = f - g der Spektren.
Das Faltungsprodukt h = f % g der Signale ist hierbei definiert durch
1 T
h(t) = 7/,
© Integrierbarkeit gilt falls fOT\f( t)|dt < co und fo lg(t)] dt < oo.
Die Fourier—Koeffizienten berechnen wir hieraus wie folgt:

T
h(k) Z ;2/, . o Tkt ju g(t — ) dudt

u=

Fub 71kwu
= flu
TQ </u 0 /t 0

I ;
Subs 71kwu —ikwv Def
= 7 f(u)de ‘*/ e glv)dv =
T u=0 T v=0

T
ft—v)g(v)do.

v=0

flu)g(t —u)du = %

ceT ket g — ) dt du

F(k)-gk)

© Die Fourier—Analyse f, g o—e f,3 ist demnach dank f x go—e f - §
ein Algebra-Homomorphismus von (L!([0, 7], C), ) nach (¢>(Z,C), -).
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Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =z fir 0 < z < =.
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie f(z) und nennen Sie die Fourier—Reihe.
Losung: Sie kénnen dies nochmal berechnen oder wiedererkennen:

B

—12 12

(S

[«

|
N

1 1 1
f(z) =2|sinx — 551112.7:+ gsin?):l; - Zsin4x+...}

© Dies ist unsere gute alte Sdgezahnfunktion von Seite 1205.
Ubung zur Wiederholung: Rechnen Sie die Koeffizienten selbst aus!

Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) =z fir 0 < z < 7.
Aufgabe: (2) Skizzieren Sie f(x — m) und nennen Sie die Fourier—Reihe.
Lésung: Sie kénnen dies nochmal berechnen oder wiedererkennen:

S S

—12 12

(3]

o

|
[\

1 1 1
flz—m)=2 7sinxfgsin2x7§sin3xfzsin4x7...

© Dies ist die um 7 nach rechts verschobene Sagezahnfunktion.
Ubung: Was ergibt eine beliebige Verschiebung f(z + a) um a € R?

1307
Ausfiihrung

Symmetrie und Linearitat: Anwendungsbeispiel

1308
Ausfiihrung

Symmetrie und Linearitat: Anwendungsbeispiel

Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) = 2 flir 0 < z < =.
Aufgabe: (3) Skizzieren Sie f(m — ) und nennen Sie die Fourier—Reihe.
Losung: Sie kénnen dies nochmal berechnen oder wiedererkennen:

4
2
0
-2
—4
212 12
. 1. 1 . 1 .
flm—2z)=2 Sllll‘-‘r581112{E+§SII13:I}+181114.’[+...

© Diese Spiegelung ergibt eine fallende Sagezahnfunktion.
Ubung: Was ergibt eine beliebige Spiegelung f(a — ) fiir a € R?

Sei f:R — R ungerade und 2r—periodisch mit f(z) = 2 fir 0 < z < =.

Aufgabe: (4) Skizzieren Sie g(z) = f(x) + f(m — ) und nennen Sie die
Fourier—Reihe. Lésung: Wir nutzen geschickt die Linearkombination:

4

2

0

-2

—4
—12 -8 —4 0 4 8 12

1 1 1
f(x)+ f(r —x) =4|sinz + gsin?)a;-&- gsi115:y+?sin7:y+...

© Die Summe ist unsere gute alte Rechteckfunktion von Seite 225!
Ubung: Was ergibt die Linearkombination f(x) + f(a — z) fir a € R?
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Fourier—Entwicklung der Dreieckfunktion Beispiel

Aufgabe: Sei f: R — R ungerade, 2r—periodisch, f(z) =1 fir

0 < z < 7. Die Integralfunktion F'(z) = ft"‘zo f(t) dt ist periodisch.

(0) Skizzieren Sie f und F'. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihen.

(2) Wogegen konvergieren 1+ +z5+75+... und 1—g5—s+4+ ... ?

— f
3 —F
2
l———
0 . °
-1 o—» o—
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Lésung: Auf [—, ] finden wir F(z) = |z|, dann 27—periodisch.
(1) Die Fourier—Reihe der Rechteckfunktion f = F’ kennen wir bereits:
flz) ~ % {sinx + %sin&r + %Sin&r + %sin?x + %sinf)m+ .. }

Aus F(z fo t) dt erhalten wir dank Integration (I3A) mihelos:

4 1 1 1
F(z) ~ C —7|:COSL+3 cos 3z + 5 cos51+7 cosTx + . }
™

Der nullte Fourier—Koeffizient Cj ist der Mittelwert Uber eine Periode:
T B 1 B 1 [7 112290«
EE F(zx)de = — de = = de === =2

Co ,W (z) dz QW,/,WM v 7r_/0 e ﬂ{z]o 2

27,
Dank Dirichlet I2A haben wir Konvergenz in jedem Punkt = € R. Also:

4 1
F(x):gfg{cosx+

1 1
32 cosSx+5 cosox+7 cosTx + . }
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Zum Vergleich die direkte Berechnung der Fourier—Koeffizienten:

1 ~TT
A= / | cos(ka)de  (gerader Integrand)

™ —T
= g/ x cos(kz) dx (partielle Integration)
™ Jo
_2 <{az sm(/cx)} B /’ sin(kx) da:)
™ k 0 0 k
_2 {cos(kaz)r _2 [cos(lm) - 1} _Jo fur k gerade,
T P k2 | —s% firk ungerade.

—_

B, = ;/ || sin(kxz)dz =0 (ungerader Integrand)

Daraus erhalten wir die ersehnte Co/Sinus-Reihe:

[e]

F(z) ~ i Z mcos(@j +1)z)
=0

Zum Vergleich direkt das Integral fir C, mit k& # 0:

ek || da

Cr=+—

21 )

1 T 0
— 27 |:/ C—lk:ut rdx — / C—lkg) T dT:|
™ 0 -7
1 m T
= — {/ ke gy + / ek g daf}
2m 0

1 /7 .
:7/ cos(kz)xdxr = ... wie oben ...
™ Jo

2
— k2
0

Oder umgerechnet fiir die Co/Sinus-Reihe:

fur k ungerade,
flr k gerade.

4

k2

fur k ungerade,

By =i(Cr—C4) =0, Apx=Cp+C =3
e = 1(Ck, k) k =k k {0 fir k gerade.

© Die komplexwertige Rechnung bringt hier keine weitere Ersparnis.
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Ohne konstanten Term:

4 1 1 1 1
F(x) = ——|cosx + —5 cos 3z + —; cos bx + —; cos Tz + — cos 9z + .
T 32 52 72 92

Die Fourier—Polynome F,, konvergieren gleichméaBig gegen F:
0.1

—0.1

Zur besseren Sichtbarkeit zeichne ich die Differenz F,, — F vergroBert.
Dieser Fehler liegt in einem e—Schlauch mit ¢ < 2 max|F’|In(n)/n. (12A)
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(® Was erkennen wir an diesen Fourier—Polynomen F, F, F3,...?
Schon die ersten Fourier—Polynome F}, liegen recht nahe bei F.
Das Dirichlet—Kriterium I2A garantiert uns Konvergenz in jedem Punki!

Noch besser: Wenn wir um F' einen Schlauch der Breite £ > 0 legen,
so liegen darin alle Fourier—Polynome F,, fir ausreichend grof3es n:
Die Fourier—Polynome F,, konvergieren gleichméaBig gegen F'!

Dies ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz I2A von Dirichlet:

F:R — Cist stetig und stlickweise stetig differenzierbar mit | F'| < 1.
Aus der Skizze lesen wir |Fi3 — F'| < F13(0) < 0.05 ab. Satz I2A sagt
|Fi3 — F| < 2max|F’|In(13)/13 < 0.4 voraus: Diese allgemeine und
einfache Fehlerschranke ist korrekt, hier um den Faktor 8 zu groBzligig.

Das ist durchaus respektabel, dafiir ist unsere Schranke bequem und
der Beweis relativ leicht (ausgeflhrt ab Seite J201 im nachsten Kapitel).

Als Kontrast illustrieren die obige Sdgezahn- und Rechteckfunktion
das Gibbs—Ph&nomen in jeder Sprungstelle. Hier kann bestenfalls
noch punktweise Konvergenz vorliegen, aber keine gleichmaBige.

(2a) Ausgewertet im Punkt z = 0 finden wir:

T 4 11 1 Dirichle
LR T S 2 P0)=0
5 ﬂ{+32+ R } = F()
Hieraus folgt:
11 1 72 ISR
1+?+572+ﬁ+ 7§* 1.2337005501

2 s

Hieraus folgt:

U S 2 0

25 782
@© Dank passender Werkzeuge war die Rechnung schlieBlich leicht. Emeut gelingt uns damit die
Berechnung schwieriger Reihen! Aus der Reihe A := 3777 ;1/(25 + 1)? = 7?/8 folgt zudem
B:=39° 1/k* = /6, denn B = A + B/4. Dies 165t das beruhmte Basler Problem. [1324]




Termweise Integration von Fourier—Reihen enaenng| | TErmweise Integration von Fourier—Reihen e
Sei f:R — C eine T—periodische Funktion und differenzierbar. Satz I3A: termweise Integration von Fourier—Reihen
- . , R .
B?nn st dl.etﬁl.alellt:mg f" EbE:faIISFT )peﬁnoc;hsch; Sg:velt Kiar. Sei f:R — C integrierbar auf [0, T'| und T—periodisch. Die zugehérige
dlngegeg 'S Clie " egr.adynh ton (l‘)T* L;Od{(Jo i Integralfunktion F(t) := C + [!_, f(r) dr ist genau dann periodisch,
ann und nur dann periodisch, wenn J,_, f(t) dt = 0 gilt wenn F(T) — F(0) = fTT:O f(7) dr verschwindet. In diesem Falle gilt:
+T T
Fl'-‘rT—FI:/ t)ydt = z)dz = 0 T i T T
( ) ( ) e f( ) o f( ) ck :/ e—lkut,f(t)dt _ {e—lkth(t):I + 1kw/ e—lkth(t)dt _ lk'WCk
Ein illustratives Gegenbeispiel liefert folgende S&gezahnfunktion: =0 IWM:IOI J&=0
20 |~ f(z)=2— |z Das heiBt, wir diirfen Fourier—Reihen termweise integrieren:
— F(z) = [y f(t)dt
ikwt Ck_ ikwt
ft) ~ e+ cre = F(t)~00+zie
1 k#0 21 k#0 w
Integrationskonstante durch Punktprobe: F/(0) = C' = Co + >0 115
0s © Wir kénnen die Umkehrung sorgsam als Ableitungsregel fiir F lesen:
0 1 2 3 4 Hierzu sei F absolut stetig mit F' = f, also F(t) = F(0) + fut:O f(u) du.
Warnung zur Ableitung von Fourier—Reihen e Warnung zur Ableitung von Fourier—Reihen w0
2 Loésung: Dank Dirichlet—Kriterium 12A wissen wir fliir —m < x < :
—F
: in2z si in4
%( A AP _? F(CL‘):% _ sinx—SHlQI 5111333r_sm4:r
1 — 2
— F; Die naive Ableitungsregel gilt hier keineswegs:
F,
/ ! flx)=12 o cosz—cos2x+ cosdz —cosdx +...
0
/ @ Inz =0 gilt £,/(0) = 1 fir n ungerade und F,/(0) = 0 fiir n gerade.
Siehe Graphik! Die Zahlenfolge 0,1,0,1,0,1,0,1, ... konvergiert nicht!
-1 }% @ Die Ableitungen F,’(0) konvergieren nicht gegen F’(0) = 1/2!
% o Sie erkennen das Problem sehr deutlich an den obigen Graphen.
/\ Hier gilt nicht F(t) = F(0) + futzo f(u) du wie im Satz I3A verlangt.
-2 1 ) 0 D) 1 Bitte lesen Sie Satze sorgsam und griindlich, wie immer, so auch hier.
Wi leichen die Fourier—Reih F und der Ablel = Nur wer sein Werkzeug beherrscht, rechnet korrekt und effizient.

Ir vergleic erlm ,Ie ourier—riethen ::';n und der eltu.ng ! ;m ’ © Satz I3A garantiert: Integrieren ist besser als Differenzieren!
A.ufgabe.: Impliziert F'(x) N_Zk Ck_e _ ”T_‘mer f(I_) ~ Dy 1kCp e? Fir die Ableitungsregel geméan Satz 13A muss F absolut stetig sein.
Die Fourier-Polynome F,, sind beliebig diff'bar. Gilt F,,'(0) — F'(0)? Zum Beispiel genligt: F stetig und stiickweise stetig differenzierbar.

Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion Beiope Fourier—Entwicklung der Parabelfunktion Beiopie

Aufgabe: Sei F': R — R von Periode 27 mit F(z) = 22/2 fur |z| < 7.
(0) Skizzieren Sie F und F”. (1) Berechnen Sie die Fourier—Reihen.
(2) Wogegen konvergieren 1— sy +zr—g5%... und 1455 +35+77+ ... ?

4
2
0
-2

—F

—— [
—4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Losung: Die Fourier—Reihe von F' kann man direkt berechnen. ..
oder bequemer und schneller aus F(z) = [, F'(t) dt ablesen.

(1) Die Ableitung f = F’ ist 2r—periodisch mit f(z) = z fir -7 < z < .

Das ist unsere Sagezahnfunktion [1205]. Fir diese wissen wir bereits:
flz)~2 {Sinx - %sin?x + %81113.7} - isinﬁlx +.. }

Aus F(z) = [ f(t)dt erhalten wir dank Integrationsregel I3A miihelos:

1 1 1
F(z)~Cy—2 {coszf — €os 2z + — cos 3x — —cos4z+‘“}

22 32 42
Der nullte Fourier—Koeffizient Cy ist der Mittelwert (iber eine Periode:
b 1 [T 1 (7 a? 1 ™ w2
2 F)de= — | Tdw= 7{ 3] -
G =5 (@de=or | Fdr=g7] =5

-7

Dank Dirichlet 12A haben wir Konvergenz in jedem Punkt z € R. Also:

n? 1 1 1
F(z):€72 cosx72—2cos2x+ ﬁcos3xfﬁcos4z:|:...
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Ohne konstanten Term:

1 1 1 1
F(z)=-2 cosx—?cos2x+3—20053x—Ecosélx-‘r?cos{)mip..

(2a) Ausgewertet im Punkt z = 0 finden wir:

w2 11 1 Dirichle
Hieraus erhalten wir den Grenzwert der folgenden Reihe:
11 1 w2
l—-=+=——5%... = — = 0.8224670334...
2T P 12 e
(2b) Ausgewertet im Punkt z = 7 finden wir:
72 1 1 1 i i
F+2{1+?+3—2+E+...] = F(Tr):7
Hieraus erhalten wir die Lésung des beriihmten Basler Problems:
11 1 w2

Lo _ A AOUNRAER
1+22+32+42+... = = 1.6449340668 . ..

In der HM2 konnten Sie schon zeigen, dass diese Reihe konvergiert. (Wiederholung: Wie? B3A)
Nun konnen wir endlich ihren Grenzwert berechnen! Dieses beriihmte Problem wurde 1644 von
Pietro Mengoli gestellt und 90 Jahre spiter 1735 von Leonhard Euler gelost (zundchst noch vage).
Dank starker Fourier-Theorie fillt uns das Ergebnis in den SchoB! @ youtu.be/d-o03eB9sfls



http://youtu.be/d-o3eB9sfls

1325
Erlauterung

Abklingen der Fourier—Koeffizienten

Abklingen der Fourier—Koeffizienten e

Fir unsere Sagezahnfunktion finden wir: %

1 1
f()72{smx7 51112:r+7sm$a:7 sm4x+

Fur die Parabelfunktion F(z) = [, f(t) dt folgt [1821]; %

F(z):€72 J\
%

4 1 1 1
f(z) = —|sinz + 5 sin3z + —sin bz + 7sin7a:+..l
™ 3 5 7

S
Fur die Dreieckfunktion F(x) = [;*, f(t) dt folgt [B0g]: W

™

4 COST + —5
2 7

cos 2z + —5 cos 3 — — cosdx +

2 3

|:CO§ T — 42

Far unsere Rechteckfunktion finden wir:

F(z) = ! cos3x + — ! cos bz + — ! cos7x + . }

32 52 72

© Glattheit entspricht schnellem Abklingen der Fourier—Koeffizienten!

© Glattheit impliziert schnelles Abklingen der Fourier—Koeffizienten:

Satz I3B: Riemann—Lebesgue—-Lemma

Ist f:[0, 27r] — C absolut integrierbar, so sind die Fourier—Koeffizienten
op = o= [27 e f(z) du eine NuIIfoIge das heiBt |cx| — 0 fur [k| — oo.
Demnach ist F(z) = C + [;*, f(t) dt absolut stetig und erfillt [kCy| — 0.

Entsteht F' aus f durch d-fache Integranon so gilt sogar |k4Cy| — 0.

© Umgekehrt garantiert schnelles Abklingen auch Glattheit (s.a. J3¢):

Satz 13c: Abklingen und gleichméBige Konvergenz

Sei (cr)kez eine beliebige Folge komplexer Zahlen ¢, € C. Im Falle
> kler| < oo gilt gleichmaBige Konvergenz gegen die stetige Funktion

1
Z cpe® und ¢ =

i R>C:x— f(z
o

*Mf( ) d.

k=—o00 z=0

Gilt sogar 3", |kdc| < oo, so ist f mindestens d-mal stetig diff'bar.
Letzteres ist zum Beispiel erfiillt, wenn |ci,| < ¢/|k|4t® mit a > 1 gilt.
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© Slogan und Merkregel: Integrieren glattet, Differenzieren raut auf.
Das schlagt sich unmittelbar in den Fourier—Koeffizienten nieder.
Wir kennen hierflr bereits einige eindrlckliche Beispiele:

Aufgabe: Priifen und interpretieren Sie diese Kriterien zum Abklingen
(Satz I3B und Satz I13c) an unseren vier bisherigen Beispielen.
Lésung: Die Beispiele liegen wunderbar explizit vor uns:

(1) Die Sagezahnfunktion f ist unstetig, mit Sprungstellen in = + 27Z.
Ihre Fourier—Koeffizienten erfiillen |cx| = 1/|k| — 0, aber Y, |cx| = oo

(2) Ihre Integralfunktion F ist stetig, und hier gilt >|Ci| < oc.
Hingegen ist F' nicht stetig diff’bar, und es gilt > |kCx| =
Treppenfunktionen liefern weitere Beispiele:

(3) Die Rechteckfunktion g ist nicht stetig, mit Sprungstellen in 7Z.
Ihre Fourier—Koeffizienten erfiillen |c;| < 1/|k| — 0, aber Y, |cx| = oo
(4) Die Dreieckfunktion G ist stetig, und hier gilt > |Ck| < oo.
Hingegen ist G nicht stetig diff’bar, und es gilt > |kCy;| =

Beweisidee des Riemann-Lebesgue-Lemmas I3B:

Das Abklingen |¢x| — 0 gilt fir jede Treppenfunktion.

Per Approximation gilt es dann fiir jede integrierbare Funktion.

Die Folgerung fiir d-fache Integrale F(4) = f ist dann klar dank I3A:
Aus f(z) ~ Y e e folgt F(z) ~ S (ik)~9ex €7, also ¢, = (ik)2Cy.
/\ Die Umkehrung gilt nicht! Fir b, = 1/Ink gilt |by| — 0, die Reihe
f(z) = Y72, b sin(kz) konvergiert fir alle z € R (Dirichlet B31).
Aber diese Funktion f: [0, 27] — R ist nicht absolut integrierbar!
Das Problem ist, dass die Koeffizienten b, zu langsam abklingen.

Beweisidee zur gleichméaBigen Konvergenz in Satz I3c:

Der gleichméaBige Limes stetiger Funktionen ist eine stetige Funktion.
Genau dies wenden wir hier auf die Reihe f(z) = Y70 ¢y e*® an.
Gilt sogar 3", |k%ci| < oo, so wenden wir dies auf die d-te Ableitung an.

/\ Punktweise oder gar gleichmé&Bige Konvergenz sind etwas
besonderes: Es gibt stetige Funktionen f, deren Fourier—Reihe

(@) ~ 352 ere™ in unendlich vielen Punkten z € R divergiert!
Von Potenzreihen zu trigonometrischen Reihen wsiamang| | VON Potenzreihen zu trigonometrischen Reihen pusiihrng
Aufgabe: (1) Entwickeln Sie exp(w) und In(1 + z) in Potenzreihen. Im ! ] nEn T
(2) Berechnen Sie geometrisch mdglichst explizit die reellen Funktionen HETT T e
. X = ip — S+ isi
f(.Z) _ Imln(l + elI) und g(x) = Re 111(1 + elz). P pe P( 0S 1S1n 90)
(3) Entwicklen Sie f und g in trigonometrischen Reihen. © z Re
(4) Wogegen konvergieren 1 — 1 +1 -1+ und1-1+31-14+...7 1

Lésung: (1) Fur Exponential- und Logarithmusfunktion wissen wir

exp(w) = o und In(l1+2z2)= Z(fl)k“%,
k=0 k=1

mit Konvergenzradien oo bzw. 1. Es gilt expIn(1 + z) = 1 + z, also

l+z=exp(w) & w=m(l+2) fir |z2|]<1, —7/2 <Imw < 7/2.

Dies gilt auch noch auf dem Rand fir |z| = 1 mit z # 1. (Satz B3F)
© Zum Hauptzweig des komplexen Logarithmus siehe F225.

»=1x/2da180°—2p = 180°—x

o= \/(1 + cosx)? + (sinz)
=2 +2co8z = |2cos(z/2)

I
(2) Aus der Skizze lesen wir die komplexen Polarkoordinaten ab:
In(1+e7) =In(pe®) =lnp+ip mit—m/2<p<7/2

f(z) =Imln(l +e%) =¢p=2/2
g(z) =Reln(1 + eiz)

fir—r<x<m

=lnp = In|2cos(z/2)]
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(3) Die Potenzreihe fir In(1 + z) liefert:

In(1+ eiw) — i (_I]Zkﬂ ik
k=1
. > (71)k+1
f(@) =Imln(1 +€7) = Z 3 sin(kx)
k=1
. O (_1)k+1
g(z) =Reln(1 +€”) = Z ( 1]2 cos(kx)
k=1

Die Grenzwerte dieser Reihen haben wir eben ausgerechnet:

i(*l)kﬂsmsﬂkz) _ g

1

fir—-r<z<m

=
I

w1 Cos(kx)
k

M8

(=1) = In|2cos(z/2)]

£
I
i

© Diese Sinus—Reihe ist unsere gute alte Sagezahnfunktion [1205].

(4) Damit haben wir f und g in trigonometrische Reihen entwickelt:

. sin2r = sin3r  sindx x/2 fir—7m<z<m,
sinz — + - +...= .
2 3 4 0 fir z = £m.
cos2zr  cos3z  cosdx In|2 cos(z/2)|,
COS T — + = TP oo = .
2 3 4 —oo flr z = +7.
Im Punkt z = 7 /2 wird die erste zu folgender Leibniz—Reihe [B319]:
PR U O
35 7 T4
Im Punkt z = 0 wird die zweite zu folgender Leibniz—Reihe [B319]:
1 1 1
1—§+§—1+7h’12
In der Polstelle = = finden wir die harmonische Reihe
TR
2 3 4 ’

Hier divergiert also die trigonometrische Reihe, auch das ist moglich.
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Die Funktion f ist 2r—periodisch mit f(z) = z/2 fir -7 <z < 7.
Sie hat Sprungstellen in © = +7. Das kennen und verstehen wir.

2
—— f
— Jo
1
0
-1
—2
—6 —4 —2 0 2 4 6

Auch die Funktion g(z) = In|2cos(z/2)] ist 2r—periodisch.
Sie hat Polstellen in 2 = +7 und ist dennoch integrierbar!

2
0
-2
—4
—9
—96
—6
—6 —4 -2 0 2 4 6
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© Jede Laurent-Reihe 3", ., cp2* definiert fir z = ¢'* mit = € R
die trigonometrische Reihe >, _, ¢, e'* mit Koeffizienten (cx) ez

(@ Das wirft die Frage auf: K&nnen wir sicher sein, dass dies zugleich
die Fourier—Koeffizienten sind? Hierauf antwortet der folgende Satz:
Satz I3D: Eindeutigkeitssatz, de la Vallée-Poussin 1912

Die Funktion f:R — C sei 2r—periodisch und auf [0, 27| integrierbar mit

fiR—C o—e f:Z—C, also f(k):

1 2T

Gegeben sei eine beliebige Folge (cx)rcz komplexer Zahlen ¢ € C mit

e ke (1) da.

flz) = Z cre®® also fo(x) = Z cr ek 5 f(x) fir n — oco.

k=—o00 k=-n

Dies gelte fir alle = € R mit hochstens abzahlbar vielen Ausnahmen.
Dann folgt ¢, = f(k) fur alle k € Z: Die Reihendarstellung ist eindeutig!

Aufgabe: Beweisen Sie den Satz im Spezialfall }|cx| < oo. Lésung:

00 o oo
e—ikr|:z c[eiéac:|d1, Lin / [Z C[ei(k—k)z:|daj
z=0

f=—00 U h=—00

27
co {/ ellt=k)z dx} 2 2reg
=0

27

onf(k) = / B}

ol 2

i/

l=—oc0

o]

g llt—R) dx] Lin Z

l=—0c0

Dank absoluter Konvergenz 3" |cx| < oo nutzen wir (1) Vertauschung von
Reihe und Integral und anschlieBend (2) Orthonormalitét [1125].

© Es genlgt die wesentlich schwéchere Voraussetzung des Satzes;
wir fordern nur f(z) = 3", o, ¢ €™ fir alle bis auf abzahlbar viele 2 € R.
Das ist sehr praktisch. Der Beweis wird dadurch leider extrem schwierig.
/\ Erstaunlicherweise kann man nicht ,abzéhlbare Ausnahmemenge*
durch ,Nullmenge* ersetzen: Menshov konstruierte 1916 eine Reihe
S(x) = Y ez cr e mit ¢o = 1, die fast Uberall gegen f = 0 konvergiert,
bis auf eine Nullmenge. Dennoch sind nicht alle Koeffizienten ¢, null!
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Aufgabe: (1) Fir 0 < r <1 zeige man wie in der vorigen Aufgabe:

B oo Rk sin(kx) Car "in( rsin(m) )
fa) = ;( DI < aresin e T ETE
g(x) = io:(fl)k+1 rk w =1In+/1+ 2rcos(z) + r?

k=1

(2) Wie glatt sind f und ¢g? Wie schnell klingen ihre Koeffizienten ab?

Lésung: (1) Aus obiger Skizze lesen wir die Polarkoordinaten ab:
In(1 +7e®) = ln(pei"’) =Inp+ip
g(z) = Reln(1 +re'®)
flz) = Imln(l + reiz)

=1In+/1+ 2rcos(z) + r2

= arcsin(r/p - sinx)

=lInp
=
© Das scheint kompliziert, aber geometrisch gesehen wird es leicht.
Im Randfall » = 1 erhalten wir die Formeln der vorigen Aufgabe.

(2) Im Randfall » = 1 kennen wir die Funktionen f und g:
Die Sagezahnfunktion f ist unstetig, mit einer Sprungstelle in £.
Auch die Funktion g ist unstetig, mit einer Polstelle in .

Die Koeffizienten |c;| = 1/k klingen in diesem Falle nur langsam ab.
Insbesondere sind sie nicht absolut summierbar: Y~ |c;| = oc.

Im Falle 0 < r < 1 sind wir im Inneren des Konvergenzkreises:
Hier sind die Funktionen f und g stetig und beliebig oft differenzierbar,
sogar analytisch, d.h. in eine konvergente Potenzreihe entwickelbar.

Inre Koeffizienten |c;| = r* /k klingen exponentiell ab!
Insbesondere gilt 3", |k%c;| < oo fur jedes d € N.

© Dieses konkrete Beispiel illustriert die oben formulierten Sétze:
Glattheit impliziert schnelles Abklingen der Fourier—Koeffizienten (13B),
und umgekehrt garantiert schnelles Abklingen auch Glattheit (13C).
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Die Funktion f(x) = arcsin(rsin(z)/+/1 + 2r cos(z) + r2) fur r = 0.99.

Flr r < 1ist f glatt. Fir » — 1 erhalten wir die Sagezahnfunktion.

2
—
_f()‘
1
0
-1
-2
—6 —4 -2 0 2 4 6

Die Funktion g(x) = In /1 + 2r cos(x) 4 72 flr r = 0.99.

Fir r < 1ist g glatt. FUr » — 1 erhalten wir Pole wie oben gesehen.
2

—9g
—JYe
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Trigonometrische Polynome

Fir Funktionen f, g : [a, b] — C definieren wir ihr Skalarprodukt durch

/ 7®

Der Integrand fg sei absolut integrierbar, etwa f € L> beschréankt und
g € L' absolut integrierbar, allgemein f € LP,g € LI mit1/p+1/q = 1.
Bei Periode T" wéhlen wir ein beliebiges Intervall der LAnge b —a =T
Dieses Periodenintegral ist invariant bei Verschieben oder Vervielfachen.
Sei w = 27/T. Als Basisfunktion ¢, : R — C mit k € Z definieren wir

LPx Lt =C: (fig)=(flg):

‘ ex(t) = e* = cos(kwt) + isin(kwt).

Fur diese Funktionen gelten die Orthonormalitatsrelationen

(o leg) {o fir k # ¢:

paarweise Orthogonalitat,

1 firk=2¢: Normierung auf Lénge 1.

Ahnliche, etwas kompliziertere Formeln gelten fiir cos(kwt) und sin (kwt).
© Meist gehen wir mit 2 = wt zur Periode T = 27 und w = 1 {iber.

Trigonometrisches Polynom nennt man jede C—Linearkombination

n
§ Ck elkwt —

k=—n

a L .
?0 + ; ay, cos(kwt) + by, sin(kwt).

© Die Menge aller Funktionen f:R — C ist ein C—Vektorraum. Hierin
ist die Teilmenge aller T—periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Die Basisfunktion e, spannen den Unterraum der trigon. Polynome auf.
Jede solche Funktion f:R — C bestimmt ihre Koeffizienten geman

o=z [ eMp@yat = (e | f) baw.
T Ji=o
2 (T

ax = = cos(kwt) f(t)dt = 2(cos(kwt) | f),
T Ji=o

= 2(sin(kwt) | f).

T
by — % /z sinlat) (1)t

© Formeln fiir ¢;, sind meist einfacher und ibersichtlicher als flir ay, by.
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Konvergenz-Kriterium von Dirichlet

Allgemein: Ist f : R — C periodisch und Uber [0, T'] integrierbar, dann
definieren wir durch obige Formeln die Fourier—Koeffizienten von f.
Diese Koeffizienten von f fassen wir zur Fourier—-Reihe zusammen:

3]
§ Cr elkwt —

k=—oc0

(o]
G Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt).
2 k=1

/\ Diese Reihe ist zunachst nur eine symbolische Schreibweise!
Gelesen: ,Die Funktion f hat die Fourier—Koeffizienten ¢, bzw. ay, by.."

Aufgrund der Euler—Formel ¢** = cos(kwt) + isin(kwt) gilt dabei

a =ck+c_g,  bp =i(ck — c—k),
ay, — ibg ay, + iby,
k=——", Ccp=—r.

Ist f reell, also f:R — R, so gilt a, by, € R, also c_j, = ¢.
Ist f gerade, so liefert f eine Cosinusreihe, b, = 0, c_j, = ¢;.
Ist f ungerade, so liefert f eine Sinusreihe, a;, =0, ¢_; = —c.

Zur Funktion f ist f,(t) = Y _,, cx ¢** ihr n-tes Fourier—Polynom.
Wir sagen, die Fourier—Reihe von f konvergiert im Punkt ¢ € R, wenn
die Zahlenfolge (f,.(t))nen in C flr n — oo konvergiert. Beispiel: Ist f im
Punkt ¢ differenzierbar, so folgt f,,(t) — f(t). Allgemeiner gilt Satz 12A:
(1) Angenommen, f:R — C erfillt die Dirichlet—Bedingung im Punkt ¢,
d.h. beide Grenzwerte f(¢+) und beide Ableitungen f/(¢+) existieren.
Dann konvergiert in diesem Punkt ¢ die Fourier—Reihe f,,(t) geman

§ Ck elkwL

k=-n

1[f(t+)+f( =) fir n— oco.

(2) Ist f: R — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit | f'| < L,
so konvergiert die Fourier—Reihe f,, — f sogar gleichmaBig auf ganz R:

‘ falt) = £(8)] < 2Ljw-I(n)/n —0 fir n— oo

(3) Ist f mindestens d-mal stetig differenzierbar, so ist die gleichmaBige
Konvergenz entsprechend schneller gemaB |f,, — f| < const - In(n)/n.
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Integrieren und Differenzieren

Fir unsere Sagezahnfunktion finden wir: %

1 1
f()—Q{smxff@mquL sin3z — — sm4:v+

Fir die Parabelfunktion F(z) = [ f(t) dt folgt [1821]; %

F(z) = ? —2 {cosxf §CO{321‘+ §c053x7 420054x+\L

o

1
sin bx + ?sin7x+..l

t) dt folgt [1309]; %

Flr unsere Rechteckfunktion finden wir:

4 1 1
flz) = - [sinx+ gsin3x+ B

Fur die Dreieckfunktion F(z) = [ f
4 1 1 1
F(x):gfg{c05m+3 cos 3T + = cosoz+7—0057ac+ }

© Es gilt Konvergenz in jedem Punkt = € R: Wir schreiben ,=* statt ,~*“.
© Wir sehen explizit, wie schnell die Fourier—Koeffizienten abklingen.

/\ Fourier—Reihen kénnen wir nicht immer termweise ableiten!
© Hingegen kénnen wir sie immer termweise integrieren: [I

Sei f:R — C periodisch und integrierbar und F(t) :=C + f u) du.
Genau dann ist F' periodisch, wenn f _of(u)du=0.1In d|esem FaII g|lt

Ck
NC()‘FZMQ

k#0

ikwt

fO) ~ e+ et =
kA0

© Wir kénnen die Umkehrung sorgsam als Ableitungsregel fiir F lesen:
Hierzu sei F absolut stetig mit F' = f, also F(t) = F(0) + j;jzo f(u)du
Zum Beispiel genugt: F' stetig und stlickweise stetig differenzierbar.
Glattheit entspricht schnellem Abklingen der Fourier—Koeffizienten:
Fur jede integrierbare Funktion f: [0, 27] — C gilt |¢| — 0 fur [k] — oo.
Ist f mindestens d-mal stetig differenzierbar, so gilt sogar |k%c;| — 0.
Umgekehrt: Gilt Y "|cx| < oo, zum Beispiel |cx| < ¢/|k|* fir a > 1,

so konvergiert > cxex, gleichmaBig gegen eine stetige Funktion f.

Gilt sogar 3" |k%c;,| < oo, S0 ist f mindestens d-mal stetig diff’bar.
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Punktweises Produkt und Faltungsprodukt

Sei f:R — C absolut integrierbar auf [0, 7] und T—periodisch.
Wir entwickeln f in Harmonische zur Grundfrequenz w = 27 /T

iy :l = —ikwt ~ = Y ikwt
Flk) = e F@ydt, fe)~ Yo Flk)er.

k=—00

fo—ef,

Diese Analyse zerlegt das Signal f: R — C in sein Spektrum f:Z — C.
Die Reihe ist wie zuvor zunachst nur eine symbolische Schreibweise;
wir schreiben Gleichheit nur im Falle der (punktweisen) Konvergenz.
Fur diese Fourier—Analyse gelten folgende nitzliche Rechenregeln:

Linearitat: af o—eaf, f+go—ef+7,

f(=t)o—e f(=F), f(t)o—e f(=k),
o—ee k), € f(t) o—e f(k —10),

Symmetrie:
Verschiebung: f(t —a)

Produkte: frgo—ef 5.

© Diese niitzlichen Eigenschaften vereinfachen unsere Rechnungen.
Linearitat, Symmetrie und Verschiebung rechnet man leicht nach.

Die Fourier-Analyse Ubersetzt das punkiweise Produkt h = f - g
der Signale in das Faltungsprodukt 2 = f « § der Spektren:

> Fm)gn)

m+n=k

h=f-go—eh=Fxg mit h(k)=

Konvergenz und Summierbarkeit sind garantiert falls f, ge(z,C):
Aus Y |f(m)] < cound Y |g(n)| < oo folgt dann 3" |h(k)| < co.

Umgekehrt gilt: Die Fourier-Analyse tbersetzt das Faltungsprodukt
h = f * g der Signale in das punktweise Produkt i = f - g der Spektren:

T
h(t) = = fu) gt — u) du.

h:f*gO—OE:f-ﬁ mit
T u=0

Konvergenz und Integrierbarkeit sind garantiert falls f g € L([0,T),C):
Aus [ | f(u)|du < oo und [ |g(v)|dv < oo folgt [ |A(t)] dt < cc.
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Aufgabe: (typische Klausuraufgabe, so zum Beispiel September 2012)
Die Funktion g: R — R sei 2r—periodisch mit g(z) = e” flr 0 < z < 27.
(1) Skizzieren Sie die Funktion g auf dem Intervall [—4, 47].
(2) Bestimmen Sie die Grenzwerte g(z=+) und Ableitungen ¢'(z+).
(3) Bestimmen Sie zu g die Fourier-Reihe g(z) ~ Y22 c e*®.
(4) Warum und wogegen konvergiert die Reihe in jedem Punkt 2 € R?
(5) Bestimmen Sie so den Grenzwert der Reihe
o0 1 1 1 1 1 1 1 1

DAY i B A RS TR AT A
Lésung:
(1) Skizze / |

= I = =

~——
~
Lo = Ut

D D DD
DD DD
—~
~_.

™~
0

—37 —27 27 37

-7

. Am Rand gilt

(2) Fir 0 < z < 27 gilt g(z£) = e und ¢'(z+) = ¢*
27

g(0+) = 1 und ¢'(0+) = 1 sowie g(2r—) = " und ¢’ (2n—) = e
© Alles setzt sich 2r—periodisch fort, also g(0—) = ¢’(0—) = e*".

(3a) Die Integration gelingt hier am einfachsten komplex:

27 71]@ o B 27 (1-ik)z _ e(l*ik)z o _ e271' -1
dz = e dr = - = —F
=0 =0 1 —1ik Jz=0 1-—ik
Damit erhalten wir die komplexen Fourier—Koeffizienten:
1 27 " e27r 1 e e27r -1 "
= — d = ) ~ T T
% =gr ) ¢ 9@ dr=5ra s 9@) k:Z_OO 2n(l —ik)

(3b) Zum Vergleich die Koeffizienten der Co/Sinus-Reihe:

o e —1 (e —1)(1+ik) &7 —1 71 k(1 — ™)

T or(1—ik) | 2m(1+ K2 20(1+ kD) 2r(1+ k%)
2T 1 . k(1 —e?)

akak+C—kfmy bkfl(ckfc_k)fm.

I\ Fir ¢'(z) = g(z) ~ 302 e e*® gilt die Ableitungsregel 13A nicht!

1411
Ubung

Fourier—Entwicklung der Exponentialfunktion

1412
Ubung

Fourier—Entwicklung der Exponentialfunktion

2m
cos(kx)e®dz = [Cos(kx) ez] . +k

cos(kz) e® da

27 o
/ sin(kx) e® dx
=0
2T o o
/ sin(kz) ¢ dz = [sin(kx) o”} — k/
=0 0 =0
27 o
/ cos(kz) e” dz = (e*™ — 1) — k? / cos(kz) e® da
=0 z
2m o

(3c) Zum Vergleich rechnen wir reell. Partielle Integration liefert:

=0

Das sieht zirkular aus, aber ersteht wie Phonix aus der Asche:

=0

sin(kz) e® do = k(1 — e¥™) — k2/ sin(kz) e® dx
&

Das kénnen wir nun nach den gesuchten Integralen auflésen:

27 27 27
e —1 e —1
s(kx)e®dr = —, I e = ——5——~
/Tzocoq( r) e’ dx e also ay D)
27 o o
. k(1 —e®™) k(1 —e°™)
sin(kz)ede = ———=, alsoby = ————.
-/z:()bln( z) e” dz T K 25T

Beide Rechenwege sind ahnlich lang, die Wahl ist Geschmackssache.

(4) Dirichlet (Satz 12A) garantiert Konvergenz in jedem Punkt z € R:

L i ay, cos(kx) + by sin(kz) = ga+) +9(@=)

2 2
k=1
(5) Speziell in der Sprungstelle z = 0 finden wir:
2 o 1 +027r
-+ Z CE i
o 2 2m
e?m — 1 eT—1 eT+1
= =
;0 (k2 +1) 2r + 2
Auflésen nach der Reihe und vereinfachen liefert schlieB3lich:
Tem+e " 1 + 7 coth(m) IO
Zk2+1:2 e 5 = 2.07667. ..

© Dank unseres Integrationswerkzeugs sind die Rechnungen leicht.
Mit Fourier—Analyse gelingt uns die Berechnung schwieriger Reihen!
Das bequeme Dirichlet—Kriterium garantiert die punktweise Konvergenz.
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Aufgabe: Die Funktionen f, g: R — R seien 2r—periodisch und
sprungnormiert und auf dem Intervall |-, [ gegeben durch

e’ fe ¥ [

f(z) = cosh(z) = 7 und g(z) =sinh(z) = 3

(1) Skizzieren Sie f und g auf dem Intervall [—4r, 47].
(2) Entwickeln Sie f und g in ihre (reellen) Fourier—Reihen.
(3) In welchen Punkten konvergieren die Fourier—Reihen? Wogegen?

(4) Werten Sie die Fourier—Reihen in geeigneten Punkten z € [—7, 7]
aus und bestimmen Sie so explizit den Grenzwert der Reihen

1)k 2k+1)
ZH—k? und ZH 2k+1)°

(5) Bestimmen Sie die Ableitungen f’, ¢’ und ihre Fourier—Reihen.
In welchem Fall gilt die Ableitungsregel I3A? in welchem nicht?
Das Ergebnis ist erstaunlich. Erklaren Sie es mdglichst genau!

i I il I I
I\ I\ A I\
/i [\ I\ /1
[ 1\ J I\ [ JER
JEA NPT J 1\ JE
/1 [ LAY [\ J o1\
/ \ / \ / \ / \
/ N\ / \ / N\ / \
74 J J
—37 Gid =T T rd 3m
/ / / /
/ / / /
/ / /
/ /. (a) / /
[ [ 7 / /
[ [ [ /
| [ / [
[ | | |
f AR f f
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(2) Wir berechnen die Fourier—Reihen von ¢* und e~* auf |-, 7[:

1 T i e(l—ik‘,)ﬂ' _ e—(l—ik)ﬂ' . e T
_ ika o q — _
W=or ) 0 2r(1 — ik) o (1 — ik)
- i ™ o g — e(l+ik)m _ ei(l+ik)7r Nk o™ — eTﬂ—
27 J_ 2m(1 + ik) 27(1 + ik)
Symmetrie nutzen! Hieraus folgen die Fourier—Reihen von f und g:
up £up _1)ksinh(7r) [1+ik’ 1fik}
2 2r L1+4+k2 7 1+ k2
(—1)ksinh(m) ;,  sinh(r > 1y 2sinh(m)
f(z) k;w 0+ ) e = + Z AR cos(kx)
(—=1)¥ik sinh(m) 4 > ki1 2k sinh(m)
~ AT WWSIIAT) ik — N7 () 28T o (K
9(z) k;oc Tk © ;( ) (1 + k2) sin(ke)

(3) Dank Dirichlet—Kriterium 12A konvergieren die Fourier—Reihen
fn— fund g, — g in jedem Punkt x € R, erstere sogar gleichmaBig.
In den Sprungstellen = € 7(2Z + 1) gilt g (z) = §[g(z+) + g(z—)] = 0.

(4) Wir werten f(z) inz =0aus und g(z) inz = 7/2:

d . 2sinh(m)
+ Z(—1)km

k=1

sinh(7)

1=f(0)=

us

—_

oo
I
k*l 1+ k2 2sinh(7) 2

36398 .

h(r/2) — a(m2) = S5 (L1 22+ Dsinh(r)
sinh(m/2) = g(7/2) ;0( 1y 1+ (27 +1)2)

© —1)7(25 + 7 sinh(7w/2 a0
_ Z o 2J7+1 D _ QSinI(l(T{)) —0.31301. ..

j=0

(5) AuBerhalb der Sprungstellen 7(2Z + 1) gilt f' = gund ¢’ = f.

Die Funktion f ist absolut stetig, das heiBt f(¢t) = f(0) + qu:o f(u)du
also kdnnen wir die Fourier—Reihe formal ableiten gemaB Satz I3A.
Hingegen ist g nicht absolut stetig, denn g(t) # ¢(0) + [_, ¢'(u) du, und
Satz I3A ist hier nicht anwendbar. Wir kénnen beides direkt nachprifen!
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Beim Lésen partieller Differentialgleichungen mit Anfangs- und
Randwerten (ARWP) begegnen uns Probleme von folgender Art:

Aufgabe: (1) Entwickeln Sie die gegebene Funktion g: [0, 7] — R
mit g(z) = z(m — x) in (a) eine Cosinusreihe und (b) eine Sinusreihe:

r) = Zbk sin(kx)
k=1

(c) Welche Fourier—Reihe hat die 2n—periodische Fortsetzung ¢g.: R — R
mit go(z) = x(m — ) fir 0 < z < 7w und g.(z) =0 fir -7 <z <07?

(2) In welchen Punkten = € [0, 7] konvergieren diese Reihen? Wogegen?
Konvergieren diese Reihen gleichmaBig auf [0, 7] gegen die Funktion g?
(3) Punktprobe: Bestimmen Sie durch geeignete Auswertung die Reihen
S Y=, Sy (i = e TR (0 gy =+
Wie ist in (1) die Entwicklung in verschiedene Fourier—Reihen méglich?
Man beachte, dass die Funktion g zun&chst nur auf [0, 7] gegeben ist.
Je nach Aufgabe kann g daher verschieden auf R fortgesetzt werden!

L Qo
g(z) = - 5 +;ak cos(kx),

&

i
\.,

N

fizes

AL NN AN

\

B

A\

b

Die gerade 2r—periodische Fortsetzung g,:R — R von g: [0, 7] — R.
Aufgrund der Spiegelsymmetrie von g ist g, hier zudem w—periodisch.
Die Ableitung ¢/ : R \ Zm — R ist ungerade. Wir kennen sie bereits!

= AN REEESSS ~—=¥<
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Lésung: (1a) Zwecks Cosinusreihe setzen wir g gerade fort zu g,: EREAN TN Zammn pamEm
ay = 1 / cos(kz) go(z) dz = 2 / cos(kz) g(x) dz / / \ / \ \
Ly — ™ Jo
72/3 fir k = 0, also ap = 7%/3, \/‘ \/gg( ) ‘/
=< —4/k* fir k> 2 gerade, agj = —1/42, \ \
0 fir k > 1 ungerade, agji1 =0 (Symmetriel) ERN el
Das kann man direkt ausrechnen durch zweimalige partielle Integration. / / \ / \ \
Alternativ integrieren wir geman I3A die Sagezahnfunktlon A
gn(x) ~ Zzsin@jx) = galz) =24 Z cos (2j) \/ 9io(?) \/
j=1
(2a) Dank Dirichlet—Kriterium I2A konvergiert dlese Fourier—Reihe N Gammy
in jedem Punkt = € R gegen g,(x), sogar gleichmaBig auf ganz R. / / \ / \ \
Dies gilt somit insbesondere auf dem urspriinglichen Intervall [0, 7].
(32) Die Auswertung im Punkt 2 = 0 ergibt g(0) = 0 = 72/6 — S22, 1/72, \/ o, (2) \/
also 3272, 1/42 = /6. In z = w/2 finden wir >-°2, (—1)7 /5% = —=2/12.
Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe Goung Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe Goung
(1b) Zwecks Sinusreihe setzen wir g ungerade fort zu g;:
9b T ™
/ \ Y b, = l/ sin(kz) gp(z) de = z/ sin(kz) g(x) dz
™) _r T Jo
K % \ / 8 flr £ > 1 ungerade, by; -8
= 7k? =t Ung SR ARRT OV §E
\ / \ gl 0 fur k > 0 gerade, byj =0 (Symmetrie!)

\
X
\ /

Die ungerade 27—periodische Fortsetzung g,: R — R von g¢: [0, 7] — R.
Die Ableitung g; : R — R ist folglich gerade. Wir kennen sie bereits!
Achtung: Nur auf den ersten Blick &hnelt g, der Sinusfunktion.

DTS /

N

Das kann man direkt ausrechnen durch zweimalige partielle Integration.
Alternativ integrieren wir gemé&s I3A die Dreieckfunktion g; [1309]:

.+ Zsm 2]+1 )

;o8 = cos((2j + 1))
o) = Sy I DI Ty

(2j+1)2
(2b) Dank Dirichlet—Kriterium I2A konvergiert diese Fourier—Reihe
in jedem Punkt 2 € R gegen g,(z), sogar gleichmaBig auf ganz R.
Dies gilt somit insbesondere auf dem urspriinglichen Intervall [0, ].
(8b) Auswertung in = = Z ergibt (%) = I = 8 3" ((~1)7/(2j +1)°.
Diese Punktprobe beschert uns 3772 ,(~1)! /(2; +1)% = 73/32.
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Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe
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Ubung

Entwicklung der Parabel in eine Sinus-/Cosinusreihe
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Eine weitere 2r—periodische Fortsetzung g.: R — R von g: [0, 7] — R.
Wir nutzen unsere Vorarbeit und betrachten g. = (ga + g,)/2 als eine
Uberlagerung: Die beiden Summanden g, und g, kennen wir bereits!

(1c) Wir betrachten g. = %(ga + ). Aus (1a) und (1b) folgt sofort:

2 © 1 oo
ge(z) = 1 + Z 2—,2005(2]':5) + Z
=4 =0

Diese Fourier—Reihe kann man wie immer durch Integration ausrechnen.
Nach unserer Vorarbeit ist es viel leichter, die Linearitdt auszunutzen!
(2c) Dank Dirichlet—Kriterium 12A konvergiert diese Fourier—Reihe

in jedem Punkt 2 € R gegen g.(z), sogar gleichmaBig auf ganz R.

(3c) Die Auswertung im Punkt z = 0 ergibt ¢(0) =0 = ’{—; — Z?‘;l 2]%
Diese Punktprobe beschert uns erneut die Reihe > 32| 1/;% = 72/6.
Auch im Punkt 2 = § gelingt uns die Punktprobe ebenso wie zuvor:

ﬁ sin((2j + 1)z)

2 2 X j ) j 2 2 2

T s T -1y 4 —1)7 s s m
J(D)=T T PEY A e e
2 4 12 o 24 T = (25 +1) 12 24 8

© Punktproben bescheren uns neue Reihen oder zeigen Rechenfehler,
zum Beispiel eine vergessene oder falsch berechnete Konstante ¢.
© Zur Kontrolle hilft auch die graphische Darstellung der ersten Terme.




Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Erginzing Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar anzung

Erganzung

Aufgabe: (0) Wiederholen Sie die Konstruktion der Takagi—Funktion

g:R—= Rz > 00 dist(z, n, 7) und ihre Eigenschaften (Satz B4A). ¢ Satz B4A: Takagi 1901
— Die so definierte Takagi—Funktion g: R — R:x + >.°° dist(z, 12)
z)|=d(x,Z ] n=1 >l
fife) (@.2) /\V_/ \_vf\ hat eine Reihe Uberaus bemerkenswerter Eigenschaften:
/_/ \\ 1 Die Funktion g ist stetig, aber in keinem Punkt differenzierbar.
f 2 Die Funktion g ist auf keinem Intervall [a, b] mit a < b monoton.
2 / \ 8 Sie nimmt in jedem Punkt = € Q ein striktes lokales Minimum an.
3 Die Funktion g ist demnach extrem rau. Kénnen wir sie dennoch in eine
iar_Rai . 2 Wi n : ~ 0o ikwtp
(1) Wie / Lasst sich diese Funktion g in eine Fourier-Reihe entwickeln? || rouTer-feihe entuidkein? Vile bestimmen ir 9(1) ~ 2.1 o ci¢” " *
(2) Konvergiert die Fourier—Reihe Uberall gegen ¢? sogar gleichmagig? g : o - que -
(3) Berechnen Sie explizit die ersten sechs Fourier-Koeffizienten! Zudem ist die Funktion g stetig, ihre Fourier—Koeffizienten sind demnach
1
Lésung: (0) Wir beginnen mit der Dreieckfunktion fi(z) = dist(z, Z). cp = / e~ 2k g (1) dt.
Dies ist der Abstand von = € R zur n&chsten ganzen Zahl a € Z. =0
Hieraus gewinnen wir fn( ) = dist(z, 1'2) fiir n = 2,3, 4, 5 sowie die Also, ja, das gelingt im Prinzip, ... aber welche Werte ¢;, erhalten wir?

Summen g, = fi + fo + -+ + f, und schlieBlich die Reihe g = 3°0°, fi,. Konvergiert die Fourier—Reihe Uberall gegen g? sogar gleichméBig?

Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Erganzung Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Erganzung
(1) Wir wollen die Rechnung vereinfachen und gehen geschickt vor. (2) So finden wir die Reihendarstellung unserer Takagi—Funktion:
Die Dreieckfunktion F: R — R kennen wir bereits von Seite 1309: oo
. . o cos|(2j + 1) nl2nt
Auf [—7, 7] gilt F(z) = |z|, dann 27—periodisch. Wir finden: Z falt) = Z m - = Z Z 2J+—1}
n=1j=0
T 4 1 1 1
Fla)=5 -~ [ 008 T + 25 08 3T + 5 co85T + =5 cos Ta + . } Die Konvergenz gilt hierbei absolut, sie ist sogar gleichmaBig auf R.
Wir dirfen daher die beiden Reihen vertauschen und erhalten:
Unsere Funktion f(t) = F(2xt)/2 ist entsprechend skaliert: " e—1 9 ii cos[(2j + 1) nl2mt] | ao . Z (k)
g(t) = [ —— _— - = ay, cos(2m
1 2 cos[k2mt] 1 cos[(2] + 1)2rt] 4 2 =0 n=1 (25 +1)2n! e
M =1-m3 > —@ =i 2272]“ | o .
k ungerade (3) Jede ganze Zahl k € N>, schreibt sich auf héchstens zwei Weisen
. . o L - als k = n!(2j + 1). Die Koeffizienten ay kdnnen wir daraus leicht ablesen:
Punktprobe: Fur ¢ = 0 erhalten wir f(0) = 0, also 372, TATE = 5 o1 5 9 1
Far f,(t) = dist(t, ,}, ) gilt fn(t) = f1(n!t)/n!. So erhalten wir: W= "5 MT g T T gmg T T o
2
1 cos|(2j + 1) n! 27t PR -0
70= gy~ 3 X i v M
) J 2 2 [ L1 ] 4
as = — =27 a6 = ——5 | 39091 21| T T o2’
© Wir miissen hier nicht erneut integrieren, wiederverwenden genligt. w252 21322l 123! 9
Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar eqanung| | Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Erganzing
g 9 9 ) 9 9
® Die Rechnung (1-2) ist zun&chst leicht und elegant, aber die explizite hy
Berechnung der Koeffizienten (3) ist fir meinen Geschmack unschén. fi(z) =d(z,Z)
© Wir wollen dieses Beispiel modifizieren und weiter vereinfachen.
Auch die folgende Funktion h ist in keinem Punkt differenzierbar
und auf keinem Intervall monoton, genauso wie g in Satz B4A. fo
Aufgabe: (4) Skizzieren Sie h:R — R:z +— > o> dist(z, 27"Z). fa
(5) Entwickeln Sie h moglichst explizit in eine Fourier—Reihe.
Losung: (4) Wir gehen wie oben vor: Wir skizzieren zunachst die ha hs
Funktionen f,,(z) = dist(z,27"Z) firn =0,1,2,3,... und ihre Summen
hy = fo+ fi + -+ fu. Im Grenzwert erhalten wir h,, * h =30 fy.
© Die so definierte Funktion & heit auch Blancmange—Kurve,
da sie an die gleichnamige SiBspeise in Puddingform erinnert. / \
Es ist Uberaus bemerkenswert, dass wir auch eine extrem raue Funktion / \ / \
wie diese bequem und direkt in ihre Fourier—Reihe entwickeln kénnen.
Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Eganaeg Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Earzing
hy oY Vat hs (5) Wie zuvor in (1-2) finden wir die Reihendarstellung dieser Funktion:

J \/— oo 1301 cos[(2] + 1) 2" 27t
, . , \ h,(t):an(t):ZgﬁfﬂzZZOQjJr—l?Qn}

1 Y n=0 n=0 n=0 j=0

/ \ / \ Die Konvergenz gilt hierbei absolut, sie ist sogar gleichmaBig auf R.
/ \ / \ Wir dirfen daher die beiden Reihen vertauschen und erhalten:

1 cos[(2] + 1) 2" 27t] ag
h(t) ZiﬁZJZOT;)—QJ+122" = +;Jak00% 2rkt)

hg YW | ATY™ hs L )

,,\/ \/ﬁ Jede ganze Zahl k € N> schreibt sich eindeutig als & = 2™(2j + 1)
A N mit n, j € N. Die Koeffizienten a;, kénnen wir daraus leicht ablesen:
/ \ / \\ Fur k = 0 gilt ap = 1/2, und fir k = 2"(25 + 1) mit n, j € N gilt

2
/ N/ \ P TICTES VY

© Fur das Abklingverhalten a;, — 0 gilt demnach = < W <4 5
Das passt zu einer stetigen, aber nirgends differenzierbaren Funktion.
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