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Alles sollte so einfach wie moglich gemacht werden
— aber nicht noch einfacher.
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Nahezu jedes naturwissenschatftlich-technische Gebiet nutzt Integrale
und Integralséatze. Im ersten Teil dieses Kapitels wenden wir sie zur
lllustration auf vier zentrale und physikalisch relevante Probleme an:

1 Eulers Kontinuitatsgleichung:
Wie verhalten sich stromende Flissigkeiten?

2 Fouriers Warmeleitungsgleichung:
Wie berechnet man den Warmefluss in einem Kérper?

3 Newtons Gravitationsgesetz:
Wie berechnet man das Gravitationsfeld einer Masse?

4 Maxwells Elektrodynamik:
Wie Dbreiten sich elektromagnetische Wellen aus?

Diese Problemstellungen sind auch mathematisch von zentraler
Bedeutung, denn sie flihren uns zu den drei Grundtypen partieller
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Diese werden wir mit weiteren
Werkzeugen in spateren Kapiteln immer besser behandeln kénnen.
Mit unseren bisherigen Techniken wollen dies jetzt vorbereiten.

Im zweiten Teil dieses Kapitels greifen wir das Potentialproblem auf,
das Sie bereits aus der HM2 kennen: Sei U C R™ offen. Unter welchen
Bedingungen erlaubt ein Vektorfeld f:R™ O U — R™ ein Potential?

Wir suchen also zu f eine Stammfunktion F': U — R mit grad F' = f.
Wenn dies moglich ist, so nennen wir f exakt (oder ein Gradientenfeld).

Nicht jedes Vektorfeld f kommt solcherart von einem Potential.
Wir fragen daher: Wie kénnen wir feststellen, ob f exakt ist?
Und wenn ja, wie kdnnen wir ein Potential berechnen?

Die Antwort hangt, wie Sie aus der HM2 wissen, zunachst vom
Vektorfeld f ab: die lokale Integrabilitatsbedingung rot(f) = 0 ist
notwendig. Uberraschenderweise ist sie noch nicht hinreichend: Die
Antwort hangt zudem von der globalen Gestalt des Gebiets U C R” ab!

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes kénnen wir dieses Problem nun
vollsténdig I6sen fur konvexe Gebiete U C R™ und allgemeiner fiir alle
einfach zusammenhangenden Gebiete. Potentiale niitzen uns Uberall,
etwa in Kapitel M zur L6sung von exakten Differentialgleichungen.
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Wir nutzen hier zur Ubung die dekorative Schreibweise der Physik.
Als Abkirzung nutzlich ist der Nabla-Operator V = (0, 02, 03).

o _ (99 099 9y
Gradient: gradg=Vg = ( 921’ Ozy° O3 >
. - - Ofs 0fx 0fi Ofs dfs Ofs
R . = = — — —
otation I‘Otf VX f ( 8332 81‘37 83@3 8581’ 8x1 8.%'2 )
Divergenz: divf=V-f = Of | Of | Ofs
81}1 8%2 8953
0%g 0%g 0%
Laplace: Ag=V? =
aplace g=V-yg 02 + 92 + 927
Unsere Integralsatze schreiben wir dann in folgender Form:
HDI: /F(Vg) - ds'= g(pZziel) — 9(Pstart)
Stokes: / (V x f)-idsS = feds
s as
Gauf3:

//Vv-fdvz#avf-ﬁds

Wer serids arbeitet, gibt immer auch Definitions- und Wertebereich an:
Sei O C R3 ein Gebiet, also eine offene zusammenhangende Menge.
Wir betrachten hier die Ortsvariable 7 = (x1, z2, x3) € 2 und ein stetig
diff’bares Skalarfeld g:Q — R bzw. Vektorfeld f = (f1, f2, f3) : Q — R3.
Das heif3t, jedem Punkt 7 € Q wird eine Zahl ¢(Z) € R bzw. ein Vektor
f(:E) € R3 zugeordnet. Die oben definierten Ableitungen sind demnach
Skalarfelder V - f, Ag:Q — R bzw. Vektorfelder V x f, Vg: € — R3,

Fir den HDI sei I' C Q eine stlickweise glatte Kurve vom Startpunkt

7 € Q zum Zielpunkt ¢ €  mit vektoriellem Wegelement ds = tds, also
Einheitstangente i € R3 und skalarem Wegelement ds. Fiir Stokes sei
S C Q) eine stlckweise glatte Flache mit vektoriellem Flachenelement
dS = 7 dS, also Einheitsnormale 7 und skalarem Flachenelement d.sS.
Far Gauf3 schlieBlich sei V' C Q ein Kompaktum mit stlickweise glatter
Randflache 0V und dem Ublichen Volumenelement dV' = d(z1, z2, z3).

Dekoration als Gedachtnisstiitze: Mehrfache Integralsymbole erinnern
an die Dimension, der Kringel an geschlossene Kurven bzw. Flachen.
Unabhangig von der Schreibweise ist das Integral dasselbe wie zuvor.
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Differentialoperatoren und Integralsatze

Wir nutzen in diesem Abschnitt §H1 diese dekorative Schreibweise,

da sie insbesondere in der Physik gerne verwendet wird. In der Literatur
finden Sie beide Notationen, daher sollten Sie beide problemlos lesen
und verstehen — und gegebenenfalls ineinander Ubersetzen kdnnen.

Die eindimensionale Differential- und Integralrechnung fihrt wie
gesehen direkt zur zwei- und dreidimensionalen Vektoranalysis.
Die hier betonte Dimension 3 ist vor allem physikalisch motiviert;
analoge Sétze und Rechentechniken gelten in jeder Dimension.

Integralsatze erlauben und erklaren die nétigen Umrechnungen.

In den vorigen Kapiteln haben wir die hierzu nétigen Kurven-, Flachen-
und Volumenintegrale und hierbei geltenden Integralsatze diskutiert.

In diesem Kapitel stelle ich einige klassische Anwendungen vor.

Nahezu alle GesetzmaBigkeiten in Naturwissenschaft und Technik
formuliert man Ublicherweise als Integral- und Differentialgleichungen.
Die in obigen Formeln zusammengefassten Rechentechniken sind daher
Grundwerkzeuge fur Ingenieur:innen und Naturwissenschaftler:innen.

Unsere drei Differentialoperatoren auf Q C R3 bilden folgende Sequenz:

0 — C=(Q,R) £24 00, R3) 2% ¢ (Q,R?) L% 0°(Q,R) — 0

Folgende Identitaten niitzen bei Potentialproblemen und Umformungen:

rotgradg =0 d.h. V x(Vg)=0
divrot f =0 dh. V-(Vxf)=0
divgrad g = Ag d.h. V. (Vg) =Ag

rotrot f = graddiv f — Af d.h. Vx(Vx f)=V(V-f)—Vf
Aufgabe: Rechnen Sie dies nach fir zweimal stetig diff'bare Felder.
Warum und wo genau benétigen Sie hier den Satz von Schwarz (D4A)?
Lésung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es sorgsam aus:

rot grad g = (02039 — 03029, 03019 — 01039, 01029 — 02019 )

Wenn g: Q2 — R zweimal stetig differenzierbar ist, so kdbnnen wir den
Satz von Schwarz anwenden: Es gilt 9;0;9 = 9;0,9, also rot grad g = 0.
Die anderen Gleichungen rechnet man ebenso geduldig nach. Ubung!
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Ziel: Wie verhalten SICh Stromungen'7 Welche Gleichungen gelten hier?

71

Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln

(0) Wie beschreiben Sie eine Stromung in einem Gebiet Q C R? iber ein
Zeitintervall I = [tg, t1]? Geschwindigkeit 7: I x Q — R3: (¢, %) — 9(t, T)
und Massendichte o: I x Q — R: (t, %) — o(t, ¥) und evtl. weitere Daten.
Die Massenstromdichte ov: I x 0 — R3 beschreibt den Massenfluss.
Im Strébmungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.

Die Strdomungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.
Sie ist grundlegend fir die Meteorologie, beim Bau von Flugzeugen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flief3t!

Strémungslehre:
Fluiddynamik

Hydrodynamik

inkompressibel:

kompressibel:

Aerodynamik

mit Reibung:
Navier—Stokes

ohne Reibung:
Euler-Gleichung

Ein Fluid heif3t inkompressibel, wenn seine Dichte nicht vom Druck abhéngt. Zum Beispiel ist
dies bei Wasser eine gute Niherung fiir die meisten Anwendungen. Noch einfacher ist zunéchst,
tiberall konstante Dichte anzunehmen. Anders als Fliissigkeiten sind Gase leicht komprimierbar,
ihre Dichte ist etwa 1000mal geringer, ihre thermische Ausdehnung gréBer. Fiir ihre Bewegung
aber gelten weitgehend die gleichen Gesetze, zumindest bei nicht allzu groen Driicken und
Geschwindigkeiten. Wir wenden uns hier der allgemein giiltigen Kontinuititsgleichung zu.
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Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K € Q C R3 kompakt, etwa ein Wirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz far K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fur inkompressible Strémungen, also fir ¢ = const?

Lésung: (1) Die Uber die Randflache S = 0K ausstrdomende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

il e
— odK + ov
dt JJJ x S:BK(

(2) Wir dirfen die Ableitung unters Integral ziehen dank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung 0p/0t:

d KLI\'[

i) dS = 0

Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringen und dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von GauB3 (G3G):

# (o7 +it)dS : /// div(o?) dK
S=0K - K

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

/// [ + div( gv)] dK =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt fir jedes Kompaktum K & Q.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

do
5 + div(p?) =0

Diese Kontinuitatsgleichung ist grundlegend fir die Stromungslehre.
(4) FOr inkompressible Stromungen gilt 0 = const und somit div ¥ = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flie3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu gendgt allgemein bereits 9,0 + v - grad ¢ = 0. Sehen Sie warum?
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Von Integral- zu Differentialgleichungen

Wir haben oben aus einer Integralgleichung (der Massenerhaltung)
eine Differentialgleichung abgeleitet (die Kontinuitatsgleichung).
Dahinter steckt folgendes einfache und sehr nltzliche Prinzip:

Lemma H1A: Verschwindungslemma fir Skalarfelder

Sei © C R” offen und f:Q — R stetig. Gilt [, f(z)dz =0
far jeden (kleinen) kompakten Wurfel K € €2, so folgt f=0.

Aufgabe: Begriinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Lésung: Wir wollen f = 0 zeigen.

Nehmen wir im Gegenteil an, es galte f # 0.

Das bedeutet, es existiert ein Punkt a € Q mit f(a) # 0.

Wir kdnnen f(a) > 0 annehmen; der Fall f(a) < 0 ist analog.

Sei also f(a) = 2b > 0. Da f stetig ist, existiert um a ein kleiner Wiirfel
K e Q) mit Kantenlange ¢ > 0, sodass f(x) > b fur alle x € K gilt.
Hieraus folgt die Abschatzung [ f(x)dz > bvol,(K) = be™ > 0.

© Wenn also [ f(z)dx = 0 fur alle Wurfel K € Q gilt, so folgt f = 0.

Dieses Prinzip gilt ebenso flr Flussintegrale von Vektorfeldern:

Lemma H1B: Verschwindungslemma fir Vektorfelder

Sei Q C R® offen und f:Q — R stetig. Gilt [y f(x)-7idS =0
fir jedes (kleine) achsenparallele Quadrat S € 2, so folgt f = 0.

Aufgabe: Begriinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Losung: Wir wollen f = 0 zeigen.
Nehmen wir im Gegenteil an, es galte f # 0.
Das heif3t, es existiert ein Punkt a € 2 mit f;(a) # 0 fir ein i € {1, 2, 3}.

Wir kénnen i = 3 annehmen; die Falle i = 1, 2 sind analog.

Wir kénnen f3(a) > 0 annehmen; der Fall f3(a) < 0 ist analog.

Sei also f3(a) = 2b > 0. Da f und somit f1, f2, f3: Q — R stetig sind,
existiert um a ein kleines Quadrat S € (2 parallel zur (z1, z2)—Ebene
mit Kantenlange ¢ > 0, sodass hlerauf f3( ) > bflralle x € S gilt.
Hieraus folgt dle Abschatzung [ f(z) -7 dS > bvoly(S) = be? > 0.

© Wenn fS x)+ndS =0 fur alle Quadrate S € Q gilt, so folgt £ = 0.
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Die Navier—Stokes—Gleichungen fir inkompressible Fluide

Far inkompressible Stromungen gilt o = const und somit div 7 = 0.
Es handelt sich um eine grundlegende Erhaltungsgleichung.

Diese beschreibt allerdings die Bewegung keineswegs vollstandig.
Dazu werden weitere ErhaltungsgréBen wie Impuls / Energie bendtigt.

Die Impulserhaltung flhrt zu den Navier-Stokes—Gleichungen:
Sei 7(t) die Bahn eines Teilchens der Strémung, d.h. ¥(t) = (¢, 5(t)).
Newtons Gesetz ,Kraft = Masse x Beschleunigung” besagt hier:

= F(t,9(t))
Einsetzen und ausrechnen der linken Seite nach Kettenregel:

d*i(t) _dw(t) _ dui(, (0 avz dv; 8716 _ aUz Ov;
a2 At dt Z@xk ot Z@xk

07(t)

Dies heif3t substantielle Ableitung oder auch konvektive Ableitung.

Auf der rechten Seite setzt sich die Kraft F' zusammen aus der Reibung,
dem inneren Druck und auBeren Kraften, zum Beispiel der Schwerkraft.

8vk
Massenerhaltung:  divd = =0
g Z B
ov; - (% 1 0p
Impulserhaltung: ! + V— = pAvi— = + f
/!\nderun:; Konvektion IDh‘fusionI ir:terne Kraft Iemr:

Diese 1 + n Gleichungen beschreiben die Stromungsgeschwindigkeit 7: I x 2 — R" einer
Fliissigkeit zur Zeit t € I C Ram Ort & € Q C R" in der Ebene (n=2) oder im Raum (n=3),
mit konstanter Massendichte o € R und Viskositdt v € R, Druck p: I x €2 — R und duBerer
Kraft f : I x © — R"™. Sie sind zweiter Ordnung und nicht-linear in ¢. Die Impulserhaltung ist
Newtons Bewegungsgesetz: Links steht die Beschleunigung, als konvektive Ableitung.
Rechts stehen die Krifte durch Reibung v, Druck p und f Gegeben sind hierzu die duflere Kraft
f sowie die Anfangsgeschwindigkeiten ' (0, Z) fiir £ € Q. Gesucht sind die Funktionen ¢ und p.
Im zweidimensionalen Falle ist die Losbarkeit bewiesen, im dreidimensionalen Falle noch nicht!
Die Navier—Stokes—Gleichungen illustrieren die Schwierigkeit partieller Differentialgleichungen:
Uber dreidimensionale Losungen weiB man allgemein wenig, z.B. sind Existenz und Regularitit
ungeklirt — trotz grofiter Anstrengungen. Das Clay Mathematics Institute hat dies im Jahr 2000
als eines von sieben Millenium-Problemen ausgelobt, mit einem Preisgeld von 1 Million Dollar.
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Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Kérper?

Bild- und Warmequelle: Momo

Waérmebilanz fir KX = Kaninchen bei ¢ € Winter

Wir betrachten ein Gebiet Q C R? und ein Zeitintervall I = [to,¢;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte g: I x Q2 — R,
Warmedichte w: I x Q — R und Warmefluss f: 1 x Q — R3.

Aufgabe: (1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wrfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(8) Folgern Sie hieraus die zugehérige Differentialgleichung.
(4) Vereinfachen Sie schlieBlich durch die Annahme f=—kVu.

Losung: (1) Fir jedes Kompaktum K € Q gilt die Warmebilanz:

Von den Warmequellen in K zugefihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Warmefluss Uber den Rand von K nach auf3en

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benoétigt.
Ich greife hier schon mal vor: g sei stetig, f einmal stetig diff’bar, u zweimal stetig diff’bar.
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(2) Mit GauB3 (G3G) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

# flt,z)-ids & // V. f(t,z)dz
S=0K o K

Dirfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, o;u stetig!

%///Ku(t,m)dx D'Z // En u(t,x)dx

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///[ u(t,x) + V- flt,2) q(taw)}dx=0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt firr jedes Kompaktum K € Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

duu(t,x) + V-« f(t,z) = q(t, z)

Diese Gleichung gilt tiberall dort, wo etwas entsteht (g), gespeichert wird (u) und flief3t ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heifit deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielfiltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier—Theorie 16sen konnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie © = p und f = o¥ erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.

(4) Warme flieBt von warm nach kalt, genauer f = —x Vu. Einsetzen:
du(t,z) + V+ [—k Vu(t,z)] = q(t, z)

Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz

A=0%+02+03

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur ', genauer

u = ocT" mit Dichte ¢ und Wirmekapazitit c. Sie flieBt proportional zur Temperaturdifferenz,
also f = —\ VT mit Wirmeleitfihigkeit A. Demnach gilt f = —r Vu mit £ := A /(0c).
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfahigkeit (¢, ) rdumlich konstant und isotrop.

Ou — k Au =q mit

Wir erhalten so Fouriers beriihmte Warmeleitungsgleichung (1822):

ou 0? 0? 0?
5 —kAu=q mit A= 922 +0m% +3m§

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u (links) mit Inhomogenitit g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wirme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768-1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach ihm benannte Fourier—Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und g. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) konnen wir die Fundamentallsung angeben!
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Was niitzen uns solche Gleichungen? Welche Probleme I6sen sie?
Typische Anwendungen verlaufen nach dem obigen Muster:

Integralsatze

’ 3. Differentialgleichungen ‘

mathematische
Lésungsmethoden

’ 2. Integralgleichungen ‘

Naturgesetze ﬂ phys. Messungen,

GauB, Green, Stokes

Bilanzgleichungen M exakt / numerisch

Vorhersage?

’ 1. physikalisches Modell ‘ >’4. technische Anwendung‘

Planung?

In einigen Paradebeispielen gelingt uns eine explizite Losung:
© exakt, Ubersichtlich, leicht zu verstehen, zu priifen und zu nutzen!
@ Solche Ldsungen sind leider meist auf einfache Falle beschrankt.

In komplizierteren Fallen bleibt (nur) die numerische Approximation:
& unlbersichtlich, schwerer zu verstehen, zu priifen und zu nutzen.
© Naherungen sind mit Computerhilfe in vielen Fallen durchfiihrbar!

Auf beiden Wegen leisten Differentialgleichungen die Formulierung und
anschlieBende Lésung des urspringlichen (physikalischen) Problems.
Meist geschieht dies eingebettet in einem Modellierungskreislauf.

H(t,x) = e*x2/4’{t/\/47mt
| — Maximum H (t,0) ~ const/+/

Die Gleichung d;u = & 02w hat als Fundamentalldsung
H(t,z) = exp(—z?/4xt)//4rmrkt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauB3sche Glockenkurve

um den Mittelwert ;o = 0 mit der Varianz o> = 2kt.
Firt 7 oo flieBt die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir £ N\, 0 konzentriert sich die Wiarme im Punkt z = 0.

Lésungen der Warmeleitungsgleichung || Lésungen der Warmeleitungsgleichung e
u(t,r) = cH(t,z — &) ¢ Satz D5D: Lésungen der Warmeleitungsgleichung
endl. Linearkombination (1) Die Warmeleitungsgleichung d;,u = x A hat als Fundamentallésung
1 Wenn zur Startzeit ¢ = 0 die Warme ¢1,5 ., cx eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

in den Punkten &1, . . ., & konzentriert ist, dann
erhalten wir zur Zeit ¢ > 0 die Superposition /
Linearkombination von Fundamentallosungen.
Bei kontinuierlicher Startverteilung wird dies zu
einem Integral, wie im folgenden Satz erklart.

H:RoxR"—>R: H(t,x) =

1 . ( |:1:]2>
——exp| —].
(VArkt)™ P\ "t
Die Konstanten sichern die Normierung [, . H(t,z)dz = 1 firt > 0.

(2) Flr t = 0 sei die Warmeverteilung ug : R™ — R vorgegeben, ug € Cy.
Fir ¢ > 0 erhalten wir die Lésung durch Superposition (Faltung D5E):

u: RsgxR" >R : u(t,z) = H(t,x — &) up(&)d§.
£ERn

Sie erflllt 0;u = xk Au flr ¢t > 0 sowie limy\ o u(t, x) = uo(z).

(3) Aus u(0, z) = sin(kz) fur t = 0 folgt u(t, z) = e+ sin(kx) fir ¢ > 0.
Aus u(0,z) = ), cx sin(kx) folgt u(t,z) = >, ¢ e~F* 5t sin(kx) fir ¢ > 0.
Die Warmeleitung glattet: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab. )
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Finite-Differenzen-Methode: Diskretisierung

Fir u:R>p x R — R untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung
Owu(t,z) = kO?u(t,xz) furallet>0undz € R,
u(0,2) = up(x) Anfangswerte fir ¢ = 0.

Aufgabe: Approximieren Sie die Differentialquotienten 9, sowie 9, und
0?2 durch Differenzenquotienten zwecks numerischer Lésung. Lésung:
Dyult, z) ~ u(t, x+Ax/2) — u(t,z—Ax/2)
Ax
Opu(t, z+Ax/2) — Oyu(t,x—Ax/2)
Az

_u(t,v—Ax) — 2u(t, ) + u(t, v+Ax)

= (Ax)?
Hier sind Az > 0 und At > 0 Schrittweiten, nicht der Laplace—Operator.
Die Warmeleitungsgleichung d,u = « 92u besagt dann néherungsweise:
Kk At

u(t+At, x) =~ u(t,r) + (Ba) u(t,z—Ax) — 2u(t, z) + u(t, ac—l—Ax)}

D*u(t,x) ~

Gegeben sei fir t = 0 die (diskretisierte) Startverteilung
v(0,2) = vo(z) mit vo:ZAz — R.

Wir berechnen die (diskretisierte) Verteilung v: NAt x ZAx — R durch

kAt
v(t+At, z) :=v(t,z) + L [v(t, x—Ax) — 2v(t, x) + v(t, $—|—AZL‘)]
Schema: . , ,
1 (.77k_1) (]7k) (]7k+1) X
® o o
o o o
t (J+1,k)

Mit dieser einfachen Methode konnen Sie den Wirmefluss fiir ¢ > 0 ndherungsweise bestimmen:
Aus der Startverteilung vo zur Zeit ¢ = 0 berechnen Sie die Verteilung v zur Zeit t = 1A¢,
daraus vy zur Zeit t = 2At usw. Die Methode ist wenig aufwindig, auBerdem direkt und explizit,
das heifit, es miissen keine Gleichungssysteme gelost werden. Sie ist leicht zu implementieren
und wird hiufig auf die Wirmeleitungsgleichung und dhnliche Diffusionsprobleme angewendet.
In der Numerik lernen Sie noch weit bessere Verfahren, diese sind raffinierter, aber aufwéndiger.
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Finite-Differenzen-Methode: kreisférmiger Kupferdraht

Aufgabe: Simulieren Sie den Warmefluss auf einem kreisférmigen
Kupferdraht der Ldnge L = 1 mit k = 0.02 und At = 0.1 und Az = 0.1
Zur Zeit t = 0 sei die Warmemenge 1 im Punkt z = 0.5 konzentriert.

(1) Programmieren Sie die Rechnung. (Tabellenkalkulation genlgt;

Sie finden dieses Beispiel unter eiserm.de/lehre/HM3/Irrfahrt.ods.)
(2) Erwarten Sie die Erhaltung der Gesamtwarmemenge? Gilt dies?
(3) Welche Verteilung erwarten Sie fur groBe Werte von ¢? Gilt dies?

Losung: (1) Sie finden die Tabelle auf der nachsten Seite. (2) Das ist
physikalisch plausibel. Glucklicherweise erhélt unser Algorithmus in
jedem Schritt die Gesamtwarme! (3) Wir erwarten die Gleichverteilung:
In jedem Punkt x € {0.0,0.1,...,0.9} gilt v(¢,2) — 0.1 flr t — occ.

© Die Rechnung lasst sich auch stochastisch interpretieren als
zufallige Irrfahrt (engl. random walk) mit Parameter p := x At/(Ax)?.
Zur Zeit t befinden Sie sich im Punkt z mit Wkt v(¢, z). Im Zeitschritt At
gehen Sie jeweils mit Wkt p einen Schritt + Az nach rechts / links, mit
Wkt 1 — 2p bleiben Sie stehen. Die Diffusion der Wahrscheinlichkeiten
folgt dann genau der obigen diskreten Gleichung. Siehe die Tabelle!

z=1[00 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9

t=0.0 | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1]0.000 0.000 0.000 0.000 0.200 0.600 0.200 0.000 0.000 0.000
0.2 0.000 0.000 0.000 0.040 0.240 0.440 0.240 0.040 0.000 0.000
0.3 0.000 0.000 0.008 0.072 0.240 0.360 0.240 0.072 0.008 0.000
0.4]0.000 0.002 0.019 0.093 0.230 0.312 0.230 0.093 0.019 0.002
0.5]0.001 0.005 0.030 0.106 0.219 0.279 0.219 0.106 0.030 0.005
0.6 | 0.002 0.009 0.040 0.113 0.209 0.255 0.209 0.113 0.040 0.009
0.7]0.005 0.014 0.049 0.118 0.199 0.237 0.199 0.118 0.049 0.014
0.8]0.009 0.019 0.056 0.120 0.190 0.221 0.190 0.120 0.056 0.019
0.9]0.013 0.024 0.061 0.121 0.182 0.209 0.182 0.121 0.061 0.024
1.00.017 0.029 0.066 0.121 0.175 0.198 0.175 0.121 0.066 0.029
1.110.022 0.034 0.070 0.121 0.169 0.189 0.169 0.121 0.070 0.034
1.20.027 0.039 0.073 0.120 0.164 0.181 0.164 0.120 0.073 0.039
1.310.032 0.043 0.076 0.120 0.159 0.174 0.159 0.120 0.076 0.043
1.410.036 0.047 0.078 0.119 0.154 0.168 0.154 0.119 0.078 0.047
1.510.041 0.051 0.080 0.117 0.150 0.162 0.150 0.117 0.080 0.051
1.6 | 0.045 0.055 0.082 0.116 0.146 0.157 0.146 0.116 0.082 0.055
1.710.049 0.058 0.083 0.115 0.142 0.153 0.142 0.115 0.083 0.058
1.810.053 0.061 0.085 0.114 0.139 0.148 0.139 0.114 0.085 0.061
1.910.056 0.064 0.086 0.113 0.136 0.145 0.136 0.113 0.086 0.064
2.010.059 0.067 0.087 0.112 0.133 0.141 0.133 0.112 0.087 0.067
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Wir betrachten ein Bauteil Q C R? aus warmeleitendem Material.
An den Réandern liegen die Temperaturen 0°C, 100°C, 200°C an.

Aufgabe: (1) Diskretisieren Sie wie oben die Warmeleitungsgleichung

Oult, z,y) = w[pult, z,y) + Fyult, ,y)],

U(O, €, y) = ’LL()(.CL', y)

(2) Lésen Sie die Gleichung numerisch! Was ist der stationare Zustand?
Hierzu sei Az = Ay, und At wahlen wir so, dass x At/(Ax)? = 1/4 gilt.

Losung: (1) Wir diskretisieren und nahern die partiellen Ableitungen:
u(t, z+Ax/2,y) — u(t,z—Azx/2,y)

Oru(t, x,y) ~ AL

agu(t,x,y) - amu(t,a:—l—Aw/Q,y)A—xBIu(t,x—A:c/Q,y)
_u(t,z—Az,y) = 2u(t, x, y) + u(t, v+Az,y)
- (Ax)?

Diese N&herungen kennen wir bereits. Ebenso verfahren wir fur 85.
Die Warmeleitungsgleichung d,u = x[02u + 9;u] ndhern wir durch v:

v(t+At, x,y) = v(t,z,y) + At ow(t, =, y)
At
=ov(t,x,y) + (Zm)Q [v(t,:z:—Ax, y) — 2v(t, x,y) + v(t, z+ Az, y)}
Kk At
+ W |:’U(t, €, y_Ay) - QU(ta €, y) + U<t7 xz, y+Ay):|

Hier sind At, Az, Ay > 0 Schrittweiten, nicht der Laplace—Operator.
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte

Im konkreten Beispiel arbeiten wir mit (z,y) € {1,...,12} x {1,...,7},
Zeitschritt At = 1 und k = 1/4. Wir erhalten die Mittelwerteigenschaft:

o(t,z—1,y) +v(t,z+1,y) + vt z,y—1) + v(t, 2z, y+1)

v(t+1,z,y) =

4

Stationare
Lésung:

200

100

© Ausgehend vom gegebenem Startzustand v (0, z, y) kénnen wir so die zeitliche Entwicklung
berechnen. Nochmal zur Betonung: Die diskrete Lésung v(t, x, y) ist nur eine grobe Néherung
der kontinuierlichen Lésung u(t, z, y). In der Numerik erfahren Sie mehr zu Fehlerschranken
und noch besseren Methoden. Viele davon stehen als Softwarebibliotheken zur Verfiigung.

© Unsere Niherung ist auf den folgenden Seiten numerisch illustriert. Die Rechnung beginnt
mit einer (beliebigen!) Startverteilung zur Zeit ¢ = 0 und konvergiert recht schnell gegen die
(eindeutige!) stationdre Losung: Zwischen ¢ = 50 und ¢ = 80 ist kaum noch ein Unterschied.
Das ist fiir den Computer einfach und schnell zu rechnen; eine Tabellenkalkulation geniigt.

© Die stationdre Losung befindet sich im Gleichgewicht, erfiillt also die Mittelwerteigenschaft

v(z—1,y) + v(z+1,y) + v(z,y—1) + 0(z, y+1)
4

T)(‘r>y) =

© Der stationdre Zustand v lésst sich auch stochastisch interpretieren als Ergebnis einer
zufilligen Irrfahrt (engl. random walk): Auf einem Spielfeld Q C Z? ziehen Sie jeweils mit Wkt
p = Kk At/(Ax)?, hier p = 1/4, nach links / rechts / oben / unten. Das Spiel endet mit den
Gewinnen am Rand. Die Gewinnerwartung auf jedem Feld (z, y) ist der Wert o(z, y).

© Dieses einfache Beispiel illustriert das allgemeine und iiberall wichtige Dirichlet-Problem.
Die Berechnung von 7 fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem mit 7 x 12 = 84 Unbekannten!
Fiir diese finden wir genau 84 Gleichungen. Die Gleichgewichtsldsung v ist tatsdchlich eindeutig,
und die iterative Berechnung als Wirmefluss liefert eine erstaunlich gute numerische Methode.
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t=0|200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 t=2 1200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 000 000 | 063 075 075 075 075 075 075 075 075 075 075 063 | 000
000 000 000 | 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 | 000
000 000 000 000
000 000 000 000
000 000 000 000
000 000 000 | 006 006 006 006 006 006 006 006 006 006 006 006 | 000
000 000 000 | 031 038 038 038 038 038 038 038 038 038 038 031 | 000
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
t=11]200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 t=3 | 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 | 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 [ 000 000 | 072 088 091 091 091 091 091 091 091 091 088 072 | 000
000 000 000 | 019 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 019 | 000
000 000 000 | 003 003 003 003 003 003 003 003 003 003 003 003 | 000
000 000 000 000
000 000 000 | 002 002 002 002 002 002 002 002 002 002 002 002|000
000 000 000 | 009 013 013 013 013 013 013 013 013 013 013 009 | 000
000 | 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025 025|000 000 | 036 044 045 045 045 045 045 045 045 045 044 036 | 000
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
Zeitliche Entwicklung zum stationaren Zustand " | Zeitliche Entwicklung zum stationaren Zustand e
¢t=50 | 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 Gegeben sind meist Anfangswerte u(0, z) = ug(z) firt =0 und z € Q
000 | 099 138 156 164 169 171 171 169 164 156 138 099 | 000 sowie Randwerte u(t, x) fir alle t > 0 und = € 092, kurz ARWProblem.
000 | 060 098 121 134 141 145 145 141 134 121 098 060 | 000 .. . . ..
000 | 042 074 097 111 119 123 123 119 111 097 074 042 | 000 Warmeleitungsgleichung dyu(t, z) = x Au(t, z) fur alle t > 0 und x € Q.
000 | 034 061 082 096 104 108 108 104 096 082 061 034 | 000 Stationar o,u =0 < harmonisch Au=0 < Mittelwerteigenschaft
000 | 032 057 076 088 095 099 099 095 083 076 057 032 | 000 Wir kdnnen die stationare Verteilung exakt bestimmen dank Trennung
000 | 036 061 077 087 093 096 096 093 087 077 061 036 | 000 der Variablen und Fourier-Theorie, siehe R201 und die Graphik R408.
0001053 075 086 092 095 097 097 095 092 086 075 053 | 000 Anfangs- und Randwertprobleme (kurz ARWP) werden wir in Kapitel S
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 ausflhrlich diskutieren und mit Fourier—Theorie l16sen, siehe Satz S3D.
T B0 0 o a2 2 2w 20 BT ]| Dl Warmeleun gt oo Fequenzeningen oxtom el b
000 | 061 101 125 139 147 151 151 147 139 125 101 061 | 000 Lasst sph dlg Warm.eleltun.gsglelchung gmkehren, also zgruckrechnen?
000 | 044 078 102 118 127 132 132 127 118 102 078 044 | 000 Thegretlsch ja, praktisch nein. Gegeben '|st sf[att up Zur Zeit t = 0 nun up
000 | 036 066 088 103 113 117 117 113 103 0%8 066 036 | 000 zu einem Zeitpunkt 7' > 0, und gesucht ist die/eine Startverteilung .
000 | 034 061 081 095 103 107 107 103 095 081 061 034 | 000 Die rlickwértslaufende Warmeleitungsgleichung d,u = —x 92u entsteht
000 | 038 064 082 093 099 102 102 099 093 082 064 038 | 000 durch Zeitumkehr ¢t — —t. Sie glattet nicht, sie raut auf: Winzig kleine
000 | 054 076 088 095 098 100 100 098 095 088 076 054 | 000 Stérungen in up flhren zu explosionsartigen Stérungen in vg. Dieses
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 Umkehrproblem ist daher schlecht gestellt (engl. ill posed), siehe R221.
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Harmonische Funktionen: Kraftegleichgewicht

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung ohne Quellen:
du=rAu mit A=0}+---4+02

Fir stationare Losungen gilt 9;u = 0, also Au = 0.

Definition H1cC: harmonische Funktion

Sei (2 C R"” offen. Eine (zweimal stetig differenzierbare) Funktion
u: Q) — R heit harmonisch, wenn sie die Gleichung Au = 0 erfillt.

Dies ist die homogene Potentialgleichung oder Laplace—Gleichung.
Sie wird in vielen technisch-physikalischen Anwendungen genutzt.

Bei mangelnder Differenzierbarkeit gentigt u € Li. .(Q2); wir interpretieren
die Ableitung A = 97 + - - - + 92 dann im Distributionensinne.

Diskretisiert erhalten wir fir v: Z™ — R die Mittelwerteigenschaft
v(z) = 5= S p_q v(z + ex) + v(z — ey), flir n = 2 ausgeschrieben:

v(z—1,y) +v(z+1l,y) +v(z,y—1) + v(z,y+1
oo,y = LETLD L) oy ) +oleyt)

Zur lllustration skizziere ich hier eine Anwendung aus der Mechanik:
Wir betrachten Massenpunkte in (x,y) € (Zh)? mit Hohe u(x,y) € R.
Jeder ist durch gleich starke Federn mit seinen Nachbarn verbunden.
Bei kleinen Auslenkungen ist die Rickstellkraft jeder Feder proportional
zur Differenz der beiden Héhen. In der Summe erhalten wir also:

mOFult, z,y) =+ k[ult, o—h,y) = 2u(t, z,y) + ult, 2+, )]
k[t y—h) = 20(t,2,9) + ult,,y+ )]

Es gilt: Ruhelage = Kréftegleichgewicht ~ Mittelwerteigenschaft!
Stationare Lésungen sind demnach harmonisch (hier diskret).

Im Grenzlibergang h — oo erhalten wir die Wellengleichung:

Ru=c2Au mit A=97+...492

Auch hier gilt: Stationare Lésungen sind harmonisch. Allgemeiner flhrt
Kraftegleichgewicht zu Minimalflachen, wie im Folgenden illustriert.
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S e
Aetese R

Das Zeltdach des Olympiastadions in Miinchen ist eine Minimalfléche. Es beruht auf Ideen von
Frei Paul Otto (1925-2015) vom Institut fiir Leichte Flichentragwerke der Universitét Stuttgart.
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Ein halbes Jahrhundert spiter werden solche Konstruktionen auf dem Computer berechnet:
Von der Seifenblase zur Kelchstiitze, nach Ideen von Frei Otto. @ youtu.be/_LpP6bdxFPU



http://www.wernersobek.com
http://youtu.be/_LpP6bdxFPU
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Gravitationsfeld einer Punktmasse

Ziel: Wie berechnet man das
Gravitationsfeld eines Planeten?

Wir betrachten das Gravitationsfeld
einer Masse m = 1 im Punkt i € R3:

FR N {y} — R,
R

J(Z) =m——133.
@) -z

Das Feld f ist radial auf den Punkt ¢
gerichtet und klingt ab mit 1/r2.

Das bringt bemerkenswerte
Eigenschaften mit sich!

Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f,
(2) das Flussintegral von f tber die Sphare S = 0B(y,r) und
(3) uber den Rand 0D eines beliebigen Kompaktums D.

Wie lasst sich der Integralsatz von Gauf3 hier nutzen?

Lésung: (1) Auf ganz R? \ {7} finden wir div f =0, denn
ofi 0 yi—wmi -1 3(yi — x)? O0f1 [ 0f2  Ofs
ox; Oz ly—zPP  |y— x| * ly — x| - 8x1+8x2+8x3

(2) Den Fluss tber die Sphare 0B(y, ) berechnen wir dank Symmetrie:

. . -1
/ Feds = / feiig|dS| = / —|dS| = —4r
OB(y,r) OB(y,r) OB(y,r) r

(3) FUr jedes Kompaktum D mit stlickweise glattem Rand 0D folgt
- 0 firy ¢ D
| Feas - et
oD —4r fUrye D

—

Nachrechnen dank GauB: (1) Das Feld f(Z) ist divergenzfrei, nur der Pol im Punkt Z =
wirkt als Quelle bzw. Senke. Das ist die rdumliche Entsprechung des ebenen Residuensatzes.

= —A4r IB(Q’)

(2) Dank Kugelsymmetrie gelingt die Integration miihelos, sogar ohne Parametrisierung!
(3)ImPFalle 7 ¢ D gilt [, f+dS = [, div(f) dZ = 0 dank (1). Im Falle § € D wihlen wir
eine kleine Kugel B(7,7) C D. Mit D istauch E = D ~. B(#,) kompakt mit stiickweise
glattem Rand OF = 0D U —0B(y,r). Wegen i ¢ E gilt [, f+dS = [, div(f)dZ =0
dank (1) und somit [, f+-dS = faB(g,r) f+dS = —4n dank (2).
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Das Newton—Potential einer Masse m im Punkt i € R? ist

w: RIS} = R u(@) = —n

| —

y—1i|
(Gravitationskonstante und etwaige Vorzeichen lasse ich hier weg.)

Ein Planet ist keine Punktmasse: Wir betrachten eine Massendichte
o: K — R auf einem Kompaktum K C R3. AuBerhalb ist das Potential
u:R3\K—>R:u(f):/ _é,)(w_,dgj.
JeK |y — 2|

Das ist die kontinuierliche Superposition (Faltung) von Punktpotentialen.
Gleiches gilt fir das elektrische Potential einer Ladungsverteilung und
ebenso in zahlreichen ahnlichen Anwendungen der Potentialtheorie.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie jeweils das Gravitationsfeld f = grad w.
(2) Ist das Potential u auf R? ~. K harmonisch, gilt hier also Au = 0?
(3) Warum / Durfen Sie hier die Ableitungen unters Integral ziehen?

Lésung: Fir eine Punktmasse rechnen wir Au wie oben explizit aus:

m —

u(®) = = f(¥) =gradu(Z) =m = Au=divf=0.

g -1

g
|y — &

(1) Fur eine kontinuierliche Dichte o: K — R erhalten wir

u:RB\K%R:u(E):/ o(9) dy.
0k

ek |7 — |
Das zugehdérige Gravitationsfeld f = grad  ist dann (dank Satz D3cC)

Y — 1 — D3c iy — _’_f — —
f@ZQM/ Wﬁmﬁ:/QM€@Jw5/§ L o)
K |7 — 7| K |§ — | K U — |

(2) Somit ist das Newton—Potential u auf R* ~. K harmonisch, denn

Kk |7—7 K

|y — 7

Au(Z) = A
K

(8) Ableitungen und Integral vertauschen, da der Integrationsbereich K
kompakt ist und der Integrand in & € R® \ K stetig differenzierbar (D3c).
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Gravitationspotential einer Kugelschale

Wir betrachten die Kugelschale
K={geR|r<|g<m}

mit den Radien 0 < rg < r; und
konstanter Massendichte ¢ € R.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie das
Gravitationspotential «(Z) im Punkt
Z = (0,0, R) mittels Kugelkoordinaten
¥ = (rsinf cos p, rsinfsin p, r cosf).

(2) Welches Gravitationsfeld f = grad u herrscht auBerhalb (|1Z] > r1)?

Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Potential einer Punktmasse!
(3) Welches Gravitationsfeld f: grad u herrscht innerhalb (|Z] < ro)?

Wie interpretieren Sie dieses bemerkenswerte Ergebnis geometrisch?

Hinweis: Der Ansatz ist klar, die Rechnung ist aber nicht leicht. Man

berechne |7 — 7|2 = r2 — 2rRcos § + R? und substituiere ¢t = — cos 6.

Losung: (1) Zu berechnen ist das Integral

u(f)z/ @
JeK |y — &

Far die Integration Gber i € K nutzen wir Kugelkoordinaten

g': (y17y27y3) = (I)(T,O,QO)-
Wir kennen die Funktionaldeterminante det ® = r2sin 6, also

dg.

(rsinf cos p, rsinfsin p, rcos ) =

d(yla Y2, y3> = T2 sin 6 d(T, 67 QO)

Wegen Rotationssymmetrie hangt «(Z) nur vom Radius |z| ab.
Es genigt daher, u(%) etwa langs der z—Achse zu berechnen.
Wir fixieren deshalb den Punkt & = (0,0, R) mit R = |z| € R>o.
Der Abstand |y — ] ist in dieser Parametrisierung

g =

= T2

=72 —2rRcosf + R2.

sin? #sin? ¢ + 2 sin? f cos? ¢ + (rcos§ — R)?

sin? 6 + r2 cos® 0 — 2r R cos 0 + R>

Gravitationspotential einer Kugelschale
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Damit berechnen wir unser Integral in Kugelkoordinaten:

u(X) —/ dy
yeK |y
2 .

:/ / / orsinf dpdf dr
r=ro J0=0 J =0 V72 + R2 — 2r Rcos

= / 27 or? / sin 0 dé dr
r=ro 9=0 V72 + R?2 — 2rRcosf

Das innere Integral berechnen wir mit t = — cos# und dt = sinfdf zu

1

= [1\/7'2 + R2 + 27’Rt]
rR

1 1
/ dt
t=—1 Vr2+ R2 4+ 2rRt t=—1

R[\/r2+R2+2rR \/r2+R2—27'R]
o

1 2/r furr > R,
—(Ir+R|—|r—R|) = =
g+ &l = Ir =R {2/R fiirr < R.

(2) AuBBerhalb der Kugelschale K gilt R > r; und somit
1 [
E r=rQ
Dies ist das Potential einer punktférmigen Masse A im Ursprung.
AuBerhalb K herrscht das Gravitationsfeld f = grad u = MZ/|7]3.
(8) Innerhalb der Kugelschale K gilt R < ry und somit

M
) = dror?dr = —.
u() mor.dr 7

T1
u(¥) = / 4drordr = const.
r=ro

Dieses Potential hangt hier nicht weiter von & ab. Somit verschwindet
das Gravitationsfeld f = grad « = 0 im Inneren der Kugelschale.

Geometrische Erklarung: Auf jeden inneren Punkt wirken entgegen-
gesetzte Krafte gegenlberliegender kleiner Flachenstiicke im Abstand a
bzw. b. Die Flache wachst mit a? bzw. b2, die Kraft nimmt ab mit 1/a>
bzw. 1/b%, also sind beide Kréfte gleich groB und heben sich auf.
Bemerkung: Fir den verbleibenden Fall ro < R < ry z&hlt nur die
Masse m = 3mo(R? — r3) der Kugelschale vom Radius ry bis zu R.
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Die Massendichte o:R?* — R erzeugt das Gravitationsfeld
> . = () y— .
f:RB%RB m|t fx ; / T oa 0y dy
@) JER3 |y — &3 (@)
Zwecks Integrierbarkeit sei ¢ beschrankt und absolut integrierbar (H1D).

Aufgabe: Berechnen Sie den Fluss von f durch den Rand S = 9D
eines Kompaktums D C R? (mit Fubini und der vorigen Aufgabe).

Loésung: Der Fluss aus D ist proportional zur Gesamtmasse in D:

[ = [
6D ZedD ﬂERS‘

y— .
YT @) di) -ds
j— & o
/ (/ J ﬂ3-d5>9(y)dy
ger3 \Jzeap |V — 7|
/ (—Am)Ip(@) (@) dF = —dm / o) dF
yERS yeD

Hierzu muss p ausreichend gutartig sein, sodass in (1) absolute Integrierbarkeit gilt. Gleichung
(2) ist dann Fubini und (3) haben wir zuvor ausgerechnet. Ist zudem f stetig differenzierbar, so
folgt div f = —4mp nach GauB3. Der Regularititssatz HID prizisiert die Voraussetzungen.

©

Aufgabe: Berechnen Sie das Gravitationsfeld f einer Kugelschale
K={7eR3|ry<|yl <7 } mit0 <7y < r;und konstanter Dichte o.

Erste Losung: direkt durch Integration, mihsam aber lehrreich.

Zweite Losung: Mit dem Integralsatz von Gauf3 geht es viel leichter.

Das Feld f ist kugelsymmetrisch, das heiBt f(Z) = g(|Z]) - Z/|Z|.

Aus B(0,r) = { # € R® | |Z] <r } flieBt [y, [+ dS = dmr?g(r).

Dank GauB gilt andererseits [, ., fedS = —4r S5, 0w dy.

Fir r > ry gilt g(r) = —m/r%: Wie eine Punktmasse im Ursprung.

Gravitationstarke:

g(r) =

_ -1
7’2

/  o@)dg
B(0,r)

Far r < ro gilt g(r) = 0: Hier heben sich entgegengesetzte Krafte auf.

Frrg <r <rigiltg(r) = —0 3% (

3 3

Spezialfall Vollkugel: Fir 0 = rq < r < rjistg(r) = —g%”r linear.

© Der Integralsatz von GauB vereinfacht die Rechnung erheblich!

): Wie Punktmasse, aufgeteilt.
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g(r) = | F( )| Gravitationsfeld einer Vollkugel bzw.
Kugelschale bei homogener Masse
/A
Vollkugel

/ \\\
Kugelschale \

\%

0 1 Ui

Wir sehen in diesem Beispiel sehr schon, dass f stetig ist, wie im folgenden Satz H1D erklirt, und
sogar stetig diff bar wo p dies ist. Wir sehen aber auch, dass f nicht iiberall differenzierbar ist.
Um realistische Beispiele wie dieses technisch korrekt zu behandeln, lohnt sich unsere Miihe!

Gravitationsfeld der Erde geman Preliminary Reference Earth Model.

Gravitationsbeschleunigung in m/s?
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Gravitationsfeld einer Massendichte

Satz H1D: Regularitat des Gravitationsfeldes

(1) Die Dichte o:R? — R sei beschrankt und absolut integrierbar,
zum Beispiel stetig mit kompaktem Trager. Dann definiert sie ein
Gravitationsfeld f: R3 — R3 durch das absolut konvergente Integral

fla) = /GRS ‘5__;,3 o(y) dy.
)

(2) Das Vektorfeld f ist stetig und fir jedes Kompaktum D C R3 gilt

fedS = —47T/D o(y) dy.

oD

(8) Ist o auf B(zo, r) stetig differenzierbar, so auch f, und dort gilt

‘ div f = —4mo. ‘

(4) Ist insbesondere ¢ = 0 auf B(zo,r), so gilt dort div f = 0.

/\ Der Integrand hat einen Pol fiir y = . Es ist ein Wunder, dass das
Integral dennoch konvergiert und f sogar stetig bzw. stetig diff’bar ist.

© Die Aussage (4) ist leicht, wie oben gesehen: Liegt = auBerhalb
des Tragers von p, so treten im Integranden keine Polstellen auf.

Regularititsbeweise (zu Stetigkeit, Differenzierbarkeit, etc.) wie der folgende sind meist subtil.
Physikalisch relevante Anwendungsbeispiele wie das Gravitationsfeld eines Planeten sind aber
ein hervorragender Test, um unsere Techniken daran zu erproben. Nur fiir Unerschrockene!

Beweis des Satzes: (1) Die Dichte ¢o: R®* — R sei beschriinkt und absolut integrierbar:
Es gibt Konstanten L, M € R, sodass |o(z)| < L fiir alle z € R® sowie [5]o(z)|dz < M.
Fiir alle z € R® garantiert dies die absolute Integrierbarkeit, denn fiir jeden Radius R > 0 gilt:

[ LAY

' Jo(y)] / lo(y)|
dy < dy
/\ylezR ly — =zl y—ol>r B2

Damit ist das Faltungsintegral f(z) = nyR3 (y—2)/|ly—z|®-

(4) Gilt ¢ = 0 auf einem kleinen Ball B(zo, ), so kdnnen wir dort unter dem Integral ableiten:
Das Vektorfeld f ist auf B(zo, r) beliebig oft differenzierbar, und es gilt div f = 0.

-r?sinfdpdddr < 4nLR < oo

< g [ lewlay < MR <o

o(y) dy absolut konvergent.

Gravitationsfeld einer Massendichte
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Gravitationsfeld einer Massendichte

(2) Wir beweisen die Stetigkeit von f in 2o € R®. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben.

Hierzu finden wir § > 0, sodass fiir |z — zo| < ¢ stets | f(x) — f(xo0)| < € gilt:

Wir zerlegen ¢ = go + 01 mit oo = ¢ - Ip(ay,s,)» also 01 = 0 auf B(zo, do).

Hierzu gehort die Zerlegung f = fo + f1 der zugehorigen Vektorfelder.

Dank (1) haben wir die Schranke | fo| < 4w Ldo + L3763 /85 = €/3 fiir 6o = e/(167L).
Das verbleibende Vektorfeld f7 ist stetig auf B(zo, do), sogar C° wie oben fiir (4) erklirt;
daher existiert 41 > 0, sodass fiir |z — zo| < 01 stets | f1(z) — f1(zo)| < €/3 gilt.

Wir setzen § := min{do, d1} > 0. Fiir jedes x € R® mit |z — xo| < § gilt dann

[f (@) = f(@o)| = [fo(x) = fo(zo) + f1(x) — fr(zo)]
< fo(@) + [fo(zo)| + |f1(z) — fi(xo)| <e/3+e/3+¢e/3 <e.

(3) Zur Differenzierbarkeit: Sei g auf B(xo, r) stetig differenzierbar und 0 < r’ < r.

Wir konnen die Dichte o = g + 01 so zerlegen, dass g stetig differenzierbar ist

mit oo = 0 auBerhalb B(zo,r) sowie g9 = o auf B(xo,r’), also o1 = 0 auf B(xo,7’).
Hierzu gehort die Zerlegung f = fo + f1, und f1 ist C*° auf B(wo,r’) dank (4). Zudem gilt

z
/]R3 WQO(I + z)dz.

Das Gebiet B(xo, ) ist beschrinkt, zudem ist 9o /dz; stetig und beschriinkt:
Dank Ableitung unter dem Integral ist fo auf B(zo, r) stetig differenzierbar.
Demnach ist f auf B(zo,r’) stetig differenzierbar, und dies gilt fiir alle 7’ < r.

fow) = [ amew)d =

Satz H1E: Lésungen der Potentialgleichung

Die dreidimensionale Laplace-Gleichung Au = 0 auf R? \ {0}
hat als sogenannte Fundamentallésung das Newton—Potential:

-1
47 - |z|

N:RN{0}=>R:z+—

Dies entspricht der Gravitation einer Punktmasse im Ursprung;

die Konstanten wahlen wir zur Normierung faB(o,r) grad N -dS = 1.
Die Massendichte o:R?* — R sei beschréankt und absolut integrierbar.
Die Poisson—-Gleichung Au = o wird geldst durch Superposition:

u:R SRz RgN(m—y)Q(y)dy

Das Potential u ist dann stetig differenzierbar. Fir sein Gradientenfeld
f = gradu und jedes Kompaktum D C R? gilt [, f-dS = [}, o(y) dy.
Ist o auf B(xg,r) stetig differenzierbar, so auch f, und Au = lef =0 |
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Magnetostatik: magnetisches Feld eines Stromes

Die Elektrostatik untersucht ruhende elektrische
Ladungen und das von ihnen erzeugte, zeitlich
konstante elektrische Feld F(z, y, z).

Fundamentales Beispiel: Die Ladung ¢ € R sei
konzentriert auf den Nullpunkt, den wir uns als
unendlich kleines, geladenes Teilchen vorstellen.
Das elektrische Feld ist dann radial mit Stérke
|E| = const/r? und hat einen Pol im Ursprung.
Das Flussintegral berechnen wir etwa fiir eine
Kugel V = B(0,r) vom Radius 7 um 0.

Das entspricht dem Gravitationsfeld einer
Punktmasse. Die Anwendungen dndern
sich, die mathematischen Methoden bleiben.

Beispiel: Elektrisches Feld einer Punktladung ¢ im Ursprung:

q ( — E-fidS = 4rq

x,Y,2)
(Va2 +y? 4 22)3 av

© AuBerhalb des Ursprungs (0,0,0) gilt Quellenfreiheit, div E = 0, und
Rotationsfreiheit, rot E = 0. Erinnerung: Rechnen Sie dies erneut nach!

E_"(m,y,z) =

Die Magnetostatik untersucht zeitlich konstante
elektrische Strome und das von ihnen erzeugte,
zeitlich konstante Magnetfeld B (z,y,2). z.B.
Dauermagnet, Erdmagnetfeld und Kompass, etc.

Einfaches Beispiel: Der konstante Strom j € R
sei konzentriert auf die z—Achse, die wir uns als
unendlich diinnen und langen Leiter vorstellen.
Das magnetische Feld ist dann zirkuldr um die
z—Achse (gemif der Rechte-Hand-Regel) mit
Stiirke | B| = const/r und wird singulir auf der
z—Achse. Das Randintegral berechnen wir fiir
eine Kreisscheibe S um die z—Achse.

Beispiel: Magnetisches Feld eines Stroms j entlang der z—Achse:
27/¢ - A .
Bla.y.2) = 2%

,2,0) =
oy 5(—y,2,0) » p
© AuBerhalb der z—Achse (0,0, 2) gilt Rotationsfreiheit, rot 5 = 0, und
Quellenfreiheit, div B = 0. Erinnerung: Rechnen Sie dies erneut nach!
Ubung: Dies sind die beiden zentralen Beispiele! Rechnen Sie nach,
dass diese beiden Felder die folgenden Maxwell-Gleichungen erflllen.

|
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Maxwell-Gleichungen als Differentialgleichungen

Coulomb Ladungsgesetz

# E.ﬁdS:///zmgdv
oV

Faraday Induktionsgesetz §1§ §=——
as
# B-.idsS
oV
515 E-d§:1//<47rf+aE>-ﬁdS
o8 C S ot

Hier ist E das elektrische Feld, B das magnetische, o die Ladungsdichte, J die Stromdichte.
Dles sind hneare Integralglelchungen dquivalent hierzu sind lineare Differentialgleichungen

in E und B mit Quelltermen g und J auf der rechten Seite. Sie besagen: (1) Die Quellen des
FE—Feldes sind die Ladungen p. (2) Die Wirbeldichte des E—Feldes entspricht der zeitlichen
Anderung des B—Feldes. (3) Das B—Feld ist quellenfrei, es gibt keine magnetischen Monopole.
(4) Die Wirbeldichte des B—Feldes entspricht der Stromdichte J plus der zeitlichen Anderung
des FE—Feldes. Fiir zeitlich konstante Felder entkoppeln die Gleichungen wie oben gesehen.

[] Zum Einstieg konsultiere man de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen,

zur Vertiefung etwa Jackson: Klassische Elektrodynamik, de Gruyter, 4. Auflage 2006.

© Up and Atom: Maxwell’s Equations — Beginner’s Guide. youtu.be/F3QHUvr8d8I

Gauf Quellenfreiheit

Ampére Durchflutungsgesetz

Aufgabe: (1) Folgern Sie die zugehdrigen Differentialgleichungen.
Lésung: Wir formen um mit Hilfe unserer Integralsatze:
E-.ndS

— . = (%H /// (v
v e 1%

= /(VXE)-ﬁdS
S

E-ds "=
// (V-B)dv
|4

/ (V x B)-7idS
S

A

08

Beiids ‘=
F1% G3G
315 B.ds =
98 Gla

Fir jedes kompakte Volumen V' und Flachenstlck S gilt demnach

//V[V.E—Mg}dvzo, //S|:VXE 10B

c Ot

// [V-E}dvzo, //[v E—laE—“J] .7dS = 0.
v c Ot c

Dies gilt genau dann, wenn die Integranden verschwinden (H1A, H1B).

©

} ndS =0,



http://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen
http://youtu.be/F3QHUvr8d8I
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Elektrodynamik: Maxwellsche Gleichungen

Wir erhalten die Maxwell-Gleichungen als Differentialgleichungen:

- - 10B
V. E = 4rp, V><E+fa——0,
c Ot
v.B-o, vxp_ LOE_dmy
c Ot c

Die integrale und die differentielle Formulierung sind dquivalent! Je nach Anwendungen ist die
eine oder die andere geschickter. Das spiiren Sie sehr deutlich beim Nachrechnen der beiden
zentralen Beispiele: Auf R® <. {0} bzw. R® \ {2—Achse} ist die differentielle Form bequemer.
(Warum?) Um den Nullpunkt bzw. die Achse nutzen Sie besser die integrale Form. (Warum?)

Aufgabe: (2) Folgern Sie die Ladungserhaltung (Kontinuitatsgleichung):

do
ot +V-J=0
Nachrechnen: Wir nutzen Schwarz, divrot = 0, hier V- (V x E) =0,

angewendet auf die erste und vierte Gleichung (Coulomb und Ampére):

Aufgabe: (3) Folgern Sie die elektromagnetischen Wellengleichungen:

1 6%E A O
2 98
VIE = S =4nVo+ o
~ 1 02B "
2
Fir o = 0 und J = 0 bleiben demnach die freien Wellengleichungen:
10°E  _ya 10?8 _, .
== —V!E = — - —-V?’B=
c? Ot2 v ' c2 Ot? v
Nachrechnen: Wir nutzen V x (V x F) = V(V - F) — V2F:
10B - L 1 .
0=V x [V ><E+%J V(V-E)—V2E+88V x B
1 82E 4w dJ
—4 2 = 2s
Vo — VE+ 5 00 +02 B

Ebenso erhalten wir die magnetische WeIIengIeichung.

aQ 0 0 ﬂ D4a 8E @ = S| Daa =4
4l L SVIEE V.Sl 2 V. V xcB —an]] £ —4rV- ]
Elektrodynamik: Maxwellsche Gleichungen Ergtneung
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Elektrodynamik: Maxwellsche Gleichungen

Die Wellengleichung (¢=202 — 6? — - -- — 92)u = 0 wird gel6st durch
Wellenfunktionen u(t, #) = f(c|¢|t — £+ Z) mit f € C2(R,R) und £ € R".
Aufgabe: (4) Rechnen Sie nach, dass u tatsachlich eine Ldsung ist.
Lésung: (4) Nun genlgt sorgsames Ableiten mit der Kettenregel.

sin(t — x)

Die Maxwellschen Gleichungen sind lineare partielle Differentialgleichung in E und B mit
Inhomogenitdten in p und J auf der rechten Seite. Die hieraus abgeleiteten Wellengleichungen
beschreiben, wie sich elektromagnetische Wellen in Raum und Zeit ausbreiten, siehe Seite D533.

Viele berithmte Wissenschaftler des 19. Jahrhunderts waren an der spektakuldren Erforschung des
Elektromagnetismus beteiligt und haben Teile dieser Gleichungen experimentell und theoretisch
untersucht. Doch erst James Clerk Maxwell (A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field,
1865) konnte sie zu einem konsistenten Gesamtsystem von acht Gleichungen zusammenfiigen;
diese haben wir oben ausgeschrieben als zwei skalare und zwei vektorielle Gleichungen.

Damit brachte Maxwell die intuitiv-qualitativen Beschreibungen in die mathematisch-quantitative
Form der Vektorfelder und erdffnete so theoretische wie praktische Berechnungen. Maxwells
mathematische Theorie gab alle zuvor gefundenen Phinomene prizise wieder, zudem konnte sie
vollig neue vorhersagen: elektromagnetische Wellen! Diese waren 1865 experimentell noch lange
nicht zuginglich; dies gelang Heinrich Hertz 1886. Erst Maxwells theoretischer Durchbruch
ermoglichte den technologischen Fortschritt, von dem wir bis heute profitieren!

Jede Losung u(t, @) = f(c|€|t — £+ &) ist eine Welle, in Form der Funktion f, die sich mit
Lichtgeschwindigkeit ¢ in Richtung £ ausbreitet. (Klassisch sollte f mindestens zweimal stetig
differenzierbar sein, etwa f = sin, notfalls nutzen wie die Ableitung im Distributionensinne.)

Maxwells Gleichungen haben eine besondere Symmetrie: Sie beinhalten die Invarianz der
Lichtgeschwindigkeit ¢ unabhiingig vom Betrachter, auch in bewegten Bezugssystemen.
Diese erstaunliche Tatsache fiihrte direkt zu Einsteins Spezieller Relativititstheorie (1905).




H201

Potentiale und Gradientenfelder

H202
Erlauterung

Potentiale und Gradientenfelder

Wir fUhren die Diskussion von Feldern und Potentialen fort (E341).
Wiederholung: Sei U C R™ ein Gebiet. Was versteht man unter. ..
(1) einem Skalarfeld F auf U? (2) einem Vektorfeld f auf U?

3) dem Gradienten von F'? (4) einem Potential zu f?

Was besagt der HDI flr ein Vektorfeld f mit Potential F'?

Was qilt demnach fiir Arbeitsintegrale geschlossener Wege?

(3)

(5)

(6)

(1) Ein Skalarfeld auf U ist eine stetige Abbildung F':R™" O U — R.
(2) Ein Vektorfeld auf U ist eine stetige Abbildung f:R" O U — R".
(3) Zu jedem stetig diff’baren Skalarfeld F': U — R ist der Gradient

dxy’ 7 Oy,

(4) Ein Potential zu f: U — R" ist ein Skalarfeld F: U — R mit F/ = f.
5) Fur jeden stiickweise stetig diff’baren Weg ~ : [a, b] — U gilt dann:

/f a2 [ P [ a0 o) - po)

~(b), so folgt \(ﬁy fedy=0.

f:U—R" gegebendurch f=F =gradF = (8F 8F>,

6) Ist f = F’ und ~ geschlossen, also y(a) =

(1—2) Jedem Punkt x € U aus dem Definitionsgebiet U wird eine reelle
Zahl F(z) € R bzw. ein Vektor f(z) € R" zugeordnet. Wir nehmen meist
stillschweigend an, dass diese Zuordnungen stetig / stetig diff’bar sind.
(3—4) In Dimension n = 1 ist f = F’ Ableitung und F' Stammfunktion.
Potentiale sind nur bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

(5) Das Arbeitsintegral eines Gradientenfeldes f = F’ hangt nur vom
Start p = y(a) und Ziel ¢ = (b) ab, ansonsten aber nicht vom Weg ~.

Physikalisch entspricht dies der Energieerhaltung: Die zur Bewegung
entlang ~ aufgebrachte Arbeit wird als Lageenergie gespeichert.

(6) So kann man feststellen, ob ein Vektorfeld f ein Potential hat:
Aus 957 f+dvy # 0 folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.

Wir nennen ein Vektorfeld f konservativ, wenn ¢_f-dy = 0 gilt.

Das bedeutet, langs geschlossener Wege wird keine Arbeit verrichtet.
Jede an einer Stelle des Weges aufgewandte Energie wird an anderer
Stelle zurlickgewonnen, die Gesamtenergie bleibt schlie3lich erhalten.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5. Das Potentialproblem 16sen wir
in Kapitel E und hier allgemein. Wir nutzen es in Kapitel M fiir exakte Differentialgleichungen.
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Exakte und konservative Vektorfelder

Ein Vektorfeld f : U — R™ heif3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es
ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F': U — R mit F’ = f existiert.

Das ist das Potentialproblem. Wie kénnen wir es konkret anpacken?

Ein Vektorfeld f : U — R™ heif3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn gS,y f+dvy = 0 fir jeden geschlossenen Weg v : [a, b] — U qilt.

U q U q
B

« Lasso!
p p y=aU-0

Konservativ: Das Arbeitsintegral hangt nur von Start p und Ziel ¢ ab,
nicht vom Integrationsweg, denn [ f«da — fB f+dp = 957 fedy=0.
Satz H2A: Hauptsatz: exakt < konservativ

(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R™ ein Potential o) ist f konservativ.
(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(z) = [ pf - ds ein Potential.

Nachrechnen: (1) Aus f = F’ folgt gﬁ,yf «dy = F(y(b)) — F(v(a)) = 0.
(2) Wir kdnnen und werden U als wegzusammenhangend annehmen.
Wir wahlen einen FuBpunkt p € U und definieren F: U — R durch

F(z) = f ds—/f da—tof(()) o/ (t) dt.

Hier ist a: [0,1] — U von «(0) = p nach «(1) = z ein beliebiger (!) Weg.

© Der Wert F(z) ist wohldefiniert, also unabhangig vom willkiirlich
gewahlten Weg «, da wir unser Vektorfeld f konservativ voraussetzen.
Ist F' ein Potential zu f? Gilt wirklich 0, F = f; furallei =1,...,n?
Fir jeden Punkt z € U und h > 0 mit [z, z + he;] C U finden wir:

h

F(z+he)) 2 F(z)+ fi(z + te;)dt
t=0

o

&F(l') = %F(x"’hez) = fz( )

© Somit gilt F’ = f wie gewiinscht, das heiBt, F ist ein Potential zu f.




H205
Ubung

Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld

H206
Ubung

Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld

Aufgabe: (1) Sei a € R. Skizzieren Sie das zirkulare Vektorfeld
FU=R>* {0} = R® mit f(z,y) = (—y,z)/(x®+y>)Y2

TG RN G IRRE R aS MR
y) ~ re al %& "
’}' ¥ A/A:/««‘\\\\‘
"
¥
’*l//
Yoy l
! x
RIEE
oY \1 * ¥
x*\\
\
\
X
< X
N
Y
N
1 Lange/5
r=ya?+y? Max 2

Aufgabe: Wir betrachten f(z,y) = (—y,z)/r® mitr = /22 + y2.
(2) Berechnen Sie |f(z,y)| und das Arbeitsintegral 1angs 0B(0, r).
(3) Berechnen Sie rot(f). Fur welche a ist rot(f) konstant? Null?
(4) Fur welche a existiert zu f ein Potential F: R? . {0} — R?

Lésung: (2) Wir finden |f(z,y)| = r'~%. Da f Uberall tangential ist:

% f(s)-ds = yg f(s)<top|ds| = y§ = ds| = 27127
OB(0,r) OB(0,r) OB(0,r)

g

(3) Wir finden I‘Ot(f) = 81f2 — 82f1 = .. / L= (2 — a)/ra.
Die Rotation ist konstant fur a € {0,2}, und Null nur fir a = 2.

(4) Das Feld f erlaubt kein Potential auf R? \. {0}, denn es gilt

75 f(s)+ds #0.
oB(0,r)

) Das Vektorfeld ist nicht konservativ, also auch kein Gradientenfeld.
/\ Fir a = 2 ist das Feld f rotationsfrei, besitzt dennoch kein Potential!
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Rotationsfreie Vektorfelder und Potentiale Obung

Wie kann das sein? Das Vektorfeld f rotiert offensichtlich um den
Nullpunkt, aber fir a = 2 verschwindet die Rotation rot(f) Uberall.
A\ Im Nullpunkt (z,7) = (0,0) hat das Vektorfeld f eine Polstelle!
Die Zirkulation konzentriert sich im Nullpunkt; dort sind f und rot(f)
nicht definiert, aber wir kbnnen und werden drumherum integrieren!
© Unsere Rechnung nutzt die Symmetrie und kommt ohne explizite
Parametrisierung aus. Alternativ kdnnen wir die Kreislinie 0B(0, )
explizit parametrisieren, etwa durch den Weg ~: [0, 27r] — R? mit
v(t) = (rcost,rsint). Damit berechnen wir das Arbeitsintegral:

27
/ f(s)+ds = / fedy= [ fOv(e) o/ () dt
oB(0,r) 5 =0

B 2m 1 (—rsint —rsint
N 4—o T® \ 7rcost rcost
Fir a = 0 gilt rot(f) = 2 und das Arbeitsintegral ist gleich 2 vol, B(0, r).

Fir a = 2 gilt rot(f) = 0 und das Arbeitsintegral ist unabhangig von r.
© Beide Phanomene erklaren sich durch den Satz von Green.

27
dt = / P20 dt = 2 2,
t=0

Wiederholung: [ [ ] Stroppel, Héhere Mathematik 2, Satz 4.3.10.

(1) Wann heif3t ein C'-Vektorfeld f:R™ D U — R" rotationsfrei?

(2) Was besagt der Satz von Schwarz (D4A) fir partielle Ableitungen?
(3) Ist Rotationsfreiheit flr Exaktheit notwendig? (4) hinreichend?

(5) Auf welchen Gebieten U C R™ gilt ,rotationsfrei = exakt*?

(1) Ein C'-Vektorfeld f heiBt rotationsfrei, wenn 9; f; = 9, f; gilt.
Das bedeutet, die Jacobi—Matrix (9 f;);,; ist symmetrisch.

In Dimension n = 2, 3 ist dies gleichbedeutend mit rot(f) = 0.

(2) Jede C?~Funktion F: U — R erflllt 9;0,F = 9,0, F fur alle i, j.
Jedes C'-Gradientenfeld f = (01 F,...,0,F) ist somit rotationsfrei.
(3) Fur jedes C''-Vektorfeld f gilt: Exaktheit impliziert Rotationsfreiheit.
Existiert namlich ein Potential F' mit 0;F = f;, so folgt 0, f; = 0 f;.
(4) Aus 0; f; # 0, f; folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.
Aber allein aus 0; f; = 0; f; folgt noch nicht, dass f ein Potential hat!
(5) Ist das Gebiet U C R™ einfach zusammenhangend, so erlaubt
jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R”™ ein Potential F: U — R.
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Homotopie von Integrationswegen

Sei f:R™ D U — R" ein Vektorfeld.
Wir integrieren entlang der Wege

a, B :]a,b] — U von p nach q.

Die Ergebnisse sind i.A. verschieden!

Hat f ein Potential F', so ist jedes
Arbeitsintegral gleich F'(q) — F(p).
Aus rot(f) =0und a U -3 = 0D folgt
[, feda= fﬁ f +dp dank Stokes.

© In dieser gliicklichen Situation
mussen wir viel weniger rechnen!

Wege « und g heiBen homotop in U, wenn sie sich stetig ineinander
deformieren lassen — innerhalb von U und bei festen Endpunkten.

Satz H2B: Rotationsfreiheit impliziert Homotopieinvarianz.

Ist das Vektorfeld f:R™ D U — R" rotationsfrei, so liefern homotope
Wege a, §:[a,b] — U dasselbe Arbeitsintegral [ f-da = fﬁ f-dg.

Zwei Wege sind homotop, wenn sie sich stetig ineinander deformieren
lassen. Um damit auch rechnen zu kénnen, definieren wir es genauer:

Definition H2C: Homotopie mit festen Endpunkten

Eine Homotopie ist eine stetige Abbildung H : [0, 1] x [a,b] — U.

Fir jedes s € [0, 1] definiert Hy(t) := H(s,t) einen Weg H;: [a,b] — U.
Flr eine Homotopie von « nach 5 verlangen wir Hy = aund H; = 3
sowie selben Start H;(a) = p und selbes Ziel Hs(b) = ¢ fur alle s € [0, 1].

Somit ist H, fir s € [0, 1] eine Familie von Wegen, die Hy = « stetig in
H; = 5 deformiert, innerhalb des Gebietes U, bei festen Endpunkten.

Die Homotpie H parametrisiert H ein Flachenstlck mit Rand oo U — 3,
die anderen Kanten [0, 1] x {a, b} des Rechtecks sind konstante Wege.
Das Flachenstiick muss dabei nicht regulér oder injektiv sein.

Im obigen Beispiel sind « und 5 in U homotop, aber nicht g und ~.
Warum? Wir sehen 3+ ~ an den unterschiedlichen Integralen!
Diese Beobachtungen prazisieren wir durch Satz H2B.
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Homotopie von Wegen in einem Kreisring

Wir kénnen nun die behauptete Homotopieinvarianz nachrechnen:
Beweis des Satzes H2B: Die Wege «, §: [a,b] — R™ seien homotop,
das heif3t, es existiert eine Homotopie H : [0, 1] x [a,b] — U. Dies ist ein
parametrisiertes Flachenstlick mit parametrisiertem Rand 0H = o« U —§.
Die anderen Kanten [0, 1] x {a, b} des Rechtecks sind konstante Wege.
Wir dlrfen H als stiickweise C? annehmen. Dank Stokes (G1A) gilt dann

/Bf'dﬂ—/oéf-da:/Hrot(f)-dH:O.

Diese Rechnung gelingt fiir n = 2 und n = 3 mit Stokes. In beliebiger Dimension verlauft das
Argument im Prinzip genauso, wir haben aber unsere Integralsitze nur fiir n < 3 formuliert.

Beispiel: Fiir Wege 7 : [a,b] — U = R? \ {0} messen wir den Winkelzuwachs durch
rdy —ydx
W)= [ STV
’\/ y
Dieses Arbeitsintegral ist homotopieinvariant, bei festem Start und Ziel, da unser Vektorfeld
rotationsfrei ist. Nicht-homotope Weg unterscheiden wir hier leicht durch ihre Integrale!

Variante: Fiir die Homotopie geschlossener Wege geniigt H (s, a) = H (s, b) fiir alle s € [0, 1].

Satz H2D: Homotopie von Wegen in einem Kreisring

SeiU = {(z,y) € R? | 02 < 2% + y* < p? } ein Kreisring, 0 < o < p.
Je zwei Wege 7o, 71 : [a, b] — U mit gleichem Start p = vo(a) = v1(a)
und Ziel ¢ = vo(b) = ~1(b) sind genau dann homotop im Kreisring U,
wenn sie die gleiche Umlaufzahl haben, also W (~y) = W (1) gilt.

Beweis: ,=": Die Invarianz von W (~;) haben wir eben nachgerechnet.
Far die Umkehrung <" schreiben wir die Wege in Polarkoordinaten:

Yo(t) = ro(t) ™ und i (t) = rq(t) e ™

Wegen 7p(a) = 71(a) kdnnen wir gleiche Startwinkel ¢g(a) = ¢1(a)
wahlen, und W (~p) = W (1) impliziert dann gleiche Zielwinkel:

eo(b) =¢o(a) + W(w) = ¢ila)+W(n)=ei(b)
Wir erhalten eine Homotopie H von ~g nach ~; innerhalb U durch
Hy(t) = [(1 = s)ro(t) + sri(t)] ellI=9)volt)ser (D)

Was ist hierzu zu priifen? Dies ist eine stetig Abbildung H : [0, 1] X [a, b] — C mit Hy = o
und H1 = ;. Ihr Bild liegt in U, denn die Radien bleiben zwischen den Grenzen o und p.
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Wir verstehen Kreisringe und gehen nun zu allgemeineren Gebieten:

/ ;
% > > sternférmig zu p <

g 2 mehrfach (nicht einfach)

einfach
zusammenhangend zusammenhangend

Will man prifen, ob ein Vektorfeld f:R™ O U — R"™ konservativ ist, so
muss man 567 f+d~ = 0 nachweisen fur alle geschlossenen Wege in U!

Ist f rotationsfrei, so genigt jeweils ein Weg in jeder Homotopieklasse.
Hier spielt die Form des Gebietes U eine entscheidende Rolle!

Ganz einfach wird es, wenn alle Wege untereinander homotop sind.

Eine Menge U C R™ heif3t konvex, wenn zu je zwei Punkten p,q € U
ihre Verbindungsstrecke [p,q] ={ (1 —s)p+s¢|0<s<1}inU liegt.
Wir nennen U sternférmig beziglich eines festen Zentrums p € U,
wenn zu jedem Punkt ¢ € U die Verbindungsstrecke [p, ¢] in U liegt,
Wir nennen U (weg)zusammenhangend, wenn zu je zwei Punkten
p,q € U ein Weg «:[0,1] — U von «(0) = p nach «(1) = g existiert.
Zudem heif3t U einfach zusammenhangend, wenn zudem je zwei
Wege «, 5:]0,1] — U mit gleichem Start und Ziel homotop in U sind.

Aquivalent als Lasso: Jeder geschlossene Weg ~: [0, 1] — U lasst sich
auf einen Punkt zusammenziehen (durch eine Homotopie in U).

Aufgabe: Zeigen Sie fir jedes Gebiet U C R die Implikationen

U konvex = U sternférmig —- U einfach zusammenhangend.
Loésung: (1) Ist U konvex, so eignet sich jeder Punkt p € U als Zentrum.
(2) Sei U sternférmig zu p und ~: [0, 1] — U ein geschlossener Weg.
Wir kénnen ~v(0) = (1) = p annehmen, notfalls dorthin verschieben.
Wir finden die Homotopie H(t) = (1 — s)p + svy(t). Skizzieren Sie’s!
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Satz H2E: Potentiale auf einfach zusammenhangenden Gebieten
Unser Gebiet U C R” sei einfach zusammenhangend, z.B. konvex oder

sternférmig zu p. Ein C'-Vektorfeld f: U — R" erlaubt genau dann ein

Potential F': U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erflllt.
In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral
x b -
_ B , o, . [a:][a,b] = U und
F(z) = /spf(s) ds = /f fla(t))«a/(t) dt mit {(‘(0) —p alb) = .

Jt=a

f:U — R ist exakt, f stetig diffbar f ist rotationsfrei,

JF:U - R:F'= 0;fi = 0;f; auf U
U U einfach zshgd ifi i3

HDI ﬂ WArbeitsintegral f stetig diff’barﬂ HStokes

f ist konservativ, immer

gﬁvf-d’y:OinU

f ist lokal konservativ,
@f «dvy = 0 lokal

U einfach zshgd

Gegeben sei U C R™ offenund f: U — R" ein stetiges Vektorfeld.
Problem: Wie prifen Sie, ob f exakt ist? Wie finden Sie ein Potential?
© Notwendiges Kriterium, fir f € C1, ist Rotationsfreiheit 9, f; = 9; f;.
© Auf jedem einfach zusammenhangenden Gebiet ist sie hinreichend!
© Das Arbeitsintegral F(z) = ¢ + [,_ f(s) - ds liefert uns ein Potential
F:R" O U — R. Die Eichung F(p) = c legt das Potential eindeutig fest.
© Die Wahl des Integrationsweges o vom FuBpunkt p zum Ziel z in U
ist beliebig: Je zwei sind homotop und ergeben dasselbe Integral (H2B).
© Zwecks leichterer Integration wahlt man o méglichst geschickt,
etwa a:[0,1] — U mit a(t) = (1 — t)p + tx falls U sternférmig zu p ist.
© Speziell fir Quader kann man auch ein Hakenintegral nutzen:

1 T2 3

F(m): fl(t7p27p3)dt+ fg(il?l,t,pg)dt—f— f3($1,x27t)dt
t=p1 l=p2 t=p3

/A\ Nach der Rechnung die Probe nicht vergessen: Gilt F/ = f?

Fiir die Rotationsfreiheit verlangen wir, dass f stetig differenzierbar ist. Alle anderen Begriffe
und Implikationen gelten fiir stetige Vektorfelder; sie benotigen keine Ableitung, nur Integrale.
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Anwendung auf Kugelschalen

Aufgabe: Skizzieren Sie zu Radien 0 < o < p < o0
1 den Kreisring A={zeR?|o<|z|<p},
2 die Kugelschale K={zcR3|o<|z|<p}.
8 einen Volltorus V' C R3 und seinen AuBenraum U = R3 \ V.
Sind diese Gebiete konvex? sternférmig? zshgd? einfach zshgd?
Unter welchen Voraussetzungen hat ein Vektorfeld hierauf ein Potential?

Die Kugelschale ist einfach zusammenhéangend, der Kreisring nicht!
Jeder geschlossene Weg ~:[0,1] — K istin K zusammenziehbar!
/\ Einfach zusammenhangend bedeutet nicht unbedingt ,ohne Lécher*.

Die Kugelschale ist nicht konvex oder sternférmig, aber einfach zshgd.
(Anschaulich ist das klar, die Konstruktion von Homotopien ist trickreich.)

Gegeben sei hierauf ein stetig differenzierbares Vektorfeld f: K — R3.
Zum Feld f: K — R3 suchen wir ein Potential F: K — R mit F/ = f.

Wann existiert ein Potential? Genau dann, wenn rot(f) = 0.

Die Bedingung rot(f) = 0 ist immer notwendig nach dem Satz von Schwarz. Die Kugelschale
K ist einfach zusammenhingend, dank Satz H2E ist somit rot( f) = 0 hier auch hinreichend!
Wie berechnen Sie ein Potential? Durch das Arbeitsintegral

x

F(z) = f@%dwj/ﬁdx+ﬁdy+ﬁdz
s=p v

l&ngs eines Weges ~ : [a, b] — K vom FuBpunkt v(a) = p nach ~(b) = z.

Hierbei ist der FuBBpunkt p € K einmal frei wihlbar und wird dann im Folgenden festgehalten.
Ebenso ist der Integrationsweg «y in K frei wihlbar, z.B. ein Hakenintegral in Kugelkoordinaten:
Hier ist es leicht, der Parameterbereich fiir (r, 6, ¢) € [0, p] x [0, 7] X [0, 27] ist ein Quader!

Nach der Rechnung die Probe nicht vergessen! Gilt /' = f?
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Volltorus und Auf3enraum Jbung

Der Kreisring A ist zusammenhangend, aber nicht einfach zshgd:

Der Weg ~v:[0,27] — A:t — (rcost,rsint) ist nicht zusammenziehbar.
(Anschaulich ist das klar, Beweis durch Integral Gber das Wirbelfeld!)
Gegeben sei hierauf ein stetig differenzierbares Vektorfeld f: A — R2.
Zum Feld f: A — R? suchen wir ein Potential F: A — R mit F' = f.

Wann existiert ein Potential? Notwendig ist wie immer rot(f) = 0.
Hinreichend ist rot(f) = 0 und gSV f+d~ = 0 fOr den obigen Weg ~.

Wir miissen hier also nicht alle (unendliche viele) Wege nachpriifen, sondern nur einen.
Verschwindet das Arbeitsintegral ldngs v, dann auch fiir alle anderen geschlossenen Wege:
Unser Vektorfeld f : A — R? ist dann konservativ und somit exakt dank Satz H2A!

Wie berechnen Sie ein Potential? Durch das Arbeitsintegral
f(s)+ds= [ fdo+ fody
s=p 0l

l&ngs eines Weges ~: [a, b] — A vom FuBpunkt v(a) = p nach (b) = z.

Hierbei ist der FuBpunkt p € A einmal frei wéhlbar und wird dann im Folgenden festgehalten.
Ebenso ist der Integrationsweg -y in A frei wihlbar, z.B. ein Hakenintegral in Polarkoordinaten:
Hier ist es leicht, denn der Parameterbereich fiir (r, ¢) € [0, p] x [0, 27] ist ein Rechteck!

F(x) =

Der Volltorus V' C R3 ist zusammenhangend, aber nicht einfach zshgd.
Seine Seele (die blaue Kreislinie) ist in V' nicht zusammenziehbar.
Dasselbe gilt, dual hierzu, fiir den AuBenraum U = R3 \ V.

Anwendung / Anschauung: Wir stellen uns den Torus V' als einen stromdurchflossenen Leiter vor,
etwa als eine Spule mit Wicklung um die z—Achse. Der Auflenraum U ist leer, insbesondere
flieB3t hier keinerlei Strom. Wir untersuchen die Maxwell-Gleichungen im statischen Fall
0+FE = 0B = 0: Es gilt div B = 0 und auf U zudem rot B = 0, dennoch gilt gSB B(s)ds # 0;
genau dies beobachtet man bei Gleichstrommagneten. Bei Wechselstrom (dynamischer Fall)
nutzt man rot £ = —9; B/c zur Induktion in einer zweiten Spule (Transformator).
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Notwendige und hinreichende Kriterien

Gegeben ist ein C'-Vektorfeld f:R"™ O U — R", gesucht ist ein Potential.
Aufgabe: Formulieren Sie lhren Algorithmus zur Nutzung der Kriterien
(1) JAuf U qilt rot f = 0. und (2) ,U ist einfach zusammenhangend.®
sowie (3) ,Es gilt % f +d~ = 0 flr jeden geschlossenen Weg ~ in U .“
Wie kénnen Sie im positiven Falle ein solches Potential F' berechnen?
Warum sind Potentiale zu f nicht eindeutig? Wie finden Sie alle?

Kriterien U einfach U nicht einfach
an fund U zusammenhangend | zusammenhangend
rot f # 0 Auf U erlaubt f Auf U erlaubt f

J(f) asymmetrisch kein Potential. kein Potential.

Auf U erlaubt f
ein Potential F'.

rot f =0
J(f) symmetrisch

Beides ist mdglich.
Prife ¢, f-dy =0.

/\ Die vollstandige Lésung des Problems erfordert mehrere Kriterien,
einige notwendig, andere hinreichend. Diese Zusammenfassung hilft.

Aufgabe: Gegeben ist
ein C''-Vektorfeld
f:R*" DU — R™

Nein

Schwarz D4A

rot f =0

Gesucht ist ein Potential,
F:U— Rmitgrad FF = f.

Ja

Homotopie H2E

U einfach zshgd

Auf U erlaubt f
ein Potential F.

Auf U erlaubt f
kein Potential.
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Notwendige und hinreichende Kriterien

Zur Vereinfachung nehmen wir an, die Menge U ist offen und zshgd.
Hierauf ist unser Vektorfeld f: U — R" stetig differenzierbar, kurz C.
Wir wollen kléaren, ob f ein Potential erlaubt, F': U — R mit grad F' = f.

Notwendig ist rot f = 0: Aus f = grad F folgt rot f = rot grad F = 0
dank Schwarz (D4A). Gilt also rot f # 0, so kann f kein Potential haben.
Nach diesem ersten Hindernis kommt das zweite: Wir nehmen nun

rot f = 0 an; hinreichend ist dann U einfach zusammenhangend (H2E).
© Damit lassen sich viele Falle schnell und einfach entscheiden:
Notwendig ist rot f = 0, hinreichend ist rot f = 0 und U einfach zshgd.

© Gilt rot f = 0, aber U ist nicht einfach zshgd, so priifen wir genauer.
Wir testen aus jeder Homotopieklasse [] einen geschlossennen Weg ~.
Gilt 567 f+v # 0, so kann f kein Potential haben (H2A). Gilt 567 fey=0f0r
jeden geschlossenen Weg ~ in U, so hat f ein Potential (H2A), namlich:

Fa)= [ ;ﬂs) ds

© Der Wert F(z) ist wohldefiniert, unabhangig vom gewéhlten Weg.

Wie beweisen Sie, dass f kein Potential haben kann? Ganz einfach:
Sie zeigen rot f # 0, oder 957 [+~ # 0 fur einen geschlossenen Weg ~.
Wie beweisen Sie, dass f ein Potential hat? Es gibt drei Mdglichkeiten:
(1) Sie legen ein Potential F' explizit vor und weisen F’ = f nach.

(2) Es genugt, rot f = 0 auszurechnen und nachzuweisen, dass das
Gebiet U einfach zusammenhangend ist, etwa konvex oder sternférmig.

(3) Gelingt dies nicht, so missen Sie schlimmstenfalls nachrechnen,
dass hier gS7 f+~ = 0 gilt fir jeden geschlossenen Weg ~: [0,1] — U.
Bei rot f = 0 genugt ein Reprasentant v aus jeder Homotopieklasse.

Angenommen, es gilt 997 f+~ = 0flr jeden geschlossenen Weg ~ in U.
Wie konstruieren Sie dann zu f ein Potential F? Als Arbeitsintegral:

Feo)= [ xpf(S)-ds

Wie prifen Sie, ob eine gegebene Funktion F': U — R ein Potential ist?
© Die direkte Probe genligt: grad F ausrechnen und mit f vergleichen.
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Fortsetzung & Schluss: Wir betrachten das zirkulare Vektorfeld

fU=R>* {0} 5 R®> mit f(z,y) = (—y,z)/(x®+y>)Y2

yo o~ s ()
! . S A
. N .
_ il LN %
i “Eh
| b\ X Yk
\ .. . z X A 4
) | P A A L
/7 (041)
1 Lange/5
Max 2

Inwiefern liegt das Problem am Definitionsgebiet U = R? \ {0}?

/\ Das Gebiet U ist nicht einfach zusammenhé&ngend. (Loch in 0)
Lasst sich Green anwenden: [, ) f(s) +ds = [, rot(f) d(z,1)?
/\ Offenbar nicht: Im Punkt 0 ist f und somit rot(f) nicht definiert!
Der punktierte Integrationsbereich B(0,r) ~ {0} ist nicht kompakt.

Aufgabe: Statt U = R? \ {0} betrachten wir vier offene Halbebenen:

Us =
Uy, = {y 0}
{z > 0}

Us =
{z <0}

=
{y « 0}

(5) Fur welche a erlaubt f; = f|y, : U; — R? ein Potential F;: U; — R?

(6) Bestimmen Sie jeweils zu f;: U; — R? alle Potentiale F;:U; — R.

(7) Existieren Potentiale Fio: Uy U Uy — R? Fiog: Uy UUs U Uz — R?
Warum konstruieren wir so nicht auch ein Potential F': U — R?
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(5) Wir finden rot(f) = (2 — a)/(z? 4 y?)%/2.

Zur Exaktheit ist rot(f) = 0 notwendig, also a = 2.

Das ist die notwendige lokale Bedingung, unabhéngig vom Gebiet.
Zudem ist U; konvex (H2E): Fir a = 2 existiert ein Potential F;: U; — R.

Ist ein Potential F' zu f vorgelegt, so ist die Probe leicht: Es genlgt,
geduldig nachzurechnen, ob 0;F = f; gilt. Aber wie finden wir F'?

(6) Wir bestimmen ein Potential F; : U; — R dank Arbeitsintegral (H2A):

(z,0) (z.y) Y
Few) = [ feedst [ pe)ds=0s [ f- 01
s=(1,0) s=(z,0) t=0
Y T y 1 y/z  q
= _— (1t = _— = _—
Z_O J)2 + t2 Z_O 1 + (t/.’.l')2 d(t/x) /U—O 1 + U2 du
= [arctan(u)] yfco = arctan(y/z)

Probe: 0, arctan(y/z) = —y/(2* + y?), Oyarctan(y/z) = z/(z* + y?).

Ebenso finden wir Fy(x,y) = — arctan(z/y) + const auf U und weiter
Fs(z,y) = arctan(y/x) + const sowie Fy(x,y) = — arctan(z/y) + const.
Auf jedem dieser (konvexen!) Gebiete U; erlaubt f ein Potential F;.

(7) Die folgenden Abbildungen skizzieren diese Potentiale F;: U; — R.
Je drei dieser Potentiale lassen sich verkleben, aber nicht alle vier!

Wir beginnen mit F} = arctan(y/x) und F» = — arctan(z/y) + c.
Diese stimmen auf U; N U, Uberein fur ¢ = 7/2: Punktprobe in (1,1).
Ebenso F3 = arctan(y/x) + =. Wir erhalten F': Uy U Uy U Us — R.

Im letzten Schritt finden wir ebenso Fy = — arctan(z/y) + 37/2.
Dies schlief3t sich nicht: Auf U, N U; bleibt die Differenz F, — F, = 2!
Das entspricht dem Integral 9533(0 ") f(s)+ds = 2w, wie zuvor gesehen.

Das Bild von M.C. Escher illustriert diese bemerkenswerte Situation: Das
Gravitationsfeld ist konservativ: Sie kénnen nicht standig bergab laufen,
auch nicht stédndig bergauf! Denken Sie etwa ans Wandern im Gebirge.
In einer kreisférmigen Gegenstromanlage hingegen kénnen Sie stets
gegen den Strom schwimmen, so wie hier im Wirbelfeld.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld

Potential I, U I,

P

otential F}

Unser Vektorfeld f: U = R? \ {0} — R? erfillt rot(f) = 0 auf ganz U.
Die offene Halbebene U, ist konvex, hierauf hat f also ein Potential F;.
Die obige Rechnung zeigt alle Lésungen: Fi(z,y) = arctan(y/x) + const
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Unser Vektorfeld f:U = R% \ {0} — R2 erflllt rot(f) = 0 auf ganz U.
Die Vereinigung U; U Us ist sternférmig, hierauf hat f ein Potential.
Wir passen die Integrationskonstanten an und verkleben F; und Fs.
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Ubung

M.C. Escher: Ascending and Descending

Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld
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Auch Uy U U, U Us ist sternformig: Wir erhalten die Ebene R? minus
eine Halbgerade. Auch hierauf hat f ein Potential: die Wendelflache!
Diese schlief3t sich nicht, daher erhalten wir kein Potential F': U — R.
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Zentrales Beispiel: das Newton—Potential

1. Uber jedem Intervall [a, b] € R haben wir das unorientierte Integral

b
f(z)dz = / f(z)dz fira <binR.
[a,b] a

2. FUr das orientierte Integral vereinbaren wir zudem

a b
/ f(x)da::—/ f(z)dz flra,beR.
b a
3. Das unbestimmte Integral ist eine Stammfunktion (Potential):
F= /f(:z:) dr bedeutet F' = f.

In Dimension 1 leistet der HDI die Ubersetzung dieser drei Konzepte.
In Dimension > 2 laufen diese drei Aspekte zunéchst auseinander:

1. Volumen und mehrdimensionales Integral (unorientiert, Kapitel A-D)

2. Wegintegral und Fldchenintegral (orientiert, siche die vorigen Kapitel E-G)

3. Vektorfelder und Potentiale: Diesen Punkt haben wir in diesem Kapitel H geklart.
Differentialformen fiigen diese drei Sichtweisen wieder zu einer einheitlichen Theorie, siche
Burg-Haf—Meister—Wille, Vektoranalysis aus ihrer Reihe HM fiir Ingenieur:innen. Wir gehen
hier nicht darauf ein, sondern 16sen bescheiden aber konkret lediglich das Potentialproblem (3).

Wichtige Beispiele und Anwendungen von Potentialen liefert die Physik.
Das Newton—Potential einer Masse m im Punkt y € R? ist

. m
ly — |
(bis auf Konstanten&Vorzeichen). Das zugehérige Gravitationsfeld ist

F:R3< {y} =R mit F(x)

y—$
m .
ly — |3

RN {y} = R® mit f(z) = grad F(z) =

Fir jede beschrankte Massenverteilung o:R? — R haben wir

o(y) du
€K |y—x|

Das zugehdrige Gravitationsfeld ist dann die Superposition (Faltung)

F:R®> - R mit F(:c):/
Yy

y—x
, dy.
_$’3Q(y) y

R 5 R? mit = grad F(z) =
fRO SR mit f(x) = erad F(z) /yeK .

Hier nutzen wir das Ableiten unter dem Integral, genauer Satz H1D.
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Radialsymmetrische Felder und Potentiale

Aufgabe: Zu x € R" sei |z| = /2% + - - - + 22 die euklidische Norm.

(1) Berechnen Sie grad F' zur Funktion F':R" \ {0} — R:x — |z| sowie
F(z)=1/|z|* und F(x) = G(|z|) mit G: R~y — R stetig diff’bar.

(2) Skizzieren Sie f:R" \ {0} = R":2 — x/|z| sowie f(z) = z/|z|*
und allgemein f(x) = g(|z|) - /|x| mit g: Rso — R stetig.

(3) Berechnen Sie die Rotation 0; f; — 0; f; des Vektorfeldes f.

(4) Wann hat f ein Potential? (5) Finden Sie ein Potential ' zu f.

Lésung: (1) Wir schreiben alles geduldig aus und leiten ab:
o] = (@} + - +a2)2, Ailel =wi/lal, gradle| = /x|
Dank Kettenregel folgt grad G(|z|) = G'(|z|) - «/|z|. Speziell im Beispiel:
F(x) = [z,

OiF(z) = —ax;|2|7*2, grad F(z) = —ax |2z| "2

(2) Skizzen! Flr n = a = 2 ist f(z) = x/|z|?> das ebene Quellenfeld.
Der dreidimensionale Fall n = a = 3 entspricht einer Punktladung.

(3) Sei g stetig differenzierbar und i # j. Aus f;(x) = g(|z|) - z;/|z| folgt

970 = /) T4 5 gt 02 = [ - 20D

|z[? x| | fx??
also 0; f; — 9 f; = 0. Fur f(z) = x/|z|* gilt 8; f;(z) = —ax;x;/|z|*T2.

(4) Wie immer ist rot(f) = 0 notwendig fur die Existenz eines Potentials.
Flrn > 3 ist R3 \ {0} einfach zusammenhangend, also ist rot(f) = 0
auch hinreichend. Auf R? . {0} missen wir noch genauer hinschauen:
Dank ¢, ;1) f(s) - ds = 0 verschwindet auch das zweite Hindernis!

(5) Zu f(z) = g(|z|) - «/|=| finden wir mit (1) das Potential F'(z) = G(|z|)
mit G(r) = [ g(p) dp. Das beantwortet zugleich (4) und (3). Speziell:

1
Fz) = {(2—a> El:

In|z|

far 2
. a¥ — grad F(z) = L
fira =2 ||
Im Beispiel n = a = 3 finden wir das Newton—Potential F'(z) = —1/|x|.
Unsere allgemeine Rechnung gilt in jeder Dimension, siehe Satz R1B.
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Ausflihrung

Aufgabe: Wir setzen die vorige Aufgabe fort.

(6) Berechnen Sie div(f) zu f:R" ~ {0} = R" mit f(z) = «/|z|*
Far welche n € Nund a € R ist dieses Feld f divergenzfrei?

(7) Berechnen Sie zu f das Flussintegral Uber die Sphéare S~ 1.

(8) Allgemeiner sei g: R-o — R stetigund f:R" . {0} — R™ gegeben
durch f(z) = g(|z|) - /|z|. FUr welche g ist das Feld f divergenzfrei?

(9) Sei schlieBlich G: R~y — R stetig differenzierbar. Fir welche G
ist die Funktion F':R" \ {0} — R:z — F(z) = G(|x|) harmonisch?

Lésung: (6a) Wie immer leiten wir geduldig ab und berechnen div(f):

fi(z) = '(33%4-...4_%21)_%
Oifi(x) = (£U1 + - 2)*% _ ax?(x% 4. _‘_sz)—aT“
div f(z) = (n - a)(:z:l Foo b a?)7s

(6b) Dies verschwindet genau fir a = n. In jeder Dimension n finden wir
das uns vertraute Quellenfeld f:R™ \ {0} — R":z — f(z) = z/|z|™.

(7a) Im Raum R™ betrachten wir die Sphare »S"~! vom Radius r > 0.
In jedem Punkt s € rS"~! ist die Einheitsnormale n(s) = s/|s|.
Der Fluss des Vektorfeldes f(z) = x/|x|* ist demnach:

/ £(s)-n(s)ds :/ 5.5 4 :rla/ as
rSn—1 rSn—1 |S|a |S| rSn—1

= pl-o Voln,l(rS”_l) = plmapn-l Voln,l(S”_l) =@ voln,l(S"_l)

(7b) Damit beantworten wir erneut die Frage nach der Divergenzfreihe
Wir nehmen div(f) = 0 an. Auf der Kugelschale K (0,71, r2) gilt:

/7' —_ f(S) -n(S) ds — S f(s) ‘TL(S) dsS = lef(LU) dz —

K(0,r1,m2)

Die Funktion r — r™~% ist demnach konstant, folglich muss a = n gelte
Umgekehrt erfullt f(x) = =/|z|" tatséchlich div(f) = 0, dank (6).

© Die Rechnung in (6) gelingt durch sorgfaltiges Ableiten,
die Rechnung in (7) geometrisch durch das Flussintegral.

it:

0

n.
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Ausfiihrung

(8a) Der Fluss des Vektorfeldes f(z) =

/ fs)on(s)as= [ g(sh
rSn—1

g(|z|) - z/|z| Gber S~ ist:

:gr/ ds
o D G as =90 |

= g(r) vol,_1(rS"™1) = g(r)r" 1 vol,,_1(S"1)

(8b) Wir nehmen nun div(f) = 0 an. Auf der Kugelschale K (0,7, 72) gilt:
/ f(s)+n(s)dS — f(s)en s)dS:/ div f(z)dx =
roSn—1 riSn—1 K(O,Tl,T’Q)

Die Funktion r +— g(r) r"~! ist demnach konstant, also g(r) = ¢/r" !
Wenn f(z) = g(|z|) - z/|z| divergenzfrei ist, dann gilt f(z) = c- z/|z|".
Umgekehrt erfillt f(x) = ¢ x/|x|™ tatsdchlich div(f) = 0, siehe (6).
© Die in (6,7) gefundenen Lésungen f(x) = ¢ - z/|x|" sind demnach
die einzigen radialsymmetrischen Vektorfelder mit div(f) = 0!

Wir haben also tatsachlich alle solchen L6sungen gefunden.

© Dies sind genau die physikalisch beobachteten Felder.

S

(9) Der Laplace—Operator ist A = V2 = divograd = 97 + - - - + 92.
Wir berechnen zu F' zunachst den Gradienten f = grad F' wie in (1):
Aus F(z) = G(|z|) folgt f(z) = g(|z|) - =/|z| mit g = G.

Dank (8) wissen wir, dass div(f) = 0 genau fir g(r) = ¢/r" ! gilt.
Im Falle n # 2 finden wir G(r) = 1/r" 2 mit G'(x) = (2 — n)/r" 1.
Im Falle n = 2 finden wir G(r) = Inr mit G'(r) = 1/r.

Zusammenfassend halten wir folgendes Ergebnis fest:

Satz H2F: radialsymmetrische harmonische Funktionen

Sei F':R" \ {0} — R radialsymmetrisch, also F(z) = G(|z|). Genau
dann ist /" harmonisch, AF = 0, wenn fur geeignete a, b € R gilt:

Flo)—at {b/x\”z far n + 2,

bln|z| far n = 2.

Sei f:R" \ {0} — R™ radialsymmetrisch, also f(x)

= g(|z]) - z/|x|.
Genau dann ist f divergenzfrei, div f = 0, wenn f(z) =

const - z/|x|".
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Stromungslehre: Die Massenbilanz als Integralgleichung:

il o

Hieraus erhalten wir dank Gauf3 die Kontinuitatsgleichung:

7ei)dS =0

L + div(p?) = 0,

5t bei ¢ = const also divv' =0

Warmeleitung: Die Warmebilanz als Integralgleichung:

/// (t,z)d /// ta;da:—l—ﬁg aKf_'(t’:E),ﬁdS

Hieraus erhalten wir Fouriers beriihmte Warmeleitungsgleichung:

ou 0?2 9?2 0?2
E—/{Au g mit A_ﬁm%+3x%+8m§

© Diese Differentialgleichung kénnen wir I16sen, exakt oder numerisch.

Elektrodynamik: Die Maxwell-Gleichungen als Integralgleichungen:

# E-ﬁdS:///zlﬂng
ov

R
%VB-ﬁdS:O

yﬁ é-dgzl//<47rf+aE>-ﬁds
o8 C S Z)t

Dank Gauf3 und Stokes erhalten wir hieraus Differentialgleichungen:

Coulomb Ladungsgesetz

Faraday Induktionsgesetz

Gauf Quellenfreinheit

Ampeére Durchflutungsgesetz

V- E = 4np, VXE+18£—0
c Ot

VB =0, vxp_ L9 _4r s
c Ot c

© Daraus folgen insbesondere Ladungserhaltung und Wellengleichung.
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Konstruktion von Potentialen Fazit

Ein Vektorfeld f : U — R™ heif3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es
ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F': U — R mit F’ = f existiert.

or - oF
oz’ 0xy )

© Fur jeden stiickweise stetig diff’baren Weg v : [a, b] — U gilt dann:
, ) b AF (~(t
[ 0= [ Fawroa= [ EED - pia) -

= ~(b), so folgt demnach 457 fedy=0.

Ein Vektorfeld f: U — R™ heil3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn ¢ f+dvy = 0 fur jeden geschlossenen Weg v : [a, b] — U gilt.
© Das garantiert: Arbeitsintegrale hangen nur von Start und Ziel ab.

f=F =gradF = (0,F,...,0,F) = <

F(v(a))

Ist der Weg ~ geschlossen, ~(a)

Diese beiden Begriffe erweisen sich als aquivalent (Hauptsatz H2A):
(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R™ ein Potential o] ist f konservativ.
(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(z) = [ pf - ds ein Potential.
© Der Wert F(z) ist wohldefiniert, unabhanglg vom gewahlten Weg ~.

Lésung des Potentialproblems bei einfachem Zusammenhang (H2E):

Unser Gebiet U C R" sei einfach zusammenhangend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'-Vektorfeld f: U — R”™ erlaubt genau dann ein
Potential F':U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erfillt.

In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral
v:la, b = U,

T b
- [ seas= [ saen-ywarm {1075

f stefig diff'bar f ist rotationsfrei,

ajfi = &fj auf U

f:U — R™ ist exakt,
AF:U -R:F'=f

U einfach zshgd
HDIM WArbeitsintegraI f stetig diff’barﬂ MStokes

immer

f ist konservativ,
557 fedy=0inU

f ist lokal konservativ,
@ f+dvy =0 lokal

U einfach zshgd
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Aufgabe: Unter welchen Voraussetzungen gilt. .. ? (1) Voraussetzungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung [B123], kurz HDI:
Die Funktion F': [a, b] — C sei stetig differenzierbar mit Ableitung f = F’. (Es geniigt F' stetig
b und stiickweise stetig differenzierbar [B213], oder noch allgemeiner F' absolut stetig [B214].)
(1) f(z)dx = F(b) — F(a) - I
a (2) Gegenbeispiele [C414]: Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Voraussetzungen des Satzes von
Fubini [C121): f: X x Y — [0, oo] sei messbar oder f: X X Y — C absolut integrierbar.
(2) / / flz,y)dydr = / / f(z,y)dzdy (3) Voraussetzungen des Transformationssatzes [C209}: Die Mengen X, Y C R"™ seien messbar,
XJY vJX f:Y — [0, 00] messbar oder f:Y — C absolut integrierbar, ® : X — Y stetig differenzierbar
(3) / f(y) dy = / f(q)(x)) |det (IDI($)| dz und bijektiv (zumindest injektiv und surjektiv bis auf Ausnahmemengen vom Volumen Null).
Y X (4) Das Integral ist linear! Die Behauptung gilt unter den tiblichen Vorsichtsmanahmen:
n n fr : 2 — [0, 0o] messbar oder f, : Q — C absolut integrierbar.
(4) /Q Z fr (x) dz = Z /Q Jr (x) dz (5) Gegenbeispiele [D101]: Fiir Reihen, also unendliche Summen, gilt Vertauschung nicht immer!
kO:OO kO:OO Hinreichend ist f : €2 — [0, oo] messbar oder L'~Konvergenz 377 [, fx] < oo.
. (6) Fiir Grenzwerte und Integrale gilt Vertauschung nicht immer! Voraussetzungen fiir den
(5) /Q Z Jr (.’E) dz = Z /Q fr (x) dx Satz der majorisierten Konvergenz [D209]: Hinreichend ist punktweise Konvergenz fi, — f (fast
k=0 k=0 iiberall) und eine absolut integrierbare Majorante g mit | fi| < g (fast iiberall) fiir alle &.
(6) / lim fi(z)dz = lim / fr(z)dx (7) Gegenbeispiele [D409]: Leider kann man nicht immer die Ableitung unter das Integral zichen!
Q k—oo k—oo Jq Hinreichend ist insb. Y kompakt und f: X x Y — C stetig und stetig nach z differenzierbar.
d 0 Allgemein wie bei der majorisierten Konvergenz [0309]: Fiir jedes x ist y — f(z,y) integrierbar
(7) a f(CU, y) dy = % (xa y) dy iiber y, fiir fast jedes y ist x — f(x,y) stetig differenzierbar nach x, und zudem existiert eine
Y Y integrierbare Majorante ¢(y), das heiBit, |(0fy/0x;)(x,y)| < g(y) fiir alle 2 und fast alle y.
" . H307 . . H308
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Aufgabe: Was ist ein Skalarfeld ¢? ein Vektorfeld f?
Unter welchen Voraussetzungen gilt. .. ?

(1) Biajg = 6j8ig
(2) rotgradg =0
(3) divrot f =0

@ [ emdgl-ds=3  a(s)n(s)
(5) / rotf(e)-ds= [ f(s)-as

s€0S
(6) /vev div f(v)dV = /seav f(s)+dS

Erklaren Sie Bedeutung, Definition und Funktionsweise dieser Formein.
Welche physikalischen und mathematischen Anwendungen kennen Sie?

Sei 2 C R3 ein Gebiet, also eine offene zusammenhiingende Teilmenge. Hierauf betrachten wir
ein Skalarfeld g, also eine stetige Abbildung g: €2 — R, sowie ein Vektorfeld f, also eine stetige
Abbildung f: Q — R3. Sind diese zudem stetig differenzierbar, so definieren wir wie iiblich die
Ableitungen grad, rot, div, siche zum Beispiel die Wiederholung zu Beginn von Kapitel H.

Aussage (1) gilt fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen g : {2 — R: Das ist der Satz
von Schwarz (D4A). Damit rechnet man die angegebenen Identitdten (2) und (3) leicht nach.

Die Gleichungen (4-6) sind unsere Integralsitze. Hierzu seien f und g stetig differenzierbar.
(Etwas weniger geniigt, zum Beispiel Lipschitz—stetig und somit fast tiberall differenzierbar.)

Fiir den HDI (4) sei ' € Q C R? eine stiickweise glatte Kurve vom Startpunkt p zum Zielpunkt
q mit vektoriellem Wegelement ds. Hierzu sei I orientiert; genau wie beim eindimensionalen
HDI werten wir Startpunkte negativ, n(p) = —1, und Zielpunkte positiv, n(q) = +1. Allgemein
kann eine solche Kurve I" mehrere Komponenten und mehrere Randpunkte s € OT" haben.

Fiir Stokes (5) sei S C © C R? eine orientierte, stiickweise glatte Fliche mit vektoriellem
Flichenelement dS = n |dS], also Einheitsnormale n: S — R® und skalarem Flichenelement
|dS|. Die Randkurve I' = 9.5 ist dann ebenfalls stiickweise glatt und wird positiv orientiert
gemiB der Rechte-Hand-Regel. (Fiir ebene Flichen S C R? entspricht der Satz von Stokes im
Raum R? dem Satz von Green in der Ebene R?, siehe Kapitel E. Beide sind dquivalent.)

Fiir GauB (6) schlieBlich sei V' C € ein Kompaktum mit stiickweise glatter Randfliche OV und
dem iiblichen euklidischen Volumenelement dV' = d(z1, x2, x3). Die Randfliche S = 0V wird
orientiert durch die nach auBen weisende Einheitsnormale n: S — R, so dass dS = n |dS|.
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Aufgabe: Sei A C R3 eine Gerade, D eine Kreisscheibe um 0
sowie K eine Kugel um 0. Begriinden oder widerlegen Sie:

8) Fur f:R™ ~ {0} — R"™ mit f(z) = const - z/|z|" gll’[ div(f) = 0.

9) Fur f:R™ ~ {0} — R" mitdiv(f) = 0gilt f(x) = const - z/|z|™.

(0) Wikipedia zu Konservative Kraft (aufgerufen 11.11.2024):
,Aquivalent sind: 1. Die Arbeit entlang jeder beliebigen geschlossenen
Kurve innerhalb des Feldes ist gleich Null. [...] 4. Das Feld ist auf einem
einfach zusammenh&ngenden Gebiet definiert und [dort rotationsfrei].”

(1) Jeder stetige Weg ~: [a,b] — R™ hat endliche Lange.

(2) Jeder stetig diff’bare Weg ~: [a, b] — R™ hat endliche Lange.
(3) Fur f:R? \ {0} — R? mit div(f) =0gilt [,,, f(s) x ds = 0.
(4) Fur f:R2 < {0} — R? mit rot(f) = 0 gilt Jop f(s)+ds = 0.
(5) Fur f:R3 . {0} — R3 mit rot(f) =0 gilt [, f( -ds:(].
(6) Fir f:R3 A — R® mit rot(f) = 0 gilt [, f( -d3:0.

(7) Far f:R3 {0} — R3 mit div(f) =0 gilt [, f(s)+dS =0.
(8)

(9)

Aussage (1) gilt nicht. Die Kochkurve ist em bellebtes Gegenbeispiel [ET04]
Aussage (2) gilt dank der Integralformel £(~y f |/ (t)| dt fiir die Weglinge. [ET07]

Aussage (3) gilt nicht immer! Gegenbelsplel ist das Quellenfeld f ( y) = (z,y) /(= + ).

Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R* . {0} und dennoch [, f(s) x ds = 2.
Aussage (4) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld f (JZ y) = (—y,z) /(2 + %)
7] Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? . {0} und dennoch Jop f(s)+ds = 2m.

Aussage (5) gilt dank Stokes und der Geometrle des Raumes Wir haben 9D = 9 fiir eine
Hemisphire S C R® \ {0}, also [, f(s)+ds = [, f(s)+ds = [grot(f)+-dS =0.
Allgemein: Das Gebiet R? . {0} ist zwar mcht konvex oder sternformlg, aber dennoch einfach
zusammenhingend! Das bedeutet, jede geschlossene Kurve T in R® ~. {0} ist zusammenzichbar,
somit verschwindet liangs I das Arbeitsintegral jedes rotationsfreien Vektorfeldes.

Aussage (6) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z,y, z) = (—y, 0)/(96 —I— y?) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R*> \ A und dennoch [, f(s) - ds = 2.

Aussage (7) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Feld einer im Ursprung konzentrierten Masse
oder Ladung, also das Quellenfeld flz,y,2) = (z,y,2)/(x? —|— Y2+ 22)%/2,
Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R® \. {0} und dennoch Jor f(5)+dS = 4m.

Aussage (8) rechnet man leicht nach. [H237] Die Umkehrung (9) ist falsch, zum Beispiel erfiillt
jedes konstante Vektorfeld f auch div(f) = 0. Wenn wir jedoch verlangen, dass f divergenzfrei
und zudem radialsymmetrisch ist, so folgt tatsdchlich f(x) = const - «/|x|", siehe Satz H2F.
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Zusammenfassung und Versténdnisfragen Fazit

Aufgabe: Begriinden Sie durch ein Ergebnis lhrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus lhrem Fundus:

(1) Jedes Vektorfeld f: R' — R! hat ein Potential.

(2) Jedes Vektorfeld f: R? — R? hat ein Potential.

(3) Jedes Vektorfeld f:R? — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.

(4) Jedes Vektorfeld f:R™ — R™ mit 9; f; = 0; f; hat ein Potential.

(5) Jedes Vektorfeld f:R? . {0} — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(6) Jedes Vektorfeld f:R3 ~ {0} — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(7) Jedes Vektorfeld f:R3 ~ A — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
Hierbei sei A C R? eine Gerade, etwa die z—Achse.

(8) Jedes Feld f:R™ ~\ {0} — R™: f(z) = g(|z|) - «/|z| hat ein Potential.
(9) Wikipedia zu Rotation eines Vektorfeldes (aufgerufen 11.11.2021):
,Die Divergenz der Rotation eines Vektorfeldes ist gleich null. Umgekehrt

ist in einfach zusammenhangenden Gebieten [im R?] ein Feld, dessen
Divergenz gleich null ist, die Rotation eines anderen Vektorfeldes.*

Aussage (1) gilt immer: Dank HDI ist F'(x

= JiZo £

Aussage (2) gilt nicht immer: Notwendlges Kriterium ist rot(f) = 0. Beispiel: Das Vektorfeld
f:R?* = R? mit f(z,y) = (—y, z) erfiillt rot(f) = 2 # 0. Demnach erlaubt f kein Potential,
das heift, es gibt keine Funktion F': R? — R mit grad F' = f. Unnétig danach zu suchen!

t) dt eine Stammfunktion, also F”’ = f.

Aussagen (3) und (4) gelten immer: Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten (wie R™) ist fiir
C'—Vektorfelder f:R™ — R™ das notwendige Kriterium rot(f) = 0 auch hinreichend.

Aussage (5) gilt nicht immer. Unser zentrales Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? \ {0}, aber dennoch %B(o " f(s)+ds = 2m.

Aussage (6) gilt immer, denn im Gegensatz zur punktierten Ebene R? ~. {0} ist der punktierte
Raum R® . {0} einfach zusammenhingend. Hier ist rot(f) = 0 hinreichend.

Aussage (7) gilt nicht immer. Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(w y,2) = (—y,x,0)/(z? + y %) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R® \ A, aber dennoch $yp f(5)+ds = 2m. [HT54]

(8) Zu flx) = g(|m|) x/|x| mit g stetig finden wir explizit das Potential F'(z) = G(|z|) mit
fl p) dp: Leiten Sie es geduldig ab, Sie finden grad F' = f. Somit rot f = 0. [Hi04]

(9) Ja. m Nein! Prominentes Gegenbeispiel: Das Gebiet U = R* . {0} ist einfach zshgd. [F217]
Das (Gravitations-)Vektorfeld f: U — R?:z + x/|2|? erfiillt div(f) = 0 auf ganz U.
Fiir jede Sphire S um 0 gilt [ f +dS = 47 > 0.[H137 Somit ist f = rot(g) unmoglich! [G316]
Dank 9S = () und dem Satz von Stokes (G3E) gilt ndmlich [ rot(g)-dS = [,5g-ds =0.
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Ausflihrung

Homotopieinvarianz: zweidimensional

Aufgabe: Berechnen Sie mit Hilfe der Homotopieinvarianz das Integral

27 ab
/ —
1—o a2 cos?t + b?sin”t

Was erhalten Sie speziell fir a = b = 1? Was gilt allgemein fir a,b > 0?
Losung: Dies ist das Arbeitsintegral des rotationsfreien Vektorfeldes
f(z,y) = (—y,z)/ (2 + y?) langs der Ellipse a(t) = (acost,bsint).

Der Integrationsweg « ist im Definitionsgebiet U = R? \. {0} homotop
zum kreisférmigen Integrationsweg 3(t) = (cost, sint). Damit finden wir:

27 a
da = -d 1dt =2
/t0a20082t+b231nt /f = /f b= /t "

© Die Homotopieinvarianz vereinfacht die Rechnung erheblich!

Unter allen homotopen Wegen suchen wir uns den leichtesten aus.

© Geometrisches Verstandnis erméglicht & vereinfacht die Rechnung.
Das ist die Starke und typische Anwendung der Integralsatze!

© Genau dieser Trick und ganz speziell dieses Beispiel liegen dem
Residuenkalkul zu Grunde, dessen erstaunliche Kraft wir schatzen.

H315
Ausfiihrung

Homotopieinvarianz: dreidimensional

H316
Ausfiihrung

Anwendung des Satzes von Stokes

Ein elektrischer Strom langs der
z—Achse erzeugt das Magnetfeld

f@y,2) = 5——(=
Das Definitionsgebiet ist hier
U= (R*~{(0,0)}) xR

Ein geschlossener Weg a: [0,1] — U
verlaufe dreimal rechtshandig um die
z—Achse. (Machen Sie eine Skizze!)

Aufgabe: Berechnen Sie rot(f) und das Arbeitsintegral von f langs «.
Warum ist die grobe Verlaufsskizze von a hierzu ausreichend genau?

Lésung: Es gilt rot(f) = 0. Daher ist ¢, f - do homotopieinvariant.
Wir ersetzen o durch den hierzu homotopen Weg 5: [0, 1] — U mit
B(t) = (cos(67t),sin(67t)). Es folgt §, f-da = ¢, f+dB = 6.

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie L = { (z,y,2) € R | 22y2 + 22 =0 }.

(2) Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U = R3 ~. L — R3 ein Potential?
(3) Beranden «, 3,7, 4 : [0,27] — R3 mit a(t),v(t) = (£3,cost,sint)

und B(t), 6(t) = (sint, 3, cost) eine orientierte Flache S C R3 \ L?

(4) Sei f:U = R? \ L — R3 ein rotationsfreies Feld. Angenommen es
gilt §, f =3, $sf =7, §, f = 6. Was folgt fur das vierte Integral ¢, f?
Losung: (1) Die Menge L ist die Vereinigung der z— und y—Achse.

(2) Nein. Gegenbeispiele erhalten wir wie in der vorigen Aufgabe.

(2) 3)
as 3

L Q Q 5
7 I3
Y (0}

s

B

e

A
\»
(07

)

) ilj_(;
(4) Wir sehen 9S = aU U (—v) U (—¢). Dank Stokes gilt demnach
$f+ G f =6 f—¢ = [grot(f)-dS = 0. Hieraus folgt §; f = 4.
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Ubung

Potentialproblem auf R x R. x R,

Aufgabe: Gegeben sei f:R? — R3 mit f(z,y,2) = (ay, v — B2,z — y).
(1) Fur welche Konstanten «, 5 € R ist dieses Vektorfeld f exakt?
(2) Falls existent, finden Sie F:R? — R mit I’ = f und F(2,2,2) = 0.

Loésung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:
rot(f)1 =0y f3 —0.fo =p-1
rot(f)o =0.f1 —0zf3 =0
rot(f)3 = Oxfo — Oy f1

Demnach ist f rotationsfrei nur fir o = 8 = 1. Das Gebiet R? ist konvex,
dank Satz H2E ist das Vektorfeld f(x,y, z) = (y,x — z,z — y) exakt.

(2) Wir integrieren f koordinatenweise zu einem Potential F': R? — R:
O F(2,y,2) =y
OyF(z,y,2) =0 —2

=1—«

= F(z,y,2) =2y +a(y,z)
= F(z,y,2) =2y —yz + b(2)
0. F(x,y,2)=2—y = F(m,y,z):xy—yz—k%zz—f—c

Probe: Die Funktion F:R3 — R mit F(x,y,2) = 2y — yz + %22 -2
erfillt (2,2,2) = 0 sowie 0, F =yund 0yF =2 — zund 0,F = z — y.

Aufgabe: Auf U = { (z,y,z) € R® | y > 0,2z > 0 } betrachten wir
flz,y,2) = (In(y/2), ax/y, bx/z).

(1) Far welche Konstanten a, b € R ist dieses Vektorfeld f exakt?
(2) Bestimmen Sie in diesen Fallen ein Potential ' mit F'(1,1,1) = 1.

f:R3 DU — R3,

Loésung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:
rot(f)1 = 0y fs — 0. f2 = 9y(bx/z) — Oz (ax/y) =0,
rot(f)o = 0. f1 — Oufs = 0.(In(y/2)) — dx(bx/2) = —1/2 —b/z =0,
rot(f)s = Oufo — Oy f1 = Ou(ax/y) — 0,(In(y/2)) = a/y —1/y =0.

Demnach ist f rotationsfrei nur fur (a,b) = (+1, —1). Das Gebiet U ist
konvex, dank Satz H2E ist f(z,y, z) = (In(y/2), +x/y, —x/z) exakt.

(2) Als Potential finden wir durch koordinatenweise Integration
F(z,y,2) = zln(y/z) +c.

Machen Sie die Probe! Um F'(1,1,1) = 1 zu erhalten, wéhlen wir ¢ = 1.

H319
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Potentialproblem auf Kreisring und Kreisscheibe Ubung

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Potentiale des ebenen Vektorfeldes

AN 2 x a —y
1) ()t ()

Lésung: Wir berechnen zunéchst die Rotation. .. Uberall gilt rot(f) = 0.
Wir sehen 9583(0 ) f(s)«ds = 2ma. Fir a # 0 existiert kein Potential!

Im Folgenden sei daher a = 0. Auf der Kreislinie 2 + 32 = 1 wird der
erste Nenner Null. Der Definitionsbereich zerfallt somit in zwei Gebiete

A={(z,9) eR* |2 +y*>1}, B={(z,y) eR?* |2 +y*<1}.

Das Gebiet A ist ein Kreisring (hier mit Radien 1 und oo).

Das Integral Iangs Kreisen um 0 verschwindet, da f radial ist.

Auf A finden wir das Potential F(z,y) = In(z? + y? — 1) + c4. Probe!
Das Gebiet B ist eine Kreisscheibe, auch hierauf hat f ein Potential.
Auf B finden wir das Potential Fig(x,y) = In(1 — 22 — y?) + cp. Probe!

Insgesamt erhalten wir also F(xz,y) = In|z? + 3% — 1| + cAIa +cp1p.

Die beiden Zweige des Potentials F(z,y) = In|z? + y? — 1| auf den
beiden Gebieten A und B sehen etwa wie folgt aus. Wir haben eine
Singularitat F'(x,y) — —oo entlang der Kreislinie 2% + y% = 1.
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Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfihrung

Aufgabe: (Ausfihrung zur Klausur vom Februar 2018)
(0) Skizzieren Sie U = { (z,y,2) € R3 |22 +y? > 1+ 22 }.
(1) Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R? ein Potential?

Sei V = {(z,y,2) € R3 | 2? + y*> < 1+ 2? } das Komplement von U.

(2) Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f: 1V — R? ein Potential?

Geben Sie explizit ein Gegenbeispiel, falls es eines gibt,
andernfalls erklaren Sie die Konstruktion eines Potentials.

Loésung: (0) Eine Skizze hilft wie immer enorm:

Z

1%

i

Zur Vereinfachung zeigt \

die Skizze den Querschnitt;
alles rotiert um die z—Achse.

U

o

N

(1) Nein. Ein konkretes Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld

um die z—Achse, explizit etwa f(z,y, 2) = (—y,z,0)/(2? + y?).

Auf ganz U gilt rot f = 0, aber dennoch gilt % f(s)+ds # 0 entlang
~v:10,2n] — U :t — (2cost,2sint,0). Demnach hat f kein Potential!

Die Bedingung rot f = 0 ist zwar immer notwendig fur ein Potential,
aber hinreichend erst auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet.

© Unser Gebiet U ist nicht einfach zusammenhangend:
Die beiden Rechnungen rot f = 0 und gSV f(s)+ds # 0 beweisen,
dass sich der Weg ~ in U nicht zusammenziehen Iasst! (Satz H2B)

(2) Ja. Die Menge V ist zwar nicht konvex, aber immerhin sternférmig
zum Ursprung (0, 0,0) und somit einfach zusammenhangend.

Zu jedem vorgelegten Vektorfeld f:V — R3 mit rot f = 0 erhalten wir
ein Potential F': V' — R als Arbeitsintegral, am einfachsten direkt von
(0,0,0) nach (z,y, z), oder von (0, 0,0) Uber (0,0, z) nach (z,y, z).

& Dank Rotationsfreiheit von f und einfachem Zusammenhang von U
ist das Ergebnis F'(z,y, z) vom gewdhlten Integrationsweg unabhéngig.

Notwendige und hinreichende Kriterien
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Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfiihrung

Aufgabe: (Ausfihrung zur Klausur vom September 2018)

(1) Im Raum R3 betrachten wir E = { (0,y,2) € R? | |y| > 1},
eine Ebene mit Einzelspalt, und ihr Komplement U = R \ E.
Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R3 ein Potential?
(2) Wir betrachten D = { (0,y,2) € R | |y| < 1 oder |y| >3},
eine Ebene mit Doppelspalt, und ihr Komplement V = R3 < D.
Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:V — R3 ein Potential?

Lésung: Eine Skizze hilft wie immer enorm:

Y

(1) Ja. Die Menge U ist zwar nicht konvex, aber immerhin sternférmig
zum Ursprung (0,0, 0), und somit ist U einfach zusammenhangend.

Zu jedem vorgelegten Vektorfeld f: U — R3 mit rot f = 0 erhalten wir
ein Potential F': U — R als Arbeitsintegral, am einfachsten direkt von
(0,0,0) nach (z,y, z), oder von (0,0,0) Uber (0,0, z) nach (z,y, z).

© Dank Rotationsfreiheit von f und einfachem Zusammenhang von U
ist das Ergebnis F(z,y, z) vom gewdhlten Integrationsweg unabhangig.

(2) Nein. Ein konkretes Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld

um die z—Achse, also explizit f(x,y,2) = (—y,z,0)/(z? + y?).

Auf ganz V gilt rot f = 0, aber dennoch gilt @ f(s)+ds # 0 entlang
~v:[0,27] = V:t — (2cost,2sint,0). Demnach hat f kein Potential!

© Das lasst sich physikalisch messen im Aharanov-Bohm-Effekt,
laut New Scientist eines der ,sieben Wunder der Quantenmechanik®.
© Unser Gebiet V ist also nicht einfach zusammenhangend.

Die Bedingung rot f = 0 ist zwar immer notwendig fur ein Potential,
aber hinreichend erst auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet.
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Ubung

Aufgabe: Auf dem Gebiet U = R? . ([~1, 1] x {0}) betrachten wir
—y T\ _ —1 —y
z-1) I\y) " @+

105) = e e ()

(1) Skizzieren Sie die Felder f, g und ihre Superposition h = f + g.
(2) Bestimmen Sie die Rotation. (3) Besitzt f ein Potential? ¢? und h?
(4) Bestimmen Sie moglichst explizit ein Potential, falls existent.

Lésung: (1) Das Feld f ist das rechtsdrehende Wirbelfeld um (1, 0).
Entsprechend ist g das linksdrehende Wirbelfeld um den Pol (—1,0).
Ihre Superposition h = f + g ergibt sich durch punktweise Addition.

(Beispiele: Wirbelschleppe eines Flugzeugs, Magnetfeld einer Spule)

(2) Wir wissen bereits rot(f) = 0 und rot(g) = 0 und somit rot(h) = 0.
Wir nutzen die Linearitat der Ableitung: rot(f + g) = rot(f) + rot(g).

(3) Das Feld f hat auf U kein Potential, denn 5533(0 %) f(s)«ds =21 #0.
Ebenso hat g auf U kein Potential, denn SﬁaB(o 2) g(s) +ds = —2m # 0.

© Das Feld h hingegen hat auf unserem Gebiet U ein Potential!

Das rechtsdrehende Wirbelfeld f um den Punkt (1, 0).
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Ubung

Das linksdrehende Wirbelfeld g um den Punkt (—1,0).
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Potentialproblem fur gegenlaufige Wirbelfelder

Wie kann man zu h: U — R? ein Potential H : U — R konstruieren?
FiOr f und g kennen wir jeweils Potentiale F; und G; auf Halbebenen.
Hieraus erhalten wir jeweils Potentiale H; = F; + G; zu h = f + ¢:

={z>+1}: Hi(x,y) = arctan(x = 1) - arctan(m j/_ 1) + const
1 -1
Ups={y>0}: Hz,y) = arctan(x + ) - arctan(sC ) + const
Y )
Y Y
Us = 1} : Hy(z,y) = arct ( ) _ arct ( ) ¢
3 ={z < -1} 3(x,y) = arctan o arctan{ ——— + cons
1 -1
Us={y<0}: Hylx,y) = arctan(x + ) — arctan( ) + const
Y Y

Wir versuchen, diese zusammenzukleben. .. und erleben ein Wunder:
Setzt man alle Konstanten Null, so passen Hy, Hy, Hs, H, zusammen!
Die Sprungstelle [—1, 1] x {0} ist hier aus U ausgenommen.

Wir machen die Punktprobe: Es gilt H;(2,0) = 0 sowie Hy(2,y) — 0 fur
y \,0und Hy(2,y) — 0 fliry 7 0. Ebenso gilt H3(—2,0) = 0 sowie
Hy(—2,y) — 0flry \,0und Hy(—2,y) — 0 fury 0. Alles wird gut!

Potential
\\

Das Wirbelfeld f: U — R? hat kein Potential auf U, ebensowenig das
gegenlaufige Wirbelfeld ¢ : U — R2. Erstaunlicherweise hat fir a,b € R
ihre Superposition h = af + bg genau dann ein Potential, wenn a = b gilt.
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Aufgabe: Welche der folgenden Gebiete in U = ]—2,2[% . {(£1,0)}
sind konvex? sternférmig? einfach zusammenhangend?

U Vi Va V3

Wi Wa W3 zZ

N

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternférmig, nicht einmal einfach zusammenhingend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Die Gebiete V1, V2, V3 sind konvex, Wi, Wa, W3
sind nicht konvex aber sternférmig, und Z nicht sternformig aber einfach zusammenhéngend.

Aufgabe: Wir betrachten das Gebiet U = B(0,2) ~ {(0,0)}.
(1) Ist U konvex? sternférmig? einfach zusammenhéngend?

Finden Sie, jeweils maximal, (2) ein konvexes Gebiet V' C U,
(3) ein sternférmiges Gebiet W C U, sowie (4) ein einfach
zusammenhédngendes Gebiet Z C U, das nicht sternférmig ist.

Lésung: Far U = B(0,2) . {(0,0)} betrachte man folgende Skizzen:

DS

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternférmig, nicht einmal einfach zusammenhingend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Offensichtlich ist V' konvex und sogar maximal mit
dieser Eigenschaft. Entsprechend ist W nicht konvex aber sternférmig beziiglich (1, 0), zudem
maximal mit dieser Eigenschaft. Die Gebiete Z und Z’ sind nicht sternférmig, aber immerhin
einfach zusammenhingend. Zudem ist Z maximal mit dieser Eigenschaft, aber Z’ nicht.
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VAV AV A N A S S O S NN Aufgabe: Auf dem Gebiet U = R? \ {(£1,41)} untersuchen wir

VA AAA S A =N /7SO0 . 1 +22(y2 — 1)

AN AV e A A S R AT A N TR f:]R22U—>R2:(>H 12 1 (12 2( 2 >

R R oo S B R e u) @ 1P -1 A2y )

: i i f i ﬁ { < <§>; } } 1 ! % z {(:} > } } } j t t : (1) Seien z,y € R. Berechnen Sie das Arbeitsintegral [ f(s) - ds

A A AN AR R~y S )y (a) fur den geraden Weg « von (0, y) nach (z,y), wobei y # +1,

OO NS S S AN NN S (b) fir den geraden Weg 3 von (z,0) nach (z,y), wobei x # +1.

NN RN N SN N AR 1 LA N\ N NRPERSGES DR Do) P IS (2) Sei Q C R? das Quadrat mit den Ecken (0,0), (2,0), (2,2), (0,2).

. : — ::::::::::: - :‘\:::::::: o a; Berechnen Sie das Arbeitsintegral ¢,, f(s) - ds. Nutzen Sie hierzu

R B S NI N NN DN arctan (L) = [ /2 —arctans falls >0

At PSS ASNN NV A e RN T —m/2 —arctanz falls x < 0.

t A

: : A ; Nf Xf < < <<>> i i i i i t <§>> ; } ; ; ; t : : (8) Berechnen Sie die Jacobi—Matrix f’. (a) Ist unser Vektorfeld f

P AXAANANANRNNS< S ML ANNNS=A St divergenzfrei? und rotationsfrei? (b) Besitzt f ein Potential auf U?

VA NANANNNN = S AN NN S 1 (c) Berechnen Sie das Arbeitsintegral ¢, ), f(s) - ds fir 0 < r < 2.

NAANNNANN S =/ N\ N 7 ANGE : . : ) G

AN RN RN NN N /N N7 7 A A Max 0.6 (4) Besitzt f ein Potential auf V =R* ~\ { (z,y) e R* |z = %1, |[y| > 1}?
Falls ja, berechnen Sie dies als Arbeitsintegral von (0,0) nach (z,y).

Quadrupolis asamng| | Quadrupolis Ausforvung

Die L6ésung dieser Aufgabe sollen Sie berechnen und dann bewundern.
Zur Unterstitzung lhrer Anschauung, als Ermutigung und zur Probe der
sorgsamen Rechnung skizziere ich nachfolgend die Potentialflachen.

Die ersten beiden Graphiken zeigen die Funktionen
2 —1 y?—1
+arctan<y2 — 1) und — arctan(I2 — 1).

Die roten Linien markieren die Definitionsliicken y = +1 bzw. z = +1:
Unsere Lésungsfunktion kann hier nicht stetig fortgesetzt werden!

Die letzten Graphiken zeigen eine hieraus zusammengesetzte Flache;
die Verschiebungen entstehen durch geeignete additive Konstanten.
Hierdurch kénnen wir die zuvor konstruierten Flachenstiicke glatt

zu einem Gesamtkunstwerk verkleben. Das Ergebnis ist sensationell,
erhellend und schén anzuschauen. Sie dirfen stolz darauf sein.

Die so entstehende Potentialfliche tber U = R? . {(£1,+1)} ist aber

leider keine Funktion! Die gesuchte Potentialfunktion tGber V' ist nur ein
Teil dieser Flache: Welcher Teil? Das hangt von der ,Aufschneidung” ab.

Beispiele: Auf folgenden Gebieten erlaubt das Vektorfeld f ein Potential.
Die letzten sechs Beispiele sind dabei nicht einfach zusammenhangend!

| ]

. ll lI

Es gibt unzahlige weitere Beispiele geeigneter Gebiete U C R?, auf
denen das Vektorfeld f|;; ein Potential Fy; erlaubt, mit grad Fyy = f|o.
Obacht! Es gibt ebenso unzahlige Beispiele ungeeigneter Gebiete.
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T ™
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Die Funktion arctan =——
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