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Vorgehensweise

Fir f:R? D Q — R? gelten die Integralsatze E11 von Green und GauB:

[rotnaen = [ jeas [ divpat) -

Diese wenden wir nun auf komplexe Funktionen f:C D Q — C an.
Erfreulicherweise gewinnen wir mit komplexen Integralen auch reelle:

[ xds
aD

sin(uz) )
———da

o0
/70o - r = wsign(u)
o0
/ co;(um) dw
oo T4
g 1
/ dt = ——
t—0 a +cost a2 —1

Solche Integrale sind mit reellen Methoden nur schwer zu berechnen.
Mit dem Residuensatz fiir komplexe Funktionen gelingen sie leicht!
Diese Technik wird oft angewendet, auch im Verlauf dieser Vorlesung,
insbesondere fir Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).

for alle u € R,

= me ¥ fur alle u € R,

fir alle a € Rs1.

Wir betrachten die komplexe Zahlenebene R? = C = {x +iy | z,y € R}
und hierauf komplexe Funktionen f:C 2 Q — C, die wir entlang von
Wegen v : [a, b] — Q integrieren gemaB [ f(z)dz == fabf(’y(t)) 7/ (t) dt.
Ebenso Ubertragen wir den Begriff der Differenzierbarkeit aus dem
Reellen ins Komplexe und erleben einige schéne Uberraschungen!

Zur Orientierung skizziere ich zu Beginn als Crashkurs die wichtigsten
Begriffe und typische Anwendungen zur Berechnung (reeller) Integrale.

Der Héhepunkt sind Cauchys Residuensatz und seine Anwendungen,
die fir (komplexe und reelle) Integrale neue Rechentechniken eréffnen.
Auf dem Weg durch die komplexe Ebene gewinnen wir reelle Integrale!
Jacques Hadamard (1865-1963) sagte treffend: ,Der kiirzeste und beste
Weg zwischen zwei reellen Wahrheiten fuhrt oft durchs Imaginare.”

(Im Original so schén: ,La voie la plus courte et la meilleure entre deux
vérités du domaine réel passe souvent par le domaine imaginaire.)

[ Meyberg—Vachenauer: Héhere Mathematik, Band 2. Zur Vertiefung
Janich: Funktionentheorie und Remmert: Funktionentheorie.
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Komplexe Funktionen gehdren zum mathematischen Grundwerkzeug.
In diesem Kapitel werden wir damit phantastische Integrale berechnen.
Auch darlber hinaus begegnen sie lhnen haufig und nitzen tberall.

Die vorsichtige Ingenieur:in fragt sich: Lohnt sich diese Investition? Ja!
Ich greife vor und nenne zwei wunderschéne klassische Anwendungen.

Wir kénnen jede holomorphe Funktion f(z + iy) = u(z,y) — iv(x,y) als
ein Vektorfeld (u, v) : R? — R? mit div(u,v) = rot(u, v) = 0 betrachten.
4 Satz Q1A: holomorphe Lésungen der Maxwell-Gleichung

Jedes ebene statische E-Feld £ : R? D Q — R? ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = Ey —iE>: C O Q — C und umgekehrt.

4 Satz Q1B: holomorphe Lésungen der Navier-Stokes-Gleichung

Jede ebene stationare Strémung v = (v1, vs) : R? O Q — R? konstanter
Dichte, ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne duBere Kréfte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; —ive: C 2 Q — C und umgekehrt. )
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© Einfaches und intuitives Modell, exakte Lésung dank Holomorphie!

niedrige Geschwindigkeit = Uberdruck
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So berechneten Kutta und Joukowski die dynamische Auftriebskraft!
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Der Kérper der komplexen Zahlen

L] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §1.7.

Auf der Menge C = R? = { (z,y) | =,y € R } definieren wir die Addition
+:C x C — C und die komplexe Multiplikation -: C x C — C durch

(@,9) + (u,v) ==
(xvy) : (uvﬂ) =

Man prift nach, dass (C, +, -) ein Kérper ist. Additiv neutral ist (0,0),
multiplikativ neutral ist (1,0), multiplikative Inversion ist gegeben durch
@ -y

(%M(m,IMy ) =(1,0).

Fira,b € Rgilt (a,0) + (b,0) = (a + b,0) und (a,0) - (b,0) = (a - b,0).
Wir kénnen und werden daher den Kérper (R, +, -) der reellen Zahlen
mittels a — (a, 0) identifizieren mit dem Teilkérper R x {0} in (C, +, ).
Wir schreiben kurz R C C und betrachten C als Kérpererweiterung.
© Geometrisch stellen wir C als komplexe Zahlenebene dar. Addition
ist die fiir Vektoren Ubliche. Die Multiplikation ist eine Drehstreckung.

(z4+u, y+v),
(2u—yv, zv+yu ).

Die Gleichung 2% + 1 = 0 ist in R nicht I8sbar, in C hingegen schon:
Die komplexe Zahl i = (0, 1) hat die ersehnte Eigenschaft i2 = (—1,0).
Jede komplexe Zahl z € C schreibt sich eindeutig z = (z,y) = = + iy.
Wir nennen Re(z) := z den Realteil und Im(z) := y den Imaginarteil.
Die zu z = z + iy mit z,y € R komplex konjugierte Zahl ist z = = — iy.
Esgitw+z=w-+zundw-z=1w - %, sowie 2%z = 22 + 3> und somit

1 z T — iy T T

—, das heiB3t ! +
. , = = i .
z 2z r+iy  2?+y? p2+y? 2?4 y?

Die Lange |z| :== v2Z = /22 + y? heiBt Betrag oder Norm von z.
Das komplexe Skalarprodukt von w = u + iv und z = x + iy ist

(w|z):=wz=(u—iv)(r+iy) = (ur + vy) +i(uy — vx)

Realteil ist das reelle Skalarprodukt, Imaginérteil ist das Kreuzproduki:

() (@) =uren ()< (5)=wem

© Algebraische Aussagen und Rechnungen in C entsprechen so
geometrischen Aussagen und Rechnungen in der Ebene R2.
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Komplexe Funktionen

Wir identifizieren C = {z +iy | 2,y € R} mit R? = { (z,9) | v,y € R }.
Der Betrag |z + iy| = v/22 + y? entspricht der euklidischen Norm.
Der Abstand |w — z| entspricht somit dem euklidischen Abstand.

Yy
5 p

5 &
B(hip) \K("O"’ ”/
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Zu jedem Punkt zyp € C und Radien 0 < o < p < oo in R betrachten wir
die offene Kreisscheibe B(zy,p) = { z € C| |z — 29| < p } sowie
den offenen Kreisring ist K (zp,0,p) ={z€Clo <|z—z| <p}.

Beispiele: Fiir p = oo ist B(z0,00) =
Ebenso fiir o > pist K(z0,0,p) = 0 leer. Fiir 0 = o < pist K(20,0,p) =
die Kreisscheibe ohne den Mittelpunkt zq. Insbesondere gilt K (20,0, 00) =

C die gesamte Ebene; fiir p = 0 ist B(z0,0) = 0 leer.
B(z0,p) ~ {20}
C~{z0}.

Eine Teilmenge €2 C C heif3t offen, wenn zu jedem ihrer Punkte z, € Q2
ein positiver Radius ¢ > 0 existiert, sodass B(zg,¢) C Q gilt. Das heif3t
anschaulich: Um jeden Punkt zy € © ist noch ein bisschen Platz in Q.

Ein Gebiet ist eine offene und zusammenhangende Teilmenge Q C C:
Je zwei Punkte p, g € Q2 lassen sich durch einen Weg in 2 verbinden.
Wichtige Beispiele fiir Gebiete sind offene Kreisscheiben und Kreisringe.

Eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen z,, € C konvergiert gegen den
Grenzwert z € C, wenn |z, — z| = 0 fir n — oo gilt. FUr z,, = z,, + iy,
und z = x + iy ist dies gleichbedeutend mit z,, — =z und y,, — y.

Eine komplexe Funktion f:C 2 2 — C ordnet jeder komplexen Zahl

z € Q2 eine komplexe Zahl f(z) € C zu. Wir sagen, f ist stetig in z, wenn
fur jede Folge z, — z in Q auch f(z,) — f(z) in C gilt.

Wir zerlegen f in Realteil © = Re(f) und Imaginarteil v = Im(f).

Fur die Funktionen u,v: Q — R gilt f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y).

Die Stetigkeit von f ist dann aquivalent zur Stetigkeit von « und v.

Komplexe Wegintegrale e

F102
Erlauterung

Komplexe Wegintegrale

Definition F1A: komplexes Wegintegral

Sei f:C D Q — C stetig und v: [a, b] — Q stlickweise stetig
differenzierbar. Das komplexe Wegintegral von f entlang ~ ist

b
[1Gaz= [ oo
Jy =a

Einfache Merkregel zur Schreibweise: Flr z =

Der Integrand g(t) = f(vy(t))~/(t) ist eine stetige Funktion g: [a,b] — C.
Diese zerlegen wir gemaB g = g1 + ige Mit g1, g2 : [a, b] — R in Realteil
= Re(g) und Imaginérteil g, = Im(g) und definieren das Integral

b b b
/ g(t)dt ;:/ ) dt+i/ ga(t) dt
t=a Jit=a t=a

© Jedes komplexe Integral fasst also zwei reelle Integrale zusammen.
Die komplexe Schreibweise ist sehr effizient, bequem und Ubersichtlich.

~(t) gilt dz = +/(¢t) dt.

Es lohnt, diese beiden reellen Integrale noch genauer anzuschauen. ..
Wir integrieren f(z,y) = u(x,y) + iv(z, y) 1angs v(t) = z(t) + iy(t), also:

T®)A' ) =

Das komplexe Wegintegral fasst zwei reelle Wegintegrale zusammen,
das Arbeitsintegral und das Flussintegral des Vektorfeldes f = (u, —v):

(u+iv)(z' +iy) = (ur’ —vy) +i(uy +vz')

b
Re [ f(z)d= :/ uzr’ — vy dt :/(u7 —v) - (2, ) dt :/(u7 —v)«dy
Y a Y 7Y Arbeitsintegral!

b
Im/ f(z)dz :/ uy' + vz’ dt :/(u, —v) x (2,y) dt :/(u, —v) x dy
e a v Y Flussintegral

/\ Man beachte das Vorzeichen: Es ist unschén, aber unvermeidlich.
Es passt zum oben erklérten komplexen Skalarprodukt (w | z) =@ 2.
© Wir werden hierauf den Integralsatz von Green / Gau3 anwenden
und ernten den Integralsatz von Cauchy F3A fur holomorphe Funktionen.
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Beispiel eines komplexen Wegintegrals

Beispiel eines komplexen Weglntegrals
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie das komplexe Wegintegral f7 f(z)d=
von f(z) = 2% langs des Weges v:[—1,1] — C:t > (t) = t + it>.
Ist das Ergebnis plausibel / kompatibel mit der obigen Skizze?

(2) Was erhalten Sie fir andere Wege mit denselben Endpunkten?
() Gilt fir ~: [a, b] — C allgemein f F'(z)dz = F(y(b)) — F(v(a))?

Lésung: (1) Wir integrieren f(z +iy) = (z +iy)? = (22 — y ) (ny)
entlang des Weges ~(t) = z(t) +iy(¢t) mit z(¢) = t und y(¢t) =

[ 0= [ sewrwa= [ e

fp-rea -

(2) Probieren Sie andere Wege aus, Sie erhalten dasselbe! Warum?

Die Stammfunktion F': C — C: z +— 2%/3 erfilllt F'(z) = 22 (F2A), also
/~22dZ: [f}i#—l— _ (41 (-1 242 2420 4
; 3 1= 3 3 3 3 3

f(]rjeden Weg v:[-1,1] = Cvony(—1) =i—1nach y(1) =i+ 1.

3) Dank Kettenregel und HDI rechnen wir dies auch hier leicht nach:

b
/ Feyde= [ Pl d = J [Pa®)at = Fo) - Fr(@)

t=a =a

— 5tY] +i[4t® — 2°] dt

(Vorzeichen ist plausibell)

© Wir nutzen die komplexe Ableitung F2A und inre Rechenregeln F2B!
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Die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie e

Aufgabe: (1) Integrieren Sie f:C~ {0} = C:z — f(z) = 2" mitk € Z
entlang der Kreislinie y:[0,27] — C:t +— ~(¢) = r ¢! mit Radius » > 0.

Losung: (0) Vorbereitung: Flr jede ganze Zahl a € Z berechnen wir

2 2m 27 .
i def . . ) 0 flr a 0,
/ et dr = / cos(at) dt + i / sin(at) dt = i a7
t=0 b Ji=o t=0 s 2r fira=0.

© In der Fourier-Theorie entspricht dies der Orthonormalitat.
(1) Wir nutzen die Definition F1A des komplexen Wegintegrals:
27
fo@) A (1) dt =

27
5521“ dz = §£f(z) dz = / (rF . (reft) de
o' 0% t=0 t

=0
2 21 . 0
i < i in . 3 1 )]
_ / Pk ikt it gy 17,k+1/ kD)L gy .
t=0 t=0 0 27

© Nur z~! liefert einen Beitrag! Plausibel: Fiir jedes k € Z ~ {-1} hat
f(z) = 2* die Stammfunktion z**1/(k 4 1): Das Wegintegral hangt daher
nur von Start und Ziel ab, geschlossene Wegintegrale sind daher Null!

for k # —1,
fur k = —1.

Satz F1B: die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie
Um den Punkt zp € C und mit Radius r € R+ betrachten wir den Weg

v [0,27] = C : t s y(t) = 29 + rett.

(1) Fur jede ganze Zahl k € Z gilt die Residuumsformel:

é(z —z)Fdz = {277'1

(2) Fur jedes Laurent-Polynom f(z) = > ax(z — 20)* folgt:

fur k # —1,
fir k = —1.

n

?§ {Z ap(z — zo)k} dz =

k=-n

2mia_q

(3) Dasselbe gilt fiir jede konvergente Laurent-Reihe, also n — o,
denn wir dirfen Integral und Grenzwert vertauschen dank Satz D1A.
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Das fundamentale Wegintegral ¢ z~' d=

Aufgabe: Rechnen Sie diese grundlegenden Integrale sorgsam nach!

Lésung: (1) Wir verschieben () = 2 + re' zurlick zu §(t) = re'’:

' . . 0
?g(zfzo)kdz = %zkdz = { .
Jy Js 2mi

(2) Wir nutzen die Linearitat des Integrals und erhalten:

f{ i ak(z—zg)k} dz '\:" i ag {?g(z—zg)kdz} ‘:‘ QTriEI

[ Le=—n k=—n

fur k # —1,
fir k= —1.

Residuum

© Die Wegintegrale ﬁ,(z — 29)* dz haben wir zuvor in (1) ausgerechnet:
Fr k # —1 existiert eine Stammfunktion, daher ¢ (= — z0)* dz = 0.

© Beim Wegintegral des Laurent-Polynoms f(z) = S°F_ , ar(z — 20)*
um den Punkt zo z&hlt nur der Koeffizient mit Hausnummer —1.

© Beim Wegintegral von f um z, bleibt nur der Term 2zia_; zurlick.
Deshalb heif3t a_; das Residuum (das ‘Zurlickbleibende’) von f in z.

(3) Wir dirfen Integral und Grenzwert n — oo vertauschen (Satz D1A).

Aufgabe: Gegeben sei ein geschlossener Weg v : [a,b] — C ~ {0} in
komplexen Polarkoordinaten (t) = r(t) i*(t). Zeigen und erklaren Sie:

27 T

=N </)§z*1 dz= M = Umlaufzahl von ~ um 0
/7y

Lésung: Wir nutzen die Polarkoordinaten ~(t) = r(t) ¢¥(®) und rechnen:
g b ! b /

_ 7 (t) () . b
zldz:/ /( dt:/ +i(t)dt = |Inr(t)| +i|e(t
foe= L a0 = [ e fare] i)
© Der Realteil verschwindet fiir geschlossene Wege, v(a) = v(b).
Der Imaginarteil zahlt die Uml&ufe von v um den Nullpunkt.

Zum Vergleich in kartesischen Koordinaten ~(t) = z(t) + iy(¢):

b / / b /
_ 1 . .
Im%z’ldz:/ %dt:/ 5 2( y>.<1,) dt
% t=a T +y t=a T +y z y
b /
1 T T
[ () ()
Ji=a T2 F Y= \Y Yy

© Dieses Arbeits- und Flussintegral kennen wir bereits gut!

b

a

Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen e
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Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen

5 B(zo,p) i={z€eC|lz—2|<p}

% F(30) = lim f(z0+w) = f(20)
%A([)) w

K(zp,0,p) i={2€C |0 <]z— 2

Sei Q2 C C offen. Eine komplexe Funktion f = u +iv:C 2 Q — C heif3t
holomorph, wenn sie komplex differenzierbar ist und f’: Q — C stetig.

< Cauchy-Riemann-Gleichungen 0,u = 9,v und d,v = —J,u.

< Die Strémung f = (u, —v):R? D Q — R? erfiillt div f = rot f = 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zg, p) C €2 gleicht f einer Potenzreihe.
< Auf jedem Kreisring K (2, 0, p) C Q gleicht f einer Laurent-Reihe:

i ar(z — 2)* mit a = ! Ldz

k= -
271 Jop(zr) (2 — 20)F+!

f(z) =

k=—00

Der Koeffizient res,, (f) := a—_; ist das Residuum von f im Punkt z.

Alle analytischen Funktionen sind holomorph. Erinnerung: f analytisch
heif3t, dass sich f lokal als konvergente Potenzreihen darstellen lasst.
Erstaunlicherweise gilt die Umkehrung, also holomorph < analytisch!
Insbesondere: einmal komplex diff’bar impliziert beliebig oft diff’bar!
Ist f:C D Q — C holomorph auf einer Kreisscheibe B(zg, p) C Q, so
|asst sie sich dort als konvergente Potenzreihe darstellen (Satz F3E):

f(z)
= — ————dz.
= omi | 9B(z0.) (2 — 20)FH! ‘

flz)= Zak(z —z0)F  mit
k=0

Wir kénnen ebenso auch Singularitaten (insb. Polstellen) behandeln:
Ist f:Q — C holomorph auf einem Kreisring K (zg, 0, p) C €, so lasst
sie sich dort als konvergente Laurent—Reihe darstellen (Satz F3F):

Z ar(z — zo)k = Zak(z - zo)k + Zak(z —z) 7"
k=0 k=1

k=—00

f(z) =

Dies ist die Summe einer Potenzreihe in u = (z — z) als Nebenteil und
inv = (2 — 20) ! als Hauptteil. Letztere kodiert die Singularitat in 2.
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Der Residuensatz

¢ Satz F4D: Residuensatz fir Kompakta, Cauchy 1825

Sei Q C Coffenund f:Q ~\ S — C holomorph auf 2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitdten. Sei D C O kompakt
mit stiickweise glattem Rand, wobei 9D N S = . Dann gilt:

2mi Zseb ng(f)

f(z)dz =

oD

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

Anschaulich kénnen wir uns f:C D Q — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s €
entspricht einem Teilchen mit seiner Ladung res;( f): das Residuum!
Fiir das Feld (z — zp)~* haben wir oben das Wegintegral ausgerechnet:
Langs der Kreislinie (t) = zo + re' erhalten wir $(z — z9) ™! dz = 2ni.
Fur alle k # —1 hingegen verschwindet das Integral: ¢(z — 20)Fdz = 0.
Dasselbe gilt nun fiir jede holomorphe Funktion / Laurent—Reihe um zj:
Das Wegintegral von f langs des Weges v um zj ist 27i res,, (f).

Mit diesem Integral messen wir demnach die Ladung im Punkt z.
Umlauft ¥ mehrere Singularitaten, so addieren sich die Residuen:

Jede Singularitat s liefert ihren Beitrag 2wi ress(f) zum Integral.

Der Raum dazwischen ist Vakuum und liefert keinen Beitrag.

Dies ist eine wunderbare Eigenschaft holomorpher Funktionen.

Reelle Anwendung: Die Halbebene ist nicht kompakt, aber fir schnell
genug abklingende Funktionen kénnen wir den Residuensatz hierauf
ausdehnen. Auch einfache Polstellen auf R kénnen wir zulassen:




Anwendung auf Fourier—Integrale e Anwendung auf das Dirichlet—Integral e

HHH yo

=

®

@
=r 3R RNAR AR IRNARARE x| s A Bl
4 Satz F4K: Fourier—Integrale rationaler Funktionen Wir betrachten erneut die Spaltfunktion si: R — R mit
Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R ) sin(z)/z firz #0,
seien hochstens einfach. Fiir deg(q) > deg(p) 4+ 2 und u > 0 gilt dann: si(z) = L fiir z < 0.
/ﬂo F(z) ™ da = 2ri Z res [f(z)eiuz] o Z res [f(z) eiuz} Ihre Integralfunktion Si(z) = [ si(t) d¢ ist nicht elementar.
—o0 )0 Tmn(3)=0 = Nun endlich kénnen wir si: R — R Uber ganz R integrieren:
°° sin(x) . " sin(x) )

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0. /7OC - dz = ,.IHEC /ﬂ - dz =7
Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkdil || Organisation dieses Kapitels Edeutsrang

Aufgabe: Berechnen Sie firr u € R das reelle Integral

/ sin(uz) dz = 7sign(u).

x

—00

Lésung: Der Integrand ist der Imaginarteil der holomorphen Funktion

el cos(uz sin(uz
= 8 - o) i)
Far u > 0 kénnen wir daher den Residuensatz anwenden:
0o Llux iuz H 2
e . e R _ iu U .
dz £ rires :ﬁlreszl+—zof—zl+‘.. = 7l
o T HK2=0| 2 2=0 1! 2!

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale

/ cos(ux) dr—0 und / sin(ux) dr = 1.
x —00 €T

—00

Flr u < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fir v = 0 ist alles klar.

© Dieses Integral konnten wir zuvor noch nicht ausrechnen [B149), jetzt
aber ganz leicht! Diese vielseitige Rechentechnik flhren wir in §F4 aus.
Dieses eindimensionale reelle Integral war zunachst auBBerhalb unserer
Reichweite. Erst durch die effiziente Behandlung als zweidimensionales
komplexes Integral 16st sich nun alles in Wohlgefallen auf!

© Der Residuensatz ist ein allgemeines und machtiges Werkzeug.
Die obigen Beispiele motivieren, welche Aspekte wir nun klaren missen,
wenn wir den mathematischen Begriffen auf den Grund gehen wollen:
Der Residuensatz gilt nur fir holomorphe Funktionen f:C 2> Q — C.
Wie kdnnen wir diese Eigenschaft definieren und bequem erkennen?
Wie entwickelt man eine holomorphe Funktion auf B(z, p) in eine
konvergente Potenzreihe? auf K (z, o, p) in eine Laurent—Reihe?

Wie definieren wir das Residuum? Wie berechnen wir es effizient?
Wie kdnnen wir schlieBlich den Residuensatz beweisen und nutzen?

© Dieses Kapitel entwickelt die nétigen Grundlagen (§F2—§F3)
und einige wichtige Anwendungen des Residuenkalkuls (§F4—§F5).
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+o00 1
/ ﬁdx:z
Ceo XPFa a

/+oo 1 e — T
o @+ )@+ 02) T abla+b)

0 KTk
/_Oo C;):(jz) dz = %e_‘“l (cos|u| + sin|ul)

Aufgabe: (1) Wie erklaren / begriinden Sie die Konvergenz dieser
Integrale? Gilt sie absolut? uneigentlich? als Cauchy—Hauptwert?

(2) Welche kdnnen Sie bereits mit elementaren Methoden berechnen?
© Die fehlenden gewinnen Sie mit den Methoden dieses Kapitels!

Losung: Zum ersten Integranden f(z) = 1/(2? + a?) finden Sie (dank Substitution) leicht die
Stammfunktion F'(z) = arctan(z/a)/a. Damit gelingt das erste Integral. Das zweite und dritte
sind elementar kaum zuginglich, aber ganz bequem mit dem Residuenkalkiil. Unser
Universalwerkzeug ist der Residuensatz hier fiir Fourier-Integrale rationaler Funktionen (F4K).

/°° dz w
1::01+I2_2

/°° dx _27r\/§
T

=01+LIZ3 9

/ cos(z?) dz = / sin(@?)dz = =/ =
v z 2V 2

=0 =0

Aufgabe: (1) Wie erklaren / begriinden Sie die Konvergenz dieser
Integrale? Gilt absolute Konvergenz? oder zumindest uneigentlich?

(2) Welche kénnen Sie bereits mit elementaren Methoden berechnen?
© Die fehlenden gewinnen Sie mit den Methoden dieses Kapitels!

Losung: Zum ersten Integranden f(z) = 1/(1 + 2?) erkennen Sie direkt die Stammfunktion
F(z) = arctan(z). Damit gelingt das erste Integral leicht. Die letzten drei sind elementar kaum
zuginglich, doch Sie berechnen alle erfreulich einfach mit dem Residuenkalkiil.

Die letzten beiden sind die Fresnel-Integrale, die wir bereits seit Kapitel B suchen.
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Ein Hoch auf die komplexe Analysis!

1.6449340668 . . .
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>
k=1
o0
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k=1
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Aufgabe: (1) Wie erklaren / begriinden Sie die Konvergenz dieser
Reihen? Gilt absolute Konvergenz? oder zumindest uneigentlich?

(2) Welche kénnen Sie bereits mit elementaren Methoden berechnen?
© Die fehlenden gewinnen Sie mit den Methoden dieses Kapitels!
Losung: Den ersten Summanden f(k) = 1/(k?* + k) = 1/k — 1/(k + 1) zerlegen Sie sogleich
routiniert in Partialbriiche und finden so die diskrete Stammfunktion F'(x) = —1/k, sieche B3B.

Damit gelingt die erste Summe leicht als Teleskop. Die zweite und dritte sind elementar kaum
zuginglich, doch Sie berechnen beide Reihen bequem mit dem Residuenkalkiil, siche Satz F51.

© Diese phantastischen Rechnungen illustrieren das Eingangszitat:

La voie la plus courte et la meilleure entre deux vérités
du domaine réel passe souvent par le domaine imaginaire.
[Der kiirzeste und beste Weg zwischen zwei
reellen Wahrheiten fiihrt oft durchs Imaginére. ]
Jacques Hadamard (1865-1963)

Damit beschlieBe ich diesen kurzen Crashkurs zum ersten Uberblick.
Sie erahnen nun, was Sie mit dem Residuensatz berechnen kénnen,
und dass sich das Erlernen dieses wunderbaren Kalkdls lohnt.

Holomorphe Funktionen haben viel zu bieten, der Mathematiker:in
ebenso wie der Physiker:in und der Ingenieur:in. Wir wollen uns nun
diese effizienten Rechentechniken Schritt fiir Schritt erarbeiten.

Ich hoffe, wie so oft, Sie sind bis in die Haarspitzen motiviert.
Der Weg ist steil, aber das Ziel ist lohnend!
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Beispiel: f(z) = 22, also f(z +iy) = (2% — y?) +i(2zy)

Beispiel: f(z) = 2%, also f(x +iy) = (2% — 3zy?) +i(32%y — ¢*)

In Polardarstellung gilt f(re'¥) = 72 ¢***. Im Ursprung sieht man die Winkelverdopplung.
AuBerhalb bleiben Winkel erhalten, und kleine Quadrate werden in kleine Quadrate iiberfiihrt.

In Polardarstellung gilt f(re'¥) = 73 €. Im Ursprung sieht man die Winkelverdreifachung.

AuBerhalb bleiben Winkel erhalten, und kleine Quadrate werden in kleine Quadrate iiberfiihrt.
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Komplexe Funktionen als Abbildungen C — C

Beispiel: f(z) = % = z, also f(z +iy) =

x
s+
2Z 2+ y?

In Polardarstellung gilt f(re'¥) = 7~! ¢ 7. Geometrisch entspricht diese Abbildung einer
Spiegelung am Einheitskreis (r — 7~ ") sowie einer an der reellen Achse (¢'? + e '¢).

Beispiel: f(z) = exp(2), also f(z +iy) = e®cosy +ie*siny

Das entspricht der Polardarstellung mit Radius e” und Winkel y. Fiir jede komplexe Zahl
w € C~ {0} existiert z = & + iy € C sodass w = exp(z) = e (cosy + isiny) gilt.
Genau dann gilt exp(z) = exp(Z), wenn z — Z = k - 27i fiir ein k € Z. (Satz F2K)
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Komplexe Differentiation

Definition F2A: komplexe Ableitung
Sei 2 C C offen und f:Q — C eine komplexe Funktion. Wir betrachten

iy, 101G
Zn 6?2\{2} Zn 2

Wir nennen f im Punkt z € 2 komplex differenzierbar, wenn dieser
Grenzwert existiert fir jede Folge 2, — 2z mit z,, € Q und z,, # z.

Dieser Grenzwert hei3t dann die komplexe Ableitung, geschrieben

fz+w) - f(2)

f'(2) = lim O~ 1) = Thm
¢z (—=z w—0 w
Lz w0
Beispiel: Fir f(2) = 22 gilt f/(2) = 2z, denn &2 = (+ 2 — 22

Allgemein: Fiir alle n € Nund f(z) = 2" gilt f/(z) = nz""!, denn
C'ﬂ
¢

n
— 2" 1 e _ .
= E ek o™l fir ¢ - 2
—z
k=1

Satz F2B: komplexe Ableitungsregeln

Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit, aber nicht umgekehrt.
Die Ableitung ist linear und erfillt Produkt- und Kettenregel:

[ef]'(z) =af'(2) firaeC,  [f-g]'(2) = f(2)g(2) + f(2)d' (),
[f+9)'(x) = F'(2) + ¢ (2), [hog)'(z) = K(9(2)) - ¢ ().
Hierbei seien f, g im Punkt z € C komplex diff’bar und h im Punkt g(z).

Der Nachweis dieser Regeln verlauft wortlich wie im reellen Fall.
Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.2.

Aufgabe: Firr f(z) = 27" folgt f'(2) = —nz"""! in jedem Punkt » # 0.

Lésung: Aus 2" - f(z) = 1 folgt dank Produktregel
nZ"t f(z) + 2" f(2) = 0.

Diese Gleichung lésen wir auf zu f/(z) = —nz"1f(2) = —nz "L
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Holomorphe Funktionen

Definition F2¢: Holomorphie

Sei Q2 C C offen. Eine komplexe Funktion f: 2 — C hei3t holomorph,
wenn sie auf ganz Q komplex differenzierbar ist und f’: Q — C stetig.

Aufgabe: Ist jedes komplexe Polynom holomorph?
f(z)=ao+aiz+ ag?t + -+ ap2"
Lésung: Ja, f ist auf ganz C holomorph mit der Ableitung
f'(2) = a1 + 2a9z + - - - + nay2".
Aufgabe: Ist jedes komplexe Laurent—Polynom holomorph?
f@)=a_pnz™"+- -+ a1z M Hag+arz+ -+ anz”
Lésung: Ja, f ist auf C* = C ~ {0} holomorph mit der Ableitung

1

f(z)=—na_pz" =i —a_1z7 2+ a1 + - + napz™

© Gleiches gilt fiir konvergente (Laurent-)Potenzreihen, also n — co.

Korollar F2D: Eigenschaften holomorpher Funktionen
Holomorphe Funktionen f, g:Q — C sind insbesondere stetig.
Linearkombination, Multiplikation und Komposition holomorpher
Funktionen ergeben wieder holomorphe Funktionen. Dabei gilt:
[af] = af’, [f-9'=r9+1d,
[+ =f+4d, [hog)' =(Hog)-g.
© Soweit verhilt sich die komplexe Ableitung genau wie die reelle.

Insbesondere fiir (Laurent-)Polynome gelten dieselben Rechenregeln.
Wir wollen dies gleich auch fir (Laurent-)Potenzreihen festhalten.

/\ Wir werden sodann als fundamentalen Unterschied zu R ausnutzen,
dass wir in C in zwei linear unabhéngige Richtungen ableiten kdnnen.
Dies impliziert die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen und wird
unsere Integralséatze in der Ebene (Green / Gauf3) zum Einsatz bringen.
Dadurch entfalten sich viel starkere GesetzmaBigkeiten als im Reellen.
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Sei f:C D Q — Cim Punkt z € C komplex differenzierbar:
) = [z +w) = f(2)

lim —F—————=,
w—0 w
weC~{0}
Dannist f im Punkt 2 € C insbesondere partiell differenzierbar:
fetn =) _0f oy Teti) - fG) 107

lim ——————~ = -
r—0 r ox 50 is idy
reR~{0} seR~{0}

(2)-
Beide stimmen mit f’(z) Uberein! Fir f = u + iv gilt also
. Of ou O 10f v Ou
/ = — = —_— [— = —=—— = — —1—
Fla) = 500 =5 () +ig-(2) : ay(2> 8y(Z) 18y(2)-
Dies sind die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
du_dv v _
oz~ oy’ dy’

I
© Dieses Kriterium ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend.
Damit kénnen wir leicht Gberprifen, ob f: C 2 Q — C holomorph ist!

Satz F2e: Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
Sei Q2 C C offen. Die komplexe Funktion f:Q — C zerlegen wir in
fz+1iy) = u(x,y) + iv(z,y) mit u,v: Q — R. Dann sind &quivalent:
1 Die Funktion f:Q — C ist holomorph, das heif3t
auf ganz Q komplex differenzierbar mit stetiger Ableitung f'.
2 Die Funktionen u,v:Q — R sind stetig partiell differenzierbar
und erfillen die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen.

Nachrechnen: Die Implikation ,(1) = (2)* haben wir ausgerechnet.

Die Umkehrung ,(2) < (1)“ erhalten wir aus der Taylor—Formel:

Firw =7 +is gilt f(z +w) = f(2) + 0uf(2)r + Oy f(2) 5 + o(Jw)).

Dank 9, f = i, f folgt f(z + w) = f(2) + (8, — 19y) f (2) w + o(|w]).
Fir w — 0 gilt somit (f(z +w) — f(2))/w — 1(0x — 10y) f(2).

© Einfach und praktisch: Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

Ubersetzen verlustfrei komplexe in reelle Differenzierbarkeit und zuriick!
Wir nennen 0, = (9, — i9,) die Wirtinger—Ableitung nach z, siehe F2F.
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Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

Es gibt mehrere aquivalente Formulierungen der CR—Gleichungen
Ot = Oy,  Opv = —0yu.

Sie besagen, dass die Jacobi-Matrix eine ganz spezielle Form hat:

J— Ogt Oyu _[a —b
Opv Oyv b a )’

© Die Determinante ist a® + b% = | f'(z)|?> > 0. Es handelt sich um eine
Drehung gefolgt von einer Streckung um den Faktor |f/(z)|. Dies erklart,
warum im Falle f’(z) # 0 die Abbildung f die Winkel erhalt und kleine

Quadrate in kleine Quadrate Uberflihrt, wie in obigen Graphiken gezeigt.

Das Vektorfeld f = (u, —v) : Q — R? ist divergenz- und rotationsfrei:
div(u, —v) = +0,u — Oyv =0,
rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.

© Genau diese Eigenschaft nutzen wir im Residuensatz, siehe F3A.

Aufgabe: (1) Ist die Funktion f:C — C: z — 22 holomorph?
(2) Ist f(z) = z holomorph? (3) und e**¥ = ¢® cosy + i e® sin y?
Lésung: (1) Wir finden u(z, y) = (22 — y2) und v(z,y) = 22y und somit

<61u &,u) (21: 721/) div(u, —v) = +9,u — dyv = 0,
V) = ‘ also

Ozv Oy 2y 2z rot(u, —v) = —0,v — Jyu = 0.

Die Funktion f(z) = 22 ist holomorph. © Das wussten wir schon!

(2) Wir finden u(z,y) = z und v(z, y) = —y und somit

Oyu Gyu\ (1 0 also div(u, —v) = +0,u — Oyv = 2,
Oyv Gyv) — \0 -1

rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.
Die Funktion f(z) = z ist nicht holomorph. © Erstes Gegenbeispiel!
(8) Auch ¥ = e® cosy + ie” sin y ist holomorph:

Opt Oyu ecosy —esiny div(u, —v) =0,
. ={ 4. also
00 Oyv e’siny

e’ cosy rot(u, —v) = 0.
© Das folgt auch direkt aus der Exponentialreine e* = 352, 2*/k!.
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Der inhomogene Integralsatz von Cauchy

Satz F2F: Wirtinger—Ableitungen
Wir definieren die Wirtinger—Ableitungen nach z und z durch

9. :=3%(0, —10y) und 9z := 3(0, +19,).
(0) Es gilt 9,z =1und 9.z = 0 sowie 9z = 1 und 9z z = 0.
(1) Ist f:C 2 Q2 — C komplex differenzierbar, so gilt
f'=0.f und Ozf =0.

(2) Ist umgekehrt f: C 2 Q — C nach z und y partiell differenzierbar,
so sind die Cauchy—Riemann—Gleichungen F2E &quivalent zu 9z f = 0.

Beweis: Fir f = u + iv rechnen wir gewissenhaft nach:

o.f = %(01 — i(?y) (u + iv) = %(Ozu + Oyv) + %(0111 — Oyu)

ozf = %(01 + ir?y) (u —+ iv) = é(i),u - Oyv) + %(0111 + Oyu)
© Somitist &f = 0 aquivalent zu den Cauchy—Riemann—Gleichungen
Opu = Oyv, O,v = —dyu. Ist f komplex differenzierbar, so folgt 9. f = f.

Satz F2G: inhomogener Integralsatz von Cauchy

Sei Q2 C C offen und darauf f:Q — C stetig partiell differenzierbar.
Fir jedes Kompaktum D C Q mit stiickweise glattem Rand gilt:

f2)dz=2i / B=f(z,y) d(z,3)
oD D

Beweis: (2) Fir f = u + iv und dz = dz + idy rechnen wir nach:

f(z)dz =

Fla

/ (uder —vdy) + i(udy +vdz)
Jop oD

= /Drot(u7 —v)d(z,y) + i/DdiV(u,fv)d(x,y)
= o [ opwn)day)

© Ist f holomorph, so gilt - f = 0, und das Integral verschwindet! (F3A)
Erfreulicherweise gilt sogar die Umkehrung, siehe den folgenden Satz.
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Aquivalente Kriterien fiir Holomorphie: die glorreichen Sieben Ausforrung

Satz F2H: Aquivalente Kriterien fiir Holomorphie
Sei ) C C offen. Die komplexe Funktion f:Q — C zerlegen wir in
flz +iy) = u(z,y) + iv(z,y) mit u,v:Q — R. Dann sind &quivalent:
1 Holomorphie: Die Funktion f ist holomorph, das heif3t
auf ganz Q komplex differenzierbar mit stetiger Ableitung f’.
2 Komplexe Differenzierbarkeit: Die Funktion f ist auf ganz Q2
komplex differenzierbar (ohne die Stetigkeit von f’ zu verlangen).
8 Analytizitat: Die Funktion f Iasst sich in jedem Punkt zp € Q in
eine konvergente Potenzreihe entwickeln, f(2) = Y32 ar(z — 20)*.
4 Glattheit: Die Funktion f ist beliebig oft komplex differenzierbar.
5 Cauchy-Riemann: Die Funktionen u, v sind stetig partiell
differenzierbar und erflillen 0,u = 9,v und 0,v = —0,u.
6 Looman-Menchoff: Die Funktion f ist stetig, die Ableitungen
0, f und 9, f existieren und erflillen 0, f +i0, f = 0, kurz dzf = 0.
7 Morera: Die Funktion f ist stetig und fir jedes Rechteck R C 2
verschwindet das komplexe Wegintegral ¢, f(z) dz = 0.

© Zu prifen ist, ob eine vorgelegte Funktion f: Q — C holomorph ist.
Je nach Bedarf kdnnen wir hierzu jedes dieser sieben Kriterien nutzen!
Das 6ffnet mehrere Zugange zu den Werkzeugen der Funktionentheorie.

Diese sieben Bedingungen scheinen zunéchst sehr verschieden
und unterschiedlich stark. Es ist daher tGberaus bemerkenswert,
dass all diese Bedingungen aquivalent sind zur Holomorphie (1).

Die Eigenschaft der Holomorphie ist demnach robust und fundamental.
Wir haben bereits die Aquivalenz (1) < (5) nachgerechnet. (Satz F2E)
Wir werden weiter unten die Aquivalenz (1) < (3) zeigen. (Satz F3E)
Die Implikationen (3) = (4) = (1) sind dann klar (dank Satz F2J).

Die weiteren Kriterien nenne ich hier nur zur lllustration und Abrundung.
Zum Beispiel garantieren (1) < (2) und (5) < (6), dass wir die Stetigkeit
der Ableitungen nicht gesondert fordern bzw. nachweisen missen (F5cC).
Formulierung (7) kommt ohne Ableitung nur mit Integralen aus (F5B).

Ausfiihrliche Beweise und Erlauterungen finden Sie in den meisten
Einflhrungen zur Funktionentheorie, etwa von Janich oder Remmert.
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Besonders schéne und einfache Funktionen sind Polynome:

= ZakzlC =ag+arz+a? + ...+ apz"
k=0

Manchmal benétigen wir etwas allgemeiner auch Laurent-Polynome:

n
= E apz® =a_pz"

k=—n
© Wir vollziehen mutig und umsichtig den Grenziibergang n — co.
Besonders schéne und einfache Funktionen sind Potenzreihen:

1-n

4+ ai_nz +oitan12" T + ap2™

= Zakzk =ag+ a1z + a2 +...
k=0
Manchmal benétigen wir etwas allgemeiner auch Laurent-Reihen:

oo

k=—00

© Fur die Konvergenz und das Rechnen gibt es einfache Regeln.

o+ a,zz_2 + a,lz_1 +ag+ a1z + agz2 +...

Viele wichtige Funktionen lassen sich als Potenzreihen darstellen:

11Z:§zk =1+z+22 42340 fir|z| <1,
In(1+ z) g( 1]3;k+1zk —z—;+%3—%4+ . flr |z < 1,
exp(z):ki;oz—l: 71+z+%2+§+ firz € C,
sin(z) = ki:o (2(I;i)1)'22k+1 = Z—: + z—: - ;—T +... furzeC,
cos(2) ;(ég 2% 717§+1—T—’Z—T+ firzecC.

Hieraus folgen die Euler—Formel exp(iz) = cos z +isin z fir alle z € C,
das Potenzgesetz "™ = ¢* e [F222], speziell e*+¥ = e (cosy +isiny),
sowie die Additionstheoreme fiir sin und cos [B125], und vieles mehr.

F219
Erinnerung

Potenzreihen: Konvergenzradius

F220
Erinnerung

Potenzreihen: Ableitung

Satz F2I: Konvergenz von Potenzreihen
Eine Potenzreihe ist eine (zun&chst formale) Reihe der Form

o0
— > aule - 20
k=0

Sie ist gegeben durch ihren Entwicklungspunkt z, € C und
ihre Koeffizienten q;, € C fur k € N. Ihr Konvergenzradius ist

pi= 1/limsup Vla] € [0,00].
k—o0

Die Reihe konvergiert absolut fir alle z € C mit |z — 2| < p.
Hingegen divergiert die Reihe fir alle z € C mit |z — 2| > p.

Fiir Randpunkte |2 — zo| = p kann beides passieren; hier ist keine einfache Aussage méglich.
(Antworten iiber das subtile Verhalten auf dem Kreisrand gibt die Theorie der Fourier—Reihen.
Allgemein gehort die Konvergenz solcher Reihen zu den schwierigsten Fragen der Analysis.)
Im Falle p = oo ist B(z0,00) = C die gesamte Ebene, und die Reihe konvergiert iiberall.

Im Falle p = 0 ist B(zo0,0) leer und die Reihe konvergiert nur im Entwicklungspunkt zo.

© Potenzreihen verhalten sich wie Polynome (von unendlichem Grad).
Auf ihrem Konvergenzgebiet kdnnen wir mit Potenzreihen gut rechnen,
wie Ublich addieren, multiplizieren, verknlpfen, insbesondere ableiten.

Satz F2J: Ableitung von Potenzreihen
Sei Q2 = B(z0, p) Mit 0 < p < co. Jede konvergente Potenzreihe

f:Q—=C mit f(z Zaszzgk fur alle z € Q,

k=0

ist auf ©2 holomorph. Ihre Ableitung ist gegeben durch

f1Q=C mit f(2)=> kap(z—2)* ! firallez € Q.
Auch diese ist auf ©2 holomorph, somit ist f beliebig oft differenzierbar.
Die Funktion f bestimmt die Koeffizienten vermége ay, = f*)(z)/k!.
Unsere Potenzreihe ist somit die Taylor—Reihe der Funktion f.
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1] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §1.14.
Nach Verschieben kénnen wir als Entwicklungspunkt z, = 0 annehmen:

f:B(z0,p) = C, f(z Zak z—z)* wird verschoben zu

~Sut

Aufgabe: Wie werden Potenzreihen addiert bzw. multipliziert?
Lésung: Addition erfolgt wie tblich bei konvergenten Reihen:

Zakz +Zbkz —Z ak-i-bk)zk
k=0

Multiplikation dank Umordnungssatz A2N fur abs. konvergente Reihen:

<§ aizi> . (;io ijj) = i( Z aib]‘)Zk.

k=0 “i+j=k

f:B(0,p) = C, f(2)=f(z0+2)

Aufgabe: Aus der Exponentialreihe folgt die Funktionalgleichung

‘ exp(z + w) = exp(z) exp(w) flralle z,weC. ‘

Nachrechnen: Dank Umordnungssatz und binomischer Formel gilt:

exp(z) exp(w) <Z k') (Z ) Z{)k;
£=0 n=0k+{=n
— Z nl Z < > Sk — Z }'(z-i- w)" = exp(z + w).

n=0 n=0

ZUJ

Koo

© Dies entspricht dem Potenzgesetz, daher die Kurzschreibweise

zZ W

T = % v,

e” :=exp(z) und

© Zusammen mit der wichtigen Euler—Formel exp(iz) = cos z + isin 2
erhalten wir hieraus sofort Additionstheoreme fiir sin und cos.
(Wiederholen und beweisen Sie diese als lehrreiche Ubung.)
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Aufgabe: Aus der Exponentialreihe folgt die Ableitungsregel

% exp(az) = aexp(az).

Nachrechnen: Dank Ableitungsregel F2J fir Potenzreihen gilt

d N ak2h d akz*
exp(az) = — =

dz k! dz k!
=0 k=0

dz
ok k1 ok k

s a’z
_Zk—l =a), Kl

= aexp(az).

In Kurzschreibweise erhalten wir die vertraute Formel
d

—e** =aqe
dz
© Das ist eine charakteristische Eigenschaft der Exponentialfunktion.

Wir werden sie insbesondere fiir Differentialgleichungen ausnutzen!

az

Satz F2k: Bild und Kern der Exponentialfunktion

(1) Fir jede komplexe Zahl z € C \ {0} existiert w = u + iv € C, sodass
z = exp(w) = e%(cosv + isinv) gilt, also eine Polardarstellung von .

(2) Genau dann gilt exp(w) = exp(w), wenn w — @ = k- 2xi fur ein k € Z.
(3) Lokal um den Entwicklungspunkt 1 ist der komplexe Logarithmus

In:B(1,1) > C, In(l+z)= ZZ: %Zk

eine Umkehrfunktion, das heiBt exp(In(1 + z)) = 1 + z flr alle |z| < 1.

Aussage (1) bedeutet: Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C* = C ~ {0} ist surjektiv.
Wir konnen daher jede komplexe Zahl z € C ~ {0} in komplexen Polarkoordinaten darstellen.
Aussage (2) besagt, dass exp nicht injektiv ist, und benennt den Kern ker(exp) = Z2xi.

Das ist dquivalent zur vertrauten Periodizitit der reellen Winkelfunktion cos, sin: R — R.

Im reellen Fall ist exp : R — R bijektiv und erlaubt eine Umkehrfunktion In: R~ o — R.

Im komplexen Fall ist dies global auf C unméglich, da exp nach (2) nicht bijektiv ist, aber es
gelingt immerhin lokal mit Hilfe der in (3) angegebenen Potenzreihe: Dies rechnet man (etwas
miithsam) nach durch Einsetzen der beiden Potenzreihen, oder (viel einfacher) durch Ableiten:
f(2) = exp(In(1 + 2)) /(1 + 2) erfiillt £(0) = 1 und f’(2) = 0. Berechnen Sie’s zur Ubung!
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Argument po(z)

- =

C~Reg

Die reelle Exponentialfunktion exp: (R,0,+) — (Rxo, 1, -) ist bijektiv,
ihre Umkehrfunktion ist der reelle Logarithmus In: (R, 1,) — (R, 0, +).
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C* = C \ {0} ist surjektiv:
w = u+ iv — etV = e¥(cos v + isinv) beschert uns Polarkoordinaten!
Sie ist jedoch nicht injektiv, ganz im Gegenteil: Sie hat Periode 27i (F2K).
Zu z € C* gibt es also nicht nur einen Logarithmus w € C mit eV = z,
sondern unendlich viele, namlich exp=1({z}) = {w + k- 27i | k € Z }.
Man kdnnte nun fir jedes = € C* willkurlich einen Logarithmus w € C
mit e¥ = 2z wahlen, aber das kann global auf C* nicht stetig gelingen!
Zwecks Stetigkeit missen wir das Definitionsgebiet einschranken:

Definition F2L: Zweige des komplexen Logarithmus

Sei () C C* ein Gebiet, also eine offene zusammenhangende Menge.
Eine stetige Funktion f:C* D Q — C mit e/(*) = 2 heiBt ein Zweig des
Logarithmus auf Q2 oder auch eine Logarithmusfunktion auf €.

Eine stetige Funktion ¢: C* D Q — R mit z = |z| ¢/*(*) heiBt ein Zweig
des Arguments auf 2 oder auch eine Argumentfunktion auf Q.
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Aufgabe: (1) Wie entsprechen sich Argument und Logarithmus?

(2) Sind sie auf  eindeutig? (3) bis auf eine additive Konstante?
Losung: (1) Ist p: 2 — R eine Argumentfunktion, so ist f: Q — C mit
f(2) = In|z| +ip(z) eine Logarithmusfunktion. Ist umgekehrt f: Q — C
eine Logarithmusfunktionen, so gilt z = e/(*) = eRef(2) lIm f(2) fir » € Q,
also folgt |z| = eR¢/(*) und ¢(z) = Im f(z) ist eine Argumentfunktion.
(2) Ist f:Q — C eine Logarithmusfunktion auf ©, so auch g = f + 2xik
fiir jede Konstante k € 7, denn g ist stetig und e9(2) = f(2) @271k — 5
/\ Da es auf Q mehrere Logarithmusfunktionen gibt, sagen wir betont
eine Logarithmusfunktion und bewusst nicht ,die” Logarithmusfunktion.
(3) Seien umgekehrt f, g: Q2 — C zwei Logarithmusfunktionen auf Q.

In jedem z € Q folgt e9()=F(2) = 9(2) ¢=f(2) = 9(2) / /() = 2/ = 1.
Dank Satz F2K gilt demnach g(z) — f(z) = k(z) - 2 fUr ein k(z) € Z.
Mit f, g istauch k = (g — f)/2ni: Q — Z stetig, also lokal konstant.

Da wir €2 als zusammenh&ngend voraussetzen, ist k& konstant.

© Kennen wir also auf Q2 eine Logarithmusfunktion f:Q — C,

so kennen wir bereits alle, namlich f, = f + k- 2rimit k € Z.

Ubung: Priifen und erkléren Sie die folgenden Konstruktionen!

Satz F2M: Zweige des komplexen Logarithmus
Die folgenden Abbildungen sind Argumentfunktionen:

90:CRe>0 — R, @ + iy — arctan(y/x)

972 Cim>0 — R, z + iy — +71/2 — arctan(z/y)
9o Cimco — R, x +iy — —r/2 — arctan(z/y)
go(z) fir Re(z) > 0,
©0:C\Reo = R, o(2) = { grpp(2) flrIm(z) >0

g—np(z) flrIm(z) <O0.

Wir erhalten den sogenannten Hauptzweig der Logarithmusfunktion
Ing: C N\ R<p — C mit Ing(2) = In|z| + ipp(z). Zu jedem Winkel § € R
existiert entsprechend genau ein Zweig der Logarithmusfunktion
Ing:C ~\ Reg - € — C mit Ing(e'?) = i6, némlich Ing(2) = Ing(ze~) + i6.
Er bijiziert den Sektor C \ R - ¢!’ auf den Streifen R x |0 — 7,6 + 7[.
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Aufgabe: Wie finden Sie Nullstellen quadratischer Polynome p € C[z]?
Lésung: Zu gegebenen Nullstellen (21, z9) € C? bilden wir das Polynom
p(2) = (z—21)(z — 2) =az’ + bz + ¢ € C[z
mita =1und b= —2z; — 25 und ¢ = 21 29. Sind umgekehrt a, b, ¢ € C mit

a # 0 vorgelegt, so finden wir beide Nullstellen z;, z; € C von p durch

—b+Vb% — dac
{z1, 22} = e [

Wir stehen daher vor der Aufgabe, zu jeder komplexen Zahl z € C eine
n-te Wurzel zu konstruieren, also eine komplexe Zahl w € C mit w" = z.
Far n = 2 gelingt dies leicht wie folgt: Flir 2,y € R und y > 0 setzen wir

. Fl+s .. [F-=
z xT 1y — w 2 1 2

© Wir nutzen die reelle Wurzelfunktion /™ : R>o — R und erhalten
eine stetige komplexe Wurzelfunktion v/~ : C \ R.o — C mit (/z)? = 2.
/\ Fiir z € R ist die Zuordnung z + +i+/|z| zweideutig bzw. unstetig.

Aufgabe: (1) Fur n € N>, ist die reelle Potenzfunktion p: R>¢ — R>o
mit 2 — " bijektiv, ihre Umkehrfunktion ist die Wurzelfunktion y — /y.
(2) Die komplexe Potenzfunktion p: C* — C* mit w — w™ ist surjektiv
aber nicht injektiv: Zu z € C* existieren genau n Wurzeln w mit w" = .
Lésung: (1) Die Funktion p ist stetig, monoton dank p/(z) = nz"~! > 0
fir x > 0, also insbesondere injektiv. Zudem gilt p(0) = 0 und p(z) — oo
flr z — co. Dank des Zwischenwertsatzes ist p: R>o — Rxq surjektiv.
(2) Zu jedem z € C* existiert ein Logarithmus a € C mit e* = z (F2K).
Fir w = e*/™ gilt demnach w™ = (/)" = ¢* = . Jede andere Wahl

a' = a+ 2rik fohrt zu w' = we2™*/" wobei k =0,1,...,n— 1.

Definition F2N: Zweige der n-ten Wurzelfunktion

Eine stetige Funktion g: C* > @ — C* mit g(2)" = z hei3t ein Zweig der
n-ten Wurzel auf Q oder auch eine n-te Wurzelfunktion auf Q.

Jede Logarithmusfunktion f:C* D Q — C mit ¢/(*) = z, nach F2m etwa
f = Ing, beschert uns eine Wurzelfunktion g(z) = ¢/(*)/" mit g(2)"* = 2.
Die anderen Zweige erhalten wir durch e/ (:)+2mik)/n — () g2mik/n
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Aufgabe: Fir jede komplexe Zahl z € C* gilt z - 1/z = 1, also scheinbar

L=V1=1:1/z = V2 V12
Was erhalten Sie fir = = 1? Was geht schief fir z = —1? Gilt etwa
1=V1=(-)-(-1) =V=1-vV=I=ii=-17?
Beobachten Sie diese Gleichung langs des Weges z = v(t) = e™*.

Lésung: Das Problem ist die Mehrdeutigkeit der komplexen Wurzeln!
Wir betrachten den Weg +: [0, 1] — C* mit y(t) = e™ von (0) = 1 nach
v(1) = —1. Fir das Inverse gilt demnach 1/~(t) = e, (Skizze!)

Langs des Weges ziehen wir stetig die Wurzel gemaB /v (t) = e™/2
und entsprechend +/1/v (t) = e~™*/2, Wahrend des gesamten Weges
gilt /5 (t) - v/1/v (t) = 1. Am Endpunkt ¢ = 1 erhalten wir die Gleichung

L=V (1) V1/y (1) =i ().
Fir andere Wege erhélt man alternativ 1 = (—i)-i.  © Alles wird gut.
Dies ist die Methode der analytischen Fortsetzung léangs eines Weges.

Aufgabe: (1) Jeden Weg ~ : [a, b] — C* mit Startpunkt y(a) = zp = e*°
kdnnen wir eindeutig hochheben zu einem Weg In~ := 5 : [a, b] — C mit
Startpunkt §(a) = wo und €7 = ~(¢) fiir alle t € [a, b], ndmlich:

g 't o
At) = wo+/ = wo+/ 7(é)ds.
Al # a (s)
Fir jeden anderen Weg 4 mit e¥ = v qilt 4 = 4 + k - 2xi fir ein k € Z.

(2) Jeden Weg ~: [a, b] — C* mit Startpunkt v(a) = zp = w§ kdnnen wir
eindeutig hochheben zu einem Weg 4, = /7 : [a,b] — C* mit Startpunkt
An(a) = wo und der Wurzeleigenschaft (9, (t))" = ~(¢) fur alle ¢ € [a, b],
namlich 4, (t) = e(/O+21k)/ fijr ein geeignetes k € {0,1,...,n — 1}.
Lésung: (1) Fir t = a gilt 7(a) = wo. Es bleibt, ¥ = + nachzupriifen.
Die Funktion & (t) = y(t) e~ erfiillt h(a) = 1 und dank HDI zudem
R'(t) = [y (t) — ()7 ()] e~ 7 = 0 fiir alle ¢ € [a, b], also h(t) = 1.

Aus ') = (1) = 4(t) fiir alle ¢ € [a, b] folgt 7O —7(1) = (1) / ¥(1) = 1,
also 4(t) — 4(t) = k(t) - 2xi fir ein k(t) € Z. Mit 4,4 ist auch die
Differenz k = (¥ — 7)/2wi: [a, b] — Z stetig, also konstant.

=
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Motivation: Wir wollen Funktionen auch um PoLsteIIen entwickeln.
Zum Beispiel z~! oder =" oder '/ = 332 2 entwickelt in zo = 0.
Definition F20: Laurent—Reihe

Eine Laurent—Reihe ist eine (zunachst formale) Reihe der Form

+00

Z ax(z — zo)k.

k=—00

f(z) =

Sie ist gegeben durch ihren Entwicklungspunkt z, € C und ihre
Koeffizienten a;, € C firr k£ € Z. lhr Hauptteil und Nebenteil sind

YOEDY

k=0

ak(z — zo)".

fu(z) =) a-k(z—2)7",
k=1

Der Nebenteil ist eine Potenzreihe in u = (z — zp), der Hauptteil ist
demnach eine Potenzreihe in v = (2 — z9)~!. Fiir beide gelten die
Rechenregeln fiir Potenzreihen, wie wir sie oben ausgefiihrt haben.

Gilt a, = 0 fur alle & < 0, so haben wir eine Potenzreihe vorliegen;
fiir die Koeffizienten gilt dann f(z0) = ao und ) (29) = k! ay.
Treten auch negative Potenzen (z — z)* mit k < 0 auf, so kénnen wir
in die Laurent—Reihe nicht den Entwicklungspunkt z, einsetzen!
Man nennt z, eine Singularitat und unterscheidet drei Typen:

1 Wir nennen z; eine hebbare Singularitat, wenn a; = 0 fir k£ < 0.
In diesem Fall verschwindet der Hauptteil, kurz fz = 0, und
der verbleibende Nebenteil f = fy ist eine Potenzreihe um z.
Beispiel: f(z) =sin(z)/z = Yo o(—1)%2%/(2k +1)!in 20 = 0
Wir nennen z, eine Polstelle n-ter Ordnung (n > 1),
wenn a_, # 0 aber a;, = 0 fur alle Indizes k£ < —n gilt.
Beispiel: f(z) =z"e* =352, 2"/(k+n)linz =0
3 Wir nennen z, eine wesentliche Singularitét,

wenn ay, # 0 fUr unendlich viele Indizes k < 0 gilt.

Beispiel: f(z) = e!/* =32 2% /klin 2 =0

n
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Y
Der Nebenteil konvergiert fur |z — zo| < p mit

p:=1/limsup ¥/|ag| € [0,c].
k—o0

Der Hauptteil konvergiert fur |z — z| > o mit

o = limsup ¥/|a_g| € [0,0].
k—o0

UP
NE

Die Laurent—Reihe konvergiert somit auf dem offenen Kreisring

K(zp,0,p):={z€C|o<|z—2|<p},
wo sowohl der Hauptteil konvergiert als auch der Nebenteil.

/\ Fir o > pist K(z0,0,p) leer und die Reihe konvergiert nirgends!
Das ist ungllcklich, aber méglich. Im Folgenden benétigen wir o < p.

© Auf ihrem Konvergenzgebiet kdnnen wir mit Laurent-Reihen wie
Ublich rechnen: Addition, Multiplikation, Komposition, Ableitung, ...

Satz F2P: Ableitung von Laurent—Reihen
Sei Q = K(z9,0,p) mit0 < o < p < co. Jede Laurent—Reihe

fiQ=>C mit f(z)= Y alz—2) firalezeQ,

k=—00

ist auf ©2 holomorph. lhre Ableitung ist gegeben durch

oo
f:1Q=C mit fi(2)= Y ka(z—z)*" firallezeQ.
k=—o00

Auch diese ist auf 2 holomorph, somit ist f beliebig oft differenzierbar.
Eine Stammfunktion zu f existiert genau dann, wenn a_; = 0, ndmlich

oo

% e
k=—o00 k +

k#—1

F:Q—C mit F(z)= (z — 20)F*1 furalle z € Q.
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Aufgabe: Entwickeln Sie die Funktion f:C~ {1} = C: f(z) =1/(1 — z2)
auf B(0,1) in eine Potenzreihe, auf K(0,1, c0) in eine Laurent-Reihe.

Losung: (1) Die geometrische Reihe ist die Potenzreihe

= 1

E K= fir|z <1
1—-=2

k=0

mit Entwicklungspunkt zo = 0 und Koeffizienten a;, = 1 flr alle k € N.
Die Polstelle von 1/(1 — z) in z = 1 begrenzt den Konvergenzkreis.
Die Reihe konvergiert daher nur fir |z| < 1 und divergiert fir |z| > 1.

(2) Die Funktion f(z) = 1/(1 — z) hingegen existiert auch fir |z| > 1.
Wir kénnen sie auf K(0, 1, 00) in eine Laurent—Reihe entwickeln.
Statt in Potenzen von z entwickeln wir in Potenzen von 1/z:

Aufgabe: Entwickeln Sie die Funktion f:C \ {1} — C: f(2) = 1/(z — a)
auf B(0, |a|) in eine Potenzreihe, auf K(0, |al, o) in eine Laurent-Reihe.

Lésung: (1) Auf B(0, |a|) erhalten wir die Potenzreihe
1 -1 1 A1 & ik e
e a T e e k<l
k=0 k=0
(2) Auf K (0, |al, 00) erhalten wir die Laurent—Reihe
1 1 1

1 adb s k —k—1 gn
;7;.177(1/'2:;2;:2(1277 far |z| > |al.
' k=0 k=0

Zusammenfassend gilt also

oo

Z(—a”"*l)zlC fir |z| < |al,
k=0

—00

1
1 -1 1 e =
—_ = = — —- = 2" flr |z > 1 z—a
1l—2z 2z 1-1/z =z kzzoz’" = Z a1k |z > fa].
k=—1
Diese Laurent—Reihe konvergiert fir |z| > 1 und divergiert fir |z| < 1.
Laurent—Reihen: Beispiele wstmng| | Laurent—Reihen: Beispiele usohrung
Aufgabe: Entwickeln Sie die rationale Funktion Wit Sltwickelh did Ffohate] Furklion y
X - 1 f(z):mumzo:()
fl)= 225246 in eine Laurent-Reihe. f3
als Laurent-Reihe auf B(0, 2), auf K(0, 2, 3) sowie auf K (0,3, 00).
Lésung: Am leichtesten gelingt dies mit der Partialbruchzerlegung: f2
1 1
f(z)72737272 fi
Dank der vorigen Aufgabe erhalten wir drei gesuchten Entwicklungen: > 3 =+
o ¢]
fi(z) =) @ =37kt fir |2] < 2,
k=0
—00 oo
) =L fa(z) = D (m27F DR 4 Y (=37 )k fir2 < 2] <33,
]”_:;O k=0 Je nach gewiinschtem Singularitaten
_ k-1 k=1 _k . Konvergenzbereich erhalten wir von f bestimmen
f3(z) Z (3 2 )z for3 < ‘Z‘ drei verschiedene Losungen fi, f2, fs. die Konvergenzradien!
k=—1
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Satz F2Q: Koeffizienten einer Laurent—Reihe
Sei f: K(z0,0,p) — C gegeben durch die Laurent—Reihe

oo

Z ar(z — 20)k.

k=—o00

f(z) =

Fir jeden Radius » mit o < r < p und jeden Index ¢ € Z gilt dann

1 2
ap = 7/ 7]0(7)/ o dz.
211 JoB(z0r) (2 — 20)*T

© Fr Potenzreihen (F2J) geniigt ableiten, denn a, = f*)(z)/k!.
Bei Laurent—Reihen extrahiert das Integral fiir uns die Koeffizienten.
© Natiirlich bestimmen die Koeffizienten (ay,)xcz die Funktion f.
Dank F2a bestimmt die Funktion f alle Koeffizienten (ax)rez-

© Umgekehrt kénnen wir dies nutzen, um jede holomorphe Funktion
f:K(z0,0,p) — Cin eine Laurent—Reihe zu entwickeln (Satz F3E).

Nachrechnen: Wir setzen ein und rechnen es aus (dank Satz F1B):

f(2) / [ = k—é—1:|
————dz = ap(z — 2 dz
/(?B(zo‘r) (2 — 20)tH! 9B(z0.r) k;m (2 = 20)
= Z ag {/ (z — z@kil*l dz] =2miay
b oo dB(z0,r)

Wir erahnen hier bereits die Magie der komplexen Funktionen.

Alles wird klar und einfach dank unserer griindlichen Vorbereitung:

© Reihe und Integral vertauschen dank absoluter Konvergenz (D1A).
Die Integrale [, (2 — z0)* haben wir oben ausgerechnet (F18).
© Beim Wegintegral von f um z, bleibt nur der Term 27ia_; zuriick.
Deshalb hei3t a_; das Residuum (das ‘Zurlckbleibende’) von f in z.
© Division durch (z — %)’ verschiebt alle Exponenten der Reihe,

so dass der gewlinschte Koeffizient a, nun zum Residuum wird.
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Aufgabe: Sei a € C und n, k € N sowie r € R-(. Berechnen Sie
1 (z+a)"
271 JaB(o,r)

Lésung: Fir (z + a)™ nutzen wir den binomischen Lehrsatz. Es gilt

n n
(= ‘: a) _ Z <"> e
+1 ; :
z

=0 M

n

(z+a)" =) <n> a7, also
J

j=0

Das Integral gelingt leicht dank Linearitat und obiger Formeln:
1 n > n 1 n n . ) .
1 (2 -/:? PR {Z <n> Z]—k—lan—]:| ds
27 Jopos)y % 27 JoB(0,r) AV

= Z (n) av . {i/ Pl dz} = (n) vk
=\ 271 Japo,r) k

© Wir integrieren hier ein Laurent-Polynom, die Konvergenz spielt
daher zun&chst noch keine Rolle. Es genligt die Linearitat des Integrals.

Aufgabe: Sei a € C und k € N sowie r € R-(. Berechnen Sie
1 e(LZ
— ——dz.
271 Jop(or) 28 :

Lésung: Dank Exponentialreihe gilt

Das Integral gelingt leicht dank obiger Formeln:

,—27_"7_1} dz

1 )/' e* q 1 }/ {
Py T 4F = o
271 Jopo, 2! 2mi Jop(o,) L= 5!

=0

> 1 . k
=35 (g L] =
=0 J: 27 9B(0,r) k

© Wir integrieren hier eine Laurent-Reihe. Sie konvergiert absolut in
jedem Punkt z € C \ {0}. Daher vertauschen Reihe und Integral.
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Satz F3A: Integralsatz von Cauchy

Sei Q2 C C offen und darauf f: Q2 — C eine holomorphe Funktion.
Fir jedes Kompaktum D C © mit stiickweise glattem Rand gilt:

/t)Df(Z)dZZO

Nachrechnen: Fir f = u + iv und dz = dz + idy rechnen wir nach:

s =

) / (udz —vdy) + i(udy +wvdz)
Jop Jop

‘(”5“‘ / rot(u, —v) d(z,y) + i/ div(u, —v)d(z,y) = 0
O ) D 2

Das ist die Grundlage des Residuensatzes F4D: gar keine Singularititen! Fir Anwendungen der
Stromungsmechanik, wie die Kutta—Formel Q1c¢, schwiichen wir die Voraussetzungen etwas ab:
Es geniigt f: D — C stetig und auf I holomorph. Beweisidee: Wir parametrisieren 9D durch §.

Zu e > 0 finden wir ein Kompaktum C' € D mit stiickweise glattem Rand, parametrisiert durch
~ mit \f.’ f — J5 f| < e. Dank F3a gilt f‘y f=0.Aus|[; f| <efiirallee > 0 folgt [ f =0.

Satz F3B: Integralformel von Cauchy

Sei 2 C C offen und f: Q2 — C holomorph. Sei D C 2 kompakt mit
stlickweise glattem Rand. Fir jeden Punkt zp € 2 \ 9D gilt dann

1 ) o, _ {f(zo) fiir z € D,

2ri dD % — 20 0 fir zo ¢ D.

27

© Das ist ein bemerkenswerter Integralsatz. Die Funktionswerte f(2)
auf dem Rand 0D bestimmen bereits alle Werte f(z) im Inneren D!
Einfache Anwendungsbeispiele: Fir f = 1 erhalten wir erneut
1 1 1 firze D,

— ——dz=1Ip(2) = . w0

27 Jop 2 — 20 0 flrz ¢ D.
Das verallgemeinert die fundamentalen Integrale (Satz F1B) sowie die
reellen Arbeits- und Flussintegrale [E317]. Weitere Anwendungsbeispiele:

V4 1 2 .
/ = dz = 2mie” = 2ri, / de = 1 = ori
8B(0,1) % 9B(0,1) ZCOS 2 cos(0)
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Die Integralformel von Cauchy

Beweis: Wir folgern die Integralformel F3B aus dem Integralsatz F3A.
Der Integrand h(z) = f(z)/(z — 2o) ist holomorph auf Q \ {2} (F2D).
Erster Fall: Fiir z ¢ D ist h holomorph auf D, also [, h(z)dz = 0.
Das ist Cauchys Integralsatz F3A, reell also Green und Gauf3!

Zweiter Fall: Fr zg € D wahlen wir r > 0 so klein, dass B(z,7) C D.

Die Restmenge E = D \ B(zy,r) ist kompakt mit stiickweise glattem

Rand OF = 0D U 8B(zo,r). Orientierung: Die Kreislinie 9B(zg,r) wird
hier im Uhrzeigersinn (!) durchlaufen, sodass E links davon liegt.

Da h auf E holomorph ist, gilt dank Cauchys Integralsatz F3A:
h(z)dz = h(z)dz — / h(z)dz
oD 9B(z0,r)

Das gesuchte Integral kénnen wir durch diesen Trick ausrechnen:

0=
OF

g . 2 it X
RIOPY :/ G 4, flzoFret) +A:e ) idtar
oD Z — %0 8B(z0,7) ¥ — 20 t=0 rel
27
=i flzo+reydt —  2xi f(20).
+=0 r—0

Da die linke Seite gar nicht von r abh&ngt, schlieBen wir daraus

RION dz = 27 f(20).
aD # — 20
© Dank unserer Werkzeuge ist die Rechnung kurz und schmerzlos.
Wir brauchen: komplexe Wegintegrale (F1A), holomorphe Funktionen
(F2c) und hierzu aquivalent Cauchy—Riemann (F2E), sowie Integralsatze
in der Ebene: Green & GauB3 (E11) und hierzu aquivalent Cauchy (F3A).
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Satz F3c: Fundamentalsatz der Algebra

Zu jedem Polynom f(z) = ag + a1z + agz? + - - - + a,2™ vom Grad n,
mit beliebigen komplexen Koeffizienten ag, a1, as, ..., a, € C, a,, # 0,
existieren genau n komplexe Nullstellen 21, 29, . . ., 2z, € C, sodass gilt:

J(2) = anz = 21)(z = 22) -+~ (s = )

Das ist ein schoner und niitzlicher Satz! Noch schoner und noch niitzlicher wire es, zudem noch
die Lage der Nullstellen zu erfahren. Nur fiir sehr kleine Grade gelingt dies leicht und explizit:
Fiir n = 1 fiihrt die Nullstellensuche zur linearen Gleichung ap + a1z = 0, also z = —ao/a;.

Fiir n = 2 haben wir eine quadratische Gleichung ag + a1z + a22? = 0, die wir mit der allseits
beliebten Mitternachtsformel 16sen konnen: 21,2 = (—a1 & v/a? — 4apaz)/(2az2). Das ist eine
nicht-triviale Konstruktion, vor allem durch das Wurzelziehen in C. Wie geht das nochmal?

Fiir Grad n = 3 und n = 4 gibt es dhnliche Formeln (von Cardano und Ferrari) mit dritten bzw.
vierten Wurzeln. Diese Formeln sind leider etwas komplizierter und werden daher selten genutzt.
Fiir Grad n > 5 existieren keine solchen Wurzelformeln mehr! Wir miissen uns im Allgemeinen

damit begniigen, die Lage der Nullstellen niherungsweise zu bestimmen. Dies hinreichend genau
und méglichst effizient zu erreichen, ist das Grundproblem bei der numerischen Nullstellensuche.

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra dank Umlaufzahl:
Angenommen, f hat keine Nullstelle in C, also f(z) # 0 fir alle z € C.
Dann ist der Quotient h(z) = f(z)/f(z) auf ganz C holomorph.

(0) Cauchys Integralsatz F3A garantiert fDB((Lr) h(z)dz = 0 fur alle » > 0.
(1) Fir z = relt und r — oo gilt folgender Grenzwert gleichmaBig in ¢:
_f')z
f(2)
Fir den Integrationsweg v : [0, 27r] — C mit y(¢) = r ¢!t folgt dank D3c:

n n
napz" + (n—1)ap_12"+ -+ a1z
_ n ( z]” — n.
apzZ" + ap_ 12"+t a1z +ag |z| =00

h(z)z

=0 rreo t=0

27 . . 27
0= / h(z)dz = / h(re®)retidt — indt = 2win
¥ t

(2) Beides ist nur fur n = 0 méglich. Das bedeutet: Jedes komplexe
Polynom f von Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle z,, € C.
Polynomdivision ergibt f(z) = g(z)(z — z,,) mit g € C[z] von Grad n — 1.
Die vollstandige Zerlegung erhalten wir durch wiederholtes Abspalten.

F307

Nullstellensuche fir Polynome

F308

Nullstellensuche fiir Polynome

Ausfiihrung Ausfiihrung

Der Fundamentalsatz der Algebra verkiindet ,,das Vorhandensein eines Schatzes, ohne jedoch Hieraus erhalten wir Weyls Algorithmus zur Nullstellensuche:
zu verraten, an welchem Ort. [...] Nicht das Existenztheorem ist das Wertvolle, sondern die im 011 Hj =
Beweise gefiihrte Konstruktion.” (Hermann Weyl) Die Suche der Nullstellen ist eine ungleich 1 0 010
schwierigere Frage und fiir Anwendungen ungemein wichtig. Hierzu dient folgende Prizisierung: 8 — — 121071 — T 1 —n =

- 1|3 = ‘ po ®
Satz F3D: Lokalisieren der Nullstellen Llol2]o] HH HH -
Sei f(z) = ap + a1z + - - - + a, 2" ein Polynom mit ap, a1, . ..,a, € C. Die Koeffizienten ag, a1, . . ., an sind uns gegeben, gesucht sind die Nullstellen z1, . .., 2.

Sei D C C kompakt mit stlickweise glattem Rand, z.B. ein Rechteck,
wobei keine Nullstellen von f auf dem Rand 9D liegen. Dann gilt:

1 f'(2)

2 Jop [(2)

dz

# zeﬁ’f(z):O} =

mult

Nachrechnen: Dank F3c gilt f(2) = a,(z — 2z1) - -+ (z — zn), also

fE 1
o) - e

zZ—2z1
© Das Wegintegral zahlt die Nullstellen! @ youtu.be/b7FxPsqfk0Y

dank Produktregel.

Z— Zn

Insbesondere sieht man dem Polynom f die Anzahl seiner Nullstellen in D nicht direkt an.
Das Kurvenintegral von f'/ f iiber 9D hingegen kénnen wir aus den Koeffizienten berechnen,
z.B. algebraisch durch euklidische Polynomdivision (Algorithmus von Sturm) oder numerisch
durch geschickte Approximation des Integrals. Genau hierin liegt der algorithmische Nutzen!

Zum Beginn der Rechnung wihlen wir ein Quadrat D = [—r, 7‘]2, das alle n Nullstellen enthilt,
etwar =y 1 |ar|/|an|. Dieses Quadrat unterteilen wir in vier gleich grofe Teilquadrate.

In jedem konnen wir dank obiger Formel F3D exakt die Anzahl der Wurzeln von f bestimmen.
‘Wir behalten nur die nicht-leeren Quadrate und unterteilen diese weiter, bis alle Nullstellen
hinreichend genau lokalisiert sind. Dies ist vollig analog zur reellen Intervallhalbierung.

Algorithmen dieser Art gehoren zu den schnellsten Nullstellenfindern. Hat man auf diese Weise
alle Nullstellen von f lokalisiert und ausreichend genau voneinander getrennt, so kann man zum
Newton—Verfahren iibergehen. Dieses lokale Iterationsverfahren muss in unmittelbarer Nihe
einer Nullstelle gestartet werden, konvergiert dann aber sehr schnell gegen diese Nullstelle.
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Satz F3E: Entwicklung als Potenzreihe

Sei f: B(z0, p) — C holomorph, also stetig komplex differenzierbar.

Fir einen beliebigen Radius » mit 0 < r < p und k£ € N definieren wir
! f(2)

Tm /(:)B(zn,r) (Z - ZO)k+1 a=

Dank Cauchys Integralsatz F3A ist das Ergebnis unabhangig von r.

Diese Koeffizienten stellen f als Potenzreihe dar, das heif3t, es gilt

ay =

f(z) = Zak(z — z)* firalle z € B(zo, p).
k=0

Insbesondere ist f beliebig oft komplex differenzierbar, und es gilt:

k! f(z)
(k) — kg, — _ S\
f (ZO) M o 2mi /;B(zo,r) (Z - Zo)k+1 @

Beweis: Nach Verschieben kénnen wir zy = 0 annehmen.
Zum Punkt z € B(0, p) wéhlen wir einen Radius r mit |z| < r < p.
Wir nutzen die geometrische Reihe [F238]: Fir |z| < r = (] gilt

1 1 1 1A 2 2z
cfz‘E'lf(z/c)‘EZc‘ R

Auf B(0,r) wenden wir Cauchys Integralformel F3B an:

1 f(Q)
=— L5 g
2mi /63(0,r) -z ¢

! 10 (ki:) CTL) ac

T 2mi 8B(0,r)
dC) 2 = Z apz®.
k=0

f(z)

(L 1)
- ,;0(%1 /z;B(o,r) S

Summe und Integral vertauschen dank absoluter Konvergenz.
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Satz F3F: Entwicklung als Laurent—Reihe
Sei f: K(z0,0,p) — C holomorph, also stetig komplex differenzierbar.
Fir einen beliebigen Radius r» mit o < r < p und k € Z definieren wir

f(2)

= ———dz.
271 Jop () (2 = 20)FH!

ay :

Dank Cauchys Integralsatz F3A ist das Ergebnis unabhangig von r.
Diese Koeffizienten stellen f als Laurent—Reihe dar, das heift, es gilt

oo
Z ar(z — z)* firalle z € K(z0,0, p).

k=—o0

f(2) =

Insbesondere ist f auf K (zo, o, p) beliebig oft komplex differenzierbar.

© Die Konvergenz der Reihe wird garantiert fiir alle z € K (2, o, p).

© Gilt a, = 0 fir alle k < 0, so haben wir wie zuvor eine Potenzreihe.
Die Funktion f lasst sich dann auf ganz B(zy, p) holomorph fortsetzen.

Beweis: Nach Verschieben kénnen wir zo = 0 annehmen.
Zu z € K(0,0, p) wahlen wir Radien s,r mito < s < |z| <r < p.
Auf K (0, s,7) wenden wir Cauchys Integralformel F3B an:
BTN S (VR Ny i (V'
2mi Jopos) ¢ — 2 271 Jap(o,s) € — 2
Das Integral tiber 9B(0, ) liefert wie oben die Potenzreihe "2, aj,2*.
Far 0B(0, s) nutzen wir die geometrische Reihe, diesmal fir |¢| < |z|:

-1 1 1 ITen¢h & ¢k = F
. L 1= :’ZTZZklzz T
C—2 2z 1-(¢/2) = e P + = ¢ +
Das Integral Gber 9B(0, s) liefert dann den Hauptteil:
-1 f(Q) 1 <7°° 2+ )
P d¢ = b TR d
2mi Jop(o,s) ¢ — 2 = om B(0,5) ¢ k; gt ) 4
— (1 / f(©) > k — ok
= — —=d( |z = apz”.
k;1<27” 9B(0,s) CFT1 kgl ¥



http://youtu.be/b7FxPsqfkOY

. . . . . oy ae F401
Das Residuum einer isolierten Singularitat

. . . F402
Das Residuum einer einfachen Polstelle

Definition F4A: Residuum

Sei f holomorph auf B(zg, p) \ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Hierauf ist f eine Laurent-Reihe f(z) = 323° _ ak(z — 2z0)*.
Das Residuum von f im Punkt z; ist somit gegeben durch

) 1
Izeos(f) = a-1 = 9

f(z)dz

9B (z0,r)

firo<r < p.

Beispiel: Berechnen Sie das Residuum im Punkt zy = 0 von. ..

f(z) =az7t, reso(f) =a
f(2)=azF mitk# -1, reso(f) =0
f(z) =exp(a/z) =1+ az"! 2,z’QJr 3,4’3+..‘, reso(f) =a
flz) =22 exp(a/z)*z +az+ 2,z + 3,4 L reso(f) =d%/6
f(z) =ex ()/z =234 +21,4_1+§z +..., reso(f)=1/2
f(z) = cos(z )/z =272 %ZOJrﬂz 7éz4+u‘, reso(f) =0

Satz F4B: Residuum einer einfachen Polstelle

(1) Sei f holomorph auf B(zg, p) \ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim_,., [(z — 20) f(2)] in C.
Dann hat f in zy héchstens einen einfachen Pol, und es gilt

rzeos(f) = Zliﬁr\rzl() [(z = 20) f(2)].

(2) Sei speziell f = p/q Quotient zweier holomorpher Funktionen mit
einfachem Pol in zp, d.h. p(z0) # 0, g(20) = 0, ¢'(20) # 0. Dann gilt:
p(20)

7' (20)

res(f) £ lim [(z — 20)f(2)] £ lim _pz) o

20 Z—20 zZ—20 ‘I(Z)*'KZU)
z—20

Beispiel: Sei f(z) = exp(az)/z = 271 + a2 + ‘;z + “j 22+
FUr p(z) = exp(az) und ¢(z) = z folgt reso(f) = p(0)/¢'(0) =

© Dies vereinfacht die Berechnung von Residuen einfacher Pole.
Die letzte Formel entspricht der beliebten Regel von LHospital.
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Satz F4c: Residuum einer mehrfachen Polstelle

Sei f holomorph auf B(zo, p) \ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim, ., [(z — 20)" f(z)] in C.
Dann hat f in zy héchstens einen Pol n-ter Ordnung, und es gilt

() = Jim, gy () [ - 200

Fir einfache Polstellen (n
res(f)

zZ0

= 1) erhalten wir obige Formel:
= lim [z — 20)/(2)]

Far zweifache Polstellen (n = 2) wird einmal abgeleitet:

res(f) = lim d [(Z - ZO)Zf(Z)]

20 z—z0 dz

Beispiel: Fir f(z) = exp(z)/2" und zp = 0 gilt reso(f) = 1/(n — 1)!.

Das Residuum von f in zo ist definiert als Laurent—Koeffizient a_; bzw. als Wegintegral um zo.
In einer wesentlichen Singularitdit wie f(z) = exp(1/z) in zo = 0 ist dies der einzige Zugang.
In einer Polstelle konnen wir das Residuum auf verschiedene, meist leichtere Weisen berechnen.
Nachrechnen: Wir entwickeln f um z in eine Laurent—Reihe (F3F):

o0

Z a(z — zo)k

k=—00

fz) =

Wenn lim.,., [(z — 20)" f(2)] existiert, dann gilt a;, = 0 fir k < —n.
Multiplikation mit (= — zo)" liefert zunéchst die Potenzreihe

(2= 20)"f(2) = a_pn(z — zo)o +dasi(z— 20)" L+ ap(z —z0)" +....
Nach (n — 1)-maligem Ableiten bleibt nur noch die Potenzreihe

(%)"*1 {(Z —20)"f(2)| = (n—Dla_1(z — 2)° 4+ nlaog(z — 20)' +....

Fir z — z erhalten wir schlieBlich (n — 1)!a_, wie gewlnscht.
© In Worten: Multiplikation mit (z — z)™ I6scht zunéchst den Pol,
anschlieBend verschiebt die (n — 1)-fache Ableitung a_; in Grad 0.
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Alternativ als Reihe: f(z) = 2"+ -+ 27 /(n — D!+ 20/nl + ...

Der Residuensatz fir Kompakta Edtutoning
| : (P e i

| s T |

| : o o] |

3 B ® :

Satz F4D: Residuensatz fir Kompakta, Cauchy 1825
Sei 2 C Coffenund f:Q ~\ S — C holomorph auf Q2 bis auf

eine Menge S isolierter Singularitdten. Sei D C Q kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 9D NS = (. Dann gilt:

2mi Zseb rss(f)

fe)dz =

oD

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

© Damit erreichen wir den Héhepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen! Wir wissen nun, was holomorphe Funktionen
sind und wie man sie dank Cauchy—Riemann—Gleichungen erkennt.
Wir wissen zudem, wie man mit isolierten Singularitadten umgeht und
ihr Residuum ausrechnet. Die ndtigen Wegintegrale und Integralsatze
in der Ebene haben wir im letzten Kapitel E kennen und nutzen gelernt.

Damit halten wir alle Zutaten flir den Residuensatz in Handen!

Jede holomorphe Funktion f:C 2 Q — C erfillt die CR—Gleichungen.
Flr f = u + iv ist dies gleichbedeutend zu rot(u, —v) = div(u, —v) = 0.
Dank Integralsatz gilt [, f(z) dz = 0 fiir jedes Kompaktum D C Q.
Was passiert nun, wenn f isolierte Singularitaten s € D hat?

Jede Singularitat s liefert ihren Beitrag 2i resg(f) zum Integral!

Der Raum dazwischen ist ,Vakuum*“ und liefert keinen Beitrag.

Anschaulich kénnen wir uns f:C D Q — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s €
entspricht einem Teilchen mit einer gewissen Ladung a_1 = ress(f).

F407
Erlauterung

Der Residuensatz fiir Kompakta

F408
Erlauterung

Der Residuensatz fiir Kompakta

Nachrechnen: Seien s1, ..., s, die Singularitaten im Inneren von D.
Es gibt nur endlich viele, da jede isoliert liegt und D kompakt ist.

Wir wéhlen r > 0 so klein, dass die abgeschlossenen Kreisscheiben
B(s1,7),...,B(sy,r) ganz im Inneren von D liegen und disjunkt sind.

/ f(2) dz = 2mi ress, (f).
OB(sp,r)

Die Restmenge E = D \ [B(sy,7) U+ U B(sy,r)] ist kompakt
mit stlickweise glattem Rand OFE = 0D U 0B(s1,r)U---UJB(sy, 7).
Positive Orientierung bezlglich E bedeutet: Die Kreislinien 9B (s, )
werden im Uhrzeigersinn durchlaufen, damit E links davon liegt.

Da f auf E holomorph ist, gilt nach dem Integralsatz von Cauchy

ST AT o

Die Vorzeichen entsprechen der positiven Orientierung des Randes.

Cauchys Residuensatz ist der Hohepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen. Er beruht auf Cauchys Integralsatz F3A und
Cauchys Integralformel F3B und enthalt diese als Spezialfalle:

Korollar F4E: Spezialfélle des Residuensatzes
Sei Q) C C offen und f:Q — C eine holomorphe Funktion.
(1) Fur jedes Kompaktum D C Q mit stiickweise glattem Rand gilt

f(z)dz=0.

oD

(2) Fir jeden Punkt zp € Q ~ 0D und k € N gilt

1 / F&) g Jaf®) firz e D,
2mi Jop (2 — 20)FH! 0 fir 2 ¢ D.

Im ersten Integral hat der Integrand f(z) keine Singularitat, im zweiten
hat f(z)/(z — 20)*t" eine Polstelle in z; mit Residuum f®)(z,)/k!.
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Bislang kennen wir den Residuensatz fir Kompakta (F4D). Er gilt auch
fir beliebige geschlossene Wege (F4G). Hierzu z&hlen wir die Uml&ufe:

D@6 ED

Lemma F4F: Cauchy—Index = Umlaufzahl in der Ebene
Fur jeden geschlossenen Weg v : [a,b] — C \ {2} ist der Index

ind(y) := dz

1 1
20 2mi

V2= 20

eine ganze Zahl; sie zahlt die Umlaufe von v um den Punkt zj.

© Dieses Integral hat eine einfache geometrische Interpretation.

© Die reelle Formulierung kennen wir bereits als Arbeitsintegral
des Wirbelfeldes bzw. als Flussintegral des Quellenfeldes.

Aufgabe: Rechnen Sie die im Lemma gemachten Aussagen nach!
Lésung: Wir rechnen in Polarkoordinaten ~(t) = z + r(t) e,

Hierzu seien r: [a,b] — Rso und ¢: [a, b] — R stlckw. stetig diff’bar.
Da der Weg v : [a, b] — C \ {20} geschlossen sein soll, gilt v(a) = v(b).
Insbesondere sind die Betrage r(a) = |y(a)| und r(b) = |(b)| gleich.
Hingegen folgt aus ¢'#(®) = ¢¥(®) nur (b) = ¢(a) 4 27 Mit ¢ € Z.
Diese Zahl ¢ ist die Anzahl der Umlaufe von v um den Punkt z.
Einsetzen von z = y(t) und dz = +/(t) d¢ in die Indexformel liefert:

) 1 1 1 1 ,
1%1(7) T [, z— 2 d= = 27 Jyg y(t) — Zo7 () dt
1 b 1 ; () -
= % \ W [T’(t) e‘*’(t) + ’7<f) e'“/(t) l(p,(t)] dt
L () 1 ) b
= i) +ip(t)dt = = [ln r(t) + 199(t)} —
= M = (¢ © Das st die Umlaufzahl!
m
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Satz F4G: Residuensatz fiir geschlossene Wege

Sei Q2 C Coffenund f: 2~ S — C holomorph auf Q bis auf

eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei v: [a,b] — 2\ S

ein geschlossener Weg, sodass ind,(y) =0 flralle z € C \ Q.

(Das gilt insbesondere, wenn ~ in Q zusammenziehbar ist.) Dann gilt:

ygf(z) dz = QWiZsESrS

Anstelle eines (oft komplizierten) Kurvenintegrals links muss man rechts nur Residuen und
Umlaufzahlen bestimmen, was meist leichter ist. Die Summe ist endlich, denn  umlduft nur
endlich viele Singularitiiten; fiir alle anderen gilt inds () = 0, sie tragen nichts zur Summe bei.

s(f) ind(7)

Dieser Satz verallgemeinert den vorigen Residuensatz F4D fiir Kompakta: Der Rand K eines
Kompaktums K umliuft jeden inneren Punkt genau einmal, duBlere Punkte umlauft er nicht.
Daher tritt im Residuensatz fiir Kompakta die Vielfachheit durch den Index nicht explizit auf.

Die allgemeine Formulierung fiir beliebige geschlossene Wege ist manchmal flexibler.
Die Skizze zum Lemma F4F und die folgende Aufgabe zeigen einige einfache Beispiele.

Aufgabe: Uberpriifen Sie diesen Satz fiir die Funktion f(z) = (z — z)*
und den Weg ~: [0, 2] — C mit (t) = 2o + r ¢ mit Umlaufzahl ¢ € Z.
Lésung: Wir berechnen zuné&chst die rechte Seite. Wir wissen bereits
1 firk=-
0 flrk # —1
Fur das Wegintegral von f entlang « erhalten wir laut Satz
: ) 2wl furk = —1,
/zk dz = 2ni res(2¥) ind(y) = ™ Hr
5 0 0 0 fir k # —1.

Die Polstelle z; = 0 wird hier genau ¢ mal umlaufen.
Der Beitrag 2ni reso(2*) wird dementsprechend ¢ mal gezéhit.
Zur Probe berechnen wir die linke Seite direkt nach Definition:

2 2
/(z — )k dz = / (V(t) _ Zo) () dt = / ke Giklt it
¥ t=0 =0

— gt /27rei(k+1)étdt _ Jemie furk=-1,
=0 0 fir k # —1.

ir(l)d('y) =/ und ng(f) {

-idt
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)

22 21 z

Aufgabe: (1) Berechnen Sie flr « > 1 das komplexe Wegintegral

/ dz _
Jas) 22 +2az +1 -

i

-1

Dabei ist 9B(zp, ) die Kreislinie um z, mit Radius . Wir parametrisieren
sie mathematisch positiv durch «: [0,27] — C:t > y(t) = 2o + re'.

Lésung: Unser Integrand f(z) hat zwei Polstellen z1, 22, beide einfach:

w=—-a—Vda-1 <-1< zn=-a+vVa2-1 <0
_ 1 _ 1 PBZ 1 2
f(z)_32+2az+1_(zle)(zfzg) T oz—z  z—2
Res . 1 1
new) B e = o0 = s

2)f()] = —— :

29 — 21

ro = res(f) :L lim {( —

B 2va? — 1

Der Residuensatz beschert uns somit ein erstes schoénes Integral:
dz Res .

— = % onin =

/ae(o,l) 212z+1 o IzelS(f)

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!
© Zur Berechnung von Residuen haben wir effiziente Formeln.
© Der Residuenkalkiil niitzt uns auch bei der Partialoruchzerlegung!

i
a?—1
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Rationale Integranden in cost und sin ¢ Ubung

Aufgabe: (2) Berechnen Sie flr « > 1 ebenso das reelle Integral

& 1 T
dt = .
t—0 a +cost a2 —1

© Dieser Trick funktioniert fiir alle Integrale jf:”OR
Wir substituieren z = el = cost +isint und dz = iel’ dt =

(cost,sint) dt:
izdt.

Satz F4H: rationale Integranden in cost und sin ¢

. . . i . Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € C[z,y]
. - — it — s . ) ) ’ ’ )
Losung: Wir nutzen die Euler—Formel > = e = cos? + isint, also und Q(cost,sint) # 0 flr ¢t € R. Dann ergibt die WeierstraB—Substitution
Cit + O—it Z+ Z_l Cit _ C—it y— Z_l L L
st= — = . sintf = ———— — - o
cos 5 5 sin 37 % f(z) = lR( z +2z & 2:2 ) € C(2)
Einsetzen in den Integranden ergibt " '
1 P 224 9as 11\ ! 95 eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 9B(0,1), und es gilt
— = (a+ = l
a+ cost < 2 ) ( 2z ) 22 +2az+1

Wir integrieren langs der Kreislinie v: [0,27] — C: ¢+ y(t) = e'.

Fir z = y(t) = e gilt dz = +/(t) dt = ie dt, also dt = dz/(iz), somit:
/‘“ dt 7/“ 2zdt g/ dz o 2
tmoatcost  Jigz2+2az+1 " i Jopony 2+20z+1 e —1

© Das gesuchte Integral iber die halbe Periode ist genau die Hélfte.

2mi ZseB(O,l) rgs(f)

27 ) :
/ R(cost,sint)dt = / f(z)dz =
t=0 2B(0,1) F4p

Diese Formel erhilt man wie in der vorigen Aufgabe. Kennt man die Polstellen von f in B(0, 1),
so kann man hieraus die Summe der Residuen ableiten. Damit lassen sich alle Integranden der
Form R(cost,sint) iiber [0, 27] integrieren: Das Problem reduziert sich auf die Nullstellensuche
des Nennerpolynoms von f (F3D). Alternativ konnen wir hier reell rechnen und mit Weierstral’
trigonometrischer Generalsubstitution sogar eine Stammfunktion bestimmen, sieche Satz B10.
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Die Halbkreisscheibe D, ¥ p, =

ist kompakt mit Rand V/ N 2y
0D, = [=rr]UT,.

|

—
T3
Il

:+iy € C |

[ %)
IN |8
5
\,M
<
V4
o

—~—

?
Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

o0 3 R
/ COZS(W) do =me 1,
Jooo 241

Anleitung: (1) Integrieren Sie f(z) = e** /(2% + 1) Uber [-r,7] und T,..
(2) Fir w > 0 und » — oo verschwindet das Integral Gber I',.. Warum?

© Fir u = 0 kdnnen wir den HDI nutzen dank arctan(z)’ = 1/(2? + 1).
Far u > 0 hingegen gelingt uns die Berechnung erst komplex mit dem
Residuensatz F4D. Fir u < 0 erhalten wir genau dasselbe Integral.
Lésung: (1) Wir untersuchen die holomorphe Funktion

iuz iuz

16 = A~ oo+

Ihre Singularitaten +i sind einfache Polstellen. Demnach gilt

Res . . e v ) . et
() 5 Jim [ -0fE)] =5 (=5
Wir betrachten die obere Halbkreisscheibe D, vom Radius r > 1.
Der Rand von D, besteht aus [—r, ] und dem oberen Halbkreis T',..
In D, liegt nur die Singularitat +i. Dank Residuensatz erhalten wir:

T eiuw ei’u,z g eiuz e
/ Tdaﬂr/ ?dz:/ ———dz = 2mires(f) =7me ™
J_rx +1 T, % +1 aD, % +1 F4p i

i

© Der Residuensatz vereinfacht unsere Rechnung entscheidend!
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(2) Fur das Integral I&ngs I', suchen wir eine geeignete Majorante:
r

g dz| < L
: < < =5 — 0
/r,_z2+1 Z*/r, ‘Z‘*/p,ﬂ—l‘z' 21

Im Zahler gilt [¢*?| = |e!*®| - [e™®¥| < 1 dank u, y > 0. Im Nenner gilt
22| =22 +1—1] < |22+ 1|+ [1],als0 [22 + 1| > |22 -1 =1 — 1.
Aligemein gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung |2 — w| > ||z — |w]|.
Als Grenzwert fir v > 0 und r — oo erhalten wir somit das Integral

o] eiuz
/ = de =me ™.
ey aria L

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale

X ana o0 o3
/ cos(uz) de=me ™ und / sin(uz) dx = 0.
2 | oo 241

Beide sind absolut konvergent. Das zweite verschwindet da ungerade.
© Fir u < 0 erhalten wir dank Symmetrie dasselbe Integral: 7 e~ 1¥l.

eluT g—uy

22+1

© Die obige Abschéatzung ist oft niitzlich und verdient einen Namen:
Lemma F4I: Jordan—Lemma
Fur den Halbkreis T, := { re' | t € [0,7] } und M, := max,cr,|f(2)| gilt

f(z)dz

rr

<7rM, und

f(z)e¥ dz| < EAL far u > 0.
TR U

Dies geht gegen 0 fiir r — oo, falls r M, — 0 bzw. M, — 0 gilt.

Nachrechnen: Die erste Ungleichung ist klar. Die zweite folgt so:
f(Z) elt% 4 < / ‘f(Z) eiuz! |dZ‘ < / ‘f("' eit) eur(icost—sint)' |7”i eit‘ dt
T, T, t=0

™ . . ™ . /2 .
— 7“/ !f(7 elt)‘ e—ursmt dt S TA{T/ e—ursmt dt — 27,]\17_/ e—m'smt dt
Jt=0 Jt=0 Jt=0

/2 : (17/2
< 2rM, / e ¥ dt = M, [7 e*"*"%]” =M (1—e ) < T,
Jt=0 u t=0 u U

Wir nutzen die Abschatzung sint > 2t/m; machen Sie dazu eine Skizze!

. . . . F421
Teilweises Umlaufen einer einfachen Polstelle

Ausflihrung
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Teilweises Umlaufen einer einfachen Polstelle

Ausflihrung

© Diese Berechnung funktioniert fiir alle Integrale dieser Form:

P

(O]

e T

Wir betrachten eine rationale Funktion f(z) = p(z)/q(z) mit Polynomen
p,q € C[z] und deg(q) > deg(p) + 2. Der Beitrag des Halbkreises I', vom
Radius r geht wie gesehen gegen Null. Falls Polstellen auf der reellen
Achse R C C liegen, so setzen wir diese Pole als einfach voraus.

Um nicht durch diese Polstellen zu laufen, machen wir um jede wie
skizziert einen halbkreisférmigen Umweg vom Radius p. Fir p — 0 ist
der Beitrag genau das halbe Residuum, wie wir nun nachrechnen.

© Um reellen Polstellen auszuweichen, nutzen wir folgenden Trick:

Lemma F4J: teilweises Umlaufen einer einfachen Polstelle
Ist s € C eine einfache Polstelle von f, so gilt fir kleine Kreisbégen
¥ (e, B] = C mit y(t) = s + pelt vom Radius p > 0 der Grenzwert

lim /% flz)dz=i(8— ) I"Sb(f)

p—0

Nachrechnen: Um die Polstelle s gilt f(z) = a/(z — s) + g(z) mit einer
holomorphen Funktion g. Fiir die gesuchten Integrale gilt deshalb:

/ g(z)dz| < L(y,) max |g(z)] < p(B—a)-const — 0
Jyp 2E€B(s,r)
B ) B
/ ¢ 4 = / i.tpie‘tdt = ia dt = i(f—a)a
Yo Z—=Ss t=a pel' t=a

Damit lassen sich auch einfache Polstellen auf dem Rand behandeln!
Fir mehrfache Polstellen hingegen divergiert das Integral fiir p — 0!

. . . F.
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Erlauterung

© Diese Berechnung funktioniert fiir alle Integrale von dieser Form!
Einfache Merkregel: Polstellen auf der reellen Achse z&hlen nur halb.
Satz F4k: Fourier—Integrale rationaler Funktionen

Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion; hat f Polstellen in R,
so soll jede héchstens einfach sein. Fir deg(q) > deg(p) + 2 gilt:

oo
/_ f(z)da = 27 Z rgs(f)+ﬂ'i Z 1'§s(f)

Im(s)>0 Im(s)=0

FOr deg(g) > deg(p) + 1 und alle u > 0 bzw. u < 0 gilt:

+Oof(x) e dz = +27i Z res {f(z) ei“Z] + 7i Z res [f(z) emz}
- Im(s)>0 = Im(s)=0 =

+Oof(x) e dz = —27i Z res {f(z) ei“Z] — i Z res [f(z) emz}
- Im(s)<0 = Im(s)=0 =

© Diese Integrationstechnik ist sehr niitzlich und wird oft angewendet,
insbesondere fir Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).
Wie ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung zu verstehen?
Liegen Polstellen s; < --- < s,, auf der reellen Achse, so betrachten wir

00 slfé 527% snfg T
/ f:lim{/ f—‘r/ f+~"+/ f+/ f}
—o0 reo L) —r s1+2 Sn—1+2 sn—%
Der Integrand f ist nicht absolut integrierbar, denn in der Nahe einer
n-fachen reellen Polstelle s € R gilt f(z) ~ a/(z — s)™, und wir wissen
1
1

s+
/;71 (.T _ S)W,
P

Glucklicherweise heben sich fir n = 1 Positivteil und Negativteil auf:

dz =00 furallen > 1 (B208).

s+% 1
/ dz =0 als Cauchy—Hauptwert.

1 r—s
r

Daher konvergiert das oben angegebene Integral fur » — co.

Die Zahlung der Residuen folgt nun aus dem vorigen Lemma F4J.
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Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

/ sin(uz) dz = msign(u).
e @

(1) In welchem Sinne konvergiert dieses Integral? absolut? uneigentlich?
(2) Warum ist das Integral fur alle u > 0 gleich? Substitution s = uz!

Lésung: Far u > 0 kdénnen wir den Residuensatz anwenden:
e eiuz Res . eiuz . . iu 0 uZ
dx = wires =mires |2+ 20 — 2l 4.
oo T FaK 2=0| =z 2=0 1! 21
Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale

[ gy g [ )

Fir w < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fur « = 0 ist alles klar.
© Der Residuensatz ist ein allgemeines und méchtiges Werkzeug.

= Ti.

/\ Die Spaltfunktion si(x) = sin(x)/z ist zwar stetig und somit tiber
jedem endlichen Intervall [a, b] C R integrierbar [B149], aber sie ist nicht
elementar integrierbar, d.h. ihre Stammfunktion Si(z) ist nicht elementar.

/\ Die Integranden sind nicht absolut integrierbar [B421), das heif3t:

[ ‘cosx‘ 11—[ ‘smx)d

© Das Integral [*°_sin(z)/x da existiert nur uneigentlich, das heiBt

. 0 sinz b ginax T
dr = lim dz = —.
a——00 [, T b—oo Jp—g T 2

lim
Das Integral [*_cos(x)/= dx existiert sogar nur als Cauchy—Hauptwert:

. YT cosx . T cosx
lim —dx lim
00 —r x r—00 ]/7 x

—1/r » T
. {/ cosx dx+/ oS T dx] o
T—00 r x /r x

lim
Letzteres ist klar, da der Integrand cos(z)/z eine ungerade Funktion ist.

sin

= —o00, dz = 400,
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Die Spaltfunktion si: R — R mit si(z) = sin(z)/z fir  # 0 und si(0) = 1
ist auf ganz R stetig, auch in = = 0. Sie ist der Realteil der holomorphen
Funktion f:C ~ {0} — C: z + ¢'*/z, mit einfacher Polstelle in z = 0.

© Das haben wir in der vorigen Aufgabe zur Berechnung ausgenutzt.

Zunéchst scheint die Wahl der Funktion f vielleicht etwas willkurlich.
Kénnte man hier auch andere komplexe Fortsetzungen wéhlen?

Aufgabe: Die Spaltfunktion si: R — R mit si(z) = sin(z)/«x flr z # 0 und
si(0) = 1 ist auf R der Realteil der holomorphen Funktion g: C — C mit

sin(z) 22 24 28 8 10
= =1 4 _Z _Z
9(x) == ETTR TR TR STR

Lasst sich hierauf der Residuensatz anwenden und folgendes nutzen?
+oo
(*) / v)dr = 2mi Z )+ i Z res(g
oo s

Im(s)>0 : Im(s)=0
Ist das nicht gerade unserer Residuenformel aus Satz F4K?

Lésung: Nein, die vermutete Formel (x) gilt hier offensichtlich nicht!
Nachrechnen: Links steht 7, rechts steht 0, da g keine Singularitaten hat.

Woran liegt’'s? Zunéachst sollten Sie die Voraussetzungen von Satz F4K
nochmal genau lesen. Die geforderten Bedingungen sind fur unsere
Funktion g nicht erfillt, also sollten wir die Formel nicht anwenden!

Was ist der eigentliche geometrische Grund? Der Residuensatz F4D gilt
fur Randintegrale ¢, ,, f(z) dz von Kompakta D. Die Halbebene Cim>o
hat als Rand die reelle Achse R, ist aber offensichtlich nicht kompakt!

Warum gilt Satz F4K trotzdem so schén und einfach? Er ist raffiniert und
zur Anwendung sollten Sie seine Herleitung verstehen: Als Kompakta
nutzen wir Halbkreisscheiben D,.. Die Bedingungen stellen sicher, dass
das Wegintegral (iber den oberen Halbkreis I, verschwindet fir » — 0.
Hierzu nutzen wir das einfache, aber wirksame Jordan—Lemma F41.

© Allein in diesem giinstigen Falle kénnen wir den Residuensatz fiir die
obere Halbebene Ci,>o und ihren Rand R ohne Korrektur direkt nutzen.

/\ Fiir die obige Funktion g(z) = sin(z)/z gilt dies alles leider nicht!
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Aufgabe: Berechnen Sie fiir a,b > 0 das reelle Integral

+o0 1
————5——-dx.
/m (22 + a?) (2 + %)
Lésung: Der Integrand f(2) = 1/(2% + a?)(2% + %) hat Pole in +ai, +bi.
© Das reelle Integrale wird bestimmt durch die komplexen Polstellen!
Erster Fall: a # b, also einfache Pole. Die Residuen sind dann

Res . . . 1 1
ros(f) = Jim [(o — a)f(2)] = im Cra) @+ 20 =)
n Res 1. . . 1 1
res(f) 3 Jim, {(‘ —f (Z)] R W Py el PO T
Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:
+o0
g Res
/—oo j(l de Fax 2mi Zlm(s)>[) I‘SS
_ 27i 27i _ mla=b) ™
T 2ai(b? - a?) 2bi(a2 —b2) ~ ab(a2—-0%) ~ abla+D)

Im Falle a = b erwarten wir dasselbe, rechnen’s aber ausflihrlich nach:

Zweiter Fall: a = b, also zweifache Pole in ai. Das Residuum ist dann
Res 1. d 2 . d 1
() = G- aie)] = dz[(mna}
_ -2 =2 1
T B Gtra)d T (26)F C 4dB

Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:

Foo Res . . 1 ™
f(z)dx = 2mi Z 1(;%(]‘) = QWlm = 943
Im(s)>0

© Stetigkeit! Der zweite Fall a = b folgt aus dem ersten Fall a # b:
Dank Satz D3D dirfen wir den Grenzwert lim,_,, unters Integral ziehen.
Zusammenfassend erhalten wir fir alle a, b > 0 die Gleichung

/+°C 1 dr — ™
Joo @+a)@2+0) " T ablatd)
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Residuen der rationalen Funktion

1
&) =g
Losung: Der Nenner hat in +1 =+ i vier einfache Nullstellen:
1

fz)= =—1-z-1+D)+1-0)(z+1+i)

Erinnerung [F230): 21 + 4 = 0 heiBt z* = 4e™ 275 fiir k = 0,1,2,3,.. .,
Wurzel z = /2 e(m+278)/4 alsg » € {+1 + i}. Machen Sie eine Skizze!

Fur f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt res;(p/q) = p(s)/q'(s):
R . 1 1 1+i . l —i
es = 1 — === S es = - ,
e = ZJF%HLZ?)] 8(—1+1) 6 (W) 16
Res  qs 1 1 1-i l i
Jes, ) 5t ﬁ] B TES I A TR R T

Diese Vorbereitung nutzen wir flr die folgende Integration.

Aufgabe: (2) Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

X ~nelr
/ (,o:(ua,) de
S Tt +4

Lésung: Auf den Fall v > 0 wenden wir den Residuensatz an:

/-oc eiuaz: N Z eiuz
dz = 27 res<7>
4 1K 4
Jooo w4 ‘ Im(s)>0 s \2h+d
) 1+1i i
9 ooril— 111(1+1) i 1u( 14i)
& 7”{ 16 T 16
m 2\ p—utiu N\ a—u—iu
:g[(lfﬂc +(1+1i)e }

= gRe [(1 — 1) e7“+i“] = %ef“ (cosu + sinu)
Far u < 0 ist das Integral dasselbe. Zusammengefasst erhalten wir:

o0
[x ij(jz) dr = ge"”‘ (cos|u| + sin|ul)
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Satz F4L: Integrale Uber die reelle Halbachse

Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, ¢ € C[z] und deggq > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R>, gekirzt also ¢(z) # 0 fir alle z € R>.
Dann gelten folgende Formeln fir Integrale Uber die reelle Halbachse:

/m ==X, i
f( ) In(z) de = —%Z

f(z)dz ln(z)]

[f( )In(z

res
s#0 z=s

_m/ @

Wir werden diesen Satz anschlieBend als Ubungsaufgabe beweisen.
Zuvor betrachten wir einfache Anwendungsbeispiele zur lllustration.

Aufgabe: Berechnen Sie folgende Integrale. Ist der Satz anwendbar?
> 1 * 1 > 1 > 1

1 d 2 ———dz, (3 ———dz, (4 —d

W [ e [ et © [ mypde @ e

Lésung: (1) Das erste Integral kdnnen wir elementar berechnen:

. e 1 00
2mi - / dz = |In(z+1 = lim In(zx+1)—In(1) = o0
/ f I *dx = m ZS#O ggi {f(z) ZQ} firo<a <1 2=0 T+ 1 [ ( )} =0 T—00 ( ) ( )
] ] o o /\ Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier nicht erfiillt,

Hierbei nutzen wir fiir jede komplexe Zahl > = 7 ¢'* mit 0 <7 < oo denn der Integrand f(z) = 1/(z + 1) fallt nicht schnell genug ab.
und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In 2 := Inr + ip. /A Das Residuum gibt hier sicher nicht die richtige Antwort!
Auf C \ R>q entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2wm.

Fir o € R setzen wir 2% := e®"# Auf R+, sind das die lblichen reellen res [111(2)] = lim In(z) =
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu Rx. z=—1|z+1 z——1
Integrale tiber die reelle Halbachse eauenng| | Integrale tber die reelle Halbachse Edeutering

(2) Auch das zweite Integral kénnen wir noch elementar berechnen:
= 1— lim

o 1 —1 7
/1.:0 (x+1)2 do = [:17 + l]z:() z—o0 x + 1
© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfilllt.
Das Residuum gibt hier tatsachlich die richtige Antwort:

[ In(2) _

zI:efl {(z + 1)2} -

(3) Auch das dritte Integral kénnen wir noch elementar berechnen:
™

[yt = foreanto)]
= arctan(x —
101'2"!‘1 J i =0 2

© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfiillt. Die Residuen

=1

lim % In(z) =

z——1

-1

lim - =
z——12

= lim arctan(z) —0 =
T—00

der beiden Polstellen z; = +i und z; = —i geben die richtige Antwort:
res In(2) = lim 7111(2) = lim 7111(2) = ln(zk), also
z=z, | 22 + 1 22k %(22 +1) 2oz, 22 22
In(z) |  wi-1/2 1 [ In(z) ] wi-3/2 3
J%LMJ T Ty ST o T w

(4) Das vierte Integral kénnen wir nicht mehr elementar berechnen.
Wir nutzen deshalb Satz F4L. Alle Voraussetzungen sind hier erfiillt:

Esist 23 + 1 = (2 + 21)(z — 22)(# — 23) mit den drei Nullstellen

A zp = e™/3 = 714_1\/5. = ™5/3 = 71_1\/3.
' 2 7 2 7
1
In(z1) = =i, In(z2) = 7i 3 In(z3) = =i 3
Die Residuen der Funktion F(z) = f(z)In(z) sind demnach
res {l?(z) ] = lim % = lim @ = 111(22;()7 also
2=z | 25+ 1 =z E(’Z + 1) 2=z 32 3z 2j;
res(F) = 7rl, res(F) = w\/g_l, res(F) = (f+l)
21 3 22 18 23 18

© Dank Satz F4L erhalten wir den Wert des gesuchten Integrals:

/°° dz _27T\/§
z:01+1‘37 9
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Aufgabe: Berechnen Sie die Integrale aus Satz FAL mit folgendem
Integrationsweg und den Grenziibergangen ¢ — 0, r — 0, R — occ.

BT

TR

VTK_\ & o
N

DE,T,R

N\\

Die Wege ~, und g verlaufen auf Kreisen um 0 mit den Radien r < R.
Die Wege ~; und ~_ verlaufen im Abstand ¢ > 0 parallel zur z—Achse.
Sei v = a * v * B * y, der geschlossene Weg um das Gebiet D, . r.

Losung: (1) Wir integrieren F(z) = f(z)In

/f(z)ln(z)dz — [R f(z)In(z) dz
/f In(z)dz — /

Fir r — 0 bzw. R — oo finden wir:

(2). Flr e — 0 erhalten wir:

)+ 2771] dz

27
f(z)In(z)dz| < / |f(reit)t'rieit|dt < const-r — 0
> t=0
"2 CONS
f( )In(z)dz| < / |f(Reit)t-Rie“’|dt < con;t R — 0
TR t=0 R

Da DE‘T,R schlieBlich alle Singularitaten von f umfasst, erhalten wir:
2mi Z res [f( )In(z

s#0 =
© Das ist die erste Residuenformel des Satzes F4L.

f( ) dx

=0

/f YIn(z)dz — —2xi

F439
Ausfiihrung

Integrale Uber die reelle Halbachse

F440
Ausfiihrung

Integrale Uber die reelle Halbachse

(2) Wir integrieren F(z) = f(z) In(z)?

R
/f(z)ln(z)zdz — /: f(z)In(z)? dz

f(2)In(z)2dz — /T f(@)[In(z) + 271"1]2 dz
B z=R

. Fiir e — 0 erhalten wir:

Fir r — 0 bzw. R — o finden wir:

2T
f(z)In(2)?dz| < / |f(r et 2. ricit‘ dt < const-r — 0
Yr t=0
5 2m G . const
f(x)In(z)?dz| < / |f(Relt)tz~Rielt|dt < =0
R t=0 R

Da ﬁng schlieBlich alle Singularitaten von f umfasst, erhalten wir:
. 2
271 Z res [f(z) In(z)
s#0

© Das ist die zweite Residuenformel des Satzes F4L.

= /f(z) In(z)?dz — /Oof(:r) [47? — 4miln(z)] dz
Sy Jx=0

(3) Wir integrieren F(z) = 2% Flr e — 0 erhalten wir:

f(2)

/Qf(z) 2%dz — /zi f(z)z*de
/Bf(2> 2%dz — /J;Rf(r) ¥ g

FUr r — 0 bzw. R — oo finden wir:

2T
f(z)2%dz| < / |f(re®)r* e riet|dt < const- rte 50
Ir t=0
2 ; ; ; const ;
f(z)2%dz| < / |f(Re™) R e™ - Rie*|dt < — R — 0
TR =0 R?

Da ﬁmg schlieBlich alle Singularitaten von f umfasst, erhalten wir:
o0
QWIZIES /f )z%dz — (1 7e27m)/ f(z)z®dz
Jz=0

© Das ist die dritte Residuenformel des Satzes F4L.
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Der Residuensatz fir Kompakta

Sei Q2 C C offen. Der Weg v : [a, b] — (2 sei stlickweise stetig diff’bar.
Das komplexe Wegintegral einer stetigen Funktion f:C D Q — Cist

b
/f(z) dz = ) f(y(@#)~'(t)dt. Merkregel: z = y(t), dz = +/(t)dt
y =a

Eine komplexe Funktion f = u +iv: C 2 Q — C heif3t holomorph,
wenn sie auf ganz Q komplex differenzierbar ist und f’: Q — C stetig.

< Cauchy-Riemann-Gleichungen 9,u = d,v und 9,v = —0yu.
< Die Strémung f = (u, —v):R? D Q — R? erfiillt div f = rot f = 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zp, p) C © gleicht f einer Potenzreihe:
fz) = ar(z— =) mit ! _fO__
k=0

ap = — d
"7 omi 9B(z0) (€ — 20)FH1 ¢

< Auf jedem Kreisring K (29,0, p) C § gleicht f einer Laurent-Reihe:

d . 1
f(z) = Z ap(z — 20)* mit ay ::%/‘)B( )%dﬁ

k=—o00

Der Koeffizient res;, (f) := a—1 heiBt das Residuum von f in z,.

Wir nutzen den Satz von Green / GauB in der komplexen Ebene C = R2.
Fur holomorphe Funktionen erhalten wir so den Residuensatz F4D:
Sei Q) C Coffenund f: 2~ S — C holomorph auf Q bis auf

eine Menge S isolierter Singularitdten. Sei D C O kompakt

mit stiickweise glattem Rand, wobei 9D N S = (). Dann gilt

f(z)dz = 27riz .

oD s

Drgs(f).

Das Residuum von f: K (s,0, p) — C im Punkt s ist definiert durch

r?s(f) = !

B Tm OB(s,r)

f(z)dz furo<r<p.

Ist s eine hochstens n-fache Polstelle von f, so gilt
) 1 d \n-1 "
rss(f) - l;n{ (n—1)! <$> [(z =) f(z)]
Fir f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt ress(p/q) = p(s)/q'(s).
© Damit lassen sich Residuen in Polstellen meist leicht berechnen.
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(1) Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(x,y) eine rationale Funktion mit Nenner
Q(cost,sint) # 0 fur alle t € R. Dann ergibt die Weierstra—Substitution

1 24zt z—271
1= or( )

eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 9B(0,1), und es gilt

27
R(cost,sint)dt :/ f(z)dz = 27 res
-/t=0 ( ) AB(0,1) ( ) ZsEB(O,l) s

()

(2) Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R
seien hochstens einfach. Fur deg(gq) > deg(p) + 2 und w > 0 gilt dann:

+o00
f(z) e dz = 2ni Z res [f(z) emz] + 7 Z res [f(z)ei“z}

Im(s)>0 - Im(s)=0

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0.

(3) Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, g € C[z] und degq > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R>, gekirzt also g(z) # 0 fir alle z € R>.
Dann gelten folgende Formeln fir Integrale Uber die reelle Halbachse:

/:o f@de  ==3 ] e () n(2)]
:Oo f(@)In(z)de = _% Zs#o es [f(z) ln(z)2] — i /z:] f(z)dz

27i

&
oo
g L _ . a 3
/Zzoj(x) 2de = 1= o2ma ZS#] res {f(z) Z ] firo<a<1

Hierbei nutzen wir flir jede komplexe Zahl z = re'¥ mit 0 < r < co
und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In z := Inr + ip.
Auf C \ Rxq entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2m.

Fir o € R setzen wir 2* := e*!#. Auf R+ sind das die (iblichen reellen
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu R~.
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Aufgabe: Die folgende Rechnung beweist 0 = 1. Wo stecken Fehler?

CQTrik

Far alle k € Z qilt: =1

eka+1

Multiplikation von (1) mit e =e

Einsetzen von (2) in (1) (e%ikﬂ)%ik 1

: I
Potenzgesetz (e")* = e** e dmi ki ramik

Potenzgesetz ¢“1* = v - ¢*
21.2
67477 k

Anwendung von (1) =1

0 =1

RN

2)
3)
4)
o4k | 2wk _ (5)
(6)
(7)

Grenzwert fir &k — oo

A\ Das ist eine lehrreiche Ubung, bitte versuchen Sie zuerst selbst, den Fehler einzugrenzen!
Die Gleichungen (1) und (2) sind tatsichlich giiltig, auch (3) 1* = 1 scheint noch in Ordnung,
obschon die Bedeutung von a” fiir a, z € C unklar ist. Die letzte Gleichung (7) ist offensichtlich
falsch, ebenso (6), (5), (4). Die Implikationen (4) = (5) = (6) = (7) sind alle einwandfrei,

sie starten leider bei einer falschen Aussage (4). Der einzige Fehler liegt also bei (3) = (4).

In C sind Logarithmen und Potenzen nicht eindeutig, daher ist extreme Vorsicht geboten!

Aufgabe: (1) Es gilt 1* = 1 fir alle z € R, also wohl auch fiir alle z € C.
Aus ™ =1 folgt 1 = 1! = (e?™)! = 2™ = ¢727 % 0.002 < 1. Fehler?
(2) Fiir a € C und n € N definieren wir a” := 1 und rekursiv a"*! := a" - a.
Fir a € C* setzen wir a=™ = 1/a™. Welche Potenzgesetze gelten hier?

(8) Fir a € Ry und z € R sei a* := e*!@ Welche Regeln gelten?
(4) Fir a € Rog und z € C sei a* := e*!", Welche Regeln gelten?
(5) Ist a* := e*!™@ gine brauchbare Definition fiir alle a, z € C?

A\ Die Potenzgesetze lassen sich nicht naiv von R auf C fortsetzen! Vielleicht empfinden Sie die
Redlichkeit und Sorgfalt als iibertrieben, die ich fiir komplexe Logarithmen und Wurzeln
aufwende. Die drastischen Beispiele sollen Sie gegen gefihrliche Sorglosigkeit impfen.

(2) Fiira € (C*,-,1) und z € Z gelten alle iiblichen Potenzgesetze:

oVt = g¥ . o, ot

1°=1, (ab)®=a%b, =1,
Allgemeiner als (R*, -, 1) und (C*, -, 1) gilt dies fiir jede kommutative Gruppe (G, -, 1).

(3) Auch fiira € (R>o,-,1) und z € R gelten alle sechs Potenzgesetze. (So sind Sie’s gewohnt.)
(4) Fiir a € R und z € C gelten diese Regeln bis auf die letzte! Als Gegenbeispiel siehe (1).

(5) Nein, denn fiir @ € C sind In a und somit *' * nicht eindeutig! Als Gegenbeispiel siche (1).
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Satz F5A: Existenz von Logarithmusfunktionen
Fur jedes Gebiet 2 C C* sind &quivalent:
1 Auf Q existiert eine Logarithmusfunktion f:Q — C.
2 Auf Q hat 1/z eine Stammfunktion g: Q — C, ¢/'(2) = 1/=.

3 Esgilt § 1/zdz = 0 fir jeden geschlossenen Weg v in €.
Das hei%t, der Nullpunkt wird von Wegen in Q nicht umlaufen.

Aufgabe: Beweisen Sie sorgfiltig die Aquivalenzen (1) < (2) < (3).
Das ist das zentrale Beispiel fir das ebene Potentialproblem.
Losung: (1) = (2): Wir zeigen f’(z) = 1/z mit der Definition F2A.
Sei z, — z eine konvergente Folge in Q. Fir die Bildfolge w,, = f(z,)
und w = f(z) gilt dann w,, — w dank Stetigkeit von f. Hieraus folgt:

3 _ . W AWn -1 1

f(z) f(zn) _ W — Wnp _ |:C € :| N [ew} _ l

Z—Zn ew — eWn wW — Wy z

Somitist f fur alle z € Q differenzierbar mit Ableitung f'(z) = 1/=.
Da somit auch f’ stetig ist, ist f holomorph geméan Definition F2C.

(2) = (1): Dank Produktregel gilt [ze 9] = [1 - z¢/(2)] e 9) = 0.
Demnach ist ze9(2) £ 0 konstant, also ze~9(*) = ¢¢ fiir ein ¢ € C.
Somitist f(z) = g(z) + ¢ eine Logarithmusfunktion, wie behauptet.

(2) = (3): Sei v:[a, b] — Q ein geschlossener Weg, also y(a) = v(b).

Dank HDI verschwindet das Wegintegral §. 1/2dz = [g(z)m?) =0.

(3) = (2): Wir fixieren einen Basispunkt zo € Q. Zu jedem Punkt z € Q
existiert ein Weg «: [0, 1] — Q von «(0) = 2y nach (1) = z, da wir Q2 als
zusammenhangend voraussetzen. Wir definieren nun g(z) := [ 1/zdz.
Wegen ¢ 1/zdz = 0 ist dies wohldefiniert, das heiBt: g(z) hangt nur von
z ab und nicht von der willkiirlichen Wahl des Integrationsweges «. Dank
HDI gilt dann ¢’(z) = 1/z. (Cauchy—Riemann, analog zu H2A.)

Beispiel: Den Hauptzweig Ing : C \ R<g — C des Logarithmus erhalten
wir durch Ing(z) = f[1 . 1/zdz. Hierzu wahlen wir den direkten Weg [1,z]
von 1 nach z; jeder andere Weg in C \ R« ergibt dasselbe.

Fur den Zweig In,- : C \ R>o — C gilt ebenso In,(z) = i + f[—l,z] 1/zd=.
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Aufgabe: (1) Ist f(z) = 1/z holomorph? (2) Ist g(z) = 1/z holomorph?
(8) Fir welche Konstanten a € R ist die Funktion 4 : C* — C mit

. z Y
h =5 ———— holomorph?
(z +1iy) 2+ g2 Tas 12 P
.. i . 1 -y T .y
Loésung: (1) Es gilt f(2) = ey B S +ti oyl

=wv(z,y)

Diese sind erflllt:

= u(z,y)

Wir prifen die Cauchy—Riemann—Gleichungen. ..

0u:7—m2+y2 0U272.7:y

z (x2+y2)2’ z (x2+y2)2’
—9 _ 2 4 2

Oyu = ‘i, Oyv = Ty
(22 + 12)2 (22 + 12)2

Alternativ & kirzer: f(z) = 1/z ist eine Laurent—Reihe, also holomorph.
(2) Fur g(z) = u(z,y) — iv(x,y) hingegen gilt Cauchy—Riemann nicht!

(3) Fur h(z) = u(z,y) — iav(z,y) gilt Cauchy—Riemann nur bei a = —1!
© Die Cauchy—Riemann—Gleichungen F2E sind bequem und hilfreich.

Aufgabe: Wir untersuchen f:C — C und g: Cre~o — C gegeben durch

P D - 1 2
Flo +iy) = 232 + a2y, gz +iy) = 5111(332 +97) +iarctan(y).
X

(

(1) In welchen Punkten (z,y) sind f, g partiell differenzierbar?

(2) In welchen Punkten (z,y) sind f, g komplex differenzierbar?

(3) Begriinden oder widerlegen Sie: g ist holomorph mit ¢'(z) = 1/>.

Losung: (1) Die Funktionen f, g sind Uberall stetig partiell diff’bar:
Ouf (,y) = 32°y” + 2izy”, Oy f (w,y) = 2%y + 3ix®y?,

x -y Y .
2+ y? 1$2+y2’ 2+ g2 lzz+y2'
(2) Fur f ist Cauchy—Riemann aquivalent zu 2zy® = —2z3y, also
xy(y? + x%) = 0. Das ist nur auf den Achsen = = 0 und y = 0 erfilllt.
Die Funktion g erflllt die Cauchy—Riemann—Gleichungen Uberall,
ist also komplex differenzierbar, und somit holomorph auf Cge~.

(3) Diese Rechnungen zeigen: g ist holomorph mit ¢’(z) = 1/.
© Wie in Satz F2m ist g der Hauptzweig des Logarithmus auf Creso.

0x9(z,y) = Oyg(z,y) =
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Komplexe Funktionen und Wegintegrale

Zur Erinnerung: Der Laplace-Operator in der Ebene ist A = 92 + 82
Eine C?—Funktion u:R? D Q — R heiBt harmonisch, wenn Au = 0 gllt

Aufgabe: (1) Ist f: C D 2 — C holomorph, dann sind Realteil © = Re f
und Imaginérteil v = Im f harmonisch. Prominente Beispiele sind:

e’cosy, e"siny, loglz|, arctan(y/x).
(2) Kann h: Cgeso — C holomorph sein mit h(z + iy) = 2% + iv(x, y)?
Lésung: (1) Jede holomorphe Funktion f ist beliebig oft diff’bar (F3E),
somit auch u, v. Wir kdnnen den Satz von Schwarz (D4A) anwenden.
Dank Cauchy—Riemann-Gleichungen 0,u = d,v und 9,u = —0,v gilt
Au = 0,0;u + 0y0yu = +0,0,v — 0,0,v = 0,
Av = 0,0,v + 0y0yv = —0,0yu + 0yO,u = 0.
(2) Nach (1) musste u(x,y) = z* harmonisch sein, ist sie aber nicht:
O™ = 0,(e*™%) = ™% (g/x+Inzx) = 2*(1 +Inz),
2" = 9,(a"(1 +Ina)) = 2”((1 +Inz)?+1/z) = Au.

Daher gilt Au # 0, z.B. fiir z = 1. Also kann h nicht holomorph sein!

Aufgabe: Sei f:C — C:z — |z|. Berechnen Sie die Wegintegrale
(1 [, f(2) dz auf direktem Wege « von 1 nach —1 auf der z-Achse,
2) [, f(2)dz von 1 nach —1 aber Uber den oberen Halbkreis 5.

(3) Kann demnach die Funktion f holomorph sein?

Losung: (1) Fir a: [-1,1] — C mit a(¢) = —t gilt &/(¢) = —1 und somit
. 1 o1 1
/af(z)dz: /_lm (1) dt = 2/0 —tdr =[] = 1
(2) Fir 8:[0, 7] — C mit B(¢) = e gilt f(8(t)) = |B(t)| = 1 und somit
/Bf(z) dz = /O 1 g0 =[p0)] = -2

(3) Der Weg o umgekehrt orientiert und 5 parametrisieren den Rand
des Halbkreises. Wére f holomorph, dann folgte dank Residuensatz

/ﬁ f) s [ foyas =

© Dieses Integralkriterium ist sogar dquivalent zur Holomorphie (F58).
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Satz F5B: Integralkriterium, Morera 1886
Sei 2 C C offen und f:Q — C stetig. Genau dann ist f holomorph,

wenn ¢, - f(z) dz = 0 gilt fiir jedes Rechteck R = [a,b] x [c,d] C Q.
// = « Z\\\
\ o B

Erinnerung: f holomorph bedeutet stetig komplex differenzierbar (F2cC).
Diese Bedingung ist extrem stark: f l&sst sich lokal in eine Potenzreihe
entwickeln und ist somit sogar beliebig oft differenzierbar (Satz F3E).
Die zweite Bedingung nutzt nur die Stetigkeit von f und eine einfache
Integralbedingung. Die Aquivalenz ist daher (iberaus bemerkenswert!

© Manchmal ist das Integralkriterium leichter zu handhaben als das
Ableitungskriterium; dazu nutzt dieser Satz. Anwendung: Angenommen,
f1, f2, f3,... : Q2 = C konvergieren lokal gleichmé&Big gegen f:Q — C.
Sind alle f} stetig, so auch f. Sind alle f; holomorph, so auch f.

Aufgabe: Beweisen Sie Satz F5B anhand folgender Rechnungen:
(1) Die Implikation ,=" kennen wir bereits viel allgemeiner: Woher?

(2) Zur Umkehrung ,<" genlgt es, 2 = B(0, ) zu betrachten: Warum?
Hierauf definieren wir F, G : Q — C durch die beiden Hakenintegrale:

T

F(x+1y) : /f )dz = I.’Of(lt)ldtJr )

ft+iy)de
= Glr+iy): /f )dz = f(t)dt+ f(x—i—lt)ldf

t=0 t=0
(a) Berechnen Sie hiermit die partiellen Ableitungen 9, F und 9,G.

(b) Warum gilt F = G? (c) Erfullt F die Cauchy—Riemann—-Gleichungen?
(d) Ist F holomorph? und damit auch die komplexe Ableitung f = F’?
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Lésung: ,=": Ist f holomorph, so folgt [, f(z) dz = 0 dank Cauchys
Integralsatz F3A fir jedes Kompaktum D C © mlt 0D stickweise glatt.

© Dies gilt insbesondere fiir jedes Rechteck R = [a, b] x [c,d] C Q.

,<": FUr die Holomorphie genligt es, B(z,7) C Q zu betrachten:
Differenzierbarkeit (komplex oder reell) ist eine lokale Eigenschaft.

Nach Einschranken und Verschieben diirfen wir @ = B(0,r) annehmen.
Die Funktionen F, G : Q — C definieren wir dann durch obige Integrale.
Fir h € R\ {0} und h — 0 finden wir dank HDI folgende Grenzwerte:

P _ ~x+h
Flath) -Fla) _ e o g - @)

h T h)e
. h
w:% " fle+iidt — if(z+iy) = if(2)
e,

© Somit existiert die Ableitung 9, F(z + iy) und ist gleich f(z + iy).
Ebenso existiert die Ableitung 9,G(x + iy) und ist gleich if(z + iy).

/\ Fur 9,F(z +iy) und 0,G (= +iy) lauft es nicht so einfach! Wir kénnen
nicht unter den Integralen ableiten, da wir ber f noch nichts wissen.
© Wir nutzen nun unsere Voraussetzung $yr f(2) dz = 0 speziell

fir das Rechteck R = [0, z] x [0,y] C ©, wie in der Skizze gezeigt:

G(a:+iy)—F(I+iy):/ﬁf(z)dz—/f(z)dz: (?Rf(Z)dZ:

Dies gilt fir alle Punkte (z + iy) € €, also folgt F' = G auf ganz Q.
Somit existiert die Ableitung d, F(x + iy) und ist gleich if (z + iy).
Damit ist F': Q — C stetig partiell differenzierbar und erfillt die
Cauchy—Riemann-Gleichungen, denn 0, F = f = —i(if) = —i0,F.
Dank Satz F2E ist demnach unsere Funktion F: Q2 — C holomorph!
Dank Entwicklungssatz F3E kénnen wir F' in eine konvergente
Potenzreihe F(z) = 3, ax2* entwickeln. Somit ist I beliebig oft
komplex differenzierbar, und auch die Ableitung f = F” ist holomorph.

© Unsere sorgféltige Rechnung beweist die ersehnte Umkehrung ,<".
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Erinnerung: Eine komplexe Funktion f:C D © — C ist holomorph,
wenn f komplex differenzierbar ist und ihre Ableitung f’: 2 — C stetig.
In Definition F2C war es bequem, die Stetigkeit von f’ zu fordern.
Fordern ist immer bequem, doch nachweisen / Gberprifen ist lastig.

© Die Stetigkeit von f’ miissen wir nicht fordern, wir kénnen sie folgern:

Satz F5¢: komplexe Differenzierbarkeit, Goursat 1883
Sei 2 C C offen und f: Q — C komplex differenzierbar in jedem Punkt
z € 1, das heiBt, es existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten:
- z

) = 1 = 1)
(—=z
Dannist f bereits holomorph auf ganz €2, also sogar komplex analytisch,
und somit insbesondere beliebig oft komplex differenzierbar.

lim
ON{z}>(—z

© Dank Satz F5c miissen Sie in der Praxis weniger nachweisen!
Sie mdégen einwenden, dass diese Frage eher eine Spitzfindigkeit ist,
aber es ist beruhigend zu wissen und erleichtert tatsachlich lhre Arbeit.

/\ Aus reeller Differenzierbarkeit von f folgt nicht Stetigkeit von f’, wie
das Gegenbeispiel f(z) = 2%sin(1/z) fur x # 0 und £(0) = 0 zeigt.

el

Piet Mondrian, Komposition

Fir die Anwendung unserer Integralsatze (Cauchy F3A, GauB3 & Green,
letztlich also HDI) fehlt uns hier leider die Stetigkeit von f’. Wir haben
nur sehr schwache Voraussetzungen und missen genauer hinsehen.
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© Der folgende Beweis ist ein Juwel an Sorgfalt und Scharfsinn.
Beweis: Komplexe Differenzierbarkeit von f impliziert Stetigkeit von f.
Nach dem Integralkriterium F5B von Morera genligt es daher zu zeigen:

I(R) := (z)dz =0 fir jedes Rechteck R = [a,b] X [¢,d] C Q.

!
OR
Wir beginnen mit einem Rechteck Ry C Q und zeigen nun |I(Ry)| = 0.

Wir unterteilen Ry in vier gleich groBe Teilrechtecke A, B, C, D. Es gilt
I(Ry) = I(A) + I(B) + I(C) + I(D). Wir wahlen ein R, € {A, B,C, D}
mit maximalem Betrag |I1(R;)|. So erhalten wir [I(Ry)| < 4|I(R1)|-

So fortfahrend erhalten wir durch Vierteilung immer kleinere Rechtecke
RyDRI DRy 2D R, D... mit|I(Ro)| <4™I(Ry)|furallen eN.

Diese Intervallschachtelung konvergiert gegen einen Punkt z mit z € R,

furalle n € N, kurz N,,cy R = {2}, dank Vollstdndigkeit von R und C.

Nach Voraussetzung ist f in z differenzierbar. Fir ¢ € Q gilt demnach
f©Q) = @)+ FEIE—2)+(C—2)g()

mit einer stetigen Funktion g: 2 — C und g(z) = 0.

Das Polynom ¢ — f(z) + f'(2)(¢ — z) ist holomorph in ¢, demnach gilt

() + F()C—2)dC = 0.

OR,
Fir unser Integral bleibt also nur noch:

I(Rn) = f(Qd¢ =

OR;,

55 (¢~ 2)9(0) &
OR,,

Seinen Absolutbetrag schétzen wir grob ab:
[(Ra)| <

max }g(()}

HORn)- o, ¢4 " Cedhy

¢

Der Abstand von z, ¢ € R, ist beschrénkt durch |¢ — z| < (OR,,).
Fir die Randlangen gilt €(0R,) = 26(0R,—1) = ... = 27"((IRy).
Zusammenfassend erhalten wir also die Abschatzungen:

[1(Ro)| < 4"[I(F)| < 40O Rn)? max |9(O)] = ((OFo)* max [9(0)|

Fiir n — oo geht der letzte Term gegen 0. Somit folgt |I(Rg)| = 0.
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Satz F5D: Charakterisierung von Gebieten
Sei Q2 C C eine offene Menge und nicht leer. Dann sind &quivalent:

(1) © ist wegzusammenhéngend: Je zwei Punkte z,y € Q sind
verbindbar durch einen Weg ~: [0,1] — © von v(0) = z nach (1) = y.

(2) Jede stetige Funktion f: — R hat als Bild f(2) C R ein Intervall.
(3) Jede stetige Funktion f:Q — {0,1} ist konstant.

(4) © ist zusammenhangend: Fur jede Zerlegung 2 = U UV in zwei
disjunkte offene Mengen U und V gilt entweder U = () oder V' = ().

Bedingung (1) ist am anschaulichsten. Hingegen scheint (4) zunéchst
weniger anschaulich aber in Beweisen oft die geschickteste Sichtweise.

Beweis: ,(1) = (2)“: Seien a, b € I Bildwerte, also a = f(z) und b = f(y)
fir z,y € Q. Nach (1) existiert ein Weg ~: [0,1] — © von 7(0) = z nach
~(1) = y. Die Komposition g = f o~:[0,1] — R ist stetig, also ein Weg in
R von ¢(0) = a nach g(1) = b. Nach dem Zwischenwertsatz wird jeder
Wert zwischen a und b angenommen. Somit ist f(£2) C R ein Intervall.

»(2) = (3)“: Das Bild f(£2) C {0,1} muss nach (2) ein Intervall sein.
Also gilt entweder f(Q2) = {0} oder f(Q) = {1}, und f ist konstant.

+(3) = (4)“: Angenommen wir haben eine offene Zerlegung Q = U U V.
Wir definieren f:Q — {0,1} durch f(z) = 0firz e U und f(z) =1 fur
z € V. Diese Funktion ist stetig, denn sie ist lokal konstant.

Nach (3) ist f konstant. Es bleibt somit nur U = () oder V = .

+(4) = (1)“: Wir wahlen einen Startpunkt =z € Q. Sei V die Menge aller
Punkte y € Q, die sich durch einen Weg in 2 mit = verbinden lassen.
Diese Menge ist offen, denn um jeden Punkt y € V existiert eine kleine
Kreisscheibe B(y,r) C  mit Radius » > 0, und alle Punkte z € B(y, )
lassen sich mit y verbinden, also auch mit z, also B(y,r) C V. (Skizze!)
Das Komplement U = Q2 \ V besteht aus den Punkten y € (2, die sich
nicht durch einen Weg in Q mit = verbinden lassen. Aus demselben
Grund wie eben ist auch U offen. Nach (4) gilt U = 0, denn z € V # 0.
Also V = (2, das heif3t, in 2 ist jeder Punkt y mit = verbindbar.

© Somit sind alle vier Bedingungen (1)—(4) &quivalent.
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Holomorphe, also komplex differenzierbare Funktionen f:C 2> Q — C
sind rigide: Wenn wir f in einer kleinen Umgebung B(zo, ) C 2 kennen,
so bestimmt dies f bereits auf dem gesamten Gebiet Q! Genauer gilt:
Satz F5E: Identitétssatz fir holomorphe Funktionen

Sei Q C C ein Gebiet, also offen und zusammenhéngend und 2 # 0.
Fur je zwei holomorphe Funktionen f, g: 2 — C sind &quivalent:

(1) Es gilt f = g, also Gleichheit f(z) = g(z) in allen Punkten z € Q.
(2) Die Menge { z € Q| f(z) = g(z) } hat einen Haufungspunkt z, € Q.
(3) Es gilt (™ (z9) = ¢ () in einem Punkt z € © und fiir alle n € N.

/\ Fiir reell differenzierbare Funktionen gilt nichts dergleichen (B438):
Es gibt glatte Funktionen f: R — R, also beliebig oft reell differenzierbar,
mit f(z) = 0 fir z < 0 aber f(x) > 0 fUr alle = > 0. Bemerkenswert!

© Der Identitatssatz (1) < (3) gilt auch fiir reell-analytische Funktionen,
also Funktionen f:R"™ D Q — R™, die sich lokal um jeden Punkt z €
in eine konvergente Potenzreihe entwickeln lassen. Die Aquivalenz zu
Bedingung (2) hingegen gilt nur (reell oder komplex) eindimensional.

Beweis: (1) = (2)": Jeder Punkt zy € © ist Haufungspunkt von €.

+(2) = (3)“: Mit f, g ist auch die Funktion h = f — g: Q — C holomorph.
Nach (2) hat M = { z € | h(z) = 0 } einen Haufungspunkt z, € .
Angenommen h(")(zU) = 0 fUr ein n € N. Wir betrachten das kleinste n,
also h(z) = (z — 20)"hn(z) mit hy, : Q@ — C holomorph und hy,(z9) # 0.
Dank Stetigkeit von &, folgt h(z) # 0 fur alle z € B(zg,¢) \ {z20}-

Also liegt der Punkt zj isoliert in M und ist kein Haufungspunkt von M.
An diesem Widerspruch zerbricht unsere Annahme 1" (zy) # 0.

Also gilt 2™ (zg) = 0 fiir alle n € N, somit £ (z9) = g™ (20).

»(3) = (1)“: Wir betrachten die Differenz h = f — g und hierzu die Menge
A={z€Q|VneN:hM(z) =0 }. Die Menge A ist abgeschlossen,
denn (™ ist stetig. Sie ist auch offen, denn um jeden Punkt z € A C Q
kdnnen wir h in eine auf B(z,¢) konvergente Reihe entwickeln; diese ist
die Nullreihe, also B(z,c) C A. Wir erhalten so die offene Zerlegung
Q=AU (2N A). Da Q zusammenhangend ist und zy € A, folgt A = Q.
Warnung: Fiir (2) = (3) muss der Haufungspunkt in € liegen und nicht etwa auf dem Rand!
Typisches Gegenbeispiel: Die Funktion f(z) = sin(1/z) ist holomorph auf @ = C \. {0} und
verschwindet in z = 1/(kx) fir k = 1,2, 3, ... mit Hiufungspunkt 0. Dennoch gilt f # 0.
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Aufgabe: Sei f:Q = C \ {0} — C eine holomorphe Funktion.

(1) Lasst sich f durch eine Laurent-Reihe f(z) = 3", ayz" darstellen?
Wenn ja, wie berechnet man die hier benotlgten Koeffizienten a, € C?
(2) Angenommen, f istbeschréanktauf A={ze€C|p<|z| <o0}.
Welche der Koeffizienten a;, missen hierzu verschwinden? Warum?
(3) Angenommen, f ist beschréanktauf B={z€C|0<|z| <o }.
Welche der Koeffizienten a;, missen hierzu verschwinden? Warum?
(4) Folgern Sie damit folgenden Satz von Joseph Liouville (1809-1882):

Satz F5F: Liouville
Sei f:C — C holomorph. Ist f beschrankt, so ist f konstant.

Allgemeiner: Gilt | f(z)| < M|z|" fir Konstanten M € Rund n € N
und alle z € C mit |z| > p, so ist f ein Polynom vom Grad < n.

(5) Sei p:C — C ein Polynom, also p(z) = ag + a1z + - - - + apz™.
Angenommen, p hat keine Nullstellen, also p(z) # 0 fir alle z € C.
Ist f(z) = 1/p(z) dann holomorph? und beschrankt? also konstant?
Folgern Sie hieraus erneut den Fundamentalsatz der Algebra (F3c).

Losung: (1) Ja, genau das garantiert Cauchys Entwicklungssatz F3F.
Die Koeffizienten a;, € C erhalten wir durch das komplexe Wegintegral
1 f(Z) 1 2m f(reit) 1 27T f(reit)

ap = — dz = — A et dt =
k7 omi oB(0,r) 21 27 Sy (7 e‘t)’”rl 27 [, (reit)k

mit z = re'* und dz = rie' dt. Dies gilt fir jeden Radius r > 0.

(2) Angenommen, es gilt | f(z)| < M fir ein M € R und alle z mit |z| > p.
1 2m f(reit) o < i /27r f( 1 /27r ]W

27| Jieo (rei)* | = 2w ol (r c‘t - o TF

Dies gilt furjeden Radius r > . Flr k£ > 1 und r — oo folgt damit a;, = 0.

Umgekehrt ist klar: Gilt a;, = 0 flir alle k > 1, so ist f beschrankt auf A.

(3) Angenommen, es gilt | f(z)| < M furein M e Rund alle 0 < |z| < 0.

Far » — 0 schlieBen wir wortlich wie in (2): Fir £ < —1 folgt a;, = 0.

(4) Es gilt (3) und wegen |f(z)| < M|z|" zudem (2) fur alle k > n + 1.

(5) Mit p(z) # 0ist f(z) = 1/p(z) fur alle z € C definiert und holomorph

nach Quotientenregel. Zudem ist f beschrankt, also konstant, p(z) = ag.

© Jedes nicht-konstante Polynom hat demnach Nullstellen in C.

lax| =
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Satz F5G: Riemannscher Hebbarkeitssatz

Sei Q C C offen und s € © ein Punkt. Sei f:Q \ {s} — C holomorph
und zudem beschrankt auf einer kleinen Umgebung B(s,r) \ {s} C Q.
Dann erlaubt f eine holomorphe Fortsetzung f:Q — C im Punkt s.

Wir kénnen also f in den Punkt s hinein holomorph fortsetzen, somit die
Liicke im Definitionsgebiet schlieBen und die Singularitét in s beheben.

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz mit den vorigen Rechnungen.

Lésung: Nach Verschieben kénnen wir s = 0 annehmen.
Auf B(0,7) ~ {0} gilt f(z) =,z axz® dank Entwicklungssatz F3F.
Nach Voraussetzung gilt | f(z)| < M flrein M e Rund alle 0 < |z| < 7.

2m - olt 27 - olt 27 3
|ak\:i f(7.e)dt§L/ Fre)l o L MM
27 | Ji—o (reft)k 27 Ji—g| (reit)k 27 Jy—o TF rk
Fir k < —1 und r — 0 folgt a, = 0. Wir haben also f(z) = 322, axz*.

Diese Potenzreihe ist auf ganz B(0, ) konvergent und holomorph.

Satz F5H: Mittelwerteigenschaft und Maximumsprinzip
Sei Q C C ein Gebiet und f:Q — C holomorph. (1) Fir B(z,7) C Q gilt

27

fzo +relt)dt.
Ji=o0

fle) = 5

Das Integral rechts ist der Mittelwert von f auf der Kreislinie 9B(zo, r).
(2) Nimmt | f(z)| in z9 € Q ein lokales Maximum an, so ist f konstant.

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz mit den vorigen Rechnungen.
Lésung: (1) Das ist der Entwicklungssatz F3F in z, im Spezialfall k£ = 0.
2) Sei | f(2)| < |f(20)| =: M fir alle z € B(zp,r) C Q mit r > 0. Damit:

2

Galte hierbei in einem Punkt die strikte Ungleichung |f(zo + pelt)| < M,
so0 auch in einer Umgebung, und das Integral fiele insgesamt < M aus.
Also ist f konstant auf B(zo,r), also dank Identitatssatz F5€ auf ganz .

1 [ ; ,
M= |(z0)|<—/ 20+ peit)|dt < M far0< p<r.
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Aufgabe: Ziel der Aufgabe ist die Berechnung der Fresnel-Integrale:

NIRRT
\KX/VM RARARURARTLALELL

A NPT LN
RV R AR RAALITY

Bislang konnten wir nur die Konvergenz sicherstellen. Immerhin!
Mit komplexer Integration kdnnen wir nun den Grenzwert ausrechnen:
(1) Wiederholen Sie die Berechnung des Integrals [~ e dg.

2) Gilt [, e dz = fﬂ e dz + f e~ dz fiir die Integrationswege
a,B,7:10,7] = C mit a(t) —f(1+1) B(t) =t, ~(t) =r+1it?

(3) Gilt fW e=*" dz — 0 fir r — 0o? Finden Sie eine Abschatzung.

(4) Folgern Sie hieraus den Wert der beiden Fresnel-Integrale.

(1) Aus Kapitel C kennen wir das GauBBsche Integral (Satz C2G):

o0
/ e dz = /7, e dz = i
R =0 2
(2) Wir betrachten die angegebenen Integrationswege «, 3, ~:
Y
a7
¥
D
X
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(2) Die Wege £, v und (umgekehrt) o umlaufen das Dreieck D C C.
Da f auf ganz D holomorph ist, folgt [}, f(z) dz = 0, ausgeschrieben:

/cfz2 dz = / e dz +/c’z2 dz
a B ¥

Dies folgt aus Cauchys Integralsatz F3A, oder ebenso aus dem noch
allgemeineren Residuensatz F4D, da f keine Singularitaten hat.

(3) Fr » — oo wollen wir die Konvergenz fv e dz — 0 zeigen:

/' e dz /T o (rHit)? dt' /T |et27r2—2itr| dt
v Jt=0 Jt=0

IN

v N
= / A < / e at
Jt=0 Jt=0
etr—r2 " 1—e 1
= = < - =0
L r r

© Das Integral entlang  fallt schlieBlich nicht mehr ins Gewicht.

(4) Fiir r — oo wissen wir [, e=** dz — /7/2 dank (1).
Dank (3) gilt [, e dz — 0. Mit (2) folgt [, e=** dz — y/7/2.
Ausgeschrieben bedeutet das:

) T " \/57‘ .
/ e dz = / c’mz(l +i)dt = LR - g
« t=0 \/5
Wir substituieren hier ¢ = z/+v/2 und dt = dz/v/2.

Fir r — oo erhalten wir folgenden Grenzwert:

o}
/ C—i:L'2
=0

Der Vergleich der Real- und Imaginarteile ergibt:

oo 00 1
/ COS(IQ) dz = / sin(m2) de = = T
=0 =0 2 2

© Eine geschickte Wahl des Integrationsweges wirkt Wunder.

(o] 1 —_
dz = / cos(z?) — isin(z?) dz = L2
=0 2 2
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Aufgabe: (1) Die folgenden Funktionen h;: C . S — C sind holomorph
bis auf isolierte Singularitdten. Bestimmen Sie jeweils alle Residuen:

z z

@ Mm@ = ® b= G
e™* S .

© ()= @ ha(z) = S57 firkeN.

Das ist die Hauptarbeit dieser Aufgabe. Sie sollen Residuen verstehen
und die Werkzeuge zu ihrer Berechnung mdglichst effizient einsetzen.
Im zweiten Teil nutzen Sie die Residuen zur Berechnung von Integralen:
Sei 71 der positiv orientierte Rand des Rechtecks mit Ecken +3 + § und
~2 der Rand der Kreisscheibe B(—1/2,1). Bestimmen Sie die Integrale

@) /

7

2m 1
oy
=0 (4cost+5)

In welchem Sinne konvergiert das letzte Integral? absolut? uneigentlich?

hi(z)dz fori=1,2,3,4undj=1,2,

00 IQ

dt und (4)/ —dux.

4
ozt —1

Losung: (1) Wir berechnen zun&chst die Residuen mit F4B bzw. F4c.

22

oI D)GE0E 1 hat einfache Pole:

(a) Die Funktion h;(z) =

2 22

hy = li : I
reshp = iim —w—————— = l1lm —5 = —
z0 z2—20 E(24 — 1) 2z0 423 4zp

flr zg = +1, +i, also

h +1 h L h i h +i
resh; = +— resh; = —— reshy = —— resh; = +—
it e 4’ e 4’ M 4

e
(b) Fir hy faktorisieren wir den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman
222 4+ 524+2=2(242)(z + 1)2).

Die Funktion hy(z) = -

102+ 272z 1o atin

—2, —1/> doppelte Pole:

4z+3)2—2-8(z+ 1)) 5

= lim =

i, 5 i )

le2b ho = hm

=2 (4(z + 1/2)2)2 To7

. z 4z +2)%—2-8(2+2) 5

sSho = | ——2 | = 1 -4+
r,e; "2 ziril% dz {4(2-1—2)2} zauilé (4(z + ) )2 +27
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(c) Wir untersuchen die Funktion

eﬂz
422 — 4245

Wir faktorisieren den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman

422 —de+5 =4z — (12 +1)][z - (12— 1)].

hg(Z) =

Fur die einfachen Pole 1/2 + i berechnen wir die Residuen vermége

ez ™20

res hy = lim = fir zo = 1/2 £ 1, alternativ
z0 z2—20 (—(422 4z + 5) 829 — 4

N | e o™ (3H) _ /2 jem/2
res hg = lim — = - ~ = — =+ s
1+ ’ slyidlz— (L2 —1)]  4(l+i-1lp+i) 8i 8

Tz em(3-1) _ /2 iem/2

res h lim = = —
T A - (k)] 40k -i-1k-1) s 8

(d) Wir untersuchen die Funktion h4(z) = cos(z)/2"*! fiir k € N.
Die einzige Polstelle von hy ist zy = 0; sie hat die Ordnung & + 1.
Satz F4c fir die Residuen mehrfacher Polstellen ergibt dann

LdNkT _ 0
reghaz) = lim () [ ha(a)] = Cu

falls k£ ungerade,
falls £ = 2¢ gerade.

© Die Ableitungen sind zu unserem Gliick hier sehr {ibersichtlich.

Alternativ entwickeln wir h4 in eine Laurent—Reihe um zo = 0:
i
= (20)!
Das Residuum ist dann der Koeffizient vor >~ also
{0 falls k ungerade,

% falls k = 2¢ gerade.

20—k—1

ha(z) =

et =

© Die Reihenentwicklung ist zu unserem Gliick hier sehr libersichtlich.
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(2) Dank Residuensatz F4D miissen wir zur Berechnung der Integrale
nur die Residuen aufsummieren, die im Rechteck bzw. im Kreis liegen.

Im

Die Pole innerhalb des Rechtecks sind: 0 und —3 und £1.
Die Pole innerhalb des Kreises sind: 0 und —1 und —1.
Dank Residuensatz F4D erhalten wir schlieBlich die acht Integrale

//1 hi(z)dz

= 27 {res hy + res hl} =0,
+1 -1
=2mi|reshy| = 27r1,

. 10 .
ha(z)dz = 27i {reb h2:| = 37,

1/

/
/M h3(z)dz:/w ha(z) dz —o,
=
/Y 1

Soar furk =2¢,
ha(z)dz = 2mi {rcs h4} — e W
0 0 sonst.

© Es genligt jeweils, die Residuen aus Teil (1) zu summieren.
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(3) Gesucht ist das reelle Integral

27 1
/ L
=0 (4cost+5)2

Dies berechnen wir als komplexes Integral mit Hilfe von Satz F4H:
Der Integrand ist R(z,y) = 1/(4z + 5)2 mit & = cost und y = sin .
Wir nutzen die Euler—Formel z = el = cost + isin t und substituieren

. et 4ottt 54 o1 " ot _ it -1
cost = —— = sint = ——— = -
2 2 ’ 2i 2

1 1 . z i ( )
- 5 = —i = —iho(z
iz 2+z1)+5)? (222 + 5z + 2)2 2

f(z) =

Hier ist —1/2 die einzige Polstelle in B(0,1). Dank F4H erhalten wir:

2 1
/t:O (4cost +5)?

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

10
dt:/ f(2)dz = 27i-(—i)res hy = —7
s (2) ( )71/2 2 = &

(4) Gesucht ist das reelle Integral

o] 2
/ fidx.
Lo Tt =1

Dies berechnen wir mit Hilfe des Residuensatzes F4Kk und Teil (1):
1] o

00 .1’2
/—oc $4 -1
-2 1{ i]+ iH+ 1[ 2
it S R 7Y B R 2
© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

/\ Der Integrand ist weder absolut noch uneigentlich integrierbar.
Unter dem Integral verstehen wir daher den Cauchy—Hauptwert:

—1-1/r .’112 1-1/r ’IJZ r ‘,1;2
. / —dr+ / ——dz + / ——dx
o0 \J—r zt—1 Jorppat -1 Jiprp et =1

lim
© Mit dieser VorsichtsmaBnahme gelingt die Rechnung wie erhofft.

dz = 27ires hy + 7i rcfs hy + 7i rels h1
H =
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie das Wegintegral

fOr jeden der folgenden geschlossenen Wege ~; : [a, b] — C.
//';\ VAN 4 D £ o) £
gy i
— {1 i
\/ W 49)

Die markierten Punkte sind die Polstellen des Integranden. Ausfihrlich:

(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung Gber R und tber C
(3) Berechnen Sie alle Polstellen und dort jeweils das Residuum.
Welche Reihenfolge der Rechnungen (1,2,3) scheint Ihnen geschickt?

Losung: Seit diesem Kapitel verfligen wir Giber effiziente Werkzeuge zur
Berechnung von Residuen, daher bietet sich die Reihenfolge (3,2,1) an.
(3) Die Nullstellen von z* — 1 sind die vierten Einheitswurzeln +1, +i.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kdnnen wir Satz F4B nutzen:

o 2] - 2
=20[q(z)]  '(20)
Wir erhalten so bequem und effizient die gesuchten vier Residuen:

1 1

(rff)(f) = A {4,23} =+

R 1 1

(r,e]b)(f) = Am, {42 } T4

1 i

(Ifr)(f) B zh—g%l-l|:423:| =t

. 1 i

0= Jim ] =

© Der Residuenkalkiil gelingt uns leicht dank effizienter Werkzeuge!
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(2) Wir zerlegen den Nenner in seine Linearfaktoren iber C:

A l=0E-1)E+1)(z—-i)(z+1)
Alle Faktoren sind einfach. Die Partialbruchzerlegung (kurz PBZ)
der Funktion 1/(z* — 1) hat daher die besonders einfache Form

1 a n b n c d
A-1 z2+1 z2+i

z—1 z—1i

Die Konstanten a, b, ¢, d € C sind hierbei noch zu berechnen, etwa durch

Koeffizientenvergleich, oder bequem und miihelos dank Residuen:
LN SUNRNI SN SR
-1 4z—1) 4A(z+1)  A(z—i) 4(z+1)

Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.

Uber R fassen wir (z —i)(z 4 i) = 22 + 1 zusammen und erhalten:
IS S |
A—1 4(z—-1) 4(z+1) 2(z2+1)
© Der Residuenkalkiil niitzt uns auch bei der Partialbruchzerlegung!

(1) Wir nutzen Residuen (3) bzw. Partialbriiche (2): Fur die Wegintegrale
genlgt es jeweils, die Umlaufe um jede Polstelle zu zahlen! (Satz F4G)

i T )+ ) -
ﬁ 72%Hd22+(1‘fis)(f)+(lf{§)(f) -0
z%?i ﬁd =+ res(f) = res (/) - ;
% 3 mdz = +(1fi%)(f) +r (71)(f) + (ref)(f) + {Eg(f) =0

© Der Residuenkalkill I8st selbst komplizierte Integrale sehr leicht.
Fir Laurent—Polynome berechnen wir Wegintegrale leicht direkt (F1B);
dank Linearitét gelingt es hier ebenso flir eine Summe solcher Terme.
Viele Rechnungen lésen Sie so bequem, sicher, routiniert: Sie missen
schlieB3lich nur noch die Umlaufe von ~ zahlen und dabei das Vorzeichen
beachten; wie Ublich l1auft mathematisch positiv gegen den Uhrzeiger.
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von
f(z)

(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung Gber C und Gber R.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral 51 %B(O n f(2) dz firr > Juwl.
(4) Zum Vergleich: Was gilt fir w = 0? Ist das koharent?

nz"1

far w € C \ {0}.

Zn —

Lésung: (1) Die Lésungen von 2" = 1 sind die n-ten Einheitswurzeln
zp = Ch =R/ flir k= 0,1, ..
Die Lésungen von 2" = w" sind somit z;, = (f; wflirk=0,1,...,n— 1.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kdnnen wir Satz F4B nutzen:
s [2)] - 2
==lq(z)] ¢ (20)
Wir erhalten so bequem und effizient die Residuen:

nzn—1 nzt—1
L” —w"} {717” 1} =1

= lim

z—rzk

res
z=2zk

.,n — 1. (Machen Sie sich eine Skizze!)

(2) Wir zerlegen den Nenner in Linearfaktoren: 2" — w” = [1Zg 2 —
Alle Faktoren sind einfach, die PBZ hat die besonders einfache Form

U'

nz"1 o ¢ c Cn_1
w2 —w — Cuw - Cw 2= hw
Die Konstanten erhalten wir mihelos dank Residuen, namlich ¢, = 1.
nz"1 1 1 1 1
z"—w”:z—er —anJr - Cw z— (P w

Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.
Uber R kombinieren wir je zwei komplex Konjugierte, wobei w € R:

1 1 2z —2cos(2mk/n)w
z—Cifw 22 —2cos(2mk/n)zw + w?

(3) Fur r > |w| gilt 5L 9903(0,r) flz)dz =312, 1cqzk( ) = n, sieche F3D.
(4) Fur w = 0 finden wir direkt f(z) =n/z und % %3(0,7») f(z)dz =n.

Anschaulich: Alle n Polstellen fusionieren, die Residuen addieren sich.
Stetigkeit: Dank Satz D3¢ durfen wir lim,,_,o unters Integral ziehen.

firo <k <n/2

_Ck
2 — Crw
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von

62° e* 1

62°
m7 f3(2) =

28 +1

_ cos(mz)

hiz) = sin(rz)

, falz) = fa(2)

sin(rz)’

(2) Bestimmen Sie — soweit méglich — die Partialbruchzerlegung von f;.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral 4’53(0,4) fr(2) dz und ganz allgemein

dz fur jedes Kompaktum D C C mit stlickweise glattem Rand.

ﬁg)p Te(2)

Lésung: (1a) Die Nullstellen des Nenners 26 + 1 sind z;, = e™i(2k+1)/6 {3
k=0,1,...
Alle Polstellen sind einfach; dank Satz F4B gilt res.—., [fi(z)] = 1.
(2a) Die Partialbruchzerlegung hat die besonders einfache Form

62° 1 1 1
= +ot :
B+l 22—z z2—12 z— 25
(3a) Es gilt 52 f1(z)dz = #|D N {zo,21,...,25}| wie in Satz F3D.
27 JOD

Fir fa(z) =

= fi1(z)e* gelten die Rechnungen entsprechend angepasst.

,5, kartesisch +i und (++/3 +i)/2. Machen Sie eine Skizze!

r

(1c) Die Funktion f3(z) = 1/sin(mz) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F48 gilt res,—, [ f3(2)] = lim,nz[1/ sin(mz)’] = (1) /7.

(1d) Auch f4(z) = cos(wz)/ sin(wz) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F48 gilt res.—nr [ f1(2)] = lim,_pr[cos(nz)/sin(rz)] = 1/m.

(3) Hieraus folgt das Wegintegral ¢, , fx(z) dz wie in Satz F4D / F3D.
(2) Wenn sich f3, fy als Reihen ) _ cn/(z — n) absolut konvergent
darstellen lassen, dann liefert der Residuenkalkil die Koeffizienten:

1 ‘ 22 = (—1)"
ese(mz) = sin(7z) R Z z—n E T L2 —n?
nEZ =1
cos(mz) . 1 27 1
t == = — Z = — > E—
cot(mz) sin(rz) TEgEon T2 w i 22 —n?

Nun missen wir noch umgekehrt die vermuteten Formeln nachprifen:
© Fir jedes z € C \ Z sind die Reihen rechts absolut konvergent,
denn fir n — oo gilt 1/(n? — 22) ~ 1/n2, und wir wissen > 1/n2 < cc.
© Die Grenzwerte dieser Reihen sind tatséchlich csc(mz) bzw. cot(7z).
Diese Rechnung erfordert etwas Sorgfalt und wird in ausgefihrt.
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Bisher haben wir meist holomorphe Funktion f:C < S — C betrachtet,
die nur eine endliche Menge S C C von Singularitaten aufweisen,

wie rationale Funktionen f(z) = p(z)/q(z) mit Polynomen p,q € C[z].
Wir nutzen nun auch holomorphe Funktionen ¢g:C \ S — C wie zum
Beispiel g(z) = f(z) cos(rz)/sin(rz) mit unendlich vielen Singularitaten,
insbesondere um Reihen wie >°7°; 1/k% = 2 /6 berechnen zu kdnnen.
Die Menge S heif3t diskret, wenn jeder ihrer Punkt s in S isoliert ist.

In einer Menge S C C nennen wir einen Punkt s € S isoliert, wenn ein
hinreichend kleiner Radius ¢ > 0 existiert, sodass B(s,c) N .S = {s} gilt.
Andernfalls sagen wir, dass sich die Punkte der Menge S um s haufen.
Allgemein nennen wir a € C einen Haufungspunkt der Menge S, wenn
zu jedem ¢ > 0 die Menge B(a,¢) N S unendlich viele Punkte enthalt.
Jede endliche Menge S C C ist diskret; unendliche kdnnen diskret sein
wie Z C C oder auch nicht diskret wie {1,1/2,1/3,1/4,...,0} oder Q C C.
Sind g, h: C 2 Q — C holomorph mit i # 0, so ist die Nullstellenmenge
{z € C|h(z) =0} diskret dank Satz F5E (somit hdchstens abzé&hlbar),
und dasselbe gilt folglich fur die Singularitdtenmenge von f = g/h.

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Nullstellen z € C der Funktionen

_ efiz elZ + e*lZ
——, cos(z) = ———
2i 2

Zeigen und nutzen Sie fur z = = + iy mit 2, y € R die Gleichungen

sin,cos:C — C, sin(z) =

|sin(z)]? = sin(x)? + sinh(y)?, |cos(z)|? = cos(x)? + sinh(y)?.
Der Quotient h(z) = cos(z)/ sin(z) ist beschrankt durch

5 _ cos(x)? + sinh(y)? cos(z)
I < sin(z)?2 + sinh(y)? ~ sin(z)? + sinh(y)?2

(2) Bestimmen Sie alle Residuen der Funktion h(z) = cos(z)/ sin(z).

2
+1

Lésung: (1) Aus der reellen Analysis wissen wir sin(z) = 0 flr 2z € Zx
und cos(z) = 0 flr z € 7/2 + Z=. Weitere Nullstellen z € C gibt es nicht!
Die hierzu nitzlichen Un/Gleichungen rechnet man geduldig nach.

(2) Die Funktion h(z) = cos(z)/sin(z) hat einfache Polstellen in z = kn
mit & € Z. Dank F4B gilt res,—gx [A(z)] = lim,_, gr[cos(z)/sin’(2)] = 1.
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Aufgabe: (3) Bestimmen Sie alle Residuen der holomorphen Funktion

cos(mz)

g:C~Z —C, g(dzm'

Lésung: (3) In k € Z mit k # 0 liegt eine einfache Polstelle vor (F4B):
cos(mz) | . cos(mz) _
2=k| 22sin(mz) | |22 sin(mz) + w22 cos(mz) | wk?

Im Nullpunkt z = 0 hingegen liegt eine dreifache Polstelle vor (F4C):

d zcos(mz)  cos(mz) Tz

dz sin(mz) - sin(rz)  sin(wz)2

d? zcos(mz) —27 212z cos(nz)  2m2zcos(nz) — 27w sin(nz)

dz? sin(mz) - sin(rz)? sin(rz)3 - sin(rz)3

B 21221 — 4222 + O(2Y)] — 2n[mz — L7323 + O(2%)] _ 2 +0(:2)
w323 + O(2%) 3

cos(mz)
res|—-———— | = 1m —~——5 -
2=0| 22 sin(mz) 20 2! dz? sin(mz) 3

© Noch leichter gelingt’s mit der geometrischen Reihe, siehe [F554.

2
Ld {M} -7 © Alles wird gut.

Aufgabe: Fir n € N sei Q,, C C das Quadrat mit Ecken (£1 £i)(n + 1/2).
(4) Berechnen Sie fa@n g(z) dz und (5) den Grenzwert fir n — oo.
(6) Folgern Sie hieraus den Grenzwert der Reihe > 32, 1/k2.

Lésung: (4) Dank Residuensatz und der vorigen Aufgabe (3) gilt:
. i iy L

/OQ" g(z)dz = 27 k;n rgb(g) =-3 + 2; 2

(5) Firn > 1und alle z € Q,, gilt \cos(frz)/sin(frzﬂ < 2. Fir n — oo folgt

8(2 1
/ g(z)dz S/ lg(2)| - [dz] g/ -|dz] < (ni;r) 0.
Qn Qn Qn 7 n
(6) Fir die obige Reihe erhalten wir schlieBlich
s 1
SIS v B [ =2 =1.644934
3+ ;W 0 also Zkg 6449340668 .

Die Konvergenz ist leicht zu zeigen [B303], nun kénnen wir auch den Grenzwert berechnen!
Dies ist ein beriihmtes Problem und wurde erst 1734 von Leonhard Euler gelost (noch vage).
In Kapitel I gelingt es noch leichter mit den starken Werkzeugen der Fourier—Theorie.
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Satz F51: Berechnung von Reihen durch Residuen

Sei f(z) = p(z)/q(=) eine rationale Funktion. Wir kdnnen und werden
p/q als gekirzt annehmen, mit teilerfremden Polynomen p, ¢ € C|z].
Ihre Singularitdtenmenge ist demnach S = {z € C | ¢(z) =0}.

(1) Unter der Voraussetzung deg(q) > deg(p) + 2 gilt:

> W)=Y 1o 1) S|

keZ~\S ses

(2) Unter der schwacheren Voraussetzung deg(g) > deg(p) + 1 gilt:

z (-1 f(k) = —TFSZ;;SZLLE?Z)}

keZ~\S

© Links steht eine unendliche Reihe, rechts nur eine endliche Summe.
© Die Konvergenz ist leicht, nun kénnen wir den Grenzwert berechnen!
© Die vorige Aufgabe zeigt das bemerkenswerte Beispiel f(z) = 1/22.

Aufgabe: (a) Berechnen Sie mit diesem Satz die Reihe Zk L(=1D)F /K2,
(b) Berechnen Sie die Reihen >, —— und EnEZ P n firw e C\Z.
Lésung: (a) Wir wenden die Formel (2) auf die Funktion f(z) = 1/2% an.
In z = 0 hat 1/2% sin(2) eine dreifache Polstelle. Statt wie zuvor Satz F4c
zu nutzen, kénnen wir auch direkt die Laurent—Reihe entwickeln:

1 1

1 1
- mito = —n222 — ~744 L 05

2%sin(rz)  wz3(1—q) =gz 5'7 +0()

1 5 . 1 1
= Sliard a4 ] = [t g+ 0]

Tz w23 3!

1 4 1 1 g
= o) =N 5| —— | = —

r° JrGZ +0() re%{ﬂsin(ﬂz)} 6

Dank Satz F5i (2) schlieBen wir:

oo
(-1F 11 1 L
kZl - =l oy m gty T =~y = ~0.8224670334. .
(b) Wir wenden den Satz F5| auf die Funktion f(z) =1/(w — z) an
s , yn
und erhalten sofort ZWGZ w—n Ws:r(i(bfri;;) sowie ZnGZ (wf)'n = sin(Crw)'
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Aufgabe: Erklaren und begriinden Sie den allgemeinen Satz F5I
nach dem Vorbild der Spezialfalle der vorigen Aufgaben.

Lésung: Fir n € Nsei Q,, C C das Quadrat mit Ecken (+1 £ i)(n + 1/2).
Wir wahlen n so grof3, dass @,, die Singularititenmenge S von f enthalt.

(1) Fir g(z) = f(z) cos(nz)/ sin(nz) ergibt Cauchys Residuensatz F4D:
z)dz = 27 res
[, o 3" resg)

SE€EQn
Flr n — oo verschwindet das Integral, denn
< max | |

dz
/OQH 9(2) 2€0Qn Qn

Mit den Residuen in k € Z . S folgt die gewijnschte Gleichung:

0= ngs(g) = Z res Zreb

cos(mz)

~\dz|§%~8(2n+1)—>0.

sin(7z)

seC keZNS seS
f cob (72)
+
Z Z = sm (72)
kEZNS

(2) Fur g(z) = f(z)/sin(wz) ergibt Cauchys Residuensatz F4D:

/BQ,I g(z)dz = 2mi Z rss(g)

SE€EQn
Far n — oo verschwindet das Integral, denn nach Rechnung gilt

1
/ g(z)dz
9Qn JOQn

sin(mz)
(Die Schranke faQn|dz\/\s1n(7rz)\ < const ist leider etwas miihsam.)
Jede Polstelle in k£ € Z ~ S ist héchstens einfach. Dank F4B gilt:
fx) 1 fk) (DR
5 |:SiI1(7TZ) " meos(tk)  w F(k)
Mit den Residuen in k € Z ~ S folgt die gewi]nschte Gleichung:

0= ngs(g) = Z res Zles

seC kEZNS ses

— k ‘Z
S @ﬂkHZzS%LiﬁEWl)]
seS -

keZ~NS

st
e < 2 o,
n

< max |/62)]
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