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Vorgehensweise Uberblick

Fir f:R? D Q — R? gelten die Integralsatze E11 von Green und GaufB3:

/D rot(f) d(z,y) = /D div(f)d(z,y) =

Diese wenden wir nun auf komplexe Funktionen f:C > Q@ — C an.
Erfreulicherweise gewinnen wir mit komplexen Integralen auch reelle:

feds,
oD

f xds
oD

o -
/ sin(uz) dr = msign(u) far alle u € R,
oo T
o0
/ Cogs(uas) de = me v far alle u € R,
oo T4+1
™
1 .
/ —dt = n fir alle a € R+1.
1—0 @ + cost a? —1

Solche Integrale sind mit reellen Methoden nur schwer zu berechnen.
Mit dem Residuensatz fir komplexe Funktionen gelingen sie leicht!

Diese Technik wird oft angewendet, auch im Verlauf dieser Vorlesung,
insbesondere fur Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).

Wir betrachten die komplexe Zahlenebene R? = C = {z +iy | 7,y € R}
und hierauf komplexe Funktionen f:C D> Q — C, die wir entlang von
Wegen v : [a, b] — Q integrieren geman f7 f(z)dz = fff(fy(t))fy’(t) dt.
Ebenso Ubertragen wir den Begriff der Differenzierbarkeit aus dem
Reellen ins Komplexe und erleben einige schéne Uberraschungen!

Zur Orientierung skizziere ich zu Beginn als Crashkurs die wichtigsten
Begriffe und typische Anwendungen zur Berechnung (reeller) Integrale.

Der H6hepunkt sind Cauchys Residuensatz und seine Anwendungen,
die fur (komplexe und reelle) Integrale neue Rechentechniken eréffnen.
Auf dem Weg durch die komplexe Ebene gewinnen wir reelle Integrale!
Jacques Hadamard (1865—1963) sagte treffend: ,Der kiirzeste und beste
Weg zwischen zwei reellen Wahrheiten fuhrt oft durchs Imaginare.”

(Im Original so schén: ,La voie la plus courte et la meilleure entre deux
vérités du domaine réel passe souvent par le domaine imaginaire.”)

[ [ ] Meyberg—Vachenauer: Héhere Mathematik, Band 2. Zur Vertiefung
Janich: Funktionentheorie und Remmert: Funktionentheorie.
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Anwendung auf ideale ebene Strémungen Eriauterung

Anwendung auf ideale ebene Strémungen

Komplexe Funktionen gehéren zum mathematischen Grundwerkzeug.
In diesem Kapitel werden wir damit phantastische Integrale berechnen.
Auch darlber hinaus begegnen sie Ihnen haufig und nitzen Gberall.
Die vorsichtige Ingenieur:in fragt sich: Lohnt sich diese Investition? Ja!
Ich greife vor und nenne zwei wunderschéne klassische Anwendungen.
Wir kdnnen jede holomorphe Funktion f(x + iy) = u(x,y) — iv(z,y) als
ein Vektorfeld (u, v) : R? — R? mit div(u,v) = rot(u,v) = 0 betrachten.

¢ Satz Q1A: holomorphe Lésungen der Maxwell-Gleichung

Jedes ebene statische E-Feld E : R2 5 Q — R2 ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = Fy —iF,: C D  — C und umgekehrt.

¢ Satz Q1B: holomorphe Lésungen der Navier-Stokes-Gleichung

Jede ebene stationdre Stromung v = (v, v2) : R? D Q — R? konstanter
Dichte, ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne auB3ere Kréfte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; —ivy: C D Q — C und umgekehrt.
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© Holomorphe Funktionen beschreiben Strdmungen: Wirbelfeld.
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Anwendung auf ideale ebene Strémungen
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© Einfaches und intuitives Modell, exakte Lésung dank Holomorphie!

= = othhte Geschwindigkeit = Unterdruck = ™ e

»»»/ﬂzzzﬂﬁ//nzﬂ%xx\‘\\\\ﬂ\\\\ﬂ
St s =~ S SN N
111ﬂ////4/ M\\\\Hxx\\ﬂ
\‘\\\\\‘\\\\»‘

\\\\M\x‘»ﬁ

|y % < An/Auftrieb -

‘SRR

Flettner—Rotor
erzeugt orthogonale

EAE AT oV 4y 20 00

Strémung A A

e SRR

Yoy

vl
¥
by
'
VoYY
Pl
Al

4* . niedrige Geschwindigkeit = Uberdruck ..,

f =wvoh +wog ~ « /4 Antriebslzraftdank N\ Ao A =2mpvpwg
E A I I S S I P ) AAxxxx‘~>»$‘
N ras i N Magnus—Effekt RN S P Sy
a»—r—r»‘—r—rr>> y)#*******‘
*4*»#‘—7?»»* X ———— 5 v»»**‘*****‘
z T s S ST e F ] - s~ e
**+*+‘+******»»+\+>»***+*********\
B B B e e I S L N B B e e Y P Y
- = ‘ \—T—‘“ >

> > >

©

So berechneten Kutta und Joukowski die dynamische Auftriebskraft!
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Der Kérper der komplexen Zahlen

[[] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Lineare Algebra, §1.

Auf der Menge C = R? = { (x,y) | z,y € R } definieren wir die Addition
+:C x C — C und die komplexe Multiplikation - : C x C — C durch

(z,y) + (w,v) == (z+u, y+v),
(z,y) - (u,v) = (zu —yv, zv+yu ).

Man prift nach, dass (C, +, -) ein Korper ist. Additiv neutral ist (0, 0),
multiplikativ neutral ist (1, 0), multiplikative Inversion ist gegeben durch
x -y

(z,y) - <m2+y2, x2+y2> = (1,0).

Fira,b € Rgilt (a,0) + (b,0) = (a +b,0) und (a,0) - (b,0) = (a - b,0).
Wir kdnnen und werden daher den Kérper (R, +, -) der reellen Zahlen
mittels a — (a, 0) identifizieren mit dem Teilkérper R x {0} in (C, +, ).
Wir schreiben kurz R C C und betrachten C als Koérpererweiterung.
© Geometrisch stellen wir C als komplexe Zahlenebene dar. Addition
ist die fur Vektoren Ubliche. Die Multiplikation ist eine Drehstreckung.

Die Gleichung 22 + 1 = 0 ist in R nicht I&sbar, in C hingegen schon:
Die komplexe Zahl i = (0, 1) hat die ersehnte Eigenschaft i = (-1, 0).
Jede komplexe Zahl z € C schreibt sich eindeutig z = (z,y) = = + iy.
Wir nennen Re(z) := x den Realteil und Im(z) := y den Imaginarteil.
Die zu z = x + iy mit z, y € R komplex konjugierte Zahl ist 7 = = — iy.
Esgitw+z=w+zundw-z =w - %, sowie zZ = 22 + y? und somit

1 z . 1 T —ly x . =Y

-=— heil3 = = .

z 27 das heifst x+iy 2?2 +y? x? 42 +1x2+y2
Die Lange |z| := V2Zz = /2?2 + y? heil3t Betrag oder Norm von z.
Das komplexe Skalarprodukt von w = u + iv und z = = + iy ist

(w|z):=wz=(u—1i)(z+1iy) = (uz +vy) +i(uy — vz)
Realteil ist das reelle Skalarprodukt, Imaginarteil ist das Kreuzprodukt:

()= ()

© Algebraische Aussagen und Rechnungen in C entsprechen so
geometrischen Aussagen und Rechnungen in der Ebene R?.
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Kreisscheiben und Kreisringe
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Komplexe Funktionen

Wir identifizieren C = {z + iy | 2,y € R} mit R? = { (z,9) | z,y € R }.
Der Betrag |z + iy| = /22 + y? entspricht der euklidischen Norm.
Der Abstand |w — z| entspricht somit dem euklidischen Abstand.

y
5 P
4 [
‘ %
B(z0.7) iisian
| T

Zu jedem Punkt zy € C und Radien 0 < ¢ < p < o in R betrachten wir
die offene Kreisscheibe B(zp,p) = {2z € C ||z — 20| < p } sowie

den offenen Kreisring ist K (zp,0,p) ={2€C|o <|z— 2| <p}.
Beispiele: Fiir p = oo ist B(z0, 00) = C die gesamte Ebene; fiir p = 0 ist B(zo,0) = 0 leer.

Ebenso fiir o > pist K (20,0, p) = 0 leer. Fiir 0 = o < pist K (20,0, p) = B(z0,p) ~ {20}
die Kreisscheibe ohne den Mittelpunkt zo. Insbesondere gilt K (29,0, 00) = C \ {z0}.

Eine Teilmenge Q C C heif3t offen, wenn zu jedem ihrer Punkte z; € 2
ein positiver Radius ¢ > 0 existiert, sodass B(zo,¢) C Q2 gilt. Das heif3t
anschaulich: Um jeden Punkt zy € €2 ist noch ein bisschen Platz in €.

Ein Gebiet ist eine offene und zusammenhangende Teilmenge 2 C C:
Je zwei Punkte p, g € Q2 lassen sich durch einen Weg in Q verbinden.
Wichtige Beispiele fur Gebiete sind offene Kreisscheiben und Kreisringe.

Eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen z,, € C konvergiert gegen den
Grenzwert z € C, wenn |z, — z| — 0 fir n — oo gilt. FOr z,, = z,, + iy,
und z = x + iy ist dies gleichbedeutend mit x,, — = und y,, — .

Eine komplexe Funktion f:C O Q2 — C ordnet jeder komplexen Zahl
z € Q eine komplexe Zahl f(z) € C zu. Wir sagen, f ist stetig in z, wenn
far jede Folge z, — z in Q auch f(z,) — f(z) in C qilt.

Wir zerlegen f in Realteil u = Re(f) und Imaginarteil v = Im(f).
Fir die Funktionen w,v: Q — R gilt f(z +iy) = u(z,y) + iv(z, y).
Die Stetigkeit von f ist dann aquivalent zur Stetigkeit von « und v.
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Komplexe Wegintegrale Komplexe Wegintegrale Erléuterung
Sei 2 C Coffenund f:C > Q — C eine stetige Funktion. Es lohnt, diese beiden reellen Integrale genauer anzuschauen. ..
Der Weg ~v: [a, b] — 2 sei stlickweise stetig differenzierbar. Wir integrieren f(x,y) = u(x,y) + iv(z,y) langs v(t) = z(t) +iy(t).

Ausmultiplizieren liefert explizit den Real- und Imaginarteil:

FO@) () = (u+iv)(a’ +1iy') = (ua’ —vy’) +i(uy’ + va')
Real- und Imaginarteil des komplexen Wegintegrals sind demnach:

b
R dz = vy dt = ,—v) (2, y)dt = ,—v)+d
o [ 1) /u vy /7<u v)+ (@) /y v)-dy

Definition F1A: komplexes Wegintegral
Das komplexe Wegintegral von f:C > Q2 — C entlang v: [a, b] — Q ist

b
/ f)dz= [ )V Od

Einfache Merkregel zur Schreibweise: Fir z = ~(t) gilt dz = +/(¢) dt.

b
m [ f(2)dz :/ wy + va dt :/(u, o) x (2, y) dt :/(u, ) x dy
Y a 84 Y

© Das komplexe Wegintegral fasst zwei reelle Integrale zusammen:
das Arbeitsintegral und das Flussintegral des Vektorfeldes f = (u, —v).

Der Integrand g(t) = f(~y(t)) +/(t) ist eine stetige Funktion g: [a, b] — C.
Diese zerlegen wir gemaBi g = g1 + ig2 mit g1, g2 : [a, b] — R in Realteil
= Re(g) und Imaginérteil go» = Im(g) und definieren das Integral

b b b . .
/ g(t)dt == / g (t) dt +i/ go(t) dt Wir werden hierauf den Integralsatz von Gre“en / Gaul3 anwendep und
t=a t=a t=a erhalten den Integralsatz von Cauchy F3A fir holomorphe Funktionen.
© Jedes komplexe Integral fasst also zwei reelle Integrale zusammen. /A\ Man beachte das Vorzeichen: Es ist unschén, aber unvermeidlich.
Die komplexe Schreibweise ist sehr effizient, bequem und Ubersichtlich. Es passt zum oben erklarten komplexen Skalarprodukt (w | z) = w z.
Beispiel eines komplexen Wegintegrals Austomung Beispiel eines komplexen Wegintegrals Ausforong
¢ o WA = S \\: L A I oS ATA ar ! ¢ Lésung: (1) Wir integrieren f(z +iy) = (z 4+ iy)? = (2® — y ) (2xy)
N A e SN LY AL ) e s PNy il entlang des Weges ~(t) = z(t) + iy(t) mit 2(t) = t und y(t) =
;;‘\swlﬁ“[—l, : Y AR 11?7[—1,1]—»Ri¢%aw . 1
NN NN o 1 ‘ AR
SN VO EE RIS A AN @) =G ) L AR /f(z) dz =/ For() (1) dt:/ [#? — 5¢] +i[4t® — 2¢°] dt
NN NN ¥ K TSNR 7 vl A\ / TN INS £ ¥ Y] NN Y™
SN AN P=SINE NI =y AN Y 1y N ¥ -1 —1
= U NENENENENN Uy T AN 07 7 7 7 /AR ¢ DT e R R R RGN 1 5 5 A 1 6 1 4
—F =) A T e T = |=t° -t +it" + =t } = —— (Vorzeichen ist plausibel!
7 ¥\ N *‘*\:‘U; ) NN VN A A AT '/'»'/:U/' |:3 ' 3 t=—1 3 ( p )
5 POHRRRRRRR R MR NN (2) Probieren Sie andere Wege aus, Sie erhalten dasselbe! Warum?
RN X ¥ ==X X4 A A A\ . . .
fli Pl f i | AR A AL H /? # Die Stammfunktion F':C — C:z + 23/3 erflllt F'(z) = 22 (F2A), also
/ rararar VR IRIN \ R HAAA
£ ,/./.x/:ll‘. \ \ AATAT A 3 it1 : 13 _13 -9 2% 9 % 4
f <~ (normiert) [\ (@? = y* ~22y) | || ] /Z2dz:[z] . _ 417 (-1 2420 2424 4
o A R SRt et NN NI N 3 1e=im1 3 3 3 3 3
Aufgabe (1) Berechnen Sie das komplexe Wegintegral [ f(z) dz fir jeden Weg v:[-1,1] = Cvon y(-1) =i—1nachy(1) =i+ 1.
von f(z) = 22 langs des Weges v:[—1,1] — C:t — y(t) =t + it2. (3) Dank Kettenregel und HDI rechnen wir dies auch hier leicht nach:
Ist das Ergebnis plausibel / kompatibel mit der obigen Skizze? / , /b b p
_ Fl(z)dz= [ F'(y(t /tdt:/Ft dt = F(y(b)) — F(y(a
(2) Was erhalten Sie fiir andere Wege mit denselben Endpunkten? ~ (2) i—a (&) 7 (¢) t:£ (O ))] (v(0)) (v(a))

(3) Gilt fur : [a,b] — C allgemein [ F'(z)dz = F(y(b)) — F(v(a))? © Wir nutzen die komplexe Ableitung F2A und ihre Rechenregeln F28!
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Die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie
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Die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie

Aufgabe: (1) Integrieren Sie f:C~ {0} = C:z— f(z) =" mitk € Z
entlang der Kreislinie ~: [0, 27] — C:t + ~(t) = re'’ mit Radius r > 0.

Lésung: (0) Vorbereitung: Fir jede ganze Zahl a € Z berechnen wir

2 1 Def 2 2 HDI 0
/ et dt = / cos(at) dt—H/ sin(at) dt =
=0 Lin =0 +=0 Bl1 27-[-

© In der Fourier—Theorie entspricht dies der Orthonormalitat.
(1) Wir nutzen die Definition F1A des komplexen Wegintegrals:

) . 2w . 27 . .
%zk dz = }gf(z) dz = foy@) -~ () dt = / (rel)F . (relty dt
g v ¢

t=0 =0

HDI 0 far k 7& -1,
O | 2mi fork=—1.

fr a # 0,
fir a = 0.

2m 2
t=0 t=0

© Nur 27! liefert einen Beitrag! Plausibel: Fir jedes k € Z ~ {—1} hat
f(2) = 2* die Stammfunktion z**!/(k 4 1): Das Wegintegral hangt daher
nur von Start und Ziel ab, geschlossene Wegintegrale sind daher Null!

Satz F1B: die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie
Um den Punkt zo € C und mit Radius r € R+ betrachten wir den Weg

v :[0,27] = C : t = (t) = 29 + et

(1) Fur jede ganze Zahl k € Z qilt die Residuumsformel:

yé(z —z)fdz = {(Q)ﬂ‘i

(2) Fir jedes Laurent—Polynom f(z) = >_7_  ax(z — 20)* folgt:

fur k # —1,
fir k = —1.

n

é {Z ai(z = ZO)]“} dz = 2mia_y

k=—n

(3) Dasselbe gilt fur jede konvergente Laurent—Reihe, also n — oo,
denn wir dirfen Integral und Grenzwert vertauschen dank Satz D1A.

F107
Ausfiihrung

Die fundamentalen Integrale der Funktionentheorie
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Das fundamentale Wegintegral ¢ z~* d=

Aufgabe: Rechnen Sie diese grundlegenden Integrale sorgsam nach!

Lésung: (1) Wir verschieben ~(t) = 2o + re' zurlick zu §(t) = re'’:

%(z—zo)kdz = ygzkdz = {0 )
5 5 2mi

(2) Wir nutzen die Linearitat des Integrals und erhalten:

far k # —1,
fur k = —1.

n n

§£ { Z ag(z — zo)k] dz \:: Z ax [gg(z - zo)kdz] 'f 2mi a-1
T e=—n k=—n v lem

© Die Wegintegrale ﬁv(z — 20)* dz haben wir zuvor in (1) ausgerechnet:

Fr k # —1 existiert eine Stammfunktion, daher §. (> — z0)* dz = 0.

© Beim Wegintegral des Laurent—Polynoms f(z) = >7_  ax(z — 20)*
um den Punkt zg zahlt nur der Koeffizient mit Hausnummer —1.

© Beim Wegintegral von f um z, bleibt nur der Term 27ia_; zuriick.
Deshalb heif3t a_; das Residuum (das ‘Zurlickbleibende’) von f in z.

(3) Wir dirfen Integral und Grenzwert n — oo vertauschen (Satz D1A).

Aufgabe: Gegeben sei ein geschlossener Weg +: [a,b] — C ~. {0} in
komplexen Polarkoordinaten (t) = r(t) (). Zeigen und erklaren Sie:

1 _
— 515 27tz = p(b) — ola) = Umlaufzahl von v um 0
27 - 2T

Lésung: Wir nutzen die Polarkoordinaten ~(t) = r(t) ) und rechnen:

552’_1 dz = /tb 70 dt = /tb () +ig/(t)dt = [ln r(t)}z + i[gp(t)}b

=a Fy(t) =a T’(t) a
© Der Realteil verschwindet fiir geschlossene Wege, v(a) = (b).
Der Imaginéarteil zahlt die Umlaufe von v um den Nullpunkt.

Zum Vergleich in kartesischen Koordinaten ~(t) = x(t) + iy(t):
b ! / b /
_ 1 —

fraee [ 2t [ () ()

0% t=a T + Yy t=a L + ) L Yy

b /

1

< () ()

t—=a L +y Yy Yy

© Dieses Arbeits- und Flussintegral kennen wir bereits gut!
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Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen
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Holomorphe Funktionen und Laurent—Reihen

B(Zo,p) ::{ZG(CHZ—ZQ <,0}

1)
2p F(20) = 1}}% f(z0 + wu)} — f(=0)
w#0

K(z0,0,p) :={z€C |0 <|z— 2

Sei Q) C C offen. Eine komplexe Funktion f = u +iv:C D> Q — C heif3t
holomorph, wenn sie komplex differenzierbar ist und f’: Q) — C stetig.

& Cauchy-Riemann-Gleichungen 0,u = d,v und 9,v = —0yu.

& Das reelle Vektorfeld f = (u, —v) : R? D Q — R? erfillt div= rot = 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zg, p) C Q2 gleicht f einer Potenzreihe.
< Auf jedem Kreisring K (zo, 0, p) C €2 gleicht f einer Laurent—Reihe:

o= - _fE) g,

271 Jop(z0.) (2 — 20)FH1

[e.@]

Z ar(z — 2)*  mit

k=—o00

f(z) =

Der Koeffizient res.,(f) := a—; ist das Residuum von f im Punkt z.

Alle analytischen Funktionen sind holomorph. Erinnerung: f analytisch
heiBt, dass sich f lokal als konvergente Potenzreihen darstellen lasst.
Erstaunlicherweise gilt die Umkehrung, also holomorph < analytisch!
Insbesondere: einmal komplex diff’'bar impliziert beliebig oft diff’bar!

Ist f:C > Q — C holomorph auf einer Kreisscheibe B(zg, p) C 2, so
lasst sie sich dort als konvergente Potenzreihe darstellen (Satz F3E):

. 1 f(z)
_ _ o \k _
f(z) = kz_oak(z 20)" mit  ag 5 /E)B(zo,r) (o= 2g)F dz.
Wir kénnen ebenso auch Singularitéaten (insb. Polstellen) behandeln:
Ist f: 2 — C holomorph auf einem Kreisring K (z, o, p) C €2, so lasst
sie sich dort als konvergente Laurent—Reihe darstellen (Satz F3F):

flz) = Z ag(z — zo)k = Z ag(z — zo)k + Zak(z — zo)_k
k=—o00 k=0 k=1

Dies ist die Summe einer Potenzreihe in u = (z — zp) als Nebenteil und
inv = (2 — )~ ! als Hauptteil. Letztere kodiert die Singularitat in z.
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Der Residuensatz

¢ Satz F4D: Residuensatz fiir Kompakta, Cauchy 1825

Sei Q c Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf €2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei D C 2 kompakt
mit stickweise glattem Rand, wobei 9D N S = (). Dann gilt:

S

f(z)dz = QstefD res(f)

oD

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

Anschaulich kénnen wir uns f:C D 2 — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s €
entspricht einem Teilchen mit seiner Ladung res,(f): das Residuum!

Fir das Feld (z — z9) ~* haben wir oben das Wegintegral ausgerechnet:
Langs der Kreislinie (t) = z + re'* erhalten wir §(z — z9) ™! dz = 2ri.
Fur alle k # —1 hingegen verschwindet das Integral: ¢(z — zp)* dz = 0.
Dasselbe gilt nun fir jede holomorphe Funktion / Laurent—Reihe um z:
Das Wegintegral von f langs des Weges v um zy ist 27i res,, (f).

Mit diesem Integral messen wir demnach die Ladung im Punkt z.

Umlauft ¥ mehrere Singularitéaten, so addieren sich die Residuen:
Jede Singularitat s liefert ihren Beitrag 2i res,(f) zum Integral.
Der Raum dazwischen ist Vakuum und liefert keinen Beitrag.

Dies ist eine wunderbare Eigenschaft holomorpher Funktionen.

Reelle Anwendung: Die Halbebene ist nicht kompakt, aber fir schnell
genug abklingende Funktionen kénnen wir den Residuensatz hierauf
ausdehnen. Auch einfache Polstellen auf R kénnen wir zulassen:
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¢ Satz F4K: Fourier—Integrale rationaler Funktionen Wir betrachten erneut die Spaltfunktion si: R — R mit
Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R . sin(z)/z  firz #0,
seien hdchstens einfach. Fiir deg(q) > deg(p) + 2 und u > 0 gilt dann: si(z) = ) ir 2 = 0.
/+oo f(l‘) eium dz = 27 Z res {f(z) eiuz:| + 7 Z res [f(Z) eiuz] lhre Integralfunktion SI(IE) = ffzo Si(t) dt ist nicht elementar.
—o0 Im(z)50 Im(z)=0 Nun endlich kénnen wir si: R — R Gber ganz R integrieren:
*° sin(z) , " sin(z) g
Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0. /_Oo - dz = lim /_T - dv =7
Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkl e Organisation dieses Kapitels Eering

Aufgabe: Berechnen Sie fiir u € R das reelle Integral

/OO sin(ux) d
ey B

Lésung: Der Integrand ist der Imaginarteil der holomorphen Funktion

x = msign(u).

e cos(uz) . sin(uz)
f(z) = = i .
z z z
Fir « > 0 kdnnen wir daher den Residuensatz anwenden:

oo iux iuz : 2
e Res e . _ 1 U .
d.Z‘II’]TII‘eS = Tires |z 1—1——20——214—... = Trl.

oo & Fax z=0 z z2=0 1! 2!

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale

/ cos(ux) de—0 und / sin(ux) e

X x

= Tr.
—00

Fir v < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fir v = 0 ist alles klar.

© Dieses Integral konnten wir zuvor noch nicht ausrechnen [B149), jetzt
aber ganz leicht! Diese vielseitige Rechentechnik fihren wir in §F4 aus.

Dieses eindimensionale reelle Integral war zunachst au3erhalb unserer
Reichweite. Erst durch die effiziente Behandlung als zweidimensionales
komplexes Integral 16st sich nun alles in Wohlgefallen auf!

© Der Residuensatz ist ein allgemeines und machtiges Werkzeug.
Die obigen Beispiele motivieren, welche Aspekte wir nun klaren missen,
wenn wir den mathematischen Begriffen auf den Grund gehen wollen:

Der Residuensatz gilt nur fir holomorphe Funktionen f:C > Q — C.
Wie kénnen wir diese Eigenschaft definieren und bequem erkennen?
Wie entwickelt man eine holomorphe Funktion auf B(zy, p) in eine
konvergente Potenzreihe? auf K (z, o, p) in eine Laurent—Reihe?

Wie definieren wir das Residuum? Wie berechnen wir es effizient?
Wie kdnnen wir schlief3lich den Residuensatz beweisen und nutzen?

© Dieses Kapitel entwickelt die nétigen Grundlagen (§F2—-§F3)
und einige wichtige Anwendungen des Residuenkalkils (§F4—§F5).
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400 1
/ s de ="
oo TPt a

/"'OO 1 do — T
e @)@ 1) T ablatb)

o
[t e = T (cosful +sinfu)

Aufgabe: (1) Wie erklaren / begriinden Sie die Konvergenz dieser
Integrale? Gilt sie absolut? uneigentlich? als Cauchy—Hauptwert?

(2) Welche kdnnen Sie bereits mit elementaren Methoden berechnen?
© Die fehlenden gewinnen Sie mit den Methoden dieses Kapitels!

Losung: Zum ersten Integranden f(z) = 1/(z” + a?) finden Sie (dank Substitution) leicht die
Stammfunktion F'(z) = arctan(z/a)/a. Damit gelingt das erste Integral. Das zweite und dritte
sind elementar kaum zuginglich, aber ganz bequem mit dem Residuenkalkiil. Unser
Universalwerkzeug ist der Residuensatz hier fiir Fourier—Integrale rationaler Funktionen (F4K).

/oo dz  «
:c:01+3:2_ 2

/°° dz 27m/3
I:()l—l-x?’_ 9

> > 1 /m
/ cos(xz)dx:/ Sin(:L'Q)dx:§ 5

=0 =0

Aufgabe: (1) Wie erklaren / begriinden Sie die Konvergenz dieser
Integrale? Gilt absolute Konvergenz? oder zumindest uneigentlich?

(2) Welche kdnnen Sie bereits mit elementaren Methoden berechnen?
© Die fehlenden gewinnen Sie mit den Methoden dieses Kapitels!

Losung: Zum ersten Integranden f(z) = 1/(1 + x*) erkennen Sie direkt die Stammfunktion
F(x) = arctan(z). Damit gelingt das erste Integral leicht. Die letzten drei sind elementar kaum
zuginglich, doch Sie berechnen alle erfreulich einfach mit dem Residuenkalkiil.

Die letzten beiden sind die Fresnel-Integrale, die wir bereits seit Kapitel B suchen.
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Ein Hoch auf die komplexe Analysis!

i LN S SIS SIS B
g2k 2060 12020 77
ii — Ittt et = ™ 16449340668
- mtgptet = 5= L
o0

(—1)k 1 1 1 2

=145 — =+ F...=—— = —0.8224670334 . ..

2 k2 Tttt 12

Aufgabe: (1) Wie erklaren / begriinden Sie die Konvergenz dieser
Reihen? Gilt absolute Konvergenz? oder zumindest uneigentlich?

(2) Welche kdnnen Sie bereits mit elementaren Methoden berechnen?
© Die fehlenden gewinnen Sie mit den Methoden dieses Kapitels!

Losung: Den ersten Summanden f(k) = 1/(k* + k) = 1/k — 1/(k + 1) zerlegen Sie sogleich
routiniert in Partialbriiche und finden so die diskrete Stammfunktion F'(z) = —1/k, siche B3B.
Damit gelingt die erste Summe leicht als Teleskop. Die zweite und dritte sind elementar kaum

zuginglich, doch Sie berechnen beide Reihen bequem mit dem Residuenkalkiil, siehe Satz F51.

© Diese phantastischen Rechnungen illustrieren das Eingangszitat:

La voie la plus courte et la meilleure entre deux vérités
du domaine réel passe souvent par le domaine imaginaire.
[Der kiirzeste und beste Weg zwischen zwei
reellen Wahrheiten fiihrt oft durchs Imaginére. ]
Jacques Hadamard (1865-1963)

Damit beschlieBe ich diesen kurzen Crashkurs zum ersten Uberblick.
Sie erahnen nun, was Sie mit dem Residuensatz berechnen kénnen,
und dass sich das Erlernen dieses wunderbaren Kalkuls lohnt.

Holomorphe Funktionen haben viel zu bieten, der Mathematiker:in
ebenso wie der Physiker:in und der Ingenieur:in. Wir wollen uns nun
diese effizienten Rechentechniken Schritt flir Schritt erarbeiten.

Ich hoffe, wie so oft, Sie sind bis in die Haarspitzen motiviert.
Der Weg ist steil, aber das Ziel ist lohnend!
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Beispiel: f(z) = 22, also f(x +iy) = (2 — y?) +i(2xy) Beispiel: f(z) = 23, also f(x + iy) = (2® — 329?) +i(322%y — y3)
In Polardarstellung gilt f(re'?) = 72 ¢*¥. Im Ursprung sieht man die Winkelverdopplung. In Polardarstellung gilt f(re'?) = 72 ¢3%. Im Ursprung sieht man die Winkelverdreifachung.
AuBerhalb bleiben Winkel erhalten, und kleine Quadrate werden in kleine Quadrate iiberfiihrt. AuBerhalb bleiben Winkel erhalten, und kleine Quadrate werden in kleine Quadrate iiberfiihrt.
. . F203 . . F204
Komplexe Funktionen als Abbildungen C — C nustiung| | KOMplexe Funktionen als Abbildungen C — C Ausfiihrung
1z — L : e
Beispiel: f(z) = - = —, also f(z +iy) = ——— +i—5 Beispiel: f(z) = exp(z), also f(z +iy) = e"cosy +ie”siny
=’ 2 2 2 2
z 2z ety e+ y

redeSaull

el

[ X V] )
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. ;?‘t‘"""""‘“
Iy, to

In Polardarstellung gilt f(re'?) = r~! e, Geometrisch entspricht diese Abbildung einer
Spiegelung am Einheitskreis (r — r~!) sowie einer an der reellen Achse ('¢ — ¢~'?).

Das entspricht der Polardarstellung mit Radius e” und Winkel y. Fiir jede komplexe Zahl
w € C~ {0} existiert z = « + iy € C sodass w = exp(z) = e”(cosy + isiny) gilt.
Genau dann gilt exp(z) = exp(Z), wenn z — Z = k - 2ni fiir ein k € Z. (Satz F2K)
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Komplexe Differentiation

Definition F2A: komplexe Ableitung
Sei () C C offen und f:Q — C eine komplexe Funktion. Wir betrachten

i flzn) — f(z)

Zn—Z2 Zn — 2
zn €ON{z} "

Wir nennen f im Punkt z € 2 komplex differenzierbar, wenn dieser
Grenzwert existiert fur jede Folge z,, — z mit z,, € Q und z,, # z.

Dieser Grenzwert heif3t dann die komplexe Ableitung, geschrieben

flo) — 1 1O 1@ _ o fetuw) - 1)
(=2 (—z w—0 w
(#z WY
Beispiel: Fir f(z) = 2 gilt f'(z) = 2z, denn =" =+ 2 — 2z.
Allgemein: Fir alle n € Nund f(z) = 2" gilt f/(2) = nz""1, denn
CQ : z = ZCkilznfk — n2" b fur¢ — 2.
k=1

Satz F2B: komplexe Ableitungsregeln

Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit, aber nicht umgekehrt.
Die Ableitung ist linear und erflillt Produkt- und Kettenregel:

[af])(2) =af' () firaeC,  [f-g]'(2) = f'(2)g(2) + f(2)g'(2),
[f+9)(2) = f(2)+d(2), [hog]'(z) =1 (g9(2) - ¢'(2)-
Hierbei seien f, g im Punkt z € C komplex diff’bar und h im Punkt g(z).

Der Nachweis dieser Regeln verlauft wértlich wie im reellen Fall.
Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis §2.2.

Aufgabe: Fir f(z) = 27" folgt f'(z) = —nz"""! in jedem Punkt z # 0.
Losung: Aus =" - f(z) = 1 folgt dank Produktregel
- f'(z) =0.

Diese Gleichung losen wir auf zu f/(z) = —nz~1f(z) = —nz "L,

nz" . f(2) + 2"
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Holomorphe Funktionen

Definition F2¢: Holomorphie

Sei Q c C offen. Eine komplexe Funktion f:Q — C hei3t holomorph,
wenn sie auf ganz Q komplex differenzierbar ist und f': Q — C stetig.

Aufgabe: Ist jedes komplexe Polynom holomorph?
f(z)=ao+ a1z +a2® + -+ ap2"
Lésung: Ja, f ist auf ganz C holomorph mit der Ableitung
f'(z) = a1 +2a2z + - - + nayz".
Aufgabe: Ist jedes komplexe Laurent—Polynom holomorph?
fz)=a_pz""+---+ a1z V4ag+aiz+-+apz"
Losung: Ja, f ist auf C* = C ~ {0} holomorph mit der Ableitung

n—1

fl(2)=—na_pz "' — i —a_127 % +a1 + -+ na,2".

© Gleiches gilt fir konvergente (Laurent-)Potenzreihen, also n — co.

Korollar F2D: Eigenschaften holomorpher Funktionen
Holomorphe Funktionen f, g:Q — C sind insbesondere stetig.

Linearkombination, Multiplikation und Komposition holomorpher
Funktionen ergeben wieder holomorphe Funktionen. Dabei gilt:

[af]" = af’, [f-9]" = Ffa+fd,
[f+g] =F+d, [hog]' = (W og)-d.

© Soweit verhalt sich die komplexe Ableitung genau wie die reelle.
Insbesondere fir (Laurent-)Polynome gelten dieselben Rechenregeln.
Wir wollen dies gleich auch fiir (Laurent-)Potenzreihen festhalten.

/\ Wir werden sodann als fundamentalen Unterschied zu R ausnutzen,
dass wir in C in zwei linear unabhangige Richtungen ableiten kénnen.
Dies impliziert die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen und wird
unsere Integralsatze in der Ebene (Green / Gaul3) zum Einsatz bringen.
Dadurch entfalten sich viel starkere GesetzmaBigkeiten als im Reellen.
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Sei f:C D Q — Cim Punkt z € C komplex differenzierbar:

w—0
weC~{0}

Dann ist f im Punkt z € C insbesondere partiell differenzierbar:

flz+71)—f(2) _9f fletis) — f(z) _ 10f

li =
0 r or is idy

r—0
reR~{0}

(), lim
s—0
seER~{0}

(2)-

Beide stimmen mit f’(z) Uberein! Fir f = u + iv gilt also
oy L Oy _Ou v 1OF v du
f(Z) 8$(z)_ 8$(2)+18$(2) - 18y(2)_ 8y(z) lay(z)
Dies sind die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

@_@ v Ou
or Oy’

oz~ oy’

© Dieses Kriterium ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend.
Damit kénnen wir leicht Gberprifen, ob f:C O Q — C holomorph ist!

Satz F2e: Cauchy—Riemann-—Differentialgleichungen
Sei Q2 C C offen. Die komplexe Funktion f:Q — C zerlegen wir in
flz+1iy) = u(z,y) + iv(x,y) mit u,v: Q2 — R. Dann sind &quivalent:
1 Die Funktion f: — C ist holomorph, das heif3t
auf ganz Q komplex differenzierbar mit stetiger Ableitung f’.

2 Die Funktionen u,v: ) — R sind stetig partiell differenzierbar
und erflllen die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen.

Nachrechnen: Die Implikation ,,(1) = (2)“ haben wir ausgerechnet.

Die Umkehrung ,,(2) < (1)" erhalten wir aus der Taylor—Formel:

Firw =r+1is qilt f(z 4+ w) = f(2) + 0 f(2)r + 0y f(2) s + o(|w]).

Dank 9, f = i0, f folgt f(z + w) = f(z) + 3(8, —10,) f () w + o(|w]).
Fur w — 0 gilt somit (f(z + w) — f(2))/w = £(0x —i9y) f(2).

© Einfach und praktisch: Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

Ubersetzen verlustfrei komplexe in reelle Differenzierbarkeit und zurick!
Wir nennen 9. = 3 (9, —10,) die Wirtinger—Ableitung nach z, siehe F2F.
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Es gibt mehrere &quivalente Formulierungen der CR—Gleichungen
O = Oyv, Ogv = —0Oyu.

Sie besagen, dass die Jacobi—Matrix eine ganz spezielle Form hat:

g Ozu  Oyu _[a —b
Ozv Oyv b a )’
© Die Determinante ist a® + b? = | f'(2)|?> > 0. Es handelt sich um eine
Drehung gefolgt von einer Streckung um den Faktor |f/(z)|. Dies erklart,

warum im Falle f’(z) # 0 die Abbildung f die Winkel erhalt und kleine
Quadrate in kleine Quadrate Uberfuhrt, wie in obigen Graphiken gezeigt.

Das Vektorfeld f = (u, —v): Q2 — R? ist divergenz- und rotationsfrei:

div(u, —v) = +0,u — yv = 0,
rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.

© Genau diese Eigenschaft nutzen wir im Residuensatz, siehe F3A.

Aufgabe: (1) Ist die Funktion f:C — C: z — 22 holomorph?
(2) Ist f(z) =z holomorph? (3) und e* ¥ = e cosy + ie” sin y?
Lésung: (1) Wir finden u(z,y) = (22 — y?) und v(z,y) = 2zy und somit

<8wu 6yu) <2:1: —2y> div(u, —v) = +0,u — Oyv = 0,
= also
Ozv Oyv 2y 2z rot(u, —v) = —0,v — Oyu = 0.
Die Funktion f(z) = 2% ist holomorph. © Das wussten wir schon!
(2) Wir finden u(z,y) = = und v(z,y) = —y und somit
<8l,u ayu> <1 0 > div(u, —v) = +0,u — Oyv = 2,
= also
Ozv  Oyv 0 -1 rot(u, —v) = —0zv — dyu = 0.
Die Funktion f(z) = z ist nicht holomorph. © Erstes Gegenbeispiel!
(8) Auch e* ¥ = e cos y + ie® siny ist holomorph:

e Oyu) _ (e cosy - e’ siny also div(u, —v) =0,
Ozv Oyv e’ siny

e” cosy rot(u, —v) = 0.
© Das folgt auch direkt aus der Exponentialreine e* = Y2 2* /k!.
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Der inhomogene Integralsatz von Cauchy

Satz F2F: Wirtinger—Ableitungen
Wir definieren die Wirtinger—Ableitungen nach z und z durch

9. = 3(0; —i9y) und 0z := 3(8, +10,).
(0)Esqilt0,z=1und 9,z = 0 sowie 0>z = 1 und 9z z = 0.
(1) Ist f:C D Q — C komplex differenzierbar, so gilt

f'=0.f und 0:f=0.

(2) Ist umgekehrt f:C D 2 — C nach x und y partiell differenzierbar, so
sind die Cauchy—Riemann—Gleichungen F2E aquivalent zu 0z f = 0.

Beweis: Fir f = u + iv rechnen wir gewissenhaft nach:
8.f = 3(85 —10y) (u + 1) = 3(Bpu + yv) + 5 (8pv — dyu)
Ozf = 1(9, +10y) (u + iv) = 3 (dpu — yv) + 4 (0pv + Oyu)

© Somitist 9-f = 0 dquivalent zu den Cauchy—Riemann—-Gleichungen
Opu = Oyv, O,v = —0yu. Ist f komplex differenzierbar, so folgt 0. f = f.

Satz F2G: inhomogener Integralsatz von Cauchy

Sei 2 C C offen und darauf f:Q — C stetig partiell differenzierbar.
Fir jedes Kompaktum D C Q mit stickweise glattem Rand gilt:

f()dz =2 /D 8F (@, 9) d(z,3)

oD

Beweis: (2) Fir f = u + iv und dz = dx + idy rechnen wir nach:

flz)dz =

Ll\

= /Drot(u, —v)d(z,y) + i/DdiV(u, —v)d(z,y)

Gaull

/ (udz —vdy) + i(udy +vdx)
oD oD

s 21 [ ugta) e

© Ist f holomorph, so gilt 9:f = 0, und das Integral verschwindet! (F3A)
Erfreulicherweise gilt sogar die Umkehrung, siehe den folgenden Satz.
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Satz F2H: Aquivalente Kriterien fiir Holomorphie
Sei Q) C C offen. Die komplexe Funktion f:Q — C zerlegen wir in
flz+iy) = u(z,y) +iv(x,y) mit u,v: Q — R. Dann sind aquivalent:
1 Holomorphie: Die Funktion f ist holomorph, das heif3t
auf ganz Q2 komplex differenzierbar mit stetiger Ableitung f’.

2 Komplexe Differenzierbarkeit: Die Funktion f ist auf ganz Q
komplex differenzierbar (ohne die Stetigkeit von f’ zu verlangen).

3 Analytizitat: Die Funktion f Iasst sich in jedem Punkt z5 € Q in
eine konvergente Potenzreihe entwickeln, f(z) = >3, ax(z — 20)".

4 Glattheit: Die Funktion f ist beliebig oft komplex differenzierbar.

5 Cauchy-Riemann: Die Funktionen u, v sind stetig partiell
differenzierbar und erfiillen d,u = d,v und 0,v = —9Jyu.

6 Looman—Menchoff: Die Funktion f ist stetig, die Ableitungen
0. f und 9, f existieren und erfillen 0, f +id, f = 0, kurz 9z f = 0.

7 Morera: Die Funktion f ist stetig und flr jedes Rechteck R C Q2
verschwindet das komplexe Wegintegral ¢, f(z) dz = 0.

© Zu prifen ist, ob eine vorgelegte Funktion f:Q — C holomorph ist.
Je nach Bedarf kénnen wir hierzu jedes dieser sieben Kriterien nutzen!
Das 6ffnet mehrere Zugéange zu den Werkzeugen der Funktionentheorie.

Diese sieben Bedingungen scheinen zunachst sehr verschieden
und unterschiedlich stark. Es ist daher Uberaus bemerkenswert,
dass all diese Bedingungen aquivalent sind zur Holomorphie (1).

Die Eigenschaft der Holomorphie ist demnach robust und fundamental.
Wir haben bereits die Aquivalenz (1) < (5) nachgerechnet. (Satz F2E)
Wir werden weiter unten die Aquivalenz (1) < (3) zeigen. (Satz F3E)
Die Implikationen (3) = (4) = (1) sind dann klar (dank Satz F2J).

Die weiteren Kriterien nenne ich hier nur zur lllustration und Abrundung.
Zum Beispiel garantieren (1) < (2) und (5) < (6), dass wir die Stetigkeit
der Ableitungen nicht gesondert fordern bzw. nachweisen missen (F5cC).
Formulierung (7) kommt ohne Ableitung nur mit Integralen aus (F5B).

[ L] Ausfiihrliche Beweise und Erlauterungen finden Sie in den meisten
EinfGhrungen zur Funktionentheorie, etwa von Janich oder Remmert.
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Besonders schéne und einfache Funktionen sind Polynome: Viele wichtige Funktionen lassen sich als Potenzreihen darstellen:
n o0
1 N
f(z):Zakzk:a0+alz+a222+...+anz” : :sz =14z+224234...  fur|z| <1,
—Z
k=0 k=0
Manchmal bendtigen wir etwas allgemeiner auch Laurent—Polynome: 2 (—1)k+! L2 3
n ln(l—i-z):ZTzk :z—§+§—z+...fﬂr\z|<1,
f(z) = Z apzf =a 2z "t a1z T+ o an_12" T+ an2” k=1
ok 2 3
k=—n z Z z
. , . o . = — =1 —+—+... furzeC,
© Wir vollziehen mutig und umsichtig den Grenziibergang n — oo. exp(2) kzo k! tet 2 + 3! * :
Besonders schéne und einfache Funktionen sind Potenzreihen: < (L) B 5 T
0 sin(z) =Y 2l —, 2 4 2 4 firzeC,
f(z):Zakzk:ao+a1z+agz2+... %(2k+1)! b5t 7
=0 2 (—1)F 22 2t 20
Manchmal bendtigen wir etwas allgemeiner auch Laurent—Reihen: cos(z) = Z 2h)] 22k =1- 5 + TRl +... furz e C.
00 k=0 ’
f(z) = Z apz’ = .. +az+a1z fag+arz+ a4 ... Hieraus folgen die Euler—-Formel exp(iz) = cos z + isin z flr alle z € C,
k=—00 das Potenzgesetz > = ¢ e¥ [F222], speziell e*™¥ = e”(cosy + isiny),

© Fur die Konvergenz und das Rechnen gibt es einfache Regeln.

sowie die Additionstheoreme fir sin und cos B125], und vieles mehr.
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Satz F2i: Konvergenz von Potenzreihen
Eine Potenzreihe ist eine (zunachst formale) Reihe der Form

k=

o

Sie ist gegeben durch ihren Entwicklungspunkt z;, € C und
ihre Koeffizienten a; € C fir k£ € N. |hr Konvergenzradius ist

p = 1/limsup Vlag| € [0,00].
k— o0

Die Reihe konvergiert absolut fur alle z € C mit |z — 2| < p.
Hingegen divergiert die Reihe fur alle z € C mit |z — zo| > p.

Fiir Randpunkte |z — 29| = p kann beides passieren; hier ist keine einfache Aussage moglich.
(Antworten iiber das subtile Verhalten auf dem Kreisrand gibt die Theorie der Fourier—Reihen.
Allgemein gehort die Konvergenz solcher Reihen zu den schwierigsten Fragen der Analysis.)
Im Falle p = oo ist B(zo,00) = C die gesamte Ebene, und die Reihe konvergiert iiberall.

Im Falle p = 0 ist B(zo, 0) leer und die Reihe konvergiert nur im Entwicklungspunkt zq.

© Potenzreihen verhalten sich wie Polynome (von unendlichem Grad).
Auf ihrem Konvergenzgebiet kbnnen wir mit Potenzreihen gut rechnen,
wie Ublich addieren, multiplizieren, verknlpfen, insbesondere ableiten.

Satz F2J: Ableitung von Potenzreihen
Sei 2 = B(zp, p) mit 0 < p < co. Jede konvergente Potenzreihe

F1Q=C mit f(z) =) ar(z—2)" firallezeQ,
k=0
ist auf © holomorph. lhre Ableitung ist gegeben durch
f:Q—=C mit f(z)= Zkak(z —20)* ! firalle z € Q.
k=1

Auch diese ist auf Q2 holomorph, somit ist f beliebig oft differenzierbar.
Die Funktion f bestimmt die Koeffizienten vermége a; = f*)(z)/k!.
Unsere Potenzreihe ist somit die Taylor—Reihe der Funktion f.




F221
Erinnerung

Rechnen mit Potenzreihen

F222
Erinnerung

Die komplexe Exponentialfunktion

[[] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §1.14.
Nach Verschieben kdnnen wir als Entwicklungspunkt zp = 0 annehmen:

E ak Z—ZO
')

fz)=flzo+2) =) apt.

k=0

f:B(z0,p) > C, f(z wird verschoben zu

f:B(0,p) = C,

Aufgabe: Wie werden Potenzreihen addiert bzw. multipliziert?
Lésung: Addition erfolgt wie Ublich bei konvergenten Reihen:

Zakz —I—Zbkz —Zak—l—bk)zk

k=0 k=0
Multiplikation dank Umordnungssatz A2N fir abs. konvergente Reihen:

(Sn): (f; ) =3 ( 5 o)

=0 Nitj=k

Aufgabe: Aus der Exponentialreihe folgt die Funktionalgleichung

firalle z,weC.

exp(z + w) = exp(z) exp(w)

Nachrechnen: Dank Umordnungssatz und binomischer Formel gilt:

SRRt
n=0 k+~f=n
anz<>k o Z;'(z—kw) = exp(z +w).
n=0 n=0

© Dies entspricht dem Potenzgesetz, daher die Kurzschreibweise

e® = exp(z) und "W = % e,

© Zusammen mit der wichtigen Euler—Formel exp(iz) = cos z + isin z
erhalten wir hieraus sofort Additionstheoreme fir sin und cos.
(Wiederholen und beweisen Sie diese als lehrreiche Ubung.)
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Aufgabe: Aus der Exponentialreihe folgt die Ableitungsregel

d
P exp(az) = aexp(az).

Nachrechnen: Dank Ableitungsregel F2J fir Potenzreihen gilt

d (a2) d < akF d akzk
—e€ az) = — = —_—
az P dz ! dz K
k=0 k=0
0 k_k—1 00k k
a’'z a’'z
:Z(k—l)! :az o = aexp(az).
k=1 k=0
In Kurzschreibweise erhalten wir die vertraute Formel
d az eCLZ
et —qa
dz

© Das ist eine charakteristische Eigenschaft der Exponentialfunktion.
Wir werden sie insbesondere fur Differentialgleichungen ausnutzen!

Satz F2k: Bild und Kern der Exponentialfunktion

(1) FOr jede komplexe Zahl z € C \ {0} existiert w = u + iv € C, sodass
z = exp(w) = e"(cosv + isinv) gilt, also eine Polardarstellung von z.

(2) Genau dann gilt exp(w) = exp(w), wenn w —w = k- 27i flr ein k € Z.
(3) Lokal um den Entwicklungspunkt 1 ist der komplexe Logarithmus

In:B(1,1) » C, In(l+2)= Z,il GOk

eine Umkehrfunktion, das heiB3t exp(In(1 + z)) = 1 + z fir alle |z| < 1.

Aussage (1) bedeutet: Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C* = C ~ {0} ist surjektiv.
Wir konnen daher jede komplexe Zahl z € C ~\ {0} in komplexen Polarkoordinaten darstellen.
Aussage (2) besagt, dass exp nicht injektiv ist, und benennt den Kern ker(exp) = Z2mi.

Das ist dquivalent zur vertrauten Periodizitét der reellen Winkelfunktion cos,sin: R — R.

Im reellen Fall ist exp : R — R+ bijektiv und erlaubt eine Umkehrfunktion In: R~¢ — R.

Im komplexen Fall ist dies global auf C unmoglich, da exp nach (2) nicht bijektiv ist, aber es
gelingt immerhin lokal mit Hilfe der in (3) angegebenen Potenzreihe: Dies rechnet man (etwas
miithsam) nach durch Einsetzen der beiden Potenzreihen, oder (viel einfacher) durch Ableiten:
f(z) = exp(In(1 + 2))/(1 + 2) erfiillt £(0) = 1 und f’(z) = 0. Berechnen Sie’s zur Ubung!
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Argument ¢ (2)

. =

Die reelle Exponentialfunktion exp: (R,0,+) — (Rso, 1, -) ist bijektiv,
ihre Umkehrfunktion ist der reelle Logarithmus In: (R>,1,-) — (R, 0, +).
Die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C* = C ~\ {0} ist surjektiv:
w = u + iv — e = e¥(cos v + isinv) beschert uns Polarkoordinaten!
Sie ist jedoch nicht injektiv, ganz im Gegenteil: Sie hat Periode 2xi (F2K).
Zu z € C* gibt es also nicht nur einen Logarithmus w € C mit e* = z,
sondern unendlich viele, namlich exp~!({z}) = {w + k- 27i |k € Z }.
Man kdnnte nun far jedes z € C* willkirlich einen Logarithmus w € C
mit e = z wahlen, aber das kann global auf C* nicht stetig gelingen!
Zwecks Stetigkeit missen wir das Definitionsgebiet einschranken:

Definition F2L: Zweige des komplexen Logarithmus

Sei 2 C C* ein Gebiet, also eine offene zusammenh&ngende Menge.

Eine stetige Funktion f:C* > Q — C mit e/(?) = = heiBt ein Zweig des
Logarithmus auf Q2 oder auch eine Logarithmusfunktion auf €.

Eine stetige Funktion ¢ : C* > Q — R mit z = |z| e¥(*) heiBt ein Zweig
des Arguments auf Q2 oder auch eine Argumentfunktion auf (2.

V.
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Aufgabe: (1) Wie entsprechen sich Argument und Logarithmus?
(2) Sind sie auf  eindeutig? (3) bis auf eine additive Konstante?

Losung: (1) Ist ¢ : 2 — R eine Argumentfunktion, so ist f: Q2 — C mit
f(2) = In|z| +ip(2) eine Logarithmusfunktion. Ist umgekehrt f:Q — C
eine Logarithmusfunktionen, so gilt z = e/ (?) = eRef(2) (1 Imf(2) f(ir » € Q,
also folgt |z| = eRe/(*) und ¢(z) = Im f(z) ist eine Argumentfunktion.
(2) Ist f:Q — C eine Logarithmusfunktion auf 2, so auch g = f + 27ik
fiir jede Konstante k € Z, denn g ist stetig und e9(*) = ef(2) 27k — 5

/\ Da es auf Q mehrere Logarithmusfunktionen gibt, sagen wir betont
eine Logarithmusfunktion und bewusst nicht ,die“ Logarithmusfunktion.
(3) Seien umgekehrt f, g: Q — C zwei Logarithmusfunktionen auf .

In jedem z € Q folgt e9(2)~f(2) = ¢9(2) e=F(2) = 9(2) J f(2) = 2/ =1,
Dank Satz F2K gilt demnach g(z) — f(z) = k(z) - 2xi fUr ein k(z) € Z.
Mit f,gistauch k = (g — f)/27i:Q — Z stetig, also lokal konstant.

Da wir 2 als zusammenhangend voraussetzen, ist k konstant.

© Kennen wir also auf Q eine Logarithmusfunktion f:Q — C,
so kennen wir bereits alle, ndmlich f, = f + k- 2xri mit k € Z.

Ubung: Priifen und erklaren Sie die folgenden Konstruktionen!

Satz F2m: Zweige des komplexen Logarithmus
Die folgenden Abbildungen sind Argumentfunktionen:

90 : Cre>0 — R, T+ iy — arctan(y/x)

9o Cim>o = R, x + iy — +7/2 — arctan(z/y)
g—nfp: Cm<o — R, T + iy — —m/2 — arctan(z/y)
go(z) fir Re(z) > 0
0:C\Rco = R, ¢o(2) = { gnp(2)  flrIm(z) >0,
g—npp(z) fOrIm(z) <0

Wir erhalten den sogenannten Hauptzweig der Logarithmusfunktion
Ing: C N\ R<p — C mit Ing(z) = In|z| + ipo(z). Zu jedem Winkel 6 € R
existiert entsprechend genau ein Zweig der Logarithmusfunktion
Ing:C N\ Rgp - el — C mit Ing(el?) = i6, namlich Ing(2) = Ing(z e %) + if.
Er bijiziert den Sektor C \ R« - ¢! auf den Streifen R x |6 — 7,6 + 7.
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Aufgabe: Wie finden Sie Nullstellen quadratischer Polynome p € C[z]?
Lésung: Zu gegebenen Nullstellen (21, z2) € C? bilden wir das Polynom

p(2) = (z—21)(z — 20) =az’> + bz + ¢ € C[¢]
mita =1und b= —z; — 29 und ¢ = z129. Sind umgekehrt a, b, c € C mit

a # 0 vorgelegt, so finden wir beide Nullstellen z;, 2z, € C von p durch

(o020} = {—bi \TQ - 4ac}'

Wir stehen daher vor der Aufgabe, zu jeder komplexen Zahl z € C eine
n—te Wurzel zu konstruieren, also eine komplexe Zahl w € C mit w™ = z.
Far n = 2 gelingt dies leicht wie folgt: Fir z,y € R und y > 0 setzen wir

z=xxily — w:\/|z|;—xii\/|z|2—x.

© Wir nutzen die reelle Wurzelfunktion v/ :R>9 — R>¢ und erhalten
eine stetige komplexe Wurzelfunktion /" : C \ R.g — C mit (1/2)? = 2.
A\ Fir z € Rg ist die Zuordnung z — +iy/|z| zweideutig bzw. unstetig.

Aufgabe: (1) Fir n € N>, ist die reelle Potenzfunktion p:R>¢ — R>g
mit z — 2" bijektiv, ihnre Umkehrfunktion ist die Wurzelfunktion y — /3.
(2) Die komplexe Potenzfunktion p: C* — C* mit w — w™ ist surjektiv
aber nicht injektiv: Zu z € C* existieren genau n Wurzeln w mit w" = z.
Loésung: (1) Die Funktion p ist stetig, monoton dank p/(z) = nz"~! > 0
far z > 0, also insbesondere injektiv. Zudem gilt p(0) = 0 und p(z) — o
fir z — oo. Dank des Zwischenwertsatzes ist p: R>g — R>( surjektiv.

(2) Zu jedem z € C* existiert ein Logarithmus a € C mit e* = z (F2K).
Fir w = e¥/™ gilt demnach w" = (/)" = ¢® = 2. Jede andere Wahl
a = a+ 2rik fhrt zu w' = we2™*/" wobei k = 0,1,...,n — 1.

Definition F2N: Zweige der n—ten Wurzelfunktion

Eine stetige Funktion g: C* D Q@ — C* mit g(2)" = z heiBt ein Zweig der
n—ten Wurzel auf ) oder auch eine n—te Wurzelfunktion auf (.

Jede Logarithmusfunktion f:C* > Q — C mit e/(¥) = z, nach F2m etwa
f = Ing, beschert uns eine Wurzelfunktion g(z) = e/(3)/? mit g(2)" = 2.
Die anderen Zweige erhalten wir durch el/(2)+27ik)/n — g( ) g27ik/n
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Aufgabe: Flr jede komplexe Zahl z € C* gilt z - 1/z = 1, also scheinbar

Vz-1/z = Vz-\/1/z.

Was erhalten Sie fir z = 1? Was geht schief fir z = —1? Gilt etwa

= V1= (1) =vV1-vV-1=ii=-1 2
Beobachten Sie diese Gleichung langs des Weges z = 7(t) = e™.

Lésung: Das Problem ist die Mehrdeutigkeit der komplexen Wurzeln!
Wir betrachten den Weg 7 : [0, 1] — C* mit (t) = ™ von ~(0) = 1 nach
v(1) = —1. Fr das Inverse gilt demnach 1/~(t) = e~". (Skizze!)

Langs des Weges ziehen wir stetig die Wurzel gemaB /7 (t) = e™/2
und entsprechend \/1 /v (t) = e~™/2, Wahrend des gesamten Weges
gilt \/~ (t) - /1/v (t) = 1. Am Endpunkt ¢ = 1 erhalten wir die Gleichung

L=/v(1)-V1/7 (1) =i- (=)
Fir andere Wege erhalt man alternativ 1 = (—i) -i. © Alles wird gut.
Dies ist die Methode der analytischen Fortsetzung Iangs eines Weges.

Aufgabe: (1) Jeden Weg  : [a, b] — C* mit Startpunkt v(a) = zp = “°
kdnnen wir eindeutig hochheben zu einem Weg In~ := 4 : [a, b] — C mit
Startpunkt 4(a) = wo und e7*) = ~(t) fiir alle t € [a, b], némlich:

t 7
F(t) = w0~|—/ de _ w0+/ V(S)ds.
vlla,t] # a ’Y(S)

Fir jeden anderen Weg 4 mit ¥ = v gilt 4 = 5 + k - 2ri fUr ein k € Z.

(2) Jeden Weg v : [a, b] — C* mit Startpunkt v(a) = 2o = w{ kbnnen wir
eindeutig hochheben zu einem Weg 4, = /7 : [a, b] — C* mit Startpunkt
An(a) = wo und der Wurzeleigenschaft (9, (¢))" = ~(¢) fur alle t € [a, b],
namlich 4,,(t) = e(7(O+27k)/n fjr ein geeignetes k € {0,1,...,n — 1}.
Lésung: (1) Fir ¢t = a gilt ¥(a) = wo. Es bleibt, €7 = ~ nachzuprifen.
Die Funktion h(t) = v(t) e~ 7® erfiillt h(a) = 1 und dank HDI zudem

R ()= [y () —~v(@t)7 ()] e 7® =0 fir alle t € [a,b], also h(t) =

[y
Aus 1) = &) = ~(¢) fiir alle t € [a, b] folgt e7()=7() = eV(t)/eW) =1,
also 4(t) — 4(t) = k(t) - 2xi fOr ein k(t) € Z. Mit 4,7 ist auch die
Differenz k = (4 — 7)/2xi: [a, b] — Z stetig, also konstant.
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Motivation: Wir wollen Funktionen auch um Polkstellen entwickeln.
Zum Beispiel z~! oder 2" oder e!/# = 3"%° 2~ entwickelt in zg = 0.

Definition F20: Laurent—Reihe
Eine Laurent—Reihe ist eine (zunachst formale) Reihe der Form

+o00

f(z) = Z ar(z — 20)F.

k=—oc0
Sie ist gegeben durch ihren Entwicklungspunkt z; € C und ihre
Koeffizienten a; € C fir k € Z. Ihr Hauptteil und Nebenteil sind

o0

fu(z) =) aw(z—2)7F, fn(z) =) ar(z — z0)*.
k

k=1 =0

Der Nebenteil ist eine Potenzreihe in u = (z — zy), der Hauptteil ist
demnach eine Potenzreihe in v = (z — z9)~!. Fiir beide gelten die
Rechenregeln fur Potenzreihen, wie wir sie oben ausgefuhrt haben.

Gilt a;, = 0 fur alle £ < 0, so haben wir eine Potenzreihe vorliegen;
fiir die Koeffizienten gilt dann f(zy) = ao und £ (zy) = k! ay.

Treten auch negative Potenzen (z — z)* mit k < 0 auf, so kénnen wir
in die Laurent—Reihe nicht den Entwicklungspunkt z, einsetzen!
Man nennt z, eine Singularitat und unterscheidet drei Typen:

1 Wir nennen z, eine hebbare Singularitat, wenn a;, = 0 far k£ < 0.

In diesem Fall verschwindet der Hauptteil, kurz fz = 0, und
der verbleibende Nebenteil f = fy ist eine Potenzreihe um zj.

Beispiel: f(z) =sin(z)/z = Zzozo(—l)kzzk/@k +1)!linzg=0
2 Wir nennen z; eine Polstelle n—ter Ordnung (n > 1),
wenn a_,, # 0 aber a; = 0 fir alle Indizes k < —n gilt.
Beispiel: f(z) =z "e* =332 2F/(k+n)linz =0
8 Wir nennen z, eine wesentliche Singularitat,
wenn a # 0 fir unendlich viele Indizes k < 0 gilt.
Beispiel: f(2) =e'/z =30 27 */klin 29 = 0

F235

Laurent—Reihen: Konvergenzbereich Erlauterung

F236

Laurent—Reihen: Ableitung Erlauterung

Y
Der Nebenteil konvergiert fur |z — 29| < p mit

p=1/limsup {/|ax|.
k—o0

Der Hauptteil konvergiert fur |z — zg| > o mit

k—o0

D
1%
\Z
M T o = limsup V/]a_g|.

Die Laurent—Reihe konvergiert somit auf dem offenen Kreisring
K(z0,0,p):={z€C|o<|z—2|<p},

wo sowohl Hauptteil als auch Nebenteil konvergieren.
A\ Fir o > pist K(z,0,p) leer und die Reihe konvergiert nirgends!

© Auf ihrem Konvergenzgebiet kdnnen wir mit Laurent—Reihen wie
ublich rechnen: Addition, Multiplikation, Komposition, Ableitung, ...

Satz F2r: Ableitung von Laurent—Reihen
Sei Q2 = K(zp,0,p) mit0 < o < p < co. Jede Laurent—Reihe

FrQ—=C mit f(z)= Y ap(z—2)* firaleze,

k=—o00

ist auf €2 holomorph. lhre Ableitung ist gegeben durch

fiQ—=C mit f'(z2)= > kap(z—2)"" firallez € Q.
k=—0c0
Auch diese ist auf Q2 holomorph, somit ist f beliebig oft differenzierbar.
Eine Stammfunktion zu f existiert genau dann, wenn a_; = 0, namlich

F:Q=C mit F(z)= Y. k‘jfl(z — 2)F furalle z € Q.
kk:;é_—olo
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Aufgabe: Entwickeln Sie die Funktion f:C ~ {1} — C: f(2) =1/(1 — 2)
auf B(0,1) in eine Potenzreihe, auf K(0, 1, c0) in eine Laurent—Reihe.

Loésung: (1) Die geometrische Reihe ist die Potenzreihe

o0
=—— flr|z| <1
z T—> |2

k=0

mit Entwicklungspunkt zo = 0 und Koeffizienten a;, = 1 fur alle & € N.
Die Polstelle von 1/(1 — z) in z = 1 begrenzt den Konvergenzkreis.
Die Reihe konvergiert daher nur fir |z| < 1 und divergiert fur |z| > 1.

(2) Die Funktion f(z) = 1/(1 — z) hingegen existiert auch fur |z| > 1.
Wir kdnnen sie auf K(0, 1, 00) in eine Laurent—Reihe entwickeln.
Statt in Potenzen von z entwickeln wir in Potenzen von 1/z:

Aufgabe: Entwickeln Sie die Funktion f:C~\ {1} - C: f(z) = 1/(z — a)
auf B(0, |a|) in eine Potenzreihe, auf K (0, |a|, c0) in eine Laurent—Reihe.

Losung: (1) Auf B(O la|) erhalten wir die Potenzreihe

1 -1 -1 .
= Z oF Z a F 2R fir 2| < al.

1—z/a
(2) Auf K(0, |a|, 00
1 1 1

1§:a
z—a z l—afz =z 2k
k=0

Zusammenfassend gilt also

o
Z(—aik*l)zk far |z| < |al,
k=0

zZ—a a

) erhalten wir dle Laurent—Relhe

(o]
= Zakz_k_l far |z| > |al.
k=0

1
1 -1 1 S SN I S far [z| > 1 I =S
= — = — — = —Zz z Z—a
1—=2 z 1-1/z =z — 2k — Z a1k fir (2] > |al.
k=—1
Diese Laurent—Reihe konvergiert flr |z| > 1 und divergiert fur |z| < 1.
Laurent—Reihen: Beispiele asumeng| | Laurent—Reihen: Beispiele Ausforvong
Aufgabe: Entwickeln Sie die rationale Funktion Wir entwickeln die rationale Funktion y
flz) = 22 5,16 in eine Laurent—Reihe. I3
als Laurent—Reihe auf B(0,2), auf K(0,2,3) sowie auf K(0, 3, c0).
Lésung: Am leichtesten gelingt dies mit der Partialbruchzerlegung: f2
1 1
f(z)_z—3_z—2 i
Dank der vorigen Aufgabe erhalten wir drei gesuchten Entwicklungen: . 5 3 3
( o
filz) = Z(Q_k_l — 37k k far |z] < 2,
k= o
f(2) =4 fo(2) = Z (=27 1)z +Z —37F )2k fir2 < 2] < 3,
k:;ol Je nach gew(inschtem Singularitaten
- k-1 k1N _k .. Konvergenzbereich erhalten wir von f bestimmen
f3(2) - Z (3 —2 )Z fir3 < |Z| drei verschiedene Lésungen fi, fo, fs. die Konvergenzradien!
k=—1
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Satz F2Q: Koeffizienten einer Laurent—Reihe
Sei f: K(z0,0,p) — C gegeben durch die Laurent—Reihe

Flr jeden Radius » mit o < r < p und jeden Index ¢ € Z gilt dann

_ 1 f(2)
“= % /BB(ZO,T) (Z - ZO)Z—H az

© Fir Potenzreihen (F2J) geniigt ableiten, denn aj, = f*)(zq)/k!.
Bei Laurent—Reihen extrahiert das Integral fir uns die Koeffizienten.

© Natirlich bestimmen die Koeffizienten (ay)rez die Funktion f.
Dank F2qQ bestimmt die Funktion f alle Koeffizienten (ay)xez-

© Umgekehrt kdnnen wir dies nutzen, um jede holomorphe Funktion
f:K(z0,0,p) — Cin eine Laurent-Reihe zu entwickeln (Satz F3E).

Nachrechnen: Wir setzen ein und rechnen es aus (dank Satz F1B):

1(2) / { 3 k—é—l]
v~ 7 (12 e a2z — Z (12
/BB(ZO,T) (2 = 20)! 9B(z0,7) k:zoo . "
- Y [ / (z—zw’f—ﬁ‘ldz] = 27ia
e oo 0B(zo,T)

Wir erahnen hier bereits die Magie der komplexen Funktionen.
Alles wird klar und einfach dank unserer grindlichen Vorbereitung:

© Reihe und Integral vertauschen dank absoluter Konvergenz (D1A).
Die Integrale f8B(zo r)(z — 20)* haben wir oben ausgerechnet (F1B).
© Beim Wegintegral von f um z; bleibt nur der Term 2ria_; zuriick.
Deshalb hei3t a_; das Residuum (das ‘Zurlickbleibende’) von f in z.

© Division durch (z — z)¢ verschiebt alle Exponenten der Reihe,
so dass der gewilinschte Koeffizient a, nun zum Residuum wird.
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Laurent—Koeffizienten und Residuen Ubung

Aufgabe: Seia € C und n, k € N sowie r € R-(. Berechnen Sie

1 (z+a)"
uEm]

— dz.
271 JaB(o,r)

Lésung: Fir (z + a)™ nutzen wir den binomischen Lehrsatz. Es gilt
(Z + a)n — Z <n> Z]a,n_], also % — Z <n> ]—k—lan—ﬂ‘
=0 M o =0
Das Integral gelingt leicht dank Linearitat und obiger Formeln:

1 (z+a)" 1

n
n . .
dz = — E ) zj_k_la”_j} dz
2mi aB(o,r)[ <J>

Sk+1 :
j=0

PV 27 Jop(o,r) k

© Wir integrieren hier ein Laurent—Polynom, die Konvergenz spielt
daher zunachst noch keine Rolle. Es genugt die Linearitat des Integrals.

2mi Jopom

Aufgabe: Sei a € C und k£ € N sowie r € R-(. Berechnen Sie

1 eaz
k+1

- dZ.
2mi 8B(0,r) #

Loésung: Dank Exponentialreihe gilt

Das Integral gelingt leicht dank obiger Formeln:

1 e 1

o
al
271 Jop(o,) 21! 2 Jap(o,r) JZ:% J!

0 j k
:Zaj[l/ ijldz} .
= gt 1271 Japor k!

© Wir integrieren hier eine Laurent—Reihe. Sie konvergiert absolut in
jedem Punkt z € C ~ {0}. Daher vertauschen Reihe und Integral.
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Satz F3A: Integralsatz von Cauchy

Sei 2 C C offen und darauf f:Q — C eine holomorphe Funktion.
Far jedes Kompaktum D C Q mit stickweise glattem Rand gilt:

f(z)dz=0
oD

Nachrechnen: Fir f = u + iv und dz = dx + idy rechnen wir nach:

/aD f(z)dz II%

(3;1.1 / I'Ot(u7 —'U) d(a’;’y) —|— 1/ diV(U, _U) d(CE,y)
" JD

D

/ (udr —vdy) + i(udy + vdx)
oD

!

=

0

Das ist die Grundlage des Residuensatzes F4D: gar keine Singularititen! Fiir Anwendungen der
Stromungsmechanik, wie die Kutta—Formel Q1C, schwichen wir die Voraussetzungen etwas ab:
Es geniigt f : D — C stetig und auf D holomorph. Beweisidee: Wir parametrisieren &D durch 8.
Zu € > 0 finden wir ein Kompaktum C' € D mit stiickweise glattem Rand, parametrisiert durch
ymit|[ f— [; f| < e DankF3agilt [ f=0.Aus|[; f| <efirallee > 0folgt [, f = 0.

Satz F3B: Integralformel von Cauchy

Sei 2  C offen und f: Q2 — C holomorph. Sei D C Q2 kompakt mit
stliickweise glattem Rand. Fir jeden Punkt zy € © ~ 9D gilt dann

1 (2) o4, _ { f(zo) firzo € D,

27 Jop 2z — 20 0 far zo ¢ D.

© Das ist ein bemerkenswerter Integralsatz. Die Funktionswerte f(z)
auf dem Rand 0D bestimmen bereits alle Werte f(zp) im Inneren D!
Einfache Anwendungsbeispiele: Fur f = 1 erhalten wir erneut

1 1 1 flr 29 € D,
P dz = IE(ZO) = ..
271 Jop 2 — 20 0 firzy ¢ D.
Das verallgemeinert die fundamentalen Integrale (Satz F1B) sowie die
reellen Arbeits- und Flussintegrale E317. Weitere Anwendungsbeispiele:

z 1 2 .
/ C dz = 27ie = 2, / dz = = _oni
9B(0,1) % 8B(0,1) ZCOS 2 cos(0)
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Da die linke Seite gar nicht von r abhangt, schlieBen wir daraus

f(z)

Die Integralformel von Cauchy nstinung| | Di€ Integralformel von Cauchy Ausfiihrung
Beweis: Wir folgern die Integralformel F3B aus dem Integralsatz F3A. Da h auf E holomorph ist, gilt dank Cauchys Integralsatz F3A:

Der Integrand h(z) = f(z)/(z — z) ist holomorph auf 2 \ {2y} (F2D).

and hz) = 1(2)/(= = z0) P tzo} (F20) o:/ h(z)dz:/ h(z)dz—/ h(z)dz
Erster Fall: Fir zo ¢ D ist h holomorph auf D, also [, h(z) dz = 0. OF oD 9B (z0.7)
' [

Das ist Cauchys Integralsatz F34, reell also Green und GauB! Das gesuchte Integral kénnen wir durch diesen Trick ausrechnen:
Q Q. o it ,
e L 3 JE) g / @ g, [Tt re) ey
} — } } : 8D % — 20 0B(z0,r) Z =20 t=0 re

| = ! - 3 o ,

\ ‘ ! | \ } } | — i it 1 X

| i — | | o | i - f(zo+re®)dt = 271 f(z0)

Zweiter Fall: Fir zo € D wahlen wir r > 0 so klein, dass B(z,r) C D.

Die Restmenge E = D ~\ B(zp,r) ist kompakt mit stlickweise glattem

Rand OF = 0D U 0B(z, r). Orientierung: Die Kreislinie 0Bz, r) wird
hier im Uhrzeigersinn (!) durchlaufen, sodass E links davon liegt.

———dz =27 f(z0).
D % — 20
© Dank unserer Werkzeuge ist die Rechnung kurz und schmerzlos.
Wir brauchen: komplexe Wegintegrale (F1A), holomorphe Funktionen
(F2¢) und hierzu aquivalent Cauchy—Riemann (F2E), sowie Integralsatze
in der Ebene: Green & Gauf3 (E11) und hierzu aquivalent Cauchy (F3A).
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Satz F3c: Fundamentalsatz der Algebra

Zu jedem Polynom f(2) = ag + a1z + asz® + - - 4 a, 2" vom Grad n,
mit beliebigen komplexen Koeffizienten ag, a1, ao, ..., a, € C, a, # 0,
existieren genau n komplexe Nullstellen zq, zo, .. ., 2z, € C, sodass gilt:

f(2) = an(z = 21)(2 — z2) - (2 — zn)

Das ist ein schoner und niitzlicher Satz! Noch schoner und noch niitzlicher wire es, zudem noch
die Lage der Nullstellen zu erfahren. Nur fiir sehr kleine Grade gelingt dies leicht und explizit:
Fiir n = 1 fiihrt die Nullstellensuche zur linearen Gleichung ap + a1z = 0, also z = —ag/a1.

Fiir n = 2 haben wir eine quadratische Gleichung ag + a1z 4 azz* = 0, die wir mit der allseits
beliebten Mitternachtsformel 16sen kénnen: 21,2 = (—a1 &+ y/a? — 4apaz)/(2a2). Das ist eine
nicht-triviale Konstruktion, vor allem durch das Wurzelziehen in C. Wie geht das nochmal?

Fiir Grad n = 3 und n = 4 gibt es dhnliche Formeln (von Cardano und Ferrari) mit dritten bzw.
vierten Wurzeln. Diese Formeln sind leider etwas komplizierter und werden daher selten genutzt.

Fiir Grad n > 5 existieren keine solchen Wurzelformeln mehr! Wir miissen uns im Allgemeinen
damit begniigen, die Lage der Nullstellen ndherungsweise zu bestimmen. Dies hinreichend genau
und moglichst effizient zu erreichen, ist das Grundproblem bei der numerischen Nullstellensuche.

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra dank Umlaufzahl:
Angenommen, f hat keine Nullstelle in C, also f(z) # 0 fur alle z € C.
Dann ist der Quotient h(z) = f/(z)/f(z) auf ganz C holomorph.

Cauchys Integralsatz F3A sagt dann faB(o ") h(z)dz = 0 far alle » > 0.
Flr z = rel’ und |z| = r — oo gilt folgender Grenzwert gleichmaBig in ¢:

_ f/(Z)Z . napz" + (n— 1)an,17;n +--Faz
B f(Z) N anzn+an_1z”—1+...+alz+a0

Fir den Integrationsweg ~ : [0, 27] — C mit y(t) = re' folgt dank D3c:

h(z)z

n.
|z]—00

2w 2w
0= / h(z)dz = / h(re®)retidt — indt = 27in
% t

=0 oo Ji=0
Beides ist nur fur n = 0 moéglich. Das bedeutet: Jedes komplexe
Polynom f von Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle z,, € C.

Polynomdivision ergibt f(z) = ¢g(2)(z — z,) mit g € C[z] von Grad n — 1.
Die vollstadndige Zerlegung erhalten wir durch wiederholtes Abspalten.
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Der Fundamentalsatz der Algebra verkiindet ,,das Vorhandensein eines Schatzes, ohne jedoch
zu verraten, an welchem Ort. [...] Nicht das Existenztheorem ist das Wertvolle, sondern die im
Beweise gefiihrte Konstruktion.” (Hermann Weyl) Die Suche der Nullstellen ist eine ungleich
schwierigere Frage und fiir Anwendungen ungemein wichtig. Hierzu dient folgende Prézisierung:

Satz F3D: Lokalisieren der Nullstellen
Sei f(z) =ap+ a1z + -+ + a,2z™ ein Polynom mit ag, a1, ...,a, € C.
Sei D ¢ C kompakt mit stlickweise glattem Rand, z.B. ein Rechteck,
wobei keine Nullstellen von f auf dem Rand 9D liegen. Dann gilt:

. 1 "(z
#{zeD‘f(z):()} = — fz)

mult 271 Jop f(2)

dz

Nachrechnen: Dank F3c qgilt f(z) = an(z — 21) -+ (2 — 2z,), also

/
F'(z) = 1 +'--+; dank Produktregel.
f(2)

zZ—2 Z— Zn
© Die Cauchy-Integralformel F3B z&hlt die Nullstellen!

Hieraus erhalten wir Weyls Algorithmus zur Nullstellensuche:

0|1
| o | = D
8 — — . — —
: ‘ 1]2]0]1 H FH " e
4 3 5 g o o
1jo[2]o] HH HH _ o
Die Koeffizienten ao, a1, . . ., an sind uns gegeben, gesucht sind die Nullstellen z1, . . ., zn.

Insbesondere sieht man dem Polynom f die Anzahl seiner Nullstellen in D nicht direkt an.
Das Kurvenintegral von f’/f iiber D hingegen konnen wir aus den Koeffizienten berechnen,
z.B. algebraisch durch euklidische Polynomdivision (Algorithmus von Sturm) oder numerisch
durch geschickte Approximation des Integrals. Genau hierin liegt der algorithmische Nutzen!

Zum Beginn der Rechnung wihlen wir ein Quadrat D = [fr, r]2, das alle n Nullstellen enthélt,
etwar = >} |ak|/|an|. Dieses Quadrat unterteilen wir in vier gleich groBe Teilquadrate.

In jedem konnen wir dank obiger Formel F3D exakt die Anzahl der Wurzeln von f bestimmen.
Wir behalten nur die nicht-leeren Quadrate und unterteilen diese weiter, bis alle Nullstellen
hinreichend genau lokalisiert sind. Dies ist vollig analog zur reellen Intervallhalbierung.

Algorithmen dieser Art gehoren zu den schnellsten Nullstellenfindern. Hat man auf diese Weise
alle Nullstellen von f lokalisiert und ausreichend genau voneinander getrennt, so kann man zum
Newton—Verfahren iibergehen. Dieses lokale Iterationsverfahren muss in unmittelbarer Néhe
einer Nullstelle gestartet werden, konvergiert dann aber sehr schnell gegen diese Nullstelle.
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Satz F3E: Entwicklung als Potenzreihe
Sei f: B(zo, p) — C holomorph, also stetig komplex differenzierbar.
Far einen beliebigen Radius » mit 0 < » < p und k£ € N definieren wir
1 z
= 50 ey T
Dank Cauchys Integralsatz F3A ist das Ergebnis unabhangig von r.
Diese Koeffizienten stellen f als Potenzreihe dar, das heif3t, es gilt

o0

f(z) =) ap(z— 2)

k=0

¥ firalle z € B(zo, p).

Insbesondere ist f beliebig oft komplex differenzierbar, und es gilt:

k! f(2)
(k) [ — S\
f (ZO) e 2mi /E?B(zo,r) (Z - ZO)k—H @

Beweis: Nach Verschieben kdnnen wir z; = 0 annehmen.
Zum Punkt z € B(0, p) wahlen wir einen Radius r mit |z| < r < p.
Wir nutzen die geometrische Reihe [F238]: Fir |z| < r = |(] gilt

1
(—z

1 1 1 = 2 z
< 1—(2/4)_CZC =t
Auf B(0,r) wenden wir Cauchys Integralformel F3B an:

1 f(©)
f(z) _27ri/83 OT)FdC

1
" 2 aB( Or‘) (Z C’““)
- f(¢) ) K ok
_ = d — .
;_()(%ﬂ /é)B(O,r) G <) kz_oakz

Summe und Integral vertauschen dank absoluter Konvergenz.
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Satz F3F: Entwicklung als Laurent—Reihe
Sei f: K(z0,0,p) — C holomorph, also stetig komplex differenzierbar.
Far einen beliebigen Radius » mit 0 < r < p und k € Z definieren wir
1 f(z)
= ———dz.
o 2mi /BB(zg,r) (Z - zO)k+l :
Dank Cauchys Integralsatz F3A ist das Ergebnis unabhéngig von r.
Diese Koeffizienten stellen f als Laurent—Reihe dar, das heif3t, es gilt

o

Z ax(z — zo)k

k=—00

far alle z € K(z,0,p).

f(z) =

Insbesondere ist f auf K (zo, o, p) beliebig oft komplex differenzierbar.

© Die Konvergenz der Reihe wird garantiert fir alle z € K (2, o, p).

© Gilt a;, = 0 fur alle k£ < 0, so haben wir wie zuvor eine Potenzreihe.
Die Funktion f l&sst sich dann auf ganz B(z, p) holomorph fortsetzen.

Beweis: Nach Verschieben kdnnen wir z; = 0 annehmen.
Zu z € K(0,0,p) wahlen wir Radien s,r mito < s < |z| <7 < p.
Auf K (0, s,r) wenden wir Cauchys Integralformel F3B an:
=g [ I L] Mg
i Jopo,r) € — 2 271 Jop(0,s) € — #
Das Integral Uiber 9B(0, r) liefert wie oben die Potenzreihe > 77 apz".
Fur 0B(0, s) nutzen wir die geometrische Reihe, diesmal fur |(| < |z|:

-1 1 I RN
g—z_z'1—(g/z)_zkz_ozk kz_okﬂ kz_lgkﬂ

Das Integral Uber 0B(0, s) liefert dann den Hauptteil:

—1 f(©) 1 <_°° o >
—_ g L AR
2 Joap(o,s) ¢ — % C= om 9B(0.5) f©) kg_:l R ¢

—0o0
= g akzk.

k=-1

N _Z (2;1 /(93(0 )gk(ﬁ d<>

k
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Das Residuum einer einfachen Polstelle

Definition F4A: Residuum

Sei f holomorph auf B(zg, p) \ {z0} = K (20,0, p) mit p > 0.
Hierauf ist f eine Laurent-Reihe f(z) = >_72 . ar(z — 20).
Das Residuum von f im Punkt z, ist somit gegeben durch

1

1 :
20 2mi

f(z)dz

OB (zo,r)

faro <r < p.

Beispiel: Berechnen Sie das Residuum im Punkt zp = 0 von. ..

f(z) =az"!, reso(f) = a
f(z) =azk mitk# -1, reso(f) =0
f(z) =expla/z) =1+az"" + % 2, 244 3 84, reso(f) =a
f(z) = 2% exp(a/z) = 2° +az+ @20+ ‘é—z +. reso(f) = a®/6
f(z) =exp(z)/2° =277 +Z 2+ 52 1+3lz +. reso(f) = 1/2
f(z) =cos(z)/2* =272 — Z +i,z2 6lz4—|— ., reso(f) =0

Satz F4B: Residuum einer einfachen Polstelle

(1) Sei f holomorph auf B(zg, p) ~ {20} = K (20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim. ., [(z — z0) f(2)] in C.
Dann hat f in zy héchstens einen einfachen Pol, und es gilt

res(f) = lim [(z = 20)f(2)]-

(2) Sei speziell f = p/q Quotient zweier holomorpher Funktionen mit
einfachem Pol in zg, d.h. p(z9) # 0, q(z0) = 0, ¢'(20) # 0. Dann gilt:

p(z0)

= lim |(z — 2 z)] = lim 20 -
res(f) = lim [( 0)f(2)] ! q'(20)

20 Z2—20 2—20 q(2)—q(20)
z—20

Beispiel: Sei f(z) = exp(az)/z = 271 + a2" + %?z + ‘:ﬁj 22 +.
Flr p(z) = exp(az) und ¢(z) = z folgt reso(f) = p(0)/¢'(0) =

© Dies vereinfacht die Berechnung von Residuen einfacher Pole.
Die letzte Formel entspricht der beliebten Regel von LHospital.

Das Residuum einer mehrfachen Polstelle
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Satz F4c: Residuum einer mehrfachen Polstelle

Sei f holomorph auf B(zg, p) ~ {z0} = K (20,0, p) mit p > 0.
Zudem existiere der Grenzwert lim. ., [(z — 20)" f(z)] in C.
Dann hat f in zg héchstens einen Pol n—ter Ordnung, und es gilt

res(f) = lim (n—ll)!<£z>n_1 [(z - zo)”f(z)]

Far einfache Polstellen (n = 1) erhalten wir obige Formel:

rfas(f) = lim [(z — 20) f(2)]

Z—20
Far zweifache Polstellen (n = 2) wird einmal abgeleitet:
d 2
res(f) = lim —|(z — 20)*f(2)|

Beispiel: Flr f(z) = exp(z)/2" und zp = 0 gilt reso(f) = 1/(n — 1)!.
Alternativ als Reihe: f(z) = 27"+ + 271/ (n — )! + 20/n! +

Das Residuum von f in z ist definiert als Laurent—Koeffizient a_1 bzw. als Wegintegral um z.
In einer wesentlichen Singularitit wie f(z) = exp(1/z) in zo = 0 ist dies der einzige Zugang.
In einer Polstelle konnen wir das Residuum auf verschiedene, meist leichtere Weisen berechnen.
Nachrechnen: Wir entwickeln f um z; in eine Laurent—Reihe (F3F):

o

Z ag(z — zo)k

k=—o00

fz) =

Wenn lim._,, [(z — 20)" f(2)] existiert, dann gilt a;, = 0 fir k < —n.
Multiplikation mit (z — zo)™ liefert zunachst die Potenzreihe

(z—20)"f(2) =acp(z—20)° + - F+a_1(z —2)" ' +ag(z —20)" +....
Nach (n — 1)-maligem Ableiten bleibt nur noch die Potenzreihe

d\n-1
(5) [(z - zo)”f(z)] =(n—D'a_1(z—2)° +nlag(z —2)' +....
Flr z — zg erhalten wir schlieBlich (n — 1)! a_;, wie gewlinscht.

© In Worten: Multiplikation mit (z — z¢)"™ Idscht zunéchst den Pol,
anschlieBBend verschiebt die (n — 1)—fache Ableitung a_ in Grad 0.
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Satz F4D: Residuensatz fir Kompakta, Cauchy 1825

Sei Q c Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf €2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei D C 2 kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 9D N S = (). Dann gilt:

f(z)dz = 27Tiz f)res(f)

oD S S

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

© Damit erreichen wir den Héhepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen! Wir wissen nun, was holomorphe Funktionen
sind und wie man sie dank Cauchy—Riemann—Gleichungen erkennt.

Wir wissen zudem, wie man mit isolierten Singularitdten umgeht und
ihr Residuum ausrechnet. Die nétigen Wegintegrale und Integralsatze
in der Ebene haben wir im letzten Kapitel E kennen und nutzen gelernt.

Damit halten wir alle Zutaten fir den Residuensatz in Handen!

Jede holomorphe Funktion f:C > Q — C erfillt die CR—Gleichungen.
Fur f = u + iv ist dies gleichbedeutend zu rot(u, —v) = div(u, —v) = 0.
Dank Integralsatz gilt [, f(z) dz = 0 flir jedes Kompaktum D C .

Was passiert nun, wenn f isolierte Singularitaten s € D hat?
Jede Singularitét s liefert ihren Beitrag 2ri res,(f) zum Integral!
Der Raum dazwischen ist ,Vakuum® und liefert keinen Beitrag.

Anschaulich kdnnen wir uns f: C D Q — C als zweidimensionales
elektromagnetisches Feld vorstellen. Eine Polstelle im Punkt s € ©
entspricht einem Teilchen mit einer gewissen Ladung a_; = ress(f).

F407
Erlauterung

Der Residuensatz fur Kompakta

F408
Erlauterung

Der Residuensatz fir Kompakta

Nachrechnen: Seien sq, ..., s, die Singularitdten im Inneren von D.
Es gibt nur endlich viele, da jede isoliert liegt und D kompakt ist.

Wir wéhlen r > 0 so klein, dass die abgeschlossenen Kreisscheiben

B(si1,7),...,B(sp,r) ganz im Inneren von D liegen und disjunkt sind.
/ f(z) dz = 2mi res,, (f).
OB(sk,r)

Die Restmenge E = D ~ [B(s1,7) U--- U B(sy,r)] ist kompakt
mit stlckweise glattem Rand 0F = 0D U 0B(s1,r)U---U0JB(sp,T).
Positive Orientierung bezlglich £ bedeutet: Die Kreislinien 0B(s, r)
werden im Uhrzeigersinn durchlaufen, damit E links davon liegt.

Da f auf E holomorph ist, gilt nach dem Integralsatz von Cauchy

f(Z)dz—;/aB(

Die Vorzeichen entsprechen der positiven Orientierung des Randes.

0= (2)dz =

f
OF oD

f(z)dz.

sk:vT)

Cauchys Residuensatz ist der H6hepunkt unserer Integrationstheorie
komplexer Funktionen. Er beruht auf Cauchys Integralsatz F3A und
Cauchys Integralformel F3B und enthalt diese als Spezialfélle:

Korollar F4E: Spezialfalle des Residuensatzes
Sei 2 ¢ C offenund f:Q — C eine holomorphe Funktion.
(1) Fur jedes Kompaktum D C € mit stickweise glattem Rand gilt

f(z)dz =0.
oD

(2) FUr jeden Punkt zp € 2 ~ 0D und k € N gilt

1/ flz) o, i f®)(z0) furz € D,
2mi Jop (2 — 20)F+! 0 fiir 29 ¢ D.

Im ersten Integral hat der Integrand f(z) keine Singularitat, im zweiten
hat f(z)/(z — 2z)**" eine Polstelle in zy mit Residuum ) (zy)/k!.
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Erganzung

Bislang kennen wir den Residuensatz fir Kompakta (F4D). Er gilt auch
far beliebige geschlossene Wege (F4G). Hierzu z&hlen wir die Umlaufe:

& e ED

Lemma F4F: Cauchy—Index = Umlaufzahl in der Ebene
Fir jeden geschlossenen Weg v : [a,b] — C ~\ {20} ist der Index

1 1
% dz
2mi ~ %= 20

eine ganze Zahl; sie zahlt die Umlaufe von v um den Punkt z.

1nd( )=

© Dieses Integral hat eine einfache geometrische Interpretation.

© Die reelle Formulierung kennen wir bereits als Arbeitsintegral
des Wirbelfeldes bzw. als Flussintegral des Quellenfeldes.

Aufgabe: Rechnen Sie die im Lemma gemachten Aussagen nach!
Lésung: Wir rechnen in Polarkoordinaten ~(t) = zq + 7(t) (),
Hierzu seien r: [a,b] — R~ und ¢: [a, b] — R stlckw. stetig diff’bar.
Da der Weg v:[a,b] — C ~ {29} geschlossen sein soll, gilt v(a)
Insbesondere sind die Betrage r(a) = |y(a)| und r(b) = |v(b)| gleich.
Hingegen folgt aus ¢'¥(®) = ¢*(®) nur ¢(b) = ¢(a) + 2r¢ mit £ € Z.
Diese Zahl 7 ist die Anzahl der Uml&ufe von v um den Punkt z.
Einsetzen von z = ~(¢) und dz = +/(¢) dt in die Indexformel liefert:

1 1 1 b 1
ind(’y) = — / dz =
20 2 ), 2 — 20

Tﬂ t=a 7(75) — 20
1 ' 1 ! ip(t) ip(t) ;1
- % o (1) 690 [ (t) e+ r(t) 9 i/ (1)) dt
b orl(t)

_ % R R CL %[lnr(t)%—igo(t)}

o0 -ela) _

21

v (t) dt

b

t=a

© Das ist die Umlaufzahl!

=(b).
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Ergénzung

Satz F4G: Residuensatz fir geschlossene Wege

Sei ) C Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf 2 bis auf

eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei ~y: [a,b] — Q S

ein geschlossener Weg, sodass ind, () = 0 fir alle z € C \ Q.

(Das gilt insbesondere, wenn ~ in Q zusammenziehbar ist.) Dann gilt:

yg f(z)dz = ZWiZSGS :

res(f) ind(7)
S
Anstelle eines (oft komplizierten) Kurvenintegrals links muss man rechts nur Residuen und
Umlaufzahlen bestimmen, was meist leichter ist. Die Summe ist endlich, denn v umliuft nur
endlich viele Singularititen; fiir alle anderen gilt inds () = 0, sie tragen nichts zur Summe bei.

Dieser Satz verallgemeinert den vorigen Residuensatz F4D fiir Kompakta: Der Rand 0K eines
Kompaktums K umliuft jeden inneren Punkt genau einmal, duBere Punkte umlduft er nicht.
Daher tritt im Residuensatz fiir Kompakta die Vielfachheit durch den Index nicht explizit auf.

Die allgemeine Formulierung fiir beliebige geschlossene Wege ist manchmal flexibler.
Die Skizze zum Lemma F4F und die folgende Aufgabe zeigen einige einfache Beispiele.

Aufgabe: Uberpriifen Sie diesen Satz fiir die Funktion f(z) = (z — z)

k

und den Weg ~: [0, 271] — C mit v(t) = 2o + r €' mit Umlaufzahl ¢ € Z.

Loésung: Wir berechnen zunéchst die rechte Seite. Wir wissen bereits
1 furk=—
0 fark# —1.
Flr das Wegintegral von f entlang ~ erhalten wir laut Satz
/zk dz = 27i res(2*) ind(y) = {ng fl?r ==
~ 0 0 0 for k # —1.

Die Polstelle zy = 0 wird hier genau ¢ mal umlaufen.
Der Beitrag 27i reso(2*) wird dementsprechend ¢ mal gezahit.
Zur Probe berechnen wir die linke Seite direkt nach Definition:

ir(l)d(’y) =/(¢ und rgs(f) = {

2m 2w
/(z —2)fdz = / (v(t) — zo)k A (t)dt = / rk ek e g dt
g t=0 t=0
_ gkt /27T RIS P 2mil fark = -1,
=0 0 far k # —1.
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Anwendungsbeispiel: Kreisscheibe oung| | Anwendungsbeispiel: Kreisscheibe Ubung
Y Loésung: Unser Integrand f(z) hat zwei Polstellen z1, 22, beide einfach:
mw=—a—Vat-1 <-1< zn=—-a+Va2—-1 <0
o 1 _ 1 PBZ T1 9

© - f(z)_z2+2az+1_(z—zl)(z—zg) B z—zl+z—22

& & 2 w 1 1
mo=res(f) T lim {(Z N Zl)f(z)} Tz a1
) . . Res . _ R ol o l o 71
e li%<f> Fas :lll,l_) {(« B 4)“4)} N 29 — 21 N 2va? — 1

.o . Der Residuensatz beschert uns somit ein erstes schones Integral:
Aufgabe: (1) Berechnen Sie fir a > 1 das komplexe Wegintegral g

gy :lz Res 1

- . — o — 2mires -

/ 22 + 2; +1 21 1 /33(071) 224+ 2az+1 o - (f) PR
8B(0,1) a2 —

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

Dabei ist 9Bz, r) die Kreislinie um z, mit Radius . Wir parametrisieren © Zur Berechnung von Residuen haben wir effiziente Formeln.
i i it . . _ it
sie mathematisch positiv durch {0, 2] — C:¢ = 4(t) = 2z +re®. © Der Residuenkalkill niitzt uns auch bei der Partialbruchzerlegung!
Anwendungsbeispiel: Kreisscheibe sng| | Rationale Integranden in cost und sin t Do
Aufgabe: (2) Berechnen Sie fir a > 1 ebenso das reelle Integral © Dieser Trick funktioniert fir alle Integrale ftzjo R(cost,sint) dt:
™ 1 - Wir substituieren z = ei* = cost +isint und dz = ielt dt = iz dt.
/tzo a + cost dt = 2 _1 Satz F4H: rationale Integranden in cost und sin ¢

Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(x,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € C|z, y],
mit Nenner Q(cost,sint) # 0 flr alle t € R. Wir substituieren z = e'?,
24271 z—z71
2 2i

Lésung: Wir nutzen die Euler—Formel z = ¢!t = cost + isint, also
et e it 54 7L elt —e7it 5 1

cost = = , sint = - = —. 1
2 2 2i 2i f(z) = =R

Einsetzen in den Integranden ergibt *

1 L 24271 -1 224+ 2az 41 -1 2z
_— = a prmnd B — = -
a + cost 2 2z 224+ 2az+1

Wir integrieren langs der Kreislinie v : [0,27] — C:t +— v(t) = '
Flr z = y(t) = e gilt dz = +/(t) dt = ie'* dt. Also dt = dz/(iz), somit:

) e C(z)

und erhalten eine rationale Funktion ohne Polstellen auf 0B(0, 1):

=0

2w
R t,'tdté“‘/ dz = 27 .
/t (cost,sint) aB(0,1)f<Z> z = mzseB(oJ) rgs(f)

y

Diese Formel erhilt man wie in der vorigen Aufgabe. Kennt man die Polstellen von f in B(0,1),
o dt T 2zdt 2 d 2 ~ i i i : :
/ / < / < 00) 7T so kann man hieraus die Summe der Residuen ableiten. Damit lassen sich alle Integranden der
t t aB(

_p a+cost - -0 224+ 2az+1 - i 0,1) 224+ 2az+1 - a2 — 1 Form R(cost, sint) iiber [0, 27] integrieren: Das Problem reduziert sich auf die Nullstellensuche
des Nennerpolynoms von f (F3D). Alternativ konnen wir hier reell rechnen und mit Weierstraf’

@ Das gesuchte Integral Uber die halbe Periode ist genau die Halfte. trigonometrischer Generalsubstitution sogar eine Stammfunktion bestimmen, siehe Satz B10.
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Anwendungsbeispiel: Halbebene

Die Halbkreisscheibe 4) \ y \
ist kompakt mit

and V
oD, rlUD,.

Eﬁr:{z:x—i—iyeC|
_}

— [r

Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

oo
/ cos(uz) dz = me I,
oo T2 41

Anleitung: (1) Integrieren Sie f(z) = ¢'%*/(2% + 1) Uber [—r,r] und T,..
(2) Fir w > 0 und » — oo verschwindet das Integral tber I',.. Warum?

© Fir u = 0 kénnen wir den HDI nutzen dank arctan(z)’ = 1/(z? + 1).
Far « > 0 hingegen gelingt uns die Berechnung erst komplex mit dem
Residuensatz F4D. Flr v < 0 erhalten wir genau dasselbe Integral.

Losung: (1) Wir untersuchen die holomorphe Funktion

iuz

e eiuz
&= A~ e+
Ihre Singularitéten +i sind einfache Polstellen. Demnach gilt
Res 1. . e v e 7(47“
ves(f) zlinii[(z N l)f(z)} =% =g

Wir betrachten die obere Halbkreisscheibe D, vom Radius » > 1.
Der Rand von D, besteht aus [—r, ] und dem oberen Halbkreis T',.
In D, liegt nur die Singularitat +i. Dank Residuensatz erhalten wir:

T e' e eluz
d dz = dz = 2 =me "
/r$2+1 J:—i—/FTZQ_'_l z /8DT22+1 zH]) mrel)s(f) Te

© Der Residuensatz vereinfacht unsere Rechnung entscheidend!

F419
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Anwendungsbeispiel: Halbebene Ubung

(2) FOr das Integral langs I, suchen wir eine geeignete Majorante:

eiuz | 1
/ 5 dz| < / |dz| < / 5
T, ze 4+ 1 T, T, r< —

Im Zahler gilt |e'“?| = |el“®| - |e=™| < 1 dank u,y > 0. Im Nenner gilt:
Aus |27 = [2% +1 = 1] < |22 + 1] + [1] folgt [* + 1| > [2?] =1 =7 — 1.

Als Grenzwert fir u > 0 und » — oo erhalten wir somit das Integral

o) eiu:r
/ > dz =me ™.
oo X7 +1

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale
cos(ux) sin(ux)

0
der =me™ und
/OO 221 r=me / 2+1

Beide sind absolut konvergent. Das zweite verschwindet da ungerade.
© Fir u < 0 erhalten wir dank Symmetrie dasselbe Integral: e~ 14,

el g—uy

2241

r
r2 —1

— 0

|dz| =
1

z =0.

© Die obige Abschatzung ist oft niitzlich und verdient einen Namen:

Lemma F41: Jordan—-Lemma
FUr den Halbkreis T, := { re' | t € [0,7] } und M, := max,cr,|f(2)] gilt

z)dz| < wrM, und ) el dz far u > 0.

™
<Zm,
u

Dies geht gegen 0 far r — oo, falls »M, — 0 bzw. M, — 0 gilt.

Nachrechnen: Die erste Ungleichung ist klar. Die zweite folgt so:

f(Z) eiuz dz| < / ‘f(Z) eiuz‘ |dZ’ < / ‘f(?” eit) euT(icost—sint)‘ ‘Tieit’ dt
Iy t=0

Ty

™
= r/ |f(re‘t)’ e ursint gt < M,
t=0

T ) /2 )
efm‘ sint dt — QT’MT efur sint dt

t=0 t=0

/2 2t m 21”/2
t

<orM, [ e wFdt="wm, [— e E T = T — ey < Ty,
u u u

t=0 =0

Wir nutzen die Abschétzung sint¢ > 2t/7; machen Sie dazu eine Skizze!
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Ausflihrung

© Diese Berechnung funktioniert fiir alle Integrale dieser Form: © Um reellen Polstellen auszuweichen, nutzen wir folgenden Trick:

| | y o | Lemma F4J: teilweises Umlaufen einer einfachen Polstelle

V/ N Ist s € C eine einfache Polstelle von f, so gilt fir kleine Kreisbégen

Y, [, B] = C mit (t) = s + pel* vom Radius p > 0 der Grenzwert
i

p—0

® lim/ f(z)dz=1i(f— ) rgzs(f).

Emmmmn © = | = Nachrechnen: Um die Polstelle s gilt f(z) = a/(z — s) + g(z) mit einer

holomorphen Funktion g. Flr die gesuchten Integrale gilt deshalb:
p,q € C[z] und deg(q) > deg(p) + 2. Der Beitrag des Halbkreises I', vom / g(z)dz

Radius r geht wie gesehen gegen Null. Falls Polstellen auf der reellen e

Achse R C C liegen, so setzen wir diese Pole als einfach voraus. / ¢ 4 = /6 a pictdt = ia /5
Um nicht durch diese Polstellen zu laufen, machen wir um jede wie v # TS t=a PC" t
skizziert einen halbkreisférmigen Umweg vom Radius p. Fir p — 0 ist
der Beitrag genau das halbe Residuum, wie wir nun nachrechnen.

Wir betrachten eine rationale Funktion f(z) = p(z)/q(z) mit Polynomen

< L(v,) max |g(z)| < p(B—a)-const — 0
zEB(s,r)

dt = i(f—a)a
Damit lassen sich auch einfache Polstellen auf dem Rand behandeln!
Fir mehrfache Polstellen hingegen divergiert das Integral fir p — 0!

Fourier—Integrale rationaler Funktionen e autering Fourier—Integrale rationaler Funktionen Edauerung
© Diese Berechnung funktioniert fir alle Integrale von dieser Form! © Diese Integrationstechnik ist sehr niitzlich und wird oft angewendet,
Einfache Merkregel: Polstellen auf der reellen Achse zahlen nur halb. insbesondere flr Fourier— und Laplace—Integrale (Kapitel K und L).

, , . Wie ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung zu verstehen?
Satz F4k: Fourier—Integrale rationaler Funktionen J g

Liegen Polstellen s; < --- < s, auf der reellen Achse, so betrachten wir
Sei f(z) = p(2)/q(z) eine rationale Funktion; hat f Polstellen in R, o S sy 1 61 .
so soll jede héchstens einfach sein. Fur deg(q) > deg(p) + 2 gilt: / f= lim [/ G f+/ lr ft +/ rl F +/ 1 f}
—00 Tl —r s1+1 Spo1+1 Sn—1
+OO T r s
/ f(z)de = 2xi Z res(f) + i Z res(f) Der Integrand f ist nicht absolut integrierbar, denn in der Nahe einer
—00 Im(s)>0 Im(s)=0 n—fachen reellen Polstelle s € R gilt f(z) ~ a/(z — s)™, und wir wissen
S—}—% 1
Fir deg(q) > deg(p) + 1 und alle u > 0 bzw. u < 0 gilt: /  @oae dz =oco fUrallen > 1 (B208).
+Oof(x) ¢dr = +2mi Y res [f(z) ei“z} +mi > res [f(z) eiuz} Glicklicherweise heben sich fiir n = 1 Positivteil und Negativteil auf:
—o0 Im(s)>0 Im(s)=0 s+
too . . . / L dx =0 als Cauchy—Hauptwert.
f(z)e"*da = —27riz res [f(z) e‘“z} — i Z res [f(z) e‘“z} s—y 79
—o0 Im(s)<0 Im(s)=0 Daher konvergiert das oben angegebene Integral fiir r — co.

Die Z&ahlung der Residuen folgt nun aus dem vorigen Lemma F4J.




F425
Ubung

Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkil

F426
Ubung

Anwendungsbeispiel zum Residuenkalkiil

Aufgabe: Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

/OO sin(uz) dz = 7sign(u).

X

—00

(1) In welchem Sinne konvergiert dieses Integral? absolut? uneigentlich?
(2) Warum ist das Integral fir alle v > 0 gleich? Substitution s = ux!

Loésung: Fir v > 0 kdnnen wir den Residuensatz anwenden:

o) elu® . ) eluz ) 1 iu 0 U2 L
dr = mwires =mires|z 4+ —z' — —2z +...
T Fax z=0 z z=0 !

= 7.

—00

Als Real- und Imaginérteil erhalten wir die reellen Integrale

/ cos(uz) dz=0 und /
o x S

Fir u < 0 kehrt sich das Vorzeichen um. Fir v = 0 ist alles klar.
© Der Residuensatz ist ein allgemeines und machtiges Werkzeug.

sin(uzx)

xr =T.

/\ Die Spaltfunktion si(x) = sin(z)/x ist zwar stetig und somit tiber
jedem endlichen Intervall [a, b] C R integrierbar [B149], aber sie ist nicht
elementar integrierbar, d.h. ihnre Stammfunktion Si(z) ist nicht elementar.

/\ Die Integranden sind nicht absolut integrierbar [B421], das heif3t:

/ ‘cosx’dx_/
—00 —00

© Das Integral 75 sin(z )/a:da: existiert nuruneigentlich, das heif3t
0 b

sinx

’dx—

sinx s
Tr= —.
z=0 T 2

lim
a—r—00 r=a €T

Das Integral [*°_cos(x)/x dz existiert sogar nur als Cauchy—Hauptwert:

—1/r r

coS T )
der = —o0, lim
T—>00 1/T €T

coS T
dzr = +o0,

lim
r—00 —r €T

—1/r r
lim [/ cose dz + / cose dx} =0.
r=oo | Sy r 1/r z

Letzteres ist klar, da der Integrand cos(x)/x eine ungerade Funktion ist.
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Die Spaltfunktion si: R — R mit si(z) = sin(z)/x fur  # 0 und si(0) = 1
ist auf ganz R stetig, auch in z = 0. Sie ist der Realteil der holomorphen
Funktion f:C ~ {0} — C:z > ¢!%/z, mit einfacher Polstelle in z = 0.

© Das haben wir in der vorigen Aufgabe zur Berechnung ausgenutzt.

Zunachst scheint die Wahl der Funktion f vielleicht etwas willkdrlich.
Kénnte man hier auch andere komplexe Fortsetzungen wahlen?

Aufgabe: Die Spaltfunktion si: R — R mit si(z) = sin(z)/x fir = # 0 und
si(0) = 1 ist auf R der Realteil der holomorphen Funktion ¢g: C — C mit

sin(z) 22 24 8 B 10

— T o T
9(2) . T TR ST

Lasst sich hierauf der Residuensatz anwenden und folgendes nutzen?

o [

Ist das nicht gerade unserer Residuenformel aus Satz F4K?

g(z)dx = 2mi Z reszs(g) + 7i Z reszs(g)

Im(s)>0 Im(s)=0

Lésung: Nein, die vermutete Formel (x) gilt hier offensichtlich nicht!
Nachrechnen: Links steht =, rechts steht 0, da g keine Singularitaten hat.

Woran liegt's? Zunachst sollten Sie die Voraussetzungen von Satz F4K
nochmal genau lesen. Die geforderten Bedingungen sind fiir unsere
Funktion ¢ nicht erfillt, also sollten wir die Formel nicht anwenden!

Was ist der eigentliche geometrische Grund? Der Residuensatz F4D gilt
fir Randintegrale ¢, ,, f(z) dz von Kompakta D. Die Halbebene Cr,>o
hat als Rand die reelle Achse R, ist aber offensichtlich nicht kompaki!

Warum gilt Satz F4K trotzdem so schén und einfach? Er ist raffiniert und
zur Anwendung sollten Sie seine Herleitung verstehen: Als Kompakta
nutzen wir Halbkreisscheiben D,.. Die Bedingungen stellen sicher, dass
das Wegintegral Uber den oberen Halbkreis T, verschwindet fir » — 0.
Hierzu nutzen wir das einfache, aber wirksame Jordan—Lemma F41.

© Allein in diesem giinstigen Falle kénnen wir den Residuensatz fiir die
obere Halbebene Cy,,>¢ und ihren Rand R ohne Korrektur direkt nutzen.

/\ Fr die obige Funktion g(z) = sin(z)/z gilt dies alles leider nicht!
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Aufgabe: Berechnen Sie fir a,b > 0 das reelle Integral

+o00 1
/ dz.
—o (2% A+ a?)(2? +07)
Losung: Der Integrand f(z) = 1/(2% + a?) (2 + b*) hat Pole in +ai, £bi.
© Das reelle Integrale wird bestimmt durch die komplexen Polstellen!
Erster Fall: a # b, also einfache Pole. Die Residuen sind dann

Res 1. . . 1 1
rgis(f) Fés ,Zli)nall[(z B al)f(z)} B zlglel (z+ai)(22 +b2)  2ai(b? — a?)
1

res(f) = lim [(z — b1)f(z)} = lim = 1

bi FA5 z—5bi =i (224 a?)(z+bi)  (a? — b?)2bi
Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:
“+oo
Res .
/_oo f(x)dz = 277121m(8)>0 r(;s(f)
B 27 N 27i _ mla—=b) ™
 2ai(b2 —a2)  2bi(a? —b2)  ab(a® —b%)  ab(a+b)

Im Falle a = b erwarten wir dasselbe, rechnen’s aber ausfihrlich nach:
Zweiter Fall: « = b, also zweifache Pole in +ai. Das Residuum ist dann

5:: . (i N\ 2 . . (1 1
() = o[- e) =t b
I —2 -2 1
= lim = = —.
z—ai (z+ai)? (2ai)3 4a3i

Dank Residuensatz erhalten wir unser reelles Integral:

+oeo Res . . 1 T
e = em 3 ) = 2mip = o
Im(s)>0

© Stetigkeit! Der zweite Fall = b folgt aus dem ersten Fall a # b:
Dank Satz D3D durfen wir den Grenzwert lim;_., unters Integral ziehen.
Zusammenfassend erhalten wir fur alle a,b > 0 die Gleichung

/+°° 1 de — T
e @122 T T et )
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Residuen der rationalen Funktion

1
&) =arg
Lésung: Der Nenner hat in +1 + i vier einfache Nullstellen:
1

LAl S R [ PR S G &

Erinnerung [F230): 2 + 4 = 0 heiBt z* = 4™ 2% fiir k = 0,1,2,3, .. .,
Wurzel z = v/2e(™+27k)/4 glso 2 € {+1 +i}. Machen Sie eine Skizze!

Fur f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt ress(p/q) = p(s)/q'(s):

1 1 1+i o 1-i
— 1' —_— = e es . X
de, 2 Hli?+i[423] 8(—1+1) 6 oY) 16
o 1 1 1—i 14
prnd 1 _— = prnd es fr— .
S, S H”ﬁlﬁ[zlz?»] S I B TR AL R T;

Diese Vorbereitung nutzen wir flr die folgende Integration.

Aufgabe: (2) Berechnen Sie fir u € R das reelle Integral

*° cos(ux)
dz.
/_OO w4 7

Losung: Auf den Fall © > 0 wenden wir den Residuensatz an:

o) eiux . ] eiuz
/_OO P dx = 2 Z r§s<z4 +4>

Im(s)>0

GO oomil L+i (1) 1—i . elu(—1+)
16 16

= Zla-neris @ e

= %Re[(l —1i) e*“““} = %e*“ (cosu + sinu)

Fir v < 0 ist das Integral dasselbe. Zusammengefasst erhalten wir:

*° cos(ux) T
dz = -
/Oo zt+4 4

e~ v (cos|u| + sin|ul)
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Satz F4L: Integrale Uber die reelle Halbachse

Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, g € C[z] und deg q > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R, gekirzt also ¢(z) # 0 fur alle z € R>.
Dann gelten folgende Formeln fUr Integrale tber die reelle Halbachse:

Wir werden diesen Satz anschlieBend als Ubungsaufgabe beweisen.
Zuvor betrachten wir einfache Anwendungsbeispiele zur lllustration.

Aufgabe: Berechnen Sie folgende Integrale. Ist der Satz anwendbar?

1 <1 <1 1
0 1 ——dz, (2 ———dz, (3 ——dz, (4 ——d
f(z)dz :—Z res[ (2)} ()/0 1 ()/0 (x+1)? ! ()/0 241" ()/() S
o O s#0 z=s
1 ee .. . . . )
f( )In(z) dz = -3 ZS#O res [f(z) ln(z)ﬂ _ ﬂi/ ) f(x)da Losung: (1) Das erste Integral kdnnen wir elementar berechnen:
9=
. 1 00
/ f(x)z%dx = ﬁ 257,50 res {f(z) za} firo<a<1 /x_o r+1 dz [ln(w + 1)]33:0 xli}ngo In(z +1) —In(1) 00
_ /\ Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier nicht erfillt,
Hierbei nutzen wir fiir jede komplexe Zahl z = 7 &' mit 0 < r < oo denn der Integrand f(z) = 1/(z + 1) féllt nicht schnell genug ab.
ZE?CQ fé = zgtg;)rreicr:]hl:%rigzlzl);er: ll:l(;%e;rr:tzhvrvnelg E't h; rf ::ulélgaj:zlsl’;ZM /\ Das Residuum gibt hier sicher nicht die richtige Antwort!
>0 = Ing s
Fir o € R setzen wir 2 := e*!"* Auf R+ sind das die Ublichen reellen res [ln(z)] — lim In(z) = i
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu R+. z==—1|z+1 z——1
Integrale Uber die reelle Halbachse Eriaenng Integrale Uber die reelle Halbachse Eterung
g

(2) Auch das zweite Integral kénnen wir noch elementar berechnen:

o0 1 -1 1
[t = [N = =
w0 (x +1)2 x+ 1lz=0 z—oo x + 1
© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfillt.
Das Residuum gibt hier tatséachlich die richtige Antwort:

1 1
res n(z) = lim d In(z) = lim - = —1
z=—1 (2: + 1)2 z——1dz z——1 2z
(3) Auch das dritte Integral kbnnen wir noch elementar berechnen:
eel 1 e’} T
/ ———dz = [arctan(m)} = lim arctan(z) —0 = —
e=0 T°+1 =0 z—00 2

© Die Voraussetzungen des Satzes F4L sind hier erfiillt. Die Residuen
der beiden Polstellen z; = +i und 2z = —i geben die richtige Antwort:

n(2) | _ gy _A02) oy In(z) _ In(z) also
ey (%(22_|_1) 2=z 22 2z ’

In(z) _7ri-1/2_ 1 In(z) _7Ti-3/2_ 3
zrei[z2+1] % 4 zr—eSIL2+1 2 x

(4) Das vierte Integral kbnnen wir nicht mehr elementar berechnen.
Wir nutzen deshalb Satz F4L. Alle Voraussetzungen sind hier erfillt:

Esist 23 +1 = (2 + 21)(z — 22)(2 — 23) mit den drei Nullstellen

= —l=em, gy =B 1+21\/§, — omiB/3 1—21\/3’
In(z1) = i, In(zg) = mi 3 In(z3) = wi 2
Die Residuen der Funktion F( ) = f(z)In(z) sind demnach
x| 5] = B gy = dm R = G aso
i —1i 5(V3+i
rzels(F) =73, rze;(F) = W\CS , zegs(F) = —W(\[l;)

© Dank Satz F4L erhalten wir den Wert des gesuchten Integrals:

27T\/§

/°° dez
m:01+x3 B

9
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Integrale Uber die reelle Halbachse

Aufgabe: Berechnen Sie die Integrale aus Satz F4L mit folgendem
Integrationsweg und den Grenzibergéangen e — 0, r — 0, R — oo.

SERRRRRRCARNRINAAAE
B X
’er\ & N
NERpaRaRaCaREmEs

Die Wege ~, und g verlaufen auf Kreisen um 0 mit den Radien r < R.
Die Wege v, und ~_ verlaufen im Abstand ¢ > 0 parallel zur z—Achse.
Sei v = a x yg *  x , der geschlossene Weg um das Gebiet D, , g.

= f(z)In

R
/f(z)ln(z)dz — /_ f(x)In(z) dx
/f(z) In(z)dz — /T f(zx) [ln(m)+27ri] dx
B =R

Fir » = 0 bzw. R — oo finden wir:

Lésung: (1) Wir integrieren F'(z) (z). Fur e — 0 erhalten wir:

2
f(2) In(z) d= S/ ’f(reit)t-rieit’dt < const-r — 0
Yr t=0
2 i i const
f(z)In(z)dz| < / |f(Re)t- Rie'|dt < — = R — 0
YR t=0 R

Da f)EmR schlieBlich alle Singularitaten von f umfasst, erhalten wir:

27ri§§288[f(z) In(z)| = /Yf(z) In(z)dz — —27ri/m_0 f(x)dz

© Das ist die erste Residuenformel des Satzes F4L.
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(2) Wir integrieren F(z) = f(z) In(z)2. Fur ¢ — 0 erhalten wir:

/f()ln( dz—>/x £(@)In(z)? dz
/f ) In(z dz—>/ f(@) [In(z) + 27i)* do

FlOrr — 0 bzw. R — oo finden wir:

27
f(2)In(2)*dz| < / ‘f(reit)tz-rjeit}dt < const-r — 0
Ir t=0
21
f(z)In(z)*dz| < / |f(Re) - Riel|dt < &‘ft.g =0
TR t=0 R

Da f)mR schlieBlich alle Singularitaten von f umfasst, erhalten wir:

27?1252[]"(2) In(z)?
s#£0

© Das ist die zweite Residuenformel des Satzes F4L.

:/f(z) In(z)?dz —>/:)f(az) [4772 — 47iln(z)] de

(3) Wir integrieren F(z) = f(z) 2*. FUr ¢ — 0 erhalten wir:

/af(z) 2%dz — /xi F(z) 2% de
/zaf(z) 2%dz — /;R Fla)a® 2™ 4

Flr » — 0 bzw. R — oo finden wir:

27
f(z)z%dz| < / ‘f(r e) r® el . ri elt‘ dt < const-r'T® — 0
Ir t=0
2
. . . t
f(z)2%dz| < / |f(Re™) R* e - Rie'|dt < g-RHa — 0
TR t=0 R

Da EEmR schlieBlich alle Singularitaten von f umfasst, erhalten wir:

i _ @q 1— 2T > @q
mggeg[f(z)z [yf(z)z z = (1—e )/xzof(x)w x

© Das ist die dritte Residuenformel des Satzes F4L.
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Der Residuensatz fir Kompakta Fazit

Sei Q) C C offen. Der Weg ~: [a, b] — Q sei stlickweise stetig diff’bar.
Das komplexe Wegintegral einer stetigen Funktion f:C > Q — C ist

b
/f(z) dz == . Fy@)+/(t)dt. Merkregel: z = ~(t), dz = +/(t) dt

Eine komplexe Funktion f = u + iv: C D €2 — C heif3t holomorph,
wenn sie auf ganz 2 komplex differenzierbar ist und f/: Q — C stetig.

& Cauchy-Riemann-Gleichungen 0,u = d,v und 0,v = —0yu.
< Das reelle Vektorfeld f = (u, —v) :R? 5 Q — R? erfillt div= rot= 0.
< Auf jeder Kreisscheibe B(zg, p) C Q2 gleicht f einer Potenzreihe:

) T QO
f(z) = ;_Oak(z —20)" mit ag = o /aB(ZO,r) (¢ — zo)k—H

< Auf jedem Kreisring K(zg, 0, p) C €2 gleicht f einer Laurent—Reihe:

o0 . 1
flz)= Z ap(z — z0)® mit ay =5 on )(C—f(zf);k“dg

k=—00

Der Koeffizient res,,(f) := a—1 hei3t das Residuum von f in zy.

o0

d¢

Wir nutzen den Satz von Green / GauB in der komplexen Ebene C = R2.
Far holomorphe Funktionen erhalten wir so den Residuensatz F4D:

Sei Q2 c Coffenund f:Q ~ S — C holomorph auf €2 bis auf
eine Menge S isolierter Singularitaten. Sei D C Q2 kompakt
mit stlickweise glattem Rand, wobei 9D NS = (). Dann gilt

27i Zsef) rgs(f).

Das Residuum von f: K(s,0, p) — Cim Punkt s ist definiert durch

1
— f(z)dz
271 JoB(s,r) )

flz)dz =

oD

res(f) := far 0 <r < p.

Ist s eine h6chstens n—fache Polstelle von f, so gilt
. 1 d \n—1 n
res(f) = lim )(dz) [(z —8)"f(2)].

s z—s (n —1)!
Fur f = p/q mit einfacher Polstelle s gilt ress(p/q) = p(s)/q'(s).
(&) Damit lassen sich Residuen in Polstellen meist leicht berechnen.
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(1) Sei R(x,y) = P(x,y)/Q(z,y) eine rationale Funktion mit Nenner
Q(cost,sint) # 0 fir alle t € R. Dann ergibt die Weierstra3—Substitution

1 24271 21
f(z)'_izR< 2 2 )

eine rationale Funktion in z ohne Polstellen auf 0B(0, 1), und es gilt

2

R(cost,sint)dt = /83(0’1) f(z)dz = 2mi ZSGB(O,l) rgzs(f).

t=0

(2) Sei f(z) = p(2)/q(z) eine rationale Funktion; reelle Polstellen z € R
seien héchstens einfach. Fir deg(q) > deg(p) + 2 und » > 0 gilt dann:

+oo
f(z) e dz = 2ri Z res [f( ) luz} + i Z e [f(z) eiuz}

- Im(s)>0 Im(s)=0

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle deg(q) > deg(p) + 1 und u > 0.

(3) Sei f(z) = p(z)/q(z) rational mit p, g € C[z] und deg g > degp + 2,
aber ohne Polstellen in R>, gekurzt also ¢(x) # 0 fur alle z € R>o.
Dann gelten folgende Formeln fur Integrale Gber die reelle Halbachse:

- _Zs;éo gei{ 2)}
In(z)dz = —;Z#O ggi[f(z) In z)g] — m/:_oo f(z)dx

/ f(z)z%dx zlfgmaz res{f(z)zo‘} firo<a<1

5#0 z=s

" f@)ds

=0

Hierbei nutzen wir fiir jede komplexe Zahl z = rel¥ mit 0 < r < oo
und 0 < ¢ < 27 ihren komplexen Logarithmus mit In z := Inr + ip.
Auf C \ R>( entspricht dies dem Nebenzweig In = In, aus Satz F2m.

Fir o € R setzen wir 2 := e*'"#_ Auf R sind das die (iblichen reellen
Definitionen; ihre komplexen Fortsetzungen sind unstetig quer zu R+.
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Verstandnisfragen: komplexe Potenzen

Aufgabe: Die folgende Rechnung beweist 0 = 1. Wo stecken Fehler?

e27rik -1 1

2

3

Fur alle k € Z gilt: (1)
(2)
(3)
o dm*kA+2mik (4)
(5)
(6)
(7)

e2ﬂ'lk‘+1

Multiplikation von (1) mit e =e

Einsetzen von (2) in (1) (e2mikt1y2mik - — g
Potenzgesetz (e")* = e"*

4212 :
e47rk.627r1k::1 5

6
7

Potenzgesetz e* % = e . ¢*

Anwendung von (1) o 4mH =1

el

Grenzwert fir k — oo 0 =1
A Das ist eine lehrreiche Ubung, bitte versuchen Sie zuerst selbst, den Fehler einzugrenzen!
Die Gleichungen (1) und (2) sind tatsdchlich giiltig, auch (3) 1* = 1 scheint noch in Ordnung,
obschon die Bedeutung von a” fiir a, z € C unklar ist. Die letzte Gleichung (7) ist offensichtlich
falsch, ebenso (6), (5), (4). Die Implikationen (4) = (5) = (6) = (7) sind alle einwandfrei,

sie starten leider bei einer falschen Aussage (4). Der einzige Fehler liegt also bei (3) = (4).

In C sind Logarithmen und Potenzen nicht eindeutig, daher ist extreme Vorsicht geboten!

Aufgabe: (1) Es gilt 17 = 1 fur alle z € R, also wohl auch fir alle z € C.
Aus e?™ =1 folgt 1 = 1' = (e?™)! = e>™1 = ¢727 ~ 0.002 < 1. Fehler?
(2) Fir @ € C und n € N definieren wir a” := 1 und rekursiv a"*! := a" - a.
Fir a € C* setzen wir a™™ = 1/a™. Welche Potenzgesetze gelten hier?

(8) Fir a € R-o und z € R sei a® := e*'"® Welche Regeln gelten?
(4) Fir a € R-g und z € C sei a® := e, Welche Regeln gelten?
(5) Ist a* := e*!*@ eine brauchbare Definition fir alle a, z € C?

/\ Die Potenzgesetze lassen sich nicht naiv von R auf C fortsetzen! Vielleicht empfinden Sie die
Redlichkeit und Sorgfalt als iibertrieben, die ich fiir komplexe Logarithmen und Wurzeln
aufwende. Die drastischen Beispiele sollen Sie gegen gefihrliche Sorglosigkeit impfen.

(2) Fira € (C*,-,1) und z € Z gelten alle iiblichen Potenzgesetze:

1
(ab)® = a®b”, a® =1, a"t"=4a"-a%, a =a,

17 = 17 (aw)z = a¥%,
Allgemeiner als (R*, -, 1) und (C*, -, 1) gilt dies fiir jede kommutative Gruppe (G, -, 1).

(3) Auch fiir a € (R>0,-,1) und z € R gelten alle sechs Potenzgesetze. (So sind Sie’s gewohnt.)
(4) Fir a € R und z € C gelten diese Regeln bis auf die letzte! Als Gegenbeispiel siehe (1).

(5) Nein, denn fiir @ € C sind In a und somit e* '™ @ nicht eindeutig! Als Gegenbeispiel siche (1).
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Satz F5A: Existenz von Logarithmusfunktionen
Fir jedes Gebiet 2 ¢ C* sind aquivalent:
1 Auf Q existiert eine Logarithmusfunktion f: Q — C.
2 Auf Q hat 1/z eine Stammfunktion g: Q2 — C, ¢'(z) = 1/=.

8 Esgilt § 1/zdz = 0 fir jeden geschlossenen Weg ~ in €.
Das hei%t, der Nullpunkt wird von Wegen in © nicht umlaufen.

Aufgabe: Beweisen Sie sorgfaltig die Aquivalenzen (1) < (2) < (3).
Das ist das zentrale Beispiel fir das ebene Potentialproblem.
Losung: (1) = (2): Wir zeigen f’(z) = 1/z mit der Definition F2A.
Sei z, — z eine konvergente Folge in Q. Fur die Bildfolge w,, = f(zy)
und w = f(z) gilt dann w,, — w dank Stetigkeit von f. Hieraus folgt:

f(2) = flon) _ w—w, {e“’—e“’"}‘y o] =2

Z— Zn W — Wy,

eW — eWn z

Somit ist f fur alle z € Q differenzierbar mit Ableitung f/(z) = 1/=.
Da somit auch [’ stetig ist, ist f holomorph geman Definition F2C.

(2) = (1): Dank Produktregel gilt [ze=9)]" = [1 — z¢/(2)] e9*) = 0.
Demnach ist z e~ 9(2) £ ( konstant, also ze9(*) = ¢ fiir ein ¢ € C.
Somit ist f(z) = g(z) + c eine Logarithmusfunktion, wie behauptet.

(2) = (3): Sei v:[a, b] — Q ein geschlossener Weg, also v(a) = v(b).

Dank HDI verschwindet das Wegintegral ¢, 1/z dz = [g(z)ngz)) = 0.

(3) = (2): Wir fixieren einen Basispunkt zo € 2. Zu jedem Punkt z € Q
existiert ein Weg «: [0, 1] — € von a(0) = 29 nach «(1) = z, da wir §2 als
zusammenhéngend voraussetzen. Wir definieren nun g(z) := [ 1/zdz.
Wegen ¢ 1/z dz = 0 ist dies wohldefiniert, das heiBt: g(z) hdngt nur von
z ab und nicht von der willktrlichen Wahl des Integrationsweges «. Dank
HDI gilt dann ¢'(z) = 1/z. (Cauchy—Riemann, analog zu H2A.)

Beispiel: Den Hauptzweig In; : C \ R<; — C des Logarithmus erhalten
wir durch Ing(2) = [}, ,, 1/ dz. Hierzu wahlen wir den direkten Weg [1, ]
von 1 nach z; jeder andere Weg in C \ R« ergibt dasselbe.

Fir den Zweig In, : C \ R>¢ — C gilt ebenso In,(z) = ir + f[_1 g 1/zdz
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Komplexe Funktionen und Differenzierbarkeit

Aufgabe: (1) Ist f(z) = 1/z holomorph? (2) Ist g(z) = 1/z holomorph?
(3) Fur welche Konstanten a € R ist die Funktion i : C* — C mit
Y

X
h f) i holomorph?
(x + iy) 22 + 42 +a1x2+y2 P
) ) 1 xr — il/ X . )
Lésung: (1) Es gilt f(z) = Tty P4y B2rp Ry

= u(z,y) =v(z,y)

Wir prifen die Cauchy—Riemann—Gleichungen. .. Diese sind erfullt:

Ot — ﬂ v 2zy
T (22 1 42)2 T (@2 1 42)2
—2zy —x? 4 ¢
du=-—"Y =
yU (@2 1 42)2 yv (@2 1 12)2

Alternativ & kirzer: f(z) = 1/z ist eine Laurent—Reihe, also holomorph.
(2) Fur g(z) = u(z,y) —iv(x, y) hingegen gilt Cauchy—Riemann nicht!
(8) FUr h(z) = u(x,y) — iav(x,y) gilt Cauchy—Riemann nur bei a = —1!
© Die Cauchy—Riemann—Gleichungen F2E sind bequem und hilfreich.

Aufgabe: Wir untersuchen f:C — C und g: Cre~o — C gegeben durch

1
f(z +iy) = 23y + 1?3, g(x +1iy) = B In(z? + %) + iarctan(%).
(1) In welchen Punkten (z,y) sind f, g partiell differenzierbar?
(2) In welchen Punkten (z,y) sind f, g komplex differenzierbar?
(3) Begriinden oder widerlegen Sie: g ist holomorph mit ¢'(z) = 1/=.
Loésung: (1) Die Funktionen f, g sind Uberall stetig partiell diff’bar:
Ouf(z,y) = 3xy* + 2izy?, Oyf(z,y) = 223y + 3iay?

i Y i +1i .
$2_|_y2 x2+y2’ x2+y2 x2_|_y2
(2) Fur f ist Cauchy—Riemann aquivalent zu 2zy3 = —2z3y, also
xy(y? + 22) = 0. Das ist nur auf den Achsen = = 0 und y = 0 erflllt.
Die Funktion g erflillt die Cauchy—Riemann—Gleichungen Uberall,
ist also komplex differenzierbar, und somit holomorph auf Cre~o.

(3) Diese Rechnungen zeigen: g ist holomorph mit ¢/'(z) = 1/=.
© Wie in Satz F2m ist g der Hauptzweig des Logarithmus auf Creso.

O0z9(x,y) = Oyg(x,y) =
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Zur Erinnerung: Der Laplace—Operator in der Ebene ist A = 92 + 62
Eine C2—Funktion «:R? > Q — R heiBt harmonisch, wenn Au = 0 g||t

Aufgabe: (1) Ist f: C D © — C holomorph, dann sind Realteil u = Re f

und Imaginarteil v = Im f harmonisch. Prominente Beispiele sind:
log|z|, arctan(y/z).
(2) Kann h: Creso — C holomorph sein mit h(x + iy) = 2% + iv(z, y)?

Lésung: (1) Jede holomorphe Funktion f ist beliebig oft diff’bar (F3E),
somit auch u, v. Wir kdnnen den Satz von Schwarz (D4A) anwenden.
Dank Cauchy—Riemann-Gleichungen 0,u = d,v und d,u = —d,v gilt

Au = 0,0;u + 0y0yu = +0,0,v — 0y0,v = 0,
Av = 0,00 + 0y0yv = —0,,0yu + 0,0, u = 0.
(2) Nach (1) misste u(x,y) = z* harmonisch sein, ist sie aber nicht:
Op 2% = 0p(e®"%) = "% (z/z +Inz) = 2%(1+Inzx),
1" = 9,(z"(1+nz)) = 2 ((L +Inz)*+1/z) = Auw.
Daher gilt Au # 0, z.B. fir 2 = 1. Also kann h nicht holomorph sein!

e’ cosy, e’siny,

Aufgabe: Sei f:C — C:z — |z|. Berechnen Sie die Wegintegrale
1) [, f(2) dz auf direktem Wege a von 1 nach —1 auf der z-Achse,
(2) J; f(2) dz von 1 nach —1 aber Uber den oberen Halbkreis £3.

(3) Kann demnach die Funktion f holomorph sein?

—1,1] - C mit a(t) = —t gilt &/(¢t) = —1 und somit

/f dz-/ It] - ( /Ol—tdt: [—tﬂ;:—l

(2) Fur B:10, 7] — C mit B(t) = €' gilt f(B(t)) = |5(t)| = 1 und somit

[ reraz= [T gwar= [s0]]

(3) Der Weg o« umgekehrt orientiert und g parametrisieren den Rand
des Halbkreises. Ware f holomorph, dann folgte dank Residuensatz

/ﬁ f(z)dz - / f(2)dz =

© Dieses Integralkriterium ist sogar dquivalent zur Holomorphie (F5B).

Lésung: (1) Fir a: [

=2
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Satz F5B: Integralkriterium, Morera 1886

Sei () C C offen und f: Q — C stetig. Genau dann ist f holomorph,
wenn ¢, - f(z) dz = 0 gilt fir jedes Rechteck R = [a,b] x [¢,d] C Q.

Erinnerung: f holomorph bedeutet stetig komplex differenzierbar (F2C).
Diese Bedingung ist extrem stark: f Iasst sich lokal in eine Potenzreihe
entwickeln und ist somit sogar beliebig oft differenzierbar (Satz F3E).
Die zweite Bedingung nutzt nur die Stetigkeit von f und eine einfache
Integralbedingung. Die Aquivalenz ist daher (iberaus bemerkenswert!

© Manchmal ist das Integralkriterium leichter zu handhaben als das
Ableitungskriterium; dazu nltzt dieser Satz. Anwendung: Angenommen,
f1, f2, f3,... : 2 — C konvergieren lokal gleichmaBig gegen f:Q — C.
Sind alle f; stetig, so auch f. Sind alle f; holomorph, so auch f.

Aufgabe: Beweisen Sie Satz F58B anhand folgender Rechnungen:

(1) Die Implikation ,=" kennen wir bereits viel allgemeiner: Woher?

(2) Zur Umkehrung ,<" genugt es, 2 = B(0,r) zu betrachten: Warum?
Hierauf definieren wir F, G : 2 — C durch die beiden Hakenintegrale:

xT

f(t+iy)dt
t=0

Yy
flx +it)idt
t=0

Yy
F(z +1y) ::/f(z)dz: f(it)idt +
« t=0
~ Gty = [ fed= [ fods
B t=0
(a) Berechnen Sie hiermit die partiellen Ableitungen 0, F und 9,G.

(b) Warum gilt F' = G'? (c) Erflllt F' die Cauchy—Riemann—Gileichungen?
(d) Ist F' holomorph? und damit auch die komplexe Ableitung f = F’'?
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Lésung: ,=": Ist f holomorph, so folgt [}, f(z) dz = 0 dank Cauchys
Integralsatz F3A fur jedes Kompaktum D C Q mit 9D stlickweise glatt.

© Dies gilt insbesondere fiir jedes Rechteck R = [a, b] x [c,d] C .

,~<": Fur die Holomorphie genlgt es, B(zp,r) C € zu betrachten:
Differenzierbarkeit (komplex oder reell) ist eine lokale Eigenschaft.

Nach Einschranken und Verschieben dirfen wir Q@ = B(0,r) annehmen.
Die Funktionen F,G: Q) — C definieren wir dann durch obige Integrale.
Fir h € R~ {0} und h — 0 finden wir dank HDI folgende Grenzwerte:

5 . » z+h

- Hi = :zlz/m flt+iy)dt = fletiy) = f(2)
z+1ih) — G(z yth

G( +}2 GU:}ll/t_y fz+i)idt — if(z+iy) =if(2)

© Somit existiert die Ableitung 9, F(z + iy) und ist gleich f(x + iy).
Ebenso existiert die Ableitung 0,G(x + iy) und ist gleich if(z + iy).

/\ Fir 0,F(z +1iy) und 0,G(z +iy) |auft es nicht so einfach! Wir kénnen
nicht unter den Integralen ableiten, da wir Gber f noch nichts wissen.

© Wir nutzen nun unsere Voraussetzung ¢y f(2) dz = 0 speziell
fir das Rechteck R = [0, z| x [0,y] C 2, wie in der Skizze gezeigt:

G(x—l—iy)—F(aH—iy):/Bf(z)dz—/f(z)dz: 8Rf(z)dz=0

Dies gilt fur alle Punkte (z +iy) € €2, also folgt F' = G auf ganz Q.
Somit existiert die Ableitung J, F'(x + iy) und ist gleich if(z + iy).
Damit ist F': Q2 — C stetig partiell differenzierbar und erfillt die
Cauchy—Riemann-Gleichungen, denn 0, F = f = —i(if) = —i0,F.
Dank Satz F2E ist demnach unsere Funktion F': Q@ — C holomorph!
Dank Entwicklungssatz F3E kénnen wir F' in eine konvergente
Potenzreihe F(z) = Y 22, ax2”® entwickeln. Somit ist £’ beliebig oft
komplex differenzierbar, und auch die Ableitung f = F” ist holomorph.

© Unsere sorgféltige Rechnung beweist die ersehnte Umkehrung <.
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Erinnerung: Eine komplexe Funktion f:C > Q — C ist holomorph,
wenn f komplex differenzierbar ist und ihre Ableitung f': Q — C stetig.
In Definition F2C war es bequem, die Stetigkeit von f’ zu fordern.
Fordern ist immer bequem, doch nachweisen / Gberprifen ist lastig.

© Die Stetigkeit von £’ miissen wir nicht fordern, wir kénnen sie folgern:

Satz F5c: komplexe Differenzierbarkeit, Goursat 1883

Sei Q2 C C offen und f: Q — C komplex differenzierbar in jedem Punkt
z € ), das heif3t, es existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten:

f(Q) - f(2)

¢—=z
Dann ist f bereits holomorph auf ganz 2, also sogar komplex analytisch,
und somit insbesondere beliebig oft komplex differenzierbar.

f'(z) =

N ON{z}>(—z

© Dank Satz F5c miissen Sie in der Praxis weniger nachweisen!
Sie mégen einwenden, dass diese Frage eher eine Spitzfindigkeit ist,
aber es ist beruhigend zu wissen und erleichtert tatséchlich lhre Arbeit.

/\ Aus reeller Differenzierbarkeit von f folgt nicht Stetigkeit von £, wie
das Gegenbeispiel f(z) = 2?sin(1/x) fir z # 0 und f(0) = 0 zeigt.

Piet Mondrian, Komposition

Far die Anwendung unserer Integralsatze (Cauchy F3A, GauB3 & Green,
letztlich also HDI) fehlt uns hier leider die Stetigkeit von f’. Wir haben
nur sehr schwache Voraussetzungen und missen genauer hinsehen.
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© Der folgende Beweis ist ein Juwel an Sorgfalt und Scharfsinn.

Beweis: Komplexe Differenzierbarkeit von f impliziert Stetigkeit von f.
Nach dem Integralkriterium F5B von Morera genlgt es daher zu zeigen:

I(R):=@ f(z)dz=0 firjedes Rechteck R = [a,b] x [¢,d] C Q.
oR

Wir beginnen mit einem Rechteck Ry C 2 und zeigen nun |I(Rp)| = 0.

Wir unterteilen Ry in vier gleich grof3e Teilrechtecke A, B, C, D. Es gilt
I(Ry) = I(A)+ I(B) + I(C) + I(D). Wir wahlen ein R; € {A,B,C, D}
mit maximalem Betrag |I(R1)|. So erhalten wir |I(Ry)| < 4|1(Ry)].

So fortfahrend erhalten wir durch Vierteilung immer kleinere Rechtecke
RyDRiDRyD---DRy,D... mit|I(Ry)| < 4"|I(R,)|fur alle n € N.
Diese Intervallschachtelung konvergiert gegen einen Punkt z mit z € R,
fur alle n € N, kurz (), Rn = {2}, dank Vollsténdigkeit von R und C.

Nach Voraussetzung ist f in z differenzierbar. Fir ¢ € Q gilt demnach
fQ) = f)+ ()¢ —2)+(¢C—2)9(C)

mit einer stetigen Funktion ¢g: 2 — C und g(z) = 0.

Das Polynom ¢ — f(z) + f'(2)(¢ — 2) ist holomorph in ¢, demnach gilt
(2) + f'()((—2)d¢ = 0.
ORn
Far unser Integral bleibt also nur noch:

I(Ry) := f(Qd¢ =

ORp

515 (¢ — 2) 9(¢) d¢
OR,

Seinen Absolutbetrag schatzen wir grob ab:

< . _ .
[I(Rn)| < €(ORn) Crenggn}é“ z| Crenggn\g(o!
Der Abstand von z,( € R, ist beschrankt durch |( — z| < ¢(OR,,).
Fur die Randlangen gilt £(0R,,) = 10(0R,—1) = ... = 27"4(dRy).
Zusammenfassend erhalten wir also die Abschatzungen:
n n 2
[I(Ro)| < 4™I(Ry)| < 4 €(3Rn)2£1§é<n!g(0| = £(0Ro)* max |9(0)]

Flir n — oo geht der letzte Term gegen 0. Somit folgt |7(Ro)| = 0.
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Satz F5D: Charakterisierung von Gebieten
Sei ) C C eine offene Menge und nicht leer. Dann sind &quivalent:

(1) © ist wegzusammenhangend: Je zwei Punkte z,y € Q2 sind
verbindbar durch einen Weg ~: [0, 1] — €2 von «(0) = z nach (1) = y.

(2) Jede stetige Funktion f:Q — R hat als Bild f(€2) C R ein Intervall.
(3) Jede stetige Funktion f:Q — {0, 1} ist konstant.

(4) Q ist zusammenhangend: Fir jede Zerlegung 2 = U LIV in zwei
disjunkte offene Mengen U und V gilt entweder U = () oder V' = .

Bedingung (1) ist am anschaulichsten. Hingegen scheint (4) zunachst
weniger anschaulich aber in Beweisen oft die geschickteste Sichtweise.

Beweis: (1) = (2)": Seien a,b € I Bildwerte, also a = f(x) und b = f(y)
far z,y € Q. Nach (1) existiert ein Weg ~: [0, 1] — © von v(0) = x nach
v(1) = y. Die Komposition f o~:[0,1] — R ist stetig

mit 0 — a und 1 — b. Nach dem Zwischenwertsatz wird jeder Wert
zwischen a und b angenommen. Somit ist f(2) C R ein Intervall.

»(2) = (3)“: Das Bild f(2) c {0, 1} muss nach (2) ein Intervall sein.
Also gilt entweder f(Q2) = {0} oder f(2) = {1}, und f ist konstant.

»(3) = (4)“: Angenommen wir haben eine offene Zerlegung Q = U U V.
Wir definieren f:Q — {0,1} durch f(z) =0flrz € U und f(z) =1 flr
z € V. Diese Funktion ist stetig, denn sie ist lokal konstant.

Nach (3) ist f konstant. Es bleibt somit nur U = () oder V' = (.

»(4) = (1)“: Wir wahlen einen Startpunkt = € Q. Sei V die Menge aller
Punkte y € (2, die sich durch einen Weg in Q2 mit = verbinden lassen.
Diese Menge ist offen, denn um jeden Punkt y € V' existiert eine kleine
Kreisscheibe B(y,r) C © mit Radius > 0, und alle Punkte z € B(y,r)
lassen sich mit y verbinden, also auch mit x, also B(y,r) C V. (Skizze!)

Das Komplement U = Q2 . V besteht aus den Punkten y € (2, die sich
nicht durch einen Weg in Q2 mit = verbinden lassen. Aus demselben
Grund wie eben ist auch U offen. Nach (4) gilt U = 0, denn z € V # 0.
Also V' = Q, das heif3t, in €2 ist jeder Punkt y mit = verbindbar.

© Somit sind alle vier Bedingungen (1)—(4) aquivalent.
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Holomorphe, also komplex differenzierbare Funktionen f:C > Q — C
sind rigide: Wenn wir f in einer kleinen Umgebung B(zp,e) C 2 kennen,
so bestimmt dies f bereits auf dem gesamten Gebiet Q! Genauer gilt:
Satz F5E: Identitatssatz fur holomorphe Funktionen

Sei Q) C C ein Gebiet, also offen und zusammenhangend und 2 # (.
Fir je zwei holomorphe Funktionen f, g: Q2 — C sind &quivalent:

(1) Es gilt f = g, also Gleichheit f(z) = g(z) in allen Punkten z € Q.
(2) Die Menge { z € Q| f(z) = g(2) } hat einen Haufungspunkt z, € Q.
(3) Es gilt £ (29) = g™ () in einem Punkt z, € Q und fiir alle n € N.

/\ Fir reell differenzierbare Funktionen gilt nichts dergleichen (B438):
Es gibt glatte Funktionen f:R — R, also beliebig oft reell differenzierbar,
mit f(z) = 0 flr =z < 0 aber f(z) > 0 fUr alle z > 0. Bemerkenswert!

© Der Identitatssatz (1) < (3) gilt auch fir reell-analytische Funktionen,
also Funktionen f:R™ D 2 — R™, die sich lokal um jeden Punkt x €
in eine konvergente Potenzreihe entwickeln lassen. Die Aquivalenz zu
Bedingung (2) hingegen qilt nur (reell oder komplex) eindimensional.

Beweis: (1) = (2)": Jeder Punkt zy € € ist Hiufungspunkt von €.

»(2) = (3)“: Mit £, g ist auch die Funktion h = f — g: Q — C holomorph.
Nach (2) hat M = { z € Q | h(2) = 0 } einen Haufungspunkt z, € .
Angenommen h(")(z) # 0 fiir ein n € N. Wir betrachten das kleinste n,
also h(z) = (z — z9)"hn(z) mit by, : Q — C holomorph und h,,(29) # 0.
Dank Stetigkeit von h,, folgt h(z) # 0 fur alle z € B(zp,¢) ~ {z0}.

Also liegt der Punkt z isoliert in M und ist kein Haufungspunkt von M.
An diesem Widerspruch zerbricht unsere Annahme h(™) (z;) # 0.

Also gilt ("™ (z9) = 0 fr alle n € N, somit f(™)(zg) = g™ (2).

»(3) = (1)“: Wir betrachten die Differenz h = f — g und hierzu die Menge
A={z€Q|V¥neN:n"(z) =0 }. Die Menge A ist abgeschlossen,
denn h(™ ist stetig. Sie ist auch offen, denn um jeden Punkt z € A € Q
kdnnen wir h in eine auf B(z, ) konvergente Reihe entwickeln; diese ist
die Nullreihe, also B(z,e) C A. Wir erhalten so die offene Zerlegung
Q=AU (2~ A). Da Q2 zusammenhéngend ist und z, € A, folgt A = .

Warnung: Fiir (2) = (3) muss der Haufungspunkt in 2 liegen und nicht etwa auf dem Rand!
Typisches Gegenbeispiel: Die Funktion f(z) = sin(1/z) ist holomorph auf Q@ = C ~\ {0} und
verschwindet in z = 1/(kw) fiir k = 1,2, 3, ... mit Hiufungspunkt 0. Dennoch gilt f # 0.
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Aufgabe: Sei f: 2 = C \ {0} — C eine holomorphe Funktion.

(1) Lasst sich f durch eine Laurent-Reihe f(z) = 3", ., ax2" darstellen?
Wenn ja, wie berechnet man die hier benétigten Koeffizienten a;, € C?

(2) Angenommen, f ist beschréanktauf A={ze€ C|p<|z| < 0 }.
Welche der Koeffizienten a;, missen hierzu verschwinden? Warum?

(8) Angenommen, f ist beschrdnktauf B={z2e€C|0< |z| <o }.
Welche der Koeffizienten a;, missen hierzu verschwinden? Warum?

(4) Folgern Sie damit folgenden Satz von Joseph Liouville (1809—1882):
Satz F5F: Liouville
Sei f:C — C holomorph. Ist f beschrankt, so ist f konstant.

Allgemeiner: Gilt |f(z)| < M|z|™ fir Konstanten M € Rundn € N
und alle z € C mit |z| > p, so ist f ein Polynom vom Grad < n.

(5) Sei p: C — C ein Polynom, also p(z) = ag + a1z + - - - + a,z".
Angenommen, p hat keine Nullstellen, also p(z) # 0 fir alle z € C.
Ist f(2) = 1/p(z) dann holomorph? und beschrankt? also konstant?
Folgern Sie hieraus erneut den Fundamentalsatz der Algebra (F3C).

Losung: (1) Ja, genau das garantiert Cauchys Entwicklungssatz F3F.
Die Koeffizienten a;, € C erhalten wir durch das komplexe Wegintegral
. f(z) & — 1 2 f(r eit) 1 2 f(T’ eit)

1 : it
= = — . dt = — dt
M omi /33(0,,,) Zh+1 271 Ji—o (7 eit)k+1 ne

27 Ji—o (reit)k
mit z = r e und dz = rie' dt. Dies gilt fir jeden Radius r > 0.
(2) Angenommen, es gilt |f(z)| < M fur ein M € R und alle z mit |z| > p.
1| (" f(ret 1 (7] f(ret 1 ("M M
o = 3 [ oot ¥ < 2 e S E
Dies gilt fr jeden Radius r» > o. Fir £ > 1 und » — oo folgt damit a; = 0.
Umgekehrt ist klar: Gilt a, = 0 fUr alle k£ > 1, so ist f beschrankt auf A.
(3) Angenommen, es gilt | f(z)| < M furein M € Rundalle 0 < |z| < 0.
Fir » — 0 schlieBen wir wortlich wie in (2): Fur £ < —1 folgt a;, = 0.
(4) Es gilt (3) und wegen |f(z)| < M|z|" zudem (2) fUr alle k > n + 1.
(5) Mit p(z) # 0ist f(z) = 1/p(z) fur alle z € C definiert und holomorph
nach Quotientenregel. Zudem ist f beschrankt, also konstant, p(z) = ao.
© Jedes nicht-konstante Polynom hat demnach Nullstellen in C.

T2 Ji—o T
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Satz F5G: Riemannscher Hebbarkeitssatz

Sei Q2 C C offen und s € €2 ein Punkt. Sei f:Q ~\ {s} — C holomorph
und zudem beschrénkt auf einer kleinen Umgebung B(s,r) \ {s} C Q.
Dann erlaubt f eine holomorphe Fortsetzung f:$2 — C im Punkt s.

Wir kénnen also f in den Punkt s hinein holomorph fortsetzen, somit die
Lucke im Definitionsgebiet schlieBen und die Singularitat in s beheben.

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz mit den vorigen Rechnungen.

Lésung: Nach Verschieben kénnen wir s = 0 annehmen.
Auf B(0,7) \ {0} gilt f(z) = 34z arz” dank Entwicklungssatz F3F.
Nach Voraussetzung gilt |f(z)| < M firein M e Rund alle 0 < |z| < 7.

2 f(reit) 1 2 f(reit)
o (ret)F dt’ : %/t_o (r ety

Fur k < —1 und r — 0 folgt a; = 0. Wir haben also f(z) = >3, axz*.
Diese Potenzreihe ist auf ganz B(0, r) konvergent und holomorph.

1
o

1 [ M M
—dt < —

|ax| k

T2 Jio T

Satz F5H: Mittelwerteigenschaft und Maximumsprinzip
Sei 2 c C ein Gebiet und f: Q2 — C holomorph. (1) Flr B(z,r) C  gilt

1 21

f(20) = f(zo +ret)dt.

21 Jig
Das Integral rechts ist der Mittelwert von f auf der Kreislinie 9B (z, ).
(2) Nimmt |f(2)| in zp € © ein lokales Maximum an, so ist f konstant.

v

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz mit den vorigen Rechnungen.
Loésung: (1) Das ist der Entwicklungssatz F3F in zy im Spezialfall £ = 0.
(2) Sei |f(2)] < |f(20)] =: M fur alle z € B(zp,r) C Q mitr > 0. Damit:
1 2T )
M =|f(z0)] < 27r/ |f(z0 +peD)|dt <M furo<p<r.
t=0

Gaélte hierbei in einem Punkt die strikte Ungleichung | f(zo + pel!)| < M,
so auch in einer Umgebung, und das Integral fiele insgesamt < M aus.
Also ist f konstant auf B(zg, ), also dank Identittssatz F5E auf ganz .
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Aufgabe: Ziel der Aufgabe ist die Berechnung der Fresnel-Integrale:
S AAARRE wsszMAMﬂﬂM

Mit komplexer Integration kdnnen wir nun den Grenzwert ausrechnen:

(1) Wiederholen Sie die Berechnung des Integrals [, e~ da.

a,B,7v:10,7] = Cmita(t) =t(1+1), B(t) =t, y(t) = r +it?

(3) Gilt f7 e~ dz — 0 fir r — oo? Finden Sie eine Abschatzung.

| [ it
ETRRREL
OO
Bislang konnten wir nur die Konvergenz S|cherstellen. Immerhin!
2) Gilt [ e dz = fﬁ e dz + f7 e~ dz fur die Integrationswege
(4) Folgern Sie hieraus den Wert der beiden Fresnel—Integrale.

(1) Aus Kapitel C kennen wir das Gauf3sche Integral (Satz C2G):

/ e~ dz = /7, e dz = vr
R =0 2
(2) Wir betrachten die angegebenen Integrationswege «, 3, v:
Y
& oY
D
B C1

Fresnel-Integrale
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(2) Die Wege 3, v und (umgekehrt) a umlaufen das Dreieck D c C.
Da f auf ganz D holomorph ist, folgt [, f(z) dz = 0, ausgeschrieben:

/ez2 dz = /ez2 dz %—/ez2 dz
« 153 Y

Dies folgt aus Cauchys Integralsatz F3A, oder ebenso aus dem noch
allgemeineren Residuensatz F4D, da f keine Singularitdten hat.

(3) Far » — oo wollen wir die Konvergenz f7 e dz >0 zeigen:

/ez2 dz /T o~ (r+it)? dt‘ < /T ’et2fr272itr|dt
v t=0 - Ji=0
r 122 r tr—p2
= / e" T dt < / e dt
t=0 t=0

[etr—”}’” 1l 1

< - =0
=0 r r

T

© Das Integral entlang ~ fallt schlieBlich nicht mehr ins Gewicht.

(4) Fir r — oo wissen wir fﬂ e~ dz — /7/2 dank (1).
Dank (3) gilt . e~ dz — 0. Mit (2) folgt [, e=*" dz — v/7/2.
Ausgeschrieben bedeutet das:

r . 1 : V2r .
/ e de = / 6_2”2(1 +i)dt = il e g
e’ t=0 \6
Wir substituieren hier t = z/+/2 und dt = dz/v/2.
Fir r — oo erhalten wir folgenden Grenzwert:
1—-1 /=«

oo
e i dy = / cos(z?) — isin(z?) dx =

oo
/x_o -0 2 2

Der Vergleich der Real- und Imaginérteile ergibt:

/ cos(z?) dz = / sin(z?)dz = =4/ =
=0 =0 2y 2

© Eine geschickte Wahl des Integrationsweges wirkt Wunder.




F533
Ubung

Anwendungsbeispiele zum Residuenkalkul

F534
Ubung
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Aufgabe: (1) Die folgenden Funktionen h; : C <. S — C sind holomorph
bis auf isolierte Singularitaten. Bestimmen Sie jeweils alle Residuen:
z z
@ hi(z)=—— (b) ha(z) = 22151

24 -1’
Tz
© ha()= e @ hG) =57
Das ist die Hauptarbeit dieser Aufgabe. Sie sollen Residuen verstehen
und die Werkzeuge zu ihrer Berechnung mdglichst effizient einsetzen.
Im zweiten Teil nutzen Sie die Residuen zur Berechnung von Integralen:
Sei v, der positiv orientierte Rand des Rechtecks mit Ecken +3 + i und
v der Rand der Kreisscheibe B(—1/2,1). Bestimmen Sie die Integrale

(2)/ hi(z)dz firi=1,2,3,4und j = 1,2,
7.

J

far k € N.

00 332

21 1

In welchem Sinne konvergiert das letzte Integral? absolut? uneigentlich?

Losung: (1) Wir berechnen zunachst die Residuen mit F4B bzw. F4c.
2

z
a) Die Funktion h = hat einfache Pole:
(@) 1(2) G-+ i)+
h li 2 li 2 1 far 41,41, also
res = 1m —— = 11m —F = — 20 = 1
L= 5% %(2’4 —1) o204z 4z ’ T

1 : :

rflshl :+1’ r_elshl =-7 r_EiShl :—i, rfzishl :+i

(b) FUr hy faktorisieren wir den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman
22% 4+ 52 +2=2(z+2)(z + 1/2).

. H Z
Die Funktion hy(z) = 40z 1 2)2(z 1 )2

z ]_ lim 4(2’—1—%)2—2’-8(2'—1—1/2)_ 5

hat in —2, —1/2 doppelte Pole:

d
reshg— lim [4<

e dz |4z + 12)2] T e (4(z 4 1/2)2)2 Y
d z 4(z+2)%—2-8(2+2) 5

h lim — =1 =+
BT [4(2’ T 2)2] o (4(z +2)?)? 27
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(c) Wir untersuchen die Funktion

eﬂ'Z

422 — 42+ 5
Wir faktorisieren den Nenner (dank Mitternachtsformel) geman

422 —dz + 5 =4[z — (12 +1)][z — (12 —1)].

Fur die einfachen Pole 1/2 + i berechnen wir die Residuen vermdge

hg(z) =

rzeos hs = zli_go Ciiz(zlz?e— 15 = 8,:0 _O 1 flr zo = 1/2 + 1, alternativ
. e™? (3 H) —e7/2 ie™/2
s = I o] T A0kttt & 8
. e™* em(z—1) —e™/2 ie™/2
f’_slh‘“’ ZE?_iz;[z —(at1)]  A(p—i-tp—i) -8 8

(d) Wir untersuchen die Funktion hy(z) = cos(z)/zF*! fir k € N.
Die einzige Polstelle von h4 ist zp = 0; sie hat die Ordnung & + 1.
Satz F4c fur die Residuen mehrfacher Polstellen ergibt dann

L rdNEr g _Jo falls k£ ungerade,
regha(z) = limy () [+ ha(2)] = {&;I};f falls k = 2¢ gerade.

© Die Ableitungen sind zu unserem Gliick hier sehr tibersichtlich.

Alternativ entwickeln wir h4 in eine Laurent—Reihe um zg = 0:

L (Y (Y
ha(z) = 7 22 (20)! 2= 20!~

=0

20—k—1

Das Residuum ist dann der Koeffizient vor z—1, also

0 falls k ungerade,
res ha(z) = { (_1)¢
2=0 enl falls k = 2¢ gerade.

© Die Reihenentwicklung ist zu unserem Gliick hier sehr tbersichtlich.
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(2) Dank Residuensatz F4D mlssen wir zur Berechnung der Integrale
nur die Residuen aufsummieren, die im Rechteck bzw. im Kreis liegen.

Im
1 :
i E,_F 1

/

°

N[

N

Die Pole innerhalb des Rechtecks sind: 0 und —1 und 1.
Die Pole innerhalb des Kreises sind: 0 und —3 und —1.
Dank Residuensatz F4D erhalten wir schlieB3lich die acht Integrale

/ hi(z)dz = 2mi {res h1 + res hl] =0,
" +1 -1
: 1.
hi(z)dz = 2mi [rels hl] = —gm,
. =
ho(2) d ho(2) dz = 2 | ves hy| = O
z)dz = z)dz = 2mi|r = —i,
1 2 ] 2 res iz 57

% fr k = 20,

0 sonst.

ha(2) dz = 2ri [rgs h4] _ {

© Es gentigt jeweils, die Residuen aus Teil (1) zu summieren.
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(3) Gesucht ist das reelle Integral

27 1
—dt.
/t—O (4cost + 5)?
Dies berechnen wir als komplexes Integral mit Hilfe von Satz F4H:
Der Integrand ist R(z,y) = 1/(4x + 5)2 mit z = cost und y = sin .
Wir nutzen die Euler—Formel z = e = cost + isint und substituieren

. L it elt —e7t 5 71
COST = = st = = ,

2 2 ’ 21 21
f(z) =

1 1 . z
2 2t 15)2 (2224524 2)
Hier ist —1/2 die einzige Polstelle in B(0,1). Dank F4H erhalten wir:

= —ihg(z)

2w 1 0

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

(4) Gesucht ist das reelle Integral
0o 2
oo Xt —1
Dies berechnen wir mit Hilfe des Residuensatzes F4K und Teil (1):
dx = 2mires hy + 7i res hy + mi res h1
i 1 1
= 2ri [—1] +oi H +oi [—7} .

00 .172
t/()oo zt —1
4 4 4 2

© Links muss man integrieren, rechts nur Residuen summieren!

A\ Der Integrand ist weder absolut noch uneigentlich integrierbar.
Unter dem Integral verstehen wir daher den Cauchy—Hauptwert:

—1-1/r 2 1-1/r 2 r 2
/ L e+ / L du+ / S
—r X _1 _1_|_1/,,,.I' —]. 1+1/Tx —1

© Mit dieser VorsichtsmaBnahme gelingt die Rechnung wie erhofft.

lim
T—>00
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie das Wegintegral

1 1
b 5i; ‘ii““‘* (127
27 o & —1

far jeden der folgenden geschlossenen Wege ~; : [a, b] — C.

//;\ f\w f\w 0N o

a0 iy

= N
\/ NP )

Die markierten Punkte sind die Polstellen des Integranden. Ausflhrlich:
(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung tber R und Gber C

(3) Berechnen Sie alle Polstellen und dort jeweils das Residuum.
Welche Reihenfolge der Rechnungen (1,2,3) scheint Ihnen geschickt?

Loésung: Seit diesem Kapitel verfigen wir tber effiziente Werkzeuge zur
Berechnung von Residuen, daher bietet sich die Reihenfolge (3,2,1) an.

(3) Die Nullstellen von z* — 1 sind die vierten Einheitswurzeln +1, +i.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kdbnnen wir Satz F4B nutzen:

p(z)] p(20)

res (—— | =

2=z [q(Z) 7' (20)

Wir erhalten so bequem und effizient die gesuchten vier Residuen:

res (f) = lim [ ! ] .

(+1) 1| 423 4

1
(llels)(f) = Jm, Lllz?’] T4
res() = Jim | 75| =+
res() = lim | 5] =

© Der Residuenkalkiil gelingt uns leicht dank effizienter Werkzeuge!
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(2) Wir zerlegen den Nenner in seine Linearfaktoren Gber C:
A-1=(=-DE+1)(z-1)(z+1)
Alle Faktoren sind einfach. Die Partialbruchzerlegung (kurz PBZ)
der Funktion 1/(z* — 1) hat daher die besonders einfache Form
1 a b c d
A1 -1 z1” i
Die Konstanten a, b, ¢, d € C sind hierbei noch zu berechnen, etwa durch
Koeffizientenvergleich, oder bequem und mihelos dank Residuen:
1 1 1 i i
A1 4-1 4G+ TiE-) 11y
Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.
Uber R fassen wir (z —i)(z +1i) = 22 + 1 zusammen und erhalten:
1 1 1 1
A1 4(z—1) 4(z+1) 2(z2+1)
© Der Residuenkalkiil niitzt uns auch bei der Partialbruchzerlegung!

z—1

(1) Wir nutzen Residuen (3) bzw. Partialbriiche (2): Flr die Wegintegrale
genuigt es jeweils, die Umlaufe um jede Polstelle zu z&hlen! (Satz F4G)

1 1 1+i
— dz = =
o7 ?gl A =gt 4
1 1
Qm?imdz—ﬂL{fis)(f)Jr(rgs)(f) =0
L de = res(f) - res(f) :
P z = res — T = —
2mi Jo, 2t + 1 () (—i) 2

1 1
o 3’§4 A=t (rfls)(f) + (r_eis)(f) + (r_els)(f) + (r+eis)(f) =0

© Der Residuenkalkiil I6st selbst komplizierte Integrale sehr leicht.

Fir Laurent—Polynome berechnen wir Wegintegrale leicht direkt (F1B);
dank Linearitat gelingt es hier ebenso fir eine Summe solcher Terme.
Viele Rechnungen l6sen Sie so bequem, sicher, routiniert: Sie missen
schlieBlich nur noch die Umlaufe von ~ zéhlen und dabei das Vorzeichen
beachten; wie Ublich lauft mathematisch positiv gegen den Uhrzeiger.
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von

nznfl

fz) =

fir w € C \ {0}.

2" —w

(2) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung Gber C und Uber R.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral ;- $opo f(2)dz firr > fw|.
(4) Zum Vergleich: Was gilt fir w = 07? Ist das koharent?

Lésung: (1) Die Losungen von z" = 1 sind die n—ten Einheitswurzeln
2, = (P = e?™k/m fir k = 0,1,...,n — 1. (Machen Sie sich eine Skizze!)
Die Lésungen von 2" = w" sind somit z;, = ¥ w flir k =0,1,...,n — 1.
Im Falle einfacher Polstellen, wie hier, kbnnen wir Satz F4B nutzen:

xes [SEH B 5&2(;))

Wir erhalten so bequem und effizient die Residuen:

nznfl ) nznfl
res = lim =1
z=zp | 2™ — wWh 2z | ML

(2) Wir zerlegen den Nenner in Linearfaktoren: 2" — w™ = Hz;é 2z — CFw.
Alle Faktoren sind einfach, die PBZ hat die besonders einfache Form

n—1

nz Co Cc1 Cc2 Cn—1
w2 —w 2z — Cpw z—(r%w—‘_“‘ 2 — (Pl
Die Konstanten erhalten wir mihelos dank Residuen, namlich ¢, = 1.
nz"~! 1 1 1
o —wn Z—w+z—fnw+z—§%w+“‘+m

Umgekehrt lassen sich aus der PBZ auch direkt die Residuen ablesen.
Uber R kombinieren wir je zwei komplex Konjugierte, wobei w € R:
1 1 2z — 2cos(2mk /n)w

- flir0 < k <n/2
z—(Fw 22— 2cos(2mk/n)zw 4+ w? n/

z — Chw

(3) Fir r > [w| gilt 3% 6,59, f(2) dz = Y325 ress, (f) = n, siehe F3p.
(4) Fur w = 0 finden wir direkt f(z) = n/z und 2 9SaB(o,r) f(z)dz = n.
Anschaulich: Alle n Polstellen fusionieren, die Residuen addieren sich.
Stetigkeit: Dank Satz D3c dirfen wir lim,,_,o unters Integral ziehen.
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Polstellen und Residuen von

62° 62° e 1
B fa(z) = Sl fs(z) =

cos(mz)

fi1(2)

fa(z) =

sin(rz)’ sin(mz)

(2) Bestimmen Sie — soweit méglich — die Partialbruchzerlegung von f;.
(3) Berechnen Sie das Wegintegral 9983(074) fx(2) dz und ganz allgemein

$p fr(z) dz fir jedes Kompaktum D C C mit stlickweise glattem Rand.

Lésung: (1a) Die Nullstellen des Nenners 26 + 1 sind z;, = ™ (Zk+1)/6 f{jr
k=0,1,...,5, kartesisch 4i und (£+/3 41)/2. Machen Sie eine Skizze!
Alle Polstellen sind einfach; dank Satz F4B gilt res.—, [f1(z)] = 1.

(2a) Die Partialbruchzerlegung hat die besonders einfache Form
62° 1 L
264+1  z2— 2

Z— 2 Z — 25.
(3a) Es gilt 2= 4, f1(2) dz = #[D N {z0, 21, ..., 25}] wie in Satz F3D.

Fir f2(2) = fi(z) e* gelten die Rechnungen entsprechend angepasst.

(1c) Die Funktion f3(z) = 1/sin(nz) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F4B gilt res.—,, [ f3(2)] = lim._n<[1/sin(nz)] = (—1)"/7.

(1d) Auch f4(z) = cos(mz)/sin(nz) hat einfache Polstellen in n € Z.
Dank F4B gilt res.— [ f1(2)] = lim._pnr[cos(mz)/sin(rz)] = 1/m.

(3) Hieraus folgt das Wegintegral ¢, ,, fi(z) dz wie in Satz F4D / F3D.

(2) Wenn sich f3, fy als Reihen _ _ c,/(z —n) absolut konvergent
darstellen lassen, dann liefert der Residuenkalkil die Koeffizienten:

1 ol (D" 1 22N (1)
ese(mz) = sin(rz) 0w 7% PRl =2 —n?
cos(mz) . 1 1 1 2z 1
t = = — _ _
cot(2) sin(7z) 7T % cn o w 2 —n?

Nun muissen wir noch umgekehrt die vermuteten Formeln nachprifen:
© Fur jedes z € C ~ Z sind die Reihen rechts absolut konvergent,
denn flr n — oo gilt 1/(n? — 22) ~ 1/n?, und wir wissen " 1/n? < co.
© Die Grenzwerte dieser Reihen sind tatséchlich csc(rz) bzw. cot(7z).
Diese Rechnung erfordert etwas Sorgfalt und wird in ausgefuhrt.
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Bisher haben wir meist holomorphe Funktion f:C \ S — C betrachtet,
die nur eine endliche Menge S C C von Singularitaten aufweisen,

wie rationale Funktionen f(z) = p(z)/q(z) mit Polynomen p, ¢ € C|z].
Wir nutzen nun auch holomorphe Funktionen ¢g:C . .S — C wie zum
Beispiel g(z) = f(z) cos(mz)/ sin(mz) mit unendlich vielen Singularitaten,
insbesondere um Reihen wie Y72, 1/k* = 7 /6 berechnen zu kdnnen.
Die Menge S heif3t diskret, wenn jeder ihrer Punkt s in .S isoliert ist.

In einer Menge S C C nennen wir einen Punkt s € S isoliert, wenn ein
hinreichend kleiner Radius ¢ > 0 existiert, sodass B(s,c) NS = {s} qilt.
Andernfalls sagen wir, dass sich die Punkte der Menge S um s haufen.
Allgemein nennen wir a € C einen Haufungspunkt der Menge S, wenn
zu jedem ¢ > 0 die Menge B(a, ) N S unendlich viele Punkte enthalt.
Jede endliche Menge S C C ist diskret; unendliche kdnnen diskret sein
wie Z C C oder auch nicht diskret wie {1,1/2,1/3,1/4 ... 0} oder Q C C.
Sind g, h:C D ©Q — C holomorph mit ~ # 0, so ist die Nullstellenmenge
{z € C|h(z) =0 } diskret dank Satz F5E (somit héchstens abzahlbar),
und dasselbe gilt folglich fir die Singularitdtenmenge von f = g/h.

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie alle Nullstellen z € C der Funktionen

eiz _ efiz eiz + efiz

——, cos(z) = ——
2i 2

Zeigen und nutzen Sie fir z = z + iy mit x, y € R die Gleichungen

sin,cos:C — C, sin(z) =

|cos(z)|* = cos(z)? + sinh(y)>.
Der Quotient h(z) = cos(z)/ sin(z) ist beschrankt durch

Ih(z)|? < cos(z)? + sinh(y)?

sin(z)? + sinh(y)?
(2) Bestimmen Sie alle Residuen der Funktion h(z) = cos(z)/ sin(z).

|sin(2)|? = sin(z)? + sinh(y)?,

cos(z)?
~ sin(z)? + sinh(y)?

+1

Loésung: (1) Aus der reellen Analysis wissen wir sin(z) = 0 flr z € Zz
und cos(z) = 0 fir z € 72 + Zx. Weitere Nullstellen z € C gibt es nicht!

Die hierzu nltzlichen Un/Gleichungen rechnet man geduldig nach.

(2) Die Funktion h(z) = cos(z)/sin(z) hat einfache Polstellen in z = k7
mit k& € Z. Dank F4B gilt res,—j [h(2)] = lim._,x[cos(z)/sin’(2)] = 1.
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Aufgabe: (3) Bestimmen Sie alle Residuen der holomorphen Funktion

cos(mz)

9g:C\Z—C, g(z):m.

Lésung: (3) In k£ € Z mit k # 0 liegt eine einfache Polstelle vor (F4B):
cos(mz) cos(mz) 1
2=k LQ sin(ﬂz)} Tk {22’ sin(7z) + 722 cos(7z) T k2
Im Nullpunkt z = 0 hingegen liegt eine dreifache Polstelle vor (F4cC):
d zcos(mz)

cos(mz) Tz

dz sin(mz) sin(rz)  sin(rz)2
d? zcos(mz) —27 212z cos(mz)  2m2zcos(mz) — 2mwsin(7z)
dz? sin(mz) - sin(mz)? sin(mz)3 - sin(mz)3
B 2m2z[1 — 41222 + O(24)] — 2w [mz — %7‘(32’3 + O(z%)] _ 27 L 003
323 + O(25) 3
cos(mz .1 d? [zcos(mz ™ .
res [2’28151(71'1)] = lim - [Sm(fm))] =-3 © Alles wird gut.

© Noch leichter gelingt’s mit der geometrischen Reihe, siehe [F554].

Aufgabe: Fir n € N sei ), C C das Quadrat mit Ecken (£1 +1i)(n + 1/2).
(4) Berechnen Sie faQn g(z)dz und (5) den Grenzwert fir n — oc.
(6) Folgern Sie hieraus den Grenzwert der Reihe Y72 | 1/k%.

Losung: (4) Dank Residuensatz und der vorigen Aufgabe (3) gilt:

n

. T 1
/E)Qng(z)dz:Qm Z rgs(g) = _3+2kz_17rkz2

k=—n

(5) Firn > 1 und alle z € @, gilt |cos(7z)/sin(7z)| < 2. Fir n — oo folgt

2 2 1
/ g(z)dz S/ ‘g(z)’-|dz[§/ —2-|dz]§8(n72+)—>0.
0Qn 0Qn oQn n

(6) Fur die obige Reihe erhalten wir schlief3lich

T <1 > 1 w2
T 495 —0  also LT 6449340668 . ...
3T ; e ;—:1 26

Die Konvergenz ist leicht zu zeigen [B303], nun kdnnen wir auch den Grenzwert berechnen!
Dies ist ein berithmtes Problem und wurde erst 1734 von Leonhard Euler gel6st (noch vage).
In Kapitel I gelingt es noch leichter mit den starken Werkzeugen der Fourier—Theorie.
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Satz F51: Berechnung von Reihen durch Residuen

Sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion. Wir kénnen und werden
p/q als geklrzt annehmen, mit teilerfremden Polynomen p, ¢ € C[z].
Ihre Singularitdtenmenge ist demnach S = {2z € C| ¢(z) =0 }.

(1) Unter der Voraussetzung deg(q) > deg(p) + 2 gilt:

2. f<’f>=—7r2r9§{

kEZ~\S seS

cos 7rz)
sin(7z)

(2) Unter der schwacheren Voraussetzung deg(q) > deg(p) + 1 gilt:

2, CUHB =) res

[sm }
kEZNS seS

© Links steht eine unendliche Reihe, rechts nur eine endliche Summe.
© Die Konvergenz ist leicht, nun kénnen wir den Grenzwert berechnen!
© Die vorige Aufgabe zeigt das bemerkenswerte Beispiel f(z) = 1/2%.

Aufgabe: (a) Berechnen Sie mit diesem Satz die Reihe Yoy (—

1k /K2
(b) Berechnen Sie die Reihen ), —— und Znez P )n firw e C\Z.

Lésung: (a) Wir wenden die Formel (2) auf die Funktion f(z) = 1/22 an.
In z = 0 hat 1/22 sin(z) eine dreifache Polstelle. Statt wie zuvor Satz F4c
zu nutzen, kdnnen wir auch direkt die Laurent—Reihe entwickeln:

1 _ 1 : L oo 1 44 6
22sin(rz)  7wz23(1 — q) mitq = 31" ? 5‘7r S +0E)
1 1 1 45,
S —llrat@+d+. ] = WZ3[1+§7T2 +0(:)]
S U 1 _T
T +0() — zre%[z2s1n(7rz)] G
Dank Satz F51 (2) schlieBen wir:
= (=1* _ 11 1 w2
—_— 4+ —F...=—— = -0.8224 4...
; m = lt o mt T 5 = —0-822467033
(b) Wir wenden den Satz F5| auf die Funktion f(z) = 1/( z)a
und erhalten sofort - ., - = “;ﬁ?ﬁjﬂ“j) sowie Y, &L )n = Sm(’fim)
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Aufgabe: Erklaren und begriinden Sie den allgemeinen Satz F5I
nach dem Vorbild der Spezialfélle der vorigen Aufgaben.

Losung: Fir n € N sei ,, C C das Quadrat mit Ecken (£1 £1i)(n + 1/2).
Wir wahlen n so groB3, dass @,, die Singularititenmenge S von f enthalt.

(1) FUr g(z) = f(2) cos(mz)/ sin(7z) ergibt Cauchys Residuensatz F4D:
g(z)dz = 2mi res(g
[, o 3" res(g)

SE€EQn
Fdr n — oo verschwindet das Integral, denn

/GQn (z)dz

Mit den Residuen in k € Z ~. S folgt die gewlinschte Gleichung:

0= ngs(g) = Z reS )+ Zres

cos(mz)

< max PG ),

c
cldz] < — - 8(2 1) — 0.
sin(mz) ‘Z‘_'rﬂ (@2n+1)

seC keZ~S sGS
COS w4
-y W e 5[]
z= s SlIl Z)
keZ~S

(2) Fur g(z) = f(z)/sin(rz) ergibt Cauchys Residuensatz F4D:

/BQn g(2)dz = 27 Z rss(g)

5€Qn
Fir n — oo verschwindet das Integral, denn nach Rechnung gilt

/BQn g(2) dz !

sin(mz)
(Die Schranke faQn|dz]/|sm(7rz)| < const ist leider etwas mihsam.)
Jede Polstelle in k£ € Z . S ist h6chstens einfach. Dank F4B gilt:
flz) 1 fk) (=1
2k [sin(ﬂ'z) ~ meos(mk)  w J (k)
Mit den Residuen in k& € Z ~. S folgt die gewiinschte Gleichung:

Z res —|— Z res

seC kEZNS seS

. :
f(k) + Z; res MW)J

< max } ‘ const o

2€0Qn AQn,

ldz| <
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