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Fiir die Mitteilung von Unklarheiten und Fehlern aller Art
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~
Much to learn, you still have.
This is just the beginning.

Z Habe Mut, dich deines eigenen
Verstandes zu bedienen!
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Urheberrecht und Haftungsausschluss Uberbiick

Die hier angebotenen Inhalte sind urheberrechtlich geschiitzt. Sie diirfen zu nicht-kommerziellen
Zwecken in der Lehre verwendet werden, sofern die Quelle wie folgt vollstindig angegeben wird.

Prof. Dr. Michael Eisermann: Vorlesungsunterlagen zur Hoheren Mathematik,
Institut fiir Geometrie und Topologie (IGT), Universitit Stuttgart,
michael-eisermann.de/lehre/HM3

Diese Unterlagen dienen zur Vorlesung Hohere Mathematik 3 (vertieft). Sie sind konzipiert
fiir das Mathematik-Grundstudium in den Natur- und Ingenieurwissenschaften und vermitteln
einschligiges Basiswissen. Zusammen mit den Grundlagen umfassen sie iiber 800 Aufgaben
mit Losungen, die Schonsten davon entstanden in Zusammenarbeit mit Dr. Friederike Stoll.

Die Inhalte wurden vom Autor mit grofter Sorgfalt fiir die Prdsentation in der Lehre erstellt.
Sie werden allein zu Lehrzwecken zur Verfiigung gestellt, in der Hoffnung, dass sie zum Lernen
und Uben niitzen mogen, ohne jeden Anspruch auf Eignung zu irgendeinem anderen Zweck.
Sie sind keine Handlungsanweisung oder Empfehlung. Nur eigenstindiges Denken hilft!

Kunst und Wissenschaft, Forschung und Lehre sind frei. (GG Art.5.3.1) Der Autor iibernimmt
keinerlei Gewihr fiir die angebotenen Informationen und Daten, deren Aktualitit, Korrektheit,
Vollstindigkeit, Qualitiit oder irgendeine Nutzbarkeit aufierhalb der Lehre. Haftungsanspriiche
fir mogliche Schdden, materieller oder immaterieller Art, sind grundsitzlich ausgeschlossen.

Fiir Inhalte externer Quellen, insb. verlinkter Webseiten, ist stets deren Anbieter verantwortlich.

003
Uberblick

Wie nutzen Sie dieses Vorlesungsskript?

004
Uberblick

Wozu bendtigen Sie mathematische Methoden?

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie. (Immanuel Kant, 1724-1804)

Diese Folien dienen als Grundlage meiner Vorlesung. Wie von Studierenden gewiinscht, konnen
sie auch eigenstidndig genutzt werden, zum Nacharbeiten, zur Klausurvorbereitung, oder notfalls
als Ersatz zur Vorlesung. Dazu sind Definitionen und Séitze mit zahlreichen Ubungen verwoben;
sie bilden daher kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umfingliches Lese- und Arbeitsbuch.

Die Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen. Dem studentischen Wunsche
folgend prisentiere ich vielfiltige Beispiele und Aufgaben mit Losungen, zudem Erléiuterungen,
Erinnerungen und Ergénzungen, instruktive Rechnungen und manchmal Beweise. Dies folgt der
bewihrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser leichter eine vorhandene Ubung, Erkldrung
oder Illustration iibergehen kann, als eine fehlende selbst (er)finden. Mdge es beiden niitzen!

Ich versuche, jedes Thema so einfach wie moglich darzustellen, doch so prizise und ausfiihrlich
wie es fiir ein solides Verstindnis notig ist. Erklarungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung
miindlich gebe, sind hier schriftlich ausgefiihrt; sie niitzen mir als Erinnerung, den Leser:innen
als Erlduterung. Eine ideale Mischung fiir alle und jede:n gibt es leider nicht: Der Bedarf nach
Umfang und Tiefe ist individuell unterschiedlich. Das Angebot ist reich. Dosieren Sie selbst!

Neben der Vollversion biete ich versuchsweise auch eine Halbversion, die mit der Axt auf halbe
Linge gekiirzt wurde, durch Loschung zahlreicher Beispiele und Aufgaben, Erinnerungen und

Illustrationen, Ausfiihrungen und Ergiinzungen. Je nach Bedarf der Leser:in ist dies an manchen
Stellen hilfreich, an anderen fehlt es. Wer es sich zutraut, nutzt die Vollversion und dosiert selbst.

Alles Leben ist Problemlosen. (Sir Karl Popper, 1902—-1994)

Verstidndnis und Beherrschung komplexer Zusammenhiinge benstigen Empirie und Theorie,
quantitative Modelle und sorgfiltige Planung. Diese beruhen im Wesentlichen auf Mathematik.
Der Beruf des Ingenieurs (m/w/d) und vieler anderer ist daher zunehmend mathematisch geprigt.
Mathematische Methoden sind hiufig Voraussetzung fiir den Erfolg technischer Entwicklungen;
das gilt auch, wenn sie beim Endprodukt im Inneren wirken und oberfléchlich nicht sichtbar sind.
Deshalb nutzen Sie bereits im Studium vielfiltige und umfangreiche mathematische Methoden,
und hierzu legt Thre Mathematikausbildung im Grundstudium das notwendige Fundament.

Es ist dabei vollig unmaoglich, alle in spiteren Anwendungen relevanten Techniken zu behandeln,
sozusagen als Enzyklopédie auf Vorrat. Dazu sind die Anforderungsprofile allzu unterschiedlich:
Was fiir den einen schon viel zu viel wire, ist fiir die andere noch lingst nicht umfassend genug.
Zukiinftige Ingenieur:innen sollen daher nicht nur die allgegenwirtigen Grundfertigkeiten lernen,
sondern auch mathematische Denkweisen und systematische Problemlsung, um je nach Bedarf
erforderliche neue Methoden selbststindig erwerben, vertiefen und anwenden zu kénnen.

Es ist in hochqualifizierten Berufen unwahrscheinlich, dass Sie genau dieses oder jenes Beispiel
wortlich anwenden. Das gilt ganz allgemein, selbst fiir die bestmogliche Auswahl von Beispielen.
Hingegen ist es wahrscheinlich, dass Sie diese oder dhnliche bewihrte Methoden hiufig nutzen.
Sie sollen daher nicht nur Beispiele lernen, sondern zugleich moglichst vielseitige Methoden!

Mathematik ist immer beides: sowohl abstrakte Theorie als auch konkrete Anwendung; sie sind
keine Gegensiitze, sie ergénzen sich, die eine kann nur mit der anderen dauerhaft erfolgreich sein.

. . 005 . . 006
Wozu lernen Sie Mathematik? wenick| | VWOZU lernen Sie Mathematik? Uperblick
Hochtechnologie ist immer auch mathematische Technologie. Mathematik ist Grundlage und Werkzeug aller modernen Technologie.
Sie haben forschungsorientierte Studiengénge gewahlt, Sie studieren Als Ingenieur:in brauchen Sie Ihr methodisches Handwerkszeug.
ambitionierte Facher, hierzu brauchen Sie handfeste Mathematik. Dazu gehort als harter Kern und Grundlage die Hohere Mathematik.
Lo .. - . J hsvoller die Aufgabe, desto wichti ird die Mathematik.
Was Sie hier lernen, kénnen Sie Uberall nutzbringend anwenden. ?anfpmc svoter ie Higabe, cesto wichfiger wird Gie Matiematt
Mit diesen Werkzeugen kénnen Sie auch dicke Bretter bohren. Sie konnen das begriien oder bejammern, es ist und bleibt Tatsache:
Theorie ist nicht Ballast oder Schikane, sondern effizientes Werkzeug.
Viele von Ihnen wissen bereits, dass Sie mathematische Werkzeuge dringend brauchen.
. Andere finden es demnichst heraus, hoffentlich bereits in dieser Grundlagenvorlesung,
EBSTTY andernfalls nachfolgend in Anwendungen und Vertiefungen in Studium und Beruf.
. . Je frither und je gewissenhafter Sie Ihr Handwerkszeug erlernen, desto besser.
Mit Mathematik Die Mathematik bietet Thnen extrem prizise und scharfe Werkzeuge.
bis unméglich geht es besser! Zur effizienten Nutzung brauchen Sie einige grundlegende Kenntnisse.
Greifen Sie nicht wahllos in die Kiste oder packen die Werkzeuge
. . . . . am falschen Ende: Wissen macht Ah! Unwissen macht Aua!
Theque und Anwendung_ sind keine Geger_]sa_tze’ sie ergénzen sich und Vor uns liegt ein sehr anspruchsvolles und sehr lohnendes Semester.
arbeiten wunderbar effizient zusammen wie linke und rechte Hand. Ich beginne am Ende und will Thnen zeigen, wo die Reise hingeht:
Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung. ZV"Z: ;‘}‘v‘ze“ds.ie‘ dtietse leth"gef 1\:;110}16 I‘:‘{fiabei kl?““e“fie
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Stirke! amit fosen, cle jetzt moch auberhalb frer Beichwelte flegen®
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Wozu lernen Sie jetzt schon Mathematik? wenick| | \WWozu lernen Sie jetzt schon Mathematik? Uberblick

Frage nicht nur, was die HM jetzt schon fiir dich tun kann.
Frage vor allem, was du jetzt schon fiir die HM tun kannst.

Wenn du ein Schiff bauen willst, lehre deine Leute nicht nur
ihr Handwerk, sondern erwecke ihre Sehnsucht nach dem Meer!

Dem Anwenden muss das Erkennen vorausgehen. (Max Planck, 1858-1947)

Manche:r schimpft auf die ,,ldstige Theorie* und scheitert alsbald an allzu naiver Anwendung,
getreu dem Slogan ,,Plane nicht, irre lieber!“. Manchmal geht das gut, aber meist leider nicht.
Wem nichts besseres einfillt, der prangert pauschal die ,,Theorielast* des Studiums an und fordert
unspezifisch aber publikumswirksam ,,Praxisbezug*. Hohle Spriiche werden gerne wiedergekéut.

‘Wer Mathematik anwendet, weil} es besser: Theorie ist keine Last, sondern wirksames Werkzeug.
Gute Ingenieur:innen kennen die moglichen Methoden und entscheiden umsichtig und informiert.
Die Erfahrung zeigt: Immer héufiger sind mathematische Methoden der Schliissel zum Erfolg.

Ambitionierte Studiengénge bauen daher konsequent auf umfassende mathematische Grundlagen.

Manche Studenten (m/w/d) des Ingenieurwesens skandieren die Forderung ,,Wir wollen keine
Theorie, sondern nur Beispiele! Wenn das Ihre personliche Uberzeugung ist, iiberdenken Sie Thre
Studienwahl: Es gibt rein anwendungsorientierte Ausbildungen mit einem Minimum an Theorie.
Fiir ein forschungsorientiertes Studium wire das unzureichend, allzu einseitig und kurzsichtig.
Wie oben erklirt, sollen Sie nicht nur Beispiele lernen, sondern moglichst vielseitige Methoden!

Der Nutzen konkreter Beispiele zum Erlernen einer Methode steht auler Frage. Ebenso wichtig
ist jedoch die zugrundeliegende Theorie: Sie ordnet und erkldrt. Das ist meist ein zweistufiger
Vorgang: Diese Vorlesung riickt Beispiele soweit moglich in den Vordergrund, stellt aber auch die
notwendige Theorie zur Verfestigung und Vertiefung bereit. Damit Sie sich diese Grundlagen
moglichst gut aneignen konnen, werde ich Definitionen und Sitze explizit formulieren und
ausfiihrlich behandeln, und deren sichere Beherrschung spiter auch von Thnen erwarten.



http://michael-eisermann.de/lehre/Fanshop
http://michael-eisermann.de
http://michael-eisermann.de/lehre/HM3
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Mathematik ist schén und nitzlich. Mathematik ist schén und nitzlich. Erléuterung
Als Ingenieur:in wollen Sie komplexe, praktische Probleme 16sen. Dazu Die HM3 lasst niemanden kalt. Es gibt zu ihr nur zwei Ansichten:
brauchen Sie theoretische Grundlagen und mathematische Methoden. @ Die einen lieben die HM3, sie wissen bereits, dass sie Mathematik
Sie haben forschungsorientierte Studiengange gewahlt: LRT und MaWi. dringend benopgen, sie erlernen .L_md nutzen sie daher frihzeitig.

Je anspruchsvoller die Aufgabe, desto mathematischer die Werkzeuge! @ Alle anderen hingegen. .. erst spater.
Genau zu diesem Ziel bietet und verlangt Ihr Studiengang die HM3. Wir beantworten heute die groBen Fragen des Lebens. ...
Mit lhrem Engagement im Studium entscheiden Sie tiber Ihre Zukuntt. zumindest fir dieses Semester in der Hoheren Mathematik 3:
. . . Was kann ich wissen?
Die richtige Wahl: Aufwartsspirale — Was soll ich tun?
engagiert mitarbeiten, gemeinsam lernen, erfolgreich studieren o .
9ag 9 ’ 9 Was darf ich hoffen?
Die falsche Wahl: Abwartsspirale — Immanuel Kant (1724-1804)
iw desinteressiert mitlaufen, planlos vertrédeln, frustriert aufgeben. . o .
Die HMS3 ist fur Sie nicht nur Verpflichtung, sondern auch Chance!
Lohnt sich Ihre Investition in die HM3? Ja, sicher! Fragen Sie Alumni... Erkliire es mir, und ich werde es vergessen.
1 spannende Themen, schéne und niitzliche Mathematik. Zeige es mir, und ich werde mich erinnern.
, Lass es mich tun, und ich werde es verstehen.
2 klare Struktur, hervorragende Betreuung, faire Klausur. '
Konfuzius (551-497 v.Chr.)
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Mathematik ist schén und niitzlich. .. und anspruchsvoll. Mathematik ist schdn und niitzlich. .. und anspruchsvoll. Eriauterung
© In aller Bescheidenheit: Unsere HM3 ist sensationell gut. Warum erzahle ich lhnen das? Sie kénnen mit uns rechnen!

Die Lehrveranstating It auSerordentich gut i ST wionay Ich mdchte, dass Sie verniinftig handeln und erfolgreich studieren.
Zu dieser Entscheidung gebe ich Ihnen die nétigen Informationen.
o e e o o Sie haben die Freiheit, unverniinftig zu handeln und zu scheitern.
S e fiogen urd Belanga der itz i ittt 20 Ich kann lhnen den Weg zeigen, gehen miissen Sie ihn selbst.
(— Die Riickmeldungen sind insgesamt sehr positiv, die Befragungen sind
Ich habe durch die Teilnahme an dieser L L T sensationell gut, besonders flr eine Grundvorlesung am Studienanfang
Lehrveranstaltung viel gelernt. ﬂ und zudem gar in der Mathematik, als Service im Ingenieurwesen.
N 4 Unser Gesamtpaket der Héheren Mathematik 3 ist hervorragend.
/\ Klar und ehrlich: Studieren heiBt sich bemiihen! Dafur arbeite ich extrem hart, genauer gesagt: Ihr gesamtes HM3-Team!
v o o e o Von lhnen erwarte ich dasselbe: ernsthaftes Engagement und Mitarbeit.
O Sraoy T lgan  sahrniacy = sehvhoen Mir ist wichtig, diese Grundfrage anfangs ein fir alle mal zu kldren.
AnschlieBend kénnen wir uns auf Inhalte konzentrieren!
Die Lehrveranstaltung hat mich ... deutlich Qe Sk 2% ok 2% deutlich . . . . op /
e Seutich —H doutich Quidquid agis, prudenter agas et respice finem!
[Was immer du tust, handele klug und bedenke das Ende!]
T
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Unser llias-Kurs ist informativ und liebevoll gestaltet. Unser HM3-Skript ist erprobt und umfassend.
e STV VT SRS 1 =R S ——————— e rr———
Z Hoéhere Mathematik 3 vertieft - WiSe 24/25 eingebettet in ein Lese- und Arbeitsbuch
Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen.
\,—‘m\r Timeline Info Mitglieder JOHANN WOLFGANG VON GOETHE (1749-1832), Faust
Parallel zu meiner aktuellen Vorlesung HM3 stelle ich hier meine Folien zur Verfiigung,
Herzlich willkommen zur Hheren Mathematikc 3 vertleft! erprobt und umfassend. Sie sind kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umfangli-
. 1 dlesern llas Kurs finden sie A Online Materialen 20 unserer ches Lese- und Arbeitsbuch. Wer sie nur hastig durchblttert, wird ihren Umfang ab-
‘ rtseite schreckend finden. Wer sich jedoch ernsthaft einarbeitet, wird sie gut nutzen kénnen.
« 2urVorlesung mit ntegrierter Vortagsilbung bieten i nen unser Skt erprobt und umfassend. Grne geschehen, moge e izen
« Jede Woche Iosen Sie hier in llias ein hilfreiches Quiz. Damit wiederholen Sie den aktuellen Vorlesungsstoff und sind so fur die Ubungen o Q ) 1| o112 — | + [Seitengroge . 2T2®@|»
« Zor Gt el i o i e Woche i bungalet i gt g Augaben. i Prisenzbungen s i i e Ko
I derObung, s for e
' @ . ’ erkennen.
verstehen.
\/ HM3-Termine im Oberblick Prof. Dr. Michael Eisermann anwenden
Institut fir Geometrie und Topologie (IGT)
Vorlesung und integrierte Vor- Quizze Gruppeniibungen michasl-eisarmann. de/ehre/iM3
tragsiibung Wachentlich veranstalten wir ein Quiz  Die Gruppenibungen finden mittwochs, donnerstags und freitags in Universitit Stuttgart
jeweils von Freitay r, bis Diens- wverschiedenen Blocken statt. Die genauen Zeiten und Raume finden
S TS e e e
« Freitag, 11:30 - 13:00 Uhr in V 47.01 Das erste Quiz startet am Freitag, den  Die Anmeldung zu den Ubungen findet am Mittwoch, den 16. Ok-
Die erste Vorlesung findet am Dienstag, den 15 Ok. > OKtober 2024. ;""f]'mg‘::““if v o5 et Treten Sie dazu einer Fiir die Mittilung von Unklarheiten und Fehlern aller Art
tober 2024, statt. ter lllas-Gruppen Im Qg ner bel sowie fiir Verbesserungsvorschlige bin ich stets dankbar!
Das erste Ubungsblatt (Bonusblatt 0 zur Wiederholung) gibt es & %
schon in der ersten Woche. Die ersten Ubungen finden in der zwei- 7 Habe Mut, dich deines eigenen Much to learn, you still have.
ten Vorlesungswoche statt, also am 23. bis 25. Oktober 2024, W%, Verstandes zu bedienen! This is just the beginning.
. n . . 015 . . . . 016
So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig. So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig. Eriauterung

blauer Titelbalken

/ = Vorlesung

Die ita i der

weiBer Titelbalken
= Hintergrund \

Die der Austtnnng|

Ziel: Wie verhalten sich Strémungen? Welche Gleichungen getten hier? Die Stromungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.
- — Sie ist for die e, beim Bau von

igen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flieBt!

47 Strémungslehre:
“ Fluiddynamik
o

inkompressibel:
Hydrodynamik

kompressibel:
Aerodynamik

ohne Reibung:
Euler-Gleichung

‘ mit Reibung:

Luft- und Wasserstromung um die Kanarischen Inseln Navier-Stokes

(0) Wie beschreiben Sie eine Stromung in einem Gebiet © C & iber ein
Zeitinterval I = [to, ]2 Geschwindigkeit i: 1 x @ — B: (1.) r i(t, )
und Massendichte o:1 x 2 — R: (1.)  o(t. ) und evil. wetere Daten.
Die Massenstromdichte pi': I x 2 - ? beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich €2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.

In jeder Vorlesung werden etwa 20 bis 25 Vorlesungsfolien besprochen;
diese bilden den blauen Faden, das Kernprogramm, unser GrundgerUst.
Zu jeder Vorlesungsfolie gehéren etwa drei Hintergrundfolien; sie bieten
hilfreiche Erlauterungen und Ergédnzungen, Anwendungen und Beispiele,
Aufgaben und Lésungen, usw. Dosieren Sie selbst nach lhrem Bedarf!

Die Folien erfiillen eine doppelte Funktion. Fiir meinen Vortrag erstelle
ich die Folien zur visuellen Unterstlitzung und nutze sie als Grundlage.
Diese Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen.

Hier finden Sie alles Wesentliche, darauf sollten Sie sich konzentrieren.

Dieses Grundgerust erganze ich durch Hintergrundinformation in Form
von Erlauterungen und Ausfiihrungen, Erinnerungen und Erganzungen,
Aufgaben mit Lésungen, weiteren Beispielen und Rechnungen, etc.
Dies folgt der bewahrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser
leichter eine vorhandene Ubung, Erklarung oder lllustration tibergehen
kénnen, als eine fehlende selbst (er)finden. Mége es beiden nitzen!

Ich versuche, jedes Thema so klar und einfach wie méglich darzustellen,
doch so prézise und ausfihrlich wie fur ein solides Verstandnis nétig ist.
Erklarungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung mindlich gebe,
finden Sie hier zum Nachlesen noch einmal schriftlich ausgefihrt;

sie nutzen mir als Erinnerung und beiden Lesern als Erlauterung.

Tipp: Ein fettgesetztes Stichwort kann mit ,#Stichwort" gesucht werden.




Kapitel A: Was sind und was sollen Integrale?

A1 Konstruktion des Volumens
A1.1 Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?
A1.2 Was sind und was sollen Integrale?
A1.3 Schreibweisen fir Integrale

A2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen
A2.1 Der Korper (R, +, -, <) der reellen Zahlen
A2.2 Reelle Funktionen und ihre Operationen
A2.3 Absolute Summation von Reihen

A3 Konstruktion des Integrals
A3.1 Treppenfunktionen und ihr Integral
A3.2 Einschachtelung und Ausschdpfung
A3.3 Absolut integrierbare Funktionen

A4 Eigenschaften des Integrals
A4.1 Zerlegung und Betragsabschatzung
A4.2 Fast Gberall gleiche Funktionen
A4.3 Erste Beispiele und Versténdnisfragen

Kapitel B: Eindimensionale Integration

B1 Integration durch Einschachtelung (nach Riemann)
B1.1 Treppenfunktionen und Integration durch Einschachtelung
B1.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
B1.3 Integrationsregeln und elementare Integralformeln

B2 Integration durch Ausschépfung (nach Lebesgue)

B2.1 Absolute Integration durch Ausschdpfung

B2.2 Der Hauptsatz fir integrierbare Funktionen

B2.3 Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert
B3 Integrale und Reihen

B3.1 Vergleich von Integral und Reihe

B3.2 Stirling—Formel und Gamma-Funktion

B3.3 Konvergenzkriterien von Abel, Leibniz und Dirichlet
B4 Fazit: Eindimensionale Integration

B4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

B4.2 Beispiele zur uneigentlichen Integration

B4.3 Analytische und glatte Funktionen

Kapitel C: Mehrdimensionale Integration

C1 Der Satz von Fubini
C1.1 lterierte Integrale fiir nicht-negative Funktionen
C1.2 Der Satz von Fubini fir integrierbare Funktionen
C1.3 Integration Gber Normalbereiche

C2 Der Transformationssatz
C2.1 Neue Variablen als geschickte Koordinaten
C2.2 Polarkoordinaten und das GauBsche Integral
C2.3 Zylinder- und Kugelkoordinaten

C3 Fazit: Hauptsatz, Fubini, Transformation
C3.1 Zusammenfassung
C3.2 Verstandnisfragen
C3.3 Normalbereiche

C4 Weitere Aufgaben und Anwendungen
C4.1 Tragheitsmoment von Zylinder und Kugel
C4.2 Warnende Gegenbeispiele zu Fubini
C4.3 Volumina, Polstellen, Integrierbarkeit

Kapitel D: Integrale und Grenzwerte

D1 Vertauschen von Integral und Reihe
D1.1 Absolute Konvergenz in L'
D1.2 Integration von Potenzreihen
D2 Vertauschen von Integral und Limes
D2.1 Punktweise Konvergenz
D2.2 Majorisierte Konvergenz
D3 Vertauschen von Integral und Ableitung
D3.1 Kompakte Integrationsbereiche
D3.2 Beliebige Integrationsbereiche
D4 Weitere Aufgaben und Anwendungen
D4.1 Warnende Beispiele zur Vertauschung
D4.2 Berechnung von Integralen und Reihen
D5 Kalkul der Distributionen
D5.1 Lésungen der Wérmeleitungsgleichung
D5.2 Distributionen und ihre Rechenregeln

Kapitel E: Integralsétze in der Ebene

E1 Die Integralsatze von Green und Gauf3
E1.1 Wegintegrale und Kurvenintegrale
E1.2 Ebene Kompakta mit stlickweise glattem Rand
E1.3 Der Integralsatz von Green: anschauen und nachrechnen!
E1.4 Der Integralsatz von Gauf3: anschauen und nachrechnen!

E2 Anwendungsbeispiele
E2.1 Schreibweise als Differentialform
E2.2 Die Greenschen Flachenformeln
E2.3 Arbeitsintegrale in der Thermodynamik
E2.4 Flacheninhalt und Schwerpunkt
E3 Verstandnisfragen und Aufgaben
E3.1 Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?
E3.2 Zwei prominente Vektorfelder: Wirbel und Quelle
E3.3 Der Hauptsatz fiir Arbeitsintegrale: HDI
E3.4 Lésung des Potentialproblems

Kapitel F: Integralsatze fiir komplexe Funktionen

F1 Crashkurs zum Residuensatz
F2 Komplexe Funktionen und Potenzreihen
F2.1 Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen
F2.2 Exponentialfunktion und Zweige des Logarithmus
F2.3 Laurent-Reihen, Polstellen und Residuen
F3 Die Integralformel von Cauchy
F3.1 Integralsatz und Integralformel von Cauchy
F3.2 Fundamentalsatz der Algebra und Nullstellensuche
F3.3 Entwicklung in Potenzreihen und in Laurent—Reihen
F4 Der Residuensatz und Anwendungen
F4.1 Das Residuum einer isolierten Singularitat
F4.2 Der Residuensatz fir Kompakta
F4.3 Anwendung auf reelle Integrale
F5 Fazit: Residuenkalkul
F5.1 Verstandnisfragen und Vertiefungen
F5.2 Anwendungsbeispiele zum Residuenkalkul

Kapitel G: Integralsatze im Raum

G1 Crashkurs zu Integralsatzen im Raum
G1.1 Flachenintegrale und Integralsétze im Raum
G1.2 Einfihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
G1.3 Ausfihrliches Beispiel zum Satz von GaufB3

G2 Flachenintegrale im Raum
G2.1 Glatte Flachenstlicke und Parametrisierungen
G2.2 Kugelsegment, Kugelkappe, Torusflache
G2.3 Rotationskérper und Guldinsche Regeln
G3 Integralsatze im Raum
G3.1 Die Integralsatze von Stokes und Gauf3
G3.2 Anwendung: das archimedische Prinzip
G3.3 Numerik: Triangulierung und Linearisierung
G4 Fazit: Integralsatze
G4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
G4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
G4.3 Geometrie auf gekrimmten Flachen

Kapitel H: Erste Anwendungen der Integralsatze

H1 Partielle Differentialgleichungen der Physik
H1.1 Eulers Kontinuitatsgleichung
H1.2 Fouriers Warmeleitungsgleichung
H1.3 Newtons Gravitationsgesetz
H1.4 Maxwells Elektrodynamik

H2 Vektorfelder und Potentiale
H2.1 Konservative Vektorfelder
H2.2 Rotationsfreie Vektorfelder
H2.3 Einfach zusammenhangende Gebiete
H2.4 Radialsymmetrische Felder und Potentiale

H3 Fazit: Erste Anwendungen der Integralsatze
H3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
H3.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
H3.3 Notwendige und hinreichende Kriterien
H3.4 Gegenlaufige Wirbelfelder, Quadrupolis




Kapitel I: Fourier—Analyse periodischer Funktionen

11 Die trigonometrische Orthonormalbasis
11.1 Periodische Funktionen, erste Beispiele
11.2 Periodische Fortsetzung, Spiegelung
11.3 Skalarprodukt und Orthonormalbasis

12 Fourier—Analyse und das Dirichlet—Kriterium
12.1 Fourier—Entwicklung der S&dgezahnfunktion
12.2 Das Konvergenz-Kriterium von Dirichlet
12.3 Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen

I3 Rechenregeln zu Integration und Glattheit
13.1 Integrieren und Differenzieren
13.2 Abklingen der Fourier—Koeffizienten
13.3 Von Potenzreihen zu Fourier—Reihen

14 Fazit: Fourier—Analyse periodischer Funktionen
14.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
14.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen

Kapitel J: Die Fourier-Isometrie

J1  Parseval-Gleichung und Fourier—Isometrie
J1.1 Die Energiegleichung und erste Anwendungsbeispiele
J1.2 Die Fourier—Isometrie zwischen Funktion und Spektrum
J1.3 Isoperimetrische Optimierung durch Fourier—Reihen
J2  Punktweise und gleichméaBige Konvergenz
J2.1 Punktweise Konvergenz nach Dirichlet
J2.2 GleichmanBige Approximation nach Fejér
J2.3 Wann gilt punktweise Konvergenz fast tberall?
J3 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.1 Bestapproximation durch Orthogonalprojektion
J3.2 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.3 Vergleich der drei Konvergenzbegriffe
J4 Fazit: Fourier—Analyse und Synthese
J4.1 Zusammenfassung
J4.2 Versténdnisfragen

Kapitel K: Fourier-Transformation

K1 Erste Beispiele, Eigenschaften, Rechenregeln
K1.1 Von der Fourier—-Reihe zum Fourier—Integral
K1.2 Einfache Beispiele und erste Eigenschaften
K1.3 Der Umkehrsatz fur Fourier—Transformierte
K2 Analytische Eigenschaften
K2.1 Rechenregeln der Fourier—Transformation
K2.2 Ableitung und Multiplikation
K2.3 Faltung und Produkt
K3 Metrische Eigenschaften
K3.1 Energiegleichung und Fourier—Isometrie
K3.2 Die Unschérferelation flr Fourier—Paare
K3.3 Bedeutung in der Quantenmechanik
K4 Fazit: Fourier—Transformation
K4.1 Zusammenfassung
K4.2 Verstandnisfragen
K4.3 Weitere Aufgaben

Kapitel L: Laplace-Transformation

L1 Die Laplace—Transformation
L1.1 Definition der Laplace—Transformation
L1.2 Linearitat und Ableitungsregel
L1.3 Streckung, Dampfung, Verschiebung

L2 Anwendung auf Differentialgleichungen
L2.1 Tabelle einfacher Laplace—Transformierter
L2.2 Lésung von Differentialgleichungen
L2.3 Partialbruchzerlegung und Residuen

L3 Weitere Eigenschaften und Anwendungen
L3.1 Ricktransformation und Injektivitat
L3.2 Faltung und Integralregel
L3.3 Greensche Fundamentallésung

L4 Fazit: Laplace—Transformation
L4.1 Vergleich von Laplace und Fourier
L4.2 Anwendung in der Systemtheorie
L4.3 Aufgaben zu Differentialgleichungen

Kapitel M: Gewdhnliche Differentialgleichungen

M1 Erste Beispiele von Differentialgleichungen
M1.1 Einfache Beispiele aus der Mechanik
M1.2 Separierbare Differentialgleichungen
M1.3 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
M2 Exakte Differentialgleichungen
M2.1 Exaktheit und Potential von f(z,y) + g(z,y)y' =0
M2.2 Lésung durch einen integrierenden Faktor
M2.3 Lineare Differentialgleichungen
M3 Fazit: Existenz, Eindeutigkeit, Lésungsmethoden
M3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
M3.2 Methodenvergleich: Viele Wege flhren zum Ziel.
M3.3 Gut & schlecht gestellte Anfangswertprobleme
M4 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
M4.1 Umformung und L&sung durch Substitution
M4.2 Exakte Differentialgleichungen und Potentiale
M4.3 Qualitative Analyse, Runden und Eingrenzen

Kapitel N: Differentialgleichungen héherer Ordnung

N1 Harmonische Schwingungen
N1.1 Freie harmonische Schwingung
N1.2 Erzwungene harmonische Schwingung

N2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
N2.1 Charakteristisches Polynom und Fundamentalsystem
N2.2 Lésungsansatz flr spezielle rechte Seiten r(z)e”

N2.3 Greensche Lésungsformel fiir beliebige rechte Seiten

N3 Lineare Differentialgleichungen mit stetigen Koeffizienten
N3.1 Fundamentalmatrix und Variation der Konstanten
N3.2 Lésung durch Potenzreihenansatz

N4 Die Euler-Lagrange—Differentialgleichung
N4.1 Optimierung durch Variationsrechnung
N4.2 Lésung des Brachistochrone-Problems

N5 Fazit: Differentialgleichungen héherer Ordnung
N5.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
N5.2 Weitere Aufgaben und Methodenvergleich

Kapitel O: Dynamische Systeme

O1 Dynamische Systeme
O1.1 Der harmonische Oszillator als dynamisches System
01.2 Gekoppelte Oszillatoren und Eigenfrequenzen
01.3 Mathematisches Pendel und Energieflache
0O1.4 Das Naherungsverfahren von Runge—Kutta

02 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

02.1 Lokale Lésungen: Satz von Picard-Lindel&f

02.2 Fortsetzungen und maximale L&sungskurven

02.3 Sensible Abhéngigkeit von den Anfangsdaten

02.4 Aufgaben zu Existenz und Eindeutigkeit und Stabilitat
O3 Der Hauptsatz fiir lineare dynamische Systeme

083.1 Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes

083.2 Variation der Konstanten zur Partikulariésung

03.3 Matrizenkalkil und Exponentialfunktion

03.4 Fundamentallésung homogener DGSysteme

Kapitel P: Autonome Systeme, Gleichgewicht und Stabilitat

P1 Lineare DGSysteme mit konstanten Koeffizienten
P1.1 Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen
P1.2 Lésungen mittels Eigenvektoren und Eigenfunktionen
P1.3 Lésungen mittels Hauptvektoren und Hauptfunktionen
P1.4 Von komplexen zu reellen Lésungen

P2 Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten
P2.1 Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat
P2.2 Rauber-Beute-Modell nach Lotka—Volterra
P2.3 Stabilitdtsanalyse nach Lyapunov
P2.4 Hamiltonsche Dynamik und Stabilitat

P3 Fazit: Differentialgleichungssysteme
P3.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
P3.2 Reduktion der Ordnung und Methodenvergleich
P3.3 Beispiele zur Dynamik um Fixpunkte und In/Stabilitét
P3.4 Invariante Mengen dank Tangentialbedingung




Kapitel Q: Partielle Differentialgleichungen (PDE)

Q1

Q2

Q3

Erste Beispiele partieller Differentialgleichungen

Q1.1 Partielle Ableitungen und der Satz von Schwarz

Q1.2 Cauchy—Riemann und Maxwell-Gleichungen

Q1.3 Konvektion-Diffusion und Navier—Stokes—Gleichungen
Q1.4 Ideale ebene Strdmungen und holomorphe Funktionen
Lineare PDE erster Ordnung

Q2.1 Lineare Differentialoperatoren

Q2.2 Lésung entlang charakteristischer Kurven

Q2.3 Die Charakteristikmethode und warnende Gegenbeispiele
Q2.4 Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten

Fazit: PDE erster Ordnung

Q3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

Q3.2 Aufgaben zur Charakteristikmethode

Q3.3 Losung durch Potenzreihenansatz

Q3.4 Methodenvergleich: Viele Wege flihren zum Ziel.

Kapitel R: Lineare PDE zweiter Ordnung

R1 Lineare PDE zweiter Ordnung

R1.1 Lésung durch Fourier—Transformation

R1.2 Klassifikation linearer PDE zweiter Ordnung

R1.3 Trennung der Variablen durch Produktansatz
R2 Anwendung auf die Potentialgleichung

R2.1 Laplace—Gleichung auf einem Rechteck

R2.2 Eindeutigkeit und Minimum-Maximum-Prinzip

R2.3 Gut gestellt? Hadamards warnendes Gegenbeispiel
R3 Anwendung auf die Wellengleichung

R3.1 Die harmonisch schwingende Saite

R3.2 Wellengleichung und die gezupfte Saite

R3.3 Die Energiemethode beweist die Eindeutigkeit.
R4 Fazit: PDE zweiter Ordnung

R4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

R4.2 Aufgaben zur Separationsmethode

Kapitel S: Die Warmeleitungsgleichung

S1

S2

S3

S4

Die Wéarmeleitungsgleichung und ihre freien Lésungen
S1.1 Von der Warmebilanz zur Differentialgleichung

S1.2 Warmeleitungskern und Superposition

S1.3 Lésung durch Fourier—Transformation

Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung als ARWP
S2.1 Wie schnell kiihlt ein Stab Uber seine Enden ab?

S2.2 Was passiert bei gleichmaBigem Aufheizen?

S2.3 Was passiert bei Isolierung an den Randern?

Existenz und Eindeutigkeit und Naherung des ARWP
S3.1 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

S3.2 Energie und Minimum-Maximum-Prinzip

S3.3 Approximation durch finite Differenzen

Die dreidimensionale Warmeleitungsgleichung als ARWP
S4.1 Wie schnell kiihlt eine Kugel Gber ihren Rand ab?

S4.2 Anwendungsbeispiele aus Kiche, Keller, Krimi

S4.3 Fazit: Ldsungen der Warmeleitungsgleichung

Kapitel T: Wahrscheinlichkeitsrechnung

T1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
T1.1 Zufall und Wahrscheinlichkeit: Grundbegriffe
T1.2 Rechnen mit Ereignissen: Wahrscheinlichkeitsrdume
T2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit
T2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Formel von Bayes
T2.2 Stochastische Unabhéangigkeit von Ereignissen
T3 Das Gesetz der groBen Zahlen (GGZ2)
T3.1 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz
T3.2 Die Ungleichungen von Pafnuty Chebychev
T3.3 Unabhangige Wiederholung: Gesetz der gro3en Zahlen
T3.4 Stochastische Abhangigkeit: Korrelation vs Kausalitat
T4 Fazit: Wahrscheinlichkeitsrechnung
T4.1 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
T4.2 Sex: Was niitzen dem Pfau seine Federn?
T4.3 Tischkicker: Das Runde muss ins Eckige.
T4.4 Google: die zufallige Irrfahrt im Internet

Kapitel U: Kombinatorik und Naherungen

U1

uz2

U3

u4

Produktexperimente

U1.1 Ausfallwahrscheinlichkeiten

U1.2 Prognosen zu Reaktorunfallen
U1.3 Kollision und Geburtstagsparadox

Kombinatorik und Urnenmodelle
U2.1 Kombinatorische Abzahlformeln
U2.2 Schubfachmodelle: {1,.. ., k} —{1,....n}

U2.3 Urnenmodelle: Ziehung von k aus n Kugeln

Drei grundlegende stochastische Modelle
U3.1 Hypergeometrische Verteilung: Stichproben
U3.2 Binomialverteilung: unabhéngige Versuche
U3.3 Poisson-Verteilung: bequeme N&herung
Fazit: hypergeometrisch, binomial, Poisson
U4.1 Verstandnisfragen und weitere Aufgaben
U4.2 Poissons Gesetz der kleinen Zahlen

U4.3 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

Kapitel V: Der lokale Grenzwertsatz

V1 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen
V1.1 Kontinuierliche Verteilungen
V1.2 Wahrscheinlichkeitsraume
V1.3 Eindimensionale Normalverteilung

V2 Erwartung, Varianz, Streuung
V2.1 Kumulative Verteilungsfunktion
V2.2 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz
V2.3 Verteilungen und ihre KenngréBen

V3 Der lokale Grenzwertsatz (LGS)
V3.1 Von der Binomial- zur Normalverteilung
V3.2 Der lokale Grenzwertsatz B(n, t) ~ N(y, 0?)
V3.3 Erste Anwendungsbeispiele

V4 Fazit: der lokale Grenzwertsatz
V4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
V4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
V4.3 Kleine Stichprobe und Intervallsch&tzung

Kapitel W: Der zentrale Grenzwertsatz

Wi

Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS)

W1.1 Stochastisch unabhangige Zufallsvariablen
W1.2 Beispiele und erste Beobachtungen

W1.3 Der zentrale Grenzwertsatz

W2 Statistische Anwendungen

W2.1 Konfidenzintervalle
W2.2 Fehlerfortpflanzung
W2.3 Regressionsanalyse

W3 Fazit: der zentrale Grenzwertsatz

W3.1 Zusammenfassung und Versténdnisfragen
W3.2 Summen von Zufallsvariablen und Grenzwertsétze
W3.3 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele

W4 Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung

W4.1 Laplace— und Fourier—Transformation von WMafen
W4.2 Beweisidee des zentralen Grenzwertsatzes
W4.3 Entropie verstehen und anwenden

Kapitel Z: Zusammenfassung

Das letzte Kapitel versammelt alle Kapitelzusammenfassungen

und bietet so eine Zusammenschau der wichtigsten Ergebnisse,
Satze und Methoden dieser Vorlesung zur Héheren Mathematik.
Im Laufe des Semesters fiihren wir Sie Schritt fir Schritt dorthin.

Diese Zusammenfassung ist dazu nur eine Gedachtnisstiitze; zum
soliden Verstandnis bendtigen Sie alle Grundlagen und viel Ubung!
Erfahrung, Umsicht und Versténdnis lassen sich nicht eintrichtern,
sondern nur durch regelmaBige Ubung erwerben. Also: Uben Sie!

Wir beginnen diese Vorlesung mit einem Kapitel zur Vorschau;
dies gibt zunachst eine Ubersicht der zentralen Themen der HM3
und dient somit zu einer ersten Orientierung und zu Ihrer Motivation.

Auch wenn Sie die ndtigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kdnnen
Sie doch sinngemaf erahnen, welche Techniken Sie brauchen werden.
Sie kdénnen jetzt schon die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den néchsten Wochen einldsen.
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Ein hoher Turm braucht eine breite Basis.

p

4]

— g

m Abend des 14.08.2013, Hohe 324m

L0 S LY =
Aufgabe: Konstruieren Sie eine Saule aus einem Material konstanter
Dichte o, so dass der Druck (Last pro Flache) Uberall konstant p ist.

Zahlenbeispiel: Beton o = 3g/cm3, Last Gy = 4600kN, Radius 7o = 1m, Héhe 300m.
Unser Modell ist zwar extrem vereinfacht, aber es illustriert doch recht gut das Prinzip.

p—

Lésung: In Héhe z haben wir den Radius r(x)
Die Flache ist A(x) = mr(z)?, das Volumen V (x
das Gewicht G(z) = goV (x), der Druck G(z)/A(

> 0 gemaf Skizze.
)= [y mr(h)*dh,
x) = p. Insgesamt:
go- / ar(h)2dh = p-7r(x)?

h=0

Ableiten dieser Integralgleichung ergibt unsere Differentialgleichung:
gomr(z)? 2p7r(z) ' (z).

Diese ist elementar I6sbar. Wir trennen die Variablen und integrieren:
r'(x) _ge _

T r'(h)
r(x)  2p /h:o r(h)

Wir erhalten somit r(z) = ro e“”. Der Radius wéchst exponentiell!

Dank passender mathematischer Werkzeuge gelingt uns die Rechnung erfreulich leicht.

Im Zahlenbeispiel gilt p ~ 1500kN/m? und r(z) = 1m - e *°V/™ also 7(300m) ~ 20m.
Probe / Plausibilitit: Die Druckfestigkeit liegt je nach Beton zwischen 10 und 100N /mm?.
Unsere Rechnung illustriert das Grundprinzip. Anwendungen berechnet man noch viel genauer!

dh = / cdh = lnr(z) —Inrg=cx
h=0
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Theorie und Anwendung: Modellierungskreislauf

© Abstraktion ist die Kunst, Wichtiges von Unwichtigem zu trennen.
Differentialgleichungen nutzen wir zur Formulierung der Naturgesetze,
sie sind die universelle Sprache der Naturwissenschaft und der Technik:
Damit kénnen wir Probleme formulieren, strukturieren, verstehen, l6sen.

1. Grundlegendes Versténdnis der vorliegenden Situation:

Um Anwendungen in der Physik, Mechanik, Thermodynamik,
Strémungslehre, etc. zu verstehen, bendtigen Sie zunachst die
erforderlichen Grundkenntnisse der betroffenen Anwendungsgebiete:
Naturgesetze, grundlegende Modelle, geeignete Vereinfachungen, etc.

© Erst so kdnnen Sie die Situation quantitativ und prazise erfassen.

2. Mathematische Modellierung der vorliegenden Situation:
Durch geeignete Vereinfachung, Formalisierung und Abstraktion
erhalten Sie ein mathematisches Modell. Dieses besteht aus den
relevanten GréBen und den zwischen ihnen gelten Beziehungen,
meist geeignete Gleichungen, sehr haufig Differentialgleichungen.

© Hierzu nutzen Sie die Techniken lhrer HM und weitere nach Bedarf.

3. Lésung durch geeignete mathematische Werkzeuge: Dazu lernen
Sie hier die grundlegenden Rechentechniken. Das ist ein weites Gebiet!
Je nach lhren Anwendungen vertiefen Sie die nétigen Techniken zur
numerischen Néherung, zu partiellen Differentialgleichungen, etc.

© Lésungen sind oft schwer zu finden, aber leicht zu berpriifen.
Zur Sorgfalt gehort, die gefundenen / benachbarte / alle Lésungen
zu prifen, zu diskutieren und umsichtig alle Sonderfalle zu beachten.

4. Anpassung und Uberpriifung anhand gegebener Daten:

Ist eine mathematische Lésung oder numerische Néherung gelungen,
so passen Sie schlieBlich die noch freien Parameter des Modells an die
gegebenen Daten an und Uberpriifen soweit méglich die Vorhersagen
des Modells durch Experimente, Messungen, Alternativmodelle, etc.

/\ Falls nétig muss erneut ab (1) ein besseres Modell erstellt werden.

Diese Vorlesung konzentriert sich auf L6sungsmethoden (Schritt 3).
Aus lhren Vorlesungen kennen Sie bereits einige Anwendungen (1,2,4),
viele weitere werden noch folgen. Nutzen Sie diese Querverbindungen!

105

Warum ist Mathematik so erfolgreich?

106
Erlauterung

Warum ist Mathematik so erfolgreich?

Theorie / Mathematik

3. Theorie

aufbauende Eigenschaften

2. Modell

grundlegende Eigenschaften

analysieren

£ | Annahmen, Gesetze, Axiome | folgern. Iosen Regeln, Sitze, Beweise -
o o:
—  modelieren £ vereinfachen  VO'ISSA9€N7 yonkretisieren L interpretieren
'g idealisieren 1’ abstrahieren y P ﬁé;{;j -, spezialisieren Yy validieren =
v : ol :
B s
a 1. Empirie anpassen 4. Anwendung Q@
Beobachtung / Experiment — A Interpretation der Resultate
Erfahrungen, Wiinsche, Ziele tiberprifen Uberpriifung des Modells
Realitat / Anwendung

Konkrete Anwendung benétigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Alles Denken beruht auf Modellen; diese konnen deskriptiv oder normativ eingesetzt werden.
Deskriptiv: beschreibend (Kettenlinie), erklirend (Planetenbewegung), vorhersagend (Wetter).
Normativ: vorschreibend (Bauplan), planend (Raumsonde), gesetzgebend (Klimaschutz).
Ingenieur:innen wollen beides, nicht nur passiv vorhersagen, sondern auch aktiv steuern

und beeinflussen. Hierzu benotigen Sie ausreichend starke mathematische Werkzeuge.

Die Differential- und Integralrechnung kennen Sie aus der HM1&2 und
wissen bereits, wie nitzlich sie lhnen jetzt schon in Anwendungen ist.
Diese Techniken werden wir dieses Semester ausbauen und vertiefen:
Integralrechnung und ihre Anwendung auf Differentialgleichungen.

Hierzu mdéchte ich gleich zu Beginn einige beriihmte Anwendungen
skizzieren, so dass Sie sich einen ersten Eindruck verschaffen kénnen.
Im obigen Beispiel suchen wir eine geeignete Form unseres Turmes.
Es ist demnach nicht nur eine Zahl gesucht, sondern eine Funktion!

Die Aufgabe flhrt zu einer Differentialgleichung, also einer Gleichung,
in der die gesuchte Funktion y(z) und ihre Ableitungen y'(z) auftreten.
Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik haben diese Form:
Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.

Auch wenn Sie die ndtigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kénnen
Sie doch sinngemaf erahnen, welche Techniken wir brauchen werden.
Sie kdnnen so in etwa die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den néchsten Wochen einldsen.
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Solide Fundamente

Ein hoher Turm braucht eine breite Basis. Diese Aussage, Sie ahnen es,
ist eine Metapher fir Ihre Ausbildung als zukinftige Ingenieur:innen.
Sie wollen hoch hinaus, zunachst fachlich im Studium, spater beruflich.
Hierzu legen Sie im Grundstudium ein solides und breites Fundament.

Gerade in grundlagen- und forschungsorientierten Studiengangen wie
LRT und MaWi werden Sie ein sehr breites Spektrum mathematischer
Techniken anwenden, je nach lhrer spateren Spezialisierung.

Im Kleinen ist es auch ein Bild flir den Aufbau der Hoheren Mathematik:
Nach zwei Semestern HM1&2 haben Sie solide Grundlagen, auf denen
wir in der nun anschlieBenden HM3 aufbauen kénnen und werden.

Auch in diesem Semester HM3 brauchen wir solide Fundamente:
Alles dreht sich um (ein- und mehrdimensionale) Integration.
Diese lege ich daher ausreichend breit und tragfahig an.

Der effiziente und strenge Aufbau der Mathematik ist ein Segen,
bei straflichen Licken leider auch ein Fluch. Bitte nehmen Sie daher
diesen Aufbau von Anfang an ernst, es wird Ihnen dauerhaft nitzen!
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Newtons Himmelsmechanik: der historische Triumph

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse my, > 0, Position uy,(¢) € R? und Geschwindigkeit vy (t) € R3.
Lésung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

Uj — Uk

i =vg, o = fr(u) =Y e

m; ——————.
itk T Ty — P

Vorgegeben sind die Anfangssdaten wuy(0) und v (0) zur Zeit ¢ = 0.

Als Losung gesucht ist die Bewegung (u1,v1, . . . , tup, vy) : [0, T[ — R6™,
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Lésung? Ja, das ist
der zentrale 3&E-Satz! Kollision oder Expulsion nach oo sind mdglich:
Eventuell existiert die Losung nur fiir eine kurze Zeit T > 0. Fir manche
Startwerte sind Lésungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Gliick!
© Den Fall n = 2 I6sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
@ Fir n > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen Iosen!
© Euler-Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 =t < t1 <ty <t3 < ...,

up(tivy) ~ up(t) +op(ti) - (L1 — i),
vp(tiv1) = vp(ti) + fr(u) - (fip1 — t).

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit.

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.
Neben den zahlreichen , Fixsternen® (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,,Wandelsterne*
(Planeten unseres Sonnensystems). Thre Bewegung lisst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zundchst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der groien Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus’ heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prizisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst Isaac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-Korper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkliiren, ja herleiten. Newtons revolutioniire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erklirt die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auferirdische Phinomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Newtons Himmelsmechanik: mégliche Lésungsmethoden

Allein schon das obige Differentialgleichungssystem zu formulieren, ist eine Meisterleistung der
Mathematik und Physik der Neuzeit. Wir nennen dies Himmelsmechanik und sind vollig zu
Recht stolz auf sie: Mathematische Sprache und Werkzeuge erleuchten die gesamte Entwicklung
und ebnen den Weg von Beobachtung iiber Erkldrung und Berechnung bis zur Raumfahrt.

Auch nach iiber 300 Jahren sind Newtons Gleichungen immer noch niitzlich wie am ersten Tag!
Daten édndern sich, Methoden bleiben bestehen. Solide mathematische Arbeit hat eine extrem
lange Wirksamkeit. Daher lohnt es sich auch fiir Sie heute, in mathematische Grundlagen zu
investieren und diese wirksamen Werkzeuge zu erlernen, anzuwenden und fortzufiihren.

Die drei Fille n = 1 und n = 2 sowie n > 3 sind sehr verschieden! Fiir einen einzigen Korper
(n = 1) enthalten Newtons Gleichungen @1 = v; und 91 = O keine gravitative Wechselwirkung.
Ihre Losung ist eine geradlinige Bewegung, namlich u1 (¢) = u1(0) + vit.

Ein Zwei-Korper-System (n = 2) wie Sonne-Erde oder Erde-Mond ist bereits ausgesprochen
interessant. Newton konnte seine Gleichungen hier gut 16sen, sie ergeben Ellipsenbahnen und
erkldren die Keplerschen Gesetze. Allgemeiner sind auch Parabeln und Hyperbeln als Losungen
méglich, je nach Anfangsdaten u1(0), v1(0), u2(0), v2(0). In allen Fillen gelingt die Losung
hier noch in geschlossener Form. Man nennt ein solches System vollstéindig integrabel.

Newton betrachtete anschlieend das Drei-Korper-System Sonne-Erde-Mond. Dies entzog sich
jedoch hartnickig einer Losung und wurde zum beriithmtesten offenen Problem der Mathematik.
Das Drei-Kérper-Problem gilt bis heute als eines der schwierigsten Probleme, die zahlreichen
Anstrengungen zu seiner Losung erfordern und erzeugen immer wieder wichtige neue Methoden.

Fiir kiinstliche Satelliten wird das zirkulire restringierte Drei-Korper-Problem (CR3BP) sehr
ausgiebig untersucht: Zwei massereiche Korper umrunden sich kreisférmig, wihrend der dritte
Korper nahezu masselos ist. Hier findet man die berithmten fiinf Lagrange—Punkte.

Nur wenige und sehr spezielle Sonderfille des n—Korper-Problems sind geschlossen 16sbar.
Auch diese haben ihren eigenen Reiz: Seit 1994 wurden zahlreiche Choreographien entdeckt,
in denen n Korper symmetrisch angeordnet werden und dann periodische Bahnen durchlaufen.
Fiir generische Anfangsdaten hingegen ist die Bewegung chaotisch und kann nur numerisch
annzhernd berechnet werden. @ Solving the Three Body Problem, youtu.be/et7XvBenEo8.

Zum Kontrast untersuchen und vergleichen wir zwei klassische Anwendungen der Mechanik:
Einerseits gekoppelte lineare Systeme wie harmonische Oszillatoren [P101], andererseits
Planetenbewegung und dhnliche nicht-lineare Systeme. Nicht-lineare Systeme sind schwierig
und verhalten sich oft chaotisch. Lineare Systeme sind besonders gutartig und einfach zu 16sen.
Dabher sollten Sie Linearitit erkennen und wertschitzen, verstehen und nutzen lernen!

Auch nicht-lineare Systeme lassen sich mitunter gut 16sen, wie einfache Beispiele zeigen. Dies
sind aber Ausnahmen und seltene Gliicksfille. Typischerweise sind nicht-lineare Systeme nicht
geschlossen 16sbar. Es bleibt dann nur die numerische Approximation mit Hilfe geeigneter
Néherungsverfahren, z.B. das Euler—Verfahren oder besser gleich das Runge—Kutta—Verfahren.
Mebhr hierzu erfahren Sie in der Numerik. Aufbauend auf den mathematischen Grundlagen
konnen Sie die Numerik von Differentialgleichungen nutzen und wo nétig vertiefen.

Allgemeine Grundlagen und konkrete Anwendungen ergénzen sich wunderbar.
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Maxwells Elektrodynamik

James Clerk Maxwell
(1831-1879)

Michael Faraday
(1791-1867)

Konigin Victoria
(1819-1901)
z“ iz

Michael Faraday (1791-1867) war ein englischer Physiker und gehért zu
den einflussreichsten Wissenschaftlern der Menschheitsgeschichte.

Er hatte kaum formale Ausbildung, aber eine prazise geometrische
Anschauung. Seine experimentellen Ergebnisse fasste James Clerk
Maxwell (1831-1879) zur elektromagnetischen Theorie zusammen.

Zu Lebzeiten war Faraday beriihmt fiir seine 6ffentlichen Vortrage und
Experimente zur Elektrizitat, iber die er an vorderster Front forschte.
Zum Beispiel demonstrierte er anhand von Spulen und Magneten die
Umwandlung von mechanischer Bewegung in Elektrizitat und zuriick.
Das ist ein phantastischer und Uberaus nitzlicher Zusammenhang!

Der Legende nach flihrte Faraday dies auch Kénigin Victoria vor, sie war

elektrische 198 amiisiert, aber auch skeptisch: ,Elektrizitat ist eine hiibsche Spielerei,
Induktion V-E= 4dro, V X E+-22= 0, doch welchen Nutzen hat sie?" Heutzutage scheint diese Frage naiv,
c ot geradezu ignorant; womdgglich diente diese Konversation auch als
_ . 19E 4rm - intellektueller Schaukampf. Faraday antwortete diplomatisch und
V:B=0, VxB- cot ?J weitsichtig: ,Madam, welchen Nutzen hat ein neugeborenes Baby?“
Maxwells Elektrodynamik ausiomng| | Warum hilft Abstraktion? Edautenung

Jede:r Zuschauer:in konnte erkennen: Diese Grundlagenforschung war
nicht blof3 Spielerei, sondern eine phantastische neue Errungenschaft.
Es braucht kaum Phantasie zur Anwendung: Mit Magneten und Spulen
baut man Telegraphen, um Nachrichten blitzschnell zu Gibermitteln.

Aber die Geschichte ist noch nicht zu Ende, es kommt noch besser!
Faradays Ergebnisse formulierte Maxwell 1865 in obigen Gleichungen.
Erst seine einheitliche Theorie eréffnete véllig neue Anwendungen:
Allein durch Rechnung erkannte er, was keiner zuvor gesehen hatte, und
sagte die Mdglichkeit elektromagnetischer Wellen voraus. Diese waren
1865 noch unbekannt und experimentell noch lange nicht zugénglich;
ihr Nachweis gelang Heinrich Hertz 1886. Wir nutzen sie bis heute!

Maxwells Gleichungen sind abstrakt und niitzlich. Damit erkannte er
neue Zusammenhéange und neue Anwendungen. Selbst Faraday oder
jeder noch so geschickie Experimentator hatte das nicht ahnen kénnen.
Erst das Wechselspiel von Theorie und Anwendung fihrt zum Erfolg!

© Dies ist das allgemeine Muster und Kennzeichen von Wissenschaft.

Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung.
Sie erklart und quantifiziert Zusammenhange: Das ist ihr Nutzen!
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke!
Sie ist schén und gut: asthetische Kunst und nitzliches Handwerk.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir
un instrument pour I’étude de la nature. Mais ce n’est pas tout:
elles ont un but philosophique et, j ose le dire, un but esthétique.
Henri Poincaré (1854-1912)

Das Wort ,abstrakt missbraucht der Ignorant gern als Schimpfwort fr
alles, worliber ihm die Kenntnis fehlt oder wovor er die Mihe scheut.

Zur Klarstellung muss und will ich Partei ergreifen fiir die Abstraktion:
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfélle.
Denkékonomie: Daten andern sich, Methoden bleiben bestehen.

© Daher betone ich konkrete historische Beispiele zum Wechselspiel
von Theorie und Anwendung. Die Geschichte ist lehrreich und lohnend.
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Ziel: Wie verhalten SICh Stromungen'7 Welche Glelchungen gelten hier?
.o I

Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln

(0) Wie beschreiben Sie eine Strémung in einem Gebiet Q C R? (iber ein
Zeitintervall T = [to,t1]? Geschwindigkeit 7: T x Q — R3: (¢, &) +— ¥(t, 7)
und Massendichte ¢: I x Q — R: (¢,Z) — o(t, Z) und evil. weitere Daten.
Die Massenstromdichte ov7: I x Q — R? beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich Q werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.

Die Stromungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.
Sie ist grundlegend fiir die Meteorologie, beim Bau von Flugzeugen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flief3t!

Strdbmungslehre:
Fluiddynamik

inkompressibel:
Hydrodynamik

kompressibel:
Aerodynamik

mit Reibung:
Navier—Stokes

ohne Reibung:
Euler—Gleichung

Ein Fluid heifit inkompressibel, wenn seine Dichte nicht vom Druck abhéngt. Zum Beispiel ist
dies bei Wasser eine gute Niherung fiir die meisten Anwendungen. Noch einfacher ist zundchst,
iiberall konstante Dichte anzunehmen. Anders als Fliissigkeiten sind Gase leicht komprimierbar,
ihre Dichte ist etwa 1000mal geringer, ihre thermische Ausdehnung groBer. Fiir ihre Bewegung
aber gelten weitgehend die gleichen Gesetze, zumindest bei nicht allzu groen Driicken und
Geschwindigkeiten. Wir wenden uns hier der allgemein giiltigen Kontinuititsgleichung zu.
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Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K € © C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fur inkompressible Strémungen, also flr o = const?

Lésung: (1) Die Uber die Randflache S = 0K ausstromende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

g/// QdK-‘r# (oU-7)dS =0
dt Mk 5=0K

(2) Wir dirfen die Ableitung unters Integral ziehen dank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung do/0t:

d i Kpkt dQ
alle s Jl s

Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringen und dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von Gauf3 (G3G):

#sza;(("g’ﬁ) ds 5 ///K div(o#) dK

Dank Linearitét des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

/// { +div gu)} dK =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt fir jedes Kompaktum K & .
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

do
e + div(e?) =0

Diese Kontinuitatsgleichung ist grundlegend fiir die Strémungslehre.
(4) Flr inkompressible Stromungen gilt ¢ = const und somit div @ = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flie3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu genlgt allgemein bereits d;p + ¥ - grad ¢ = 0. Sehen Sie warum?
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Von Integral- zu Differentialgleichungen

Wir haben oben aus einer Integralgleichung (der Massenerhaltung)
eine Differentialgleichung abgeleitet (die Kontinuitétsgleichung).
Dabhinter steckt folgendes einfache und sehr nitzliche Prinzip:

4 Lemma H1A: Verschwindungslemma fiir Skalarfelder

Sei O C R" offen und f:Q — R stetig. Gilt [, f(z)dz =0
far jeden (kleinen) kompakten Wiirfel K € Q, so folgt f=0.

Aufgabe: Begriinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Lésung: Wir wollen f = 0 zeigen.

Nehmen wir im Gegenteil an, es géalte f # 0.

Das bedeutet, es existiert ein Punkt a € 2 mit f(a) # 0.

Wir kénnen f(a) > 0 annehmen; der Fall f(a) < 0 ist analog.

Sei also f(a) = 2b > 0. Da f stetig ist, existiert um a ein kleiner Wiirfel
K e Q mit Kantenlange € > 0, sodass f(z) > b fur alle z € K gilt.
Hieraus folgt die Abschatzung S f(@)dz > bvol,(K) = be™ > 0.

© Wenn also [, f(z)dz = 0 fiir alle Wurfel K e Qgilt, so folgt f = 0.

Dieses Prinzip gilt ebenso fiir Flussintegrale von Vektorfeldern:

4 Lemma H1B: Verschwindungslemma flir Vektorfelder

Sei (2 C R? offen und f:Q — R? stetig. Gilt [ f(z)-7dS =0
fur jedes (kleine) achsenparallele Quadrat S € €, so folgt f = 0.

Aufgabe: Begriinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Loésung: Wir wollen f = 0 zeigen.

Nehmen wir im Gegenteil an, es galte f # 0.

Das heiB3t, es existiert ein Punkt a € Q mit f;(a) # 0 flir ein i € {1, 2,3}.
Wir kdnnen ¢ = 3 annehmen; die Falle i = 1, 2 sind analog.

Wir kénnen f3(a) > 0 annehmen; der Fall f3(a) < 0 ist analog.

Sei also f3(a) = 2b > 0. Da fund somit f1, fa, f3: Q) — R stetig sind,
existiert um a ein kleines Quadrat S € 2 parallel zur (x1, z2)-Ebene
mit Kantenlénge ¢ > 0, sodass hlerauf f3(z) > bfuralle x € S gilt.
Hieraus folgt die Abschatzung fs. z)+7dS > bvoly(S) = be? > 0.

© Wenn [, f(z)-7dS = 0 fir alle Quadrate S € Q gilt, so folgt f = 0.
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Die Navier—Stokes—Gleichungen flr inkompressible Fluide

Fir inkompressible Stromungen gilt ¢ = const und somit div @ = 0.
Es handelt sich um eine grundlegende Erhaltungsgleichung.

Diese beschreibt allerdings die Bewegung keineswegs vollstandig.
Dazu werden weitere Erhaltungsgréf3en wie Impuls / Energie bendtigt.
Die Impulserhaltung fiihrt zu den Navier-Stokes—Gleichungen:

Sei 7(t) die Bahn eines Teilchens der Strémung, d.h. (&) = (¢, 3(t)).
Newtons Gesetz ,Kraft = Masse x Beschleunigung” besagt hier:

| oft) = F(t.50) |
Einsetzen und ausrechnen der linken Seite nach Kettenregel:

d®i(t) _ dfu(t) _ dwit, 5t

de? dt dt

8112 Ov; é)w 0v;

0:1: k ot ot

(9’1)1'
Uk
- oz

Dies heif3t substantielle Ableitung oder auch konvektive Ableitung.

Auf der rechten Seite setzt sich die Kraft F' zusammen aus der Reibung,
dem inneren Druck und duBeren Kréften, zum Beispiel der Schwerkraft.

Massenerhaltung:  dive = Zgz’“ =0
k

n lr
+Zk3vt N 1 9p

Impulserhaltung: o, + fi
4
—_ [ — I_I —_
Anderung Konvekhon Diffusion interne Kraft extern

Diese 1 + n Gleichungen beschreiben die Stromungsgeschwindigkeit o': I x Q — R" einer
Fliissigkeit zur Zeitt € I C Ram Ort Z € 2 C R" in der Ebene (n=2) oder im Raum (n=3),
mit konstanter Massendichte ¢ € R und Viskositit v € R, Druck p: I x € — R und duBerer
Kraft f: I x Q@ — R"™. Sie sind zweiter Ordnung und nicht-linear in ¢. Die Impulserhaltung ist
Newtons Bewegungsgesetz: Links steht die Beschleunigung, als konvektive Ableitung.
Rechts stehen die Kriifte durch Reibung v, Druck p und f Gegeben sind hierzu die dufere Kraft
fsowie die Anfangsgeschwindigkeiten (0, Z) fiir @ € Q. Gesucht sind die Funktionen ¢ und p.
Im zweidimensionalen Falle ist die Losbarkeit bewiesen, im dreidimensionalen Falle noch nicht!
Die Navier—Stokes—Gleichungen illustrieren die Schwierigkeit partieller Differentialgleichungen:
Uber dreidimensionale Losungen weifl man allgemein wenig, z.B. sind Existenz und Regularitit
ungeklirt — trotz groBter Anstrengungen. Das Clay Mathematics Institute hat dies im Jahr 2000
als eines von sieben Millenium-Problemen ausgelobt, mit einem Preisgeld von 1 Million Dollar.
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Komplexe Funktionen gehdren zum mathematischen Grundwerkzeug.
Auch darlber hinaus begegnen sie lhnen haufig und niitzen tberall.

Die vorsichtige Ingenieur:in fragt sich: Lohnt sich diese Investition? Ja!
Ich greife vor und nenne zwei wunderschéne klassische Anwendungen.

Wir kdnnen jede holomorphe Funktion f(z + iy) = u(z,y) —iv(z, y) als
ein Vektorfeld (u, v) : R? — R2 mit div(u,v) = rot(u, v) = 0 betrachten.
4 Satz Q1A: holomorphe Ldsungen der Maxwell-Gleichung

Jedes ebene statische E-Feld E: R? D Q — R2 ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = E; — iE>: C D Q — C und umgekehrt.

4 Satz Q1B: holomorphe Lésungen der Navier-Stokes-Gleichung

Jede ebene stationére Strémung v = (vy, vs) : R? D Q — R? konstanter
Dichte, ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne duBere Kréafte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; —ivg: C 2 © — C und umgekehrt.

Vertiefungen und Anwendungen bieten die zugehérigen Vorlesungen.
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© Holomorphe Funktionen beschreiben Strémungen: Wirbelfeld.
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© Einfaches und intuitives Modell, exakte Lésung dank Holomorphie!
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© So berechneten Kutta und Joukowski die dynamische Auftriebskraft!
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Mathematik ist universelle Sprache.

Mathematik (gr. pordnuatuci téyvn) ist die ‘Kunst des Erkennens’; sie ist
schopferischer und systematischer Prozess zum Lésen von Problemen.

Sie ist die Sprache des strukturierten logischen Denkens und damit

unverzichtbare Grundlage fiir Naturwissenschaft und Technik. Sie ist
@ Werkzeugkasten, um relevante Probleme eigenstandig zu I6sen,
@ Wissensgebiet, allgemeine Kulturtechnik, Schilsseltechnologie,
@ Wissenschaft, Ideenschmiede, lebendiges Forschungsgebiet.

Wie ist Mathematik? Anstrengend, aber lohnend!
@ abstrakt & schwierig, aber durch Ubung erlernbar
@ n(tzlich & effizient, meist an Anwendungen orientiert
@ klar & einfach, auch Uberraschend, kunstvoll, schén

Was bedeutet ,Hohere Mathematik*?
@ Fortfihrung der Schulmathematik an der Hochschule
@ Grundlage der Ingenieur- und Naturwissenschaften
@ Rechentechniken flr praktische Anwendungen

Jahrhunderte naturwissenschaftlicher und technischer Erfahrung lehren
uns eindricklich: Mathematik ist die Sprache des Universums!

Wir kdnnen diese Sprache verstehen und sprechen lernen.

Wir kénnen sie anwenden und damit gezielt Probleme l6sen.

Wie jede Sprache lernt man Mathematik durch Uben! Uben! Uben!

Die Grenzen meiner Sprache bedeuten die Grenzen meiner Welt.
Ludwig Wittgenstein (1889—1951), Tractatus Logico-Philosophicus (1921)

Als eindringliches Beispiel nenne ich wie skizziert die Elektrodynamik.
Faradays Ergebnisse formulierte Maxwell 1865 als Induktionsgesetz

515 E-dé‘:—l/ o8 108
a8 C S ot

ndS bzw. V x E+ Ty =0.
Maxwells einheitliche Theorie der Elektrodynamik erdffnete auch in der
Praxis vollig neue Anwendungen. Dank seiner Gleichungen konnte er

insbesondere die Mdglichkeit elektromagnetischer Wellen vorhersagen.
Diese waren 1865 noch unbekannt und experimentell nicht zuganglich;
ihr Nachweis gelang Heinrich Hertz erst 1886. Wir nutzen sie bis heute!
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Mathematik ist effizientes Werkzeug.
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Mathematik ist SchlUisseltechnologie.

Dieselben mathematischen Formeln und Gleichungen treten in immer
neuen Zusammenhéangen auf und beschreiben véllig unterschiedliche
Phanomene! Statt eines ,elektrischen Feldes £ erscheint nun das
L~Stromungsfeld ¢ einer Flussigkeit”. .. oder allgemein ein ,Vektorfeld f*:
Abstraktion ist die Kunst, Wesentliches von Unwesentlichem zu trennen.

Der Kontext éndert sich, aber die Rechnung ist immer dieselbe!
Mathematische Modelle haben somit ihre eigenstéandige Bedeutung und
ihre Wichtigkeit, daher lohnt es sich, sie eigensténdig und allgemein zu
untersuchen. Genau dies wollen wir in dieser Vorlesung tun, damit Sie
fur alle Falle gewappnet sind, auch fir zukinftige Anwendungen!

The enormous usefulness of mathematics in the natural sciences is something
bordering on the mysterious and there is no rational explanation for it. [...]
The miracle of the appropriateness of the language of mathematics [. ..]
is a wonderful gift which we neither understand nor deserve. We should be
grateful for it and hope that it will remain valid in future research.
Eugene Wigner (1902-1995), The unreasonable effectiveness
of mathematics in the natural sciences (1960)

+Wir haben doch Computer! Wozu lernen wir noch Mathematik?*

Mathematische Modelle und Methoden erlernen Sie zun&chst unter
vereinfachten Laborbedingungen, in kleinem MafBstab, sozusagen
unter dem Mikroskop. Unter Industriebedingungen ist ihre Vielfalt

oft nur mit Computerhilfe voll auszuschdpfen. Umso wichtiger ist es,
die Zusammenhange und Mechanismen grundlegend zu verstehen:
Algorithmen und Programme libersetzen mathematische Modelle!

Meist kdnnen Sie nicht in ein laufendes Programm eingreifen, um ad hoc
mit lhrer ,Intuition®, ,Anschauung” oder ,gesundem Menschenverstand*
zu korrigieren, was die ,dumme Maschine” alleine nicht richtig macht.
Im Gegenteil miissen Sie vorher verstehen, wie ein Verfahren im Detail
funktioniert, um korrekte Anweisungen zu formulieren. Hierzu missen
Sie sorgfaltig arbeiten, akribisch jeden moglichen Fall beriicksichtigen.

Sie miissen dem Computer genau sagen, was er tun soll, oft auch wie.
Das Ergebnis missen Sie kritisch prifen, verstehen und interpretieren.
Die Mathematik stellt hierzu alles Né&tige zur Verfligung. — Sie wollen

Computer korrekt und effizient nutzen? Dazu brauchen Sie Mathematik!
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Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Kérper?
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Warmebilanz fiir K = Kaninchen bei t € Winter

Wir betrachten ein Gebiet  C R? und ein Zeitintervall I = [to,#;] und
suchen eine Beziehung zwischen Wérmeleisttjngsdichte q: I xQ—R,
Wérmedichte u: I x © — R und Warmefluss f: 7 x Q — R3.

Aufgabe: (1) Sei K € Q C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren
Sie die Wéarmebilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Vereintachen Sie schlieBlich durch die Annahme f = —r Vu.

Losung: (1) Fir jedes Kompaktum K &  gilt die Warmebilanz:

Von den Warmegquellen in K zugeflhrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Warmefluss tber den Rand von K nach auBBen

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

///Kq(t,x)dxz%///Ku(t,a:)da:—k#9=8Kf(t,z)-ﬁd5

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benétigt.
Ich greife hier schon mal vor: g sei stetig, f einmal stetig diff’bar, u zweimal stetig diff bar.
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(2) Mit GauB (G3a) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

, fenias = ] - foa

Dirfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, o;u stetig!

% ///K u(t,z) de //K %u(tw) dz

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///K {%u(t, 2) + V- flt,x) — qlt, 1)} dz < 0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fiir jedes Kompaktum K € Q C R3.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

| Qult ) + V- flt,2) = at,2) |

Kpkt

D3c

Diese Gleichung gilt iiberall dort, wo etwas entsteht (g), gespeichert wird (u) und flief3t ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heifit deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielfiltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier-Theorie 16sen kénnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie v = o und f: ot erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.

(4) Warme flieBt von warm nach kalt, genauer f = —x Vu. Einsetzen:
Opu(t,x) + V+ [-k Vu(t, z)] = q(t,2)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
du—kAu=q mit A=5?+0%+02

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7", genauer
u = pcT mit Dichte p und Wirmekapazitit c. Sie flieBt proportional zur Temperaturdifferenz,
also f = —\ VT mit Wirmeleitfahigkeit A. Demnach gilt /' = —x Vu mit & := A/(c).
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfihigkeit (¢, ) riumlich konstant und isotrop.

Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung (1822):
ou 02 0? 02

- 52 o3 " o}

kAu=q mit A=

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in w (links) mit Inhomogenitit g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wirme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768-1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach ihm benannte Fourier-Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und g. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) kénnen wir die Fundamentallgsung angeben!
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Lésungen der Warmeleitungsgleichung
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Was niitzen uns solche Gleichungen? Welche Probleme lésen sie?
Typische Anwendungen verlaufen nach dem obigen Muster:

Integralsatze

‘ 2. Integralgleichungen ‘ ‘3. Differentialgleichungen‘

ﬂ« phys. Messungen, mathematische

GauB, Green, Stokes

! Losungsmethoden H, exakt/ numerisch

Vorhersage?

‘ 1. physikalisches Modell ‘:>‘4 technische Anwendung‘

Planung?

In einigen Paradebeispielen gelingt uns eine explizite Lésung:
© exakt, Ubersichtlich, leicht zu verstehen, zu priifen und zu nutzen!
@ Solche Lésungen sind leider meist auf einfache Félle beschrénkt.

In komplizierteren Fallen bleibt (nur) die numerische Approximation:
@ unibersichtlich, schwerer zu verstehen, zu priifen und zu nutzen.
© Naherungen sind mit Computerhilfe in vielen Fallen durchfiihrbar!

Auf beiden Wegen leisten Differentialgleichungen die Formulierung und
anschlieBende Lésung des urspriinglichen (physikalischen) Problems.
Meist geschieht dies eingebettet in einem Modellierungskreislauf.

Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung

T

W H(t,x) = e /4nt | /di
— Maximum H (t,0) ~ const/\/t

H(t,z) = exp(—2?/4kt) //ATkt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauBsche Glockenkurve
um den Mittelwert ;1 = 0 mit der Varianz o = 2#t.

Die Gleichu1‘1g Oyu = k O2u hat als Fundamentalldsung

Fiir t / oo flieBt die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir ¢ N\, 0 konzentriert sich die Wirme im Punkt & = 0.
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Eigenlésungen der Warmeleitungsgleichung
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Mars & Venus Express Mars & Venus Express Ausfiihrung
Design erfordert Entscheidungen und meist Kompromisse. Die ESA hat auf Messgerite fiir die
Missionen der ESA Tankfiillung verzichtet. Zum geplanten Ende der Mission stellt sich die Frage: Kann die Mission
B B verlingert werden? Ist dazu noch genug Treibstoff im Tank? Wie kann man das mit ausreichender
Start Jun',2003 in Baikonur Sicherheit herausfinden? Idee: Die ESA verfiigt iiber alle bisherigen Positions- und Steuerdaten.
Mars-Orbit ab Jan. 2004 Hieraus konnte man jeweils die Trigheit berechnen und indirekt die Gesamtmasse! Geht das?
| — Suche nach Wasser Realistische Analogie: Heutige Autos haben eine Masse von etwa 1.2 bis 1.6 Tonnen bei einem
Start Nov. 2005 in Baikonur Tankvolumen von 50 bis 70 Litern. Sie fahren ein Auto ohne Tankanzeige, die Tankfiillung
Venus-Orbit ab Apr. 2006 erspiiren Sie in Kurven, beim Gasgeben und Abbremsen. Ist das verriickt? Ja. Ist das moglich?

N Atmosphére der Venus Schwierig! Man muss genau und sehr hdufig messen — und dann die Messfehler rausfiltern!

Vereinfachte Analogie: Sie haben eine Gasflasche fiir einen Herd oder Grill: Leergewicht 6kg,
L Inhalt 0-5kg Propan, ebenfalls ohne Anzeige des Fiillstandes. Sie konnen durch Schiitteln recht

Orbiter: .Masse 633kg leer gut erspiiren, wie voll die Gasflasche ist. Probieren Sie es bei Gelegenheit mal aus!

plus Treibstoff (MMH+NTO)

Jede Messung ist mit Fehlern behaftet: systematische miissen wir erkennen und dann korrigieren,

Acht Steuertriebwerke mit bei zufilligen konnen wir dies nicht direkt! Wir miissen lernen, sie geschickt rauszufiltern, um
% je 10N Schub (im Labor) ein moglichst verldssliches Ergebnis zu erhalten. Das ist das Ziel der mathematischen Statistik.
Fortsetzung oder Ende: Es geht um rationale Entscheidungen unter Unsicherheit. Datiir geniigt es nicht, eine willkiirliche

Schitzung auszuspucken! Die Anwendung ist ernst, es geht um Geld, wir miissen tiberzeugen.
Wir wollen nicht nur eine gute Schitzung, sondern auch die Giite der Schiitzung berechnen!

Wie lange reicht der Sprit?

Hierzu will ich Sie mit meiner Einfithrung anleiten. Wer dariiber hinaus ernsthafte statistische

Siehe en.wikipedia.org/wiki/Mars_Express und /Venus_Express . ; ! Tube 15 e ) !
Analysen betreiben will/muss, kann sich darauf aufbauend in die Spezialliteratur einarbeiten.
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Venus Express: Wieviel Treibstoff ist noch im Tank? Venus Express: Wieviel Treibstoff ist noch im Tank? Ausfiihrung
Aus Steuermandévern errechnete Masse fiir 366 Tage bis 31.12.2012. Impuls-Messungs-Methode (Impulse Measurement Method, IMM):
60 | Masse/kg Aus Positions- und Steuerdaten errechnet man Werte flr die Masse;
folgende Daten finden Sie unter eiserm.de/lehre/HM3/VEX2012. txt.
= unplausibel: schwerer als voll
740 ;i Tag Datum | Masse Tag Datum | Masse
— CCm_ B T 1] 01.01.2012 640
720 ~ ST S AN R AL 2 | 02.01.2012 674 364 | 29.12.2012 664
P A N R I 3 | 03.01.2012 659 365 | 30.12.2012 704
700 v~y e, SO I 366 | 31.12.2012 712
680 | B N e ' A i “ e Datengewinnung ist miihsam, erfordert Umsicht und Sachkenntnis!
i . M2 Diese Daten stellt uns freundlicherweise Herr Caglayan Guirbiiz zur
660 [+ . " vt : et Verfligung. Er hat 2012 die Héhere Mathematik 3 gehért und am IRS /
- 0 e ESOC seine Bachelor-Arbeit zum Mars & Venus Express geschrieben.
640 = . . . Rationale Entscheidung: Kann / sollte man die Mission verlangern?
620 |+ e I- I Grundlose Schatzungen sind sinnlos, wir brauchen Sicherheit!
L E Techniken: Erwartung und Streuung, Stichproben und Schéatzung,
600 3 * Tag Gesetz der groBen Zahlen, zentraler Grenzwertsatz, Konfidenzintervall
—-350 —300 —250 —200 —150 —100 —50 0 © This is rocket science. Mathematische Statistik zeigt, wie es geht.
Mathematische Statistik: Konfidenzintervalle | Mathematische Statistik: Konfidenzintervalle pusiihng
Jahresmittelwert der Gesamtmasse mit 3c—Konfidenzintervall. Aufgabe: Wie groB war der Tankinhalt im Jahresmittel 2012?
760 | Masse/kg Geben Sie das 30—Konfidenzintervall an (fir 99%ige Sicherheit).
5 Lésung: Unser Datensatz liefert Mittelwert und Streuung:
740 1 Der Stichprobenmittelwert ist 1 = 684kg. Dies schatzt die Masse m.
90 . N A R 1 Die Stichprobenstreuung ist &,, = 24.6kg. Dies schétzt die Streuung.
. V.ot I i 3 Bei n = 345 Datenpunkten gilt 6,5, = &,,/+/n = 1.33kg. GroBes n hilft!
700 Fe e S LS P A ! Das 3o—Intervall [r & 35,;,] = [680; 688]kg ist erstaunlich schmal!
— te et _"‘"i;.:_- MO NP Der Tankinhalt betrug demnach [47; 55]kg mit 99%iger Sicherheit.
= = = - > . I- . St * = “' % e :" . . .
680 1 S5 R ae e et ® Messdaten sind voller Messfehler und anderer Ungenauigkeiten.
660 [+« . T S S © Unsere Daten sind schmutzig doch gllicklicherweise sehr zahlreich:
: T . - Wir kénnen Gesetze der groBen Zahlen und Grenzwertsatze nutzen!
640 . . . . © Dank passender Technik kénnen Sie so prézise Schllisse ziehen!
620 | 1 Dank Statistik férdern Sie Information zutage, die zuvor verborgen war.
g If people do not believe that mathematics is simple - . " L .
itis only bec o not realize how complicated ife is. /\ Jede Prognose ist héchstens so gut wie die zugrundeliegenden
600 5 ! {John-von Neumann)- ! Tag Daten! Zufallige Fehler kénnen wir durch gro3e Messreihen rausfiltern,
350 —300 —250 —200 —150 —100 50 0 systematische Fehler nicht! Hier helfen nur Umsicht und Sachkenntnis!
Mathematische Statistik: lineare Regression Il Mathematische Statistik: lineare Regression Ausfarng
Regressionsgerade mit Konfidenzintervallen: 1o, 20, 30. Aufgabe: Wie gro3 war der Tankinhalt Ende 20127

Wie lange reicht es noch? Wie sicher ist Ihre Prognose?

Lésung: Unser Datensatz liefert die Regressionsgerade y =  + b:
740 Ende 2012 ist die Gesamtmasse a = 680.5kg mit Streuung 6, = 2.6kg.
Im Tank verbleiben ¢ = 47.5kg Treibstoff mit Streuung o; = 2.6kg.

760 | Masse/kg

720 Der Verbrauch ist b = —20.3g/Tag mit Streuung 6; = 12.6g/Tag.
700 Sehr grobe Prognose der verbleibenden Missionsdauer: 2300 Tage.
Wie verlasslich ist diese Prognose aufgrund unserer Messdaten?
680 Mit 95% Sicherheit reicht der Treibstoff noch fir dber 930 Tage:
Tank [t + 26;] C [42.3; 52.7]kg, Verbrauch [b + 25;] C [—45.5;4.9]g/ Tag.
660 Mit 99% Sicherheit reicht der Treibstoff nogh fur Gber 680 Tage:
640 Tank [f £ 36;] C [39.7;55.3]kg, Verbrauch [b £ 36;] C [—58.1;17.5]g/Tag.
= Z : = = © Wir extrahieren sorgsam, was die vorliegenden Daten hergeben!
620 | " Itis difficult to make jpredictions, 5 /\ Systematische Fehler? physikalische Annahmen? Alternativen?
especfatty-about tfie future: War 2012 ein typisches Jahr? Wenn man Sprit spart, reicht er langer!
600 . : Tag VEX wird 2013/14 tiefer in Atmosphare abgesenkt, der Verbrauch steigt.

—-350 —-300 —250 —200 —150 —100 —50 0 Die Mission endet im Dezember 2014 wegen Treibstoffmangels. Wow!



http://en.wikipedia.org/wiki/Mars_Express
http://en.wikipedia.org/wiki/Venus_Express
http://eiserm.de/lehre/HM3/VEX2012.txt
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Themen der HM1&2: Voraussetzung
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Themen der HM3: Zielsetzung

Lineare Algebra und Geometrie:

@ Reelle und komplexe Zahlen RCC
@ Euklidische Vektorrdume R™, C*
@ Matrizen & lineare Gleichungssysteme Az =y
@ Eigenvektoren und Diagonalisierung Av = lv
@ Normalformen fiir Quadriken 2?2 —yt=1
Analysis:
@ Konvergenz von Folgen und Reihen > o Ok
@ Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit limg a0, f(z)
@ Differential- und Integralrechnung jab f(z)da = [F]%

@ Differentialrechnung mehrerer Variablen
@ Vektorfelder, Wegintegrale und Potentiale

0.0y f = 0,0, f
rotgrad f =0

© Auf die Beherrschung all dieser Grundlagen kénnen Sie stolz sein,
als Handwerkszeug schon jetzt im Studium und ebenso spéter im Beruf!

Die HM3 bietet viel und verlangt viel ... in kurzer Zeit (37 Termine):

@ Mehrdimensionale Integration (4) Jgn f(x) dz
@ Integralsatze in Ebene und Raum (7) Jpdf = [o5f
@ Fourier—Analyse und Laplace—Transformation (5) (t) ~ e et
@ Gewdhnliche Differentialgleichungen (8) u'(t) = [t u(t))
@ Partielle Differentialgleichungen (4) Oyu(t,z) = 02 u(t,x)
@ Wahrscheinlichkeitsrechnung (8) P(A|B) = %

© Diese méchtigen Techniken sind in Anwendungen allgegenwértig.
Jedes dieser Themen verdient eigentlich seine eigene Vorlesung. ..
Sie bekommen alles als ,Best-of* in einem einzigen Semester!
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Ziele der HMB3 laut Modulbeschreibung
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Ziele lhrer universitdren Ausbildung

Die Studierenden verfiigen Uber grundlegende Kenntnisse
@ der Integralrechnung flirr Funktionen mehrerer Veranderlicher,
@ gewdhnliche und partielle Differentialgleichungen,
@ Fourier—Reihen und Integraltransformationen sowie Stochastik.

Sie kénnen die behandelten Methoden selbststandig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anwenden.

Sie besitzen die mathematische Grundlage flr das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften. Sie kdnnen sich
mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und naturwissenschaftlichen
Umfeld Uber die benutzten mathematischen Methoden verstandigen.

Konkrete Anwendung benotigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Daher Ihr Ziel: Sie beherrschen Ihr Handwerk, verstehen die Grundlagen und wenden passende
Werkzeuge fachgerecht an. Sie miissen dazu das Rad nicht neu erfinden: Ihr Studium biindelt die
Erfahrung vieler Generationen. Diesen Erfahrungsschatz sollen sie kennen und nutzen lernen.
Das gilt insbesondere fiir die Mathematik: Hier erlernen Sie Ihre Denk- und Rechenwerkzeuge.
Man kann Techniken auch oberflichlich kennen, aber ohne Ubung nicht effizient anwenden.
Aus diesem Grund sollen sie jede Woche die Ubungen ausgiebig und selbstkritisch nutzen!

Aus dieser ambitionierten Zielsetzung ergibt sich die Vorgehensweise:

@ Selbststandig: Es geht nicht nur um Auswendiglernen,
sondern um Verstehen und unabhéngige Urteilsféhigkeit.

@ Sicher: Es geht nicht nur um Intuition oder Spekulieren,
sondern um nachvollziehbare Argumente und Rechnungen.

@ Kritisch: Es geht nicht nur um Glauben oder (Auto)Suggestion,
sondern um (selbst)kritische Fragen und sorgféltige Antworten.

@ Korrekt: Sie beherrschen Definitionen, Satze, Methoden, Proben.
Gegenbeispiele zeigen Fehlerquellen, die es zu vermeiden gilt.

@ Kreativ: Es geht nicht nur um fertige Rezepte,
sondern um eigenstandige Anwendung.

Manche:r mochte Werkzeuge anwenden, auch ohne zu verstehen. , Echte Macher lesen keine
Bedienungsanleitung.* Fiir Low-Tech mag das vielleicht geniigen, bei High-Tech sicher nicht.
Auch im Studium lockt diese scheinbare Abkiirzung: unverstandene Rezepte blind anwenden.
Das ist weder selbststindig noch sicher, weder kritisch noch kreativ, und meist nicht korrekt!
Kurzum: Ohne Grundlagenwissen tappen Sie im Dunkeln und konnen die Werkzeuge nicht
richtig nutzen. Damit verbauen Sie sich den Weg zu effizienten Lésungen, oder schlimmer noch,
treffen fatale Fehlentscheidungen. Seriose Ingenieursarbeit braucht grundlegendes Verstidndnis!
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Zeitplan dieses Semesters
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Ablauf der Ubungen

Alle Informationen zur HM3 finden Sie in unserem liebevoll gestalteten
llias-Kurs sowie erganzend auf der offentlichen Webseite der HM3.

Vorlesung und Vortragsiibung ab dem 15.10.2024:
wochentlich  Di 8:00— 9:30 V57.03
wochentlich  Di 14:00 - 15:30 V47.02
wochentlich  Fr 11:30— 13:00 V47.01

Gruppeniibungen ab der zweiten Vorlesungswoche, siehe llias.
Der Ubungsschein ist Voraussetzung fiir die Abschlussklausur:
@ mindestens 50% der Punkte in den wochentlichen Quizzen,
@ mindestens 50% der Punkte der schriftlichen Haustbungen.
Scheinklausuren bleiben sinnvoll, fir die HM3 derzeit ausgesetzt.

ceniGH|

s LUFT= U0 RAUMFAHRT TECHIIK{

Klausur: Anfang Marz / Anfang September
Spacenlght: Ma| 2025 Some dance to remember,

some dance to forget

Wir fiihren das bewahrte Ubungssystem der HM1&2 in der HM3 fort:

Sie bekommen Prasenziibungen (leicht, zum Eintiben und Wiederholen)
sowie Hauslibungen (etwa mittelschwer, zum Trainieren und Vertiefen),
darunter auch umfassendere, aus denen sich Klausuraufgaben ableiten.

Fur lhren Lernerfolg entscheidend ist, dass Sie sich gut vorbereiten,
engagiert mitarbeiten und selbsténdig lhre Haustibungen bearbeiten.
Das wéchentliche Quizz bildet die Briicke von der Vorlesung zur Ubung:
Hier wiederholen Sie wichtige Begriffe und verfestigen neue Techniken.

Ihre Ausbildung verfolgt ein doppeltes Ziel: Wissen und Kénnen.
Sie benétigen beides! Mit den Grundlagen der Vorlesung und dem
Training der Ubungen kénnen Sie (klausur)typische Aufgaben I8sen.
Ohne Grundlagen oder ohne eigene Ubung kommen Sie nicht weiter.

Das klingt sportlich und ist es auch: ideales wéchentliches Training.
Es erflllt den vehementen studentischen Wunsch nach regelmaBiger
Ubung klausurtypischer Aufgaben. Das ist anstrengend, aber lohnend!
Wer die Mihe scheut und die Hilfe ausschlagt, dem ist nicht zu helfen.
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Wie gelingt lhnen das Studium?

Selbstverstandliche Voraussetzungen:
@ Sichere Beherrschung aller Grundlagen aus der HM1&2
@ Wochentliche Bearbeitung von Vorlesung, Quiz und Ubungen

Die Héhere Mathematik 3 entspricht 9 LP: insgesamt 270h
@ Prasenz: 15 Wochen & 2h Ubung + 5h Vorlesung/VU =105h
@ Individuelle Arbeit: ca. ein weiterer Tag (7h) pro Woche = 105h
@ Wiederholung zur Prifungsvorbereitung: 1 bis 2 Wochen = 60h

Sie kénnen lhre Zeit anders aufteilen, aber viel Spielraum bleibt nicht.

Es gilt die Erhaltung der Arbeit: Die 270 Stunden werden Sie brauchen!

Beispiel: Wer beschlieBt, Vorlesung und Ubung zu schwanzen und
jeweils nur das Ubungsblatt in 2h abzuschreiben, der muss zur Klausur
etwa 240h in Eigenregie nachholen, alleine! Das sind sechs Wochen
konzentrierte Eigenarbeit ... und scheitert erfahrungsgemas.

Qui va lentement, va siirement, et qui va sirement, va loin.
[Wer langsam geht, geht sicher, und wer sicher geht, kommt weit.]

Die Universitét als
Wissenstrichter”

Erwarten Sie nicht, dass irgendjemand Ihnen irgendetwas beibringen konnte — ohne IThr Zutun.
Ich kann Ihnen viel Spannendes erzihlen, doch nur Sie selbst kénnen sich Verstidndnis erarbeiten.
Zwei Faktoren bestimmen Ihren Lernerfolg: extrinsische Anregung und intrisische Motivation!

Diese Vorlesung wird Ihnen viele interessante Dinge zeigen, Phinomene und Beispiele erldutern,
Argumente und Rechenregeln erkliren. Wenn Sie mochten, kann das eine grofie Hilfe sein, doch
letztlich miissen Sie selbst dieses Material eigenstindig durcharbeiten, um es zu beherrschen.



https://spacenight-stuttgart.de
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Ziel Inres Studiums: Schérfen Sie lhr Werkzeug!
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Verdammte Axt: erst investieren, dann profitieren

Alice trifft Bob, der sich mit stumpfer Axt abmuht, einen Baum zu féllen.
~Scharf deine Axt! Dann gelingt dir deine Arbeit leichter.”, rat Alice ihm.
Das weist Bob zuriick: ,Dazu fehlt mir die Zeit, ich muss Baume fallen!”
Das ist, kurz gesagt, die Entscheidung Ihres Studiums, ja lhres Lebens.

© Genau dazu studieren Sie: Hier scharfen Sie Ihre Denk-Werkzeuge,
um effizient arbeiten zu kénnen. Alice hat das verstanden. ,Das Studium
ist abstrakter Quatsch und véllig nutzlos fir die Praxis.“ Wenn das Bobs
Uberzeugung ist, dann bitte soll er konsequent sein und nicht studieren.

Sie haben die Wahl, beide Alternativen sind gangbar. Vielleicht mdchten
Sie sich rasch in der viel gelobten ,Praxis austoben und keine Zeit in

die oft geschméahte , Theorie" investieren. Auch mit stumpfer Axt kénnen
Sie Baume fallen, miihsam zwar, doch fiir wenige kleine wird es reichen.

Die Kunst des Lernens, ganz allgemein des verausschauenden Planens,
ist die Balance zwischen sofortigem Nutzen und langfristiger Investition.
Wenn Sie richtig studieren, erreichen Sie beides, sowohl langfristigen

Nutzen durch Wissen und Kénnen als auch Freude schon beim Lernen.

Das ist eine grundlegende Einsicht und vielfach bewahrte Weisheit,
so in dem lateinischen Motto Festina lente, Ubersetzt ,Eile langsam!*,
sinngeman ,Eile mit Weile!“. Jedes ernsthafe Vorhaben gelingt Ihnen
am besten im richtigen Gleichgewicht zwischen zligig und sorgsam.
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Verdammte Axt: erst investieren, dann profitieren
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Verdammte Axt: erst investieren, dann profitieren

© Als Mahnung im Handwerk: Measure twice, cut once!
Schlechte Vorbereitung verschwendet Zeit und Ressourcen.
Als Motto der Navy Seals: Slow is smooth, and smooth is fast!
Gute Vorbereitung sorgt fiir reibungslose, effiziente Ablaufe.

In seiner Fabel vom Hasen und der Schildkréte schreibt Jean de La
Fontaine (1621-1695): Rien ne sert de courir; il faut partir a point.
Es nitzt nichts zu rennen; man muss rechtzeitig starten.
Besonnenheit und Zielstrebigkeit setzen sich durch.

(@ Was bedeutet das fiir Ihr Studium, speziell in dieser Veranstaltung?
Anfangs fallt lhnen die Anwendung vermutlich schwer. Jetzt wissen Sie,
warum: Scharfen Sie lhre Werkzeuge, lernen Sie Definitionen und Satze,
Uben Sie Mathematik, das wirkt, so gelingen Ihnen die Anwendungen!

Manche lebt achtsam, anderer schimpft achtlos auf die ,lastige Theorie*
und scheitert alsbald an allzu naiver Anwendung, getreu dem Slogan
+Plane nicht, irre lieber!*. Manchmal geht das gut, meist leider nicht.
Was immer du tust, handele klug und bedenke das Ende!

Warum erzéhle ich das? Die meisten Studierenden kommen an die Uni
mit ihren eingefahrenen Gewohnheiten, manche gut und viele schlecht.
Bitte studieren Sie selbstbewusst und selbstkritisch, legen Sie schlechte
Gewohnheiten ab, erlernen Sie gute Gewohnheiten! Wir leiten Sie an
und geben beste Praktiken weiter. Nehmen und wenden Sie dies an!

We must choose between what is easy and what is right.
Albus Dumbledore

Die Schule hat Ihnen herzlich wenig Mathematik zugetraut. Anfangs mag
das gefallen, es ist ja so leicht! Doch dann haben Sie sich entschieden,
Ingenieurwesen oder Physik oder Mathe zu studieren, und darauf hatte
die Schule Sie in keinster Weise vorbereitet. Ihre Axt war leider stumpf]!

Manch verlockende ,Abklirzung*® ist letztlich Irrweg und Vergeudung.
Manch vermeintlicher ,Umweg" erweist sich als zielfihrend und effizient.
In dieser gut durchdachten Vorlesung und den zugehérigen Ubungen
machen wir Sie mit den nétigen, scharfen Werkzeugen vertraut und
leiten Sie an zum fachgerechten Gebrauch. Diese Mihe lohnt sich!
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Wie studiere ich richtig?
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Wie studiere ich richtig?

lhr Ziel sind Erwerb von Techniken und Training lhrer Fertigkeiten.
Hierzu erklare ich Ihnen, wie Sie erfolgreich Mathematik lernen.

Die HM3 bietet viel und verlangt viel. Jede Woche erkldre ich Thnen neue Werkzeuge, die Thnen
in vielfiltigen Anwendungen niitzen werden. Schon nach wenigen Wochen werden wir recht viel
Gepick beisammen haben. Wichtig ist daher, dass Sie im Semester nicht den Anschluss verlieren!
Das 15wochige Programm lésst sich unmoglich im Schnelldurchgang nachholen.

Die genannten Themen der HM3 sind niitzlich und vielseitig, diese Techniken werden iiberall
in den Ingenieurwissenschaften genutzt, je nach Spezialisierung sogar noch wesentlich mehr.
Andernorts reserviert man fiir die HM3&4 zwei Semester, in Stuttgart nur eins. Unser Programm
ist daher sehr voll: Fiir jedes Thema stehen nur 2 bis 3 Wochen zur Verfiigung. Die knappe Zeit
miissen Sie nutzen. Vertrodeln Sie nicht das Semester, indem Sie nur mit einem Ohr zuhoren; das
bringt rein gar nichts — auler Ohrenkitzel und dem triigerischen Gefiihl, irgendwie mitzulaufen.

Die obige Rechnung ist keine Ubertreibung:
Sie brauchen ca. 7 Stunden Eigenarbeit jede Woche!

Noch einmal quer gerechnet: Diese Veranstaltung macht fast ein Drittel Ihres Semesters aus.
Bei einer Arbeitswoche von 6 Tagen miissen Sie zwei Tage fiir die Mathematik einplanen.
Davon verbringen Sie bereits 7 Stunden mit Ubung und Vorlesung. Der wichtigste Teil sind die
verbleibenden ca. 7 Stunden eigene Arbeit! Wer nur einen Teil der Zeit investiert, wird auch nur
einen Teil des Stoffes durcharbeiten. Das muss Thnen klar sein, wenn Sie Thre Zeit einteilen.

Engagieren Sie sich und nutzen Sie intensiv lhre Studienzeit! Ohne
FleiB und Ausdauer kdnnen Sie Wissen und Kénnen nicht erwerben.

studere (lat.): sich bemiihen, beschiftigen, streben, widmen, bilden. Partizip pris. aktiv: studens
‘studierend’ > der Student / die Studentin. Student / studierend ist, wer sich aktiv um seine
Bildung bemiiht. (Zur Wortbedeutung siehe de.wiktionary.org/wiki/studieren.)

In dieser Vorlesung prisentiere ich Ihnen nur wenige Definitionen und Sitze, dafiir umso mehr
Anwendungen in Form von Ubungsaufgaben. Beides miissen Sie sorgfiltig durcharbeiten, nur so
verstehen und beherrschen Sie es. Alles konnen Sie selbst ausprobieren: Uben! Uben! Uben!
Sie wiinschen sich ausschlieBlich Beispiele ohne jede Theorie? Das reicht nur fiir den ersten
Schritt und wird schnell ineffizient. Sie benotigen sowohl handfeste Beispiele als auch die
zugrundeliegende Theorie, wie linke und rechte Hand! Beides zusammen garantiert Ihren Erfolg.

Die Mathematik ist extrem klar strukturiert, das erleichtert das Lernen!
Haben Sie keine Angst vor neuen Begriffen: Definitionen erkliren,

Beispiele illustrieren und Sitze biindeln die Rechenregeln.

Ein gut verstandenes Beispiel niitzt Ihnen mehr als ein schlecht verstandener Satz.

Nutzen Sie ernsthaft die zahlreichen Aufgaben fiir Thre eigene Ubung!

Erarbeiten Sie sich parallel dazu die nétigen Grundlagen und verfestigen Sie Ihr Wissen

in Form von Definitionen und Sitzen. Ein gut verstandener Satz biindelt 1000 Beispiele.
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Wie kann / soll ich Mathematik lernen?

Mancher lernt gut aus Biichern, eine andere besser aus Vorlesungen, eine dritte beginnt mit den
Ubungen, ein vierter mit den Klausuren. Alle schauen gerne Videos, das ist unterhaltsam und
vielleicht auch hilfreich. Thre individuellen Lernstrategien und Motivationen kennen Sie selbst
am besten und sollten sie optimieren. Nehmen Sie die Herausforderung an und werden Sie aktiv!

Die oben erklirte Struktur ist eine Besonderheit der Mathematik: Definition, Beispiel, Satz,
Beweis, Anwendung, ... Sie hat sich aus guten Griinden so entwickelt: Sie strukturiert die
Darstellung und betont das Wesentliche. Sie wird iiberall genutzt, weil sie sich bewihrt.

Es gibt keinen Grund, sie zu fiirchten, im Gegenteil: Nutzen Sie sie als Hilfestellung!

Das bloBe Lesen / Horen / Zuschauen ist leider wenig ergiebig, dieser Eindruck bleibt passiv,
oberfldchlich und fliichtig. Klavierspielen lernen Sie nicht durch den Besuch von Konzerten!
Sie miissen selbst aktiv werden und schrittweise lernen, Probleme eigenstindig zu 16sen.

Es ist und bleibt eine menschliche Grundtatsache: Wir leben und streben, lernen und entwickeln
uns, indem wir uns Erfahrungen, Wissen und Kénnen aktiv und eigenstindig aneignen.

@ Bilden Sie Lerngruppen, diskutieren Sie die Aufgaben und Ihre Losungen!
@ Bleiben Sie neugierig, prizisieren Sie Thre Ideen und kldren Sie Thre Fragen!
@ Arbeiten Sie mit Stift und Papier: Nicht abschreiben, eigenstéindig arbeiten!
Besonders gut bewihrt sich die Kombination aus kontinuierlicher eigener Vorbereitung und

gemeinsamer Diskussion in der Gruppe. Genau darauf zielen unsere wochentlichen Ubungen.
Vertrodeln Sie wihrend des Semester nicht diese entscheidende Hilfestellung.

Faire Klausur bedeutet: Ihr Erfolg ist proportional zu lhrem Konnen.
Klausur ist keine Lotterie: Ihr Kdnnen ist proportional zur Ihrer Ubung.

Fiir die Scheinklausuren verschlafen viele den Start ins Semester und zum wochentlichen Lernen.
Das Studium, insbesondere der Mathematik, erfordert Ausdauer, Fleil und Disziplin. Nicht jede:r
ist dazu bereit, manche geben leichtfertig auf und schieben ins nichste Jahr. Tun Sie das nicht!
In den Modulpriifungen hingegen waren die Klausurergebnisse der letzten Jahre erfreulich gut.
Das ist kein Widerspruch, sondern das Ergebnis von einem Semester Vorbereitung und Training.

Das Semester war anstrengend aber erfolgreich, alle konnten das spiiren: Viele Teilnehmer:innen
haben Vorlesung und Ubungen engagiert genutzt und waren dementsprechend gut vorbereitet.
Das zahlt sich aus! Auch dieses Jahr gilt: Wer dabei bleibt und wochentlich mitarbeitet, ist aller
Erfahrung nach gut vorbereitet und hat schliefSlich wenig Schwierigkeiten mit der Klausur.

Engagieren Sie sich ab der ersten Woche! Pokern Sie nicht auf eine knappe Vier, das geht meist
schief. Seien Sie mutig und arbeiten Sie auf eine Zwei oder Drei, dann lduft’s. Doppelter Vorteil:
Die mathematischen Grundlagen, die Sie jetzt hier lernen, niitzen Ihnen auch sonst iiberall!

Wenn Sie durchfallen wollen, ignorieren Sie meine Ratschlige. Leider tun das einige, zu viele.
Dann miissen Sie nichstes Jahr wieder ran oder Ihr Studium beenden. Manche finden Kamikaze
scheinbar toll, ich kann davon nur abraten. Studieren Sie ernsthaft, studieren Sie richtig!

'Wir sorgen dafiir, dass Sie in dieser Veranstaltung alles Nétige lernen und trainieren konnen.
Nutzen Sie diese Chance und erfiillen Sie Ihren Teil! Verdienen Sie sich eine gute Note!
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Kapitel A

Was sind und was sollen Integrale?
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Alles messen, was messbar ist —
und messbar machen, was noch nicht messbar ist.

Galileo Galilei (1564—1642)
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Integration: Theorie und Anwendung
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Emile Borel
(1871-1956)

Bernhard Riemann
(1826-1866)

Henri Lebesgue
(1875-1941)
Integration ist ein machtiges und allgegenwartiges Werkzeug.
Wir werden der Reihe nach drei fundamentale Fragen kléren:
1 Konstruktion: Was sind und was sollen Integrale?
2 Werkzeugkasten: Welche Rechenregeln gelten?
8 Training: Wie berechnen wir konkrete Beispiele?

Differenziert und integriert wird seit Newton (1643—1727) und Leibniz (1646-1716).

Thre Infinitesimalrechnung ist iiberaus erfolgreich und wird systematisch weiterentwickelt.
Die Integrationstheorie ist eine Errungenschaft des 19. Jahrhunderts (dank Riemann, Darboux,
Jordan, ...) und vollendet zu Beginn des 20. Jahrhunderts (dank Borel, Baire, Lebesgue, ... ).

Auch nach tiber hundert Jahren bewihrt sie sich tiglich in ihren zahlreichen Anwendungen,
von der Fourier—Analyse in der Signalverarbeitung iiber die allgegenwiirtige Wahrscheinlich-
keitsrechnung bis zur Quantenphysik. Das wird auch in weiteren hundert Jahren noch so sein:
Solide mathematische Arbeit hat einen extrem langen Nutzen. Die Investition lohnt sich!

Die Integration wird uns die ersten Wochen beschiftigen, ihre Anwendungen das gesamte
Semester. Dieses Uberblickskapitel gibt zuniichst eine erste Kurzanleitung zur Integration.
In der Praxis stehen Sie vor allem vor der letzten Frage (3): Zu einer vorgelegten Funktion
f:Q — R wollen Sie das Integral fn f(z) dz berechnen. Dazu brauchen Sie geeignete
‘Werkzeuge, insbesondere ausreichend starke Rechenregeln (2). Um diese tiberhaupt erst zu
erhalten und zu verstehen, miissen wir die erste Frage kldren: (1) Was bedeutet Integration?

Zur Not kann man versuchen, sich allein auf die besonders relevante dritte Frage zu stiitzen und
moglichst viele Beispiele auswendig zu lernen. Erfahrungsgemif erscheinen diese dann jedoch
unzusammenhingend und eher verwirrend. Es ist wesentlich effizienter, sich zuerst den nétigen
Uberblick zu verschaffen, um so allen Anwendungen gemeinsam die nétige Struktur zu geben.

Eine solide Grundlegung ist wichtig, um zu wissen, wovon wir reden! Ich erklire Ihnen hierzu
eine Handvoll Prinzipien, auf denen die gesamte Integration aufbaut. In den folgenden Kapitel

entwickeln wir hieraus praktische Rechenregeln, illustrative Beispiele und erste Anwendungen.
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Ziele: Differential- und Integralsatze Auslick

Wir nutzen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI):

b
/ F'(z)dx %‘

Bei absoluter Integrierbarkeit kdnnen wir iterierte Integrale nutzen:

flan,xn)d(zn,.z) = | flan,.xn)dey - day,
C
Jrn Jr Jr

[F(ac)]b = F(b) — F(a)

T=a

Fir C'-Koordinatenwechsel & : X = Y gilt der Transformationssatz:

[roa 2 [ ) -t (@) de
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[

Bei majorisierter Konvergenz vertauschen Grenzwert und Integral:

[l se)a 2 ][ )

© Diese Satze lassen sich oft anwenden und zur Berechnung nutzen.
/\ VorsichtsmaBnahmen sind nétig, die miissen Sie beherrschen.

Der eindimensionale Hauptsatz hat mehrdimensionale Folgerungen!
Arbeitsintegral fiir orient. Kurven T' und Skalarfelder g: R* D T" — R:

[ emdigar 23 ats)n(e)

Ist die Kurve I geschlossen, also o' = (), so folgt ¢ grad(g) - dI' = 0.
Satz von Stokes fiir orient. Flachen S und Vektorfelder f:R? D .S — R3:

‘ Lrot(f)-dS e /Hsf-dr

Ist die Flache S geschlossen, also 85 = 0, so folgt f rot(f)-dS = 0.
Satz von GauB fiir Volumina V' C R? und Vektorfelder f:R? D V — R3:

/‘;div(f)dV e /S das

Hierbei sind T', S, V' € R® kompakt und stiickweise glatt, f, g zumindest
definiert auf einer offenen Umgebung und dort stetig differenzierbar.
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Welche Anwendungen hat die Integration?
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Wozu brauchen Sie Definitionen und Satze?

Damit haben wir die ersten wichtigen Themen genannt:

@ Ein- und mehrdimensionale Integration.

@ Integralsatze in der Ebene R? und im Raum R3.

@ Anwendungen in Natur- und Ingenieurwissenschaften.
Dank ihrer zahlreichen Anwendungen ist die Integration unentbehrliches
Werkzeug und grundlegend in den Ingenieur- und Naturwissenschaften.
Erste wichtige Anwendungen werden wir in dieser Vorlesung vorstellen:

@ Fourier—Reihen, Fourier— und Laplace—Transformation.

@ Ldsung gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen.

@ Wahrscheinlichkeitsrechnung, kontinuierliche Verteilungen.

Die hier genannten Themen sind das umfassende Ziel dieser Vorlesung.
Der Weg ist steil, doch unser ambitioniertes Ziel ist Gberaus lohnend!

© Damit Sie diese Werkzeuge sicher und effizient nutzen kénnen,
werden wir zundchst die grundlegenden Rechenregeln darlegen.

Sie konnen die Integration als eine Maschine auffassen: Aus jeder integrierbaren Funktion f
macht sie eine Zahl [ f. Fiir die Praxis sollen Sie lernen, diese Maschine korrekt und effizient
zu nutzen. Dazu miissen Sie ihren grundlegenden Aufbau und ihre Funktionsweise verstehen.

Dieses Kapitel gibt hierzu die Kurzanleitung zur Integration: Um iiberhaupt von Integralen
sprechen zu konnen, erkldre ich hier zunéchst, was Integrale sind und nach welchen Regeln sie
funktionieren. Der Schnelldurchgang ist noch zu knapp, gibt aber einen guten ersten Uberblick.

In den folgenden Kapiteln entwickeln wir Rechentechniken, wie den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung B11, den Satz von Fubini C1E, den Transformationssatz C2B, schlieBlich
die Integralsitze von Gauf3 und Stokes. Alle diese Sitze und Rechenregeln beruhen auf der in
diesem ersten Kapitel gegebenen Definition des Integrals und lassen sich daraus ableiten.

Fiir die Anwendung sollen Sie vor allem konkrete Beispiele beherrschen. Reicht es also, nur
Beispiele zu lernen? Es ist wie mit den Spielregeln beim Sport (Handball, Cricket, Schach):

Es ist mithsam, unsicher und ineffizient, diese nur durch Beobachten von Spielen zu erraten,
zudem konnte man niemals sicher sein, wirklich alle Regeln zu kennen und zu verstehen.

Dabher ist es effizienter, von Anfang an die fundamentalen Regeln darzulegen und zugleich auch
lehrreiche Beispiele zu untersuchen. Diesen werden wir uns in den folgenden Kapiteln widmen.

We think in generalities, but we live in detail.
(Alfred North Whitehead, 1861-1947)




Wie misst man Flachen- und Rauminhalt? e

Definition: Messbare Mengen und ihr Volumen e

Teilmengen A C R? wollen wir ihren Flacheninhalt voly(A) zuweisen.
Problem: Nach welchen Regeln? Welche Mengen sind messbar?

(1) Normierung
auf Rechtecken

(3) Monotonie

(2) Additivitat

(4) Einschachtelung

.
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Ebenso fiir den Rauminhalt volz(A) von Teilmengen A C R3, und
allgemein fiir das n—dim. Volumen vol,,(A) von Teilmengen A C R".

Messbare Mengen A C R™ und ihr n—dimensionales Volumen
vol, (A) € [0, oo] definieren wir nach folgenden finf Grundregeln:

(1) Normierung: Jeder n—dimensionale Quader A C R™ ist messbar,
und sein Volumen vol(A) ist das Produkt seiner Seitenlangen.
© Sperziell fiir die leere Menge ) folgt daraus vol((}) = 0.

(2) Additivitat: Sind A, B C R™ messbar, so auch AU B und AN B,
und fir diese vier gilt vol(A) + vol(B) = vol(A U B) + vol(A N B).

© Fir An B = 0 folgt vol(A LI B) = vol(A) + vol(B) dank vol(f) = 0.
(3) Monotonie: Sind A, B C R"™ messbar, so auch C' = B \ A.

© Aus A C Bfolgt B= AU C und vol(A) < vol(B) dank Additivitat (2).

(4) Einschachtelung: Gilt AgC Ay C Ay, C...CCC...CB,C B CBy
mit Ay, B, messbar und vol(By . Ag) N\, 0, so ist auch C messbar.
© Dank Monotonie (3) folgt daraus vol(Ag) / vol(C) ./ vol(By).

(5) Ausschépfung: Sind Ag C A; C As C ... messbar, so auch ihre
Vereinigung A = Ao U A1 U A U..., und dabei gilt vol(A)  vol(A).
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Grundlegende Eigenschaften des Volumens
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Grundlegende Eigenschaften eines MaB3es

© Auf diesen fiinf einfachen Grundregeln beruht die gesamte Integration! Damit berechnen wir
den Flicheninhalt von Polgonen, Kreisen, etc. sowie den Rauminhalt von Polyedern, Kugeln, etc.

Im Prinzip ist damit alles iiber die Integration gesagt. Wir bendtigen dennoch etwas mehr Zeit:
Sie sollen die nétigen Rechentechniken beherrschen sowie wichtige Beispiele und Anwendungen.

Wir fragen als erstes: Ist das Ergebnis eindeutig, wohldefiniert, unabhingig vom Rechenweg?
Die Eindeutigkeit ist fiir alles Weitere unabdingbar und keineswegs selbstverstéindlich.

Satz A1A: Lebesgue 1901

Mit diesen finf Regeln kénnen wir jeder messbaren Teilmenge A C R
eindeutig ihr Volumen vol,,(A) € [0, oc] zuweisen und somit ausrechnen.

Alle natirlich auftretenden Mengen sind auf diese Weise messbar:
@ Alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen in R™ sind messbar.
@ Ist eine Menge A C R™ messbar, so auch ihr Komplement R™ \ A.
@ Sind die vorgelegten Mengen Ay, A1, Ay, ... C R™ messbar,
so auch ihr Durchschnitt (), Ax und ihre Vereinigung ¢y Ak-
@ Fir jede disjunkte Vereinigung gilt vol(| |,,cy Ak) = > pen VOl(Ag).
Diese wichtige und nitzliche Eigenschaft hei3t c—Additivitat.

Das n—dimensionale Volumen vol,, ist demnach ein o—additives Maf3
im folgenden Sinne; die Bezeichnung ,o“ steht dabei flr ,abzahlbar".
Definition A1B: MaBraum
Ein MaBraum (Q, <7, 1) besteht aus

@ einer Grundmenge (2,

@ einer o—Algebra <7 C 33(Q2) und

@ einem o—additiven MaB . : &7 — [0, 0]
mit folgenden grundlegenden Eigenschaften, wie oben erklart:

1 Leere Menge: Es gilt ) € 7 und p(0) = 0.

2 Komplemente: Aus A € &/ folgt (2 \ A) € 7.

3 o—Additivitat: Aus Ay, A1, As, ... € o folgt g, Ar € <7 sowie

“(U;O Ak) - ZZOM(Ak) falls A; N A; = 0 fiir i # j.

Jeder messbaren Menge A C Q wird ihr MafB3 p(A) € [0, oo] zugeordnet.
Diese Sichtweise nutzen wir spater fiir WahrscheinlichkeitsmaBe (V1c).

A105

Was sind und was sollen Integrale?

A106

Was sind und was sollen Integrale?

Beispiel: Wir integrieren f(z) = e=*/2 liber Q = [~1,2].
/@

2 f(z)da
Q

Zur Funktion f: R — R existiert eine Integralfunktion F: R — R:z — [ f(t) dt mit F' = f
dank Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (B11). Leider ist /" nicht elementar (B1P).
Schon in solch einfachen Beispielen bendtigen wir die geometrische Integraldefinition als Fliche!

Grundidee: Sei Q = [q, b] ein Intervall und f: [a, b] — R stetig.
Das Integral f:f(x) dz misst die Flache unter dem Graphen von f.

Verallgemeinerung: Sei 2 C R™ ein Quader und f:Q — R stetig.
Das Integral [, f(z) dz misst das Volumen unter dem Graphen von f.

Beispiel: Wir integrieren f(z1,22) = 1 + 2% — 23 tber Q = [-1,1]2.

T3

z 1-1
Gesucht ist das Volumen unter dem Graphen, also fn f(z) dz. Dieses sehr einfache Beispiel
ldsst sich auch ohne Rechnung l6sen: fQ f(z) dz = 4. Konnen Sie es sehen? und ausrechnen?
Solide Grundlagen helfen der geometrischen Anschauung und dann der formalen Ausfithrung!

A107
Ausfiihrung

Bewédhrte Schreibweisen und Gedachtnisstiitzen

A108
Ausfiihrung

Bewdhrte Schreibweisen und Gedachtnisstiitzen

Das Integral einer Funktion f:R™ D Q — R schreiben wir wahlweise

/Qf:/Qfdx:/ﬂf(a:)da::/tegf(x)dx

Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist dabei willkirlich:

/Qf:/Qf(t)dt:/Qf(u)du:/Qf(e)da:...

Speziell fur Q@ = [a,b] C Rund [ :[a,b] — R schreiben wir auch:

-/[a,b]f:/:f:/abf(m)dm:/Ib:af(‘r)dz:"'

Zweidimensional, fir Q C R? und f: Q — R, schreiben wir auch:

/Qf:/ﬂf(z,y)d(a:,y):/(w)eﬂ Flu,v)d(u,0) = ...

Dreidimensional, fir  C R3 und f:Q — R, schreiben wir auch:

1= [ s dn.) - /@w,w)eg Flu,v,w) Al v,w) =

Zwei- und dreidimensionale Integrale schreiben manche lieber so:

Ji=[[tewicn = [[ raodwy =
Q Q

(u,0)eQ

J 1= [ revoawsn = [ rwvwawes - ..
Q Q

(u,0,w)€N

Diese dekorative Schreibweise betont, dass wir mit zwei- bzw. dreidimensionalen Integralen
arbeiten, ist aber ansonsten entbehrlich: Der Integrationsbereich 2 C R™ weiB ja, in welcher
Dimension n er lebt! Das bildhafte Symbol ist eine hilfreiche Gedichtnisstiitze fiir die Leser:in,
nicht mehr, nicht weniger. Das Integral ist unabhéngig von der Schreibweise dasselbe wie zuvor.

Redundanz schadet selten, oft bietet sie niitzliche Erinnerung und willkommene Hilfestellung.
Fiir die Praxis empfiehlt es sich, tiberfliissige Schnorkel wegzulassen und nur das Wesentliche so
klar und prizise zu notieren, dass Lese- und Rechenfehler weitestgehend vermieden werden.
Alle genannten Schreibweisen haben sich hierzu bewihrt, alle erfordern Verstidndnis und I"Jbung.

Eine gute Notation vermeidet Fehler und Missverstindnisse. Das ist nicht nur eine mathematische
Frage, sondern vor allem eine der Klarheit, der Bequemlichkeit und der jeweiligen Tradition.
Die wahre Kraft der Begriffe steckt nicht in ihrer Schreibung, sondern in ihrer Bedeutung!

Das konnen wir nun klar und prézise formulieren dank Ihrer guten Grundlagen aus der HM1&2.




A201
Erinnerung

Aufbau des Zahlensystems

A202
Erinnerung

Absolutbetrag und Abstand reeller Zahlen

Unser Fundament ist das ZahlensystemNCZ CQ CR C C.

[11 Zur Wiederholung der Grundlagen siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Kapitel O und 1.
Aufbau: Die natiirlichen Zahlen N = {0, 1,2, 3, ...} dienen zum Ziihlen. Die ganzen Zahlen
Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} losen das Problem der Subtraktion. Die rationalen Zahlen
Q={a/b|a,beZ, b+# 0} losen das Problem der Division. Sie bilden einen geordneten
Korper (Q, +, -, <), sind aber noch unvollstindig: Zahlen wie V2, e, T, etc. sind nicht rational!
Um dieses Problem zu 16sen, miissen wir einen entscheidenden Schritt weiter gehen und die
rationalen zu den reellen Zahlen R vervollstindigen. Die reellen Zahlen dienen zum Messen.
Sie sind die unabdingbare Grundlage der Analysis: Grenzwerte von Folgen und von Reihen,
Ableitungen und Integrale, etc. ergeben erst auf Grundlage der reellen Zahlen einen Sinn.

Die reellen Zahlen (R, +, -, <) sind ein geordneter Korper und zudem vollstindig.
Vollstindigkeit bedeutet: Jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge M C R besitzt in R
eine kleinste obere Schranke. Diese nennen wir das Supremum von M und bezeichnen sie mit
sup M. Gleiches gilt fiir die groBte untere Schranke, das Infimum von M, geschrieben inf M.
Aus den Korperaxiomen, der Anordnung und der Vollstindigkeit entspringen alle weiteren
Eigenschaften der reellen Zahlen, sodann der komplexen Zahlen, der reellen und komplexen
Funktionen, der Differential- und Integralrechnung, ... schlieBlich der gesamten Analysis!

Die komplexen Zahlen (C, +, -) sind ein Korper und algebraisch abgeschlossen (F3¢):

In R hat die Gleichung 2° + 1 = 0 keine Losung. In C = R[i] fithren wir hierzu die Zahl i ein.
Uber C zerfillt jedes Polynom f(z) = ao + a1z + a22® 4+ -+ + anz" in Linearfaktoren (F30).
Viele Rechnungen gelingen nur mit komplexen Zahlen, weitere werden so besonders effizient.

Die reellen Zahlen (R, +, -, <) sind ein vollstandiger geordneter Korper.
Aus der Anordnung gewinnen wir insbesondere den Absolutbetrag

|- : R = Rxq : 2+ |z :—{ v f?razzo,
—z firz <0.

Dies ist eine Norm mit folgenden Eigenschaften:

@ Definitheit: |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.

@ Multiplikativitét: |z - y| = |z - |y|

@ Subadditivitat: |z + y| < |z| + |y|
Dies wiederum definiert fiir alle a, b € R den Abstand |a — b|.

@ Definitheit: |a — b| = 0 genau dann, wenn a = b.

@ Symmetrie: |a — b| = |b — a flr alle a,b € R.

@ Dreiecksungleichung: |a — ¢| < |a —b| 4+ |b — ]
Norm und Abstand werden wir spater auf C sowie R™ und C" und
noch allgemeinere Vektorrdume Ubertragen, z.B. Funktionenrdume.
Diese kénnen wir meist nicht sinnvoll anordnen, aber Norm, Abstand
und Konvergenz dienen auch dort als zentrale Werkzeuge (C4J, U4B).

A203
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Konvergenz reeller Zahlenfolgen
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Erinnerung

Uneigentliche Konvergenz gegen +oo

Eine Folge (an)nen reeller Zahlen ist eine Abbildung a:N — R:n — ay,.
Jeder natlrlichen Zahl n € N wird eine reelle Zahl a,, € R zugeordnet.
Vorgelegt seien Schranken s,t € R. Gilt a,, > s fir alle n € N, so nennen
wir die Folge (ay,)ren Nach unten beschrankt durch s. Gilt a,, <t fur
alle n € N, so nennen wir die Folge nach oben beschréankt durch ¢.

Definition A2A: Konvergenz einer reellen Zahlenfolge

Die Folge (an)nen in R konvergiert gegen eine reelle Zahl a € R,
wenn der Abstand |a — ay,| schlieBlich beliebig klein wird, genauer:
Fir jedes noch so kleine € € R+ existiert ein Index m € N, sodass
far alle folgenden Indizes n > m die Ungleichung |a — a,| < ¢ gilt.

In diesem Falle schreiben wir a,, — a fir n — oo, oder kurz a,, — a.
Den Grenzwert schreibt man lim,,_,, a,, = a, oder kurz lim a,, = a.

. . - . . _an+1
Beispiel: Fir |g| < 1 gilt ¢* — 0 sowie Y}, ¢" = 2 1‘1_; 1%(1
Die Folge zp =0, z1 = 0.9, 22 =0.99, 23 =0.999, ..., x,=1—-10""
konvergiert gegen 1. Das ist das ganze Geheimnis hinter der Gleichung

0.999999999 . .. = 1. Diese Erkenntnis ist keineswegs selbstversténdlich!

Jede in R konvergente Folge ist beschrankt. Die Umkehrung gilt nicht:
Die Folge (—1)™ ist beschrankt, konvergiert aber dennoch nicht in R.
Die Folge (1,2,3,...) wachst unbeschrénkt und konvergiert nicht in R.
Auch die harmonische Reihe a, = >~ _, 1/k wéchst unbeschrankt.
Diese Beispiele flihren uns zur bestimmten Divergenz gegen +oc:

Definition A2B: uneigentliche Konvergenz, bestimmte Divergenz

Eine Folge (a)nen in R heif3t divergent, wenn sie nicht konvergiert.
Das heift, es gibt keine reelle Zahl a € R, fir die a,, — a gilt.

Wir sagen (an)ren divergiert (bestimmt) gegen +oo oder konvergiert
(uneigentlich) gegen +oco, wenn zu jeder Schranke s € R ein Index

m € N existiert, sodass fir alle n > m die Ungleichung a,, > s gilt.
Entsprechend sagen wir (a,,),en divergiert (bestimmt) gegen —oco oder
konvergiert (uneigentlich) gegen —oco, wenn zu jeder Schranke s € R
ein Index m € N existiert, sodass fur alle n > m gilt a,, < s.

Beispiele: n* — 0 fiira < 0, n® =1 — 1 fiira = 0, n* — oo fiir a > 0.
Esqilt >°;_; 1/k — oo flir n — oo, somit 37, 1/k* — oo fira < 1.
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Die reelle Zahlengerade erweitert um +oo
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Die reelle Zahlengerade erweitert um +oo

Die reellen Zahlen (R, +, -, <) sind ein vollstandiger geordneter Korper.
Bei Grenzwerten und Integration missen wir auch mit oo umgehen.
Hierzu nutzen wir die erweiterte Zahlengerade R = RU {+oc0}.

Die Ordnung setzen wir fort durch —co < a < 400 flr alle a € R.
Addition und Multiplikation setzen wir fir +0o und a,b € R fort:

R=RU{*oc0} —00 b<0[b=0|b>0|+o0

—0 | too +00 0 -0 | —©

+ |—©| b |+ a<0|400 a-b| 0 | ab|-00
—00 | —o0 | —oo | 707 a=0 0 0 0 0 0

a |—o0|a+b|+oo a>0| —-0c0 a-b 0 o P

400 | 707 | 400 | +0 400 | —00 —00 0 1690 | 4eo

Griin: Verknlpfung in R; gelb: sinnvoll fiir die Grenzwertrechnung in R;
rot: nur fir die Integralrechnung gebrauchlich. (R, +, -) ist kein Kérper!
/\ Die Addition ist nicht assoziativ: (+o00 4+ —00) + 1 # 400 + (—oo + 1).
© Im Halbring ([0, o0}, +, -) gelten alle Eigenschaften auBer Inverse.

© Fur Grenzwerte in R gelten die niitzlichen Rechenregeln

lim(a,, + b,) = (limay) + (limb,),

lim(ay, - by) = (limay,) - (limby,).

© In den gelb markierten Fallen gilt dies auch noch fir uneigentliche
Grenzwerte. Das kennen Sie gut aus der Analysis und nutzen es seither.

/\ Vorsicht: Die rot markierte Konvention 0 - (00) = 0 nutzen wir
ausschlieBlich in der Integralrechnung; sie ist nur hier sinnvoll.

® Fir die Konvergenzrechnung ist sie nutzlos! Warnende Beispiele:
Es gilt a,, = 6/n — 0 und b, = Tn — +o0, aber ay, - b, — 42.

Es gilt a,, = 6/n* — 0und b, = Tn — +oo0, aber a,, - b, — 0.

Es gilt a, = 6/n — 0 und b, = Tn?> — 400, aber a, - b, — +o0.

@ Die Konvention (+00) + (—oo) = 0 ist vollkommen willkirlich.

Es gilt a,, = n — +o0o und b, = 42 — n — —oo, aber a,, + b, — 42.

Es gilt a,, = n — +o0o und b, = \/n — n — —oo, aber a,, + b, — +oc.

Es gilt ¢, = n — +oound b, = (-1)" —n — —o0, aber a,, + b, divergiert.
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Monotone Konvergenz reeller Zahlen
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Limes superior und Limes inferior

Eine Folge (an)nen in R heit monoton wachsend, wenn gilt
ag<ay<ax<...

also ay, < ay, fur alle m < n. Wir schreiben dann kurz a,, .

@ [st die Folge in R nicht nach oben beschrénkt, so gilt a,, — +oo.
@ Ist die Folge in R nach oben beschrankt, so existiert eine kleinste
obere Schranke in R: Fiir a = sup{ a,, | n € N } gilt dann a,, — a.
Zur Betonung der Monotonie schreiben wir a,, ,/* a bzw. a,, / 4o0.

Entsprechend heiBt (b,),cn in R monoton fallend, wenn gilt
bg > b1 >by > ...
also by, > by, fur alle m < n. Wir schreiben dann kurz b, .

@ Ist die Folge in R nicht nach unten beschrankt, so gilt b, — —oc.

@ |st die Folge in R nach unten beschrénkt, so existiert eine groBte
untere Schranke in R: Flr b = inf{ a,, | n € N } gilt dann b,, — b.

Zur Betonung der Monotonie schreiben wir b,, \, b bzw. b, ~\, —cc.

Sei (x,,)nen €ine Folge in der erweiterten Zahlengeraden R = RU {40c0}.
Die Folge a,, = inf>, x; ist monoton wachsend, also gilt a, /" a € R.
Die Folge b,, = sup;>, z) ist monoton fallend, also gilt b, \, b € R.

Fir die Folge (x,,) ist a der kleinste und b der groBte Haufungspunkt.
Beispiel: Fir z,, = (—1)" gilt a,, = —1 und b, = +1 flrallen € N.

Definition A2cC: Limes superior und Limes inferior
Fir jede Folge (z,)nen in R definieren wir

liminf z, := lim (inf xk) e R,
n—00 "k>n
limsup z,, := lim (sup xk) € R

n—=00 ">y,

Proposition A2D: Konvergenzkriterium in R

Genau dann konvergiert (z,,),en in R, wenn lim sup x,, = lim inf z,, gilt.
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Reelle Funktionen
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Punktweise Verknipfung und Vergleich

Sei Q2 eine Menge. Eine reelle Funktion f:Q — R ordnet jedem z € Q
eine reelle Zahl f(x) zu. Diese Zuordnung schreiben wir z — f(z).
Die Menge aller reellen Funktionen f: Q) — R bezeichnen wir mit

R? = Abb(Q,R) = { f:Q = R:a — f(z) }.

Speziell fur @ = {1,...,n} erhalten wir den vertrauten Raum
R"™ = Abb({1,...,n},R) = { (21, p) ! T1,y...,Ln €ER }

Fir Q = N erhalten wir die Menge aller reellen Folgen
RY = Abb(N,R) = { (xo, 21,22, ...) | T0, T1, T2, - -
Fir Q = R erhalten wir die Menge aller reellen Funktionen
R® = Abb(R,R) = { f:R = R:z — f(z) }.
Der Trager (engl. support) einer Funktion f:Q — R ist die Teilmenge
{z Q] f(z) #0}, wo f nicht verschwindet, genauer ihr Abschluss

supp(f) := {z e ‘ flz)#0 }
Dasselbe vereinbaren wir fir Funktionen mit Werten in R := R U {+00}
oder R™ oder C oder C" oder allgemein in einer beliebigen Zielmenge.

eER}.

Fir je zwei Funktionen f, g: Q — R definieren wir ihre Summe
f+g:2—=R durch (f+g)(z)=f(z)+g(z)
punktweise fur jedes = € Q. Fur jede Konstante ¢ € R definieren wir
cf: Q=R durch (cf)(z)=cf(x).

Hierdurch wird (R, +, -) zu einem Vektorraum iber R. (Ubung!)
Ebenso definieren wir zu f, g: Q — R das punktweise Produkt

frg:Q@—=R durch (f-g)(z)= f(z) g(z).

Hierdurch wird (R, +, -) sogar zu einer Algebra tiber R. (Ubung!)
Dasselbe vereinbaren wir ebenso fiir Funktionen mit Werten in C.
SchlieBlich definieren wir auch die Relation f < g punktweise:

f<yg
Auch min(f, g), max(f, g) : Q — R sind punktweise definiert durch

min(f, g)(«) = min(f(z), 9(x)), max(f,g)(z) = max(f(z), g(z))-
Dasselbe vereinbaren wir fir Funktionen mit Werten in R := R U {4-00}.

<= f(z) < g(z)firalle z € Q.
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Monotone Konvergenz reeller Zahlen und Funktionen
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Beispiele zur monotonen Konvergenz

Die erweiterte Zahlengerade R vereinfacht Konvergenzaussagen:

Satz A2E: Supremum und Infimum in R
Jede Teilmenge M C R hat ein Supremum und ein Infimum in R.

Ist die Menge M leer, so gilt sup® = —co und inf §§ = 4-o0.

Satz A2F: monotone Konvergenz von Zahlenfolgen

Jede wachsende Folge ap < a1 <ay <...In R konvergiert gegen
einen Grenzwert a € R. Wir schreiben hierfir kurz a; " a.

Fir by > by > by > ... in R gilt entsprechend by, \, b mit b € R.

Satz A2G: monotone Konvergenz von Funktionenfolgen

Jede wachsende Folge fo < fi < f» < ... von Funktionen f;,: Q — R
konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion f:Q — R.
Das heif3t, fir jedes = € Q qilt fi.(z) & f(z), kurz f 7 f.

Firgo > g1 > g2 > ... : Q — R gilt entsprechend g;, \, g:Q — R.

Aufgabe: Untersuchen Sie Monotonie und Konvergenz der Folge 2"
sowie der Funktionenfolge f,(z) = z™ auf [0, 1], [1, co], [0, 0o[ = Rxo.

Lésung: (1) Fur z € R betrachten wir die Folge (2™),en.
Far z > 1 gilt 2™ * 400 (monoton wachsend).

Fir z =1 gilt 2™ = 1, also 2™ — 1 (konstant).

Fir 0 <z < 1 gilt 2™ X\, 0 (monoton fallend).

Fir —1 <z < 0 gilt 2™ — 0 aber nicht monoton.

Fir z = —1 konvergiert 2™ = (—1)" nicht.

Fir x < —1 gilt absolut |z"| 7 400,

aber weder 2" — +oo0 noch z" — —oc.

(2) Fir f,:[0,1] = R mit fo(z) = 2" gilt fn \, f

mit f(z) =0flr0 <z < 1,und f(1) = 1.

Far fn:[1,00] = R mit fp(z) = 2™ gilt f, S f

mit f(z) = oo firz > 1, und f(1) = 1.

Far fn, :R>o — R mit f,,(z) = 2" gilt f, — f punktweise,
aber nicht monoton: weder f,, \, f noch f,, ~ f.

A213
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Von endlichen zu unendlichen Summen
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Erinnerung

Rechenregeln in [0, o0]

Um Reihen Y777, ai zu nutzen, missen wir ihren Grenzwert erkléren.
Allgemeiner betrachten wir auch Reihen wie 3, ., ax oder >~ ;. ay.
Zur Wiederholung siehe Stroppel, Héhere Mathematik 2, §1.8—1.9.

Sei 2 eine Menge, etwa N oder Z. Sei f:Q — R eine Abbildung,
d.h. jedem Element z € Q wird eine reelle Zahl f(z) € R zugeordnet.

Start: Ist £ = {z1,22,...,2,} C Q eine endliche Menge, so definieren
wir die Summe von f Uber E rekursiv durch wiederholtes Addieren:

3 @) = fla) + o)+ + flan).

el
Dank Assoziativitdt und Kommutativitat in (R, +) ist diese Summe
wohldefiniert, also unabhéngig von Klammerung und Reihenfolge.
Ziel: Wie kénnen wir unendliche Summen definieren? Da hierbei auch
unendliche Werte auftreten kénnen, betrachten wir Summen in R.

Leider ist (R, +, -) kein Kdrper; insb. ist die Addition nicht assoziativ:
(400 + —00) + 1 # 400 + (—oco + 1). Wir miissen also aufpassen!

© Zur Vereinfachung summieren wir zunachst nur in ([0, oo}, +, -, <).
Dies ist zwar kein Kérper, aber immerhin ein geordneter Halbring:

Die Addition ist assoziativ und kommutativ. Neutrales Element fiir die
Addition ist 0. Die Ublichen Rechenregeln gelten also bis auf Inverse.

Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ. Neutrales Element fir
die Multiplikation ist 1. Die Multiplikation ist distributiv Gber die Addition.

Die Anordnung von [0, oo] ist vertraglich mit Addition und Multiplikation:
Furallea <a'und b <¥'in[0,00]gilta+a <b+bunda-a' <b-V.

Sei Q eine Menge und f: Q — [0, o] eine nicht-negative Funktion.
Ist B = {z1,29,...,2,} C Q endlich, so definieren wir die Summe

> F) = fl@1) + f(m2) + -+ flan).
el

Dank Assoziativitdt und Kommutativitat in ([0, oc], +) ist diese Summe
wohldefiniert, also unabhéngig von Klammerung und Reihenfolge.
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Summation in [0, oo]
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Summation in [0, oo

Definition A2H: unendliche Summe in [0, ]

Sei Q eine Menge und f: Q — [0, oc] eine nicht-negative Funktion.
Die Summe Uber Q ist das Supremum aller endlichen Teilsummen:

> f@=sw{ > f() | ECaendich }.

Normierung:

Gilt f(a) =1flreina € Qund f(z) =0 fir alle z # a, so folgt }_ f = 1.
Linearitat:

Fir f,g:Q2 = [0,00] und a,b € R>q gilt > (af +bg) =ad> f+b> g.
Ausschépfung:

Firfo<fi<fo<- < [:Q— 0,00 mit fr, 2 fQilt3> fi 750 f-

Diese drei Eigenschaften charakterisieren die Summation: Normierung und Linearitit bestimmen
endliche Summen: Hat Q2 — [0, oo| endlichen Triger supp(f) = {z1,...,zn} C £, so gilt
Yeea f(x) = f(x1) + -+ f(xn). Ausschopfung f,, 7 [ leistet den Ubergang zu abziihlbar
unendlichen Summen. Gilt f(z) > 0 fiir iiberabzihlbar viele z € €, so folgt stets Y f = oo,
denn es gibt eine Zahl k € N>, fiir die die Menge { € Q | f(x) > 1/k } unendlich ist.

Satz A21: Umordnungssatz in [0, oo

Sei f:Q — [0, 0c]. Fir jede Zerlegung Q = | |;c; Q; gilt

S i) =33 1@

zeN i€l xzeQ;

© Eine besondere Summationsreihenfolge wird hier nicht benétigt: Bei Summation in [0, o]
diirfen wir beliebig umgruppieren und umordnen! Hierbei ist Q = | |, Q; eine Zerlegung der
Indexmenge 2 in disjunkte Teilmengen ©; C €, also Q = [J;; Q2 und Q; N Q; = 0 fiir i # j.

Der Umordnungssatz folgt aus unserer geschickten Konstruktion A2H: Dank Assoziativitit und
Kommutativitit in ([0, 0o], 4) gilt die gewiinschte Gleichheit zunichst fiir endliche Summen.
Durch Ubergang zum Supremum gilt die Gleichung dann auch fiir beliebige Familien in [0, oo].

Beispiel: Flr jede Familie (a;);eny mit a; € [0, oo] gilt
Z a; = Z(an +agj1) = Z(a% + Q4kt1 + Qakt3)-
ieN jeN keN

Notation: Jede Abbildung f:Q — R kdnnen wir als Familie (f(z))zeq
betrachten. So schreiben wir zum Beispiel a: I — R auch als (a;);e;.
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Zentrales Beispiel: die geometrische Reihe
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Absolut summierbare Familien in R

Beispiel: Fiir 0 < ¢ < 1 summieren wir (¢*)ey. Fir jedes n € N gilt
(@ +d" ++gN1-q)=1-¢""".

Hieraus erhalten wir explizit Summenformel und Grenzwert:

1— g+t 1

1-q

Fir die Summe Uber N erhalten wir so die bekannte Formel

oy

keN q

q()+q1+“.+qn:
I—g¢

© Die geometrische Reihe ist sehr einfach, doch ungemein niitzlich.
Sie ist die erste Reihe, fir die wir Konvergenzverhalten und Grenzwert
explizit bestimmen kénnen. Durch Vergleich mit schwierigeren Reihen
erhalten wir eine Fulle von Konvergenzkriterien und Abschétzungen!

Wir wollen als nachstes auch negative Summanden zulassen.
Hierzu summieren wir Positivteil und Negativteil getrennt.

Jede Familie (a;);cs reeller Zahlen a; € R kénnen wir zerlegen in
Positivteil a;” = max(0, a;) und Negativteil a; = max(0, —a;).

Wir erhalten hieraus a; = o — a; und |a;| = a] +a; .

Definition A2J: absolut summierbare Familien in R
(1) Fur jede Familie (a;);cs reeller Zahlen a; € R gilt
Z\ai| = Za;r +Za;.
i€l i€l el

(2) Ist dieser Wert endlich, so nennen wir (a;);c; absolut summierbar.
In diesem Falle kénnen wir die Summe von (a;);cr definieren durch

Za,; ::Za;"—Zai_.

el i€l iel

© Eine besondere Summationsreihenfolge wird hier nicht benétigt!
© Die so definierte Summation ist R—linear. Der Nachweis ist l&nglich.
© Es gelten die lhnen bereits vertrauten und bewéhrten Rechenregeln.
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Absolut summierbare Familien in C
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Anwendung: Potenzreihen

Jede Familie (¢;);c; komplexer Zahlen ¢; € C kdnnen wir zerlegen in
Realteil a; = Re ¢; und Imaginarteil b; = Im ¢;, und beide sind reell.
Es gilt ¢; = a; +1ib; und |c;|? = |a;s|? + |bs]% und |as|, |b;] < |ei| < |aq| + |bs].
Definition A2K: absolut summierbare Familien in C
Fir jede Familie (¢;);c; komplexer Zahlen ¢; = a; + ib; € C gilt

Dolail Yol < Dlel <D lad + D Jbil.

i€l iel iel el i€l
Sind diese Werte endlich, so nennen wir (¢;);c; absolut summierbar.
In diesem Falle kénnen wir die Summe von (c;);c; definieren durch

Zci ::Zai+12bi.

el i€l i€l

© Eine besondere Summationsreihenfolge wird hier nicht benétigt!
© Die so definierte Summation ist C-linear. Der Nachweis ist langlich.
© Es gelten die Ihnen bereits vertrauten und bewéhrten Rechenregeln.

Satz A2L: Majorantenkriterium fiir Reihen

Aus |c;| < g; folgt 37, rleil < D7 @ dank Monotonie. Ist die zweite
Summe endlich, so auch die erste, und (¢;);cs ist absolut summierbar.
Erfillt (cx)ken speziell |cx| < Mq" fir alle k € N, wobei g € [0, 1], M € R,
S0 ist (cx)ken absolut summierbar: |3, oy cr| < Y penler] < M/(1—q).

Satz A2M: Konvergenzradius einer Potenzreihe

Firr jede Potenzreine 372, ax2" definieren wir den Konvergenzradius
‘ p:=1/limsup ¥/|ak]|. ‘

Fir |z| < p konvergiert die Reihe absolut, fir |z| > p divergiert sie.

Beweis: Sei 0 < p < co und |ag|p* < M firr alle k € N. Fir || < gp mit
0 < g < 1folgt |ax2"| = |ax|ptq* < M¢¥, also Y, cnlanz®| < M/(1—q).
Beispiel: Die Exponentialreihe exp(z) = S5 2*/k! konvergiert absolut
in jedem Punkt z € C: Hier gilt {/1/k! \, 0, Konvergenzradius p = co.
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Der Umordnungssatz
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Der Umordnungssatz

Satz A2N: groBer Umordnungssatz
(1) Sei (a;)icr eine Familie in C. Fur jede Zerlegung I = | |, ; I; gilt

S lail => 0 lail.
i€l jeJ iel;
(2) Ist dieser Wert endlich, so ist (a;);c; absolut summierbar, und es gilt

Se-Y 3y

icl jeJiel;

Korollar A20: kleiner Umordnungssatz
(1) Sei (a;)icr eine Familie in C. Fir jede Bijektion p: J — I gilt
> lail = laggl-
iel jeJ
(2) Ist dieser Wert endlich, so ist (a;);cr absolut summierbar, und es gilt

Z @i = Z Qo)

iel jeJ

Beweis: Die erste Gleichung ist unser obiger Umordnungssatz A21 fiir Familien in [0, 0o].
Fiir jede absolut summierbare Familie (a;);cs in R folgt die zweite Gleichung aus der ersten:

S

i€l i€l i€l jediel; jEJ i€l
Lin — Def
DI DICED I I S O
JjeJ i€l i€l; JEJ €]

Jede absolut summierbare Familie (¢;)icr in C zerlegen wir ebenso in Real- und Imaginirteil.

Beweis: Der kleine Umordnungssatz A20 folgt aus dem groBen A2N mittels I; = {¢(j)}:
Hier wird tatsdchlich nur umgeordnet, aber nicht umgruppiert und nichts zusammengefasst.

© Der kleine Umordnungssatz ist analog zum Transformationssatz fiir Integrale (Satz C2B).
Bei Integralen miissen wir zudem die Volumenverzerrung beriicksichtigen; dazu spéter mehr.

© Der folgende Umordnungssatz ist analog zum Satz von Fubini fiir Integrale (Satz C1E).
In allen Fillen ist die absolute Summierbarkeit bzw. absolute Integrierbarkeit wesentlich!

A\ Ohne absolute Summierbarkeit gibt es drastische Gegenbeispiele!

A223
Erinnerung

Der Umordnungssatz
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Anwendung auf die Exponentialfunktion

Eine Doppelfolge (a;;); jen in Cist eine Abbildung N x N — C.
Jedem Indexpaar (i, j) € N x N wird eine Zahl a;; € C zugeordnet.

Korollar A2p: Cauchy—Umordnungssatz
(1) Fur jede Doppelfolge (ai;)i jen in C gilt

> el => 0 lagl =D lagl =" > layl
(i,j)ENXN ieN jeN jEN ieN keN i+j=k
(2) Ist dieser Wert endlich, so ist (a;;) absolut summierbar, und es gilt

Z aij :Zzaij :ZZ‘W = Z Z @i

(4,7)eNxXN i€N jeN jeN ieN keNi+j=k

Beweis: Der Cauchy—Umordnungssatz A2p folgt aus dem groBen Umordnungssatz A2N,
indem wir die Indexmenge N x N geeignet zerlegen. Am besten machen Sie sich Skizzen:
Zundchst N x N =| |,y Ji mit J; = {i} x N,dann N x N =1 |,y [; mit [; = N x {j},
schlieBlich N x N = | |, .y D mit den Diagonalen Dy, = { (i,7) e Nx N |i+j =k }.

A\ Ohne absolute Summierbarkeit gibt es drastische Gegenbeispiele!

Aufgabe: Aus der Exponentialreihe folgt die Funktionalgleichung

‘ exp(z + w) = exp(z) exp(w) furalle z,weC. ‘

Nachrechnen: Dank Umordnungssatz und binomischer Formel gilt:

2.2k 2wt > PARTI
exp(z) exp(w) = <Z k') (Z gl) = Z Z W
k=0 =0 n=0 k+t=n
R N BN R -
—nz:;)ag(k)zw —;m(erw) = exp(z + w).

© Dies entspricht dem Potenzgesetz, daher die Kurzschreibweise

e” :=exp(z) und e“tY = o7 e,

© Zusammen mit der wichtigen Euler—Formel exp(iz) = cos z + isin 2
erhalten wir hieraus sofort Additionstheoreme fiir sin und cos.
(Wiederholen und beweisen Sie diese als lehrreiche Ubung.)
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Rechtecke und ihr Flacheninhalt e

Definition A3A: Intervalle und ihre Lédnge

Eine Teilmenge I C R heif3t Intervall, falls fir alle a < < bin R mit

a,b € I auch z € I gilt. Fur a < b haben wir die endlichen Intervalle
b ={zeR|a<z<b}, Jab:={zeR|a<z<b},
[a,b[::{x€R|a§x<b}, ]a,b]::{x€R|a<x§b},

sowie die unendlichen Intervalle wie | —oco, +00[ = R und

[a,4o0[:={z€R|a<a},
J]—00,b] :={z€eR |z <b},

Ja,+oo[:={z€R|a<a},
]—oo,b[:={zeR|z<b}.

Jedem Intervall I # () ordnen wir die Lénge vol; (I) := sup I — inf I zu.
Der leeren Menge @ C R weisen wir die Lange vol; (0) := 0 zu.

Da (R, <) vollstiindig ist, ist jedes Intervall I C R tatsichlich von einem dieser zehn Typen!
Die endlichen Intervalle [a, b], ]a, b], [a, b], ]a, b] haben Léinge b — a. Die Linge 0 haben neben
nur die einpunktigen Intervalle [a, a] = {a}. Alle unendlichen Intervalle haben die Lénge +oo.

Das Intervall [a, b] ist kompakt. Die Intervalle |a, b[ sowie |a, +-00[ und ]—o0, b[ sind offen.

Je zwei Intervalle I, J C R definieren ein achsenparalleles Rechteck

R:IXJ:{(.I‘.;/)EE')‘,1‘61. ,1/6./}

Es hat den Flacheninhalt voly(R) := voly(I) - vol; (J).

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat das Rechteck den Fldcheninhalt 0. Haben beide Intervalle
positive Linge, so hat R positiven Flicheninhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat R unendlichen Flicheninhalt. Zum Beispiel gilt vols(R?) = 400, ebenso
volz (R x [0,1]) = 400, aber vola(R x {a}) = 0, gemiB der Konvention von Seite A205.
Sind beide Intervalle I, J C R endlich / kompakt / offen, so auch das Rechteck I x J C R2.

Dasselbe Prinzip gilt in jeder Dimension! Zur Verdeutlichung skizziere ich Quader Q C R®.

A303

Quader und ihr Rauminhalt
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Quader in beliebiger Dimension

—
\ J;

Je drei Intervalle I, J, K C R definieren einen achsenparallelen Quader
Q=IxJxK=1{(r,y,2)c R’
Er hat den Rauminhalt vol3(Q) := voly(I) - vol; (J) - vol; (K).

,yed, ze K }.

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat der Quader den Rauminhalt 0. Haben alle Intervalle
positive Linge, so hat ) positiven Rauminhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat Q unendlichen Rauminhalt. Insbesondere gilt somit vols(R?®) = +oo.

Sind alle drei Intervalle I, J, K endlich / kompakt / offen, so auch der Quader I x J x K.

Die Dimensionen n = 1, 2, 3 habe ich zur Betonung gesondert behandelt. Dasselbe Prinzip gilt
in jeder Dimension! Das ist zwar schwer zu zeichnen, aber rechnen ldsst sich damit ebenso gut.

Definition A3B: n—dimensionale Quader und ihr Volumen

Eine Teilmenge @ C R" heif3t achsenparalleler Quader, falls
Q=I5 xIyx---x1I,

mit Intervallen Iy, I, . .., I,, € R. Sein n—dimensionales Volumen ist

vol, (Q) := voly(I1) - voly (I2) - - - voly (I,).

Hat eines der Intervalle Lange 0, so hat der Quader das Volumen 0.
Haben alle Intervalle positive Lénge, so hat @ positives Volumen; ist
zudem eines der Intervalle unendlich, so hat @ unendliches Volumen.

© Im Satz C1E von Fubini fiihnren wir diese iterative Berechnung fort.
Proposition A3C: Streckung und Verschiebung
FUr a € R und v € R gilt vol,,(a@Q + v) = |a|™ vol,,(Q).

Ubung: Zeigen Sie dies! Zu Streckung und Stauchung siehe Satz A4l.
© Im allgemeinen Transformationssatz C2B filhren wir diese Idee fort.

A305

Grundidee: Das Integral misst das Volumen.

A306

Indikatorfunktionen

.
NQI:E

Die Mensa der Universitat Stuttgart auf dem Campus Vaihingen
aus Sicht der Mathematik (Pfaffenwaldring 57, 7. Stock)

Die Dachfldche kénnen wir uns als Funktion f:Q — R>( vorstellen.
Das Integral [, f misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen.

Dies lasst sich fur Treppenfunktionen besonders leicht ausrechnen.
Hierzu nutzen wir die folgende Notation und einfache Integralformel.

Die Indikatorfunktion einer Teilmenge A C 2 definieren wir durch

1 firze A,

I,:Q—>R:z—1 =
4 v 1a@) {0 fiir o ¢ A.

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

/ I4 =vol,(4) und allgemein / cIq = cvol,(A).
Q Q

© Dies ist die bewahrte Regel ,Volumen = Grundflache mal Héhe".
Sie ist der Ausgangspunkt fir die Integration, die wir nun ausfihren.
Hierzu betrachten wir Indikatorfunktionen von Quadern A C ) C R"
und bilden daraus die Treppenfunktionen als Linearkombinationen.
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Von Indikatorfunktionen zu Treppenfunktionen
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Von Indikatorfunktionen zu Treppenfunktionen

Zu Quadern Q; C Q und ¢;, € R definieren wir die Treppenfunktion

F=214+11p

0
F=Y alg,.
k=1

B

A

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

>

© Die Menge T'() aller Treppenfunktionen ist ein R—Vektorraum.

Hierauf ist das Integral [, : 7(2) — R normiert, linear und monoton.
Das ist anschaulich plausibel; wir rechnen es spater sorgféltig nach:
zunéchst eindimensional B1A, dann induktiv mehrdimensional C1A.

/

= Y & MLJ‘} kavol (Qr)-

k=1

e Ig,

Treppenfunktionen f:Q — R sind Linearkombinationen von
Indikatorfunktionen I endlicher Quader @ C €. Anders gesagt,
die Indikatorfunktionen I, sind ein Erzeugendensystem von T'(12).

Sie sind jedoch keine Basis: Die Darstellung f = >~ _; cx I,
ist keineswegs eindeutig! Man kann jede Treppenfunktion f auf
unendlich viele Weisen als Summe f = >7;_, ¢} I, schreiben.

Glucklicherweise ist das obige Integral | f dennoch wohldefiniert,
wie wir in B1A und C1A nachrechnen: Aus 37, _; e I, = 3251 ¢ I,
folgt tatsachlich >°; _, ¢x vol,(Qr) = > 51—, ¢k vol,(QY). Alles wird gut!

Die Quader Q. dirfen sich Uberlappen, man kann sie aber auch stets
disjunkt wahlen. Die Treppenfunktion f der obigen Skizze zum Beispiel
kann man darstellen als Summe Uber zwei Rechtecke, oder auch als
Summe Uber (mindestens flinf) disjunkte Rechtecke. Sehen Sie wie?

Hieraus folgen weitere schdne Eigenschaften: Mit f, g sind auch
das Produkt f - g sowie min(f, g) und max(f, g) Treppenfunktionen.
Das Integral ist zudem monoton, das heiBt, aus f < gfolgt [ f < [ g.
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Ist diese Definition gut und sinnvoll?

Sei Q C R" ein Quader. Messbare Funktionen f:Q — [0, co] und ihr
Integral [, f € [0, o] definieren wir nach folgenden fiinf Grundregeln:

(1) Normierung: Fir jeden endlichen Quader A C Q ist die zugehdrige
Indikatorfunktion Iy : Q — [0, oc] messbar, und es gilt [, 14 = vol,(A).
© Speziell fiir die Nullfunktion 0 = I, folgt daraus Jo0=0.

(2) Linearitat: Sind f, g messbar, so auch jede Positivkombination

af +bg mita,b e Rxo, und es gilt [(af +bg) =a [, f+b[y9.

(3) Monotonie: Sind f, g messbar, so auch h = max(g — f,0).

© Aus f < gfolgth=g— fund [, f < [, g dank Additivitét (2).

(4) Einschachtelung: Gilt fo < fi < fa<...<h<...<g2<g1 < g

mit fi, g messbar und [, (gx — fx) \. 0, so ist auch h messbar.
© Dank Monotonie (3) folgt daraus [, fi /* [oh v [o k-

(5) Ausschépfung: Sind fo < f1 < fo < ... messbar mit f. * f,
so ist auch f messbar, und es gilt [, fi ./ [, / (monotone Konvergenz).
© Genial einfach. Einfach genial. Das alles passt auf eine Postkarte.

Wir formulieren hier sorgsam, welche grundlegenden Eigenschaften (1-5) das Integral haben soll.
Hieraus werden wir alle nétigen Rechenregeln ableiten, sowie zahlreiche Tricks und Kunstgriffe.
Man konnte befiirchten, dass wir hier zu wenig verlangen, und sich unser Integralbegriff spiter

als unzureichend erweist. Die Erfahrung zeigt, dass dies nicht der Fall ist: Die obige Definition ist
das Destillat einer jahrhundertelangen Entwicklung und hat sich als Grundlage tiberall bewihrt.

Es konnte andererseits auch sein, dass wir hier zu viel verlangen, und sich diese Wiinsche nicht
erfiillen lassen. Was kann schiefgehen? Man konnte etwa befiirchten, dass einer Funktion f auf
einem Rechenweg das Integral fﬂ f = 42 zugeordnet wird, und auf einem anderen Rechenweg
das Integral fQ f = 17. Unsere Definition wire dann in sich widerspriichlich und somit wertlos.
Solche warnenden Beispiele begegnen uns tatsichlich bei falscher Anwendung des HDI [B415],
des Satzes von Fubini oder Grenzwerten unter dem Integral [D409].

Kurz gesagt: Wir diirfen uns vieles wiinschen, aber nicht alles ist erfiillbar. Vor allem miissen wir
Mehrdeutigkeiten und Widerspriiche vermeiden! Dies sicherzustellen, ist die Hauptaufgabe der
mathematischen Ausarbeitung, die wir hier nicht unternehmen. Die folgenden Sitze besagen,
dass die hier gegebene Definition tatsichlich zu einem wohldefinierten Integralbegriff fiihrt.
Immerhin kénnen wir so die zugrundliegenden Ideen priizise als Definitionen formulieren; das ist
das bescheidene Ziel dieses Kapitels und die unverzichtbare Grundlage fiir alles Weitere.

The method of postulating what we want has many advantages;
they are the same as the advantages of theft over honest toil.
(Bertrand Russell, 1872—1970, Introduction to Mathematical Philosophy)
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Winsche (1-3) lassen sich erflllen.

A312
Ausfiihrung

Winsche (1-4) lassen sich erflllen.

Satz A3D: Treppenfunktionen und ihr Integral
Winsche (1-3) lassen sich erfiillen. Die kleinste Funktionenmenge,
fOr die dies mdglich ist, sind die Treppenfunktionen f:Q — [0, oo],

¢
f= ch Ig, mite, € Rsg und Qi € R™ endliche Quader.
k=1

Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1-3) bestimmt, denn es gilt

hr = ffgea] - palf]

1
Beweisidee: Eigenschaften (1-3) ziehen die obige Summenformel fiir das Integral nach sich.
Umgekehrt ist diese Summenformel auf Treppenfunktionen wohldefiniert und erfiillt (1-3).
Wohldefiniertheit ist trickreich: Wir beweisen sie sorgsam zunéchst fiir Treppenfunktionen in
Dimension n = 1 (Satz B1A), dann induktiv in jeder Dimension n = 2, 3,4, ... (Satz C1A).

‘
= Z ¢k vol, (Qr).
k=1

Treppenfunktionen sind ein guter Ausgangspunkt, reichen aber fiir realistische Anwendungen
noch nicht aus. Zu allgemeineren Funktionen gelangen wir durch Grenziibergang (4) und (5).

Bestiinde die Welt nur aus Treppenfunktionen, so waren wir jetzt fertig.
Allgemeinere Funktionen f:Q — [0, oo] integrieren wir im Folgenden mit
Hilfe von Treppenfunktionen durch Einschachtelung und Ausschépfung.

Wir nutzen zunéchst die Einschachtelung (4): Zum kompakten Quader 2
und jeder beschrankten Funktion f:Q — [0, oo definieren wir ihr

l
Unterintegral I(f) := Sup{ > ag vol,(Ay)
k=1

4 L
bevola(By) | £ <3 el } & [0, o0,
1 k=1

¢
ZakIAk < f} € [0, ool,
k=1

Oberintegral J(f) := inf{
k=
wobei Ay, B, € Q Quader sind und ay, b, € R firalle k =1,...,¢.
Dank (3) folgt aus dieser Definition sofort die Ungleichung I(f) < J(f).
Wir nennen f Riemann—-integrierbar, wenn hierbei I(f) = J(f) gilt;
in diesem Falle definieren wir ihr Integral durch fﬂ f=1I(f) = J(f).
Man priift geduldig alle Forderungen nach: Die Riemann—integrierbaren
Funktionen und ihr Integral erfiillen alle Axiome (1-4), wie gewiinscht.
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Wiinsche (1—4) lassen sich erflllen.

A314
Ausflihrung

Von Riemann zu Lebesgue

Satz A3E: Riemann 1854, Darboux 1875

Wiinsche (1-4) lassen sich erfiillen. Die kleinste Funktionenmenge,

far die dies mdglich ist, sind die Riemann—integrierbaren Funktionen
f:Q = [0, 00][. Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1—4) bestimmt.

© Die Konstruktion iiber Riemann—Summen kennen Sie aus der HM2.

© Diese Menge enthalt alle Treppenfunktionen und noch viel mehr,
z.B. stetige Funktionen f:Q — R, auf kompakten Quadern Q € R".

@ Viele fir uns wichtige Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar.

Satz A3F: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Genau dann ist f Riemann—integrierbar, wenn f beschréankten Trager
und beschrankten Wertebereich hat und zudem fast lberall stetig ist.

Beschrinkter Triiger heifit: Es gibt einen kompakten Quader Q € 2, sodass f(x) = 0 fiir alle
x ¢ Q gilt. Beschriinkter Wertebereich heift: Es gibt ein kompaktes Intervall [a, b] € R, sodass
f(2) C [a, b] gilt. Insbesondere darf f keine Polstellen haben, sonst wire sie unbeschrinkt.
Fast iiberall stetig heiBt: Fiir die Menge U C €2 der Unstetigkeitsstellen gilt vol,, (U) = 0.

Das Integrationsprinzip durch Einschachtelung geht zuriick auf Bernhard Riemann: Ueber die
Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Habilitationsschrift 1854.
Der Satz A3E von Riemann besagt, dass wir iiber Treppenfunktionen und Einschachtelung einen
sinnvollen Integralbegriff erhalten. (Die Bedingung f > 0 spielt hierbei noch keine Rolle.)

Das Einschachtelungsprinzip kann man direkt zur numerischen Niherung nutzen, insbesondere
wenn eine exakte Rechnung zu aufwindig ist — oder in geschlossener Form gar unmoglich ist.

Satz A3F charakterisiert die Riemann—integrierbaren Funktionen. Einerseits ist diese Menge
recht grof3: Sie enthilt alle stetigen Funktionen. Andererseits sind viele wichtige Funktionen
nicht Riemann—integrierbar, insbesondere solche mit Polstellen oder unbeschrinktem Triger.

Man kann versuchen, ,,Integration light* zu lehren, und zum Beispiel die Entwicklung bei
Riemann im 19. Jahrhundert enden zu lassen. Selbst in einfachen Anwendungen wird jedoch
mehr gebraucht! Deshalb will ich Thnen die Errungenschaften des 20. Jahrhunderts mitgeben.

Das Integrationsprinzip durch Ausschopfung geht zuriick auf Henri Lebesgue: Sur une
généralisation de ’intégrale définie, Comptes Rendus de I’ Académie de Sciences 132 (1901),
pp. 1025-1028. Der folgende Satz A3G von Lebesgue besagt, dass wir so einen sinnvollen und
wohldefinierten Integralbegriff erhalten. Kurz gesagt: Lebesgue vervollstindigt das von Riemann
eingefiihrte Integral. Die Rechenregeln werden hierdurch wesentlich allgemeiner, flexibler und
oft sogar einfacher! (Die Beweise sind etwas technischer, aber das ist hier nicht unsere Sorge.)

Die fiinf Grundregeln erlauben im Prinzip bereits die Berechnung; effiziente Rechenregeln sind
anschliefend ein eigenes Thema. Wir werden einige davon in den nichsten Kapiteln erarbeiten.

A315
Ausfiihrung

Winsche (1-5) lassen sich erflllen.

A316
Ausfiihrung

Winsche (1-5) lassen sich erflillen.

Lassen sich die simplen aber strengen Anforderungen (1-5) erfullen?
Das ist keineswegs offensichtlich und war lange ein offenes Problem!

Henri Lebesgue verdanken wir folgende einfach-geniale Konstruktion:
Wir erweitern endliche Riemann—Summen zu abz&hlbaren Reihen.
Zu jeder nicht-negativen Funktion f:R"™ — [0, o] definieren wir ihr

D> aly, < f} € [0,00],
k=0

F<> b dp, } €10, 00],
k=0

Unterintegral I(f) := sup{ Z ay, vol, (Ag)
k=0

Oberintegral J(f) := mf{ > by voly(By)
k=0

wobei Aj, B, C Q endliche Quader sind und ay, b, € R>q fur alle k € N.
Man folgert aus dieser Definition zunéchst die Ungleichung I(f) < J(f).
Die Funktion f nennen wir Lebesgue—messbar, wenn I(f) = J(f) gilt;
in diesem Falle definieren wir ihr Integral durch [, f :== I(f) = J(f).
Man priift geduldig alle Forderungen nach: Die Lebesgue—messbaren
Funktionen und ihr Integral erfiillen alle Axiome (1-5), wie gewiinscht.

Satz A3G: Lebesgue 1901

Wiinsche (1-5) lassen sich erfiillen. Die kleinste Funktionenmenge,
fur die dies mdglich ist, sind die Lebesgue-messbaren Funktionen
f:82 — [0, 00]. Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1-5) bestimmt.

© Die nachsten Kapitel entwickeln praktische Rechenmethoden.

Satz A3H: Messbarkeit ist unkaputtbar

(a) Alle Treppenfunktionen und alle stetigen Funktionen sind messbar.
(b) Mit f, g sind f + g und f - g sowie min(f, g) und max(f, g) messbar.
(c) Konvergiert f — f und sind alle f; messbar, so ist auch f messbar.

© Ganz einfach: Alle fiir uns wichtigen Funktionen sind messbar!

Die ersten beiden Aussagen gelten auch fiir Riemann—integrierbare Funktionen. Vollstindigkeit
unter Grenziibergingen gilt erst fiir die grofere Klasse aller Lebesgue—messbaren Funktionen!
Im Folgenden werden wir Funktionen stets als messbar voraussetzen. Da wir in dieser Vorlesung

keine einzige nicht-messbare Funktion sehen werden, konnte ich ebenso gut den vorsichtigen
Zusatz ,,Sei f eine messbare Funktion. .. “ weglassen. Ich bringe das oft nicht iibers Herz.




A317
Ausfihrung

Integration Uber beliebige Bereiche

A318
Volumen als Integral

Bislang war der Integrationsbereich ein Quader 2 C R", etwa 2 = R".
Unsere Konstruktion gelingt ebenso fir jede offene Menge @ C R™.
Integrale Uber beliebige Teilmengen A C Q erklaren wir wie folgt:
Definition A31I: Integration Uber beliebige Bereiche

Zu jeder Funktion f:Q D A — [0, oo] definieren wir ihre Fortsetzung

f(z) furze A,

f:Q%[U,OO]if”’_}f(w):_{o furz ¢ A.

Wir nennen die Funktion f auf A messbar, wenn ihre Fortsetzung
f auf Q messbar ist. In diesem Falle definieren wir ihr Integral durch

/Af(x) dz = /Q f(z)da.

© Das nutzen wir haufig zur Integration lber A C R” in Q = R”.
Damit I1&sst sich die Integration auf allgemeine Bereiche anwenden,
insbesondere mit dem Satz von Fubini auf Normalbereiche (Kapitel C).

Wir betrachten einen Integrationsbereich 2 C R"™, zum Beispiel (2 = R™.

Satz A3J: messbare Mengen und ihr Volumen

Genau dann ist eine Menge A C Q messbar, wenn ihre Indikatorfunktion
I4:Q — R messbar ist. In diesem Falle gilt fiir ihr Volumen

vol,,,(A):/Ald.z' ::/QIA(.?:)d.?:.

Ist die Funktion f:Q — [0, cc] messbar, so auch 14 - f, und es gilt

l[;ffx)dx1::/£IA(I)f(I)dI-

Sind diese Integral endlich, so nennen wir A bzw. f Uiber A integrierbar.

© Wenn Sie integrieren kénnen, dann kénnen Sie damit auch Volumina
bestimmen. Die Indikatorfunktion I4 schneidet auBerhalb von A alles ab.

© Oft integrieren wir statt Giber A lieber tber die schdnere Menge Q.

A319
Ausfiihrung

Rechenregeln fiir Indikatorfunktionen

A320
Ausfiihrung

Rechenregeln fiir das Volumen

Ubung: (1) Fiir je zwei Teilmengen A, B C  gilt
I, <Ip genaudann,wenn AC B.
(2) Fur Schnitt und Vereinigung von Mengen gilt
Ianp = min(I4, Ip) =14-1p,
Taup = max(Iy,Ip) =I4+1p—14-1Ip.
(3) Flr Produkt und Summe von Indikatorfunktionen gilt
I4-1p =1Iang,
Is+1p =Taup +1ans.
Bei disjunkter Vereinigung gilt A N B = (), und der letzte Term entféllt.

(4) Fir das kartesische Produkt von zwei Mengen A C R? und B C R?
sowie je zwei Punkte = € RP und y € R? gilt die Produktformel

Taxp(z,y) = Ta(z) - Ip(y)-

Durch Integration erhalten wir hieraus die folgenden Rechenregeln.

Sind A, B C R™ messbar, so auch AN B und AU B, und es gilt

\ vol(A) + vol(B) = vol(AU B) + vol(A N B). \

Bei disjunkter Vereinigung entfallt der letzte Term, daher gilt

| vol(AU B) = vol(4) + vol(B) falls ANB=0. |

Sind die Mengen A;, As, As, ... C R™ messbar, so gilt

‘ vol(A; U A3 U A3 U...) < vol(A;) + vol(Az) + vol(As) + ... ‘

Gleichheit gilt, wenn alle A;, Az, Az, ... paarweise disjunkt sind.

‘ ACB = vol(A) <vol(B). ‘

Sind A C RP und B C R? messbar, so auch A x B C RP*4, und es gilt

‘ vol(A x B) = vol(A) - vol(B). ‘

Positive und negative Beitrage zum Integral e

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral e

Bislang haben wir das Integral nur fur nicht-negative Funktionen erklart;
das entspricht der Idee des Volumens und vereinfacht die Formulierung.
Zu integrieren sei nun eine Funktion f:Q — R, wobei R = RU {#+o0}.
Wo immer f negativ ist, ist das Volumen negativ in Ansatz zu bringen.

f £+ \

J
N
+ .
T < / | N )
- ’ L ’ L
T N / T \ /
/) ¥ /) ¥
1 NERP; 1 NERY;

Wir zerlegen f = f* — £~ in Positivteil f* und Negativteil f~ geman
) = { f(z) falls f(z) >0, (@) = {(; f(z)

0 sonst,
Beim Integral soll f~ negativ zahlen, also [, f := [ /T — [ /™
/\ Diese Differenz ist nur sinnvoll, wenn beide Integrale endlich sind.

=
J

falls f(z) <0,
sonst.

Definition A3K: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Fir jede Funktion f:Q — R gilt f = fT — f~und |f| = f* + f~.
Genau dann ist f messbar, wenn f*+:Q — [0, oo] messbar sind.
(1) In diesem Falle ist auch |f| = f* + f~ messbar, und somit gilt

[lt@las= [ rr@ac+ [ 1@

(2) Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Falle kdnnen wir das Integral von f definieren durch

/szf(m) do:= /QJH(I) dz — /sz f(z)dz.

/\ Die Differenz co — oo ist sinnlos! Zur Integration von f = f+ — f~
missen Positivteil £+ und Negativteil £~ endliche Integrale liefern.

© Das Kriterium [,|f(z)| dz < oo ist einfach, prézise und bequem.
Geschickte Abschatzung vermeidet die milhsame Berechnung von f=.

A323

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

A324
Erinnerung

Das Integral als Konstruktionsaufgabe

Satz A3L: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten einen Integrationsbereich 2 C R"™, zum Beispiel Q2 = R".
Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen

LN =L'(QR) :={f: Q> R| [lf(z)|dz < oo}
ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung
LMY =R fre [ f(z)da.

Sie ist normiert, monoton, erfiillt Einschachtelung und Ausschopfung.
Durch diese fiinf Eigenschaften ist das Integral eindeutig bestimmt.

© Damit haben wir die Konstruktion des Integrals abgeschlossen!

Es erfillt unsere Wunschliste und ist hierdurch eindeutig bestimmt.
Das so definierte Integral ist tatséchlich R-linear. Das ist eine erste
wichtige Rechenregel! Der Nachweis ist einfach, aber etwas langlich.
In den néachsten Kapiteln geht es um weitere praktische Rechenregeln.
Die explizite Berechnung von Integralen erfordert Werkzeug und Ubung!

Wir haben in diesem Kapitel folgende Konstruktionsaufgabe gelost:
(integrierbare Funktion f:Q — R) ~— (Integral [, f(z) dx)

Wie definieren wir das Integral? Geometrische Bedeutung!
@ Quadervolumen firr Treppenfunktionen.
@ Einschachtelung fiir stetige Funktionen.
@ Ausschdpfung zwecks Vollstandigkeit.
Welche Funktionen sind messbar? Alle fiir uns wichtigen!
@ Alle Treppenfunktionen
@ Alle stetigen Funktionen
@ Vollstandig unter Grenziibergang
Wie gehen wir effizient damit um? Praktische Rechenregeln!
@ Hauptsatz der Differential und Integralrechnung (B11)
@ Fubini (C1E): Reduktion auf iterierte eindimensionale Integrale
@ Transformationssatz (C28B): Wahl neuer Variablen als Koordinaten




A401
Ausfihrung

Komplexe Funktionen und ihr Integral

A402

Komplexe Funktionen und ihr Integral Ausfiihrung

Viele Anwendungen nutzen neben reellen auch komplexe Funktionen.
Jede komplexe Funktion f:Q — C kénnen wir zerlegen in ihren

z + Re f(x)
z + Im f(z).

Realteil und

Imaginarteil

Ref:Q—=R:
Imf:Q->R:
Hieraus lasst sich f zusammensetzen geméB f = Re f +ilm f.

Es gilt |f|? = |Re f)? + |Tm f]? und |Re f|, [Tm f] < |f] < [Re f| + [Im f].

Definition A4A: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral
Wir nennen f:Q — C messbar, wenn Re f und Im f messbar sind.
Wir nennen f integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind.
Aquivalent hierzu: die Funktion f ist messbar und Jolfl < oo

In diesem Falle kénnen wir das Integral von f definieren durch

/{;f::/(;Ref+i/S;Imf.

Ebenso wie flr reelle Funktionen f:Q — R bilden auch fur komplexe
Funktionen f:Q — C die absolut integrierbaren einen Vektorraum:
Satz A4B: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral
Wir betrachten einen Integrationsbereich  C R"™, zum Beispiel & = R™.
Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen
M) =LY (9Q,C) = { f: Q> C| [olf(z)
ist ein C—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine C—lineare Abbildung
L) —=C: fr [, f(z)da
@ Wegen R C C ist das reelle Integral ein Spezialfall des komplexen.
Uber R nutzen wir zudem Monotonie, Einschachtelung, Ausschdpfung.
© Von R zu C genligt die Zerlegung in Real- und Imaginérteil, und die
R-Linearitat tbertragt unsere Rechenregeln aufs komplexe Integral.
© Das so definierte Integral ist tatséchlich C—linear. Das ist eine sehr
nitzliche Rechenregel! Der Nachweis ist einfach, aber etwas Ianglich.

)| da < oo }

A403
Ausfiihrung

Zerlegung und Betragsabschatzung

A404
Ausfiihrung

Zerlegung und Betragsabschatzung

Satz A4c: Zerlegung und Betragsabschatzung
Seien A, B C R"™ messbar und f: AU B — C absolut integrierbar.
(1) Das Integral ist linear; dank I4 +Ip = I4up + I4np folgt daher:

/ F(@)dz + / A= | dees | A
A B AUB ANB

(2) Im Falle vol,,(A N B) = 0 entfallt der letzte Term. Insbesondere:

AUB

f(a:)dx:/Af(:v)dx-&-/Bf(x)dx fals ANB=10

(3) Fur den Betrag des Integrals gilt folgende Abschatzung:

‘/Af(:v)dL

Bei diesem Produkt gilt die tGbliche Konvention co -0 =0 - oo = 0.

/ |f(z)|dz < sup|f]-vol(A)
A A

Aufgabe: Rechnen Sie die Formeln aus A4cC sorgféltig nach.

Lésung: (1) Mit A und B sind auch AU B und A N B messbar.
Wir setzen voraus, dass f auf A U B absolut integrierbar ist,
also ebenso auf den Teilmengen A und B sowie A N B dank

La-lfl, Ie-lfl, Tans-lfl < Taus-|fl

Fir die Indikatorfunktionen wissen wir I, +1g = I,y + Isns.
Multiplikation mit f und Linearitat des Integrals ergeben sofort (1).
(2) Dies ist ein Spezialfall von (1) fir vol,,(A N B) = 0 dank (3).
(3) Ist f reell, so gilt —|f| < f < |f| < sup|f|, dank Monotonie also

- [@lar < [ @ < [ 1@l de < supi] - vol(a).

Im allgemeinen Fall ist f komplex. Sei z := [ f. Der Fall z = 0 ist klar.
Wir untersuchen den Fall z # 0. Fir w := z/|z| gilt wz = |2| € R, also:

‘/f‘—w/f (wf) = e [(wf) = [ Re(wh) < [lufi= [1f

A405
Ausflihrung

Nullmengen sind vernachlassigbar.

A406

Fast Gberall gleiche Funktionen Ausfiihrung

© Mengen N C R" vom Volumen Null sind meist vernachlassigbar.
Definition A4D: Nullmenge {

Wir nennen N C R" eine Nullmenge, wenn vol,,(N) = 0 gilt.

Aus den Rechenregeln fur Integral und Volumen folgt flr n > 1:
@ Jede endliche / abz&hlbare Menge N C R™ ist eine Nullmenge.
@ Jeder Teilraum N C R™ der Dimension < n ist eine Nullmenge.
@ Jede abzahlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.
@ Jede Teilmenge einer Nullmenge ist selbst eine Nullmenge.

Satz A4e: Funktionen auf einer Nullmenge N C R"

Jede Funktion f: N — R ist integrierbar, und es gilt [, f(z)dz = 0.
Dasselbe gilt fir Funktionen f:R"™ — R mit f(z) = 0 firz € R* ~ N.

Beweis: Dies folgt aus der Betragsabschatzung A4c:
flayas| = | [ )0
]Rn ]\T

< sup|f|-vol(N) =0

Definition A4F: Gleichheit fast Gberall
Seien f,g:R™ D Q — R Funktionen. Es gilt f = ¢ fast tiberall, wenn
N={zeQ|f(z)#g(z)}

eine Nullmenge ist, also vol,,(IV) = 0 erfillt. Das bedeutet f(z) = g(x)
fir alle = € Q bis auf eine Ausnahmemenge N C © vom Volumen Null.

© Wir diirfen integrierbare Funktionen auf jeder Nullmenge beliebig
abandern, Integrierbarkeit und Integral bleiben dabei unverandert:
Satz A4G: Verschwindungs- und Vergleichssatz
1 Gilt f = g fast liberall und ist f integrierbar, so auch g,
und es gilt [, f = [, g fir jede messbare Menge A C Q.
2 Genau dann gilt [,,|f] = 0, wenn f = 0 fast Gberall gilt.

3 Seien f,g:Q — R integrierbar. Genau dann gilt [, f= [, g
fUr jede messbare Menge A C Q, wenn f = g fast Uberall gilt.

A407
Ausfiihrung

Fast Gberall gleiche Funktionen

A408
Ausfiihrung

Messung stetiger Funktionen durch Integrale

© Zwei fast iberall gleiche Funktionen verhalten sich bei Integration
genau gleich. Wir dirfen und werden sie meist als gleich betrachten.
Beweis des Satzes: (1) Gilt g = f fast iiberall, bis auf eine Nullmenge N C €,

soist h := g — f fast iiberall Null, somit integrierbar (A4E), also auch g = f + h.

Fiir A C Qmessbargilt [, 9= [, v+ [y9=[anf+[xo=/0a]

(2) Die Implikation ,,<=* folgt aus (1). Die Implikation “=>* sehen wir so: Sei [;,|f| = 0.

Fiir Ag := {2 € Q| |f(z)| > + } gilt 0 < voln(Ak) <k [|f] = 0, also vol, (Ax) = 0.
DieMenge N :={z € Q| f(z) #0} = {x € Q[ |f(x)] > 0} ist abziihlbare Vereinigung
dieser Nullmengen, N = |J;2; Ax. Daraus folgt 0 < vol,(N) < D777, vol,(Ax) = 0, siehe
Seite A320, also vol, (N) = 0. Alternativ: Aus A N folgt 0 = vol, (Ax) 7 vol,(N) = 0.
(3) Die Implikation ,,<=* folgt aus (1). Die Implikation “=-** sehen wir dank (2) so:

Die Menge A = {z € Q| f(x) > g(x) } ist messbar, und es gilt fA(f -g9)=0,

also ist A eine Nullmenge. Ebensoist B = { z € Q | g(z) > f(x) } eine Nullmenge.

Somit ist auch ihre Vereinigung N = AU B = {z € Q| f(z) # g(z) } eine Nullmenge.

Entsprechend definieren wir ,f < g fast Uberall“ und ,.f > ¢ fast tberall”.
Ebenso sagen wir, es gilt punktweise Konvergenz f;, — f fast Gberall,
wenn die Menge N C ) aller Ausnahmepunkte eine Nullmenge ist,
wenn also fi(z) — f(x) fir alle z € Q \ N gilt sowie vol,(N) = 0.

© Fur stetige Funktionen kdnnen wir diesen Test wie folgt verschérfen:

Satz A4H: Verschwindungs- und Vergleichssatz
Sei @ C R” offen und f: Q2 — R stetig. Gilt f(a) # 0 flir ein a € ©, dann

existiert ein (beliebig kleiner) Quader @ C © um a mit fQ z)dz # 0.
1 Gilt [Q x)dz = 0 fur alle Quader @ C Q, so folgt f = 0.
2 Sind g, h:Q — R stetig und gilt ng x)dz = fQ x) dz fur alle

Quader @ C Q, so folgt g = h, also g(z) = h(z) fir aIIe z € Q.

Beweis: Wir kénnen f(a) = 2b > 0 annehmen. (Fiir f(a) < 0 betrachten wir — f statt f.)

Da Q offen und f stetig ist, existiert um a ein kleiner Wiirfel @ C 2 mit Kantenldnge € > 0,
sodass f(x) > bfiir alle z € Q gilt. Das bedeutet f - Ig > b - I, dank Monotonie des Integrals
also fQ f(z)dz > fQ bdz = bvol,(Q) = be™ > 0. Hieraus folgt die Aussage (1).

Fiir (2) wenden wir (1) an auf die Differenz f = g — h und folgern f = 0. 0O

Das Argument gilt nicht nur fiir offene Mengen, sondern ebenso fiir jeden Quader @ C R™ mit
nicht-leerem Inneren, und allgemeiner fiir jede Menge €2 C R", deren Randpunkte alle vom
Inneren aus erreichbar sind: Gilt fQ f(z) dz = 0 fiir alle Quader @ C €, so gilt f = 0 nach
obigem Satz im Inneren von €2, und dank Stetigkeit auf seinem Abschluss, also ganz 2.




A409

Versténdnisfrage: das fehlende Quadrat Ubung

A410

Versténdnisfrage: das fehlende Quadrat Ubung

Wir kénnen jeder messbaren Menge A C R? ihren Flacheninhalt
vola(A) zuordnen gemaf den fiinf oben erklarten Grundregeln.
Hieraus berechnen wir die Flache von Rechtecken, Dreiecken, usw.

Es ist bemerkenswert, dass das Ergebnis immer eindeutig ist,
insbesondere unabhéngig vom Rechenweg! Oder etwa doch nicht?
Wir zerlegen das rechtwinklige Dreieck A mit Kathetenlangen 13 und 5
wie skizziert und berechnen den Flacheninhalt vola(A) auf drei Weisen:

Welchen Ist die
Flacheninhalt j Antwort
hat das Dreieck? Flache 65/2 eindeutig?
Flache|32 5 Flache|33 12

: 7

Fir Volumen und Integral haben wir flinf Grundregeln: Normierung,
Additivitat / Linearitat, Monotonie, Einschachtelung und Ausschépfung.
Satz A1A garantiert: Mit diesen fiinf Grundregeln kénnen wir jeder
messbaren Teilmenge A C R” eindeutig ihr Volumen vol,,(4) € [0, ]
zuweisen und ausrechnen. Allgemeiner garantiert Satz A3G: Mit diesen
finf Grundregeln kénnen wirjeder messbaren Funktion f:Q — [0, o0]
eindeutig ihr Integral [, f(z) da € [0, oc] zuweisen und ausrechnen.

Die vorliegende Ubung stellt diese zentrale Zusage auf die Probel!
Sind die Satze A1A und A3G falsch? Oder wo sonst liegt der Fehler?

Losung: Die links gezeigten Mengen nennen wir As, A7, As, A12. Jede hat den angegebenen
Flicheninhalt vola(Ay) = k. Je zwei sind fast disjunkt: Ihr Schnitt Az N Ay ist eine Nullmenge,
hat also Flicheninhalt volz (Ax N Ag) = 0 fiir k # £. Dank unserer Rechenregeln erhalten wir
fir A = As U A7 U Ag U A2 demnach den Flicheninhalt vola(A) =5+ 7+ 8 + 12 = 32.
Auf der rechten Seite betrachten wir entsprechend die Mengen B1, Bs, B7, Bs, B1». Fiir ihre
Vereinigung B = By U Bs U B7 U Bg U By erhalten wir vola(B) = 1+ 5+ 7+ 8412 = 33.
Fiir das Dreieck A hingegen erhalten wir volz(A) = 65/2 = 32.5. Die Skizze suggeriert

A = A = B und provoziert damit den Widerspruch. Bei genauerem Hinsehen erkennen Sie
jedoch A € A C B. Diese Einschachtelung zeigt volz(A) = 32 < vola(A) < 33 = vola(B).
Alles wird gut! Der einzige Fehler liegt hier in der leichtfertigen Behauptung A = A = B.

Ad11
Ubung

Versténdnisfrage: numerische Integration

A412
Ubung

Versténdnisfrage: numerische Integration

Ii= ffg h(z)dz
\ \ \ \

Die Funktion h:[—3,3] — R wéachst auf [—3, 0] und fallt auf [0, 3].

Als Stltzstellen haben wir nur die Daten /(0) = 1, h(+1) € [0.60,0.61],
h(£2) € [0.13,0.14], h(£3) € [0.01,0.02] jeweils auf 10-2 genau.
Aufgabe: Wie groB3 ist I = ffs h(z) dz mindestens? héchstens?
Finden Sie die optimale Einschachtelung durch Treppenfunktionen!

Losung: Die Monotonie von h und die gegebenen Stiitzstellen liefern fo < h < go mit

fo=0.01T_5 o +0.13T[_5 _1{ +0.60 I o[ + I{0} +0.60 )9 1) +0.13Tj; 2) +0.01 I} 3,

go = 0.02I;_3y +0.14T)_3 _9) +0.61 )5 _17 + Lj_1 1 +0.61 13 o +0.14 I 5 3 +0.02 I 3y.

Dank Monotonie des Integrals erhalten wir die Schranken Ay < I < By, hier mit den Werten
= [ fo(z)dz = 0.01 + 0.13 + 0.60 + 0.60 + 0.13 + 0.01 = 1.48,

By = [go(x)dz = 0.14 + 0.61 4 1.00 + 1.00 + 0.61 + 0.14 = 3.50.

Dank richtiger Rundung ist diese Einschachtelung nachweislich korrekt und soweit optimal.

\ \ \ \ ]

Allein aus diesen spirlichen Daten gewinnen wir eine (soweit optimale) Einschachtelung durch
zwei Treppenfunktionen fo < h < gg Aus diesen berechnen wir moglichst genaue Ober- und
Untergrenzen fiir das Integral / = f h(x) dz. Die so berechneten Schranken sind leider noch
sehr grob. Zwecks besserer Emschachtelung konnen wir die Rechnung durch weitere Stiitzstellen
verfeinern und den verbleibenden Fehler beliebig klein machen, also B, — A, “\, 0 erreichen.
Dies ist der erste Schritt in numerischer Integration; mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik.
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Aufgabe: Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze
Begriindung (ein Ergebnis der Vorlesung oder ein Gegenbeispiel).

(1) Gilt [y, f(:z:) +g(@)de = [o, fx dx+f]Rn, )dz?

(2) Gilt [5, f(z)-g(z)dz = [, f(2)dz - [z, g( (177
(38)Aus f<g folgt Jgn f(@)da < fR,,‘ ) dz?

(4) Aus 5. f(z)de < [p. g(z)dz folgt f < g?

(5) Gilt | fn f(z)dz| = jR"\f )| dz? oder >? oder <?

(6) Aus [, |f(x)|dz = 0 folgt f = 0? oder f = 0 fast Giberall?
(7) Aus [p.|f(x)|dz = 0und f stetig folgt f = 0?

(8) Aus [, f(x)dz = 0folgt f =0?

Hierbei seien f, g:R™ — R integrierbar. (Der Fall n = 1 genugt, denn
Skizzen sind dann leichter, der Fall n > 2 verlauft jeweils genauso.)

Losung: (1) Ja, das Integral ist linear. (2) Nein, Gegenbeispiel f = Ijo1j und g = Ijz 3.

(3) Ja, das Integral ist monoton. (4) Nein, Gegenbeispiel f = Ijg 1) —Ij; o) und g = 0.

(5) Fiir f = Tjo,1) — I 9 gilt ,,<*. Nur,,<* gilt immer. (6) Nein, Gegenbeispiel f = I,;.
Es gilt nur f = O fast iiberall. (7) Ja, siche oben. (8) Nein, Gegenbeispiel f = Ijo,1] — Ij1 9.

Sie kennen und nutzen die Rechenregeln der reellen Zahlen (R, +, -, <):
Assoziativitat, Kommutativitat, Neutrale, Inverse, Distributivitat, Ordnung.

Aufgabe: (1) Formulieren Sig diese Rechenregeln einmal explizit aus.
(2) Welche gelten noch fir (R, +, -, <)? (3) Welche fir ([0, oc], +, -, <)?

Losung: (1) Zur Wiederholung zu (R, +, -, <) siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §0.2.
Die erweiterte Zahlengerade R = R U {00} haben wir auf Seite A205 erklirt: Addition,
Multiplikation, Anordnung. Die kritischen Fille sind 0 - (00) = 0 und oo + (—o0) = 0.

(2) Fir (R, +, -, <) ist die Null neutral bei Addition. Die Eins ist neutral bei Multiplikation.
Kommutativitt gilt offensichtlich nach Tabelle. Alles andere ist jedoch nicht mehr giiltig:

Das Assoziativgesetz gilt in (R, +) nicht, denn (co — 00) + 1 = 0 + 1 = 1 ist nicht gleich

00 + (=00 + 1) = 00 — 0o = 0. Auch existiert zu +00 in (R, -) kein multiplikatives Inverses.
Das vertraute Distributivgesetz (a + b) - ¢ = (a - ¢) + (b - ¢) gilt ebenfalls nicht, denn

(00— 1)+ 00 =00 00 = oo ist nicht gleich (co - 00) + (=1 00) = 0o — 00 = 0.

® Aus diesem Grund kénnen wir in (R, +, -, <) nicht so schon einfach arbeiten wie in R!

(3) Fiir ([0, 00], +, -, <) gelten alle Rechenregeln, bis auf die Existenz der Inversen.
Man priift dies wie in (2) geduldig und gewissenhaft fiir jede Rechenregel einzeln nach.

© Aus diesem Grund konnen wir in [0, co] verniinftig arbeiten, zum Beispiel integrieren!
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie vol; ({a4, . .
(2) Berechnen Sie fR r) dz; hierbei seien a; < as < ... <apinR
und die Funktion f:R — R erfulle f(z) =0 fur x ¢ {ahag L, an}.

(3) Berechnen Sie [, g(z) dz; hierbei sei die Funktion g: R — R
gegeben durch g(z) = z firz € Nund g(z) = 0 fir z ¢ N.

4) Bestimmen und vergleichen Sie das Volumen voly(R x {a}) sowie

//IRX{E} z,y)dydx */ flz f(z) ::/RIRX{G}(I,y)dy,

/ / T (o) (2, 9) do dy = / o) dy, gly) == / Ty (,y) o
RJR R R

Losung: (1) Firz € R" ist {z} = [z1,21] X - -+ X [, T,] ein Quader mit vol, ({z}) = 0.
Aus der Additivitit des Volumens folgt vol, ({a1, ..., an}) = O fiir jede endliche Menge.
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar, also Q = {ao, a1, az, ... }. (Warum?)
Durch Ausschdpfung folgt vol; (Q) = limvol; ({a1,...,an}) =lim0 = 0.

(2)Es gilt f =37 | f(a:) I1q,3, dank Linearitit [, f(x)dz = Y27 f(a:) voli ({a:}) = 0.
(3) Wir schopfen g aus durch die Funktionen g, : R — R mit gx(z) = « firz € {1,...,k}

., an}), voli (Q) und vol; (R).

und gi. () = 0 sonst. Es gilt g " g, also [, g(x) dz = limg 00 [; gr(z)dz =0 ddnk (2).

Wir untersuchen fiir f:R? — R die Gilltigkeit folgender Gleichung:

i ( / f(w)dy) a = [ ( / f(w)dw) ay = [ fepdy)

Sie gilt fir sehr viele Funktion f:R? — R aber nicht fiir alle!

Aufgabe: (0) Gilt Iy pjxfc.q (2, y) = Lo () - I (y) fUr alle (z,y) € R*?
Gilt fur X C RP und Y C R? allgemein Iy .y (z,y) = Ix(z) - Iy (y)?

(1) Berechnen und vergleichen Sie die drei obigen Integrale fir die
Indikatorfunktion f = I, eines Rechtecks Q = [a,b] x [c,d] C R2.

(2) Gilt die Gleichung fr alle Treppenfunktionen f = Zizl e Ig,?
Bleibt sie erhalten bei Linearkombinationen f = >/, ¢k fi?

(3) Bleibt sie erhalten bei monotoner Konvergenz f, * f?

(4) Skizzieren Sie f = 3772 Lk gy 1)x kbt 1] = Lt 1h42x (k1)
Berechnen und vergleichen und bestaunen Sie die Doppelintegrale!

Losung: Dies fiihren wir am Anfang von Kapitel C aus. Die Rechnungen beruhen allein auf der
Definition des Integrals und sind schon jetzt unmittelbar moglich. Sie sind eine gute Ubung,
um sich mit dem zweidimensionalen Integral und dem Satz von Fubini vertraut zu machen!
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Aufgabe: Skizzieren Sie die Indikatorfunktion f = Ijo o] sowie ihre
Integralfunktion F(z) = [ f(t) dt und bestimmen Sie [, f(z)da.

Dasselbe fiir g = 1[114], die Llnearkomblnatlon h=2f+ 3g, das Produkt
k = f-g, die Skalierung ¢ = f(2z — 6) und allgemein f(az) und f(z +b).

Wie verhélt sich das Integral [; ... dz unter diesen Operationen?

Losung: Es gilt jwe z)dz = 2 und jR x) dz = 3. (Skizze!) Funktionen werden punktweise
verkniipft, daher blelben Summe und Produkl von Indikatorfunktionen stiickweise konstant.
Insbesondere sind auch Linearkombination h = 2 f 4+ 3¢ und Produkt k = f - g wieder
Treppenfunktionen, allerdings im Allgemeinen zu feineren Unterteilungen. (Skizze!)

Das Integral ist R-linear, hier [, 2f(z) 4 3g(x) dz = 2 [, f(z)dz + 3 [, g(z) dz = 13.

Das Integral ist insbesondere additiv, aber im Allgemeinen mcht multiplikativ! In unserem
Beispiel gilt f - g = Iy ), also [ f(z)g(z)dz =1 # [, f(x)dae- [pg(z)dz=2-3.

Bei f(z + b) wird f um b nach links (!) verschoben. Bei f(ax) wird f um a gestaucht (!), d.h.
f(2z) hat die halbe Breite. Die Funktion f(2z — 6) entsteht aus f durch Verschieben um 6 nach
rechts und anschlieBendes Stauchen um den Faktor 2. In unserem Beispiel f = Ijo o gilt somit
f(2z) = Tjo,1)(x) und f(z — 6) = Ijg 5) sowie f(2z — 6) = Ij3 4)(x). Skizze! Punktprobe!
Das Integral ist invariant unter Verschiebung, aber [, f(az)dz = |a|™" [, f(z)da fira # 0.
Dies ist anschaulich der Fldcheninhalt der in z—Richtung um den Faktor a gestauchten Funktion.
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Aufgabe: Sei ) C R" ein Quader und f = I; seine Indikatorfunktion.
(1) Seig:R"* - R:g(x) = f(x — v) die um v € R verschobene Funktion.
Ist auch ¢ eine Indikatorfunktion? eines Quaders? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [, f(z — v)dz und [, f(z) dz?

(2) Sei h:R™ — R:g(z) = f(c 'z) die um ¢ € R+ gestreckte Funktion.
Ist auch h eine Indikatorfunktion? eines Quaders’? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [, f(c™'z)dz und [;, f(z)dz?

Losung: (1) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle Q = [a,b] C R
Genau dann gilt z — v € [a,b], wenn z € [a + v, b + v] erflllt ist.
Allgemein fur jede Teilmenge @@ C R™ und jeden Vektor v € R" gilt
r—veE@genaudann,wennz € Q +v:={qg+v|qgeQ} erfilltist.
Zum Quader Q = [a1,b1] X -+ X [an,by] CR™und v = (v1,...,v,) € R®
gilt hierbei Q + v = [a1 + v1,b1 + v1] X + -+ X [an + v, by + v,) € R™
Fir f =Ig gilt demnach g(z) = f(z —v) = Ig1(z), also g = Ig 1.
Nach Definition A3B gilt vol,,(Q +v) = (b1 — a1) - -+ (b — an) = vol,(Q).
© Wir erhalten hier also Jgn (@ —v)dz = [, f(z)de. Gut zu wissen!

(2) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle Q@ = [a, b] C R:

Im Falle ¢ > 0 gilt c~'z € [a, b] genau dann, wenn x € [ca, cb] erfillt ist.
Im Falle ¢ < 0 gilt ¢~z € [a, ] genau dann, wenn z € [cb, ca] erfiillt ist.
Allgemein fur jede Teilmenge @ C R™ und jeden Faktor ¢ € R ~\ {0}
gilt c 'z € Q genau dann, wennz € cQ := { cq | ¢ € Q } erflllt ist.
Zum Quader Q = [a1,b1] X - -+ X [an, b,] € R™ und ¢ € Ry ist hierbei
cQ = [cay, ch] X -+ X [can, cb,] C R™ der um c gestreckte Quader.
Fir ¢ € R<q gilt entsprechend ¢ @Q = [cby, cai] X - -+ X [cby, ca,] € R™:
Die Streckung um den Faktor —1 ist eine Punktspiegelung am Ursprung.
Fur f = I gilt demnach h(z) = f(c™lz) = L.g(z), also g = L.q.
Nach Definition A3B gilt fiir das Quadervolumen bei Streckung:

vol, (¢ Q) = |cby — cayl - - - |cby — cay|
= le["(b1 — a1) -+ (bn — an) = [¢]" voln(Q)

© Wir erhalten hier also [, f(c™'z)dz = |c|* [g. f(z)da.
Ist das anschaulich klar? Machen Sie es sich klar!
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Satz A41: Translationsinvarianz, Streckung und Stauchung

Gegeben sei eine messbare Funktion f:R™ — R sowie ein beliebiger
Streckfaktor a € R \ {0} und ein Verschiebungsvektor b € R™.
(1) Dann ist auch die Funktion z — f(ax + b) messbar, und es gilt

1
/Rn‘f(aerbde = W/Rn\f(z)\dx

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

- flaz +b)dx = #/n f(z)da. ‘

Verschiebung um einen Vektor b € R™ &ndert den Wert des Integrals
nicht. Stauchung um den Faktor a multipliziert das Integral mit 1/|a|™.

Ausblick: Transformation von Integralen werden wir in Kapitel C mit dem Transformationssatz
wesentlich allgemeiner formulieren und zu einer zentralen praktischen Rechentechnik ausbauen.
Speziell Verschiebung und Stauchung sind niitzlich und dienen hier als erste schone Illustration.

Aufgabe: Folgern Sie den Satz aus den fiinf Grundregeln des Integrals:
(1) Gilt die Aussage fir Indikatorfunktionen f = I, von Quadern?

(2) Ubertragt sie sich auf Treppenfunktionen f = Zk 16 10,7

(3) Bleibt sie erhalten bei Einschachtelung und Ausschépfung?

(4) Bleibt sie erhalten bei Zerlegung in Positiv- und Negativteil?

Lésung: (1) Ja, dies haben wir in der vorigen Aufgabe nachgerechnet.
(2) Dank Linearitat des Integrals gilt dann fur jede Treppenfunktion:

¢
/f(L.L-‘,—bLlJ—/ZCkIQk (ax +b)d Z( /IQk azx + b)dx
k=1
4
Z |7l/1Qk z)de = anck/ Q. (@)dz = ‘a‘n/f(x)dm
P L

Die Aussage bleibt erhalten bei (3) Einschachtelung und Ausschépfung
und schlieBlich auch bei (4) Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
(Ubung: Schreiben Sie dies wie in (2) ebenso geduldig aus.)

Somit gilt die Aussage fir alle messbaren Funktionen.

Integral der Umkehrfunktion: von f flx Egariey

dTZUf FHy)dy

Integral der Umkehrfunktion: von f f(z)dz zu f’if (y)dy Egaring

Die Funktion f:[a,b] — [c, d] sei stetig und streng monoton wachsend
von f(a) = cnach f(b) =d, mit0 <a <bund0 < ¢ < d. Dann existiert
die Umkehrfunktion g: [c,d] — [a,b] mit g o f = id[, ;) und f o g = id[. q].
Auch g ist dann streng monoton wachsend, von g(c) = a nach g(d) = b.
Aufgabe: Die folgende Gleichung ist herzuleiten bzw. nachzuweisen:

/ f(z d¢+/ 9(y)dy = bd — ac

‘ ‘ ‘ Losung: Die Graphik zeigt den geometrischen
Beweis, ganz ohne Rechnung, gar ohne Worte.
Falls gewiinscht, hier die Worte: Das Rechteck
Q =[0,b] x [0,d] = X UY U Z besteht aus
% z=g(y) X={(x,9)la<z<b 0<y< f(z)}
T Y={(zy)|c<y<d 0<z<g(y}
y=f(z) und Z = [0, a[ x [0, c[. Die drei Flicheninhalte
€ addieren sich,denn X NZ =Y NZ=10 und
X volo (X NY) = 0 Mit volz(X) = f f(z
und vola(Y) = j g(y) dy folgt die Glelchung
(Allgemein: Youngs Integralungleichung C4K)

Die Gleichung ist iiberraschend einfach, und der Beweis ist einfach-genial. Ist das nur ein naiver
Taschenspielertrick, oder kénnen wir die Rechnung begriinden? Was genau benétigen wir dazu?

Erste Methode: Wir nutzen die (fast) disjunkte Vereinigung @ = X UY U Z und ,,Das Integral
ist der Flidcheninhalt unter dem Graphen.“ Eine priizise, universelle Begriindung liefert der Satz
von Fubini C1E: Die zu messenden Mengen X und Y sowie X N Y sind Normalbereiche (C1G),
daher gilt vol2(X) = [ f(z) dz und volo(Y) = [ g(y) dy sowie vola(X NY) = 0. (C1x)
Zweite Methode: Wir nutzen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI, B11).
Zu f und g existieren Stammfunktionen F' und G. Die behauptete Formel besagt fiir z € [a, b]
gerade h(z) := F(z) — F(a) + G(f(z)) — G(f(a)) —zf(z) + af(a) = 0. Ableiten ergibt
1 (z) = f(x) + g(f(2))f'(z) — f(z) — zf'(z) = 0 dank Kettenregel und Produktregel.
Somit ist /v : [a, ] — R konstant. Aus h(a) = 0 folgt h = 0, also die behauptete Gleichung.

A\ Hierzu miissen wir f als stetig differenzierbar voraussetzen. Steht die Formel erst einmal da,
dann kdnnen wir sie so sehr leicht nachrechnen. Doch wie konnen wir sie iiberhaupt erst finden?

Dritte Methode: Zur Berechnung nutzen wir alle Regeln der Integrationskunst, wir substituieren
y = f(z) und dy = f’(z) dz, nutzen die Eigenschaft g(f(z)) = z und integrieren partiell:

S gy =[P g(f(@)f (2) do = [l f(@)de
% [zf(z }T aiff JJ@yde = bd—ac— fb f(z)dz

Jo=a
© Mehrere Wege fiihren also zum Ziel, alle sind lehrreich. Eine solide Grundlegung ist wichtig,
damit wir genau wissen, wovon wir reden, und sicher rechnen konnen. Die Investition lohnt sich!

Subs
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Das Integral f: f(z) d misst die Flache unter dem Graphen von f:

A

\ \ b @

© st f:[a,b] — R stetig, so reicht Einschachtelung zur Integration.

© Hieraus folgern wir niitzliche Rechenregeln des Integrals:
Hauptsatz:  Fir F' = f gilt [* f(«) dz = F(b) — F(a).
Substitution: [ £(g(t) ¢'(t) dt = [4%) f(x) dz
Produktregel: [* f(x)¢/(x)dz = [fgll — [ f'(x) g(x) da

® Manche Funktionen kann man so noch nicht integrieren.

© Fur diese nutzen wir das Prinzip der Ausschdpfung.

A\ Das Integral jab f(z) d ist zuerst Flicheninhalt und dann erst Stammfunktion, dank HDI!
Aus Bequemlichkeit wird es oft umgekehrt dargestellt: Das ist gut gemeint, aber auch irrefiihrend.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist keine Definition fiir das Integral,
sondern eine Folgerung: Der HDI gilt nur eindimensional, fiir stetige Integranden auf einem
Intervall [a, b]. Fiir die hoherdimensionale Integration hat der Begriff der Stammfunktion zunichst
keinen Sinn, Flécheninhalt und Volumen hingegen schon! Diese Sichtweise ist daher tragfahiger.

Wir beginnen mit eindimensionalen Treppenfunktionen f : R — R. Dank der Anordnung des
reellen Zahlkorpers (R, +, -, <) sind diese sofort zugénglich. Hierauf kénnen wir das Integral in
der gewiinschten Weise konstruieren und alle erhofften Eigenschaften nachrechnen (Satz B1A).

Getreu den im vorigen Kapitel A formulierten fiinf grundlegenden Integrationsregeln erkliren
wir in diesem Kapitel die eindimensionale Integration durch Einschachtelung und Ausschipfung.
Es geht zunichst um die Grundlagen, die Sie aus der HM2 kennen und hier beherrschen miissen,
sodann um die nétigen Vertiefungen sowie viele Beispiele. Damit soll dieses Kapitel den Weg
ebnen zur mehrdimensionalen Integration, der wir uns in den folgenden Kapiteln widmen.

Fiir viele Anwendungen wichtig ist insbesondere das Zusammenspiel von Integralen und Reihen.
Wiihrend es im Kapitel A zundchst um die Definition des Integrals ging, kommen wir in diesem
Kapitel B zur Praxis des Integrierens. Das ist ein weites Feld, zu dem ich eine komprimierte
Einfiihrung gebe. Hier brauchen Sie Ihre Rechenfertigkeiten! Integrieren erfordert Geschick,
Ubung und Erfahrung, gemiB obigem Motto: Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

[1] Zur Wiederholung siche Stroppel, Hohere Mathematik 2, Kapitel 3.

B102
Ausfiihrung

Das Integral fir eindimsionale Treppenfunktionen

. . . . B101
Eindimensionale Treppenfunktionen Ausfiihrung
S | ‘ b | |
: . ot o T
i | I i b | |
i i i i —— i |
. | | | | | | | 1
i | | IO P | |

(2o o je2 {rs @ jesize (a7 IS

Treppenfunktionen sind stiickweise konstant. Das Integral, also der Flicheninhalt unter dem

Graphen, lisst sich hier leicht bestimmen als Summe der Rechteckflichen. Genau dies besagt die
folgende Formel, und sie hat alle richtigen Eigenschaften! Pikantes Detail: In einzelnen Punkten
Zo, 1, ...,z sind die Funktionswerte beliebig; sie fallen bei der Integration nicht ins Gewicht.

Auf Intervallen, wo die Funktion negativ ist, wird der Flicheninhalt negativ in Ansatz gebracht.

Sei 2 C R ein Intervall. Eine Funktion f:Q — R heiBt Treppenfunktion,
wenn sie stlickweise konstant ist. Ausfihrlich hei3t das, es existiert eine
Unterteilung U = {zp < 21 < --- < 2y} € Qund Werte f1,..., fr € R, so
dass f(x) = f flr xp_1 <z < xp, sowie f(z) =0 flr x < zo und & > z4.
Bezlglich dieser Unterteilung U definieren wir das Integral von f durch

. 0
/ f(z)dz ::ka-(xkka,l).
Jau =1

Satz B1A: Integration eindimensionaler Treppenfunktionen
Das Integral [, f(x) dz ist wohldefiniert: Es hangt nur von der Funktion
f ab, nicht jedoch von unserer willkiirlichen Wahl einer Unterteilung U.

Die Menge T'(Q2) aller Treppenfunktionen auf (2 ist ein R—Vektorraum;
er wird erzeugt von den Indikatorfunktionen endlicher Intervalle @ C €.

Hierauf ist das Integral [, : 7(©2) — R linear und normiert geman
Jo Io(x) dz = vol; (Q) und wird hierdurch eindeutig bestimmt.

Es ist zudem monoton: Aus f < g folgt [, f(z) dz < [, g(x) dx.

| | | | | I
— | A |
i I ¢ | | i |
i i ¢ i i | i |
%o %1 T2 4T3 (T4 (D5 T 7
I I I I I I I
: : : —t | :
i i T i s S i
- . . . . B
Das Integral fur eindimensionale Treppenfunktionen Ausfang
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Treppenfunktionen und Indikatorfunktionen

Zu jeder Treppenfunktion f existieren mehrere mogliche Unterteilungen U C €, zum Beispiel
konnen wir U durch weitere Zwischenstellen zu U’ D U verfeinern. Das oben definierte Integral
fn,U f () da dndert sich dadurch nicht! Dies wollen wir zur Sicherheit als erstes nachrechnen:
Wohldefiniertheit: Wir fiigen zu U = {zo < 21 < --- < x¢} einen Teilungspunkt z, hinzu,
{... <@p_1 <@y < ap < ...} Das éndert die Terme der Summe, aber nicht ihr Ergebnis,
denn fr - (w —xp—1) + fr - (T —24) = fo - (Te — 21 + T4 — %) = fio - (Tp — To—1).
Je zwei Unterteilungen U = {z¢ < 21 < -+ < zeund U’ = {a < &} < --- < a/,} haben
gemeinsame Verfeinerungen: Die kleinstmogliche ist ihre Vereinigung U U U’. Schrittweises
Verfeinern zeigt dann [, ., f(z)de = ... = [y f@)dz = ... = [o 1, f(z) da.

Die Wohldefiniertheit ist das Fundament. Daraus ergeben sich sofort folgende Eigenschaften:
Normierung: Fiir jedes Intervall Q = [a, b] C Q ist die Indikatorfunktion I :  — R eine
Treppenfunktion zu U = {a < b}, und ihr Integral [, Io = b — a = vol:(Q) misst die Liinge.
Skalierung: Ist f : Q — R eine Treppenfunktion zur Unterteilung U = {1:0 <xrp << .Lg}
so auch jedes Vielfache cf : 2 — R mit ¢ € R, sogar zu derselben Unterteilung U, und es gilt
Jocf(@)de = Sh_ (cfi) (zh — zr-1) = ¢ Xy fo (25 — 21-1) = ¢ [, f(2) dz.
Additivitiit: Sind f, g Treppenfunktionen zu U, U’, so auch f + g zu U U U’, und das Integral
ist additiv: [, f(z) + g(z) dw = Y5 _, (fx + gr) (@x — 2k-1) = [, f(z)dz + [, g() da.
Monotonie: Sind f, g Treppenfunktionen, zur Unterteilung U U U’, und gilt f < g, so folgt die
Ungleichung [, f(x)dz = 3, _, fr(zn — xr-1) < Spey gu(ee — 2u-1) = [, g(z) da.

Jede Indikatorfunktion I, ist eine Treppenfunktion, also auch die Summe Zf: 1k lg,.
Umgekehrt lisst sich jede Treppenfunktion f : R — R so schreiben: Gilt f(z) = fj fiir
Tpo1 <z <wzpundk =0,...,¢ sowie f(x) = 0 fiir & < xo und fiir z > @, so gilt

13 13
f= ka I]'l'k—uxk[ +Zf(zk>1['l‘k¢fk] .

k=1 k=0

Jede Treppenfunktion f: € — R ist demnach von der Form f = Zﬁ:l cx Ig, mitcy, € Rund
endlichen Intervallen Q) C €. Anders gesagt, die Indikatorfunktionen I, endlicher Intervalle
Q@ C  sind ein Erzeugendensystem von T'(2). Vorsicht ist geboten: Sie sind keine Basis!

Z.B. gilt Lo 2; = Ijo,1{ + I[1,2[, also sind diese drei Indikatorfunktionen linear abhéngig.

Dennoch wollen und konnen wir hierauf das Integral erkldren! Die obigen Rechnungen zeigen,
dass das Ergebnis tatsdchlich wohldefiniert ist. Dank Additivitit, Skalierung, Normierung gilt:

¢ ¢ ¢ ¢
/Q(;cklgk) :kz:;/n(cklggk) :;ck/nIQk :;ckvoh(Qk).

Fiir eindimensionale Treppenfunktionen ist damit alles geklirt. Wir werden diese Konstruktion
im nichsten Kapitel C auf mehrdimensionale Treppenfunktionen verallgemeinern (Satz C1A).
Bestiinde die Welt nur aus Treppenfunktionen, so wiren wir jetzt fertig. Interessant sind aber vor

allem Funktionen, die nicht so simpel sind wie Treppenfunktionen. Diese integrieren wir im
Folgenden mit Hilfe von Treppenfunktionen durch Einschachtelung und Ausschopfung.
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R:z + x. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei dquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

h(z) ==
n a a
Dok
—non
n—1 o a
S
ionon
0 a

(n=1)n a2
2 n?

Lésung: Fiir die Integrale gilt P VLT

Ausfiihrlich: Wir nutzen >3-} & = n(n — 1)/2. (Ubung: Rechnen Sie es
nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.2 oder spater B305.)

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,, g, : [0,a] — R mit f, < h < g,,.
Hierzu unterteilen wir das Intervall [0, a] durch z;, = k2 mitk =0,...,n
Sei f,, konstant auf |y, z[ mit Wert min; | h = xx_1. Dann gilt:

/zcio fulz)dz =

Sei g, konstant auf Jz_1, =

/ gn(z)dz =
=0

Fir n — oo gilt [ (gn

Tk—1,Tk

n—1 _ 2
Zk2<g _ (n l)n% . 102
n

n 2 n 2
k=0

%[ mit Wert max, h = z;. Dann gilt:

Th—1,2k)

Z p2.0 _ n(n-‘rl)ﬁ laz
non o 2 n? 2

k=
fn) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

/ xdxff

© Dieses Ergebnis ist anschaulich-geometrisch klar. Sehen Sie wie?
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R:x — x2. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei aquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

h(z) = 22

0 a

Lésung: Fiir die Integrale gilt 7("’1)’%(2"’1)%’3 S8 o nlotllindl) o

n3*

Ausfiihrlich: Wir nutzen 3723 k2 = (n — 1)n(2n — 1)/6. (Rechnen Sie
es nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.4 oder spater B305.)
Wie zuvor unterteilen wir [0, a] durch z, = k& mitk =0,...,n

Sei f,, konstant auf Jzg_1, zx[ mit Wert ming, | . h= xiq- Dann gilt:

n—1

ra 2 a n—1n2n—1)ad® 1
/ fal@)de = po . o hn@n e Sogd
Ja—0 n? n 6 n3 3
k=0
Sei g, konstant auf Jay,_1, z,[ mit Wert max(,, | ., h = xi Dann gilt:
a n 2
a® a n(n+1)(2n +1) a®
n(z)de = e e Mo e T ) a
/x:O!]n,(JL) * n? n 6 n3 g

k=1
— fn) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

a
1,
/ 2?dx = =d®
0 3

© Einschachtelung liefert fiir jede monotone (B1B) oder stetige (B1¢)
Funktion konvergente Abschéatzungen durch untere & obere Schranken!

Fir n — oo gilt [§'(g
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Einschachtelung monotoner Funktionen

Wir wollen h: Q2 — R einschachteln durch Treppenfunktionen
fo<hH<fo<... < h < -<92< 91 < go-
Fur Ay = [, fe(z) dz und By, = [, gi(z) d gllt dank Monotonie
A< A <A <., < < ...< By < B < Bo.

Flr k — oo erhalten wir hieraus die monotonen Grenzwerte
/ fe(x)de =Ar &N A< L/ h(z)dz? < B / By = / gr(z) dz.
JQ JQ JQ

Die Gleichheit A = B bedeutet [, [gx(z) — fr(2)] dz \, 0.
Das heift, die Flache zwischen f; und g, wird beliebig klein.
In diesem Falle nennen wir h Riemann—integrierbar und erhalten

h(z)dz = A= B.
Q
© Diese Integrationsmethode ist das Prinzip der Einschachtelung.

Das Ergebnis ist wohldefiniert, d.h. es hangt nur von der Funktion f ab,
nicht jedoch von unserer willkirlichen Wahl einer Einschachtelung.

Die beiden obigen Beispiele illustrieren zwei allgemeine Regeln:
Monotone bzw. stetige Funktionen sind Riemann—integrierbar, d.h. sie
lassen sich durch Treppenfunktionen beliebig genau einschachteln.
Die Beweise sind leicht und verlaufen genau wie obige Beispiele:

Satz B1B: Integration monotoner Funktionen
Jede monotone Funktion & : [a,b] — R ist Riemann—integrierbar.

Beweis: Wir nehmen # als monoton wachsend an, also nicht-fallend.
Das heif3t ausfuhrlich: Fir alle s < ¢ im Intervall [a, b] gilt h(s) < h(t).
Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, mit f,, < h < g,, wie folgt:
Wir unterteilen [a,b] durch z;, = a + k(b —a)/nmitk =0,...,n.

Sei f,, konstant auf Jzy_ 1, x5 [ mit Wert ming,, | .1 h = h(2g—1).

Sei g, konstant auf Jxy,_1, zx[ mit Wert maxq,, | 5,17 = h(zy).

Nach Konstruktion sind dies Treppenfunktionen mit f,, < h < g,, und

/b o) — fule) dz = i h(xy) —”h(x:k,l) _ h(b) ; h(a)

k=1

N, 0.

B111
Ausfiihrung
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Stickweise Integration

Satz B1ic: Integration stetiger Funktionen
Jede stetige Funktion & : [a,b] — R ist Riemann—integrierbar. {

Beweis: Da das Intervall [a, b] kompakt ist, ist i gleichmaBig stetig.
Das heif3t ausfihrlich, fir jedes noch so kleine £ > 0 existiert ein § > 0,
sodass fir kleine Abstande |z — 2/| < § stets | f(z) — f(2')] < e folgt.
Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, mit f, < h < g, wie folgt:
Wir unterteilen [a,b] durch 2, =a + k(b —a)/nmitk=0,...,n

Sei f, konstant auf Jz_1, zx[ mit Wert ming, | g1 h-

Sei g,, konstant auf Jzj_1, x| mit Wert maXp, |z "

Nach Konstruktion sind dies Treppenfunktionen mit f, < h < g,.

Es bleibt noch jlf gn(x) — fu(x) dz — 0 fir n — oo nachzuweisen.

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dank gleichmaBiger Stetigkeit existiert dazu

6 >0, sodass |f(z) — f(2')| < e qiltfir alle z,2" € [a,b] mit |z — 2’| <.
Fur (b —a)/n < 4 folgt gn fn < ¢, also :gn(x) — fa(z)dz <e-(b—a).
Fir n — oo zeigt dies f — fn(x)dz — 0, wie behauptet.

Satz B1D: stlickweise Integration

Seia < b < c. Genau dann ist f: [a, ] — R Riemann—integrierbar,
wenn beide Einschrankungen |, und f[p s sind; dann gilt

c b c
/f(a:)da::/ f(z)dx + 1 f(z)da

Beweis: Jede Einschachtelung von f : [a, ¢] — R kénnen wir verfeinern,
indem wir der Unterteilung von [a, ¢] den Teilungspunkt b hinzufligen.
Die Gleichung gilt fir Unter- und Obersummen, also auch im Grenzwert.

Fir alle a < b vereinbaren wir zudem die Vorzeichenregel

a b
: j(x)dxzfl f(z)dz

Ist Q C R ein Intervall, f:Q — R integrierbar und a, b, ¢ € ©, so gilt

/acf(:L‘) dz = /abf(ar) dz + /bcf(ar) dz.




Stiickweise stetige Funktionen asamang| | Stlickweise stetige Funktionen pustirang
Die GauB—Klammer |z | := max{ k € Z | k < z } ist stiickweise stetig: Die Rechteckfunktion r(z) = (—1)1*) ist stiickweise konstant.
J l it l !
7 T T T
Die Sagezahnfunktion s(z) = x — |z] ist stlickweise affin-linear.
] 5 ] ] it ;i ]
| | | \

Diese Funktionen haben Sprungstellen und sind nur stiickweise stetig.
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Integration stlickweise stetiger Funktionen

Definition B1E: stlickweise stetige Funktionen

(0) Eine Funktion f:[a,b] — R heiBt stiickweise stetig, wenn es

eine Unterteilung a = zp < 1 < --- < 2y = b und stetige Funktionen
fr:[zk—1, K] — R gibt, sodass f(x) = fx(z) fir alle zx—1 < z < zy, gilt.
(1) Gilt zudem f(xy) = 4 [fe—1(zx) + fr(zx)] an jeder (eventuellen)
Sprungstelle zy, fir k = 1,...,¢ — 1, so nennen wir f sprungnormiert.
(2) Entsprechend nennen wir f stiickweise C", falls fi,..., f, € C™ gilt.
Hierbei ist C™ die Klasse der n-fach stetig differenzierbaren Funktionen.
Stiickweise stetig diff’bar bedeutet traditionell C° und stiickweise C*.

(0) Aquivalente Definition: Die Funktion f ist auf jedem der offenen Intervalle |z —1, = [ stetig,
und f(z) hat an den Intervallgrenzen fiir  \, x)_1 sowie fiir z * x) einen Grenzwert in R.
Anschaulich gesagt: f hat nur endlich viele Sprungstellen und endliche Sprunghhen. An den
Intervallgrenzen zo, 21, . . ., ¢ hingegen muss f nicht stetig sein. Die Funktionswerte f ()
sind beliebig; sie fallen bei der von uns anvisierten Integration ohnehin nicht ins Gewicht.

(1) Durch Korrektur an den Sprungstellen kénnen wir f sprungnormieren. Das Integral dndert
sich dadurch nicht. Die Normierung ist oft hilfreich, etwa bei Fourier-Reihen und —Integralen.

Es gibt gute Griinde, auch nicht-stetige Funktionen zu behandeln und integrieren zu lernen.
In der Signalverarbeitung und Fourier—Analyse zum Beispiel betrachtet man auch Signale mit
Sprungstellen, wie die oben gezeigte Rechteckfunktion oder die Ségezahnfunktion.

Satz B1F: Integration stlickweise stetiger Funktionen
Jede stilickweise stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar geman

/abf(.z') dz = /1:1 fi(z)dz + +/;1 fo(z) dz.

Die Menge S([a, b]) aller stlckweise stetigen Funktionen f: [a,b] — R ist
ein Vektorraum, und somit ein Untervektorraum in R([a, b]). Hierauf ist
das Integral f +— f;’f(:n) dz eine R-lineare Abbildung S([a,b]) — R.

Wie schon bei Treppenfunktionen gibt es fiir stiickweise stetige Funktionen mehrere mogliche
Unterteilungen, z.B. kann man jede Unterteilung durch Hinzunahme weiterer Stellen verfeinern.
Der Wert des obigen Integrals als Summe iiber die Unterteilung dndert sich dadurch nicht!

Die Existenz der Grenzwerte an den Intervallgrenzen verhindert Polstellen und Schlimmeres.
Gegenbeispiele sind f, g:[—1,1] — R mit f(z) = 1/4/|z| und g(z) = sin(n/|z|).
Diese sind stetig auf [—1, 0[ und ]0, 1], aber nicht stiickweise stetig auf [—1, 1]!
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Riemann—integrierbare Funktionen

B118
Ausfiihrung

Welche Funktionen sind Riemann—integrierbar?

Satz B1aG: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Sei 2 C R ein Intervall. Die Menge R(f2) aller Riemann—integrierbaren
Funktionen f:Q — R ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral

Jo i RQ) =R : fr [ flx)da

linear, normiert, monoton, und erflllt das Prinzip der Einschachtelung.
Hierbei ist R((2) der kleinste Funktionenraum, fir den dies mdglich ist,
und auf R(Q) ist das (Riemann-)Integral hierdurch eindeutig bestimmt.
Jede stetige / monotone Funktion f : [a, b] — R ist R-integrierbar,
ebenso jede stiickweise stetige / stlickweise monotone Funktion.

C(la,b]) :={ f:[a,b] » R | [ stetig }
Mt

S(la,b) == { f:[a,b] — R | f stickweise stetig }
Ut
T([a,b]) := { f:[a,b] = R| f Treppenfunktion }

R([a,b]) 2

Nicht stiickweise stetig sind z.B. folgende Funktionen f,g:[—1,1] — R:

@) =1/V/le]

-\ L N\
VIR

Ubung: Die Funktion g ist Riemann-integrierbar, aber f hingegen nicht.
Einschachtelung gelingt flir f nicht, aber mit Ausschopfung geht’s.

Q@
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Die kleine Dirichlet—Funktion

Satz B1H: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Genau dann ist eine Funktion f : [a,b] — R Riemann—integrierbar, wenn
sie beschrénkt ist und fast Gberall stetig (bis auf eine Nullmenge).

Beriihmte Beispiele: Die kleine Dirichlet—Funktion g¢: [0,1] — R mit
0 fallsze[0,1] \Q,
g(x) = { 1 oL
b

falls x = § mita,b € Nund ggT(a,b) = 1.
ist unstetig in jedem rationalen Punkt, jedoch stetig in jedem irrationalen.
Sie ist also fast Gberall stetig und demnach auch Riemann—integrierbar.
Ubung: durch Treppenfunktionen einschachteln und Integral bestimmen.

Die Dirichlet-Funktion f = Ignp 1 :[0,1] — R ist gegeben durch
1 firzeQ,
flz) = -
0 firz ¢ Q.

Sie ist in jedem Punkt z € [0, 1] unstetig also nicht Riemann—integrierbar.
Ubung: Einschachtelung misslingt hier, Ausschdpfung gelingt mihelos!

Fir jeden gekrzten Bruch ¢ sei g($) = 4, und g(z) = 0 firz e R\ Q.
Diese bemerkenswerte Funktion ist in jedem rationalen Punkt unstetig.

1
2
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrand
fila,b) = R

Integralfunktion
F(z) = [; f(t)dt

Der Hauptsatz besagt anschaulich: Die Steigung der Integralfunktion
F(z) = [7 f(t)dt ist der Wert f(x) des Integranden, also F'(z) = f(x).
Diese Beziehung wollen wir prazise formulieren und nutzen lernen.

[1] Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.6. @ Hauptsatzkantate, youtu.be/4n6aB4aasyg.

Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar, dank Satz B1c.
Wir definieren ihre Integralfunktion F': [a,b] — R durch

© pwa

Jt=a

F(z) =

Fur die Flache Uber dem Intervall [z, 2 + h] finden wir

x+h
F(I+h)fF(CE):/ f)ydt =~  f(z)-h.
t=x
Genauer gilt folgende Einschachtelung:
z+h
h- min f < / f@®)dt < h- max f.
[z,z+h] t=x [z,2+h]

Fir h — 0 finden wir dank der Stetigkeit von f im Punkt 2 somit

F(x+h)— F(z)
h B E t=x

Also gilt F'(x) = f(x). Das erd6ffnet eine wunderbare Rechentechnik!

1 z+h

fydt —  f(z).
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Grundintegrale: elementare Stammfunktionen Fre

Satz B11: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)
Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion

F:la,b] > R mit F(w)::/zf(t)dt

ist differenzierbar, und fir die Ableitung gilt 7’ = f. Ist umgekehrt
F':[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F, so gilt

/abf(z)dz = {F]:

Diese Aussagen heif3en auch 1. und 2. Hauptsatz. Im Falle F’ = f bzw.
F = [ f + const heiBt F Stammfunktion zu f. Anwendungsbeispiele:

T
/ sinzdzr =
Jr=0

s
/ rsinzdr =
=0

mit [F]b = F(b) — F(a).

a

[70051] =1-—(-1) =2
=0
™
[sin T — I Cos x] =
=0

T—0 =

" xot! "1
/xa dz = 1 (a #-1) / —dz = In|z|
. a J z
/eﬂ”dac:eﬂc /lnxd:rlenxfz
/cosxdx: sin /sinzdx: —cosx
/ coshx dx = sinhz / sinhz dz = coshzx
1 1
———dx = tanx —dx = —cotx
(cos )2 (sinz)2
" 1 1
/ Wdzz tanh z /de: — cothx
1 1 -
/mdaz:arctanaz /mdazzln |£H ]
1 1
/ﬁdx = arcsinx /ﬁdw = arsinh x
- x

© Ubung: Machen Sie wie immer die Probe durch sorgfiltiges Ableiten!
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Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen einmnenung| | EFiNnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Erinnerung
Viele wichtige Funktionen lassen sich als Potenzreihen darstellen: Aus diesen Potenzreihen lesen wir die Euler—-Formeln ab:
©  _k 2 3 iz —iz iz _ ,—iz
exp(2) = ;0% = 1+z+%+%+ exp(iz) = cosz +isinz, cos(z) = %, sin(z) = %
B . e +e’? X e* —e ?
> (—1)k 2 A4 6 exp(z) = coshz +sinh z, cosh(z) = 5 sinh(z) = 5
cos(z) =) st =legt gt
k=0 (2k)! Hieraus folgen sofort die geometrisch niitzlichen Gleichungen
sin(z) = i (1% o1 . zj n z: _ 277 4 cos(z)? +sin(2)> =1 sowie cosh(z)? —sinh(z)? = 1.
2k +1)! 3t 57! ) . s .
k=0 ( ) Auch die Ableitungen lesen wir direkt aus den Potenzreihen ab,
> : 22 L4 6 denn Potenzreihen dirfen wir termweise ableiten und erhalten so:
COS]!(Z):Z 'ZQk :1+*+*'+*‘+
s (2k)! 2 46l exp’ = exp, sin’ =cos, cos’ = —sin, sinh’ = cosh, cosh’ = sinh
inh(z) = i L ok 28 . z N Diese Funktionen sind daher auch bei der Integration sehr nitzlich!
A = 2k+ 1) 3to5 Ebenso nutzen wir ihre Umkehrfunktionen, eingeschrankt soweit ndtig:
Jede dieser fiinf Reihen hat unendlichen Konvergenzradius, In, arcsin, arccos, arsinh, arcosh
sie konvergiert daher flr jeden Parameter z € R, sogar z € C.
Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Eimening Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen id
4
cos(t) |sin(t /
~osh ()
\ cosh{t)
t
t
sinh(t)

Die trigonometrischen Funktionen sin, cos heiBen Kreisfunktionen,

denn t — (cost,sint) parametrisiert die Kreislinie 22 + 32 = 1.

Sie sind periodisch mit Periode 27, wobei = = 3.14159265. ...

Ausmultiplizieren der Euler—Formeln ergibt Additionstheoreme:
sin(s + t) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t),

sin(2t) = 2sin(t) cos(t)

cos(s +t) = cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t),

(2t) = cos(t)? —sin(t)? =1 — 2sin(t)2.

192}

COs

Die Funktionen sinh, cosh hei3en entsprechend Hyperbelfunktionen,
denn t — (cosht,sinh t) parametrisiert die Hyperbel 22 — 4% = 1, z > 0.
Ausmultiplizieren der Euler—Formeln ergibt Additionstheoreme:

sinh(s + ¢) = sinh(s) cosh(t) + cosh(s) sinh(¢),

sinh(2t) = 2sinh(¢) cosh(t)
cosh(s + t) = cosh(s) cosh(t) + sinh(s) sinh(¢),
cosh(2t) = cosh(t)? 4 sinh(t)? = 2cosh(t)? — 1.



http://youtu.be/4n6aB4aasyg
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Beispiele zur partiellen Integration

Korollar B1J: partielle Integration
Fir alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g

/f —&jmmm

Nachweis dank HDI: Es gilt [fg]' = f'g + f¢', also ff(f’g +fg) = [fqll.
Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ff(f’g) + fab(fg’) = [fqll.

© Zwecks Vereinfachung wéhlt man die Faktoren geschickt. Beispiel:

n+1 n n+1 1
/w"lnwdw:Llnw—/de:L Inx — ——
n+1 n+1 n+1 n+1

:[a, b = R gilt

(&) do = [F(@) a(x)]_

Rekursion: Manche Integrale muss man mehrfach partiell integrieren.

/xn e dr :xnemin/xnlrdl‘

/ z"sinzdr = —z" cosw + n/ 2" eosz dz,

/.7;”’ cosxdr =2a"sinx —n / 2" sinz da.

1 -1
/sin(a:)"’ dr = —Esin(g:)""1 cos(x) + nT /sin(:ﬂ)”’Qd:L'

nol 2 de
" /cosu) dx

1
/cos(m)" dz = +ﬁ cos(z)" L sin(z) +

Fir I, = ff:/g sin(z)"dz gilt Io = T und I; = 1 und weiter I, = =11, _,:
© Manchmal nitzt als Trick, den Faktor 1 einzuftihren. Beispiel: L 71-3-5---(2k—1) m (2k)
sin(z)**de == - 7
n n n n—1 =0 2 246(2k> 2k!2'22k
(nz)*de= [ 1-(Inz)"dz =2 (Inz)" —n [ (Inz)"" " dz
/W/Q sin(z)* ! dz = 246 (2k) - _ K227
Letzteres behandelt man ebenso, bis man bei (In z)° ankommt. =0 3:5:7---(2k+1) (2k+ 1)1
Kettenregel = Substitution crauenng| | Beispiele zur Substitution Edeutsning
Korollar B1Kk: Integration durch Substitution Eine wichtige Anwendung ist die logarithmische Ableitung:
Fir g: [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig gilt / F'@) 4. In[f(2)]
b "0) f(z)
flg(®)g'(t)dt = / “ f(u) du. Typische Beispiele, die Sie (er)kennen sollten:
t=a u=g(a
1. (@, .
Nachweis dank HDI: Fir F(s) = [* f(u) du gllt F( 1) = f(g(t))g’(t). /E dv = / p o= fire>0
b
Hieraus erhalten wir [ f(g(1)) ¢/ (t) dt f"((a; / 11 do — / (111133)' dr —Inlne firz>1
Damit dies auch fiir g(b) < g(a) gilt, verelnbaren wir [ = —fﬁ. 176 n .(1n1x v
ninxr -
© Merkregel: Firr u = g(t) gilt 3 = ¢'(t), also du = ¢/(t) dt. Beispiel: / P e / g O =z firz>e
2 5 5 sinx cosz)’
/t:[) cos(t> +1)-2tdt = /U:I cos(u) du = [sin(u)hz1 = sin(5) — sin(1) /tan(:c) dz = / o5 dz = — / 7(cosx) dz = —In|cos z|

Hier substituieren wir u = g(t) = t* + 1. Demnach gilt 4% = ¢/(t) = 2¢.
Die Integrationsgrenzen missen von ¢ nach u angepasst werden:
Wenn ¢ von 0 bis 2 lauft, dann lauft « von g(0) = 1 bis g(2) = 5.

< in )
/cot(az)dx: /%dx: /@dlenﬁinz\
. J sinx J sinz

L1 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.1-3.3.
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Integration rationaler Funktionen

Ein Polynom p(z) = ap + a1z + asz? + - - + apa™ abzuleiten ist leicht:
Man erhélt p’(z) = a1 + 2a9x + - - - + na, 2" 1, also wieder ein Polynom.
Ebenso leicht kénnen wir integrieren und erhalten wieder ein Polynom:

an  n41

dz = const au
/() r = cons +aor+ Lp2 1 92,8 +n+1

2 3
Auch eine rationale Funktion r(z) = p(z)/q(x) abzuleiten ist leicht:

/(e ) — o m

(z) =P (z)q(z) — p(x)q'(x)

q(z)

Fur jede rationale Funktion r(z) ist die Ableitung r'(z) wieder rational,

aber Stammfunktionen im Allgemeinen nicht! Manche Integrale fiihren
zu In und arctan und somit aus den rationalen Funktionen hinaus:

"dx ©odx
— =In|z| und —— =arctanz
T 4+ 1

© Das ist aber auch schon das Schlimmste, was passieren kann. . .
Der folgende Satz erklart, wie man rationale Funktionen integriert.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.4.
Jede rationale Funktion r(z) = p(z)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale. Beispiele:

490 — Tz +25 2 3 " 5
“622+324+10 z+1 z—2 z-5

)dz = 2In|z + 1| — 31n|z — 2| + 51n|z — 5|

@) =
= oo
@) =

7 -1
:/ ) dz = In|z — 3|+ In|2? +2m+o|+7drctdn 5

322 — 3z — 10 1
23 522 1lz 15 z-3

2x +5
22 +2z+5

© Die Rechnung mag lang und milhsam sein, aber sie gelingt immer!
Insbesondere kann ein Computer-Algebra-System sie fiir uns ausfiihren.
© Der folgende Satz liefert die elementaren Integrale der Partialbriiche.
Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns Uber R, dass wir jede
rationale Funktion als Summe solcher Partialbriiche schreiben kénnen.
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Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen

Satz B1L: Integration rationaler Funktionen

Jede rationale Funktion r(z) = p(z)/q(x) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung (B1N) und folgende Grundintegrale:

J=
/fxfuwd”:<kf

/ ar +b
———dx
22 4+ vz +u

/ ar +b
(2 + 2vz + u)*

dz = aln|z — u|

—a

1)(z — u)k

(k>2)

T +v
arct an

Vu — 2

111\7 + 2vx + u| +

\/ _
b—av)z + (bv — au)
2(k — 1)(u — v?) (2% + 2vx + u)k-1
(2k — 3)(b— av) 1
2(k — 1)(u —v?) / (22 + 2vz + u)k—1 de

xTr =

© Zum Nachweis genugt es, geduldig und gewissenhaft abzuleiten.
Probe als Ubung: Die Formeln sind furchteinflé3end, aber elementar!

Satz B1M: Fundamentalsatz der Algebra, reelle Zerlegung

Jedes reelle Polynom ¢ € R[z]* lasst sich zerlegen in ¢ = uq’f1 Cghm

mit v € R* und affin-linearen Faktoren ¢;(z) = = — u; mit u; € R oder
quadratischen g;(x) = 2% + 2v;x + u; Mit u;,v; € Rund v —u; < 0.
Hierbei kénnen wir k; > 1 annehmen fir alle i sowie g; # ¢; fir i # j.

Korollar B1N: reelle Partialbruchzerlegung
Jede rationale Funktion g € R(z) ist Summe von Partialbriichen

> k
E:poJr 1 +I)172,2+“.+p1];1
q a7 qll
Fooo
Pm,1 p'n;,Z 4ot szkm
qm Im qm"

mit Polynomen py, p; ; € R[z] und degp;; < degq; < 2 wie oben.

Zusammen mit Satz B1L gelingt so die elementare Integration.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution

Ein elegant-raffinierter Integrationstrick wurde
von Weierstral3 entwickelt: Die trigonometrische
Generalsubstitution 16st eine groBe Familie von
Integralen durch elementare Stammfunktionen.
Die Kreislinie St = { (z,y) e R? |22 + 32 =1}
parametrisieren wir trigonometrisch durch

J—m, 7] 2 ST {(=1,0)} i s > € = (cos s, sin s).

Alternativ gelingt dies auch stereographisch:

1—2 Zt)
1+8271+82/)°
g:SPN{(=1,0)} B R: (z,y) —

f:R%Sl\{H,o)}:tH(

Y
14z
Dies sind zueinander inverse Bijektionen, genn
es gilt g(f(t)) =t und f(g(x,y)) = (x,y). Ubung!

Satz B10: rationale Integranden in sin s und cos s
Beide Parametrisierungen kénnen wir ineinander umrechnen geman

si COS 1= ta 2 cot L=
sins = s 55 = s ans = s =
Ty T i i@ T
ds 2dt
t = tan(s/2), dt:m’ s =2arctant, ds= T e

Sei R(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € R[z,y]
und Q(cos s,sin s) # 0 flr alle s € I C |—m, w[. Auf I erhalten wir geman

. 1—t2 2t \ 2dt
/R(coss,sms)dsz/R(1+t2,1+t2>1+t2

einen rationalen Integranden in ¢. Diesen kénnen wir dank Satz B1L
elementar integrieren und anschlieBend s = 2 arctan ¢ rlicksubstituieren.

Ubung: Die Formeln liegen explizit vor; rechnen Sie alle sorgfaltig nach!
© Jede rationale Funktion in sin s, cos s wird so elementar integrierbar.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution

Aufgabe: Finden Sie auf dem Intervall I = ]0, [ Stammfunktionen zu
2 1—sins

3+ coss

Lésung: Wir nutzen Weierstraf3’ trigonometrische Generalsubstitution:

ds (1+¢%) 24dt dt
/sins 7/ 2% 1+4t2 */7 =Int = Intan(s/2)

/ 2 q / 2 2dt 2 at
5= 12 7= 2
3+ coss 3+ 13e 1+t 2+t

- Qarctan(%) = ﬁarctan(%)

1 1 _. 1 1
ds = / R Et"‘ dt = 51nt+ze*1 — Zfi?

sin s

(1 —coss)sins’

/ 1—sins
(1 —coss)sins 2

= %111tan(5/2) + cot(s/2) — %cot2(5/2)
© Machen Sie wie immer die Probe durch sorgféltiges Ableiten!

Die Rechnung mag langlich sein, aber sie ist vollkommen elementar.

Diese Substitution mutet zunéachst an wie Magie, sie entspringt jedoch
zwei sehr einfachen Parametrisierungen der Kreislinie z2 + y? = 1:

. 11— 2t
(z,y) = (cos s,sins) = (1 n t2’1—5-71€2>
© Dieser Trick funktioniert ebenso fiir die Hyperbel 22 — 32 = 1:

. 1+t 2t
(z,y) = (cosh s, sinh s) = (?ﬁ’ T tz)
Ebene Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E ausfiihrlicher behandeln,
insbesondere auch die Frage nach geeigneten (Um)Parametrisierungen.
© Geschlossene Wegintegrale der Form
27
R(cos s,sins) ds
s=0
werden wir in Kapitel F mit dem Residuensatz berechnen (Satz F4H).
© WeierstraB’ trigonometrische Generalsubstitution ist daher keine
obskure Randerscheinung, sondern eine vielseitige Rechenmethode,
die zahlreiche schone Aspekte verbindet, geometrisch und analytisch.
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Elementare Funktionen

Die einfachsten Funktionen sind konstant a(, affin-linear ag + a1z,
quadratisch ag + a1z + asz?, kubisch ag + a12 + asx? + aza’, . ..
polynomiell p(z) = ag + a1z + - - - + ana™, rational r(z) = p(z)/q(x).
Die konstanten Funktionen bilden einen R—Vektorraum, ebenso die
Menge aller affin-linearen Funktionen, quadratischen, kubischen, etc.
Polynome bilden den Ring R[z], rationale Funktionen den Kérper R(z).

Eine Funktion f(z) heiBt algebraisch, wenn sie eine polynomielle
Gleichung der Form py,(z) f(z)™ + - - - + p1(z) f(z) + po(z) = 0 erfillt,
z.B. Kompositionen rationaler Ausdriicke von Wurzelfunktionen {/z.
Die Funktion f(z) = = + v/z2 + 1 etwa erfillt f(z)? — 2zf(z) — 1 =0.
Ist sie nicht algebraisch, so heif3t f transzendent. Wichtige Beispiele
sind exp und In, die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot,
Hyperbelfunktionen sinh, cosh, tanh, coth, Arkusfunktionen arcsin,
arccos, arctan, arccot, Areafunktionen arsinh, arcosh, artanh, arcoth.

© All diese Funktionen nennen wir elementare Grundfunktionen.
Diesen begegnen Sie in Theorie und Anwendungen besonders haufig.

Elementare Funktionen sind endliche Ausdriicke dieser Funktionen,
also Konstanten, z, exp(z), In(z), ... und alles, was hieraus durch
Grundrechenarten +, —, -, / und Komposition o entsteht, jeweils auf
offenen Definitionsintervallen. Beispiel: /z = exp(In(z)/n) fir 2 > 0.
Kurzum jede Funktion, die wir ,geschlossen hinschreiben” kénnen.

Wir nennen f elementar integrierbar, wenn auch [ f elementar ist.
Elementare Funktionen sind stetig und somit Gber [a, b] integrierbar.
Sie sind abgeschlossen unter Ableitung, aber nicht unter Integration!
Glucklicherweise haben obige Beispiele elementare Stammfunktionen.

Man sagt scherzhaft ,Bronstein—integrierbar“, denn diese Funktionen
lassen sich integrieren durch Nachschlagen in Integraltafeln wie dem
umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von |.N. Bronstein und

K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme,
die Integrationsregeln und Tafeln benutzerfreundlich implementieren.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominente Beispiele sind exp(—22/2) und si(z) = sin(x) /2 BI49.
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Analytische vs elementare Funktionen

(I Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §1.14.
Sei Q2 C R offen. Eine Funktion f:Q — R heiB3t analytisch im Punkt
zo € 2, wenn sie sich lokal um z in eine konvergente Potenzreihe

f)=>"ar(z —z0)*
k=0

entwickeln lasst. Gilt dies in jedem Punkt, so hei3t f analytisch auf €.
Analytische Funktionen sind z.B. = +— cx®, €%, sinx, cosz, und mit f, g
auch f+gund f-gund f/g sowie f o gund f~! jeweils wo definiert;
die Definitionsbereiche missen ggf. geeignet eingeschrankt werden.

Jede elementare Funktion ist analytisch, zudem viele weitere.

© Die analytischen Funktionen sind abgeschlossen unter Integration:
e a
F(x) = const + Z L (g — ao)*

k
k=1

Potenzreihen dirfen wir termweise ableiten und erhalten F'(z) = f(z).

In der Mathematik versteht man unter einer analytischen Funktion
f:R™ D Q — R oder allgemeiner f:C" D Q — C eine Abbildung, die
sich lokal als konvergente Potenzreihe darstellen lasst, wie oben erklart.
AuBerhalb der Mathematik werden die Begriffe ,elementare Funktion®
und ,analytischer Ausdruck” oft synonym verwendet. Diese Wortwahl ist
sehr ungliicklich und stiftet heillose Verwirrung. Daher verwende ich zur
klaren Unterscheidung ausdriicklich den Begriff elementare Funktion.

Die elementaren Funktionen kennen und verstehen wir besonders gut,
wir kdnnen gut mit ihnen rechnen, d.h. wir kénnen sie zur Vereinfachung
geschickt umformen, und so l&sst sich manches Ergebnis schlieBlich ,in
geschlossener Form“ angeben. Das gelingt jedoch leider nicht immer!
Welche Funktionen man als elementar betrachtet, hangt vom Kontext ab.
Zum Beispiel wirde man die Gamma-— und Bessel-Funktionen wohl
dazuzahlen, nicht aber (unvereinfachte) Grenzwerte und Integrale.

/\ Klausuraufgaben verlangen haufig genau dies: ,Integrieren Sie. . . *
bedeutet implizit ,Geben Sie das Ergebnis in geschlossener Form an.”




GaufBsche Glockenkurve und Fehlerintegral o

B146
Erlauterung

Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe

GD9ETLITSNG

nicht elementar!

Satz B1p: Liouville 1835

Die Glockenkurve f(z) = exp(
aber ihre Integralfunktion F(z

z%/2) ist analytisch, sogar elementar,
= [, f(t) dt ist nicht elementar.

© Die GauBsche Glockenkurve f und ihre Integralfunktion F spielen
eine zentrale Rolle in Theorie und vielen Anwendungen, insbesondere in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Hierzu miissen wir das
Integral F'(z) konkret berechnen, meist fiir kleine Werte wie = € [—4, 4].
© Wir werden spater lim, o [, ¢~*/?dt = /27 ausrechnen
dank zweidimensionaler Integration, Fubini und Transformationssatz.

® Fir F existiert keine elementare Formel. Auch dieses negative
Ergebnis ist niitzlich: Es hat keinen Sinn, sich vergebens abzumihen.
Die umsichtige Ingenieur:in versteht, was méglich ist, und was nicht.
© Die Darstellung von f und F als Potenzreihe erlaubt eine elegante
und extrem effiziente numerische Berechnung. Hierzu dient die folgende
Aufgabe; damit kénnen wir die Funktion F' bequem tabellieren.

Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe wsumng| | Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe pusohrung
Aufgabe: (1) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = e~*"/2 und ihre (2) Wir berechnen F(x) fiir z € [—4,4] auf 10~7 genau. Hierzu nutzen wir
Stammfunktion F(z) = [ f(t) dt in Potenzreihen um = = 0. die obige Reihe: Dies ist eine alternierende Reihe (a la Leibniz), hierfur
(2) Approximieren Sle F(z) durch ein geeignetes Polynom F,(x) kennen wir eine bequeme Fehlerschranke (Satz B3G). Fir n > 8 gilt
in allen Punkten 2 € [—4, 4] bis auf einen Fehler § < ¢ = 1077, n—1 1)kt | (_1)kg2htl 2+
Losung: (1) Dank der Reihe e = >"° ; z*/k! finden wir mihelos ZO 2FEN(2k 4+ 1) ‘ — 2kE1(2k + 1) | ~ 2"nl(2n+ 1)

2 & k 1) : Wann ist n gro3 genug? Auswerten dieser Schranke ergibt
_ 2k 2k+1 n grof3 genug? Auswerten dieser Schranke erg
= F(x 7
fl) = ;k R ka @+1)” o e
- = L >3.1077. n= Lt 7
n=30: 230301 61 =Z3-107", n=31: 2 31163 ~ <0810~

© Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI, denn Potenzreihen diirfen wir termweises ableiten.
Wir sehen F' = fund F(0) = 0, also F(x) = [ f(t)dt. [I]Analysis, Beispiel 3.8.5.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe siehe Seite D106.

© Jede Potenzreihe verhilt sich in ihrem Konvergenzkreis wie ein Polynom unendlichen Grades.
Damit konnen Sie rechnen, bequem und effizient, wie Sie dies in der HM2 gelernt haben. Ihre
Investition in die mathematischen Grundlagen zahlt sich aus, bereits hier und immer wieder!

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.
Hier ist eine elementare Integration unmdoglich, die analytische Integration gelingt jedoch leicht.

Eine geeignete Approximation ist demnach folgendes Polynom:

30 ~
(71)k1/,2k+1 . ‘I‘bs o
F(x) = P 7 e m <——<1 .
(@) ;02kk!(2k+1) + o mit 0] < o5 gires < 10

© Wir erhalten so alle Werte F(z) fir z € [—4,4] auf 10~7 genau.
Diese Naherung kann nun ein Computer numerisch auswerten.

Spaltfunktion und Integralsinus o
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Integralsinus als Potenzreihe

/2

i(2) = sin(a) /x| flr 2 # 0,
I far - = 0.

Ist si stetig? Gleitet unser Surfer

sogar glatt tber die Stelle z = 0?

sin(z) =z —2%/3! +2° /5! F ...
si(z) =1 22/3! +at/5! F

nicht elementar!

Satz B1Q: Liouville 1835

Die Spaltfunktion si:R — R ist stetig, analytisch sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion Si(z ft o si(t) dt ist nicht elementar.

Aufgabe: Entwickeln Sie si und Si als Potenzreihe. Lésung: :
o~ (=D* < (=D*

si(z) = kz; mz’% = Si(z) = 2 k)"

2k+1

Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI, denn Potenzreihen diirfen wir termweises ableiten.
Wir sehen Si’ = si und Si(0) = 0, also Si(z) = [” si(t) dt. [1] Analysis, Beispiel 3.8.7.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe siehe Seite D106.

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.
Die Spaltfunktion si und der Integralsinus Si treten zum Beispiel bei Beugung von Lichtwellen
an einem Spalt auf. Aquivalent hierzu begegnet uns die Spaltfunktion als Fourier—Transformierte
der Rechteckfunktion. [K107] Anwendung: So werden mikroskopisch kleine Strukturen gemessen.
Wir werden etwas spiiter sogar den Grenzwert lim,_, o0 f " °"‘<‘) dz = 7 ausrechnen konnen,
allerdings erst dank zweidimensionaler Integration, Integrdlsatzen und Residuenkalkiil. [F425]
Unerschrockenen gelingt dies auch eindimensional mit der Laplace—Transformation. [[409]
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Die Kurvenléange von Ellipsen

/\ Elementare Fragen erfordern oft nicht-elementare Antworten.
Elementare Integrierbarkeit sieht man dem Integranden nicht leicht an:

elementar integrierbar nicht elementar integrierbar
e® e’ o/
Inz Inlnz, vVinz
sinz, cosx sin(z)/x
Jianz G T
In(z)/z In(z)/(x —1)
Vita? Vita?
¥ + 2% Inx ¥, x¥Inx
[/ Vo' +1022 - 962 — 71 | =z /Val+102% - 96z — 72

© Computer-Algebra-Systeme nutzen den Algorithmus von Risch:
Er findet entweder eine elementare Stammfunktion, falls eine existiert,
oder aber er erkennt ihre Nicht-Existenz. Das ist phantastisch-genial!

Die Ellipse I" um den Nullpunkt (0,0) mit Radien r, s > 0:

S
/—__\

I = { (rcos(t), ssin(t))
={(zy /7)?

|te]

,27@}
+y/sfr=1}t )T

)€ R (s

e N O

Der umschlossene Flacheninhalt ist voly(A) = 7rs. (Warum?)
Die Kurvenlange von I ist gegeben durch das elliptische Integral

\/7"2 sin(t

=0
Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E noch ausfuhrlicher behandeln.
Fir r # s lasst es sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken!
Dies gelingt als Potenzreihe in der Exzentrizitét ¢ := /1 — s2/r2.

voly(T') = 2 + s2cos(t)2dt.




. . . . . . . B201 . . . . . . . B202
Viele Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar. eimenng| | Viele Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar. Erinnerung
Riemann-integrierbare Funktionen schachteln wir ein durch Treppenfunktionen (A3E).

Diese Technik funktioniert bestens fiir stetige Funktionen, stofit aber schnell an ihre Grenzen

4 Satz A3F: Riemann—Integrierbarkeit, hier eindimensional F0 1 2 Riwe 7\}
Genau dann ist f: R — R Riemann—integrierbar, wenn gilt:
@ Die Funktion f hat beschrankten Trager:
Es gibt ein endliches Intervall I C R sodass f(z) =0 flrz ¢ I
@ Die Funktion f hat beschrankten Wertebereich:
Es gibt ein endliches Intervall J C R sodass f(I) C J.
@ Die Funktion f ist fast tberall stetig:
Fur die Menge U C R der Unstetigkeitsstellen gilt vol, (U)

=10"
© Alle stetigen Funktionen f :[a,b] — R sind Riemann—integrierbar.
® Viele Funktionen sind allein mit Einschachtelung nicht integrierbar.

Die nichste Seite zeigt drei typische Beispiele. Bei f ist der Wertebereich unbeschrinkt,
bei h hingegen der Triger: Diese lassen sich nicht durch Treppenfunktionen einschachteln!

g:[1,2] 5> R:z — Ig(x)

\h:[2 +oo[ > Riz — 4
Die Funktion g ist in jedem Punkt unstetig: Zwar lisst sie sich durch Treppenfunktionen x
einschachteln, aber nicht beliebig genau, denn die Fliche dazwischen betrdgt mindestens 1
. B203 . - B204
Erinnerung: Monotone Konvergenz einmerung| | INtegration durch Ausschépfung Erinnerung
Die erweiterte Zahlengerade R vereinfacht Konvergenzaussagen Wir wollen f: Q — [0, o0] ausschdpfen durch messbare Funktionen
¢ Satz A2E: Supremum und Infimum in R fo<h<h< mit  f. S
Teil M C R hatei in Infi inR .
JEE 1BlmEng 1 EI0 ST W) G U ) [ D.h. es gilt monotone Konvergenz fi.(z) ~ f(z) fur jedes = € Q
Ist die Menge M leer, so gilt sup ) = —oo und inf ) = +o0 Dank Monotonie des Integrals gilt dann
¢ Satz A2F: monotone Konvergenz von Zahlenfolgen
9 canenioigs [ f@yae < [ f@ae< [ pados...
Jede wachsende Folge ap < a1 < as <... in R konvergiert gegen Q
einen Grenzwert a € R. Wir schreiben hierfir kurz a;, / a Hieraus folgt Konvergenz [, fi(x)dz * A gegen ein A € [0, .
Flr by > by > by > ... in R gilt entsprechend by, \, b mit b € R.

Auch die Grenzfunktion f ist dann messbar (A3G), und wir erhalten
4 Satz A2G: monotone Konvergenz von Funktionenfolgen / Fla)de = A
Jede wachsende Folge fo < f; < f < ... von Funktionen f;: 9 — R JQ
konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion f: Q — R

g © Diese Integrationsmethode ist das Prinzip der Ausschépfung
Das heif3t, fur jedes = € Q gilt fp.(z) * f(x), kurz f, / f.
Firgo>g1>g2>...:

Das Ergebnis ist wohldefiniert, d.h. es hangt nur von der Funktion f ab.
:Q — R gilt entsprechend g;, \, g:Q — R.

A

nicht jedoch von unserer willkiirlichen Wahl einer Ausschépfung fi. 7 f
Beispiel: Integration durch Ausschépfung Betopiel Beispiel: Integration durch Ausschépfung Betopil
f Aufgabe: Integriere f(z) = 2= auf Q = [1, +oo[ durch Ausschdpfung
» NN Loésung: Fir f, = f - Iy p Qilt fx 7 f. (1) FUr a = 1 finden wir
\& i 4 De k 1 HDI k
/ fe(z)dz = / —dx = {lnx] = Ink ~ +oo.
f2 12 =1
Fl< fi (2) Fir a < 1 fallt f noch langsamer:
IR i =t 5 . k ; 1—a 1k l—a _
— s = / Sr(x)dz = / z %z = {I ] = L N 40
fS =1 l-a =1 1—a
\ < T 3) Nur fir @ > 1 fallt f schnell genug:
1-a 1k l1—a
- 5 Def — HDI 1-k 1
e 5 R RO /fk P / o dy 2 {I } ="
/ =1 1-a],, a—1 a—1
4
\ <t e U = Dank Ausschépfung fi 7~ f gilt [ fx 7 [, f- Wir erhalten also
Jal <, I
\\_,,,;/,_fﬁ f]iT /’C 1 q Ink fira=1| koo +oo flra <1,
— 4 = —a 4. .
[ Zur Wiederholung siche Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.8 und spiiter B217. 2=1 ¢ 17(116_11 fira#1 ,JITI fura > 1.
Die Funktion f ist nicht Riemann—integrierbar, da ihr Triiger [1, 4+oo[ nicht beschrinkt ist
Beispiel: Integration durch Ausschépfung Bl Beispiel: Integration durch Ausschépfung Belepe
f ‘l‘f2 f3 fa Aufgabe: Integriere f(z) = % auf Q

=]0, 1] durch Ausschdpfung.
Lésung: Fir fi = f - 1,1 gilt fr 7 f. (1) FUr a = 1 finden wir

1
def 1 D) 1
' | /f}c Yde = / 7d == {lnm]
i i i a=1/x T z=1/k
‘\ ‘\ (2) Fir a > 1 wachst f sogar noch schneller:

= Ink ~ +oo.

1 el— 1 —1
\ / fk dl‘ Def / 2% da HDI [L a} _ ko -1
\\ \ =1/k

L—a],_y, a—1 / Foo
. (3) Nur fiir a < 1 wéchst f langsam genug:
1 1-a 1 a—1
| @ 1-k 1
—\ - - fk(x)dx';/ s de 2 [T } -5
f/‘fﬁ Q z=1/k l_a’zzl/k l1—a 1—a
k . .
BT Dank Ausschopfung fi 7 f gilt [, fr /* [q f- Wir erhalten also
T, T, T, I T,
[T Zur Wiederholung siche Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.9 und spiiter B217

o fura#1 ﬁ fira < 1.

L 1 Ink fira=1| ks J+oo flra>1,
—dz = ¢ te1 —
, iel 3.7. i . e=1/k T 1oke
Die Funktion f:]0, 1] — R ist nicht Riemann—integrierbar, da sie nicht beschrinkt ist
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Erinnerung

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

B210
Erinnerung

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

f -+ \ =
J
/ \—/ P D / P 5 /

Bislang haben wir positive Funktionen durch Ausschépfung integriert.
Das passt zur Idee des Volumens und vereinfacht die Formulierung.

Fir beliebige Funktionen f: — R kénnen wir wie folgt vorgehen:
Wir zerlegen f = f* — £~ in Positivteil f* und Negativteil f~ geman

) = { f(z) falls f(z) >0, @) = {— flz) falls f(z) <0,
0 sonst, 0 sonst.

Fur jede Funktion f:Q — Rgilt f = f* — f~und |f| = f* + f~.

Umgekehrt gilt allgemein f* = max(0,£f) = 3(|f| + f).

Fir f(z) = £oo nutzen wir die Konvention co — oo = 0.

Zur Erinnerung an A3K: In einer Dimension sei 2 C R ein Intervall.

Definition B2A: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Genau dann ist f: Q — R messbar, wenn f*:Q — [0, co] messbar sind.
(1) In diesem Fall ist auch |f| = f* + f~ messbar, und somit gilt

/Q|f(17)|d17:/Qf+(x)dx+/ﬂf*(x)dm

(2) Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Fall kénnen wir das Integral von f definieren durch

/9 flo)da:= /S;fﬂr) dz — /Q /(@) da.

/\ Die Differenz oo — oo ist sinnlos! Zur Integration von f = f* — f~
missen Positivteil £+ und Negativteil f~ endliche Integrale liefern.

© Das Kriterium || f()| dz < oo ist einfach, prazise und bequem.
Geschickte Abschatzung vermeidet die miihsame Berechnung von f=.

B211
Erinnerung

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

B212
Erinnerung

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Beispiel: Fir die Funktion f:R — R mit f(z) = sin(x)/z gilt
/Rer(.r) dz = /Rf’(r) dz = oo.

Demnach ist f also nicht absolut integrierbar. (Seite B149 zeigt eine
Skizze, die ausflhrliche Rechnung diskutieren wir auf Seite B421.)

In diesem Fall hat es keinen Sinn, die Differenz co — oo zu betrachten!
Wir werden daher meist die absolute Integrierbarkeit voraussetzen.
In diesem besten Falle haben f*, f~ endliches Integral, und wir setzen

[r@a= [ rwa- [ ree

Andernfalls haben viele Integrale zunéchst keinen Sinn! Notfalls miissen
wir uneigentliche Integrale oder den Cauchy—Hauptwert nutzen:

0 b r
/a f(x) da:+b£1l1w/0 f(z)dx oder lim /7Tf(:17) dz

7—00

lim
a——00
Diese Konstruktionen sind etwas subtiler und leider weniger robust.

Die beste und robusteste Eigenschaft ist die absolute Integrierbarkeit.

Wir wollen méglichst allgemeine Funktionen f: Q — R integrieren.

Zudem sollen die Rechenregeln mdglichst einfach und allgemein sein.

Dies gelingt nach Lebesgue mit den absolut integrierbaren Funktionen.

Zur Erinnerung an A3L: In einer Dimension sei Q C R ein Intervall.

Satz B2B: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten ein Integrationsintervall Q C R, etwa Q = R.

Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen
LM =LY QR) = { f: Q=R [,|f(z)|dz < 0 }

ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung

Jo i LYQ) =R : f [, f(2)da.
Sie ist normiert, monoton, erflllt Einschachtelung und Ausschépfung.

Hierbei ist L1(Q2) der kleinste Funktionenraum, fiir den dies maglich ist,
und auf L1(Q) ist das (Lebesgue-)Integral hierdurch eindeutig bestimmt.

B213
Erganzung

Der Hauptsatz fur stiickweise stetige Funktionen

B214
Erganzung

Der Hauptsatz fur integrierbare Funktionen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das Arbeitspferd
der eindimensionalen Integration. In vielen Anwendungen, auch spéter
in dieser Vorlesung, werden zudem stlickweise stetige Funktionen (B1E)
integriert. Die Ausformulierung das Hauptsatzes ist hier nicht schwer:

Satz B2c: Hauptsatz fir stiickweise stetige Funktionen
Ist F': [a, b] — R stetig mit stiickweise stetiger Ableitung f = F, so gilt

b
/ f(#)dt = F(b) — F(a).
Ist umgekehrt eine Funktion f: [a, b] — R stlickweise stetig, so ist

Filaf >R mit Fr)i= /wf(t)dt

stetig und erflllt F(z) = f(x) fur alle bis auf endlich viele z € [a, b].

© Der Satz folgt aus dem HDI (B11) durch stiickweise Integration.
Die folgende Optimierung ist technisch, zahlt sich aber spéter aus.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt viel allgemeiner fiir alle absolut
integrierbaren Funktionen f : [a, b] — R, egal ob stetig, stiickweise stetig, oder sehr unstetig.
Die Integralfunktion F' ist dann nicht mehr iiberall differenzierbar, aber immerhin fast iiberall.
Die genaue Formulierung beruht auf dem Begriff der absoluten Stetigkeit (L] Heuser §131):

Definition B2D: absolut stetige Funktionen

Eine Funktion F': [a, b] — R heiB3t absolut stetig, wenn fir jedes € > 0
ein § > 0 existiert, sodass gilt: Ausa <a; <b; <---<a, <b, <b
mitn e Nund Y, |a, — bg| < 0 folgt -7, [F(ax) — F(by)| < e.

Fiir n = 1 ist dies die gleichmifige Stetigkeit; diese wird hier fiir n Intervalle verschirft.
Absolute Stetigkeit liegt zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit, allgemein gilt namlich:
stetig differenzierbar = stetig und stiickweise stetig differenzierbar = Lipschitz—stetig =
absolut stetig => gleichmifig stetig = stetig. Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.
Lipschitz—Stetigkeit von F': [a, b] — R bedeutet, dass F’ beschriinkte Differenzenquotienten hat,
also |w‘ < L fiir eine Konstante L € R und alle s # ¢ in [a, b]. Das ist oft niitzlich.

Der folgende Satz von Lebesgue verallgemeinert den Hauptsatz B11 der Differential- und
Integralrechnung von (stiickweise) stetigen Integranden zu absolut integrierbaren Integranden.
Dieses Ergebnis beinhaltet die Integralfunktionen aller stiickweise stetigen Funktionen

und auch sonst alle Funktionen, die uns im Folgenden begegnen werden.

B215
Ergénzung

Der Hauptsatz fir integrierbare Funktionen

B216
Ergénzung

Der Hauptsatz fir integrierbare Funktionen

© Die absolute Stetigkeit ist maBgeschneidert fiir den HDI,
denn sie charakterisiert genau die Integralfunktionen:

Satz B2E: Hauptsatz fiir absolut integrierbare Funktionen

Ist F': [a, b] — R absolut stetig, so ist F' fast Uiberall differenzierbar,
ihre Ableitung f = F’:[a,b] — R ist absolut integrierbar, und es gilt

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Ist umgekehrt eine Funktion f: [a, b] — R absolut integrierbar, so ist

F:la,b] >R mit F(z):= /mf(t)dt

absolut stetig, fast Uberall differenzierbar, und fast Gberall gilt F’ = f.

Hierzu definieren wir die Ableitungsfunktion F”: [a,b] — R durch den
Differentialquotienten F”(x) = limg_,,(F(£) — F(x))/(§ — ) fir alle
x € [a, b], in denen dieser Grenzwert existiert, und F’(z) := 0 sonst.

© Absolute Stetigkeit lasst sich somit leicht charakterisieren:

Korollar B2F: absolut stetig und absolut integrierbar

Genau dann ist F': [a, b] — R absolut stetig, wenn es eine absolut
integrierbare Funktion f : [a,b] — R gibt mit F(z) = F(a) + [ f(t) dt.

© Die partielle Integration gilt in allgemeiner Fassung:

Korollar B2G: partielle Integration, vgl. B1J

Sind F, G : [a, b] — R absolut stetig, so auch F'G, fast Gberall gilt
(FGY = F'G + FG' und somit [* FG' = [FG], — [ F'G.

© Die Substitutionsregel gilt noch fiir monotone Parameterwechsel:

Korollar B2H: Substitutionsregel, vgl. B1K

Sei g:[a,b] — [c, d] monoton und absolut stetig. Ist f: [c, d] — R absolut

integrierbar, so auch (f o g) - ¢’ und f:f(g(t))g’(t) dt = fgg((f)) f(u) du.
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Erinnerung

Uneigentliche Integrale: einseitig

Uneigentliches Integral: beidseitig

B218
Erinnerung

Zu integrieren sei f :[a, b[ — R, wobei —co < a < b < 4o0.

) s 1]

R, wobei —co < a < b < +o0.

f(xj = ﬂh(r)Ar

Zu integrieren sei f :]a, b —

€T

Die Funktion f sei auf jedem Teilintervall [a, 8] C
Wir nennen f uneigentlich integrierbar auf [a,

R

[a, b integrierbar.
b[, wenn der Grenzwert
—b B8
z)dr = 1l z)dx
[ r@de =t [ f@)da
in R existiert. Er hei3t dann uneigentliches Integral von f auf [a, b[.
L] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.7.

Dkl 22 citiiiimiiimuuniilimifiit s i

Die Funktion f sei auf jedem Teilintervall [, 8] C ]a, b[ integrierbar.

—b
flz)dx = hm
—a aNa Jq
Wir nennen f uneigentlich integrierbar, wenn beide Grenzwerte in R
existieren. lhre Summe heif3t uneigentliches Integral von f auf |a, b[.
Dies ist unabhangig von der Wahl des Teilungspunktes z € |a, b].

e dx+11m/ f(z

B219
Erinnerung

Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

B220
Erinnerung

Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

Zur Integration Gber ganz R haben wir drei nltzliche Méglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

/Rf(x)dx::/Rer(ac)dac—/Rff(z)di.

/\ Hierzu miissen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein lber Q C R™ (A3K).
(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte

b
/ f(z)dz := hm / f(z)dz + lim /f(L) dz.
b—+o00

/\ Hierzu miissen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
© Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)

CH/ f(z d:rfhm/f dz.

© Existiert das Integral (2) so auch (3) und beide sind gleich. 6223
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht. B417]

Diese drei Begriffe hAngen eng miteinander zusammen:
absolut ? uneigentlich ? Cauchy—Hauptwert

Fur das absolute Integral (1) von f = f+ — f~ integrieren wir Positivteil
1 und Negativteil f~ getrennt. Sind beide Integrale endlich, so kénnen
wir ihre Differenz bilden, das Ergebnis ist das absolute Integral von f.

Sollte f nicht absolut integrierbar sein, so betrachten wir stattdessen
allgemeiner (2) oder gar (3). Wir nehmen hierzu an, dass f wenigstens
Gber jedem endlichen Intervall [a,b] C R absolut integrierbar ist.

Fir das uneigentliche Integral (2) wahlen wir einen Teilungspunkt z,
zum Beispiel z = 0. (Das Ergebnis ist von dieser Wahl unabhé’mgig )
Wenn beide Grenzwerte lim,—, o [ f(z) dz und lim,, 4 [ f(x)dz
existieren, so nennen wir f uneigentlich |ntegr|erbar und deflnleren
das uneigentliche Integral f f(z) da wie oben als ihre Summe.

Fir den Cauchy—Hauptwert (3) bilden wir das Integral [” f(z) dz Uber
das symmetrische Intervall [—r,r] und bilden den Grenzwert r — oco.
Wenn dieser existiert, so nennen wir ihn den Cauchy—Hauptwert.

B221
Ausflihrung

Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit

B222
Ausfiihrung

Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit

Satz B21: Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit.
(1) Far jede messbare Funktion f:]a, b — R und z € |a, b] gilt

hm/\f \dx+hm/|f |dz—/ |f(z)|de.
(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt

f(z)dz

Ja,b]

lim

aNa [,

z B
f(x) dx+[lji;1‘}7/z flz)da =

Fiir nicht-negative Funktionen f > 0 stimmen also beide Integrationsmethoden (absolut vs
uneigentlich) iiberein und liefern dasselbe Ergebnis. Fiir absolut integrierbare Funktionen f ist
die Definition [ f = [ f* — [ f~ die robustere Methode mit besseren Eigenschaften. Wenn sie
moglich ist, so impliziert sie insbesondere die uneigentliche Integrierbarkeit. Wie unten erldutert
gibt es jedoch auch Funktionen, die nicht absolut, sondern nur uneigentlich integrierbar sind.

In solchen Notfillen miissen wir uns mit uneigentlichen Integralen begniigen, auch wenn sie
weniger gute Eigenschaften haben. Das ist spiter fiir Fourier—Integrale immer wieder niitzlich.

Nachrechnen: Sei o, \, a und 3, b Folgen mit o, < z < 3,,.
Sei zunachst f > 0. Fir f, =1}, g, f giltdann f, 7 f, also

/l f(x)dx:/] ]fn(x)dx Va ]. ]f(x)dx

~Bn .
f(x)dx:/ h@de & [ f@)de
z J[z,b]

J[z,b]

Dies beweist die erste Gleichung. Ist f absolut integrierbar, so gilt

/fi/ I"= /f_ - az]f+7 ]az]f_: ]azf7
I A A IR B

Demnach existiert beide Grenzwerte, und es gilt die zweite Gleichung.

/\ Ist f nicht absolut integrierbar, so existiert in manchen Fallen
wenigstens noch das uneigentliche Integral. Das ist sein Zweck.

B223
Ausfiihrung

Uneigentliches Integral: Cauchy—Hauptwert

B224
Ausfiihrung

Uneigentliches Integral: Cauchy—Hauptwert

Der Cauchy—-Hauptwert einer Funktion f:R — R ist

CH/ f(z)dz _Thﬁrgo/;’;.f(ac)dr

insofern dieser Grenzwert in R existiert. Diese Vereinbarung erlaubt uns,
auch manch divergenten Integralen noch einen Wert zuzuordnen, sofern
sich divergente Teile verschiedenen Vorzeichens gegenseitig aufheben.

Satz B2J: Absolute Integrierbarkeit impliziert Cauchy—Hauptwert.
(1) Fir jede messbare Funktion f:R — R gilt

i [ 1)l da = / |f(2)] de.

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt

f M—/f

lim
T—00

Bemerkung: In Definition und Satz nehmen wir stillschweigend an, dass
die Funktion f:R — R auf jedem Intervall [—r, 7] integrierbar ist.

Nachrechnen: Sei (r,),cn eine Folge mit r,, * 4o0.
Sei zunéchst f > 0. Fir f, =1, . f giltdann f, 7 f, also

jl f(.z')d.z':/Rf,,,(m)dm Va /Rf(:lz)da:.

Dies zeigt die erste Gleichung. Ist f auf R absolut integrierbar, so gilt

[i=r-[r » [r-[r=]s
—Tn —Tn - R R R
Demnach existiert dieser Grenzwert, und es gilt die zweite Gleichung.

/A Ist f weder absolut noch uneigentlich integrierbar, so existiert manch-
mal wenigstens noch der Cauchy—Hauptwert. Genau das ist sein Zweck.
Er hat nicht ganz so gute Eigenschaften, ist aber besser als nichts.
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Erinnerung

Monotoner Vergleich von Summe und Integral

B302
Erinnerung

Anwendung auf die harmonische Reihe

f(a)

f(z)

fla+1)

flat+1)

fla+2) S0 1
a 7(6) b

Satz B3A: monotoner Vergleich von Integral und Reihe
Sei f:R>p — Rzo monoton fallend. Fir alle « < b in N gilt dann:

/ fa

Durch Umstellung ist hierzu &quivalent:

© Reihe und Integral haben gleiches Konvergenzverhalten fiir b — oo.
© Beide kdnnen gegenseitig als Naherung genutzt werden.

k= a+1

Aufgabe: Wir untersuchen die harmonische Reihe
n 1
H, = -
> %
k=1

(1) Schachteln Sie den Wert H,, ein durch den Logarithmus In(n).
(2) Folgern Sie das Konvergenzverhalten von H, flr n — cc.
(3) Bei welchem Index n Uberschreitet H,, den Wert 1000?

Lésung: (1) Fur die Funktion f(x) = 1/x erhalten wir dank Satz B3A:

"1
In(ln+1) < — < 1+4+1In(n
( ) < ; i S (n)
© Die harmonische Reihe wachst wie der natiJrIiche Logarithmus!
(2) Insbesondere erhalten wir die Divergenz 3" _, + — oo fiir n — co.
(8) Bei n ~ e'%% ~ 2. 10%34, Wir werden das also sicher nie erleben!
(I Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §1.8-§1.9.

© Den Vergleich von Summe und Integral nutzen wir ausgiebig fiir den
lokalen Grenzwertsatz in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Kapitel V).

In(n)
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Approximation einer Dirichlet—Reihe durch Integrale

Aufgabe: (1) Finden Sie Stammfunktionen zu den Funktionen

1 1 1
z (Inz)s’

(2) Fur welche Exponenten s € R konvergieren folgende Reihen?

=1
2
k=1

z5 z Inz(Inlnz)s’

- 1
; k(nk)* & klnk (k)

Lésung: (1) Wir unterscheiden die Falle s = 1 und s # 1:
dx " " dz
?—ln(:v)7 / oz =Inlhz, /m—lnlnlnx
dz s / dz (Inz)'~* / dz _ (Inlna)'—*
25 1—-s Ja(lnz)s 1-s > Jrhha(nlnz)®  1-s

(2) Fur s < 1 divergieren die Integrale, also auch die Reihen (B3A).
Fir s > 1 konvergieren die Integrale, also auch die Reihen. (Elementare
Grenzwerte sind nur fiir spezielle Werte wie s = 2,4,6,8, ... bekannt.)

Aufgabe: Berechnen Sie durch Summation ndherungsweise den Wert
; 3 der Riemannschen Zeta—Funktion ((s Z =

bis auf einen Fehler < ¢ = 0.5- 1079, also sechs Nachkommastellen.
Wie kontrollieren Sie den Fehler? Wie weit miissen Sie summieren?

Lésung: Wir berechnen die endlichen Summen sn =Y k3 und

wahlen n so, dass der Rest ((3) — s, = > 5,1 k> Kleiner als ¢ ist:
00 . . e%s) . 1 |
0 < / z3dr < Z kP < / r7%de = 5 < ¢
x=n+1 T=n 2n?
: k=n+1

Die Wahl n = 1000 garantiert einen Fehler < 0.5 - 1076 = 0.0000005.
Wir finden s1900 = 1.20205640 . . ., also 1.20205689 < ¢(3) < 1.20205691.
© Noch besser: s, + (n+1)72/2 < ((3) < s, +n"2/2, Fehler < n=3
Mit diesem raffinierten Trick gentigt schon die Summation bis n = 100.
© Mit Fourier-Reihen (Kapitel 1) finden wir ¢(2) = 72/6, ¢(4) = n*/90,
¢(6) = 7%/945. Fur ¢(3), ¢(5), ¢(7) sind keine solchen Formeln bekannt.
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HDI: diskrete Version fir Summen

Aufgabe: (1) Nennen und beweisen Sie die Summenformeln zu
n—1 n—1 n—1 n—1
DI DD DL DS
k=0 k=0 k=0 k=0

[1] Zur Wiederholung siche Stroppel, Hohere Mathematik 1, Beispiele 1.2.2 und 1.2.4.

(2) Allgemein: Formulieren Sie die diskrete Version des HDI (Satz B11).
(3) Analog zu monoton fallenden Funktionen sei nun f:R>y — Rx>q
monoton wachsend. Formulieren und beweisen Sie (wie in Satz B3A)

Losung: (1) Wir kennen bzw. finden die Summenformeln

! n(n—1)

len E k_i

k=0

n—1 n— 1 2

ZkQ:n(n_l)(Qn_l) st n n—l)
6 9

k=0

(2) Liegt eine solche Formel Z};S f(k) = [F]O bereits (als Vermutung)
vor, so gelingt der Beweis leicht durch folgende ,diskrete Ableitung”:

Ungleichungen zwischen Summe >~}'_, f(k) und Integral f x)dx . : —
(4) Beweisen Sie fiir jedes s € R>( eine Ungleichung der Form Sfitz R )L Gl el VErEe Summeﬂn
T Fur f,F:Z — R gelte f(k) = F(k+1) — F(k) furalle k € Z.
e (n— 1)+ < Z o< eonstL Durch Summation erhalten wir hieraus die Teleskopsumme
o - o b1
k=0 b
mit einer passenden Konstanten ¢, € R, und allgemeiner Zf Z F(k+1) = F(k)] = F(b) = F(a) =: [F],.
k=a k=a
b—1
e [(b= 1" = (a = 1)) Dk < e[t —att] Beispiele sind f(k) = 1, F(k) = kund f(k) = k, F(k) = k(k — 1)/2 etc.
k=a wie oben angegeben. Man rechnet dies nun leicht / mechanisch nach.
Monotoner Vergleich von Summe und Integral emenng| | Monotoner Vergleich von Reihe und Integral Eximening
(3) Wir machen eine Skizze und lesen die Ungleichungen ab: (4) Wir wenden den Satz auf die Funktion f(z) = z* mit s > 0 an.
f) PR oL Dank der Stammfunktion [ z* dz = 251 /(s + 1) erhalten wir
fla+2 To-1) h
fla+1)
F@+1 251 b b-1 251 b
7@ s
a b €T |:S+1j|a71 kgak |:S+1j|a‘

Satz B3c: monotoner Vergleich von Summe und Integral
Sei f:R>¢ — R>o monoton wachsend. Fir alle a < b in N gilt dann:

b b
| t@ae < 3 s

k=a+1

Durch Umstellung ist hierzu aquivalent:

b—1 b
) < [ f@)de

Ubung: Beweisen Sie die Satze B3A, B3B, B3¢ sorgsam per Induktion.

b—1

fla) +

r=a

Im Spezialfall a = 0 und b = n — 1 folgt hieraus

n—1

Ss
k=0

© Wir sehen insbesondere, dass wir die Konstante ¢, = 1/(s + 1) nicht
anders wahlen kdnnen, in diesem Sinne sind diese Schranken optimal.
© Wir erhalten so eine niitzliche Naherungsformel fiir 37—, &2,
genauer sogar eine Einschachtelung: verlasslich und beweisbar.

© Wenn’s exakt sein muss, haben wir obige Summenformeln (1).
Diese liefern den exakten Wert, sind dafur aber etwas mihsamer.

(n—1)%*1

s+1

nstl




Naherungsformel fiir die Fakultat n! o

B310

einnenng| | Stirling—Formel: grobe Ungleichung Erinnerung
© Mit Integralen kénnen Sie nicht nur Flacheninhalte bestimmen, Inz
sondern auch Summen und Produkte berechnen oder approximieren.
Als wichtiges Beispiel betrachten wir hier die Formel von Stirling.
Fir jedes n € N ist die Fakultat definiert durch n! :=1-2-3---n.
Fiir n — oo suchen wir eine einfache, aber gute Naherungsformel.
ol=1 7! =5040 14! = 87178291 200
=1 8! =40320 15! = 1307674 368 000
1 2 3 n—1 n
21=2 9! = 362880 16! = 20922 789 888 000
3 =6 10! = 3628800 171 = 355 687 428 096 000 Lésung: (1) Wir vergleichen Integral und Summe:
41=24 11! = 39916 800 18! = 6402 373705 728 000 [i'mnzdz=[zlnz—z]] =nlnn—n+1
5! =120 12! = 479001 600 19! = 121 645100 408 832 000 < In2+m3+---+In(n—1)+1Inn =In(n!)
6! =720 13! = 6227020 800 20! = 2432902008 176 640 000 < fl"ln:rderlnn =(Mn+1)lnn—n+1
Aufgabe: (1) Gewinnen Sie Abschatzungen fiir n! (grobe Ungleichung) Dank Monotonie der Exponentialfunktion erhalten wir
H n n P 1
durch den Vgrglglch von Integra!.fz:.1 Inz dz und %umme D oheq Ink. . <Q>" <l < en (ﬁ)?l.
(2) Nutzen Sie die Trapezregel fir eine bessere Naherung. e e
Stirling—Formel: bessere N&herung Emenng Stirling—Formel: asymptotische Aquivalenz Eximaning

/

Trapezregel: Graphisch ist hier kaum
noch ein Unterschied zu erkennen.

Bt

1 2 3

n—1 n
(2) Fur alle n € N> gilt dank Trapezregel und Konkavitét:

— +In(k + 1) In(n)
2

n n—1
In(k)
>
/1 Inzdr g Z 2
k=1
Dank Monotonie der Exponentialfunktion erhalten wir
1<e (")"
n < n\— .
~ e

© Diese Abschéatzung ist um einen Faktor /n besser als die vorige.
Bis auf den konstanten Faktor e ist dies die berihmte Stirling—Formel!

= In(n!) —

Die Ahnlichkeit von n! und v/n(2)" haben wir oben erklért durch
Vergleich von Summe und Integral. Die dabei gefundene Konstante
e /2 2.7183 ist allerdings noch etwas zu groB3. Die richtige Konstante
V27 ~ 2.5066 werden wir spater ausrechnen kénnen, siehe D435.

Satz B3D: Stirling—Formel mit Fehlerschranke
Fiir n — oo gilt die asymptotische Aquivalenz

n n
n! ~2mn (7) .
e

Die Aquivalenz f(n) ~ g(n) bedeutet f(n)/g(n) — 1 fir n — co.
Genauer gilt
nl =+2mn (Ey 5
e
mit Fehlerschranke
<e(n) <

1
m\o.

1
0<—
~12n+1
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Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)!

B314
Erinnerung

Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)!

Die Gamma-Funktion istI': Ryg — Ryg: 2 [(2) := [*° 2" le 2 da.

=0

Dieses Integral konvergiert fur alle z > 0 und divergiert fiir z < 0.

fol@) =27 tee /M

4 / 5 |
fi e N

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hdhere Mathematik 2, 3.7.13.

lim (1
k—+o0

=0

Aufgabe: Berechnen Sie I'(1),I'(2),T'(3),I'(4), ..., allgemein I'(n + 1).
Zeigen Sie hierzu die Funktionalgleichung I'(z + 1) = zI'(z) flr z > 0.

\ \ \ \
r2) = /OO ze Tdx = [—m e*’”]
=0

o]

oo
g
z=0 =0

e fdr=1

B315

Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)!

B316

Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)!

00
+3/ e Pdz=3-2=6
=0

=0

Erinnerung Erinnerung
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Wir nutzen Ausschépfung und partielle Integration:
oo k
I(z+1)= / e ¥ dz = lim / r¥e " da
=0 k=00 Jz=0
k k
= lim ({—mz cf’”} + z/ ¥ le™® (1.7;)
\ \ \ \ \ \ k=00 2=0 =0
00 o] o z—1 _—x
F(S)—/ xQe*Idx—{—x“’e*I] +2/ dledr=2-1=2 22/7 e e dr = 2T().
=0 =0 =0 =0
‘ ‘ Satz B3E: Funktionalgleichung der Gamma-Funktion
o Far alle z > 0 gilt
\‘\ \ [(z+1) = 2T(2).
—— || MitI'(1) = 1 folgt per Induktion I'(n + 1) = n! fiir alle n € N.
\ \ \ \ \ \ \

Die Gamma-Funktion I : R~ o — R ¢ interpoliert in diesem Sinne die Faktultit ! : N — N.

Sie ist zudem logarithmisch konvex, d.h. InT" ist konvex. Diese Eigenschaften charakterisieren
die Gamma-Funktion (Satz von Bohr): Ist eine Funktion f: R~o — R logarithmisch konvex
und erfiillt f(1) = 1 sowie f(z + 1) = z f(z) fiir alle z > 0, dann folgt daraus bereits f = T".
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Konvergenz von Reihen

Aufgabe: Wiederholen Sie aus der HM2 die Grundbegriffe zu Reihen:
L] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Héhere Mathematik 2, §1.7-§1.9.

(1) Definieren Sie (absolute) Konvergenz und Grenzwert einer Reihe
> a
k=ko

Hangt die Konvergenz vom Startindex ky ab? und der Grenzwert?

Was sagen Sie zur Behauptung 1 +2+3+4+5+--- = —1/12?

(2) Untersuchen Sie Konvergenz und ggf. Grenzwert der Reihen

mit Termen a4, € C.

§ 2" furzeC, § W fir z € C, § W fir s € R.
k=0 k=0 k=1

Welche Kriterien fiir Konvergenz bzw. Divergenz kennen Sie?
(3) Untersuchen Sie Konvergenz und ggf. Grenzwert der Reihen
Y it
k=0 k=0
Fir 2z = 1?7 Was besagt das Kriterium von Leibniz? Dirichlet? Abel?

k+1

fir z € R, 22+ furz e R.

Lésung: (1) Wir nutzen die Folge der Partialsummen s, := >/, " as.
Die Reihe konvergiert genau dann, wenn s,, fir n — oo konvergiert.
Gilt Konvergenz s,, — s fiir n — oo, so schreiben wir Zf:ko ap = s

oo

Z ag : hm Z a

k=Fko k=ko
GemaB dieser Definition gilt 1 +2 +3+4+ 5+ --- = co. (Wer’s anders
will, muss eine andere Art der Konvergenz von Reihen vereinbaren.)
Nullfolgenkriterium: Konvergiert die Reihe >~ ax, so gilt ax — 0.
Die Umkehrung gilt nicht, siehe harmonische Reihe }77, 1/k = o0
© Dieses Kriterium ist notwendig, aber nicht hinreichend.
Cauchy-Kriterium: Die Reihe Z;C:kn ay, konvergiert genau dann, wenn
fur jedes € > 0 ein k1 > ko existiert mit |} _, ax| < e fur alle m,n > k.
© Hieraus folgt das vielseitige Majoranten-Minoraten-Kriterium:
Die Reihe >_;2 ;. i, konvergiert absolut, wenn 3772, lax| < oo gilt.
Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent, dank Cauchy—Kriterium.
Die Umkehrung gilt nicht, wie die beiden Reihen aus (3) in z = 1 zeigen.
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Konvergenz von Reihen

(2) Fur |z| < 1 konvergiert die geometrische Reihe und zwar absolut:
= 1
1—-=z

sz:1+z+22+z3+... =
k=0
Fur |z| > 1 divergiert diese Reihe. (Die Funktion rechts ist zwar fur alle
z € C~ {1} definiert, aber die Reihe links konvergiert nur fir |z| < 1.)
© Hieraus folgt das Quotienten- und das Wurzel-Kriterium.
Fir jedes z € C konvergiert die Exponentialreihe und zwar absolut:

A

oozk Z2 23
Yo =ldet sttt
— k! 2 34

Die Reihe > k~* konvergiert fir s > 1 und divergiert fir s < 1.
(3) Diese beiden beriihmten Reihen konvergieren, aber nicht absolut:

= exp(2)

i(_l)k PR S In2
——=1l--+-—-—=+_-—=+... =ln
E+1 23 45 6
k=0

o0

(=1)k 1 1 1 1 1 ™

=l-cH-—cf-—— = — = arctan(1

Z2k+1 sty 7tg 1T g~ arctan(l)

k

Il
<}

Die Grenzwerte der beiden Reihen kénnen wir wie folgt nachrechnen:

1 1,n P e P
11127/0 1+xdx7-/(]<§(—1)x +ﬁ>dx
n+1

n 1
(*Uk 1/ z
_ _1)nt d
> g e o 1tz "

n k 1 ,.n+1 1
-1 ; 1
In2— (=1) :/ * dzg/ Az =—— 50
k1| Jo T4 Jo n+1
1 1,n 12042
™ 1 (=1)ntg
Z - dz = B LT WA I |
4 /0 T+a2 " /o(,m( A ’
n k 1 ,2n+2
-1
ey [ E
= 2k+1 o 1+ a2
Uy 1 2042 1
T_ (=1) = i de < [ 22 de = ! = —0
1Skt fy 12 g 20 +3
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Abelscher Grenzwertsatz
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Konvergenzkriterium von Leibniz

Beide Grenzwerte sind Spezialfélle eines allgemeinen Sachverhalts:
© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten!
Satz B3F: Abelscher Grenzwertsatz

Sei Y72, ai eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.

Dann konvergiert die Potenzreihe f(z) = 332 aa® fir alle = € [0,1]
und die so definierte Funktion f: [0, 1] — C ist stetig, sogar in x = 1.

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

o n—1
(1) D (=DFay = dim Y (=1)Fax,
=0 "0
00 r
(2) / e“"a(z)dz := lim e“a(zx)dr, w#0.
=0 T Ja=0

Satz B3G: Leibniz—Kriterium fir Reihen
Die Folge a;, € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; \, 0,

Fir z 1 konvergiert also f(z) = S2° , arz® gegen f(1) = 3% ay. - ) )
a e 1) = Yo are” g2gen f(1) = >izo a also ap > a3 > ag > ... und a; — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
Beispiel: Fir alle = € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung und wir haben die Fehlerschranke |22, (—1)*ay| < a, \, 0.
o0 k 2 3 4 5 6
)k o P - o L o .
In(l+2) =) (k+)1 = % + % - LZ +Z - % +... Satz B3H: Leibniz—Kriterium fr Integrale
o)
k=0 Die Funktion a:R> — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) \, 0,
o0 B [ . — . .
arctan(z) = 3 (—=1)F S z? N 2 2’ N 20 2t . Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).
’ £ 2k + 1 3 5 7 9 1
. =0 . . . Das Leibniz—Kriterium zur Konvergenz von Reihen kennen Sie aus der HM2. Wir betrachten und
Fir x 1 erhalten wir dank Abel die oblgen Grenzwerte. beweisen im Folgenden gleich die Verallgemeinerung zum Konvergenzkriterium von Dirichlet.
Konvergenzkriterium von Dirichlet sushruny Konvergenzkriterium von Dirichlet usohrong

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form
n—1

(1) Zak b = hm Zak b,

(2) [Oa(q)br Ydx = hm/

Satz B3I: Dirichlet—Kriterium fiir Reihen

Die Folge a;, € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; ~\, 0.

Die Folge b;, € C habe beschrénkte Partialsummen B, = >/~ b,
das heiBt |B,,| < M fir eine Konstante M € R und alle Indlzes n e N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, N\, 0 fir n — occ.

Satz B3J: Dirichlet—Kriterium fir Integrale

Die Funktion a:R> — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) ™\, 0.
Die Funktion b:R>o — C sei auf jedem Intervall [0, r] integrierbar mit

beschrankter Integralfunktion B(r) = [ b(z) dx, das heiBt |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2) m|t Fehler < 2Ma(r) \, 0 fir r — oo.

Beweis fiir Reihen: Per Induktion zeigt man fiir alle n < p folgende partielle Summation:

p—1 -

1
Zakbk = de Bry1 —
k=n

Dies ist im Betrag < 2a,, M N\, 0, denn |a,By| < ap, M und |a, By| < an M sowie

p—1

Z(ak-H — @) Bt

k=n

p—1

By) = apBy — anBn — Z(ak+1 — ak)Br1
k=n

p—1

p—1
<> |(akt1 —ar)Be| < 3 (ax — axp1)M = (an — ap) M.
k=n k=n

Dank Cauchy—Kriterium konvergiert die Reihe >}~ ) o arbi gegen einen Grenzwert s € R.

Zudem liefert unsere Rechnung die explizite Fehlerschranke |s — ZMD arbi| < 2May,.
Beweis fiir Integrale: Zur technischen Vereinfachung der Rechnung nehmen wir zusitzlich
a € C*(Rxo,R) und b € C°(Rx, C) an. Wir konnen dann partielle Integration B1J nutzen:
/ a(x) b(z) de = / a(z) B'(z)dx = [a(z) B(w)] to / a'(z) B(z) dz
z=r z=r r x=r

Dies ist im Betrag < 2a(r)M, denn |a(s)B
/ a'(z) B(z) dz g/ ‘a/(ac)B(

Demnach konvergiert das Integral f::u a(x) b(x) dz gegen einen Grenzwert I € R; zudem

erhalten wir die explizite Fehlerschranke |1 — [7_ a(z) b(z) dz| < 2Ma(r) \ 0 fiir r — oo.

(s)] < a(s)M und |a(r)B(r)| < a(r)M sowie

1)‘ dz < /é —d'(x)M dz = [a(r) — a(s)| M.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Elementare Grundintegrale / Stammfunktionen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung B11 erklért,
in welchem Sinne Differenzieren und Integrieren einander umkehren:

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion

/j £t dt

ist differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt F” = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F”, so gilt

/bf(yc) dz = [F]b mit [F]b
© Der HDI ist das Arbeitspferd der eindimensionalen Integration:
die Berechnung vieler elementarer Integrale gelingt erst dank HDI.
Dieser nltzliche Zusammenhang gilt noch wesentlich allgemeiner:
f stetig
f stiickweise stetig
f absolut integrierbar

F:la,b) >R mit F(z):=

= F(b) — F(a).

<= I stetig differenzierbar
<= F stlckweise stetig differenzierbar
B214

B123

<= F absolut stetig

Ta+l 1
a _ _ - —
/1: dxia—i—l (a#-1) /Idac In|x|
/ezdm:ez /lnzdxlenxfz
/cos:rd:r = sinz /sin:rd;r: —cosx
/coshzdz = sinhz /sinhwdx = coshz
1 1
———dx = tanz ———dx = —cotx
J (cosz)? (sinz)?
1 1
/mdx: tanh z /de: — cothx
1 1
/mdx = arctanz /mdx: In /|2
1 1
————dx = arcsinzx ————dz = arsinhz
V1—z? V1+z?
- x

© Probe als Ubung: Integrale sind durch Ableiten leicht nachzupriifen!

B403
Fazit

Partielle Integration und Substitution
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Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

Aus der Produktregel folgt dank HDI die partielle Integration [B129:
Fur alle stetig differenzierbaren Funktionen f,g: [a,b] — R gilt

[y |- [ r@ewae

Aus der Kettenregel folgt dank HDI die Substitutionsregel Bi31]:
Fir g:[a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f: [c, d] — R stetig gilt

(@)do = [/(@) gla

b (b)
fmmdm&:/g ) du

t=a u=g(a)

© Damit lassen sich bereits viele Integrale elementar berechnen.

© Jede rationale Funktion r(z) = p(x)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominenteste Beispiele sind die Glockenkurve exp(—x2/2) und die
Spaltfunktion si(z) = sin(z)/z B149. Hier nutzen wir Potenzreihen o.4.

Zur Integration Uber ganz R haben wir drei nltzliche Méglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

/Rf(a:)da: 3:/Rf+(x)dx—/Rf’(z)dz.

/\ Hierzu miissen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein lber Q C R™ (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte

oo z b
/;oo f(z)da := aggzo/(l f(z)dz + blgg)o/z f(z)da.

/\ Hierzu miissen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
© Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)

(CH) / f(z)de = hm/ f(z)de.

© Existiert das Integral (2) so auch (3) und beide sind gleich. 6223
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht. B417]
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Vergleich von Reihe und Integral
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Abelscher Grenzwertsatz

Sei f:R>¢ — R>o monoton fallend. Fir alle « < b in N gilt dann

b+1 b b
[t < Yiw < f@+ [ fd
r=a k:a r=a

Das ist oft eine niitzliche Naherung: Wir ersetzen mithsame Summen
durch bequeme Integral, oder auch umgekehrt je nach Anwendung.
Durch Grenzlbergang b — oo erhalten wir

/00 flx)dz < Zf(k) <
T=a k=a

Insbesondere haben Reihe und Integral gleiches Konvergenzverhalten.
Beispiel: Fir die Funktion f(z) = 1/x erhalten wir

- f(z)dx

T=a

fla) +

n
1
1 1 < <
nn+1) < Z =
k=1
© Die harmonische Reihe wéchst wie der natlirliche Logarithmus!
Insbesondere erkennen wir die Divergenz }"_, + — oo fiir n — oco.

1+ In(n)

© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten:

Sei )72, ax eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.
Dann konvergiert die Potenzreihe f(z) = 33 aa® fur alle z € [0,1]
und die so definierte Funktion f:[0,1] — C ist stetig, sogarin x = 1.

Fir » 1 konvergiert also f(z) = 352, axz® gegen f(1) = 352 ax.
Beispiel: Fir alle = € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung
o0 5
N — (_1)k k41 _ 22 2 gt 2 af
111(1+.1,)—kz:k+1.r =z 2+3 4+5 6+'“
1)k 3 5 7 9 11
N A A
arctan(z) §2k+1 "ttty oty Tt
Fir x 1 erhalten wir dank Abel die beiden beriihmten Reihen
oo . o0 L
(=" =Dk _ 7
=1In(2 = o
kz_ok+l n(2)  und kz_()2k+l 1
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Konvergenzkriterium von Dirichlet

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

0o n—1

koo k
(1) ;(—1) ag = ,,}g&;(—l) ar,
oo R
(2) / e“%a(z)dz := lim / e“a(r)dz, w#0.
=0 70 Ja=0

(1) Die Folge a;. € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; \, 0,

also ap > a3 > ag > ... und a; — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerabschatzung |35, (—1)*a| < a, N\, 0.

(2) Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) \, 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).
Beispiel: Das Leibniz—Kriterium sichert die Konvergenz von Reihen
wie den beiden obigen 32, (—1)%/(k + 1) und Y32, (—1)%/(2k + 1).
® Uber den Grenzwert macht das Leibniz—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische Naherungen mit Fehlerabschatzung!
Fir die Konvergenz trigonometrischer Reihen wie 3"7° ; e /k2 oder
Sope cos(kx)/k* oder Y72 sin(kz)/k® nutzen wir folgendes Kriterium.

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form
o) n—1
Z ar by = 7}5& Z ay, b,
k=0 k=0
o0 T
(2) / a(z)b(z)dz = lim / a(z) b(x) dz.
=0 70 Je=0

(1) Die Folge a;. € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; “\, 0.

Die Folge b, € C habe beschrankte Partialsummen B,, = ZZ;& b,
das heiBt |B,,| < M fir eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, N\, 0 flr n — oco.

(1)

(2) Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) “\, 0.
Die Funktion b: R>g — C sei auf jedem Intervall [0, r] integrierbar mit
beschrénkter Integralfunktion B(r) = [/ b(z) d, das heiB}t |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2 ) mlt Fehler < 2Ma(r) N\, 0 fir r — occ.

@ Uber den Grenzwert macht das Dirichlet—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische Naherungen mit Fehlerabschatzung!
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Integration mittels Substitution Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie fir « € [—aq, a] die folgende Stammfunktion:

/\/(1273:2(11: =

(1) Wie priifen Sie diese Gleichung?

T a? /X
Va2 —a22 4+ — arcsm<f) + const
2 2 a

(2) Wie finden Sie sie?

Losung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren z = asin(t):

/\/ a? —z2dx = / Va2 — a?sin(t)? - acos(t) dt

= a2/cos(t)2dt

1 s(2
a2 / + cos(2t) dt
. 2
2 2
= %t + az sin(2t) + const

Die Ruicksubstitution ¢ = arcsin(x/a) erfordert Sorgfalt:
2 2 2 2

%t + aZ sin(2t) = %t + % sin(t) cos(t)
2 2
- %t + % sin(t)y/1 — sin(t)?

a? /T a?/x X\ 2
= Gaesin(2) + 5 (5)y1- (3)
2 T P
= arcsin(i) +IVa2 -2
2 a 2
© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).
Fingerlibung: Entwickeln Sie alle hier benétigten Identitdten aus den
Euler—Formeln cos(t) = (el +e~1)/2 und sin(t) = (el — e71*)/2i.
Alternativ kann man solche Formeln nachschlagen in Integraltafeln wie

dem umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von |.N. Bronstein und
K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme.

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.
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Integration mittels Substitution

Aufgabe: Berechnen Sie fir = € R die folgende Stammfunktion:
. 2
/ Vad+22dz = 2@+ a2 + % arsinh(%) + const

2
a?+ 2% + %ln(ac +vaZ+ 1:2) + const
(2) Wie finden Sie sie?

R N

(1) Wie priifen Sie diese Gleichung?

Lésung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren = = asinh():

/ Va?+az2dr = / a? + a?sinh(t)? - a cosh(t) dt

=d? / cosh(t)? dt

_ a2/ 1+ cosh(2t)

1t
5 c
2 2
= %t + % sinh(2t) + const

Die Ricksubstitution ¢ = arsinh(z/a) erfordert Sorgfalt:
2 2 2 2

%t + aZ sinh(2t) = %t + % sinh(t) cosh(t)
o2 2

= ?t + % sinh(t)

2 2

e (7) + S (e ()

= —arsmn| — —\ — —
2 a 2 \a a
2

=< arsinh(f) +IVa2 + 22
2 a 2

© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).

1 + sinh(¢)?

Nitzliche Fingerlibung: Entwickeln Sie alle hier benétigten Identitaten
aus den Formeln cosh(t) = (e* + e~%)/2 und sinh(¢) = (e! —et)/2.

Mit der Mitternachtsformel erhalten Sie hieraus schlieBlich:

arsinh(t) = In(t + /1 4 ¢?)

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.
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Verstandnisfragen: der Hauptsatz Ubung

Aufgabe: Zu folgenden Funktionen sollten Sie Stammfunktionen
auswendig kennen und auch durch Ableiten nachprifen kénnen.

. 1 . .
/x”’dx, /7dcs7 /e"c dz, /lnxdx,

J =z
/sin xdz, /cosmdm, /sinhxdx, /coshxdz,

/ ! 1z / ! 1z / ! da / ! 1z
(cosx)? o (sinx)? o (coshz)? “ (sinh x)?2 o

1 1 1 1
——d ——d —dx, —dx.
./1+x2 > ./17902 > ./\/17952 - ./\/1+;r2 *
Lésung: Diese Stammfunktionen finden Sie auf Seite B124.
Versuchen Sie, alle gewissenhaft durch Ableiten nachzuprifen.

© Umfassende Integraltafeln finden Sie online zum Beispiel unter
de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_Mathematik:_Integrale.
Heutzutage sind Computer-Algebra-Systeme der bequemste Zugang.

/\ Einfache Integrale sollen Sie sicher erkennen und selbst berechnen.

Nochmal der Hauptsatz: Sei 2 C R ein Intervall und C* = C*(Q, R)
die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f:Q — R.

Aufgabe: Differenzieren und Integrieren definieren zwei Abbildungen

D:C'»C°: Fes f mit f(x):}LmW’
I:C°=C': f—F mit F(z):/r F() dt.
Ji=xq

(1) Gilt (Do I)f = ffur f € CO? Gilt (I o D)F = F — F(xo) fur F € C'?
(2) Sind C'! und C° Vektorraume? Sind D und I lineare Abbildungen?
(3) Was sind Bild und Kern von D? Was sind Kern und Bild von I?

© Diese Sichtweise nutzen wir spéter fir Differentialgleichungen.
Lésung: (1) Das sind die beiden Aussagen des Hauptsatzes B11 (HDI).
(2) Ja, C! und C? sind Vektorrdume, und hierauf sind D und I linear.
(8) Dank (D o I)f = fist D surjektiv, also Bild(D) = C°.

Ebenso ist I injektiv, &quivalent hierzu gilt Kern(I) = {0}.

Aus (I o D)F = F — F(xo) folgt Bild(I) = { F € C' | F(x9) =0 }.

Fur DF = 0 folgt F — F(zp) = 0, demnach gilt Kern(D) = {const}.
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Versténdnisfragen: Funktionenklassen

Aufgabe: Die Ableitung von —z~1 ist 72, also gilt [ 1/2?dz = —1/z.
Was halten Sie von folgenden Rechnungen? Stimmt das Ergebnis?

21 : —172 1 1
1 —dz = = ——41=+4=
) .L1I2 o [x}ﬂ 2Jr +2
21 —172 1 3
2 —dz = ———1=-=
@) ,/_1x2(r [$}—1 2 2

(3) /ldm:/bldm = J:'l—/m-il
x x z x

B 0 = 1

Lésung: (1) Ja, dies gilt dank HDI fiir 1/2% auf dem Intervall 1, 2].

(2) Der HDI gilt nur auf Intervallen, aber auf [—1,2] \. {0} gilt er nicht!
1/2? ist positiv, also auch [*, 1/2* d; genauer [, 1/22 dz = co. [B208
Obige Rechnung und das Ergebnis —3/2 sind also kompletter Unsinn.
(3) Lesen Sie Korollar B1J zur partiellen Integration nochmal genau!
© Wir brauchen Rechenregeln, mdglichst prazise formuliert als Satze.
Die Voraussetzungen kléren, wann und wie wir sie anwenden kdnnen.

Aufgabe: Welche Aussagen uber Funktionen f : [a, b] — R sind wahr?
Begriinden Sie durch ein Ergebnis der Vorlesung oder Gegenbeispiel.

(1) Ist jede differenzierbare Funktion stetig? und umgekehrt?

(2) Ist jede stetige Funktion integrierbar? und umgekehrt?

(3) Jede rationale Funktion f ist diff’bar und f’ ist rational.

(4) Jede rationale Funktion f ist integrierbar und [ f ist rational.

5) Jede elementare Funktion f ist diff’bar und f’ ist elementar.

6) Jede elementare Funktion f ist integrierbar und | f ist elementar.
7) Jede analytische Funktion f ist diff’bar, und f’ ist analytisch.

(8) Jede analytische Funktion f ist integrierbar, und [ f ist analytisch.

(
(
(

Losung: (1) Ja, dank Definition / Nein, Gegenbeispiel f(z) = |z|. (2) Ja, dank HDI / Nein,
Gegenbsp. f = Ijg 1. (3) Ja/Ja, dank Quotientenregel. (4) Ja/Nein, Gegenbsp. [ 1/x dz = In|z|.
(5) Ja/Ja: Jede elementare Grundfunktion ist diff’bar, sogar analytisch, auf ihrem offenen (!)
Definitionsintervall, mit elementarer Ableitung, somit auch Summe, Produkt, Komposition.
Andernfalls erhalten wir Gegenbeispiele wie \/z oder |z| = v/z2. (6) Ja/Nein, exp(—22) und
sin(x)/x sind elementar, aber ihre Stammfunktionen nicht. (7) Ja/Ja. (8) Ja/Ja. Wiederholung!
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Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

Aufgabe: Wir fixieren a € R fo 1 ENEEREEE—
und untersuchen die Funktion L —
T j2
v R—=>R:x— —v.
L EESEENE T <\\\
i
S EE x
——
EE——
\\>
_———‘—‘/—/

(1) Fir welche a € R> ist f, absolut integrierbar? (2) uneigentlich?
(3) Flr welche a € R existiert zu f, : R — R der Cauchy—Hauptwert?
(4) Sind diese drei Integraldefinitionen translationsinvariant?

[ tawar = [ e

Lésung: (1) Fir z — oo gilt f,(x) ~ 2!~ Genauer: Fir z > 1 gilt
x x x

Daher ist f, absolut integrierbar flir a > 2, aber nicht fir a < 2.

Ausfuhrlich: Fir @ > 2 und = > 1 nutzen wir das Majorantenkriterium:

r . T 2—a 4 p2—a _
/ deﬁ/ xl_adx:[“): ]7 T 1 1
Jp=1 1+ |I|a Jr=1 2 —alz=1

20

2—a Ha72<oo

Fir a < 2 und z > 1 hingegen nutzen wir das Minorantenkriterium:

T T 2—a
/ dezl/ xl’“dwzl{'r }T =7
»=1 1+ |.’L‘|a 2 Jom1 212 —alz=1

Im Grenzfall « = 2 ist das letzte Integral 1/2In(r) — oo.
(2) Ebenso flr uneigentliche Integrierbarkeit, denn f,(z) > 0 fir z > 0.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f, existiert offensichtlich fur alle a € R:

T T T x
/ — = —dr=0 = lim/ ———dx=0
. T1+|x|a r~>oo.7,1+|$‘a

2*@71
2—a

— 00
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Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

(4) Das absolute Integral ist translationsinvariant dank Konstruktion.

© Dasselbe gilt auch fiir uneigentliche Integrale, denn das Ergebnis
ist unabhangig vom willkiirlich gewéhlten Teilungspunkt =z € R:

/ flz —xo)dz =
—0 b—+o0 , 2
= lim

20 b—zo
(Hbfoc /(1710 f(x) d:L'—&-bLiinoo /Zim f(z)ds = /7Oo f(z) da

/\ Der schwichere Cauchy—Hauptwert ist nicht translationsinvariant:

T 7+20 r+xo
/ S I R / U / Ty
—r 1+ ‘CC + I()' J—r+xo 1+ |$‘ r—xo 1+z

r4x 1 —
= [x —In(1+ x)} ’ 1-‘:-7“7?" — 2x0
r—xo +7r+x

/\ Nicht einmal seine Existenz bleibt unter Translation erhalten:

lim
a—r—00

b
/ flz —x0)dz+ lim flz—x0)de

=20+ In firr — oo

T
/ x + xodr = 2rzg — sign(xg) -oo  flrr — oo
-

© Die beste und robusteste Eigenschatt ist absolute Integrierbarkeit.

sin(x)

1+

N\

(@) =

‘I.a gJo

1
N

N\

Aufgabe: Wir untersuchen g, : R — R mit g,(z) = sin(z)/(1 + |z|*).
Fir welche Werte a € R ist g, absolut integrierbar? uneigentlich? CH?
Lésung: Absolut integrierbar fiir a > 1, aber nicht fir a < 1
Uneigentlich integrierbar fir « > 0, aber nicht fir a < 0.

Fur jedes a existiert der Cauchy—Hauptwert und ist gleich 0.

Die ausfiihrliche Rechnung verlauft analog zur folgenden Aufgabe.
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Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit Ubung

Aufgabe: Wir untersuchen f:[1,00] — R mit f(z) = z®sin(z).

(1) Skizzieren Sie diese Funktion flr verschiedene Parameter a € R.
(2) Fur welche Parameter a € R ist f absolut integrierbar?

(3) Fur welche Parameter a € R ist f uneigentlich integrierbar?

/_\

o O e T

N\

@ = 1.5 __/7

\7_:1.—7
~ © Speziell fiira = —1

erkennen wir hier die
Spaltfunktion (B149).

© Solche Integrale treten in der Fourier-Theorie haufig auf (Kapitel K).
Die zugehdérigen Konvergenzfragen sind knifflig, aber auch lohnend.

(2) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

lim

{I sin
T—00

x)| dz.

Fir a < —1 folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium:

T T ma+1 T
/ |2 sin(z)] dz < / z%dr = { } =
=1 x=1 a+ 1 1

Fir —1 < a < 0 folgt die Divergenz aus dem Minorantenkriterium:
rkm

/(k—l)ﬂ'

Wir erhalten als untere Abschéatzung eine divergente Reihe:

o0 o0 km [e'e}
z%sin(z)|dz = dx > 2(km)* =
[ latsinta) Z/() s =3 206m

Far a > 0 folgt die Divergenz ebenso aus dem Minorantenkriterium.

rotl _q

a+1

. -1
a+1

< o0
ke

|a* sin(z)| dz > (kﬂ’)“/ |sin(z)| da > 2(km)*
(k=)

‘1‘“ sin(z
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Integrierbarkeit und Konvergenzkriterien Ubung

(3) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

lim

T
i / x%sin(z) dx.
=00 Jp—1

Fir a > 0 existiert dieser Grenzwert nicht: Dies sieht man wie zuvor mit
dem Minorantenkriterium. Fir a < 0 hingegen existiert der Grenzwert!

Dies folgt bequem aus dem Konvergenzkriterium von Leibniz (B3H)
bzw. allgemeiner aus dem Konvergenzkriterium von Dirichlet (B31).

Konkret geht’s so: Wir integrieren partiell und schauen genauer hin.

T
/ az® ! cos(z) dz
=1

e

T

/;1 z%sin(z) de = [—I“ cos(:::)LE=1 +
= cos(1) — r®cos(r) + /

Jr=1

az® ! cos(z) dz
Es gilt »* cos(r) — 0 und das letzte Integral konvergiert absolut:

T T r
/ |a:v"’_1 cos(z)| da < / —az®lde = {710} =1-r"—>1
=1 =1 =1

Aufgabe: Erklaren Sie durch geeignete Satze oder Gegenbeispiele:
(1) Damit die Reihe Y72, f(k) = lim, o Y1, f(k) konvergiert,

ist das Kriterium f(k) — 0 fur k — oo (@) hinreichend? (b) notwendig?
(2) Damit das Integral [°  f(x)de =lim, .o [;_, f(x)dz konvergiert,
ist das Kriterium f(z) — 0 fir = a oo (a) hinreichend? (b) notwendig?

Lésung: (1) Das Kriterium f(k) — 0 fir £k — oo ist nicht hinreichend,
wie die harmonische Reihe Y2, 1/k zeigt. Es ist aber notwendig dank
Cauchy—Kriterium, siehe Stroppel, Ho6here Mathematik 2, Lemma 1.9.1.
(2) Das Kriterium f(x) — 0 fUr 2 — oo ist auch fur Integrale nicht
hinreichend, wie (nochmals) das Beispiel [° =~! da zeigt. [B208)
Es ist auch nicht notwendig, wie das Fresnel-Integral [ sin(2?) dz
zeigt! Wir substituieren u = 2%; mit 2 = /u und dz = Ju~"* du gilt:
sin(u)

T 5 T2
sin(z?) dz :/
/z:l u=1 2V/u

Dieses Integral konvergiert flr » — oo, wie die vorige Aufgabe zeigt.
Den Grenzwert berechnen wir spater mit komplexer Integration.

du
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Verstandnisfragen: stetige Differenzierbarkeit

Aufgabe: (1) Nennen Sie eine Funktion fy: R — R, die stetig ist, aber
(in mindestens einem Punkt) nicht differenzierbar, somit fo € C° \ C'.
(2) Nennen Sie eine Funktion f;:R — R, die einmal stetig
differenzierbar ist, aber nicht zweimal, somit f; € C' ~ C?.

(3) Nennen Sie fir jedes n € N eine Funktion f,,: R — R, die n-mal
stetig differenzierbar ist, aber nicht (n + 1)-mal, somit f, € C™ \ O™+,
Lésung: (1) Die Betragsfunktion fy(z) = || ist stetig, auch in z = 0.
Sie ist aber im Punkt z = 0 nicht differenzierbar (Skizze!), denn

lim M — im f = 1, lim M — lim —% 1.
\,0 xr—0 z\0 & x /0 z—0 /0 T
(2) Die Funktion fi(z) = [Z, fo(t) dt = Jx|z| ist diff'bar mit f{ = fo

(dank HDI oder d|rekt) also stetig d|ff bar, aber nicht zweimal diff’bar.
(3) Sein > 1. Aus der gegebenen Funktion fn-1 € C"—1 ~ C"™ gewinnen
wir durch Integration die Funktion f,(z jL o fn—1(t) dt. Dank HDI ist
fn diffbar mit f; = f,,—1. Demnach gilt fn e C"\ C" 1 , wie gewlinscht.
Angefangen mit fy(z) = || erhalten wir induktiv f,(z) = Sa""!|z|.

n!

[ L] Siehe Stroppel, Héhere Mathematik 2, Kapitel 2, insb. 2.2.14.

Fir Funktionen f:R — R kennen Sie die Begriffe differenzierbar und
stetig differenzierbar. Sie fragen sich, worin der Unterschied besteht?
Sehr gut! Solche Fragen kléren Sie am besten durch gute Beispiele:

Aufgabe: Skizzieren Sie fiir einige Exponenten « € R die Funktion

{w sin(1/|z|) fiirz #£0,
0

R R:zx—
fa fiir z = 0.

(0) Ist f, auf R* = R~ {0} stetig (C°)? stetig differenzierbar (C*)?
mehrfach (C™)? sogar glatt (C*°)? oder gar analytisch (C*)?

Fiir welche Exponenten « ist diese Funktion (1) stetig, also f, € C°?
(2) Uberall differenzierbar? (3) stetig differenzierbar, also f, € C'?

(4) Nennen Sie eine Funktion g: R — R, die Gberall differenzierbar ist,
aber deren Ableitungsfunktion ¢’ : R — R nicht Uberall stetig ist.

(5) Nennen Sie fir jedes n € N> eine Funktion g, : R — R, die n-mal
differenzierbar ist, aber deren n-te Ableitung nicht stetig ist.
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Schnelle Oszillation sin(1/|z|) mit geddmpfter Amplitude |x|*:

7,
s,

\
Vi

<Q
||

Pt he

Lésung: (0) Auf R* ist f, stetig / differenzierbar / glatt / analytisch,

denn f, ist Produkt und Komposition solcher Funktionen: ¢ und sin(z).

(1) Fir a > 0 ist f, stetig im Punkt 0, denn | f(z)| < |z|* — 0 flr  — 0.

Fir a < 0 hingegen ist f, in 0 unstetig: Der Grenzwert existiert nicht!

(2) Fur a > 1ist f, im Punkt 0 differenzierbar: Fir = \, 0 gilt

(fa(z) — fa(0))/(x — 0) = 2% Lsin(1/x) — 0, also f,,(0) = 0.

Fir a < 1 hingegen existiert dieser Grenzwert nicht!

(3) Fur = > 0 gilt f/ () = ax® Lsin(1/z) — 222 cos(1/z).

Fir 1 < a < 2ist demnach f, differenzierbar, aber f/, nicht stetig.

(4) GemaB (3) ist g(z) = f2(z) = 2?sin(1/z) ein einfaches Beispiel.

(5) Sein > 2,und g,—1:R — R sei (n — 1)-mal differenzierbar, aber
(" 1> sei nicht stetig. Durch Integration gewinnen wir die Funktion

gn = [l o gn-1(t)dt. Dank HDl ist gy, diff’bar mit g, = g,—1, also

n- mal diff'bar, aber i = 7" ist nicht stetig, wie gewiinscht.

= Yn-1
Explizit gelingt g,,(0) = 0 und g, () = |=|>" sin(1/|z|) oder alternativ

gn(z) = |2[**1 sin(In|z|): wie in (1-3) genligt sorgfaltige Nachrechnen!
Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Erginsing Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Erginzung
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion f(z) = dist(z, Z),
also den Abstand von = € R zur nachsten ganzen Zahl a € Z. fi(@) = d(z, Z) 92

Skizzieren Sie ebenso f,(z) = dist(z, 4 Z) fur n = 2,3,4,5.
(2) Skizzieren Sie g, = fi + fo+ - - + fn. Warum gilt g, * g?
(3) Berechnen Sie die Integrale fol gn(x) dz und schlieBlich fo x)dz.

Lésung: (2) Wegen f, > 0gilt 0 < g1 <go <.... Wegen |fal < 55 gilt

1 1 1
I)S;Tk!géfk!zi{ 1*2;@}*

Fir jedes feste = € R ist die Folge (g, ())»en monoton wachsend und
beschréankt, also konvergent. Den Grenzwert bezeichnen wir mit g(z).

(3) Wir sehen fo fn Ydx = 4",, dank Linearitat des Integrals also
fo gn(z)dz = 3}, 44, und dank monotoner Konvergenz schlieBlich
oo
1

/Olg(I)d'7£ Z4k' _Z{ +Zk'} -

© Unsere Integrationstechniken 16sen auch dieses Problem elegant.
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Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar

AN NIV

Satz B4A: Takagi 1901
Die so definierte Takagi—Funktion g:R — R:z +— > >° |
hat eine Reihe Uiberaus bemerkenswerter Eigenschaften:
1 Die Funktion g ist stetig, aber in keinem Punkt differenzierbar.
2 Die Funktion g ist auf keinem Intervall [a, b] mit a < b monoton.
8 Sie nimmt in jedem Punkt z € Q ein striktes lokales Minimum an.

dist(z, 57)

© Das klingt unglaublich, ist aber wahr! Wer hatte das gedacht?
Das Beste daran: Alles ist explizit, Sie kdnnen es direkt nachrechnen.

Beweis: (1a) Die Funktion fi : R — R ist steug fur]edes k € N, also auch g,, = Zk 1 Sr-
Zudem gilt 0 < g(z) — gn(z) < 35,41 507 < &\ 0. Die Konvergenz g, — g ist also
gleichmiBig auf R. Daher ist auch die Grenzfunkuon g:R — R stetig.
(1b) Sei z € R. Fiir n € Nist die Funktion fn zwischen den Punkten —Z stiickweise affin mit
Steigung +1. Somit ist f,, affin auf [z — 1%;, 2] oder auf [z, z + 7]. Fur n > 3 wihlen wir
hn = i(nﬂ 7 S0, dass f, zwischen x und = + h,, affin ist. Glelches gilt dann fiir alle f; mit
1 < k < n.Fiir k > n + 1 hingegen gilt fi(z + hy) = fr(x). Der Differenzenquotient ist
fl@+hn) — f(z)

b kﬁ: i h Z £L
B =1

Dabher hat die Folge (¢» )nen keinen Grenzwert. Das heiBit, f ist in 2 nicht differenzierbar.

4n =

Aus (3) folgt (2); es reicht also, Aussage (3) zu zeigen. Jede rationale Zahl x € Q lisst sich
schreiben als z = a/n! mita € Z und n € N>1. (Warum?) Wir zeigen g(u) > g(x) fiir alle

u € Rmit0 < |u — z| < r:=1/(2n)!. Die Funktion g,—1 = Z:;ll Sfristauf [x —r,z + 7]
stiickweise affin, und die Steigung liegt iiberall zwischen 1 — n und n — 1. Die Funktion
h=32""" f hingegen erfiillt h(u) = n|u — z| fiir alle u € [z — 7,z + r]. Demnach ist die
Summe g2,,—1 = gn—1 + h streng fallend auf [z — r, 2] und streng wachsend auf [z, z + 7].
Insbesondere ist = das strikte Minimum von g2, —1 eingeschrinkt auf [z —rz+ r]A Fiir alle

k > 2n gilt fr(x) = 0und fi(u) > O fiir alle u. Deshalb ist z das strikte Minimum auch von g
eingeschriinkt auf die hinreichend kleine Umgebung [z — r, z + r]. O
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Erinnerung

Taylor—Polynom und Restglied

Satz B4B: Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f:[a,b] — R stetig, g: [a,b] — R integrierbar und g > 0 (oder g < 0).
Dann existiert ein Punkt ¢ € [a, b] mit der Mittelwerteigenschaft

/a " fa) o(e) o = £(6) / e

Im Spezialfall g = 1 erhalten wir f:f(x) dz = f(&) - (b—a).
Im Falle [ g(x) dz = 1 erhalten wir [” f(x) g(x) dz = f(€).

Aufgabe: Beweisen Sie diese Aussage!

Lésung: Auf dem kompakten Intervall [a, b] existieren m := min f und
M := max f. Wegen g > 0 auf ganz [a, b] gilt damit mg < fg < Mg.
Das Integral ist monoton und linear, also folgt m (¢ < [ fg < M [ g.
Demnach existiert ein Faktor o € [m, M] mit [ fg=p [ g.

Wir nutzen den Zwischenwertsatz fir die stetige Funktion f:

Es existiert & € [a,b] mit f(¢) = p. Somit gilt [ fg= f(&) [g.

Satz B4c: Taylor—Polynom und Restglied

Sei I CReinIntervallund f:I — R sei (n + 1)-mal stetig diff’bar.
Das n-te Taylor—-Polynom von f zum Entwicklungspunkt a € I ist

e ae {(n) (g
1@ = f@) + L2 - o)+ T 12 (o — .

Furalle z € I sei R,(z) := f(z) — T,(x) das Restglied. (1) Es gilt

(x—a)’+--+

R(z) = /ti =" FD @) de (Integralform)

n!
(2) Zu jedem z € I existiert ein & zwischen a und 2 mit

40

Bn(z) = (n+1)!

(z —a)"*! (Lagrange—Form)

© Die Lagrange-Form des Restglieds gilt sogar, wenn f nur (n + 1)-mal differenzierbar ist;
die Stetigkeit von f("*1) bengtigen wir hierzu nicht. Der Beweis unter dieser schwiicheren
Voraussetzung ist allerdings etwas trickreicher, siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.6.
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Taylor—Polynom und Restglied

Aufgabe: Beweisen Sie Aussage (1) firn = 0,1,2,... per Induktion.
Folgern Sie (2) mit dem Mittelwertsatz B4B der Integralrechnung.

Lésung: (1) Induktionsanfang: Der Fall n = 0 ist der HDI
f@)=fa)+ [ f{t)dt =Ty(z) + Ro(x).
Jit=a

Induktionsschritt: Sei n > 1 und Aussage (1) gelte fir n — 1.
Wir haben also f(z) = T,—1(z) + R,—1(z) mit dem Restglied

T (g — n—1
Rp_1(z) = /,: %f(")(t)dt
_ [7(;1; ;!t)"f(n)(t)]::a+ /t: (/J;;i!t)nf(n-u)(t)dt
Sy [ e

Hieraus folgt f(z) = T,,(z) + R, (x) wie in Aussage (1) behauptet.
© Somit gilt die Restgliedformel (1) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.

(2) Sei zunéchst z > a. Somit gilt (z —¢)™* > 0 fir alle t € [a, z].
Nach dem Mittelwertsatz B4B existiert ein ¢ € [a, z] mit

Ruw) = [ oo Sl g [T T
t=a n! t=a n!
_ f\nt+log (n+1)
Cogy [0,
(n41)! (n41)!
Den Fall x < a mit (x —¢)™ < 0 oder > 0 behandelt man ebenso:

Der Mittelwertsatz B4B gilt wortlich genauso und garantiert £ € [z, a].
© Somit gilt die Restgliedformel (2) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.

— f(n+1)(§) {_ )n+1

t=a

Bereits der Fall n = 0 ist sehr niitzlich; wir halten ihn gesondert fest:

Korollar B4D: Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Ist f:[a, z] — R stetig differenzierbar, so existiert ein £ € [a, 2] mit

f@) = f(a)+ f()(z—a)
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Diese Funktion ist glatt, aber nicht analytisch.

f T g T h T

Wir suchen Funktionen f, g, h: R — R mit folgenden Eigenschaften:
@ f(x)=0firz <Ound f(z) > 0firz >0,
@ g(z) > 0flr0 <z < 1und g(x) =0 sonst,
@ h monoton mit h(z) =0 firx < 0und h(z) =1 firz > 1.

Wenn wir nur Stetigkeit (C°) verlangen, so ist die L&sung leicht:
Hierzu gentgen stiickweise affin-lineare Funktionen wie skizziert.

® Diese Funktionen sind stetig, aber nicht differenzierbar.

Wir kdnnen zudem Differenzierbarkeit erreichen, genauer sogar C*,
indem wir stlickweise Polynomfunktionen vom Grad & + 1 verkleben.

© Kénnen wir auch C>®—glatte Funktionen f, g, h erreichen? Ja!

Das ist erstaunlich, die Ausfiihrung ist keineswegs offensichtlich.
Die folgende Aufgabe erklart hierzu die klassische Konstruktion.

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie flr « > 0 die bemerkenswerte Funktion

e /7% flirz >0
R—=R: 2z f(z):= ’
! /(@) {O far z < 0.
Lésung: Einige Auswertungen ergeben folgendes Bild fir o = 1, 2:
efl/z2

T —1/x

Diese bemerkenswerte Funktion hat erstaunliche Eigenschaften: Sie ist iiberall auf R . {0}
analytisch, also lokal durch eine Potenzreihe darstellbar. Auf R ist dies trivial, auf R~ gilt es
dank Komposition analytischer Funktionen. An der Klebestelle 0 ist die Funktion f immerhin
noch C*°—glatt, aber nicht mehr analytisch. Diese berithmte Funktion dient uns hier zunichst als
Werkstiick zur Illustration, spiter werden wir sie als Werkzeug nutzen, zur Konstruktion glatter
Testfunktionen fiir Distributionen und von exotischen Gegenbeispielen zu PDEs [S108].

[ Fiir die Funktion e’l/T2 mit a = 2 siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 2.6.12.
Sie begegnet uns auch als eine Losung der rationalen Differentialgleichung x3y’ = 2y [M321),
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Ist diese Funktion wirklich glatt?

Aufgabe: Sei g:R-o — R:z — g(z) := c12° + 122 + - - - + cpa®, mit
Koeffizienten ¢y, ¢, . .., ¢, € Rund Exponenten ey, es, ..., e, € R, und

g(z)e~V/"* furz >0,

f:]R%]R:IHf(x):—{O fiir 2 < 0.

(1) Ist f stetig? in z # 0? in 2 = 07 differenzierbar? in z # 0? in 2 = 0?
Wie rechnet man die Ableitung aus? in z # 0? in z = 0? Zeigen Sie:

fl(l‘) _ I:g,(flj) + g(fL') . (,Y/:L'(H'l] e_l/“‘(l fur > 0,
0 firz < 0.

(2) Ist f stetig diff’bar? zweimal? beliebig oft? also f € C*>(R,R)?
(3a) Berechnen Sie die Taylor—Reihe der Funktion f um z = 0.
(3b) Konvergiert die Taylor—Reihe? Konvergiert sie gegen f?
(3c) Ist die Funktion f analytisch? in z # 0? in x = 0?

/\ Nicht jede C>°—Funktion f:R — R I4sst sich in eine Potenzreihe
f(z) =372 ana™ entwickeln: Die zu f gehdrige Taylor-Reihe kann
divergieren! Selbst wenn sie konvergiert, so nicht unbedingt gegen f!

Losung: (1) In jedem Punkt = # 0 ist f stetig / glatt / analytisch, denn
dort ist f eine Komposition stetiger / glatter / analytischer Funktionen.
Die angegebene Ableitung f/(z) folgt aus Produkt- und Kettenregel.
Es bleibt nur noch das Verhalten in z = 0 zu kl&ren. Fur z ™\ 0 gilt:

A 1 1 1 1
@) =g() L 2o + 2lp2e + 3l + 4lpda Feee ) 20

Firz 2 0gilt f(z) =0 — 0. Somit ist f stetig in 0. Flr 2 \, 0 gilt:
fl@) = f(0) _ f@) _ g(2) 1 1
z—0 T oz /<1+x"+2!x20‘+'”> -0

Rechtsseitig gilt f/(04) = 0. Linksseitig gilt trivialerweise f'(0—) = 0.
Also ist f tatsachlich differenzierbar in 0, und die Ableitung ist f'(0) = 0.
(2) Die Ableitung f’ ist von derselben Form, dank (1) also differenzierbar.
Per Induktion ist f somit beliebig oft differenzierbar, kurz f € C*°(R, R).
(3) Fiir k € N gilt f*)(0) = 0. Die Taylor-Reihe in 0 ist also T'(z) = 0.
Sie konvergiert, aber nicht gegen f # 0! Somit ist f in 0 nicht analytisch.
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Hutfunktionen: glatt mit kompaktem Tréger eeanzung| | Hutfunktionen: glatt mit kompaktem Trager Ergénzung
Losung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stlickweise affin-linear.
/g\ Wir nutzen f aus der vorigen Aufgabe und g(z) := f((b — z)(z — a)).
+ Diese Funktion ist glatt als Komposition glatter Funktionen.

Gibt es C>°—glatte Funktionen g: R — R mit g(z) > 0 fir 0 < < 1 und
g(x) = 0 sonst? Wie konstruiert man eine solche? Allgemein gefragt:

Aufgabe: (4) Vorgegeben seien a < bin R. Konstruieren Sie eine stetige
Funktion g: R — R mit g(x) > 0 flir a < < bund g(z) = 0 sonst.
Gelingt dies glatt, also g € C*°(R,R)? analytisch, kurz g € C*(R,R)?

Bei Konstruktionsaufgaben geht es darum, eine Losung mit den geforderten Eigenschaften

zu konstruieren, und zwar moglichst explizit und direkt, und ihre Eigenschaften nachzuweisen.
Natiirlich kann man eine Skizze wie oben anfertigen und frech behaupten: ,,Voila, hier ist eine
Losung!“ Es bleibt allerdings nachzuweisen, dass dies tatséchlich glatt moglich ist, also beliebig
oft differenzierbar, selbst in den Klebestellen a und b. Genau hierzu dient diese Aufgabe.

Dass dies keineswegs selbstverstindlich ist, zeigt hier eindriicklich bereits die letzte Frage:
‘Wenn wir analytische Funktionen g : R — R fordern, so ist diese Konstruktion unméoglich!

Wir miissen daher zunéchst befiirchten, dass dies auch fiir C'°°~glatte Funktionen misslingt.
‘Wir schaffen nun Klarheit, indem wir die Konstruktion solcher ,,Hutfunktionen* ausfiihren.

Ebenso méglich ist die Funktion g(z) = f(b — z) f(z — a).
Diese Funktion ist glatt als Produkt glatter Funktionen.

In beiden Fallen gilt g(z) > 0 fir a < z < bund g(z) = 0 sonst.
Hingegen ist ¢ nicht analytisch in den Klebestellen a und b, siehe (3).

/M\\___‘\
. / .

Diese Zeichnungen stammen aus der beriihmten Erzidhlung ,.Le Petit Prince* des franzosischen
Autors und Piloten Antoine de Saint-Exupéry (1900-1944). Das Bild links zeigt entgegen dem
ersten Anschein keinen Hut, sondern eine Riesenschlange, die einen Elefanten verdaut (rechts).
Er schreibt hierzu: J’ai montré mon chef-d’ceuvre aux grandes personnes et je leur ai demandé
si mon dessin leur faisait peur. Elles m’ont répondu : « Pourquoi un chapeau ferait-il peur ? »
Auch wir haben keine Angst vor Hutfunktionen, im Gegenteil nutzen wir diese wundersamen
Wesen im Folgenden raffiniert zur Konstruktion weiterer erstaunlicher und niitzlicher Funktionen.
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Glatte Hutfunktionen auf Ballen

S
Aufgabe: (5) Vorgegeben seien a < b in R wie zuvor. Konstruieren Sie

eine stetige Funktion A:R — R mit h(z) = 0 fir 2 < a und h(z) = 1 flr
x > b und strikt monoton auf [a, b]. Gelingt dies glatt? analytisch?

T

Losung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stlickweise affin-linear.
Far C*°—glatte Funktionen nutzen wir eine glatte Funktion ¢g: R — R mit
g(z) > 0fira <z <bund g(z) = 0 sonst aus der vorigen Aufgabe (4).
(5) Wir haben ¢ := fab g(z)dz > 0 und setzen h(z) == ¢! [7 g(t) dt.

Die Funktion h ist glatt dank HDI (B11) und erfillt alle Forderungen.
Hingegen ist i nicht analytisch in den Klebestellen a und b, siehe (4).
A\ Glatte Funktionen sind flexibel, analytische Funktionen hingegen sind starr. Fiir Letztere gilt
der Eindeutigkeitssatz: Haben zwei analytische Funktionen ¢, : R O I — R in einem Punkt z¢

dieselben Ableitungen o (z0) = 1*) (a0) fiir alle k € N, so gilt p(x) = () fiir alle z € I.
Sind sie gleich auf einer beliebig kleinen Umgebung von xg, so sind sie iiberall gleich.

Satz B4E: glatte Hutfunktionen auf Béllen

Gegeben seien Radien 0 < a < b < co. Im R™ definiert dies die Bélle
A=B0,a)={zeR" |2} + - +2} <a’},
B=B(0,b) ={zeR" |z} + - +a] <V’ }.

Hierzu kdnnen wir eine glatte Funktion i : R™ — [0, 1] konstruieren
mit h = 1 auf Aund h = 0 auBerhalb B sowie 0 < h < 1 auf B \ A.

Beweis: Das gelingt wie in (5) durch h(z1, ..., z,) = g(z? + - + 22)
mit g: R — R glatt, wobei g(r) = 1 fir r < o und g(r) = 0 fir r > b2.
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Glatte Hutfunktionen auf Quadern

h
/ konstant auf [a, b]

! / T

mit Trager supp(h) = [a/ V']
Aufgabe: (6) Vorgegeben seiennuna’ <a <b<binR.
Konstruieren Sie eine C*°—glatte Funktion h: R — R wie skizziert:
konstant » = 1 auf dem Intervall [a,b] und i = 0 auBerhalb von Ja/, V'
sowie strikt wachsend links auf [a/, a] und strikt fallend rechts auf [b, '].

Lésung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stiickweise affin-linear.
Fur C>°—glatte Funktionen nutzen wir zwei glatte Funktionen aus (5):

@ f:R—Rmitf(z)=0firz <d und f(z) =1firz > aq,

@ g:R— Rmitg(z) =0flirz <bund g(z) =1flrz >10.
Das Produkt 2:R — R: h(z) = f(z) - (1 — g(x)) erflllt alle Forderungen:

Die Funktion h ist offensichtlich glatt als Produkt glatter Funktionen,
zudem gilt h = f auf |—oco, bl und h = 1 — g auf [a, +oo].

7

Satz B4F: glatte Hutfunktionen auf Quadern

Seien a; < a; < b; < b flri=1,...,n. ImR" definiert dies die Quader
A= [al-, bl] X X [a'm bn]v
B= ]a/labll[ X X ]ainb;z['

Hierzu kdnnen wir eine glatte Funktion i : R™ — [0, 1] konstruieren mit
h =1auf Aund h =0 auBerhalb B sowie 0 < h < 1 auf B \ A.

Beweis: Dies gelingt wie in (6) durch h(z1,...,zn) = hi(z1) - - ha(n).
© Das ahnelt einer Indikatorfunktion A306, doch mit glattem Ubergang.
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Glatte Hutfunktionen als Testfunktionen

Glatte Funktionen f:R™ — R sind bemerkenswert flexibel: Die vorigen
Konstruktionen zeigen, dass die Menge C2°(R™) der glatten Funktionen
mit kompaktem Tréger erstaunlich reichhaltig ist. Eine erste Anwendung:
Satz B4G: Verschwindungs- und Vergleichssatz

Sei 2 C R ein offenes Intervall, zum Beispiel Q = |, 5[ oder @ = R.
Fir jede stetige Funktion f: R 2 Q — R sind dann &quivalent:

0 f =0, das heiBt Gleichheit f(x) = 0 in jedem Punkt z € Q.
1 [olf(z)|dz = 0, das heiBt die L'-Norm verschwindet.

2 [, f(x)dz = 0 fur jedes kompakte Intervall A = [a,b] € Q.
8 [, f(z)p(x)de = 0 fir jede Testfunktion ¢ € C2°(Q).

Fir je zwei stetige Funktionen f, g: R — R sind demnach &quivalent:
0 f = g, das hei3t Gleichheit f(z) = g(x) in jedem Punkt = € Q.
1 [olf(x) = g(z)|dz = 0, das heiBt der L'-Abstand verschwindet.
2 [, f(z)dz = [, g(x)dz fir jedes kompakte Intervall A € €.
8 [o fl@)p(z)de = [ g(x) ¢(x) dz flr jede Testfunktion p € C°(1).

Aufgabe: Erkaren Sie diesen Satz anschaulich. Dann beweisen Sie ihn!
Lésung: Die Implikationen ,,(0) = (1,2,3)" sind trivial. Wir zeigen die
Umkehrungen durch Kontraposition: Angenommen f # 0, das heif3t
es gilt f(a) # 0 fur ein a € Q. Wir dlrfen f(a) = 2b > 0 annehmen.
(Im entgegengesetzen Falle f(a) < 0 betrachten wir — f statt f.)

Da © C R offen und hierauf f:Q — R stetig ist, existiert ¢ > 0 mit
B:=]a—2¢,a+ 2] C Qworauf f > bgilt. Sei A :=[a —e,a+¢].
(1) = (0) Es gilt [ |f] > [41f] = [,b="bvoli(A) =2eb> 0.

A(2) = (0):Esqilt [, f> [,b=0bvoli(A) =2eb # 0.

»(3) = (0)“: Dank Satz B4E/B4F existiert eine C°°—Funktion
¢:R—=Ryomitp(z) =1firz e Aund ¢(z) =0flirz e Q\ B.
Dank Monotonie des Integrals gilt dann wie zuvor:

/Qf(qz) p(z)de = /Bf(:c) o(x)dz > /Bbap(w)dw >2eb>0

© Wir kénnen f = 0 durch jedes dieser drei Kriterien (1,2,3) testen.
Ebenso f = g, indem wir den Satz auf die Differenz f — g anwenden.
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Kapitel C

Mehrdimensionale Integration

Wie machen wir’s, dafs alles frisch und neu
Und mit Bedeutung auch gefillig sei? [...]
Ein jeder sucht sich endlich selbst was aus.
Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen;
Und jeder geht zufrieden aus dem Haus.
Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832), Faust (1808)
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Mehrdimensionale Integration

Das Integral misst das Volumen. Die Grundidee ist denkbar einfach:
Jedem Quader Q = [a1,b1] X - X [an,b,] C R"™ kdnnen wir unmittelbar
sein Volumen zuordnen, ndmlich das Produkt seiner Seitenlangen (A3B).

Wir wollen jedoch nicht nur das
Volumen von Quadern messen,
sondern von beliebigen Mengen:

Der disjunkten Vereinigung
mehrerer Quader ordnen wir
die Summe ihrer Volumina zu.

(Bei einer beliebigen Vereinigung
ist zur Korrektur das Volumen der
Uberschneidungen abzuziehen.)

Damit kénnen wir das Volumen beliebiger Mengen approximieren,
und schlieBlich durch Grenzibergang sogar exakt bestimmen.

In Kapitel A haben wir grundlegend erklért, was Integrale [, f bedeuten.

In Kapitel B haben wir eindimensionale Integrale ff f(z) dz berechnet,
insb. dank des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (B11).
Fur mehrdimensionale Integrale folgen nun zwei wichtige Techniken:

@ Der Satz von Fubini C1E fiihrt die n—dimensionale Integration zurlick
auf n-fach iterierte eindimensionale Integration. Das hilft.

@ Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution und ermdglicht, geschickte Koordinaten zu wahlen.

Mit diesen drei Grundtechniken lassen sich bereits sehr viele Integrale
effizient berechnen. Hierauf aufbauend kommen in den folgenden
Kapiteln weitere bewéahrte und nitzliche Rechentechniken hinzu:

@ Vertauschung von Integralen und Grenzwerten (Kapitel D)
@ Integralsétze von GauB3 / Green / Stokes (Kapitel E, G, H)
@ Wegintegrale holomorpher Funktionen und Residuen (Kapitel F)

Damit haben Sie einen umfangreichen Werkzeugkasten zur Integration,
der lhnen als Grundlage fiir die meisten Anwendungen ausreichen wird.
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Integration von Treppenfunktionen

Zu Quadern Q;, C R™ und ¢;, € R definieren wir die Treppenfunktion

f=214+115

¢
f= ch Iy, -
k=1

B

A

Q

All diese Treppenfunktionen bilden den R—Vektorraum 7,, = T'(R™).
Das Integral T, — R: f — [g. f(2) dz misst das Volumen unter dem
Funktionsgraphen, also [, Io(z) dz = vol,(Q) und linear fortgesetzt

L ( . 14
/ |:Z cr 1o, (7):| dr = Z Cr / I, (z)da = Z ¢ voly, (Qg).
R™ | k=1 k=1 “R” k=1

Treppenfunktionen sind ein nitzliches Werkzeug zur Approximation
weiterer Funktionen; ihr Integral ist dazu ein erster wichtiger Schritt.

Wir flihren die n—dimensionale Konstruktion nun sorgfaltig aus.

Satz C1A: Existenz und Eindeutigkeit des Integrals

(0) Es existiert genau eine R-lineare Abbildung I,,: T;, — R mit der
Normierung I,,(Ig) = vol, (Q) fir jeden endlichen Quader Q C R™.

Diese Abbildung I,, ist zudem monoton: Aus f < g folgt L,(f) < I,(g)-

(1) Das eindimensionale Integral I, : 7} — R: f — fzeR f(z)dz kennen
wir bereits (Satz B1A). Hieraus gewinnen wir I,, : T,, — R iterativ gemaf

In(f):/ / / f(z1, 22, ..., xy) dzy, - - - dzo day
z1€ER Jz2€R zn€R

Diese Konstruktion integriert n-fach eindimensionale Treppenfunktionen.

© Wir nutzen fortan die iibliche Schreibweise Jyern () dz = L(f).
© Linearitat und Normierung garantieren genau die ersehnte Formel

¢ ¢ ¢
/ {Z Cr IQk(x):| de = ch/ I, (z)de "= ch vol, (Qk)-
R™ | k=1 k=1 YR k=1
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Was bedeutet ,wohldefiniert“?

Was genau ist hier zu beweisen? Ist die Aussage nicht trivial? Nein!
Warum genligt nicht einfach die letzte Formel als Definition? Ich nenne
drei Gegenbeispiele, um Sie vor naiver Formelglaubigkeit zu schiitzen!

Wir wollen jeder Treppenfunktion f € T;, eine Zahl zuordnen geman
f= 22:1 et Ig, M(f) := max{ci,...,ce},
N(f) = e € vol(Qr),
Q) = e & vol(Q1)*-

Aufgabe: Was ist hieran gefahrlich falsch? Sind M, N, @ wohldefiniert?
Versuchen Sie, diese Werte fur folgende Funktionen zu bestimmen:

=

0 = 0-Tpq = (+1) T +(=1) - Ty
f=2Togq+3 Ing = 2T +5 I 9 +3 - Ipp 3
g =TTXo1=6-I3 = 7T —6 I —6-I3

Lésung: Die Zuordnungen M, N, @ sind Uberhaupt nicht wohldefiniert!
/\ Verschiedene Darstellungen / Schreibweisen derselben Funktion
liefern verschiedene Ergebnisse: Das ergibt Giberhaupt keinen Sinn!

© Treppenfunktionen f:R™ — R sind Linearkombinationen von
Indikatorfunktionen I endlicher Quader @ C R™. Anders gesagt,

die Indikatorfunktionen I sind ein Erzeugendensystem von T,.

@ Sie sind jedoch keine Basis: Die Darstellung f = >;_, cx 1o,

ist keineswegs eindeutig! Wir kénnen jede Treppenfunktion f auf
unendlich viele Weisen als Summe f = >7;_, ¢; I, schreiben.

® Die Werte M, N, Q hangen nicht von der Funktion f ab, sondern
von der (willkirlich gewahlten!) Darstellung als Linearkombination.

© Glicklicherweise ist das obige Integral I,, : T, — R wohldefiniert,
und genau das ist die Aussage des zu beweisenden Satzes C1A: Aus
ket e lo = 2001 ¢ g, folgt 374 i voln(Qr) = 325 ¢ voln(Q)).
© Bemerkung: Die Quader Q,, diirfen sich Giberlappen, man kann sie
aber auch stets disjunkt wahlen. In diesem Falle gilt M (f) = max f und
N(f) = [galf(@)|? dz. (Warum?) Auf disjunkten Linearkombinationen
sind somit M und N wohldefiniert. Auch disjunkte Darstellungen sind
jedoch noch keineswegs eindeutig. Das Beispiel @ ist selbst durch
Disjunktheit nicht zu retten, da es sich bei Verfeinerung andert.
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Integration von Treppenfunktionen Ausfiihrung

Aufgabe: Beweisen Sie Satz C1A! Hinweis: Sie miissen hierzu nichts
neu erfinden, denn die Formulierung ist bereits vollkommen explizit;
es genlgt, alle Schritte geduldig und sorgsam nachzurechnen.

Lésung: Wir suchen eine Abbildung I, : T,, — R mit den genannten
Eigenschaften; sie soll linear und normiert und monoton sein.

Der Satz macht hierzu zwei Aussagen: Existenz und Eindeutigkeit.
Das heif3t, es gibt eine korrekte Lésung I,,, und zwar genau eine.
Andernfalls ware zu befurchten, dass es mehrere Lésungen gibt. ..
oder auch gar keine! Hierzu verschaffen wir uns nun Klarheit.

(1) Die Eindeutigkeit ist hier besonders leicht: Gegeben seien zwei

Abbildungen I,,, I} : T,, — R, beide seien (a) linear und (b) normiert.

Fir jede Treppenfunktion f = >} _; ¢ Ig, folgt I,(f) = I},(f), denn
L(f) = Ln(XCioianlen) = Yioiaela(lg) = 35y ek vola(Q)
L) = L(Ceialo) = Y ali(o,) = Yo crvoln(Qr)

© Das beweist I,, = I’.: Es kann héchstens eine Lésung geben!

(2) Wesentlich kniffliger ist es, die Existenz einer Lésung zu beweisen.
Hierzu missen wir tatsachlich eine Abbildung I,, : 7,, — R konstruieren,
die linear, normiert und monoton ist. Satz C1A erklart, wie das gelingt:
(2a) Das eindimensionale Integral I, : 73 — R: f — [I g f(z) dz kennen
wir bereits aus Satz B1A: Unsere dortige Sorgfalt war gut investiert!
Wir bilden damit das n-fach iterierte Integral wie in C1A angegeben:
(2b) Fur jede n—dimensionale Treppenfunktion f € T;, und v € R*~!

ist fu:R = R:v— f(ug,...,un—1,v) eine eindim. Treppenfunktion:

Fur jeden Quader Q = Q* x [a, ] gilt Ig(u, v) = L= (u) - Iy 4 (v).

Aus f = 22:1 Ck IQk c Tn fO|gt fu = 22:1 Ck IQ; (u) I[ak'bk] S Tl.

(2c) Zur leichteren Schreibweise definieren wir hilfsweise die Abbildung
Jn: T, — Abb(R"1 R) als Integration Uber die letzte Variable, also:

In: f — f*-, f*(xh cee ;'rn—l) =1 [-Tn = f(xl, B b) Tn)]

Wir wenden hier (2a) an, und dank (2b) dirfen wir dies auch.

Tn—1, zn) dxn
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Integration von Treppenfunktionen

(2d) Die Abbildung I; ist linear und monoton, also auch .J,,.

(2e) Speziell fur f = cIg mit @ = [a1,b1] X X [an—1,bn—1] X [an, by]
gilt f* = c*Ig« mit ¢* = (b, — an) cund Q* = [aq,b1] X -+ X [an—1,bp—1]-
Fir jede Treppenfunktion f = > _, ¢ I, € T, ist dank Linearitét
demnach J,(f) = f*=>1_; ¢ Ig; € Th eine Treppenfunktion.

Die einfache Integration liefert uns somit die Abbildung J,, : T}, — T5,—1.
(2f) Dies kénnen wir iterieren und erhalten so die n-fache Integration:

JIn Jn—1 Je Ji=I
— Tt ‘o % R

I, : T,

Jede der Abbildungen J,,, J,,—1,. ..,
also auch ihre Komposition I, = I 0 Jo0---0
(29) Fur jeden Quader Q = [a1,b1] X -+ X [an—1, bp—1] X [an, by] gilt
schlieBlich I,,(Ig) = (b1 — a1) - - - (bp—1 — an—1) - (by — a,) = vol,(Q).
© Damit haben wir aus I : T} — R explizit eine Abbildung I,,: T}, — R
konstruiert, die alle Anforderungen erfillt. Das beweist die Existenz!

Jo, J1 = I ist linear und monoton,
Jp_10Jn: T, — R.

Aussagen zu Existenz und Eindeutig von Losungen sind eine typisch
mathematische Vorgehensweise und zur Grundlegung unentbehrlich.
Muss die Ingenieur:in das wissen? Was genau kann sie hierbei lernen?

© Diese ausfiihrliche Ubung zeigt exemplarisch, wieviel Umsicht und
Sorgfalt nétig sind, um eine nicht-triviale Konstruktionsaufgabe zu l6sen.
Das gilt selbst fur die (scheinbar simple) lineare Abbildung I, : 7;, — R.

Aus der Linearen Algebra wissen Sie: Wenn Sie eine Basis (b;);c; von

T, haben, so genugt es, den Wert I,,(b;) fUr jedes i € I vorzuschreiben.
Da sich jeder Vektor f € T, eindeutig als f = >, \icsb; linearkombiniert,
folgt hieraus I,,(f) = >=; Ailn(b;), und dies konstruiert die Abbildung I,,.

/\ Dieses einfache Argument steht uns hier leider nicht zur Verfiigung:
Das Erzeugendensystem (Ig)gcr- von T, = T(R™) ist keine Basis;
Darstellungen f = >, _, ¢, I, sind keineswegs eindeutig!

Die Konstruktion muss daher den Relationen zwischen den Erzeugern
I, Rechnung tragen. Genau dies ist der Inhalt der Satze B1A und C1A.
Diese Uberlegungen bauen wir nun zum Satz von Fubini aus.
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Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale Ausfiihrung

Wir untersuchen fiir f:RR? — R die Giiltigkeit der Fubini—Gleichung:

[ [rwnawa = [ f@padas = [ s
Jr L/r Jr LJ/r Jr2
Sie gilt fir sehr viele Funktion f:R? — R, aber nicht fiir alle!

Aufgabe: (0) Gilt I, p)xjc,a) (%, y) = Ljgp)(2) - T q)(y) fir alle (z,y) € R??
(1) Berechnen und vergleichen Sie die drei obigen Integrale fiir die
Indikatorfunktion f = I eines Rechtecks Q = [a,b] x [c,d] C R2.

(2) Gilt die Gleichung fiir alle Treppenfunktionen f = >}, ¢z I, ?
Bleibt sie erhalten bei Linearkombinationen f = >, ¢i fi?

(3) Bleibt die Gleichung erhalten bei monotoner Konvergenz f;, * f?

Notation: Bei doppelten oder mehrfachen Integralen lassen wir im
Folgenden meist die Klammern weg und vereinbaren, dass zum ersten
Integralzeichen fzeX immer die letzte Integrationsvariable dz gehért.

© Das Symbolpaar Jyex - - - dz wirkt somit immer als Klammer.

(0) Ja. Unterscheiden Sie die vier Falle = £ [a,5] und y £ [c, d].
(1) Damit kédnnen wir die iterierten Integrale leicht ausrechnen:

[ [ totwayas — [ [ Ta) e ay]
= /Rl[a,b](x)' L/RI[(:,d](y) dy}dx = /Rl[a,b](i?) di?'/RI[c,d](y) dy

Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:

/TR{/TR{IQ(Ly)dx}dy = /R{/Rl[a,b](’) e (y )d»b}dy

‘\:‘ / {/I[a,b](w)d%} Teq(y)dy [\? /I[a.b](l')dl"/I[c,d](y)dy
rLJ/r R R

SchlieBlich ist das Flachenintegral auf Rechtecken normiert:
[ Tt d.n) 2 voly(Q) = (b—a)(d—c)

© Fubini gilt fir f = I und jedes Rechteck Q = [a, ] x

le, d].
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Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale

(2) Fir jede Linearkombination f = Y"/'_, ¢ fi finden wir:

/ﬂ;{/ﬂ;kfjckfk(x,y)dy}dx /ﬂ;kfjck{/%fk(z,y)dy}dx
. i =1

: kZ;Ck/R {/Rfk(ﬂc?y)dy}dz

Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:

/R/R;Ckfkfydx}dy_/ngzck/kay }
- ch/ {/fkm dz}dy

SchlieBlich ist auch das Flachenintegral linear:

. z,y)d(z, 1 Lin . z,y)d(z, 1
[ et = S [ At dn

© Gilt Fubini fir f1, fa, ..., fa, S0 auch fiir jede Linearkombination f.

(3) Fir 0 < f; < fo < ... und monotone Konvergenz f, 7~ f gilt:

/{/f(:v,y)dy}dﬂc = / / lim fi(x, y)dy dx
R LJR R [ JR k=00

\‘:K/ lim /fk(amy) dy} dz "2 lim /fk (z,y)d dx
MG R k—oo R MG k—o0

Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsremenfolge:

/ﬂ%{-/ﬂ%f(x’y)dm}dy /R /Rklggcfk(x y) da 7dy

% Lt | [nwnce]an 2 i [[| [ i

k—o0
Auch fir das Flachenintegral gilt bei monotoner Konvergenz:

/4 flz,y)d(z,y) = / klim fie(z,y)d(z,y) "= lim il y)d(z,y)
R2 R2 k—00

A6 koo Jp2

2%

© Gilt Fubini fir 0 < f; < f» < ..., so auch fiir inre Grenzfunktion f.
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Fubini fir nicht-negative Funktionen

Die Rechnungen zu dieser Konstruktion beweisen die Formel von Fubini
far alle Treppenfunktionen, und per Grenzlbergang fir alle messbaren
Funktionen f: X x Y — [0, 00]. Allein die Einschachtelung ist mihsam,
diese rechnen wir hier nicht nach. Zusammenfassend erhalten wir:
Satz C1B: Fubini fur nicht-negative Funktionen

Seien X1,..., X, C R Intervalle, also X; x --- x X,, C R" ein Quader.
Fir jede messbare Funktion f: X} x --- x X,, — [0, o0] gilt

/ f(:L')d:L':/ flz1, .. xn)day, ... doy
Xy %% X b X,

Dasselbe Ergebnis gilt bei beliebiger Integrationsreihenfolge.

© Eindimensionale Integrale beherrschen wir recht gut dank HDI.
© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
© Wir diirfen uns jeweils die bequemste Reihenfolge aussuchen.

Fir manche Anwendungen ist folgende Zusammenfassung flexibler:
Wir gruppieren X = X1 x --- x X, und Y = X1 X -+ x Xppq.

Satz C1c: Fubini flr nicht-negative Funktionen
Seien X C R? und Y C R? messbar und 2 = X x Y C RPT4,
Fur jede messbare Funktion f: X x Y — [0, cc] gilt

| t@nden = [ [ fendie= [ [ f@ded.

Erliduterung: Das zweite Integral bedeutet: Zu festem x € X imegrleren wir die Funkuon
fz:Y = [0,00] :y = f(z,y) und erhalten F': X — [0, 00]:z = F(x) := [, f(z,y)dy;
deren Integral ist [ [, f(x,y)dyda := [y F(z)dz. Entsprechend fur das dritte Integral.

‘Wenn das Integral fy f(z,y) dy fiir jedes © € X existiert, dann gilt die erste Gleichung wie
angegeben. Es kann jedoch vorkommen, dass die Funktion f, : Y — [0, oo fiir einige wenige
€ X gar nicht messbar ist. Gliicklicherweise ist f fiir fast jedes € X messbar, eventuell mit
Ausnahme einer Vernachla551gbaren Menge N C X vom Volumen Null. Wir definieren dann
F:X — [0,00] durch F(z) := [, f(z y)dyfurzeX\N sowie F(z) = 0 firz € N.

© Der Satz gilt allgemein fir X; C R%, ..., X,, C R% messbar. Dann besagt der Satz, dass F messbarlst und [y f(z,y) d(z,y) = [ Fe) de gilt.
Beispiel in Dimension 2 Goung Beispiel in Dimension 3 Goung
Aufgabe: Berechnen Sie [, 1. (, 5 362y* d(z, ) mit Fubini. Aufgabe: Integrieren Sie f(z) = z1(23 + x3) Uber [0,1] x [1,2] x [0,2].

Lésung: Erste Rechnung, erst Uber y integrieren, dann tber x:
b

1 2
/ 36zy d(z,y) = / {/ 362> dy} dx
[0,1]x[1,2] o Je=0 LJy=1

1 5 1
= / {12.1;@/3} de = / 84rdr =
o =0 y=1 =0 Bl

Andersrum geht es auch, erst Uber x integrieren, dann Uber y:

2 1
/ 36zy’d(z,y) = / {/ 36zy> d:z:} dy
[0,1]x[1,2] o Jy=1 LJz=0

HD 2 2 2 1 2 2 HDI 3 2
= / {1833 y ] dy = / 18y~ dy = [6y } = 42
4 y=1 =0 y=1 S y=1

Notation: Insbesondere bei iterierten Integralen kann es hilfreich sein, die jeweilige Variable
zusitzlich auch unter dem Integralzeichen zu notieren, wie in obigen Rechnungen geschehen.
Dies dient der Betonung und hat den Vorteil, dass wir beim Lesen von links nach rechts schon am
Anfang wissen, was uns am Ende erwartet. Diese ausfiihrliche Notation ist zwar etwas redundant,
aber gerade deshalb in handschriftlichen Rechnungen weniger fehlerantillig. Moge es niitzen!

1
[4212] L=
r=

Wie viele Reihenfolgen sind méglich? Liefern alle dasselbe Ergebnis?
Losung: Das Integral berechnen wir mit Fubini:

/ (z)dx = / / /
[0,1]x[1,2]x[0, 2] 21=0 Jx2=1
2
= / / T (1?%7'; + %r%)} dxo day
z1=0 Jzo=1 3=0
1 2
= / / z1(222 + 2) dap day
z1=0 Ja2=1
1
9 2
= / r1 [773 + 2:172] dxy
21=0 3 xo=1

/‘ 20 . 10
= r—arn =
=0 3 3

© Wir diirfen hier die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen:
Alle sechs Reihenfolgen liefern dasselbe Ergebnis: Probieren Sie es!

L2+ x3) dws dzy day
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Umordnung absolut summierbarer Reihen

Ist es in Tabellen egal, ob Sie erst Zeilen oder erst Spalten summieren?
Klar, bei endlichen Tabellen! Fir unendliche gibt es Uberraschungen:
Seia:N x N — Rmita(i,i) = +1und a(i +1,i) = —1 und sonst = 0.

J E Zeilen zuerst:
o0 o0
0 +1 a(i,j) =0
§=0 i=0
0 +1 ] —1

Spalten zuerst:

0 +1 | -1 o oo

>3 alig) = +1
0 +1| -1 i=0 j=0
0 | +1| =1 /A Umordnung verlangt

i absolute Summierbarkeit!

+1 0 0 0 0
@ Das ist ja firchterlich! Kann das auch bei Integralen passieren? Ja!

Wir erinnern an folgenden wichtigen Umordnungssatz A2p:
Satz C1D: Cauchy—Umordnungssatz
(1) Fur jede Doppelfolge (ai;)i jen in C gilt
D7 dagl = D0 agl = DD layl = Y > layl-
(4,j)ENXN ieN jeN JEN ieN kENi+j=k
(2) Ist dieser Wert endlich, so ist (a;;) absolut summierbar, und dann gilt

RN

(4,5)eNxN €N jeN JEN ieN keNi+j=k

© Diese niitzliche Rechenregel hat zahlreiche Anwendungen, zum
Beispiel die Multiplikation von Reihen, insbesondere Potenzreihen.

/A Unser obiges Beispiel ist nicht absolut summierbar,
und die Umordnung der Reihe schlagt tatsachlich fehl!

Kann das auch bei Integration tber [0, 1] x [0, 1] passieren? Ja!
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Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Aufgabe: (0) Man skizziere die Funktion f:R? — R gegeben durch

[= Z (I[k,k+1[><[k,k+1[ - I[k+1,k+2[><[1c,k+1[)-
k=0

(1) Man berechne und vergleiche und bestaune die Doppelintegrale

/ fay)dedy = / f(a ) dyde.
JyeR JzeR JxeR JyeR

(2) Widerspricht das Fubini? Was erhalt man fur f* und f~ sowie |f|?

Losung: (1a) Zeilen, erst nach = und dann nach y integrieren:

/ f(:y,y)da:dy:/ 0dy =0
yeR JzeR yER
(1b) Spalten, erst nach y und dann nach z integrieren:

/ f(x?/) dydz = / I[[))][(CC) der = +1
€R JyeR JzeR

/\ Das zeigt, dass wir nicht blind drauflos rechnen diirfen!

(2) Fir den Positivteil ™ = 3777 Ty, ji1[x e,k 9ilt dank Fubini C18:

[ ey = [ [ rrepda = [ [ e e

F () d(
= ZZO:O I[k+1,k+2[><[1€,k+l[ glh dank Fubini C1B:

L@ = [ [ rensdy= [ [ 1 @odyde =+

/\ Die Differenz [ f+ — [ f~ hat nur Sinn, wenn beide endlich sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn |f| = f + f~ integrierbar ist.

Das Problem ist hier offensichtlich, f ist nicht absolut integrierbar:

Z, x,Yy) = +ZL'..' T, “(z,y) d(z, =
Lt = [ Fanden+ [ e den

/\ Dieses grundlegende Problem miissen wir kennen und vermeiden,
wenn wir Doppelintegrale und den Satz von Fubini anwenden wollen.

© Die gute Nachricht: Diese VorsichtsmaBnahme ist schon alles!

Flr den Negativteil f~
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Erlauterung

Wann gilt Vertauschbarkeit?

Bislang haben wir Fubini (Satz C1B) nur fir nicht-negative Funktionen!
Dank Zerlegung in Positiv- und Negativteil (A3K) folgt daraus allgemein:

Satz C1E: Fubini 1907
Seien X C R? und Y C R? messbare Teilmengen.
(1) Fir jede messbare Funktion f: X x Y — R = [—oo0, +oc] gilt

| ewldey = [ el [ [ |re]dd.

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

| t@nien = [ [ fenipie= [ [ f@ded.

© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
© Wir brauchen absolute Integrierbarkeit: genau die, mehr nicht.
© Wir diirfen uns dann die bequemste Reihenfolge aussuchen.

© Fubini und die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge gilt
@ fir alle nicht-negativen Funktionen f: X x Y — [0, o],
@ fiir alle absolut integrierbaren Funktionen f: X x Y — R,
@ zum Beispiel, wenn X, Y und f beschrankt sind,
@ insbesondere fur X, Y kompakt und f stetig.

/\ Fir die ersehnte Gleichheit sind diese Voraussetzungen wesentlich!
Aufgaben am Kapitelende zeigen lehrreiche Gegenbeispiele.
Zur korrekten Anwendung missen Sie dieses Problem beherrschen.

Der Satz von Fubini ist ungemein praktisch, wie wir bereits gesehen haben, denn er erlaubt uns,
die mehrdimensionale Integration auf die leichtere eindimensionale Integration zuriickzufiihren.

Der erste Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion g, : Y — R:y > | f(z,y)|
ist fiir fast jedes € X messbar, eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X.
Wir definieren G : X — [0, 00] durch G(x) := [, |f(x,y)|dy firz € X \ N, sowie

G(x) = 0 fiir & € N. Dann ist G messbar, und es gilt [ o |f(z,y)|d(z,y) = [ G(z) da.

Der zweite Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion f,: Y — R:y — f(z, y) ist fiir
fast jedes x € X integrierbar eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X. Die Funktion
F:X = Rmit F(z) := [, f(z,y)dy firallez € X \ N, sowie F(z) = 0 fir z € N, ist
integrierbar und ertulll Jxxy f(T y)d(z,y) = [y F(x)dz. Ebenso fiir das zweite Integral.

- . . . . C123 . . C124
Flacheninhalt einer Kreisscheibe ooung| | Rauminhalt einer Kugel Ubung
Aufgabe: Berechnen Sie den Flacheninhalt der Kreisscheibe Aufgabe: Berechnen Sie den Rauminhalt einer Kugel vom Radius r:
D:{(x,y)eR2|x2+y2§T2} K:{(I’%Z 6R3‘$2+y2+22§1"2}
={(z,y) e R? ‘ <z <y, —\Vr2—22<y<\/r2 — a2 }- ={(z,y,2) cR3 ‘ —r<z<r 2 +y? STQ*ZQ}
Lésung: Dank Fubini genuigt eindimensionale Integration: Lésung: Dank Fubini und der vorigen Aufgabe finden wir:
Def Fub ul
voly(D) = / Ip(z,y)d(z,y) = / / Ip(z,y)dydx / Ix(z,y,2)d(z,y, 2 = / / (z,y,2)d(z,y)dz
zeR JyeR R3 c —r J(z) GRZ
+VrZ—a? r ) r 4
= 1dydz = 2/r2 — g2da = / a(r? =2 dz £ [er — 7z3} = Zard
— r2—22 HDI o= p——p Bl 3 2=—1 3
Substitution z = —rcos(u) und dz = rsin(u)du mit u € [0, 7] © Die Rechnung fillt hier sogar noch einfacher aus als fiir die Kreisscheibe.
. T e ™ © Der Term 7 ist plausibel, denn die Kugel wichst in jede Richtung proportional zu r.
Subs / 2./r2 — 2 cos(u)2 .y Sjn(u) du = 2 / 2 sin(u)2 du Die Konstante %77 hingegen kann man nicht raten. Wir gewinnen sie aus der Integration!
BIk -
Ju=0 Ju=0 © Rekursiv kénnen Sie mit derselben Rechnung in jeder Dimension n = 0,1,2, 3, ... das
e o [T . 1 T . Volumen der Kugel D = { (z1,...,2,) €R™ | 2% + -+ + a3 < r° } bestimmen:
g 9 HDI 9 . 2
=r / 1 — cos(2u) du =7 [u - = s1n(2u)] = 7r
u=0 B 2 u=0 n 0 1 2 4 5 6
© Das Ergebnis kannten Sie bereits. Nun kénnen Sie es ausrechnen! vol,(D7)| 1 2r wr’ gurt | gt | gt | gt
. ci25 . . . Ci26
Volumen eines Kegels wung| | Volumen eines Rotationsparaboloids Ubung
?
Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Kegels Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Rotationsparaboloids
Kz{(amy,z)éRﬂOSzSh, 1‘2+y2§22}. P:{(:E,y,z)eR?’{nggh, m2+y2§z}.
Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt: Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:
h h
[ = [ ] g e [ repdess) = [ ] Teysdey
R3 z=0 JRR?2 JR3 Jz=0 JRR?
T h T h h
= / ntdz = [ zg] = —nd = / nzdz = {EZZ] — T2
0 3 lz=0 3 =0 2 Je=0 2
© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, bendtigen Sie achtmal soviel Fliissigkeit. © Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, bendtigen Sie viermal soviel Fliissigkeit.
Der Term h* ist plausibel, denn der Kegel wiichst in jede Richtung proportional zu h. Der Term h? ist kein Tippfehler, auch wenn man hier naiv vielleicht h® erwarten wiirde!
Allgemein ist das Volumen eines dreidimensionalen Kegels 3 mal Grundfliche mal Hohe. Anders als im vorigen Beispiel des Kegels wiichst hier das Volumen tatsichlich nur mit 12,
. . . . c127 . Cc128
Das Prinzip von Cavalieri awstunrung| | Kugelvolumen nach Archimedes Ausfiihrung

Korollar C1F: Cavalieri 1635 / Spezialfall des Satzes von Fubini
Sei A CR". Zu jedem ¢ € R bezeichne A, die Schnittmenge

At = { (:L‘l,.‘.,l'nfl) ERn_l | (:L‘l,.‘.,l'n,ht) S A}

Dann gilt

‘ voln(A):/Voln,l(At)dt.
R

Dies erlaubt einfache Vergleiche wie skizziert: Sind A, B C R™ Mengen
mit vol,,—1(A:) = vol,—1(By) fur alle t € R, so folgt vol,,(A) = vol,(B).

Das Prinzip von Cavalieri ist recht intuitiv. Manche nennen es den ,,Satz vom geschnittenen
Brot*“. Wir haben dieses Prinzip bereits bei den vorigen Volumenberechnungen angewendet.
Manchmal kénnen wir durch einen geschickten Vergleich das Volumen (fast) ohne Integral-
Rechnung bestimmen. Das Kugelvolumen kénnen wir dank Cavalieri geometrisch verstehen:

Volumen der Halbkugel

Volumen des Zylinders minus Kegel
= 2. N = 2.3

= o T 3 ™ T = 3 r
Links: Auf der Hohe h ist der Kreisradius s gegeben durch s? = 72 — h?, die Kreisscheibe hat
also den Flicheninhalt ms* = 77 — wh?. Rechts: In Hohe h hat der Kreisring den Flicheninhalt
w2 — wh?. Nach dem Prinzip von Cavalieri haben somit beide Korper denselben Rauminhalt!




Normalbereiche (aka schlichte Bereiche) o
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Integration Uber ebene Normalbereiche

h(r) = Hvr? — a? ul 3 3 Lo - i
/\ : i b
D
— il
KJ 14 1
9(2) = =Vr* =z ta b T

i
1
|
vola(D) = 7r? voly = j: h(z) — g(z)dz volp = j h(y) — g(y) dy

Definition C1G: ebener Normalbereich
Eine Teilmenge B C R? heit Normalbereich in y—Richtung, wenn

B:{(z,y)€R2|a§z§b, g(z) <y < h(z) }.
mit g, h: [a, b] — R stetig und g < h. Entsprechend in z—Richtung, wenn

B={(z,y) eR?*|a<y<b, g(y) <z <h(y) }.

Gilt beides, so nennen wir B C R? einen Binormalbereich.

Satz C1H: Fubini fiir ebene Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R? ist kompakt, somit messbar, vols(B) < oo.
Sei f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig.

Fir B={(z,y) €R? |a <z <b, g(z) <y < h(z) } gilt dank Fubini

/Bf(x,y) d(z,y) = /l:a /;h(:(z)

Fir B={(z,y) eR*|a<y<b, g(y) <z < h(y) } gilt dank Fubini

JECICYE / i

A\ Zur Anwendung miissen Sie die Grenzen a, b, g, h des Bereichs B korrekt bestimmen.
Manche Bereiche sind Normalbereiche sowohl in z— als auch in y—Richtung: Sie haben dann die
‘Wahl und konnen sich den leichtesten Rechenweg aussuchen. Unsere Konstruktion des Integrals
stellt sicher, dass das Ergebnis wohldefiniert ist, also unabhingig ist vom gewihlten Rechenweg!

z,y) dy dz.

h(y)
f(z,y)dzdy.

z=g(y)

o . . . c o . . . c
Integration Uiber eine Kreisscheibe Goumg Integration Uiber eine Kreisscheibe O
Aufgabe: Integrieren Sie f(z,y) = 2> + 32 Uber die Kreisscheibe Dieses Integral entspricht dem Tragheitsmoment eines Zylinders.
sl 9 9 o Anschaulich misst [},(2* + y?) d(x,y) das Volumen der Menge Q
D={(x,y) eR® |2 +y* <r?} zwischen der Kreisscheibe D x {0} und der Flache z = a2 + 2.
={(z,y) eR? | —r<az<r —Vr2-22<y<+Vr2-a2?}
={(@y) eR?|—r<y<r, —VrP-p2<z<\r?—y?}
Lésung: Wir wahlen eine Beschreibung als Normalbereich:
[ tan ey [, @y
224y2<r
ViZ—a? r V=22
/ / («® +y?) dyde = / [:L'Qy + %yﬂ dzx
—r Jy=—vr2—2? o= y=—r2—a2 e
: Das ist der Zylinder Z = D x [0, r*] ohne das Rotationsparaboloid [C126]
= 7 2V/r2 — 22 (222 4 1) dx = / - Y o Tj 2 P
e B Y- ) P:{ac,y,z E]R|x +y¥<z<r }
Wenn Sie Herausforderungen mogen, versuchen Sie doch mal, das letzte Integral auszurechnen. Hier gllt Z=QUP mit volg (Q n P) = 0. Dank Additivitat [A320] f0|gt
Wenn Sie es lieber bequem mogen: Spiter gelingt die Rechnung spiirbar leichter mit dem 4 4 T 4
Transformationssatz. [€402] Die Wahl eines geschickten Rechenweges erfordert Ubung! vol3(Q) = vol3(Z) — vol3(P) = mr® — §T = §T

der Integrationsreihenfolge o

. . . . . C134
Normalbereiche in hdherer Dimension

Die Qual der Wahl. ..

Aufgabe: Integrieren Sie f(x,y) = ¥"/2, sin(y?). < "L {ber

Y A:{(x7y)€R2|0§x§y§1}.
A Lésung: Normalbereich in y— und z—Richtung:
A={(z,y)

z ={(z,y)

ER?|0<z<l,z<y<1}
€ER[0<y<l0<z<y}

® Der erste Anlauf ist nicht elementar integrierbar: Holzweg!

forenaen & [ ]

© Bei umgekehrter Integrationsreihenfolge gelingt es jedoch leicht:

o1 . 2
/f:Ey (z,v) = / / _JZ/ded ”[)[/ {xe_yz/zr dy
y=0 Ja=0 y=0 =0

_ / ye ¥ 2y [ fu/z]y , = 1-eV ~ 030347
y=0 B =

eV /2 dy dz

Der Begriff der Normalbereiche lbertragt sich in naheliegender Weise
von ebenen Bereichen B C R? auf B C R” in beliebiger Dimension:

o(z,y) € ACR?

Integration (iber Normalbereiche dauonng Integration Uber iterierte Normalbereiche dauoneg
Definition C11: Normalbereich Satz C1k: Fubini fir iterierte Normalbereiche
Eine Menge B C R™ hei3t Normalbereich in k-ter Richtung, wenn Das Integral jeder absolut integrierbaren Funktion f: B — R Uber
B= {{II eRrR" | (.1}1,...,(I)k,l,l‘k+1,...,mn) €A, B= {.’I’ eRrR" | [Lk(,’El,...,.’Itk,l) <z < bk(l‘l,...,]}k,l) fur alle k& }
9(@1s s T 1, Bty @) S @k SA(E1, o TR, Thg -5 Tn) l&sst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

mit A C R"~! kompakt und stetigen Randfunktionen g, h: A — R.

In Worten: Die Grenzen fiir ;. h&ngen von den anderen Variablen ab.

Satz C1J: Fubini fir Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R™ ist kompakt und somit auch messbar.
Ist f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig, dann

h(u)
/ f(z dI—/ / s Uk—15 Uy Ukt 15 - - - 5 Un
u€eA Ju=, g(u)

Ist auch A ein Normalbereich, so kdnnen wir das Verfahren iterieren. ..
Die Grenzen jeder Variable =), hangen von den vorigen z1, ...,z ab.

)dv du

b1 ba(z1) b (€1, Zn—1)

/f f($17$27---,37n

Ubung: Zu r € R+ betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
A ={(21,...,a) ER* | 0<a1 <mp <+ <wp <7}

Skizzieren Sie AL, A2, A? und berechnen Sie rekursiv das Volumen

r T, T3 T2
vol, (AY) = / / s / / 1dzydas - -+ doy_1 day,.
zp=0 Jxn,_1=0 x2=0 Jz1=0

Lésung: Siehe Seite C425. Es gibt einige schéne Uberraschungen!

)dzp - des dzy.

T1=a1 T2= az(Il)In—dn(Zl, Tn— 1)
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Normalbereich oder nicht? Ubung
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Sehr oft mUssen Sie zwischen Bild und Formel Ubersetzen, zwischen
geometrischer und analytischer Beschreibung der Problemstellung.

Die Analytische Geometrie gibt Ihnen hierzu Werkzeuge: Koordinaten!
Diese nutzen Sie iberall, zum Beispiel in der Konstruktionslehre bei der
Bemessung und rechnerischen Auslegung der genutzten Bauteile.

In Koordinaten sind Normalbereiche hierzu ein vielseitiges Werkzeug.
Zur lllustration zeige ich einige Beispiele, von einfach bis knifflig:

Aufgabe: Die oben gezeigten kompakten Bereiche By, Bs, ..., B C R?
entstehen durch Vereinigung und Differenz aus Rechtecken [a, b] X [c, d]
und Kreisscheiben, abgeschlossen B((p, ), ) bzw. offen B((p,q),).
(a) Beschreiben Sie die Menge B; als Vereinigung bzw. Differenz.
(b) Ist B; ein Normalbereich in y—Richtung? oder in z—Richtung?
Wenn ja, mit welchen Grenzen a, b, g, h? Explicit is beautiful!
(c) Schreiben Sie fBl f(z,y)d(z,y) soweit mdglich als Doppelintegral.
(Die konkrete Rechnung zu gegebenem f flhren wir hier nicht aus;
die Techniken zur eindimensionalen Integration kennen Sie bereits.)

c139
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Normalbereich oder nicht?

Lésung: (1a) Die Skizze zeigt B; = [~1,1]2 . B((0,0),1/2).
(1b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von B; mit

der Geraden {z = 0} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist B; kein Normalbereich in z—Richtung: Symmetrie!

(1c) Hierzu musste man B; in Normalbereiche zerlegen, etwa so:

+/:771/Z/:71f(7 y)dyde +/ 71/2/11 i/lmf(vz y)dydz

r=—1

1/2
+/ / flz,y dydx-i—/ / flx,y)dyde
rz=—1/2 u:\/w ( ) z=1/2 Jy=—1 ( )

Genauso gelingt es in z—Richtung: Symmetrie! Eine Alternative wére:
By [-1,1]2

B((0,0),1/2)
Hierzu muss f auf [-1, 1] gegeben und zudem absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen miissen, dann hilft dieser Trick nicht.)
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

(z,y)d(z,y)

(2a) Die Skizze zeigt By = ([~1,1] x [~1,0]) U B((0,0), 1).
(2b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
BZ:{(:I;,y)ER2 ‘ 1<z <+1, -1<y<V1i-a?}
—_ —_ |
a b g(x) h(x)
Es ist zudem ein Normalbereich in z—Richtung:

By={(z,y) eR* | -1 <y <+1, g(y) <z < h(x) }
Fur —1 <y < 0 gilt hierbei g(y) = —1 und h(y) = +1;

fir0 <y <1gilt g(y) = —v/1 —y?und h(y) = /1 — 2.

(2c) Integrale Uber By kénnen wie demnach wie folgt schreiben:

f(z,y)d(z,y) /:_1/7

J By
- '/7':_1 /;,,::_1 fay)dady + ,é:o /:—:/ﬁ f(z,y) dzdy

Vorteil: Das erste Doppelintegral ist etwas leichter auszuschreiben.
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

(z,y)dydx
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Normalbereich oder nicht? Ubung

(3a) Die Skizze zeigt B; = [—1,1]*> \ B((0,1),1).
(3b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
By={(z,9) eR?|-1<2<+1l, -1<y<1-—V1-2%}
= o) BT —

Hingegen ist B3 kein Normalbereich in z—Richtung: Fir jedes ¢ € ]0, 1]
besteht der Schnitt Bs N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nétig oder gewilinscht kénnen wir Bs geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(3c) Integrale tUber B3 kénnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—vV1—22
f(z,y)d(z,y) / / f(z,y)dydz
-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

B3

(4a) Die Skizze zeigt By = [-1,1]* \ [B((0,1),1) U
(4b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

(x,y) ERQ‘—1<1<+1 \/1—L2—1<y<1—\/1—L2}

a g(x) h(z)

B((0,-1),1)].

By=

Hingegen ist B, kein Normalbereich in z—Richtung: Fir ¢ € [-1,1] ~ {0}
besteht der Schnitt B, N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nétig oder gewlinscht kénnen wir B4 geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(4c) Integrale Uber B4 kénnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—V1—22
f(z,y)d(z,y) / /
By =—1 Vi—z2-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

f(z,y)dydx
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Normalbereich oder nicht?

(5a) Die Skizze zeigt Bs = [1,1]% ~ U B((£1,£1),1).

(5b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
Bs={(v,y) eR?| 1< <1, g(z) <y <h(z) }

Wie finden wir g(z) und h(z)? Die Kreisgleichung (z — 1)2 + (y-1)2=1
liefert den Viertelbogen oben rechts: y =1 — /1 — (1 — z)2. Demnach:

gl@) =v1i-(1—lz[)* =1,  h(x) =1-v1-(1-[z[)?

Genauso gelingt es in z—Richtung: Nutzen Sie die Symmetrie!
(5¢) Integrale Uber Bs kénnen wie demnach wie folgt schreiben:
1\MV 1

1—
/ f(a,y)d(z,y) / /
-1
1—y/1=(1—[a])?
/ / f(z,y)dzdy
—1Ja=\/1-(1—]z])2-1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

V1-(1—[z])2
f(z,y)dydx

(6a) Die Skizze zeigt Bs = B((0,0),1) ~ B((—r,0),r) fir r ~ 0.58.

(6b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {z = —0.5} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist Bg kein Normalbereich in z—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {y = 0.5} besteht aus einem Intervall und einem Punkt.
(6¢) Wenn der Integrationsbereich Bg schon so mihsam ist, dann wohl
auch das Integral fBb z,y) d(x,y). Oft hilft der folgende einfache Trick:

fenden = [ fwgdes) - [ @ de)

Bs B((0,0),1) A

Hierzu nehmen wir an, dass unser Integrand f bereits auf der grof3en
Kreisscheibe B((0,0),1) gegeben ist und dort absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen miissen, dann hilft dieser Trick nicht.)
Das letzte Integral geht nicht Uber die ganze Kreisscheibe B((—r,0),r),
das wére zuviel, sondern nur Gber A = B((0,0),1) N B((~r,0),r); dies
kann man als y—Normalbereich darstellen, nach genauerer Rechnung.

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Transformation von Volumina

Wie verhalt sich das Volumen von X C R" unter Transformationen?

Affin-lineare Abb.
P:R" - R"
r—=y=v+Tx

Beispiel: v =0
1.3 —-0.2
= <70.4 1.6>

Wie verhélt sich das Volumen unter affin-linearen Abbildungen?

| volu(Y) = volu(X) - det(T)] |

[1] Siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.11. Das ist speziell fiir n = 2 das Kreuzprodukt,
fiir n = 3 das Spatprodukt. Wir konnen die Formel dank Fubini und Substitution nachrechnen,
siehe unten C2F. Beispiele: Fiir Drehungen gilt det 7" = +1, fiir Spiegelungen det 7" = —1.
Fiir die allseitige Streckung mit konstantem Faktor a € R gilt det T = a™.

Stetig diff’bare Abbildung
P:R"DX Y CR"
D(z + h) = D(x) + D' (z)h

(T = x%fzg
T 2I1I2

& T\ _ 2rx1 —2x9
xTro 2I2 21‘1

det @' @) =4(a? +23)

Satz C2A: Transformationssatz flir n—dimensionale Volumina
Seien X,Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar:

vol,(Y) = / 1dy = / |det ®'(z)| dz
Jy JX ——

Fu'det
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Transformation von Volumina

Die Abbildung ®: X — Y beschreibt einen Koordinatenwechsel:

Sie ordnet jedem Punkt « € X genau einen Bildpunkt y = ®(z) € Y zu.
Bijektivitat bedeutet: Zu jedem y € Y existiert genau ein Urbild z € X.
(Injektiv/surjektiv: Jedes y wird hdchstens/mindestens einmal getroffen.)
Die Punkte y € Y kénnen wir also auf zwei Arten beschreiben:

durch ihre kartesischen Koordinaten y = (y1, . . ., y»), Wie immer,

aber ebenso durch die krummlinigen Koordinaten y = ®(z1, ..., xy).

Was heif3t hier &: X — Y stetig differenzierbar mit Ableitung ®’'?
Wenn der Integrationsbereich X C R™ nicht offen ist, so verlangen wir
®:U — R stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung U D X.

Die Ableitung ®': U — R™*" ist dann die Jacobi—Matrix

9% 0Py
oz Tt O
o 0% _ A(®y,...,D,) . o
Or  O(x1,...,xn) - .~
Oz Tt Oz

Die Funktion det ® : U — R heiBBt Funktionaldeterminante von ®.

Der Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Die hier als Beispiel gezeigte Abbildung z — y = ®(z) ist nicht linear.
Wir sehen: Die Volumenverzerrung |det ®’(z)| hdngt vom Punkt = ab!

© Die Transformationsformel wird wunderbar anschaulich durch die
Taylor—Entwicklung ®(x + h) ~ ®(z) + ®'(z)h bis zum linearen Term.
Kleine Quader = + A werden abgebildet auf &(A) ~ ®(z) + ®'(z)(A),
also vol,, (P(A)) = vol,(A) - |det ®'(z)| wie zuvor erklart. Summation
Uber eine Zerlegung in viele kleine Quader ergibt die obige Formel.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so die Rechnung zu vereinfachen.
Vermutet wurde der Transformationssatz schon von Euler (1769) fur
Doppelintegrale und von Lagrange (1773) fiir Dreifachintegrale — und
von allen ausgiebig genutzt. Ein strenger Beweis ist technisch schwierig
und wurde erst Uber hundert Jahre spater von Cartan (1890) entwickelt.

© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv geniigt, dass @ injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.
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Aufgabe: Parametrisieren Sie den Kreisring
K={(zy) eR*[r§ <a®+y> <}

in Polarkoordinaten. Berechnen Sie so seine Flache.

Lésung: Fir K sind Polarkoordinaten besonders gut angepasst!
K ={(pcosp,psiny) ! ro<p<r, 0<p<2m}

© Die Skizze zeigt die Volumenverzerrung proportional zu det ® = p.
Die kleinen Rechtecke wiegen weniger, die groBen Rechtecke mehr!

Als Parametrisierung nutzen wir (wie skizziert und vorgeschlagen)
T\ _ [pcosp) . P . .
<y) = <psin<p) =P <‘/’> mit  (p, ) € [ro,71] X [0,27[ =: D.

© Die Abbildung ®: D — K ist bijektiv und stetig differenzierbar.
Wir berechnen ihre Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

oz, s —psi
¢,</i> _ 8Eﬂvy) _ (C_Ob@ ﬂmw) . det@’(’ﬂ) —
¥ 0,0) singp  pcose %

Flachenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

1 27
voly(K) = /ld(m,y) ‘:/ p dp,e) = / / pdpdp
K - DIFu’_detl p=ro J p=0
HDI = HDI 21"t 2 2
= 2mpdp = [Wﬂ} = w(r{ —g)
Bl o=ro BlI p=ro

© Plausibilitatspriifung: Dasselbe Ergebnis folgt aus der Kreisflache.
/\ Es gilt voly(D) = 27(r; — o). Man beachte die Volumenverzerrung!
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Auf dem Definitionsbereich D = [rq,72] X [0, 27| definiert &: D — K
eine Bijektion, wie im Satz verlangt. Ebenso [rg, 1] x [, x|, oder

Iro, 71,
10, 27].

/\ Fir manche dieser Wahlen ist ® nicht injektiv bzw. nicht surjektiv.
Der Unterschied ist nur eine Menge vom Volumen 0, also unwesentlich.

70,71,
10, 27],

[ro,71[s
[0, 2],

[r0,71],
[0, 2],

Aufgabe: Was erhalten Sie bei den folgenden Polarkoordinaten?

P: Xy = [7‘077'1] X [O,ﬂ'] — K, D7 X7 = [7‘0,7‘1] X [0, 77T] — K.

Gilt hier die Volumenformel voly(K) = [ |det ®'(z)| d=? Begriindung?
Lésung: Die Abbildung @, ist injektiv, aber nicht surjektiv: Nur der obere
Halbring wird durchlaufen, daher wird auch nur seine Flache integriert.
Die Abbildung ®7 hingegen ist surjektiv, aber nicht injektiv: Der Kreisring
wird dreimal durchlaufen, der obere Halbring sogar noch ein viertes Mal.
Daher wird die Flache drei bzw. viermal gezahlt. So wird es nichts!

Aufgabe: Was passiert, wenn Sie im Transformationssatz fir Volumina
(C2A) bei der Funktionaldeterminante den Betrag weglassen?

vol,(Y) = / 1dy = / det ®'(z) dz
Y X
Loésung: Wir zerlegen den Integrationsbereich X in drei Teile:
Xo={zeX|det®'(z) =0}
Xip={zeX|det®(x) >0}
X_={2ze€X|det®(z) <0}
Uber X, verschwindet das rechte Integral, denn der Integrand ist Null.

Das linke Integral verschwindet Uber Y, = ®(Xj), da vom Volumen 0.
Fir die Einschrankung @: X \ Xy — Y \ Y; gilt Gberall det &' # 0.

Das Integral Gber X wird wie zuvor positiv gezahlt. Das Integral Gber
X_ hingegen wird negativ gezahlt, da wir es umgekehrt orientieren.
Wenn wir also links das (unorientierte) positive Volumen von Y messen
wollen, dann missen wir rechts den Betrag der Determinante nehmen.
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Satz C2B: Transformationsatz fir n—dimensionale Integrale
Seien X,Y C R" messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f: Y — R messbar, so auch (f o ®) - det ®': X — R, und es gilt

[lswlay = [ r@@

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

frw = [ 10

Merkregel analog zur Substitution: Fiir y =

| - |det @' ()| da.

) - |det @' (z)| da.

D(z) gilt dy = |det @' (z)| dz.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so unsere Rechnung zu vereinfachen.
© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv geniigt, dass @ injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.

Aufgabe: Folgern Sie in Dimension n = 1 die obige Formel des
Transformationssatzes C2B aus der Substitutionsregel B1k.

Loésung: Der HDI impliziert die bekannte Substitutionsregel B1k:

o(b)
/ f(@ )dr—/7®( )f(y)dy.

Hierzu sei @ : [a, b] — R stetig diff’bar und f:R 2 ®([a, b]) — R stetig.
In Satz C28B setzen wir zusatzlich @ : [a, b] — [c, d] als bijektiv voraus.
Wir unterscheiden daher zwei Falle, je nachdem, ob ® wéachst oder fallt.

(1) Ist @ : [a,b] — [c, d] wachsend, &' > 0, ®(a) = ¢, D(b) = d, so gilt:

b ®(b)
'/[aﬁb](fod’)\él = [one :'L(a) / - /.7
(2) Ist @:[a,b] — [c,d] fallend, &' < 0, ®(a) = d, ®(b) = ¢, so gilt:

[ e -~ [ (fom)a = - [j(j)f _ /;;)f [

© In beiden Féllen gilt der Transformationssatz C2B wie angegeben.
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Aufgabe: Untersuchen Sie (fir f = 1) die nicht-bijektive Transformation
®:[a,b) =R mit &(z)=32? - 162 + 1822 sowie a= —0.7,b=4.
Was sagt die Substitutionsregel? Was sagt der Transformationssatz?

Y n=0 m=0
a

n=1 m=1

HE i
n=2 m=20
o N e ddﬁ"'ﬁﬁ'ﬂﬁhﬁ/ 77777 T n=4 m=0

a \ /

\ / n=2 m=20
7777777777777777777777777777777777777777777777 n=0 m=0

Lésung: Die Funktion ® verlauft von ¢ = ®(a) ~ 15 nach d = ®(b) = 32,
allerdings nicht monoton. Die Substitutionsregel B1K I&sst sich dennoch
anwenden. Fir jede stetige Funktion f:R D ®([a,b]) — R gilt demnach:

[ oo - [ o

Der Transformationssatz verlangt zudem Bijektivitat; sie gilt hier nicht!

f(@(2)) |¥'(2)]d # f()

la,b] [e,d]

Eine Kurvendiskussion liefert fiir ® den oben skizzierten Verlauf mit
lok. Minimum in z = 0, ®(0) = 0, lok. Maximum in z = 1, ®(1) = 5,
lok. Minimum in z = 3, ®(0) = —27. Somit durchlauft ® auch Punkte in
[—27, ¢] zwei- bzw. viermal! Anders als die Substitutionsregel integriert
die Transformationsformel (mit Betrag) sie falschlicherweise mit auf.

In der orientierten Zahlweise (ohne Betrag) bleibt in der Gesamtbilanz
nur das Integral Gber [c, d]: Genau das besagt die Substitutionsregel!
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Obiger Satz C2B verlangt bijektive Parametrisierungen ®: X — Y,
das heif3t, zu jedem y € Y existiert genau ein z € X mit ®(z) = y.

© Geeignet umformuliert gilt der Satz auch ohne Bijektivitat — und hat
dieselben schénen Eigenschaften wie die Substitutionsregel fir n = 1!

Zu jedem Punkt y € Y zahlen wir die Urbilder bezlglich f: X — Y

n:Y - NU{oo}, n(y):=#{zeX|f(z)=y, det®(x) #0}
Genauer zahlen wir zum Punkt y € Y positive und negative Urbilder:
ny:Y — NU{oo}, ni(y):#{x€X|f( =y, det®(z) 20}

Wir erhalten so die geometrische Vielfachheit n = n; +n_ und die
algebraische Vielfachheit m := n — n_ aufgrund der Orientierung.

Beispiel: Die Werte sind in der vorigen Kurvendiskussion angegeben.
Dies entspricht anschaulich der Durchlaufungsrichtung (hoch/runter).

Satz C2c: Transformationsatz mit Orientierung

Seien X, Y C R"™ messbar und ®: X — Y stetig diff’bar. Dann sind
ni(y) == #{ze X | f(z) ) >0},
n(y) = #{zeX| f(x) z) <0},
messbare Funktionen, ebenso n :=n, +n_und m :=n4y —n_.

(1) Ist f: Y — R messbar, so auch (f o ®) - det &' : X — R, und es gilt

Jlr@@)]- jaetv@]ar = [ [76)]-nw)

(2) Ist dieser Wert endlich, so gilt absolute Integrierbarkeit und

Jfee J o

/X f(@(@)) /Y F(w) - miy) dy

nt:Y = NU {oo},
n_:Y - NU{oco},

=y, det ®'(z
=y, det ®'(

) - |det @' (z)| dz = y)dy,

~det ®'(z)dr =
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Aufgabe: Uberpriifen Sie diesen Satz im obigen Beispiel:

O:la,b] = R, &(x) =321 - 162+ 1822, a=-07, b=4
Stimmen Substitutionsregel und Transformationsformel nun tberein?

Lésung: @ verlauft von ¢ = ®(a) ~ 15 nach d = ®(b) = 32.
Die vertraute Substitutionsregel B1K besagt demnach:

b
y)dy = / f(y)dy.

Die algebraische Vielfachheit m ist m = 1 auf |c, d] und m = 0 sonst.
Die orientierte Transformationsformel C2c besagt demnach:

(@ (@) ®(x) dz = /R F(y) - mly) dy = /

[e,d]

b (b)

F(B() () do = |

z=a y= (P(a

f(y)dy.
[a.0]

© Dank der algebraischen Vielfachheit m stimmen beide nun iberein!

Die orientierten Formeln klaren zwei Aspekte der Transformation:

(1) Der Transformationssatz verlangt ®: X — Y bijektiv. Die orientierte
Formulierung erlaubt beliebige ®, da nun die Vielfachheiten zahlen.
(2) Der Transformationssatz nutzt zunéachst nur |det ®'|. Die orientierte
Fassung unterscheidet positive Orientierung det ® > 0 und negative
Orientierung det ' < 0 und z&hlt die Urbilder entsprechend.

Die beiden wichtigsten Spezialfalle kennen wir bereits:

Ist ®: X — Y bijektiv und det ' > 0, so gilt n* =1und n™ = 0.

Ist ®: X — Y bijektiv und det ' < 0, so gilt n* =0und n™ = 1.

Die Formulierung mit Orientierung und Vielfachheiten ist dann genau
der obige Transformationssatz mit Absolutbetrag ohne Vielfachheiten.
Umgekehrt folgt aus der absoluten die orientierte Formel durch Zerlegen
und Aufsummieren. Beide Satze C2B und C2¢ sind demnach &quivalent.
Wir nutzen im Folgenden meist bijektive, positive Parametrisierungen.
Diese Einschrankung vereinfacht die Formulierung wie oben diskutiert.
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In Dimension n = 1 ist uns der Transformationssatz C28B bereits vertraut.
In Dimension n > 2 rechnen wir ihn fiir einfache Transformationen nach:
© Hierzu geniigen uns bereits Fubini (C1E) und Substitution (B1K).

Sei X = [a1,b1] x --- X [ay, b,] €in Quader und ®:R™ O X — R" stetig
differenzierbar mit 9;®; > 0 sowie 0;®; = 0 fur j > i. Flir n = 2 kurz:

O:R?D X B2 (“) - (y‘> = (q"(““))
T Y2 Py (21, 22)
>0 =0
o' = ( B >0> - dct(I)’:61<I>1-82<I>2>0
Das heiBt, die Jacobi—Matrix ®’ soll eine untere Dreiecksmatrix sein.

Lemma C2b: einfache Transformationen
Fir solch einfache Transformationen gilt die Formel C2B. J

Aufgabe: (1) Beschreiben Sie das Bild Y = ®(X) als Normalbereich.
(2) Ist @: X — Y bijektiv? Auch wenn statt 9;®; > 0 nur 9;®; > 0 gilt?
(3) Folgern Sie die Transformationsformel aus Fubini und Substitution.

Lésung: Wir flhren hier n = 2 aus; der Fall n > 3 verlauft genauso.

(1) Wegen 0>®; = 0 hangt ®;(x1, x2) nicht von x4 ab, wir schreiben kurz
Q1 (z1,22) = ®1(x1). Wegen 012 > 0 ist z; — ®(z1) streng wachsend,
somit bijektiv von [(Ll, bl] auf [(31,(11] mit cp = (13‘1((11) und dy = @1(2)1).

Zu jedem 1 € [a1, b1] ist die Funktion xo — ®5(x1, 22) streng wachsend,
somit bljektIV von [(1,27 bg} auf [02(,’151), (12(’1‘1)] mit (52(1171) = (I)Q(J,‘l, (1,2) und
da(x1) = ®a(z1,b2). Das Bild Y = ®(X) ist daher ein Normalbereich:

Y=0X)={(yy2) €R? | c1 <y < dy, g(yn) < y2 < h(wn) }
)) und h(y1) = dz(®7 ' (31))-

(2) Ja, ®: X — Y ist bijektiv: Surjektiv auf Y nach Konstruktion.

Zudem ist @ injektiv, denn es erhalt die lexikographische Ordnung:

Far (z1, ’1'2) # ('51-3”2) unterscheiden wir zwei mt')gliche Falle:

Fir z1 < o gilt ya S v). Fir z; = 2 gilt 22 < 2, und somit ¥ < .
Fordern wir nur 9, ®; > 0 und 9,®2 > 0, so gilt statt ,streng wachsend*
nur noch ,schwach wachsend®, und ®: X — Y isti.A. nicht mehr bijektiv.

mit den Randfunktionen g(y;) = c2(®7 (11
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(3) Die Transformationsformel folgt nun dank Fubini und Substitution:

dy hy)
/f ) dy (7/ / f(y y2) dy2 dyy
yi=c1 Jya=g(y1)

/ /‘I’z 1,b2)
\H\
z1=a1 J yo=P2(x1,a2)

W/ / F(®@1(z1), Pa(1, 22)) - Da®o(w1, 22) dwgy - B1 Py (21) day
r1=a1 Jxa=as

F(®1(z1),y2) dya - D1P1(z1) day

2
/ / F(®1(21), ®a(w1, 7)) - [det (21, 2)] daa day
r1=a1 J ro=as

¢ [ s

In dieser Rechnung nehmen wir f als stetig an: Die Integrationsbereiche Y und X sind kompakt,
hierauf sind f bzw. (f o ®) - |det ®'| stetig und somit absolut integrierbar, daher kénnen wir
Fubini C1E anwenden. Ebenso konnen wir die Substitution B1K anwenden. Per Grenziibergang
gilt die Transformationsformel dann fiir jede absolut integrierbare Funktion f wie in Satz C2B.
Die Rechnung (3) gilt wortlich genauso, wenn wir allgemeiner nur 91 ®; > 0 und 92P2 > 0
fordern. Wenn wir auch dies noch fallen lassen, so erhalten wir die Formel aus Satz C2cC.

) - |det ®' ()| dz

Lemma C2E: Komposition von Transformationen

Gilt die Formel C2B fiir die Transformationen ®: X — Y und ¥:Y — Z,
dann gilt sie auch fur ihre Komposition H = Vo ®: X — Z.

Aufgabe: Rechnen Sie diese Aussage nach! Die Formel gilt also fir alle
Transformationen wie in der vorigen Aufgabe und ihre Kompositionen.

Lésung: Wir nehmen an, die Transformationsformel gilt fir ® und ¥:

/Z f)ds 2 / f(w
Traf /f
o /X F(H (@)

Fur H(z) = U(®(z)) gilt die Kettenregel H'(z) = ¥/ (®(z)) - ®'(x) der
Jacobi—Matrizen (Nachrechnen!), und die Determinante ist multiplikativ.

- |det W' (y)| dy
) - |det ¥'(®(z))| - |det @' (z)| dz

- |det H'(z)| dz
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Sei X C R" ein Quader und ®:R" — R":x — Az + v affin-linear.
Flr n = 2 betrachten wir folgende elementaren Transformationen:

<$1> — <y1> _ (951 +U1> . weER?
z2 Y2 T2 + V2
Streckung P : (m) — <y1> = <ax1> ,
T Y2 bao
'1>2:<Q:1>i—><yl):<I1 ), a€R
9 Yo axry + 2
() )-C)
x2 Y2 Lo
Lemma C2F: affin-lineare Transformationen
Fir jede affin-lineare Transformation @ : R™ — R™ gilt die Formel C2B. J

Verschiebung @ :
a, be ]R>0
Scherung

Spiegelung Dy

Aufgabe: (1) Zeigen Sie dies flr die elementaren Transformationen!
(2) Dank GauB—Algorithmus ist jede affin—lineare Transformation eine
Komposition von elementaren. Folgern Sie hieraus das Lemmal!

Losung: (1) Die ersten drei Transformationen ®(, ®;, ®, erfiillen
unmittelbar die Bedingung ' = (~° Z) des obigen Lemmas C2b.
Demnach gilt hier die Transformationsformel C2B. (Wenn Sie méchten,
kénnen Sie diese Spezialfalle als Ubung nochmal direkt nachrechnen.)
Wie untersuchen daher nur noch den verbleibenden letzten Fall ®3.

Es gllt q’&Xl)letX [al,bﬂ [az bz] undY = [(lg,bz] X [al,bl].
Die Jacobi-Matrix ®4(x) = (9 ¢) hat Determinante det ®}(z) = —1.
Dank Fubini und den Substitutionen y; = z5 und y2 = x; finden wir:

bo b1
/f(y17y2)d(y1:y2) = / /
Y y1=az Jy2=ay
Subs bo by
Sl

% / f(za, 1) d(x1, 22)
X

o [ @

f(y1,92) dy2 dyn

Iz, 11 d:L‘l dIQ

7)) - |det ®'(x)| d=
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(2) Sei @:R™ - R™: 2 — Az + v eine affin-lineare Transformation.
Das Integral ist invariant unter Verschiebung ¥ :z +— = + v, mit v € R™.
Wir untersuchen lineare Transformationen ®:z — Az, mit A € R"*":

Die vorigen Rechnungen zeigen die Transformationsformel C28B fiir

1 jede Diagonalmatrix A = diag(a1,...,a,),

2 Scherung / die Addition einer Zeile zu einer anderen,

8 Spiegelung / die Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten.
Mit dem GauB-Algorithmus I&sst sich jede Matrix A € R™*" allein durch
die beiden Operationen (2) und (3) auf Diagonalgestalt (1) bringen.
[T Siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.7-4.12.
Fir jede dieser elementaren Transformationen gilt die Formel C28,
dank Lemma C2E gilt sie dann auch fir ihre Komposition A.
Somit gilt die ersehnte Formel C28B fur jede affin-lineare Transformation
O:x— Az +omit Ac R undv € R*. © Das wollten wir zeigen.
© Die Rechnung ist zwar langlich, aber elementar. Sie rechtfertigt die
eingangs motivierte Volumenverzerrung affiner Transformationen.

Die vorigen Ubungen und Lemmata zeigen wichtige Spezialfille des
Transformationssatzes C2B: Wir kénnen sie explizit nachrechnen und
erfahren dabei, wie und warum die angegebene Formel funktioniert.

Der Transformationssatz gilt firr alle einfachen Transformationen (C2D)
und fir ihre Kompositionen (C2E). Es geniigt demnach nachzuweisen,
dass jede Transformation eine Komposition von einfachen ist.

Fur affin-lineare Transformationen (C2F) haben wir dies mit Hilfe des
GauB-Algorithmus erledigt. Im allgemeinen Falle gelingt dies genauso,
zumindest nach geeigneter Zerlegung. Die technischen Details sind
etwas aufwandiger, ich begniige mich hier daher mit dieser Skizze.

Anstelle eines Beweises mdchte ich als verséhnliches Fazit festhalten:
© Der Transformationssatz ist geometrisch anschaulich und intuitiv.
© Seine Voraussetzungen sind wichtig, aber sehr milde und oft erfiillt.
© Er folgt aus Fubini und HDI, hier eindimensionale Substitution:
Diese Kernidee kénnen wir wie gezeigt direkt explizit nachrechnen!
Nach diesen Grundlagen widmen wir uns nun den Anwendungen. ..
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© Eine beriihmte Anwendung der zweidimensionalen Integration:
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die GauBsche Glockenkurve

flz) =2,
g9(z,y) = f(@)f(y)

(2) Kénnen Sie f: e~%*/2 4z in geschlossener Form angeben?
(3) Berechnen Sie zur Funktion g das Flachenintegral

/ e~ (@ +y?)/2 d(z,y)
K

tber dem Kreisring K = { (z,y) € R? | a> <2? +y? < V? }.
(4) Welches Integral erhalten Sie fiir a — 0 und b — c0?
(5) Bestimmen Sie hiermit das Integral I = [, e=**/?dz.

f:R—>R,
g:R? 5 R,

sowie die Glockenflache
fir z,y € [-3,3].

® Dieses Integral konnten wir mit eindim. Integration nicht berechnen.
© Mit zweidimensionaler Integration hingegen gelingt es nun leicht!

Losung: (1) Skizze der GauBBschen Glockenkurve:

Ihre Streckungen und Verschiebungen heiBen ebenfalls Glockenkurven.
Sie spielen eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beim
zentralen Grenzwertsatz W1D; er wird uns in Kapitel W beschéftigen.

(2) Die Integralfunktion F(z) = [ f(t) dt erlaubt ke|ne geschlossene
Formel, ebensowenig die beshmmten Integrale f f(t)dt = F(b) — F(a).

Ich warne vorsorglich vor einem verbreiteten Missverstindnis: Die Funktion f ist stetig und
somit integrierbar (Satz B1C), daher existieren dle bestimmen Integrale [ f(t) dt und somit
auch die Integralfunktion F': R — R:a — fo t) dt. Allerdings kann diese nicht durch
elementare Funktionen (also durch exp, log, sin, cos, ...) in geschlossener Form dargestellt
werden. Das ist nachweislich unmoglich. Es ist aussichtslos danach zu suchen!
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Skizze der GauBschen Glockenflache g(xz,y) = e~ (@ +7)/2;

Diese Funktion g wollen wir Giber den Kreisring K integrieren:
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(3) In Polarkoordinaten (z,y) = (pcos ¢, psin) gilt d(z,y) = pd(p, ¢).
Die Integration gelingt dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

/ (g y) / | 2 p dp,p)
@ Jla b x[0,27] Foeet
) ‘
b / / Pe—n 2/2 dpdp T / 2”Pe_p2/2 dp
ClIr p=a J p=0 o p=a
HDI _ - 2/2 = - 2/2 - 7b2/2
BlI { me’ ]p:a B 27r<e ' ’ )

(4) Fir a — 0 und b — oo finden wir:

/ e (@ )2 d(z,y) = 27
R'Z

@ Das eindim. Integral j" ~2%/2 4g; knnen wir nicht direkt angreifen.

© Das zweidim. Integral [, e~(**+¥")/2 d(, y) ist hingegen leicht dank
des Faktors p. Vergessen Sie nie nie nie die Funktionaldeterminante!

(5) SchlieBlich gelingt uns so auch das eindimensionale Integral:

) 2
(/ o7 /2 dT)
R
/ —7*/2 4 . /C’VQ/2 dy

= / _(Zz+y 2 a(e,y)
Clt RxR ©

Kunstgriff: Statt I berechnen wir 12!

/07'2/24 </c y2/2dy> dx
// ~@+52)/2 4y,

e V2 dydz

Satz C2G: GauB3sches Integral

Es qilt / e ™2 dy = V2.

R
© Dies ist ein eindimensionales Integral, aber allein mit eindim.
Methoden schafft man es nicht. Erst durch die Berechnung als
zweidimensionales Integral |dst sich alles in Wohlgefallen auf!
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Die Gamma—Funktion an halbzahligen Stellen

()

e it

Sei pu,0 € R mit o > 0. Die Funktion ¢ : R — R mit

pla) =~ 127r 35

PR LR

heif3t (Dichte der) Normalverteilung mit Mittelwert ;. und Streuung o.
Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.

© Wahrscheinlichkeitsdichte: ¢ > 0 und [; o(z) dz = 1

© Hier gilt Schwerpunkt = Mittelwert = Jpro(x)de=p

© Tragheitsmoment = Varianz = [, (z — p1)%¢(z) dz = o?

Wir kennen die Gamma—Funktion

o0
e " da.

FIR>0—)R>0:Z'—>F(2):/
=0

Aufgabe: Berechnen Sie den Wert r(%) = / % e " dg.

=0
Lésung: Die Substitution = = »? und dx = 2u du ergibt:

1 * -1 7u oc
1"(7) = u 2udu = 2
2 u=0 u=0

© Dank der Funktionalgleichung T'(> + 1) = 2 T'() aus Satz B3E folgt:

.2
e " du

2
e " du

Satz C2H: Gamma-Funktion an halbzahligen Stellen

Es gilt F(%):ﬁ und FGJFﬂ):w

2 v
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LI YL
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v

Griechische Amphore aus dem Louvre, Bildquelle: wikimedia.org

Stuttgarter Fernséhturm, Bw\dqhelle: wikimedia.org

Zylinderkoordinaten eignen sich bei Rotationssymmetrie bezuglich
einer Achse, zum Beispiel zur Parametrisierung von Rotationskérpern.

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskodrpers
R={(z.y,2) eR*|a <z <b ro(2)? <a?+y* <ri(2)?}

(1) in Zylinderkoordinaten und (2) mit Fubini (zum Vergleich).
(3) Was erhalten Sie fir —1 < z <1 mit rp = 0 und r1(z) = cosh(z)?
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Volumen eines Rotationskérpers

Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten um die z—Achse:

z T pCos P
y| =[psing | =0 |¢
z z z

®:D—R mit D={(p,p 2)€cR?]
a<z<b m(z) <p<rifz), 0<p<2m )

Die Funktionaldeterminante ist wie zuvor bei Polarkoordinaten:

P 9 cosyp —psing 0 p
o) = M = [sinyg pcosp O = detd' || =p

Wir erhalten folgende Parametrisierung unseres Rotationskorpers:
R={(z,y,2) €R? [a<z<b, ro(2)? < 22 + 92 Srl(z)Q}
={(pcosp,psing,z) |a<z<b, ro(z) <p<ri(z), 0<p<2m}

Anschauung: Die drei Spalten von @’ sind die Tangentialvektoren in Richtung p, ¢, z. Diese drei
stehen hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Lingen 1, p, 1.

(1) Volumenberechnung in Zylinderkoordinaten, d(z,y, z) = pd(z, p, ¢):

b 71(2) 2m
volz(R) = /ld(a;y7 z) 1:'}% /pd(z,p7 ®) :% / / / pdpdpdz
R - JD z=a J p=ro(z) J =0

; b 71 (2) ) b 1(2) b
= / / 2rpdpdz = / [Trp2]” T = / 7r1(2)? — 7o (2)%dz
Bl z=a J p=ro(z) B S e=a ro(2) z=a

(2) Mit Fubini und Kreisringen erhalten wir dasselbe Ergebnis:

b b
/ / Ir(z,y,2)d(z,y) dz = / 7r1(2)? — 7ro(2)? dz
z=a JR? % Je=a

(3) Flr rg, 71 :[-1,1] — R mit ro = 0 und r1(z) = cosh(z) erhalten wir:

V013 (R) =

ClIE

o ! T 1
volz(R) = / X 7 cosh(2)? dz e 71'/ 2 cosh(2z) + 3 dz
z2=— 2=

ﬂ[i sinh(2z) + E]l w(% sinh(2) + 1) ~ 8.84

21:=—1

(Additionstheoreme fiir cosh und sinh oder einfach ausmultiplizieren.)

C237

C238

Kugelkoordinaten wung| | Kugelkoordinaten Ubung
z Wir parametrisieren durch Kugelkoordinaten:
psiné cos ¢ p
psinfsing | =@ | 0
( pcosf ®

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen der Kugel vom Radius r:
K = {(z,y,2) € R? | 2442 4 22 §r2}

(1) in Kugelkoordinaten und (2) als Rotationskérper (zum Vergleich).

Der Poldistanzwinkel 6 lduft vom Nordpol § = 0 zum Siidpol § = 7, die geographische Breite
¥ = 7 /2 — 6 hingegen vom Aquator ¥ = 0 zu den Polen ¥y = £7 /2. Der Azimutwinkel ¢ ist nur
bis auf Vielfache von 27 bestimmt; als Standardbereich wihlen wir [0, 27, alternativ ] —m, 7].

M Y $:D— K mit D=1{(p0,0) €R?|

0<p<r, 0<6<m 0<p<2r}

Wir berechnen die Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

Oy, 2) sinfcosy  pcosfcosp —psinfsing
il = ﬁ = | sinfsing  pcosfsing  psinfcosy
(0,0, ) cos @ —psind 0
= det ®' = p%sind (Ubung!)

© Hierist (p, 0, o) ein rechtshéindiges Koordinatensystem, det ®' > 0. Hingegen wiire (p, ¢, 0)
linkshéindig. Unser Integral ist nicht orientiert, also rechnen wir mit dem Absolutbetrag |det ®’|.
Anschauung: Die drei Spalten sind die Tangentialvektoren in Richtung p, 6, ¢. Diese drei stehen
hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Lingen 1, p, psin 0.
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Lésung: (1) Das Volumen berechnen wir in Kugelkoordinaten: hJ
vol3(K) = / ld(z,y,2) = / p2sinf d(p,0,¢) PVt
K o D Fu'det z : \
Fuk " 4 2 HDI T i ) |
o / / / psingdpdodp 2 / / amptsingdodp || |
p=076=0Sp=0 . p=0J0=0 . . Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Kugelsegments
> P ™ b > T 31" T s .
“;w/ 2#{_p2cos6] dp:/ 47rpzdp 1ol [7,03} =3 K:{(I,y7z)€R3|x2+y2+z2§r2,r—hgzgr}_
Bl =0 0=0 p=0 Bl 3 p=0 3
) Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten und d(z,y, z) = pd(z, p, ¢):
© Der Term 7 ist plausibel, denn die Kugel wiichst in jede Richtung proportional zu r. , VT2 on
Die Konstante 37 hingegen kann man nicht raten, sondern nur durch Integration berechnen. vols ( K) _ / 1d (L v, Z) Trafo / / p dpdpdz
. ) . .. . K P Jo=r—h J p=0 e=01—!
(2) Zum Vergleich die Rechnung als Rotationskorper: i 3 Fudet
" 239 47 . é/7 m(r? — 2%) dz 'Qlw[rzzfz—]r = ... = ﬂhQ(T,E>
vols(K) = / a(r? —2%)dz = 7r[7"2z — —} = 3 a—r—h Bl 3 le=r—h 3
cie fo__, Bl I P — 3

© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg éindert sich. Sie haben hier freie Wahl!

Die Kugel ist ein Rotationskorper, also bieten sich neben Kugel- auch Zylinderkoordinaten an.
Je nach Problemstellung ist es eine Kunst, besonders gut angepasste Koordinaten zu wihlen.
Hier hilft nur Erfahrung; die erwerben Sie, wie immer im Leben, nur durch eigene Ubung.

Ist das plausibel? Wir machen die Probe fir Halb- bzw. Vollkugel:
h=r = vol3(K) = 2%7'3, h=2r = vol3(K) = 4%7“3

© Vergessen Sie nie... nie... nie... die Funktionaldeterminante!




Komplexe Funktionen und ihr Integral ot

Der Hauptsatz (HDI) fir komplexe Integrale =

Auf 2 C R™ betrachten wir neben reellen auch komplexe Funktionen.
Jede komplexe Funktion f:Q — C kénnen wir zerlegen in ihren

Realteil und

Imaginérteil

Ref:Q — R:z +— Re f(z),
Imf:Q— R:z— Im f(z).
Hieraus lasst sich f zusammensetzen geméB f = Re f +ilm f.

Es gilt | f[2 = [Re f|> + |Im /> und [Re f|, [Im f| < |f] < [Re f| + |Im f].

Wir nennen f:Q — C messbar, wenn Re f und Im f messbar sind.
Wir nennen f integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind.
Aquivalent hierzu: die Funktion f ist messbar und Jolfl < .

In diesem Fall kdnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf::/QRef-Q-i/g;Imf.

© Wegen R C C ist das reelle Integral ein Spezialfall des komplexen.
© Linearitat (ibertragt unsere Rechenregeln aufs komplexe Integral.

© Wir formulieren allgemeine Rechenregeln gleich reell und komplex.
Der HDI gilt wortlich fur komplexe genauso wie fir reelle Funktionen:

Jede stetige Funktion f:[a,b] — C ist integrierbar. lhre Integralfunktion
F:la,b)] = C mit F(z):= / f(t)dt

ist differenzierbar, und firr die Ableitung gilt F” = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — C differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F”, so gilt

b b
/ f(z)de = {FL
Beispiel: Fir alle a,b € R und w € R ~ {0} gilt:
b b
/ elwt dt — [i elwt}
t=a 1w t=a

© Alles gilt ebenso fur f:[a,b] — C™ und f: [a,b] — C™*™,
wobei komponentenweise integriert und differenziert wird.

mit [F]b = F(b) — F(a).

a
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Integration ber Normalbereiche Fazit

Seien X C R? und Y C R? messbare Teilmengen, zum Beispiel Quader.
Der Satz von Fubini C1E fiihrt die Integration (ber X x Y zurlick auf die
(iterierte aber jeweils einfache) Integration Uber X und Gber Y. Das hilft.

(1) Absolute Integration: Fir jede messbare Funktion f: X x Y — C gilt

/. )| des) - [ i@ wiayas = [ [ i idsdy.

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

| tewdan= [ [ reniie= [ [ 1@ydeay

/\ Hierzu ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich! Andernfalls ist
das linke Integral nicht definiert und die rechten beiden evtl. verschieden.
Fir einfache, aber drastische Gegenbeispiele siehe [C117], [C409), [C413].

Diese VorsichtsmaBnahme ist also nétig, die miissen Sie beherrschen.
© Absolute Integrierbarkeit und somit Vertauschbarkeit gilt, wenn X, Y
und f beschrankt sind, also insbesondere flir X, Y kompakt und f stetig.

Integration tiber Normalbereiche ist ein wichtiger Spezialfall
und die wohl haufigste Anwendung des Satzes von Fubini:

Das Integral einer absolut integrierbaren Funktion f: B — C Uber
B = { reR" | (Lk(.’L'l, . ,.’)Zk,l) <ap < bk(.’L'l, . ,C(?kfl) fur alle k& }

lasst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

[ o=
B

© Dies gilt ebenso bei jeder anderen Reihenfolge der Variablen.

Sie haben hier also die Wahl der Integrationsreihenfolge.

/A Man muss hierzu allerdings die Integrationsgrenzen umschreiben!
Geometrische Hilfe: Das gelingt einfach und sicher anhand einer Skizze.
/\ Das Ergebnis ist dasselbe, aber der Rechenweg kann verschieden
schwierig sein. Flr ein bemerkenswertes Beispiel siehe [C133].

by ba(x1) br(21,ecsp—1)
f(z1,22,...,xy) dzy, - - - dzodzy

z1=a1 T2=a2(x1) Tn=0n(T1,..,Tn—1)

. C305
Der Transformationssatz Fazit

. C306
Polarkoordinaten Fazit

Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution: Wir wéhlen neue Variablen als geschickte Koordinaten.

Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f: Y — C messbar, so auch (f o @) - det &' : X — C, und es gilt

/' @)l dy = / F(@())] - |det & ()] .
Y X

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt
[ 1y = [ s@@)-Idet #/)| .
Y X

/\ Auch hier ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich!

Die Ableitung @’: X — R™ ™ ist die Jacobi-Matrix, ®' = (9;P;);;.

Die Funktion det ®': X — R ist hierzu die Funktionaldeterminante.

Ihr Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.

© Fir eindimensionale Integrale entspricht dies der Substitutionsregel.
Allerdings nehmen wir hier den Betrag und vergessen die Orientierung.
Allgemeiner formuliert Satz C2c¢ die orientierte Version mit Vorzeichen.

Fubini und Transformation sind zwei hdufig genutzte Techniken.
Polarkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zu Radien 0 < ry < 71 < oo betrachten wir den Kreisring
Kz{(x,y)&RQ‘r’ggx2+y2§r%}.

Diesen kénnen wir durch Polarkoordinaten parametrisieren:

®:[ro,m] x [0,27] = K mit (3) = <ZZ?§:§) =@ <<Z)

Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante sind hier:

o(x —psi
o - 2@y :<C_Oss0 psuw) e detd =
singp pcosy

Ap, )
Fur jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:
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x wo [T [T [(peose
f()d(lny) o N (R "
/K y 0 Jpmrg Jopmo” \psing ) Loy
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Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Zylinderkoordinaten sind eine einfache und h&ufige Anwendung.

Zu Radien g, 1 : [a, b] — R~ betrachten wir den Rotationskérper
K={(,9,2) eER*|a <z <b, ro(2)? <a®+y> <ri(2)? ).

Diesen kénnen wir durch Zylinderkoordinaten parametrisieren:

T pCOoS p
y| =|psing | =@ |¢p
z z z

mit den Grenzen a < z < bund 0 < ¢ < 27 sowie ry(z) < p < r1(2).
Die Funktionaldeterminante ist hier wie zuvor det ® = p. (Ubung!)
Fur jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Kugelkoordinaten sind eine einfache und hdufige Anwendung.

Zum Radius r > 0 betrachten wir die Kugelschale
K={(v,y,2) eR¥|rd <a?+y? + 22 <ri}.

Diese kénnen wir durch Kugelkoordinaten parametrisieren:

T pcos sin @ P
y| =\ psinpsing | =& |0
z pcosf ©

mit den Grenzen ryp < p <r;und 0 < 6 < 7 sowie 0 < ¢ < 27.
Die Funktionaldeterminante ist hier det ® = p?sin 0. (Ubung!)
Fur jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

x

b r1(z) 27T pcosy
/f y | d(z,y,2) “’:‘"/ / [l psing | p dedpdz
K P ") r=a p=ro(z) J =0 ==

z Fu'det

x R x  son  [pcospsind
/ fly|dz,y,z2) gn/ / / | psinpsing | p?sin dpdfdp
K . wo o Jomo Jomo [

pcosf Fudet
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Was besagt der Hauptsatz (HDI)? Unter welchen Voraussetzungen?

Was besagt der Satz von Fubini? Unter welchen Voraussetzungen?
Nennen Sie (mindestens) ein Beispiel, wo Vertauschung nicht gilt.

Was besagt der Transformationssatz? Welche Voraussetzungen?
Was ist und wozu dient hier die Funktionaldeterminante?

Formulieren Sie Polarkoordinaten, Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Berechnen Sie ausflhrlich jeweils die Funktionaldeterminante.

Ist die Orientierung positiv? Welche Varianten sind nitzlich:
verschiedene Achsen? verschiedene Winkelkonventionen?

Wir nutzen (z,y,z) = (psinf cos ¢, psin @ sin @, pcos 0) =: ®(p, 6, ).

Welche Parameterbereiche D; passen zur Kugel K vom Radius r?
Dy =10,7] x [0, 7] x [0,2n], Dy =10,7] x [0, 7] x [0, ],
D3 = [0,r] x [0,27] x [0, 7], Dy = [0,7] x [0,27] x [0, 27].

Ist damit ®; : D; — K surjektiv? injektiv? bis auf eine Nullmenge?

Was sind Normalbereiche? Wie kénnen Sie hierliber integrieren?
Kann eine Menge B C R? auch zweifach ein Normalbereich sein,
also zugleich in z— und in y—Richtung? Kennen Sie Beispiele?

Warum ist folgende beliebte Vertauschung vollkommen unsinnig?

b h(zx) h(z)
[ tewwe = [
z=a Jy=g(x) y=g(z)
Liefern die folgenden Integrale fiir f:R? — R, dasselbe Ergebnis?
‘ 1 1
[ tewien = [ [ fepie
0<z<y<1 =0 Jy=x
, Loy
[ tewdey = [ [ ey
JO0<Lz<y<1 Jy=0 Jx=0

Wenn alle drei Integrale dasselbe ergeben, warum missen Sie dennoch
manchmal verschiedene Integrationsreihenfolgen ausprobieren?

f z,y)drdy
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Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das (ausgefiillte) Dreieck A C R?
mit den Eckpunkten (a, 0), (b,0), (0,¢), wobei 0 < a <bund 0 < c.

(2) Ist A ein Normalbereich in z—Richtung? in y—Richtung? Wie?

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks als Doppelintegral.
Uberpriifen Sie das Ergebnis mit Hilfe Ihrer Geometriekenntnisse.

(4) Die Massendichte ¢o: A — R sei gegeben durch o(z,y) = zy.
Berechnen Sie die Gesamtmasse M = [, o(z,y) d(z,y) des Dreiecks.

Lésung: (1) Ein solches Dreieck A sieht etwa so aus:

A

(2) Dies ist ein Normalbereich in z—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:]0,c] — R gegeben durch ¢g(y) = a — ya/c und h(y) = b — yb/c,
und ebenso ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,b] = R mit g(z) = max(0, c — zc¢/a) und h(z) = ¢ — xzc/b.

(8) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini fir Normalbereiche:

b—yb/c c —a
vola (A / / ldzdy = / (b—a)— ydy
r=a—ya/c y=0
_ b—a 5 (b—a)c
- [(b_ W~ 5 ]y:o )

© Das ist die bekannte Formel ,Grundseite mal Héhe durch zwei*.
(4) Die Gesamtmasse berechnen wir durch Integration der Dichte o:

b—yb/c c 24,1b—yb/c
JM—/ / zy dzdy :/ [ﬂ} e dy
z=a—ya/c y=0 2 la=a—ya/e

¢ B-a?, -0, V¥-a?
= : d
_/y:O 2 YVt vt vdy
7 {b27a214 a27b273+b27a27]c 7(1)2*0,2)62
Tl VT Y 1 YT

© Ein Hoch auf Fubini! AnschlieBend geniigen Geduld und Sorgfalt.
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Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das endliche Flachenstiick A C R?,
das von der Geraden y = z und der Parabel y = = berandet wird.

(2) Ist A ein Normalbereich in z—Richtung? in y—Richtung? Wie?
(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt voly(A) auf beide Weisen.
(4) Berechnen Sie den Schwerpunkt bei homogener Masseverteilung.

Lésung: (1) Unser Flachenstiick A sieht so aus:

Y

T

(2) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,1] — R mit g(z) = 22 und h(z) = =, und ebenso in z—Richtung
mit den Randfunktionen g,k :[0,1] — R mit g(y) = y und h(y) = /y.

(8) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini fir Normalbereiche:

! “ ! 22 231 1
:/ / 1dyd$:/ xfxzdx:{i,i] _ 2
=0 Jy=x2 =0 2 3 la=0 6

Anders herum geht es auch, unter Beachtung der neuen Grenzen:

1 Vi 1 2:’/3/2 ,yZ 1 1

ldxdy = —ydy = L i

_/y:O ,/zzy Yy ./y:o VY —ydy { 32 ]y:o 6
(4) Die Koordinaten des Schwerpunktes S(A) = (S;, Sy) von A sind:

1 T 1 z
Sz =6 / / rdydr =6 / [Ty} dx
=0 Jy=a2 =0 y=a?

vola(A)

volg(A) =

4.1 1
_ 2 _ —gl*t % - -
/3“" z*de 6[3 4]10 2

2

y.’l/‘
= ddL—6/ dx
/Lo/y Bsz 10[2](/L

x x? 3 25yt 2

=6 T -—Tdr =6|——— =z
/1102 2 ¢ [6 10]1:0 5
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Normalbereiche

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie A = { (z,y) € R?| ||+ |y| <1} und
B={(z,y) €R?||z| < 7/2, |y| < cos(z) } sowie C = B\ A.

(2) Unterteilen Sie C in vier kongruente Binormalbereiche.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt von C auf beide Weisen.

(4) Gegenprobe: Kénnen Sie den Flacheninhalt auch direkt sehen?

Lésung: (1) Unsere Mengen A, B,C C R? sehen so aus:

& X
. N

(2) In jedem Quadranten erhalten wir einen Binormalbereich, etwa

D:CHRQZOI{(I,y)ERQ‘OS.’ESTF/Q, max(0,1 — z) <y < cos(z) }
={(z,9) eR?|0<y <1, 1—y<x<arccos(y) }

(3) Aus Symmetriegriinden gilt vola(C') = 4 vola(D).
Den Flacheninhalt von D berechnen wir mit Fubini:

cos(x) /2 pcos(x)
/ / 1dydL+/ / 1dydzx
=0 = U
:/ COS()+.L—1(1.I+/
=0 z=1

= [sin(:r)JrI—?fx}i 1:1/2

V012

cos(z) dz

) o + [sin(x)] :f

Alternative: Wir integrieren zuerst tber = und dann Uber y.

arccos(y) 1
/ / ldaxdy = / arccos(y) +y — 1dy
= y=0
—1/2

\/177+—7y} =0

(4) Das Quadrat A mit Seitenlange /2 hat Flacheninhalt voly(A) =
Der Flacheninhalt unter cos(z) Uber [—7/2, /2] ist 2, also Volg(B)
Wegen C = B~ Aund A C B gilt voly(B \ A) = vola(B) — vola(A) =

VOIQ

[U arccos
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Masse, Schwerpunkt, Tragheitsmoment Ubung
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Tréagheitsmoment eines Zylinders Ubung

Aufgabe: Gegeben sei ein (kompakter) Kérper K C R? und seine
(stetige) Massendichte ¢: K — R. Wie berechnen Sie daraus die
Gesamtmasse, den Schwerpunkt und die Tragheitsmomente?

Losung: (1) Berechnung der Masse m des Kérpers K mit Dichte o:

‘ m = m(K, g) = / o(@1, 22, 75) (21, 72, 25)
K

(2) Schwerpunkt s = (s1, 52, s3) des Kérpers K mit Dichte o:

1
s; = si(K,0) = o /K x; (w1, T2, 23) d(1, 22, 3)

(3) Tragheitsmoment I3 des Kérpers K bzgl. der x3—Achse:

I3 =I3(K,0) = / (a2 + 23) o(x1, 22, v3) (21, 22, 73)
K

@© Ahnliche Rechnungen nutzen wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie
far Erwartung und Varianz einer stetigen WVerteilung o (s. Kapitel V).

Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I, (K) des Zylinders
K ={(zy,2) €R3‘x2+y2§r2, 0<z<h}

bezliglich der —Achse. Die Massendichte p auf K sei konstant.

Lésung: In Zylinderkoordinaten (z,y, z) = (pcos ¢, psin g, z)

gilt d(z,y, 2) = pd(p, ¢, z). Flr das Tragheitsmoment finden wir:

/'(.1;2 +1%) o(z,y, 2) d(z,y, 2)

K
h o 27
9-/ / / p* p dpdpdz
J2=0J p=0J p=0 L

Fudet

" HDI 7’4
0- 27rh,/ pdp = 0-2mh- —
P

)

L(K) =

HDI

Lin

—0 Bl1 4

1 1
coar?h -2t = Zoe?
— 2
= vol3 (K)

Das traditionelle Formelzeichen fiir die Dichte ist o. Als Integrationsvariable nutzen wir gerne p.
Ungeschickt? Ich wollte keines von beiden dndern, also unterscheide ich sie in der Schreibweise.

C403
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Tragheitsmoment einer Kugel

C404
Ubung

Tragheitsmoment einer Kugel

Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I (K) der Kugel
K={(2,y,2) eR¥|2? + 2 + 2> <7}

(1) in Kugelkoordinaten und zum Vergleich (2) in Zylinderkoordinaten.

Die Massendichte ¢ auf K sei konstant (wie zuvor, zur Vereinfachung).

Losung: (1) Fir (z,y,2) = (pcospsind, psin psin b, p cos ) gilt
d(z,y, 2) = p?sin(#) d(p, 0, ¢). Fir das Tragheitsmoment finden wir:

Def

(2) Alternative Berechnung in Zylinderkoordinaten:

LK) = / (2 +4) oz, 2) d(2,9. 2)

K rey
_ Q./ / (@ + 1) d(z,y) dz
z=—r J D(z)

mit der Kreisscheibe D(z) = { (z,y) € R? | 22 +y* <r? — 2% }; das
innere Integral erkennen wir geometrisch oder aus der vorigen Aufgabe!

LK) 2 [ @) ofey2) .2 e o
K b on IZ(K):Q-/ E(rzsz)Zdz:g-g/ = 2r2% 4 2t de
Tra 9 . 2 9 . z=-r z=-r
= o / / / p°sin(0)” - p”sin(f) depdfdp 9 1 qr 16 - 9
Fat 00 J0=0 J p=0 — :g-z[r4z—¢r2z3+—7’5] :Q.E_Ero:__.:7m7,2
., _ 5oy 2 3 5 Je=er 2 15 5
= o-2r / ptdp / sin(0)°d0 = o-2m- —- 3 © Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg &ndert sich.
Jp=0 =0 0 Jede:r hat die Wahl, sich die bequemste Rechnung auszusuchen.
4 5 2, 2, © Einfache Kérper wie Zylinder, Kugel, etc. kommen haufig vor, ihre
= Q0 ZTT s =T = —-mr - . " . P
. , 0 5 Tragheitsmomente finden Sie daher in jeder guten Formelsammlung.
= vels (5 @ Steve Mould: The Turntable Paradox, youtu.be/30M7hX3UUEU.
Trégheitstensor eines starren Kérpers pusiinng Hauptachsentransformation ausiinng

In kartesischen Koordinaten berechnet sich der Schwerpunkt durch

5= ( ) :%/}; (z) o(z,y,2)d(z,y, 2).

Wie oben erklért wird hierzu in jeder der drei Komponenten integriert,
gewichtet durch die Massendichte ¢: K — R, normiert auf Masse 1.
Meist legt man den Schwerpunkt in den Ursprung; dies gelingt durch die
Verschiebung in Schwerpunktkoordinaten (&,9, 2) = (z — %,y — 7, z — ).
Der Tragheitstensor © der Kérpers K ist dann gegeben durch:

SIS

y2 + 22 —xy —xz
6= —yz 1’ +2° —Yyz o(z,y,2)d(z,y, 2)
1 —GH7 —zy 22 +9?

Auf der Diagonalen stehen die Tragheitsmomente bezlglich der drei
Achsen (z, y, z). Diese nennt man auch die Haupttragheitsmomente.
AuBerhalb der Diagonalen stehen die Deviationsmomente.

© Der Tragheitstensor © € R3*3 ist eine reelle symmetrische Matrix.

In der linearen Algebra (§5.4, Satz 5.4.2) haben Sie gelernt, dass und
wie sich jede symmetrische Matrix diagonalisieren |asst: Sie kdnnen ©
in einer geeigneten Basis % = (b1, b2, b3) als Diagonalmatrix darstellen.
Die Basiswechselmatrix B € GL3 R hat die Spalten by, ba, b.

In physikalischen Anwendungen verlangen wir in der Regel Iangen- und
winkeltreue Transformationen. Hierzu muss B eine orthogonale Matrix
sein, am besten mit positiver Determinante, also eine Drehung des R®.
In der linearen Algebra haben Sie genau diesen Sachverhalt bewiesen!
Wir kénnen zu © eine positive Orthonormalbasis % = (b1, b, b3) aus
Eigenvektoren von © berechnen. Fir die Basiswechselmatrix bedeutet
das B € SO3R, also BTB =1 und det B = 1. Kurzum:

B € SOJR : BT-©-B= diag([1,12,13)

© Diese Vereinfachung nennt man Hauptachsentransformation.
Anschaulich kénnen wir also jeden (!) Kérper K so geschickt drehen,
dass sein Tragheitstensor besonders einfach wird, ndmlich diagonal.

C407
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Tragheitstensor eines Quaders
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Ausfiihrung

Tragheitstensor und Kreiselbewegung

Aufgabe: (1) Was ist der Schwerpunkt des achsenparallelen Quaders
Q =1[0,a] x [0,0] x [0,]?
Welchen Korper erhalten Sie nach Zentrierung?
(2) Berechnen Sie den Tragheitstensor des zentrierten Quaders
K =[-a/2,a/2] x [-b/2,b/2] x [—¢/2,¢/2].
Was sind in diesem Falle die Haupttragheitsachsen?

Losung: (1) Der Schwerpunkt ist S(Q) = (a/2,b/2,¢/2).
Verschiebung in Schwerpunktkoordinaten ergibt K.
(2) Der Tragheitstensor des zentrierten Quaders K ist

. b% + 2 0 0
(—):ﬁ 0 a2 + ¢? 0

0 0 b+ c?

© In diesem Falle sind die kartesischen Koordinatenachsen bereits

die Haupttragheitsachsen unseres Kérpers K. Nach einer Drehung ist
der Quader im Allgemeinen nicht mehr achsenparallel; die Matrix wére
wesentlich komplizierter: sowohl die Rechnung als auch das Ergebnis!

© Die Haupttragheitsachsen eines Kérpers sind mathematisch hilfreich
und auch physikalisch relevant: Sie sind fix bei freier Kreiselbewegung,
zudem stabil fiir das maximale und das minimale Tragheitsmoment, aber
instabil fir das mittlere: Kleine Stérungen fihren zum Torkeln! Probieren
Sie es selbst aus: Das ist der beriihmt-bertichtigte Tennisschlagereffekt,
siehe Satz P2E und en.wikipedia.org/wiki/Tennis_racket_theorem.

© Die Erde vollfiihrt eine komplizierte Kreiselbewegung. lhre Rotation
auBert sich direkt in der Coriolis—Kraft (Foucaultsches Pendel, Zyklone).
Die leichte Abplattung der Erde und die Anziehung der Sonne bewirken
ein Drehmoment und somit eine Prézession der Erdachse (Periode von
26000 Jahren). Der Mond verursacht ebenso eine Nutation (19 Jahre).

Diese Effekte beeinflussen das Klima und somit das Leben auf der Erde.



http://youtu.be/3oM7hX3UUEU
http://en.wikipedia.org/wiki/Tennis_racket_theorem
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C410

Fubini: Lesen Sie die Gebrauchsanweisung! Ausfiihrung

Yy Sei f:R? — R definiert durch

+y~2 firo<z<y<l,
flr,y) =< —272 firo<y<z<l,
0 sonst.

+y*2

-2 Random fun fact (von Sheldon Cooper): Die rot-gelbe
Flagge steht im internationalen Flaggenalphabet fiir den

X . o m
Buchstaben O wie ,,Oscar* und fiir ,,Person tiber Bord!*.

Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche und bestaune:
1 1 1 1
[ tepwy = [ [ jepie
y=0 Jz=0 =0 =0
(2) Widerspricht das Fubini? Ist f absolut integrierbar? Man berechne
[ fldey)
[0,1]2

Wiederholen Sie sorgsam den Satz von Fubini C18 fiir nicht-negative
Funktionen und allgemein C1E fur absolut integrierbare Funktionen!

Lésung: (1a) Zu jedem y € |0, 1] berechnen wir das innere Integral:

1 f(lny)d:t:/y

=0 =

Fur das erste Doppelintegral erhalten wir also

1l 1
/ f(z,y)de dy :/ (+1)dy = +1.
y=0J2=0 y=0

(1b) Ebenso zu jedem z € ]0, 1] berechnen wir das innere Integral:

Sy = [ 1

1
—z72dy +/ y iy = -zt 4 {7]471] =-1
y=0 y=0 y=x y=x

Fur das zweite Doppelintegral erhalten wir also

1l 1
/ flz,y)dyde = / (-1)dz = —1.
=0 Jy=0 =0

/\ Skandalés: Die Integrationsreihenfolge dndert hier das Ergebnis!
Das darf nicht sein, das Ergebnis einer Rechnung muss eindeutig sein,
das heil3t objektiv, unabhangig vom individuell gewahlten Rechenweg.

1 1
y 2 dz +/ — 2dz =4y 1+ [Ifl} =+1
0 =y =Yy

C411
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Fubini: Lesen Sie die Gebrauchsanweisung!
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Fubini: Lesen Sie die Gebrauchsanweisung!

(2) Dank Fubini C1B fir nicht-negative Funktionen wissen wir:

[ vl = /O/
L

Zu jedem festen y € |0, 1[ berechnen wir zunéchst das innere Integral:

1 Yy 1
/ [f(z,y)|dx = / yiQd:z:Jr/ 2z 2dz =2yt
x=0 =0 =y

Fir das erste Doppelintegral erhalten wir also

1 1 1
/ / |f(x’y)‘dzdy:/ 2y~ — 1dy = 4o0.
y=0 Jz=0 y=0

/\ Die Funktion f:[0,1]2 — R ist demnach nicht absolut integrierbar!

Das erklart, warum wir den Satz von Fubini nicht auf f anwenden
kénnen: Die Voraussetzung [|f(z,y)| d(z,y) < oo ist nicht erfll!

(z,y)| dz dy

(z,y)|dy dz = 4o0.

Aufgabe: Sei Q =

D={z>y}=10,0),(1,0),(L1)],
E={z<y}=1(0,0),(11),(0,1)].

Fur z,y € [0,1] wollen wir f(z,y) = (v — y)/(z + y)* definieren.

(0) Wo gilt f > 0? Wo gilt f < 0? Wo ist f nicht definiert?

(1) Kann f im Punkt (0,0) stetig fortgesetzt werden?

(2) Berechnen, vergleichen und bestaunen Sie die Doppelintegrale

[0, 1)2 das Einheitsquadrat, zerlegt in die Dreiecke

1 1 1 1
/ f(z,y)dydz und / f(z,y)dz dy.
=0 Jy=0 y=0Jx=0

(3) Welche der folgenden Integrale sind definiert? Welche sind endlich?

/Df@c,y)d(x,y), /me,y)\d(x,y), /Qf(.z-,wd(z,y)

(4) Ist f auf @ absolut integrierbar? Ist Fubini anwendbar?

C413

Fubini: ein rationales Gegenbeispiel Ubung
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Fubini: ein rationales Gegenbeispiel Ubung

20

10

-10

—20

Die vorige Rechnung ist leicht, aber die Funktion f etwas kiinstlich:
Sie ist stlickweise definiert und zudem unstetig auf der Diagonalen.

Ist dies mdglich fur eine rationale Funktion f(z,y) = P(z,y)/Q(z,v),
also einen Quotienten von Polynomen P und Q? Erstaunlicherweise ja!

/A Schon eine einzige Polstelle kann uns in Schwierigkeiten bringen:

Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche und bestaune:

/ / Iiu dydL / /
=0 y=0 LO

Als Integrand betrachten wir hier die rationale Funktion f:R? — R mit

deJ

2 —q?
(22 + y2)?
(2) Integrieren Sie f(xz,y) Uber den Viertelkreis in Polarkoordinaten.
Lasst sich hier die Transformationsformel anwenden? Warum / nicht?
(8) Ist f Giber [0, 1)2 absolut integrierbar? dber [0, 1]2 . [0, [? fir e > 0?

y) # (0,0) und £(0,0) := 0.

flz,y) = for (z,

C415
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Lésung: (1a) Zunachst berechnen wir das erste Integral:
! IZ - ,77’2 PB y 1 1
s Y = [ 5 2] = >
y=0 (¥ +¥?) povet L2 4+ y?ly=0 1+

1 1 2 2 1
e — 1
/ / 7@ '1'{2 5 dydr = / — dz =
z=0 J y=0 (L +y ) z=0 1+

(1b) Im zweiten Integral tauschen die Variablen = und y die Rollen:
sdzdy = T

/_/O/TOIZ 4

/\ Die beiden Integrale vertauschen in diesem Falle also nicht!
Und das bei denkbar einfachem Integranden: eine rationale Funktion!

© Der Integrand hat eine interessante geometrische Interpretation,

wie die obige Rechnung bereits andeutet: Fir = # 0 bzw. y # 0 gilt
02 Y 02 x

flz,yy) = ~ % y axctan(;) = 2eay arctan(;).

Daher kdnnen wir hier gliicklicherweise alles explizit nachrechnen.

N

1 m
rcton@)] = T
{er an(z) - 1

(2) In Polarkoordinaten (z,y) =

9(p, ) := f(pcos g, psinp) = cos(2p)/p”.
Additionstheoreme! Die Skizze zeigt f. Die nachste Katastrophe:

/T /"—/2 cos(2¢p)
p=0J =0 /)2 —

p dedp=0
Fu'det

(pcos g, psin ) erhalten wir

/A Auch die Transformationsformel l4sst sich hier nicht anwenden!

Wir verlangen absolute Integrierbarkeit. Sonst ist Vorsicht geboten!

(8) Ware f:]0,1]?> — R absolut integrierbar, so miissten nach Satz C1E
von Fubini beide Integrationsreihenfolgen denselben Wert ergeben.
Das ist hier nicht der Fall, also ist f nicht absolut integrierbar.

T /2 9 o1
/ / dedp:/ Lap= oo
p=0 J =0 P /):(]p

Die Funktion f:R? — R ist (iberall stetig bis auf den Punkt (0,0).
Sie ist Uber jedem Kompaktum K € R2 \ {(0,0)} absolut integrierbar,
insbesondere Gber [0, 1] \ [0, e[? mit ¢ > 0. Das Problem sitzt um (0,0)!
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Volumen eines Volltorus / Donuts Ubung

Aufgabe: Bestimmen Sie flir 0 < » < R das Volumen des Volltorus

(R + psinf) cos ¢ p 0<p<r
V= (R+psinf)sing | =@ | 0| |0<6<2rm
pcosf @ 0<p<2r

(1) in Toruskoordinaten und (2) als Rotationskdrper (zum Vergleich).

Der Volltorus V' besteht aus dem Kreis Kr = { (z,y,0) € R? | 2° + y* = R* } sowie allen
Punkten mit Abstand < r zu K r. Die obige Abbildung skizziert dies fir R = 2und r = 1.

Lésung: (1) Wir nutzen die angegebene Parametrisierung &:

Az, y, 2) sinfcosp pcosfcosep —(R+ psinf)sing
o = 8’73’ = | sinfsing pcosfsing (R+ psinb)cosyp
(.0, ¢) cos —psinf 0

det ® = p(R + psind) (plausibel, rechtshandig)

Volumenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

27
/ / / p(R+ psinf)dedfdp
6=

T

:27r/ p (RO — pcosb de:27r/
/):0{ ( )]9:0 =0

-ernl5]

vols(V) = / 1d(z,y, =
p-R-2mdp
=27R - mr?

© Dies entspricht der Guldinschen Volumenregel G2B fiir

Rotationskérper: -2 ist der Flacheninhalt des kleinen Kreises,
27 R ist der bei Rotation zuriickgelegte Weg seines Schwerpunkts.

Serviettenring / the napkin ring problem
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Ubung

Serviettenring / the napkin ring problem

|

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie das Volumen des Serviettenrings

S:{(m,y,z)eR3|x2+y2+22§7'2, a:2+y227'2—h2}

(2) Hangt das Volumen von der Héhe h ab? und vom Radius r?
Ist das plausibel? Priifen Sie dies mit Hilfe der vorigen Aufgaben!
(Einfache Kérper taugen gut fur Klausuraufgaben, etwa Februar 2013.)

Lésung: Fir Rotationskdrper kdnnen wir Zylinderkoordinaten nutzen:

VrZ=z2 . h VrZ=z2Z
volz(S) = / / / pdedpdz = / / 2rpdpdz
—h Jp=vr2=hZ —h Jp=vr2—n?
h ViT=Z
E / [ 2} T dz = 7r/ h? —22dz
B z=—h p=Vr2—h? z=—h
w2, 2" — %45 (Kugel vom Radius 4!
= 7{1, Z_E]z:—h = 3 (Kugel vo adius h!)

Das Volumen hangt nur von der Héhe h ab, aber nicht vom Radius r.
AuBerdem ist das zugleich das Volumen der Kugel vom Radius h.
Das ist auf den ersten Blick hochst erstaunlich! Ist es plausibel?

© Fur h = r erhalten wir das volle Kugelvolumen, wie es sein soll.
© Summe: Kugel = Zylinder + Segmente + Ring

© Alternative Rechnung mit Fubini, das gelingt ebenso leicht:

:/i_h /H;Z)IR(I., y, z) d(z,y) dz :ﬂ/}" (r = 22) —

z=—h
@ Ein schones Video von Vsauce hierzu: youtu.be/J51ncHP_BrY.

vols(S) (r2 = h?) dz
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Volumen eines Bierglases Ubung

Viele Objekte unseres Alltags sind rotationssymmetrisch,
aus praktischen Griinden der Herstellung oder der Nutzung,
zum Beispiel rotierende Maschinenteile oder Werkstuicke.
Die Tépferscheibe wird seit Jahrtausenden genutzt.

Zur Beschreibung und Parametrisierung solcher Rotationskdrper
ist die Wahl von Zylinderkoordinaten meist natirlich und natzlich.
Zur lllustration dieses Kapitels wollen wir dies an einem schénen
(nicht ganz bierernsten) Anwendungsbeispiel durchrechnen.

Sie kdnnen das Volumen eines Weizenbierglases leicht experimentell
messen: Hierzu genlgen ein geeignetes Glas und eine Flasche Bier.
Dies wird taglich hundertausendfach erprobt, zumeist erfolgreich.

@ Hierzu ein Stuttgarter Science Pub: youtu.be/c4_GFCiemlc.

Wir wollen es zur lllustration unserer Techniken einmal ausrechnen.
Danach werden Sie Weizenbiergldser mit anderen Augen sehen.
Das Beste daran: Hier arbeiten Theorie und Praxis Hand in Hand.
Das Ergebnis Ihrer Rechnung kénnen Sie empirisch testen: Prost!
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Volumen eines Bierglases Ubung

z Weizenbierglaser sind hoch und geschwungen.
Falls Sie auf einer Party zufallig Zeit dazu haben
sollten, vermessen Sie ein Glas und erstellen Sie
eine Parametrisierung: steigert den Nerd-Faktor!
Fir diese Vorlesung habe ich genau das getan:

8am.

Einige Messungen fiihren zu folgendem Modell:
G={(2,y,2) ER}|0<2<22, a? + 92 <r(2)?}
mit einer Radiusfunktion r(z) = a + bsin(cz + d).

Bier Warum? Weil es gut passt. In Fourier we trust!

L jl Ham \:
] kel {1

[T r

Alle L&ngen in cm, siehe nebenstehende Skizze:
Der Durchmesser variiert von 5¢cm auf 5cm Héhe
bis 8cm auf 18cm Hoéhe, Letzteres ist die H6he des
Fullstrichs. Der Glasboden innen liegt 2cm hoch.
Diese Daten durfen Sie gerne nachmessen!

[TTTTTTTITI
I s s
I e e == S AN

Aufgabe: Berechnen Sie das Biervolumen. Prost!
Ist das Ergebnis Ihrer Erfahrung nach plausibel?

Lésung: Die Messdaten kalibrieren die Parameter unseres Modells:
Wir finden a = 13/4 und b = 3/4 sowie ¢ = 7/13 und d = —m 23/26.
Das gesuchte Volumen berechnen wir wie Uiblich dank Fubini:

volg(B) = /3 Ip(z,y, 2)d(z,y, 2) / / Ip(z,y,2)d(z,y)dz
R
18 .
/ ar(z)?dz = Tl'/ [a + bsin(cz + d)} dz
z=2 z=2

18
= 7r/ a? + 2absin(cz + d) + b? sin(cz + d)? dz
z=2

18 B2
= 7r/ a® + 2absin(cz + d) + 5 {1 — cos(2cz + 2d)} dz
2=2

b2 b2 18
55T sin(2cz + 2d)] e

(Kalibrierung einsetzen und ausrechen!)

2ab
= ﬂ[azz - %cos(cz +d)+

= 504.856

© Das Ergebnis ist plausibel; 500cm? = 0.5[ ist fiir Weizenbier tblich.
Im Rahmen der Messgenauigkeiten ist 505cm? erstaunlich prazise (1%).



http://youtu.be/J51ncHP_BrY
http://youtu.be/c4_GFCiem1c
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Aufgabe: Zu r € R+ betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
A ={(x1,...,

(1) Skizzieren Sie A}, A2, A? und berechnen Sie das Volumen

T Tn T3 T
vol, (A}') = / / e / / 1dzydas - -« da,—1 day,.
zp=0Jx,_1=0 x2=0 Jx1=0

(2) Berechnen Sie das Volumen des n—dimensionalen Wirfels

wr 77"—{

xn)eR“}nglg:@g---gxngr}.

eR" } @ € [-1,7] }.

(3) Berechnen Sie das Volumen der n—dimensionalen Kugel
D' = Brn(0,7) = { (21, ..., otk <g? }.

Gilt vol,, (D) / vol, (W) N\, 07 Ist das plausibel? (Vielleicht glauben Sie
nur an Dimension 2 und 3, aber rechnen kdnnen Sie es ganz allgemein.
Religidse Bedenken oder gar Ausreden sind hier nicht angebracht.)

© Fassen Sie Mut und Zutrauen. ..

zp) €R™ | 2t +-

auch zu hohen Dimensionen!

Losung: (1) Wir machen eine Skizze, das hilft fast immer zur Klarung:

T2 T3 1

xy 1
0 r 0 r 21 X2

Die Eckpunkte des Tretraeders sind (0,0, 0), (0,0,r), (0,r,7), (r,7,7).
3

r2 :
= E, VOlg(A,‘j) =

Wir vermuten vol,, (A7) = =} und bestétigen dies per Induktion:

Tn,
/ / / / ldzidzy--- dzy_1 dz,
zp=0 Jx,_1=0 Jaxo=0Jx1=0

_ nety g [T (@) (zn)"1" o
= /M:O vol,_1(AZ) day, = /zn:() (n D)1 ]

n! zn=0 N m
© Plausibel: Der Wirfel [0, 7]" zerlegt sich in n! kongruente Simplizes.
© Random fun fact: Die Summe ist 32 vol,, (A?) = S°0° v /nl = .

volg(A%) =1, voly(Al) =7, voly(A2)

r
G

voly(

d¢n = {
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(2) Fir den Warfel W = [—r, r]™ gilt vol,,(W;*) = (2r)". Dies folgt direkt
aus der Definition des Volumens, und ebenso mit Fubini per Induktion:

vol, (W) = / vol,_1 (W) = / 2r)"tda, = (2r)"
(3) Fur die Kugel D7 gilt vol,,(D}) = 7,7™ mit 7,, :== vol,(D7).

n 0 1 2 3 4 5 6
vol, (D) 1 2r r? %ﬂr3 % 2pt %7’1’27’5 %n:‘rﬁ

Wir berechnen die Konstante 7,, rekursiv, wie zuvor erklart:

1
T = vol, (DY) = / Trn—1 (\/1 - a:,%)ni1 dz, = T_1 /
Tn=—1

=0

T

sin(z)" dz

Hierzu substituieren wir x,, = cos(:r) fir z € [0, 7] und dz,, = sin(z) dz.
Das Wallis-Integral I, = [T sin(z)" dz integrieren wir partiell [B130
beziiglich sin(x)" ! - sin(x) und nutzen cos(z)? = 1 — sin(x)%:

/sin(a:)" da = —sin(z)" ! cos(z) + /(n — 1) sin(z)""%(1 — sin(z)?) da

Auflésen nach [ sin(z)" dz ergibt die schéne Rekursionsformel

-1 /sin(a})"’2 dz.

n

1
/sin(:c)" dz = - sin(x)" ! cos(x) + L

Fur I, = [T, sin(z)" dz gilt Ip = 7 und I; = 2 und weiter I, = %21, _:

n

L 1-3-5---(2k—1) (2k)!
. 2k 10— . =
/I=Obm(ac) dr =m 316 (2h) T o2k
™ 4.6 12 . o2k
/ i)™ dz — 2:4:6-(2k) _, k222
=0 3-5-7-~-(2k+1) (2k +1)!
Es gilt I,,1,—1 = 27 /n und somit 7, = 7,_2 - 27/n. Wir erhalten also
ﬂ.k 21€+1 7
T = U men = Ty
Die Gamma—Funktion fasst beide Félle elegant zusammen (C2H):
. /2
volp, (DY) = 1™ mit 7, = m

© Random fun fact: Es gilt 352, vol,(D?*) = 302 (7r)k /k! = e™".
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Fur = € R™ nutzen wir die euklidische Norm |z| := /2% + - -+ + 22.
Aufgabe: Berechnen Sie [ _, o |7[* dz und [p,[z|* dz firn = 1,2,3.

Ist der Grenzwert fiir a \, 0 endlich? und der Grenzwert flir b ,* cc?

Lésung: Sei 0 < a < b. (1) Fir n =1 und o # —1 finden wir

a+1 5 ba+1 _ aa+1

b
/ |z|*de =2 / 2da = 2{33 } =2
a<|z|<b Jax=a a+1la=a a+1

Im Sonderfall « = —1 finden wir entsprechend 2(Inb — Ina) = 2In(b/a).
Der Grenzwert fiir a N\, 0 ist endlich fiir « > —1, unendlich fiir « < —1.
Der Grenzwert flr b oo ist endlich fir o < —1, unendlich fir « > —1.
Das Integral [,|=|* dz ist unendlich fir jeden Exponenten a € R.

(2) In Dimension n = 2 nutzen wir Polarkoordinaten:

b 27 p
/ |z|*dx = / / pY- p dpdp= QW[
a<le|<b p=ato=0 = «

Fu'det

at2 - p
+ 2} p=a

Im Sonderfall « = —2 finden wir ebenso 27(Inb — Ina) = 27 In(b/a).
Der Grenzwert fiir a N\ 0 ist endlich fiir « > —2, unendlich fiir « < —2.
Der Grenzwert flir b oo ist endlich fir o < —2, unendlich fiir o > —2.
Das Integral [,.|2|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten o € R.
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(3) In Dimension n = 3 nutzen wir Kugelkoordinaten:

27 pa+3 b
Ydr = (0) dpdfdp =4
./a<|r\<b‘x| e / /9 0 / P Sln ) v P W[Oé+3]p:a
- F

Im Sonderfall « = —3 finden wir ebenso 47r(lnb —Ina) =4nln(b/a).
Der Grenzwert flir a N\ 0 ist endlich fir & > —3, unendlich fir o < —3.
Der Grenzwert fur b oo ist endlich fiir « < —3, unendlich fir o > —3.
Das Integral [ps|2|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten o € R.

(4) Zur Information: In jeder Dimension n > 1 gilt vol,, (D) = 7,7 und

b pa+n b
/ |z|*dx = / Tt dp = nTn[ ]
a<|z|<b p=a a+nlp=a
Im Sonderfall & = —n finden wir ebenso nr,(Inb — Ina) = nr, In(b/a).
/\ Das Integral [;,|z|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten o € R.

© Ob eine Polstelle von f:R™ — R lokal integrierbar ist, hangt von ihrer
Ordnung ab — und bemerkenswerterweise auch von der Dimension n!

Wir halten die Ergebnisse dieser Aufgabe im folgenden Satz fest.

Satz C4A: lokale Integrierbarkeit einer Polstelle

Das globale n—dimensionale Integral [, |z|* dz ist unendlich fir jeden
Exponenten « € R und in jeder Dimension n > 1. Genauer gilt fir r > 0:
Das Integral f‘zm\x\“dx ist unendlich fiir « > —n, endlich fiir o < —n.

Lokal gilt: f‘

J:|<7,|:z:\°‘dx ist unendlich flr & < —n, endlich fir a > —n,

a+1 q . .
22 in Dimension n =1,
rat2 . . .
/ o] d m gz inDimensionn =2,
T xr =
a+3 . . .
Jlzl<r “+5 in Dimension n = 3,
ratn .. . .
NTy Mn in jeder Dimension n.

Die Funktion f:R"™ — R:x + |z|“ ist lokal integrierbar fir o > —n.
Wir prazisieren diesen nitzlichen Begriff nachfolgend in Definition C4H.
Ahnliche Fragen begegnen uns haufig, daher lohnt es, das passende
Vokabular der LP—Raume und geeignete Werkzeuge zu entwickeln.
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Im Folgenden sei 2 eine Menge, etwa Q2 C R eine offene Teilmenge.
Wie Ublich sei K der reelle Kérper R oder der komplexe Kérper C.

Definition C4B: lokal beschrankte Funktion
(1) Eine Funktion f:Q — K hei3t beschrankt, wenn eine geeignete
Konstante M € R existiert, sodass | f(z)| < M fir alle z € Q gilt.
Die kleinste solche Schranke ist das Supremum
!f{g = supzen|f(x)| = inf{ MeR | {zeQ: |flx)| >M}=0 }
Die Menge aller beschrénkten Funktionen auf 2 schreiben wir
B(Q) =B(Q,K):={f:Q—=K||flo <o}

(2) Sei 2 C R" offen. Wir nennen f:Q — K lokal beschrankt, wenn
f auf jedem Kompaktum K &  beschrankt ist, also | f|x < oo gilt.
Die Menge dieser Funktionen schreiben wir Bj,.(Q2) = B (€2, K).

Der Buchstabe ,,B“ steht flir beschrénkt, engl. bounded, frz. borné, und
in C(Q) = C(Q,K) steht das ,,C* flr stetig, engl. continuous, frz. continu.

Aufgabe: Sei 2 C R" offen und nicht leer.

(1) Erkléren Sie B(Q) C Bio.(R2) 2 C(2) sowie B(Q2) £2 C(9).

(2) Ist f:R™ \ {0} — R: 2 — |z|* beschrankt? lokal beschrankt?
Lésung: (1a) Es gilt C(Q) C Bio.(R2): Sei f € C(©2),also f: Q@ = K
stetig. Ist K’ € Q kompakt, so nimmt die stetige Funktion | f| auf K ihr
Maximum an, also | f|x = max|f|x| < co. Das zeigt f € Bioc(2).

(1b) Umgekehrt gilt jedoch C(Q2) 2 Bioc(€2): Fur jeden Punkt p € Q ist
die Indikatorfunktion f = I, beschrankt, | f|q = 1, aber unstetig.

(1c) Es gilt B(2) C By,(2): Sei f € B(2), also f:Q — K beschrankt.
Fur jede Teilmenge K C Q gilt dann offensichtlich | f|x < |f]a < oo,
insbesondere gilt dies fiir Kompakta K € Q. Das zeigt f € Bioc(9).
(1d) Umgekehrt gilt jedoch B(Q) 2 Bi..(2): Es gibt Funktionen, die lokal
aber nicht global beschrankt sind. Auf 2 = R™ etwa genlgt f(z) = |z|.
Andernfalls genligt die Funktion f:Q — R:z — 1/|z — p| flr einen
Randpunkt p € 99; sie ist auf ganz (2 stetig, dank (1a) also lokal
beschrankt, aber nicht beschrénkt, denn fiir x — p gilt f(z) — oo.

(2) Unbeschrénkt fiir o # 0, stetig auf R™ . {0}, also lokal beschrankt!
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Aufgabe: (3) Zeigen Sie |\ f|a = |\ - | fla flralle f: Q@ — Kund A € K.
(4) Zeigen Sie die Ungleichung |f + gla < |fla + |gla fir f,g: Q2 — K.
(5) Wie folgt aus (3,4), dass B(f2) = B(Q2,K) ein K-Vektorraum ist?

Losung: (3) Aus | f(z)| < |fla folgt [Af ()| = |A| - [f(z)] < A~ |fla-

Das Supremum Uber alle z € Q erflllt demnach |Aflo < || - |fla-

(4) In jedem Punkt 2 € Q gilt | f(z)| < |f|o und |g(z)| < |g|a-

Daraus folgt unmittelbar | f(z) + g(x)| < |f(z)| + |g(z)| < |fla + |9]a-
Das Supremum iber alle z € Q erfiillt demnach | f + gla < |f]a + |gla-
(5) Die Menge K = Abb(Q,K) = { f:Q — K } aller Funktionen

von Q nach K ist ein K—Vektorraum bezliglich punktweiser Addition
und punktweiser Multiplikation mit Skalaren, siehe Seite A210.

Hierin ist die Teilmenge B(Q) = B(QL,K) = { f:Q = K | |flo < oo } ein
Untervektorraum: Die Nullfunktion gehért zu B(€2), da |0|q = 0 < oo.
Fir jede Funktion f € B(Q) und jeden Skalar A € K gilt \f € B(Q2),
denn [Aflo = |\ - |f]a < oo dank (3). Fir je zwei Funktionen f, g € B(Q2)
gilt f +g € B(Q),denn |f + gla < |fla + |gla < oo dank (4).

Aufgabe: Funktionen f, g: Q — K kdnnen wir auch multiplizieren:
(6) Zeigen Sie die Ungleichung |f - gla < |fla - |lgla fir f,g:Q — K.
(7) Ist B(Q2) eine K—-Algebra, gilt also f - g € B(Q2) fur f,g € B(Q2)?
(8) Ist auch By,.(€2) ein K—Vektorraum? und eine K-Algebra?

Losung: (6) In jedem Punkt z € Q gilt | f(z)| < |f|o und |g(z)| < |g]a-
Daraus folgt unmittelbar | f(z) - g(z)| < |f(x)] - |9(z)| < |fla - |9]a-

Das Supremum Uber alle = € Q erflllt demnach | f - glo < |f|a - |g]a-

(7) Fir f,g € B(Q) gilt f - g € B(Q2),denn |f - gla < |fla - |gla < oo.
Somit ist B() tatsachlich eine K-Unteralgebra von K = Abh(, K).
(8) Ja, auch By,(92) ist ein K—Vektorraum und sogar eine K—Algebra:
Sind die Funktionen f, g: Q — K lokal beschrankt, also beschrankt auf
jedem Kompaktum K & (2, so gilt dies auch fur Af sowie f +gund f - g.
Es genligt, die Argumente (3—7) auf jedes Kompaktum K anzuwenden.

© Diese Aufgabe und ihre Ldsung sind pedantisch und kleinschrittig,
um die grundlegenden Begriffe und Argumente einmal einzuliben.
Wie so oft gilt auch hier: Mit der nétigen Sorgfalt gelingt es leicht.
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Definition C4c: essentiell beschrankte Funktion

Eine Funktion f:R™ D  — K heiB3t essentiell beschrankt, wenn eine
Konstante M € R existiert, sodass |f(z)| < M fir fast alle z € Q gilt.
Die kleinste solche Konstante ist das essentielle Supremum

[ fllzee = esssup,eqlf(2)]
=inf{ M eR|vol,{z €Q: |f(z)|>M}=0}.

Nach Anderung auf einer Nullmenge ist f beschrankt, also |f| < M.
Die Menge aller essentiell beschrankten Funktionen schreiben wir

L®(Q) = LK) == { f: Q= K| || fllze < 00 }.
Verlangen wir dies nur lokal, fir alle Kompakta K € (2, so erhalten wir
L (Q) = Lig (QK) := { f:Q = K | || fllzoo(x) < oo firalle K € Q }.

Es genlgt, dies auf Ballen K = B(a2 e) CQzutestenflirae Q,e>0.
Auf Q = R" reicht es, dies fur K = B(0,7) und r = 1,2, 3, ... zu testen.

Aufgabe: (1) Zur lllustration untersuchen wir f, g, h: R — R mit
f(z) = sin(z) und g(z) = sin(z) + z Iz, (x) und h(z) = Ig-(z)/|z|.
Bestimmen Sie hierzu jeweils inf und sup sowie ess inf und ess sup.
(2) Sei Q2 C R" offen. Erkléren Sie die folgenden Inklusionen:

L*(Q) ¢ Lis.()
Ut 8{3 Ut
B(Q) € Bi(Q)

(3) Zeigen Sie fir alle f,g:Q — Kund X\ € K folgende Un/Gleichungen:
A~ Fllzee = AL ([ £l Lo
If +gllzos < [Ifllzee + llgllze
I - gllzoe < IIfllzee - [lgllzee
(4) Ist L>(0Q) ein K-Vektorraum? eine K-Algebra? und L{° (©2)?

(5) Sei 2 C R" offen und f:Q — R stetig. Beweisen oder widerlegen
Sie die naheliegende Vermutung esssup f = sup f und essinf f = inf f.
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Lésung: (1a) Fur die Funktion f:R — R:z — sin(z) gilt inf f = —1 und
sup f = +1, also | f|r = sup|f| =1, und f ist beschréankt, kurz f € B(R).
Ebenso finden wir essinf f = —1 und esssup f = +1, somit || f|| o = 1.

(1b) Fur g gilt g(km) = kx flr k € Z, somit inf g = —oo und sup g = +00,
also |g|g = sup|g| = oo, demnach ist g unbeschrénkt, kurz g ¢ B(R).
Jedoch finden wir essinf g = —1 und esssup g = +1, somit ||g||p~ = 1.
Essentiell beschrankt: Nach Anderung auf der Nullmenge Zr gilt g = f.

(1c) Fir h gilt h(z) = 1/|z| fir x € Q* und h(z) = 0 sonst, somit inf » = 0
und sup h = 400, also |h|r = sup|h| = oo, und h ist unbeschrénkt.
Jedoch finden wir essinf A = 0 und esssup h = 0, somit ||A||z~ = 0.
Essentiell beschrankt: Nach Anderung auf der Nullmenge Q gilt i = 0.

(2) Die vier angegebenen Inklusionen sind klar aufgrund der Definition.
Die sechs negierten Inklusionen werden widerlegt durch Funktionen wie
f(z) = || (horizontal) und g(x) = Ign (0} (z)/|z| (vertikal) auf Q@ = R™.
Fur Q € R” offen variieren wir diese Gegenbeispiele: Es gentigen

f(xz) =1/|x — p| fir einen Randpunkt p € 9 oder g(x — p) flr p € Q.

(3) Zu || fl|ze= = M existiert eine Nullmenge N; C €, vol,(N1) =0,
sodass |f(x)| < My fir z € @~ Ny; zu ||g|| L~ = M ebenso N, C Q.
Fir N = N; U N, gilt dann 0 < vol,,(N) < vol,(Ny) + vol,(N2) = 0.
Furalle z € Q~\ N gilt | f(z) + g(x)| < |f(z)| + |g(z)| < My + M>.
Das zeigt || f + gl = esssup|f +g| < My + My = [|fllz> + [|glloe-
Ebenso gilt || f - gllzee < [[fllze - gl und [|A- fllee = [A] - 1f] o

(4) Aus (3) folgt, dass L>°(f2) ein K-Vektorraum ist und eine K—Algebra,
wie in der vorigen Aufgabe ausgefiihrt. Dasselbe gilt auch fir Le ().

loc
(5) Die Ungleichung esssup f < sup f =: M gilt fiir jede Funktion f.
Wir zeigen nun esssup f > sup f flr jede stetige Funktion f:Q — R.
Wir nehmen M < oo an; der Fall M = oo verlduft anschlieBend genauso.
Zu jedem noch so kleinen ¢ > 0 existiert ein z € Q mit f(z) > M —¢/2.
Da f stetig ist, existiert ein § > 0, sodass f > M — ¢ auf B(z,d) gilt.
Wegen vol,, B(z,d) > 0 muss demnach esssup f > M — ¢ gelten.
Da dies fir alle € > 0 gilt, folgt esssup f > M, wie behauptet.

© Fir jede stetige Funktion f:R™ D Q — R gilt esssup f = sup f
und essinf f = inf f. Insbesondere folgt hieraus |f|a = || fl|lL~(o)-




C441
Erinnerung

Absolut integrierbare Funktionen

C442
Erinnerung

Quadratisch integrierbare Funktionen

Definition C4D: absolut integrierbare Funktion
Eine messbare Funktion f: Q) — K hei3t (absolut) integrierbar, wenn

£l = / |f(z)|dz < co. (endliche L'-Norm)
Q

Die Menge aller absolut integrierbaren Funktionen auf € ist

L'=L'(Q) =LY QK):={f: Q> K||fllp: <o}

Satz C4E: absolut integrierbare Funktion
Die Menge L(©,K) C Abb(Q, K) ist ein K—Untervektorraum, denn
fur alle Funktionen f,¢g:Q — Kund X € K gelten die Un/Gleichungen
A Fllpe = (AL 11z,
If+gllr < N flles + llgllzr

Hierauf ist das Integral L' — K: f — [, f(z) d= definiert und K-linear.

Definition C4F: quadratisch integrierbare Funktion
Eine Funktion f:Q — K hei3t quadratisch integrierbar, wenn

17132 ::/Q|f(:b)|2dw< . (endliche L>~Norm)

Die Menge aller quadratisch integrierbaren Funktionen auf € ist
LP=L*(Q)=L*QK):={ f: Q> K| |fllz2 < o0 }.

Satz C4G: quadratisch integrierbare Funktion

Die Menge L%(,K) C Abb(Q, K) ist ein K—Untervektorraum dank

A~ Fllzz = (AL 11 £l z2s
I +9gllze < NI fllz2 + llgllze-

Wir haben -: L? x L? — L! dank Cauchy—Schwarz I1H (allgemein C4L):

If- gl < N Fllzz - llgle-

C443
Ergénzung

Motivation zu Integralungleichungen

C444
Ergénzung

Lokal integrierbare Funktionen

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit LP—Normen und Ungleichungen
nach Vorbild der zentralen Cauchy—Schwarz—-Ungleichung (Satz I1H).
Muss die Ingenieur:in das unbedingt wissen? Oder geniigt es notfalls,
eine freundliche Mathematiker:in zu fragen? Das h&ngt wie immer vom
Anwendungsgebiet ab und den dort typischen Anforderungen. ...

Im Allgemeinen hilft es, mdglichst wirksame Werkzeuge zu kennen!
Ein paar Worte zur Motivation scheinen mir daher angebracht.

Die Algebra lehrt zunéchst das Lésen von gewissen Gleichungen,
die Analysis erklart und nutzt zudem vor allem Ungleichungen.

Ich méchte sogar sagen: Alle Techniken der Analysis und Numerik
beruhen letztlich auf Ungleichungen und (Fehler-)Abschétzungen,
insbesondere bei allen Fragen zu Approximation und Konvergenz.
Auch und ganz besonders fiir Integrale und Reihen wiinschen wir uns
daher méglichst vielseitige, bequeme und hilfreiche Abschatzungen.
Die folgenden Definitionen erklaren hierzu das nétige Vokabular,
anschlieBend kléren wir einige nltzliche Ungleichungen.

Definition C4H: lokal integrierbare Funktion

Vorgegeben sei @ C R™ und 1 < p < oo. Wie Ublich sei K = R, C.
Eine messbare Funktion f: Q) — K hei3t p—integrierbar, wenn

HM%:AW@WM<@.@MMwUWmm

Fir p = 1 ist f absolut integrierbar, fiir p = 2 quadratisch integrierbar,
flr p = oo ersetzen wir das Integral durch das essentielle Supremum.

Die Menge aller p—integrierbaren Funktionen auf € ist
LP=LP(Q)=LP(Q,K):={f: Q= K||fller <o0}.
Verlangen wir dies nur lokal, fir alle Kompakta K € , so erhalten wir

LE () =L (QK):={f:Q>K||flu <oofurale K € Q}.

loc

Es genigt, dies auf Ballen K = B(ag e) CQzutestenfirae Q,e> 0.
Auf Q = R" reicht es, dies fur K = B(0,7) und r = 1,2, 3, ... zu testen.
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Vergleich der LP—Funktionenrdume

Zwischen den LP—Raumen bestehen folgende Beziehungen:

Satz C41I: Vergleich der LP—Raume

(1) Sei 1 < p < g < oo. Fur f:R” D Q — R gelten die Abschatzungen
[£11Z0 < vola(@) + [ £][. und [|£][75 < volu(@) - || f[|Z--

(2) Fur 1 < p < ¢ < oo und endliches Volumen 0 < vol,,(Q) < oo, insb.
fur alle Kompakta wie zum Beispiel B(a, ), gelten daher die Inklusionen

L'(Q) 2 LP(Q) 2 L(Q) 2 L()

(3) Bei unendlichem Volumen, insbesondere fir 2 = R", gilt weder die
Inklusion L?(©2) C L9(Q2) noch die umgekehrte Inklusion LP(2) O LI(1Q2).

Beispiel: Fiir Fourier—Reihen spielt L2([0, 27]) eine zentrale Rolle.
GemaB Satz C41 gilt hier L1([0,27]) 2 L2([0,27]) 2 L>=([0, 27)).

Die Fourier—Transformation nutzt entsprechend die Raume L!(R) und
L%(R) und L>=(R), doch hier gilt leider L'(R) 2 L?(R) 2 L=(R).

Aufgabe: Beweisen Sie (1) durch die Abschatzung |f|P < 1+ |f]9.
Finden Sie Gegenbeispiele fir die nicht geltenden Inklusionen (1,2).
Lésung: (1) Zwei Falle: Fir0 <a < 1gilta? <1 <1+ a4 Fir 1 < a gilt
1 < aP < a? wegen p < g und Monotonie der Funktion ¢ — a? = et!"@,
Integration von | f|P < 1+ | f]4 tiber  ergibt || f[|7, < vol, () + || f]|%..

Ist also || f||z« endlich, so auch || f||.». Das bedeutet L?(2) D LI(Q).

(2) Gegenbeispiele liefern Funktionen wie f(x) = |z| ="/ (Satz C4A).
Hierzu sei 2 C R™ offen, nach Verschiebung Q D B(0,r) =: K mitr > 0.
Die Funktion f(z) = |z|~™/% 1k (z) ist nicht g—integrierbar, Il o) = oo,
wohl aber p—integrierbar, || f||z»q) < oo flr alle Exponenten p < q.

Dies zeigt f € LP(Q2) aber f ¢ LI(Q), also LP(Q2) € LI(Q).

(8) Wir nehmen zur Vereinfachung 2 = R an und setzen K = B(0, 1).
Die Funktion f(z) = |z| /91 (z) erfillt f € LP(R") aber f ¢ LI(R"),
wie bereits in (1) gesehen, somit gilt auch hier LP(R™) € LZ(R™).

Fir U = R* . B(0,1) und g(z) = |z| =P Iy () gilt ||g||z» = oo aber
llgllza < oo flir ¢ > p, siehe Satz C4A, also g ¢ LP(R"™) aber g € LY(R").
Das zeigt LP(R™) 2 L(R™). (Allgemein: vol,, (£2) = oo gelingt &hnlich.)
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Vektorraume und Vektornormen

© Dank der K-Vektorraumstruktur auf L' = L'(Q, K) kénnen wir
Funktionen f,g € L' linear kombinieren und wissen o.f + 8g € L'.
Das Integral [ : L1(22,K) — K ist eine K-lineare Abbildung (A3L, A4B).
Oft wollen / missen wir Funktionen f, ¢g: Q — K auch multiplizieren.
Seip,ge[l,00]Mitl/p+1/qg =1, etwa (p,q) = (1,00),(2,2), (c0,1).
Wir haben -: LP x L9 — L' dank der Holder-Ungleichung (C4L)

IS =gl < I fllze - ligllLa.
Fir (p, q) = (1,00), (o0, 1) ist die Hélder—Ungleichung leicht: Ubung!
Im Spezialfall p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.
Wir haben +: L? x LP — L? dank der Minkowski-Ungleichung (C4L)

If+gllee < I fllr + llgllLe-

Fir p = 1 und p = o ist die Minkowski-Ungleichung leicht: Ubung!
Fir 1 < p < oo werden wir sie anschlieBend ausfihrlich nachrechnen.
© Diese allgemeinen Ungleichungen ersparen uns viel Arbeit, da wir
nicht jedes mal erneut die Integrierbarkeit individuell priifen missen.

Uber K = R, C kennen und lieben wir den K—Vektorraum V = K".
Fur v € K" nutzen wir die euklidische Norm [jul| := /[u1|? + - - - + |un %

Diese erfreut sich folgender Eigenschaften fur alle u,v € V und A € K:
(N1) [Jo]| >0, und ||| > 0 fir v # 0 (positive Definitheit)
(N2) [|A - ]| = [A] - [Jo]| (Homogenitat tber K)
(N3) [lu + o]l < [Jull + [|v]] (Dreiecksungleichung)
Diese Rechenregeln nutzen wir oft. Sie verdienen einen Namen:

Definition C4J: normierter K—Vektorraum

Sei V ein Vektorraum Uber dem Kérper K = R, C, zum Beispiel V = K".
Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||—||: V' — R0, die (N1-3) erfllt.
Dies induziert eine Metrik: Der Abstand zweier Vektoren u, v ist |lu — v||.
Die Konvergenz v, — v in (V,|—||) ist definiert durch ||v,, — v|| — 0.

Beispiel: In C(Q) mit Supremumsnorm |-|q, ist dies die gleichmaBige
Konvergenz, mit der L'-Norm ||—||z1 hingegen die Konvergenz im Mittel.
Minkowski besagt, dass (LP(Q2), ||—||z») ein normierter Vektorraum ist.
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Die Hoélder—Minkowski—Ungleichung

2 ¥ ‘ ®
b> p(a)
b= p(a)

b < p(a)

a a a

Satz C4k: Youngs Integralungleichung

Sei ¢ :R>g — R stetig, streng monoton, mit ¢(0) = 0 und ¢(z) * oo
flr x 7 oo, zum Beispiel p(z) = 2 mit a € Rso. Dann ist ¢ bijektiv, und
ihre Umkehrfunktion ¢ = »~1: R>o — R hat dieselben Eigenschaften.
Fur alle a,b € Rx gilt dann, wie oben illustriert, folgende Ungleichung:

a b
ab< [ et [ vway
=0 y=0
©(a) gilt, siehe Skizze (und A423).

Gleichheit gilt genau dann, wenn b =

Satz C4L: Hélder—Minkowski—Ungleichung
(0)Seil<p<ooundg=p/(p—1)>1,sodass 1/p+1/q =1 gilt.
Satz C4k ergibt fir p(z) = 2P~! und v (y) = y9~! die Ungleichung
a-b < df/p+b/q

far alle a, b € R>¢. Gleichheit gilt genau dann, wenn a? = 9.
(1) Seil <p,g<ocomitl/p+1/q=1,eventuell {p,q} = {1, c0}.
Fir f € LP(Q) und g € L(Q) gilt f - g € L}(Q), genauer:

gl <
Gleichheit gilt gdw | f(z)|P = const - |g(x)|? fir fast alle z € Q gilt.
(2) Fir1 <p<ooundalle f,g € LP(Q) gilt f + g € LP(Q2), genauer:

I1£llze - llgllza

If+9glle < IFllze + llgllze

Insbesondere ist LP(Q2, K) ein K—Vektorraum mit Norm ||—|| ».
Genau dann gilt || f||z» = 0, wenn f(z) = 0 fir fast alle z € Q gilt.
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Beweis der Minkowski—Ungleichung

Beweis: (1) Aus || f||z» = 0 folgt f(z) = 0 fir fast alle z € Q (Satz A4G),
also f(z) - g(z) =0, somit || f - g||,+ = 0, und die Ungleichung ist erflllt.
Gleiches gilt falls ||g||L« = 0. Im Folgenden sei || f||z» > 0 und ||g||z» > 0.
Dank (0) haben wir in jedem Punkt z € Q die Ungleichung

f@)] @)l _ 1f@)” | lg(@)l”
1l Tglze = I8, * allgl,
Das Integral Uber = € Q erhalt diese Ungleichung dank Monotonie:

| (@)g(x)|dz < /|f i —— /\g )7 da
Hfumugnu / pl\f\lm 2 ngu
1
S A A S S
pllfllf,  allglia P q

Dies zeigt die ersehnte Holder—Ungleichung || f - gl < | fllze - |9l a-
Gilt | f(z)|P = const - [g(x)|? fUr fast alle z € Q gilt, so folgt Gleichheit
IIf - gllcr = | fllze - |gl|rs. Die Umkehrung fihren wir nicht weiter aus.
(2) Fir p = 1 und p = o ist die Minkowski-Ungleichung leicht: Ubung!
Im Folgenden sei also 1 < p, ¢ < co. Wie zuvor gelte 1/p+1/qg = 1.

Seien f, g € LP. Die folgende grobe Abschéatzung zeigt f + g € LP:

[f +9l” < ([f1+19])" < (2max{[f], |g]})"
= 2P max{|f[",[g["} < 2°(|f[" + |9I")

Integration tber = € Q zeigt || f + g}, < 22(|| FII5» + llgl5,) < oo
Seinunalso 0 < ||f + g|lz» < co. Wir nutzen die Hélder—Ungleichung:

£+ gl = If + 9|2
=|If+gl-1f + 9P
< 1117+ P o + gl -1 + gl
< Fllze - 11 + gl Hlza +lgllzr - 1 + gt~ s
= [Iflleo + llgllzs] - 1 + g1V 7

Dank (p — 1)g = p ist der letzte Faktor gleich |||f + glle/q = ||£ + g5
Division ergibt die ersehnte Minkowski-Ungleichung fur || f + g||z»-
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Diskretes Analogon: die /*—Folgenradume

Wie Ublich sei K der reelle Kérper R oder der komplexe Kérper C.
Fir1 <p<oound f:R"™ 2 Q — K definieren wir die L’-Norm

" Lp .
1l = | /meglf(r)}”dx} wobei ] = esssupl ().

Die LP—integrierbaren Funktionen bilden den K—Vektorraum
LP=LP(Q) = LP(QK):={f: Q= K||fller <o0}.

Hier bedeutet L' absolut integrierbar und L> essentiell beschrénkt.
Gleichheit f = g in LP(Q, K) bedeutet f(z) = g(x) fur fast alle z € Q.
Firp < vol(Q) <occund 1 < p<g<oogilt L' D LP 2 L1 L™.

Fir p, ¢ € [1,00] mit1/p + 1/q = 1 erhalten wir die bilineare Paarung

(flg): /f

Das Produkt ist absolut integrierbar dank der Hélder-Ungleichung:

IS =gl < W fllze - llgllza
© Im Spezialfall p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.

(-]-):IP x L7 K mit

Sei Q2 eine Menge, etwa Q = {1,2,...,n} oder Q = N oder Q = Z.
Fir1 <p < ocound f:Q — K definieren wir die /’~Norm

1l = [ SlrwP]”

wobei || f|g := sup|f(k)|.
keQ ke
Die (P—summierbaren Folgen bilden den K—Vektorraum

P =0rQ)=rQK) ={f:Q=K||flle <o}
Demnach bedeutet ¢! absolut summierbar, ¢? quadratisch summierbar
und ¢ beschrénkt. Fir 2 unendlich und 1 < p < ¢ < oo gilt 7 C ¢9.

Fir p, ¢ € [1,00] mit 1/p + 1/q = 1 erhalten wir die bilineare Paarung
(flg):=>_fk)

ke
Das Produkt ist absolut summierbar dank der Hélder—Ungleichung:
17 gller < [ fller - llgllea
© Im Spezialfall p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.

(-]-):fP x (1 5 K mit
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Eine Abbildung f:N — R:k — f; ist eine reelle Zahlenfolge (fx)ren-
Far Fourier—Reihen betrachten wir f:Z — C, also @ = Z und K = C.
Summen von Folgen verhalten sich wie Integrale von Funktionen:

Q=K fR"DQ =K
[fller = %If(x) [ £l = /xeﬂ\f(:r)\dx
Il = [Shser] o= [ [ lrepas]
Il = [Shror] = [_lrop]”
17l = sup ()] [l = ess sup| @)

© Gut fir uns: Es gelten im Wesentlichen dieselben Rechenregeln.
Die Fourier-Isometrie .7 : L%([0, 27], C) = ¢(Z, C) Ubersetzt verlustfrei
zwischen Funktionen und Folgen! Wir fihren dies in Kapitel | und J aus.

Die Cauchy—Schwarz-Ungleichung || f - gl.: < || f|lz2 - [|g]|z2 und die
Hoélder—Minkowski—Ungleichung gelten nicht nur fiir Integrale, sondern
wortlich genauso fir Summen und Reihen. Wir flihren dies hier aus, als
lehrreiche Ubung zur Wiederholung und der sorgféltigen Argumentation.

Ubung: (1) Wiederholen Sie die Definition von ||| z» und L?(€, K)
und fihren Sie die obige Definition von ||—||» und ¢/(©2,KK) aus.

(2) Warum ist L?(Q2, K) bzw. ¢#(2,K) ein K-Vektorraum?

Die Félle p = 1 und p = oo sind besonders leicht: Warum und wie?

Der Fall p = 2 gelingt durch die Cauchy—Schwarz—-Ungleichung: Wie?
Der allgemeine Fall 1 < p < oo benétigt Holder—Minkowski (C4L):
Wiederholen Sie dies fur LP und beweisen Sie es analog fur (7.
(B)Furp < vol(2) <coundl <p<gq<oogilt L' 2 LP 2 LI L.
Diskret gilt ¢! C (P C £ C ¢>°; es geniigt, dies fiir Q = N zu diskutieren.
Hier unterscheiden sich die Rdume L?([0, 2x]) und ¢P(Z) fur 1 < p < co.
(4) Warum ist L*>°(Q, K) eine K—Algebra, nicht aber LP(Q, K) flr p < 0o0?
Uberraschung: Warum ist £2(Q2, K) eine K—Algebra fiir alle 1 < p < 00?
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Kapitel D

Integrale und Grenzwerte

il j& :

Then I come along and try differentiating under the integral sign,
and often it worked. So I got a great reputation for doing integrals,
only because my box of tools was different from everybody else’s,
and they had tried all their tools on it before giving the problem to me.

Richard Feynman (1918-1988), Surely You're Joking, Mr. Feynman! (1985)
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Vorgehensweise Uberbiick

Integration einer Reihe: Unter welchen Voraussetzungen gilt

/kaﬂfk(x) @ = 3 [ h@ar o

Stetigkeit des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

fy Lo jas = i | [ sias] 2

Ableitung des Integrals: Unter welchen Voraussetzungen gilt

5} 0
| mtewa = [ femay 2

© Diese Rechentechniken sind oft hilfreich. Die wollen Sie nutzen.
@ Die Gleichungen gelten nicht immer! Das miissen Sie wissen.
© Es gibt einfache Kriterien. Die sollen Sie beherrschen.

Das zentrale Kriterium ist die majorisierte Integrierbarkeit.

In Rechnungen mdchten Sie oft Integral und Grenzwert vertauschen.
In Anwendungen treten diese Umformungen h&ufig auf. Leider werden
sie oft blind oder nach Geflihl angewendet, oder gar so getan, als gélten
sie einfach immer. Das ist nicht richtig, wie wir an Beispielen sehen.

Die Gleichungen gelten aber doch haufig genug, um ndtzlich zu sein,
und zahlreiche Anwendungen illustrieren die Kraft dieser Methoden.
Zur korrekten Verwendung bendtigen Sie also geeignete Kriterien!

Wir wollen daher in diesem Kapitel die Voraussetzungen erlautern
und die ersehnten Rechenregeln ableiten. Als Mahnung zur Sorgfalt
illustrieren einfache Gegenbeispiele, wann die Formeln nicht gelten.

Als erste Warnung nenne ich folgenden beliebten Finanztrick:

Am Tag 1 leihe ich mir 1 Euro, den ich dann am Tag 2 zuriickzahle.
Auch am Tag 2 leihe ich mir 1 Euro, den ich am Tag 3 zuriickzahle.
Dies setze ich nun unbegrenzt fort. Was ich leihe, zahle ich zurlck. ..
dennoch verschafft mir diese Reihe 1 Euro, den ich nie zurtickzahle!
Anschaulich: Die Schulden werden nach Unendlich verschoben.

Vor dieser Methode mdchte ich hier ausdriicklich warnen!

Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel saupn| | Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel Beiopi
Kredit und Tilgung: Skizzieren Sie fi. = I j11] — Ijps1,542) fUr k € N. Graph zu g2 = fo + f1 + fo!
g
Heute{leihe ich-mir 1+€- Was zweimal geht,
k+1 k+2 Morgen zahle ich 1€ zurtick. geht-auch dreimat:
7
Offensichtlich gilt [ fx(x)dz = 0. Graph zur Teleskopsumme g, = fo + f1 + -+ + fa!
Zwei solche Kreditgeschafte Undimmer wieder. .
kann ich geschickt kombinieren. n+1 nT2 sogar unendlich pft?
b T * !
Auch fUr g1 = fo + f1 ist das Integral Null. Das Integral IR gn(z) dz ist jeweils Null. Was passiert fir n — co?
Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel saspel| | Kreative Kreditrechnung und Umordnungsschwindel Belepe

Aufgabe: Man berechne und vergleiche und bestaune:

/]R;fk(iv)dz = /R :Z;Ofk(ir) dz

Lésung: (a) Fur jedes k € N sehen wir (rechnerisch oder graphisch):

/fk(x)dx:() = Z /fk(x)dx =0

R k—0 R

(b) Andererseits kennen wir fir jedes = € R die Teleskopsumme
Z fe(@) =T (@) = Ipgineg (@) —  Ioq(o).

Fir jedes = € R und n — oo gilt daher punktweise Konvergenz:

ka ) =TIp1(z) = /szk ) dz=1

k=0

® Integral und Reihe vertauschen im Allgemeinen nicht!
Dies ist ein sehr einfaches, doch frappierendes Beispiel:
Fir die Funktionen fi, = Iy x41) — Ljpg1,42) Qilt

/Q ;fk(x) de # kZ:O /ka(:c)d:c

Anschauliche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich“.

/\ Im Kreditbeispiel: Wir leihen uns Geld, das wir nie zuriickzahlen.
Wir vertrésten immer auf morgen, doch Iésen das Versprechen nie ein.
(Schneeballsystem, Ponzi—Betrug, ,robbing Peter to pay Paul”)

/\ In den meisten Anwendungen sollte diese Pathologie nicht auftreten.
Wir missen dazu die Erhaltung der Masse explizit sicherstellen,
gegebenenfalls separat nachweisen oder ausriicklich fordern.

© Mathematisch garantieren wir dies durch Fubini D1A oder
allgemeiner den Satz von der majorisierten Konvergenz D2D.
Damit I1&sst sich das Problem prazise benennen und lésen.
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Vertauschen von Integral und Reihe e

Aufgabe: Zeigen Sie [, > 77 fr = >oneo fo fr fOr fir: Q2 — [0, 00].
Lésung: Dank Linearitat des Integrals gilt fir endliche Summen:

LL::/ngkzg/ﬂfk

Dank f; > 0 gilt monotone Konvergenz >3, fx 7 o2 fr» also

In:/{'zéfk W /;gfk::fl‘

Aus [, fr > 0 folgt ebenso die monotone Konvergenz der Reihe

In:kz;/ﬂfk b g/ﬂfk::a

Die Folge I,, kann nur einen Grenzwert haben! Wir folgern A = B:

-/Slg)fk:g/ﬂfk

© Alles wird gut! Dies wollen wir nun als Satz zusammenfassen.

Satz D1A: Fubini fir absolut konvergente Reihen
Sei fo, f1, f2,... : 2 — C eine Folge messbarer Funktionen. Dann gilt

/Qg\m - g)/Qw.

Ist dieser Wert endlich, so ist f = >_;2 f in fast allen Punkten z €
absolut konvergent, zudem Uber Q absolut integrierbar, und es gilt

© Beachten Sie die Parallele: Der Satz C1E von Fubini besagt dasselbe fiir Integrale.

Beweis: Die erste Gleichung haben wir gezeigt. Die Punkte 2 € Q mit )7 | fx(x)| = 00
bilden eine Nullmenge N. Fiiralle z € Q ~\ N gilt 77 (| fx(2)| < +00, und wir definieren
f(x) =372 fe(x) durch diese absolut konvergente Reihe. Fiir z € N setzen wir f(x) = 0.
Die zweite Gleichung gilt fiir fi, : Q — [0, 0o]. Sie folgt fiir reelle Funktionen durch Zerlegung
fr = f,:' — f » und sodann fiir komplexe Funktionen durch Zerlegung fr = Re fx + ilm fj.
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Integration von Potenzreihen
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Wann vertauschen Integral und Reihe?

Aufgabe: Gegeben sei eine konvergente Potenzreihe
fil=ppl =Rz flz) =) apb.
k=0

(1) Entwickeln Sie F(z) = [;”, f(x) dz ebenso als Potenzreihe.
(2) Konkretes Beispiel: Entwickeln und integrieren Sie f(z) = e’

Lésung: (1) Dank D1A dirfen wir Integral und Reihe vertauschen:

T T e - ol T
F(z) = fydt = / D apth At =y / axth dt
t=0 t=0 | 24 iy L Jt=0
> a s a
HDI k k+1 _ k—1 &k
k1’ >
k=0 k=1

© Die Vertauschung gilt hier dank absoluter Konvergenz auf [0, z].
© Probe durch termweises ableiten. (2) Konkretes Beispiel:

a2 L (—1)k " a > —1)k )
fla)=e~ :Z( k!> S F(.r):zik!((%il).r”“.
k=0 k=0

Fir f = Y52 fr mdchten wir Integral und Reihe vertauschen:

[, ne e = X [ e

Hierfir haben wir folgende hinreichende Kriterien:

@ Gleichheit gilt fur f;, > 0: monotone Konvergenz!

@ Gleichheit gilt fir [ 3| fi| < co bzw. fir 3 [|fi] < oo,

@ insbesondere fiir konvergente Potenzreihen, f(z) = ajz”.

/A Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
/\ Diese Kriterien sind hinreichend, aber i.A. nicht notwendig.

Im obigen Gegenbeispiel gilt > [ fr # [ > fx. Die Konvergenz ist hier nicht monoton,

denn f, hat einen positiven und einen negativen Teil. Zudem gilt 3> [|fi| = [ 3| fn] = oc.
Unsere einfachen Kriterien sind hier demnach nicht anwendbar und lassen keinen Schluss zu.
Wir haben daher z f fr und f Z fr getrennt ausgerechnet, um explizit vergleichen zu kénnen:
Bemerkenswerterweise gilt > o ([ fx(z) dz) =0, aber [; (372, fr(z)) dz = 1.
Konkrete Gegen/Beispiele wie diese sind lehrreich. Rechnen reinigt die Seele!

Sitze kldren und ordnen Phinomene und liefern universelle Werkzeuge.

. . . D201
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Punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge

Definition D2A: punktweise Konvergenz

Wir sagen, die Funktionenfolge f; : Q@ — C konvergiert punktweise
gegen die Funktion f:Q — C, wenn fi(x) — f(x) fUr jedes z € Q gilt

Aufgabe: Skizzieren Sie fi:R — R:a — e=@= 0 fir g € N.
(1) Konvergiert f; punktweise? Gegen welche Grenzfunktion f?
(2) Vergleichen Sie [; limy_,oo fr(x) dz und limy o0 [ fr(x) dz.

| L I

fx

Lésung: (1) Fur jedes z € R und k& — oo gilt fi(z) — 0. (2) Daher gilt:

/ lim fi(z) d:L':/Od:L'zo #  lim /fk(x) dr = lim /7 = /7
R R k—oo Jr k—00

k—o0

/\ Anschauliche Ursache: ,Masse verschwindet nach Unendlich®.

Dasselbe Problem entsteht fir jede integrierbare Funktion f:R™ — R
mit f(z) — 0 fur |z| — oo, etwa die Indikatorfunktion f = I zu einen
endlichen Quader @, und ihre Verschiebungen f;(z) = f(z — kv).

In vielen Rechnungen stehen wir vor der Frage: Wie verhalten sich
die Integrale [, fi und [, f bei punktweiser Konvergenz f;, — f?

@ Stetigkeit und Integrierbarkeit kénnen verloren gehen!

Die nachfolgende Aufgabe zeigt ein einfaches Beispiel.

© Messbarkeit ist unkaputtbar! Sind alle f;, messbar und konvergiert
fr — f punktweise, dann ist auch die Grenzfunktion f messbar.

© Monotone Konvergenz funktioniert immer!

Aus monotoner Konvergenz 0 < f;, ~ f folgt stets [, fi /* [ /-

® Im Allgemeinen folgt aus fi, — f jedoch nicht [, fi — [, f-
Typisches Problem: ,Masse verschwindet nach Unendlich*.

Unter welchen Voraussetzungen kénnen wir [, fi — [, f schlieBen?
Als praktisches Kriterium werden wir die majorisierte Integrierbarkeit
nutzen. Zur Motivation stelle ich ein paar warnende Beispiele voran.
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Stetigkeit und Integrierbarkeit sind zerbrechlich!

|

JEEEENH (SRS

o 1 a -
\p

g g

Aufgabe: Skizzieren Sie flr £ = 1,2,3, ... die Funktion

K’z firo<z<3i,
fe 1 [0,1] >R :z— II - 1_x_k
= frz <z <1

(1) Bestimmen Sie punktweise die Grenzfunktion f(z) = limg_c fi(2).
(2) Ist jede Funktion f; stetig? integrierbar? und die Grenzfunktion f?

Lésung: (1) Fur festes « € [0, 1] finden wir den Grenzwert

1/x fir0 <z <1,
li z) = f(x) = -
Jim fi(@) = f() {o fir z = 0.
(2) Jede der Funktionen f;: [0,1] — R ist stetig und somit integrierbar.
Die Grenzfunktion f hingegen ist weder stetig noch absolut integrierbar.

/\ Sind alle Funktionen f;, stetig bzw. integrierbar, so kann man nicht
auf die Stetigkeit bzw. Integrierbarkeit der Grenzfunktion f schlieBen!
A\ Selbst wenn alle f;, und die Grenzfunktion f integrierbar sind,

wie oben, gilt im Allgemeinen nicht die Konvergenz der Integralfolge!
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Integral und Limes vertauschen nicht immer!

Aufgabe: Skizzieren Sie flir r € R+ die Dreiecksfunktion

0 far |z| > r,

r—|z|

Ay iR R:z— A(z) = i
= ar |z| <r.

IT]

Hillfunktion h(z) =|1/|4z]|

N | |

(1) Berechnen Sie lim A,(z). Gilt lim [ A,(z)dz = [ lim A,(z)dz?
T—00 T—00 T—00

(2) Berechnen Sie lim A, (z). Gilt lim [ A, (z)dz = [ lim A, (z) dz?
r—0 r—0 r—0

lx

Losung: Fir jedes r > 0 gilt [z A (2) dz = 1.
(1) Fir festes z € R und r — oo finden wir den Grenzwert
Thlgc A, (z) =0.

Die Grenzfunktion hat daher Integral 0. Demnach gilt:

Thgl;c/Ar(x)dle # 0:/T1L1210Ar(x)dx

(2) Fur festes « € R und r — 0 finden wir den Grenzwert

oo farz =0,

0 farz#0.

Die Grenzfunktion hat daher Integral 0. Demnach gilt:
ili%/Ar(x) de=1 # 0= /E%Ar(x) dz

/\ Die Ursache des Problems ist in beiden Fallen anschaulich klar:
Masse ,verschwindet nach Unendlich“ und fehlt daher im Integral.

711_% Ap(x) = Ap(z) := {
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Majorisierte Integrierbarkeit: Hillfunktion

Definition D2B: majorisierte Integrierbarkeit
Sei (fi)icr eine Familie messbarer Funktionen f;: Q@ — C miti € I.
Wir nennen h: Q2 — [0, co] Majorante, wenn |f;| < h fur alle ¢ € I gilt.

Die Familie hei3t majorisiert integrierbar, wenn eine integrierbare
Majorante existiert, also : Q2 — [0, 0] mit | fi| < hund [, h < oc.

© Die Integrierbarkeit [, h < oo der Majorante garantiert,
dass keine Masse nach Unendlich verschwinden kann.

© Aus der Majoration |f;] < hfolgt [,|fi| < [, h < oo,
insbesondere ist jede einzelne der Funktionen f; integrierbar.

/\ Selbst wenn jede einzelne Funktion f; integrierbar ist, folgt daraus
noch nicht, dass die gesamte Familie (f;);cr majorisiert integrierbar ist!

Beispiel: Zu r € Ry sei A, :R — R:z — max(0, T;LT')
Zur Familie (A;)rer., ist h(z) = 1/]4z| eine Majorante.
Dies ist sogar die kleinste Majorante, denn A,(z) = h(z).

Die Familie (A,),cr., ist daher nicht majorisiert integrierbar.

Das vorige Beispiel ist durchaus typisch:

Proposition D2c¢: Hullfunktion

Eine Folge (fx)ren messbarer Funktionen fo, f1, f2,... : Q2 — C
ist genau dann majorisiert integrierbar, wenn ihre Hillfunktion

h =supl|fi| : @ = R>g : > h(z) = sup|fx(z)],
keN keN

absolut integrierbar ist, also [, h < oo erfilllt.

Beweis: Mit f;, ist auch | f| messbar, ebenso hj, = max{|fol,...,|fk|}-
Somit ist auch die obige Hullfunktion & := lim hy, = sup| fi| messbar.

Wegen |fi| < h ist dies eine Majorante, und zwar die kleinst mégliche.
Damit ist die behauptete Aquivalenz klar dank Monotonie des Integrals.

Beispiel: Fir die wandernden Glockenkurven f,(z) = s e~ (@=* mit
a € R ist die Hillfunktion » = 1: Man betrachte hierzu obige Skizze.

Die Familie (f.)qcr ist also nicht majorisiert integrierbar.

. .. D209
Der Satz von der majorisierten Konvergenz

D210
Ausflihrung

Beweis der majorisierten Konvergenz

Unter welchen VorsichtsmaBnahmen gilt folgende nitzliche Formel?

lim /fn(T) de = / lim f,(z)dz
n—oo Jo Qn—oo

Satz D2D: majorisierte Konvergenz, Lebesgue 1901
Sei fo, f1, fo2,... : 2 — C eine Folge messbarer Funktionen.
(1) Konvergiert f,, punkiweise gegen f:Q — C, so ist auch f messbar.

(2) Existiert eine integrierbare Majorante /: Q2 — R, mit | f,| < h und
Joh < oo, soist f intbar, es gilt [,|f, — f| — 0 und somit [, f — [, f-

© Dies ist eine niitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

/\ Die punktweise Konvergenz (1) allein genligt nicht, siehe Beispiele.
Die integrierbare Majorante (2) ist daher wesentliche Voraussetzung:

Die Majorante verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet!
In den obigen Beispielen war genau dies die Ursache des Problems.

© Anwendungsbeispiel: vol(Q2) < oo und | f,| < M € R fiir alle n € N.

Nachrechnen: (1) Monotone Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar.
Alle f,, sind messbar, also auch f, & := min{fn,..., fe} und fnx \ gn = infr>n fr.

Es gilt gn * lim g, = liminf f, = lim f,, = f nach Voraussetzung, also ist auch f messbar.

(2) Wir beginnen mit der Ungleichung 0 < | [ fn — [ f| = | [(fa = /)| < [Ifn — fI.
Wir zeigen nun, dass die rechte Seite f\fn — f\ fiir n — oo gegen Null strebt.
Die folgende Rechnung ist technisch, aber jeder einzelne Schritt ist leicht.

Lemma von Fatou: Sind f,, : €2 — [0, co] messbar, dann gilt [ liminf f, < liminf [ fn.

Beweis des Lemmas: Fiir g, := infy>, fx gilt g < fnund gn ' g = liminf f,, also

V/liminff71 = /limgn \%\ lim/gn = liminf/gn < liminf/f,,

Beweis des Satzes der majorisierten Konvergenz: Es gelte f,, — f (zumindest fast iiberall).
Aus | fn| < hfolgt | f| < h (fast iiberall), somit | f — frn| < |f] + |fn| < 2h. Mit Fatou folgt:

'/AQh - /.liminf(Qh— [fo — f\) < liminf'/.(Qh— |fu —f\)
= liminf</2h,—/|f” —f|> = /2h,—limsup/\fn — fl

Wir setzen [ 2h als endlich voraus. Daher kénnen wir diesen Wert auf beiden Seiten subtrahieren.
Wir erhalten limsup [|fn — f| < 0.Mit [|f, — f| > 0 folgt schlieBlich lim [|f, — f| = 0.
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Wann vertauschen Integral und Limes?

Beispiel: Sei (gx)ren €ine Folge messbarer Funktionen gj, : 2 — C mit

Aiw:iAW<m

k=0 k=0

Dank majorisierter Konvergenz erhalten wir erneut

/Qigk:i/ggk»

k=0 k=0

Fir n — oo gilt (fast Gberall) punktweise Konvergenz

n o0
=0 = =D
k=0 k=0

Zudem ist h = Y12 o|gx| eine Majorante flir (f,)nen, und somit

/an:/négk - Qf:-/siglv

2i—o

Far f, — f méchten wir Integral und Limes vertauschen:

lim fu(z)da = /Q

n—oo Jo

n(x)da

lim f,
n—00

Dies ist eine starke und niitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!

Hierflr haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt bei monotoner Konvergenz 0 < f,,  f,
@ bei majorisierter Konvergenz f,, — f mit |f,| < h und fQ h < oo,
@ insbesondere, wenn vol(2) < oo und |f,| < M € Rflrallen € N.

© Dies verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

© Sei h:Q — [0, 0] integrierbar. Auf der Teilmenge aller messbaren
Funktionen f:Q — C mit Schranke | f| < h ist die Zuordnung f — [, f
folgenstetig: Aus punktweiser Konvergenz f,, — f folgt [, fr = [q /-
/A Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Wie zuvor gesehen kdnnen selbst einfache Beispiele fehlschlagen.
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Parameterintegrale auf Rechtecken

Ein parameterabhangiges Integral ist von der Form
x) :/ flz,y)dy mit f: X xY — C.
Y
Beispiele: (1) Wir kennen dies bereits von Doppelintegralen
/ / flz,y)dydz = / F(z)dx.

xJy X

(2) Das Newton—Potential einer Massenverteilung ¢: R? — R ist
F:RP SR mit Fz)= / o)
Yy

yers [y —
(3) Die Fourier—Transformierte einer Funktion f:R — C ist

—+00 .
J% / e~ f () dy
T Jy=—co

Ist F' stetig? diff'bar? Wann dirfen wir 9, unters Integral ziehen?

19} aJ
%/yf(x,y)dy /Y%f(lny)dy

F:R—-C mit F(z)=

Wir beginnen mit Parameterintegralen der einfachsten Bauart:

Satz D3A: Parameterintegrale auf Rechtecken
Ist f: [0, z1] X [y0, 1] — C stetig, so auch die Funktion

Y1

F:lzg,z1] = C mit F(z):= f(z,y)dy.

Y=yo

Ist zudem f stetig diff’bar bezuglich z, so auch F, und es gilt

4 / fa,y)d / 9 te,y)d
r,y)dy = z,y)dy
Az Jy—y, y=yo 0T

Yo

F'(z) =

In diesem Falle diirfen wir also die Ableitung unter das Integral ziehen.

© Die Stetigkeit von f bzw smd naheliegende Voraussetzungen.
© Die Kompaktheit von [y, yl] verhindert, dass Masse verschwindet!

Dies ist ein Spezialfall der viel allgemeineren Sitze D3D und D3E zur Stetigkeit und Ableitung
von Parameterintegralen. Wir beweisen sie nachfolgend dank majorisierter Integrierbarkeit.
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Leibniz—Regel fir Parameterintegrale

Etwas allgemeiner und noch niitzlicher sind Normalbereiche:

Satz D3B: Leibniz—Regel fiir Parameterintegrale
Seien g, h: [xo, 21] — R stetig mit g < h. Auf dem Normalbereich

B={(z,y) €R® |z <z <um, g(z) <y <h(z) }
sei f: B — C stetig. Integration nach y ergibt die stetige Funktion

~h(z)
F:lzg,z1] > C mit F(z) ::/ f(z,y)dy.

y=g(z)

Sind zudem f, g, h stetig diff’bar bezliglich z, so auch F, und es gilt

h(z)
F(@) = W (o) £ (0 1(2) - (@) £z, 900)) + | O (o, )y

==
y=g(a) 0T

© Bei festen Grenzen g(x) = yo und h(z) = y; erhalten wir Satz D3A.
© Als Spezialfall enthalt Satz D38 den HDI: & Jra Fy) dy = f(2).

© Wie zuvor kénnen wir die Ableitung unter das Integral ziehen.
Als Randterme kommen die Ableitungen der Intervallgrenzen hinzu!

Beweis: Zur Vereinfachung sei f auf ganz R? fortgesetzt zu einer
stetigen Funktion f:R? — C. Als Hilfsfunktion definieren wir

G:R* = C durch G(z,u,v) ::/ f(z,y)dy.

Sie ist stetig in u, v, z dank Satz D3A, und sogar stetig differenzierbar
nach u, v,z dank Satz D3A fiir 20 <x <z undg(z) <u<v< h(z).

Somit ist die Verkettung F'(z) = G(z, g(z), h(z)) stetig in z, sogar C*.
Fur die Ableitung F’ finden wir dank Kettenregel, Satz D3A und HDI:
oG, i oG dg oG dh

55 (@ 9@),h(@) + Z () To@) + 5 () @)

Fl(z) =

"o o :
- [ Ly 1(e9@) g @) + 10@) 1 (@)

y=g(z)
© Fir diese etwas langliche Ableitung geniigen Geduld und Sorgfalt.
Diese Leibniz—Formel nitzt in vielen Rechnungen, zum Beispiel N247].
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Parameterintegrale Gber Kompakta

Alles bleibt einfach, solange wir Giber Kompakta integrieren:

Satz D3c: Parameterintegrale Uber Kompakta
Sei X C RP offen, Y C R? kompakt. Ist f: X x Y — C stetig, so auch

/f ) dy.

Ist zudem f stetig diff’bar bezliglich z;, so auch F', und es gilt
7] 7] 0
@F(I) = %j/yf(ﬁsy)dy = /Y (?T:jf(x’y)dy

In diesem Falle diirfen wir also die Ableitung unter das Integral ziehen. )

F:X - C mit

© Die Stetigkeit von f bzw. % sind naheliegende Voraussetzungen.
© Die Kompaktheit von Y verhindert, dass Masse verschwindet!

Dies ist ein Spezialfall der noch allgemeineren Sitze D3D und D3E zur Stetigkeit und Ableitung
von Parameterintegralen: Falls Y nicht kompakt ist, bendtigen wir majorisierte Integrierbarkeit.

Beweis: (1) Stetigkeit von F' gilt dank majorisierter Konvergenz D2D:
Der Ball B(zg,r) C X ist kompakt, ebenso K = B(zg,r) x Y, hierauf ist
die stetige Funktion f beschrankt, f(z,y) < h(y) := M = max|f|x|,
also f(x,—) majorisiert integrierbar dank [, h(y) dy = M vol(Y) < co.
(2) Seip =1und z € [a,b] C X. Dank HDI und Fubini berechnen wir

E/frJ ””‘// Sty dtdy
A Bl1 f(l

= / 5 2yt dce.y) = / / = F(t,y) dydt
faa]xy O ¢ Jima
Nochmals dank HDI und Stetigkeit von 9, f folgt hieraus

[I[)] /

\ 1
Erliduterung: Die Vertauschung von Ableitung und Integral (2) fithren wir dank HDI zuriick auf
die Vertauschung von zwei Integralen. Der HDI lisst sich anwenden, da O, f stetig ist. Der Satz

von Fubini lisst sich anwenden, da 91 f stetig ist und somit absolut integrierbar auf [a, z] x Y.
Dank (1) ist t — jy %f(t., y) dy stetig, daher kbnnen wir im letzten Schritt den HDI anwenden.

F(z) - (a,y)dy
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Stetigkeit von Parameterintegralen

Wann durfen wir Grenzwerte unter das Integral ziehen?

foy)dy = /hmfzudy - /fxoudy

lim
T—=w0 |y

Satz D3D: Stetigkeit von Parameterintegralen
Sei f: X xY — Cmit X C RP offen und Y C R?. Zudem existiere

:/f(%y)dy fir jedes = € X.
Y

Fur die Stetigkeit von F': X — C haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

@ wenn f bezliglich x stetig ist und lber Y majorisiert integrierbar.
Majorante h:Y — [0, 00] mit | f(x,y)| < h(y) und [i- h(y) dy < oo
In diesem Fall dirfen wir den Grenzwert unter das Integral 2|ehen.

[ tena = [ Ny = [ fan)dy

lim
T—x0

lim f(x

T—20

Nachrechnen: Fir x — z gilt dank majorisierter Konvergenz D2D:
lim / flz,y)dy = / lim f(z,y)dy
T—=x0 Jy y o

F(l‘())

= / f(xo,y)dy =
1%

Erliduterung: Wir sehen hieran, dass fiir die Stetigkeit von /' im Punkt zo € X geniigen:

lim F(z) =

T—T0

@ Fiir jedes y € Y ist die Abbildung f(—,y): X — C:z — f(z,y) in zo stetig.
Das bedeutet lim, ., f(z,y) = f(zo,y) firalle x — zo und festes y € Y. = (2)
® Fiiralle x € X, oder zumindest alle  in einer kleinen Umgebung B (o, r) von o,
ist die Abbildung f(z, —):Y — C:y — f(z,y) majorisiert integrierbar. = (1)

Diese Bedingungen sind automatisch erfiillt, wenn f: X x Y — C stetig und Y kompakt ist:
Als Majorante wiihlen wir dann die Konstante M = max{ |f(z,y)| | # € B(zo,7), y € Y }.
Hier ist B(zo,r) C X der abgeschlossene Ball mit Mittelpunkt 2o und Radius 0 < r < oc.
Somit ist auch die Produktmenge B(o,) x Y kompakt, und hierauf ist f beschrinkt.

© Die Kompaktheit von Y bzw. die integrierbare Majorante verhindert,
dass beim Grenzlubergang Masse nach Unendlich verschwindet!

/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Stetigkeit gilt nicht immer!
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Ableitung von Parameterintegralen

Wann durfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen?

:Lﬂuw@ — /a y) dy

Satz D3E: Ableitung von Parameterintegralen
Sei f: X xY — Cmit X C RP offen und Y C R?. Zudem existiere

2) = /Y f(o,y)dy

Fur die stetige Differenzierbarkeit von F' haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn - stetlg ist und Y kompakt, oder allgemeiner,
@ wenn af bezugllch x; stetig ist und Gber Y’ major|3|ert int'bar.
l\/IaJorante h:Y — [0, cc] mit ‘—‘[: y) < h(y) und [, h(y)dy < oo
In diesem Fall dirfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen:

0 0 . 0
55ﬂ@=:aaﬂjwymy: Ag@ﬂ%ww

F:X - C mit

4

Nachrechnen:

F@)fFM)Q.Lf@w%f

Zur Vereinfachung sei p =1 und z € [a,b] C X.

1o / "9 by dta
=), g twdtdy

Fub 8 Fut
= /[ ]yﬁf(t’) (t,y) w/ /81 (t,y)dydt
a,x] X

Nochmals dank HDI und Stetigkeit von 9, f folgt hieraus

I H Jl /

]» 11
Erlduterung: Die Vertauschung von Ableitung und Integral fithren wir dank HDI zuriick auf die
Vertauschung von Integralen. Fubini ldsst sich hier anwenden, da 0; f majorisiert integrierbar ist
und somit absolut integrierbar auf [a, z] X ¥: Fiir h: Y — [0, oo] mit [, h(y) dy < co und
1001 (2. )| < h(w) gilt [, 1,y 100 f(t.1)]d(t.) < |z —al f, h(y) dy < oo. Dank D3D st
t— jy 9y f(t,y) dy stetig, daher kdnnen wir im letzten Schritt erneut den HDI anwenden.

fla,y)dy

(z,y) dy.

© Die Kompaktheit von Y bzw. die integrierbare Majorante verhindert,
dass beim Grenzlbergang Masse nach Unendlich verschwindet!

/A Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
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Riickblick: Was haben wir erreicht?

Als alternativen Beweis der Ableitungsformel weisen wir direkt folgende Gleichungen nach:

iF(w) O iy P+ tey) = F(z) @ lim/ f(JHrfeJ, f(z,y) dy
Ox; =0 t t—0

o [ flatte,y) = fl@y) o / "

= /y lim r dy = 1, aw]f(m,y)dy

Gleichung (1) und (4) ist die Definition der partiellen Ableitung, (2) gilt dank Linearitit des
Integrals, also bleibt (3) zu zeigen. Dank der vorausgesetzten majorisierten Integrierbarkeit
existiert eine Funktion i: Y — [0, oo] mit [}, h(y) dy < oo und [(8f/0z;)(z,y)| < h(y).
Nach dem Mittelwertsatz der eindimensionalen Differentialrechnung (B4B) gilt

f(w+zcj,;tt/)ff(wv!/) = (f?f (z +Tej,y)
fl@+tes,y) = f(@,y)
t

fiir ein 7 € [0, t], also

%(934’7'31'7?/)

< h(y)-
Somit gilt (3) dank majorisierter Konvergenz. Hierfiir geniigen also folgende Voraussetzungen:

@ Fiir jedes y € Y ist die Abbildung z — f(z,y) nach z; differenzierbar.

@ Fiir die Ableitung O f /0x; existiert eine imegricrbare Majorante h,
das heiBt |(0f /0x;)(x,y)| < h(y) und [, h(y)dy < oc.

Ist die Ableitung 0 f/dz; zudem stetig in x;, so auch die Ableitung OF/Ox;.

Zum Abschluss blicken wir kurz zuriick auf die Entwicklung der Integration in den Kapiteln A
bis D. Die urspriinglich formulierten Ziele und Probleme liegen nun klar vor uns, ebenso die
inzwischen zu ihrer Losung bereitgestellten Werkzeuge und ihre ersten Anwendungen.

Wir wollen ein- und mehrdimensionale Integrale verstehen und berechnen, zunéchst mittels
Normierung, Linearitit, Monotonie, sodann dank Einschachtelung und Ausschopfung.
Diese axiomatische Grundlage dient zur Definition und Konstruktion des Integrals.

Hieraus haben wir die wichtigsten Rechenregeln erarbeitet: eindimensional den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung (HDI), mehrdimensional den Satz von Fubini und den
Transformationssatz, sowie allgemein die Grenzwertsitze der monotonen und majorisierten
Konvergenz. Dies sind michtige Werkzeuge, wie schon die bisherigen Beispiele belegen.

Wir wiinschen uns moglichst einfache und vielseitige Rechenregeln der Art: ,,Aus f,, — f folgt
f“ fn— fxz f.“ Hierzu reicht die Integration stetiger Funktionen a la Riemann nicht aus, denn
sie konnen beim Grenziibergang f,, — f zerbrechen. Die Integration nach Lebesgue ist hier
wesentlich robuster: Sind alle f,, messbar, dann auch die Grenzfunktion f. Wir erhalten auf
diesem Weg einfache und vielseitige Konvergenzsitze, wie dieses Kapitel D eindrucksvoll zeigt.

Gegenbeispiele zeigen aber auch, dass man diese Rechenregeln nicht blind anwenden darf.
Wenn man es experimentell angeht, sollte man sich zumindest der Risiken bewusst sein.

Fiir die Korrektheit des Ergebnisses haben wir nun einfache Kriterien, die Sie kennen und
beherrschen sollen. Es lohnt sich! Hierzu dient die prizise Formulierung der Rechenregeln in
Form von Sitzen: Das ist zugegeben etwas lidnglich, aber Qualitit hat nun einmal ihren Preis.
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Wann vertauschen Integral und Reihe?

. D314
Wann vertauschen Integral und Limes? Fazit

Fir f = >"52 f» mochten wir Integral und Reihe vertauschen:

J( ) = L[ e

k=0
/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Fur die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt flr f, > 0: monotone Konvergenz!
@ Gleichheit gilt fir [ 3| fx| < oo bzw. fur 3 [|fi] < oo,
@ insbesondere fiir konvergente Potenzreihen, f(z) = ajz*.
© Dieses einfache Kriterium ist in vielen Anwendungen niitzlich.
Es verhindert insbesondere, dass Masse nach Unendlich verschwindet.
/\ Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Schon in einfachsten Gegenbeispielen gilt >~ [ fx # [ Y fi.
/\ Diese Kriterien sind hinreichend, aber i.A. nicht notwendig.
Die majorisierte Konvergenz erlaubt genauere Aussagen.

Far f, — f mdchten wir Integral und Limes vertauschen:

g [ pwar = [l peas

lim
/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Fir die Vertauschbarkeit haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Gleichheit gilt bei monotoner Konvergenz 0 < f,, & f,

@ bei majorisierter Konvergenz f,, — f mit |f,| < h und fQ h < oo,

@ insbesondere, wenn vol(§2) < oo und |f,| < M € Rflrallen € N.

© Dies verhindert, dass Masse nach Unendlich verschwindet.

© Sei h:Q — [0, 0] integrierbar. Auf der Teilmenge aller messbaren
Funktionen f:Q — C mit Schranke | f| < h ist die Zuordnung f — [, f
folgenstetig: Aus punktweiser Konvergenz f,, — f folgt [, f = [q /-
Dies ist eine starke und niitzliche Stetigkeitseigenschaft des Integrals!
/A Andernfalls ist Vorsicht geboten: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Wie zuvor gesehen kdnnen selbst einfache Beispiele fehlschlagen.
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Stetigkeit von Parameterintegralen

. . D316
Ableitung von Parameterintegralen Fazit

Wir wollen Stetigkeit nutzen und Grenzwerte unter das Integral ziehen:

z'ﬂo/yf(x,y)dy = (/Yzlgn;o.f(x7y)dy:/Yf(xmy)d

lim
/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
Sei f: X xY — Cmit X CRP offen und Y C R?. Zudem existiere

:Aﬂaw@

Fur die Stetigkeit von F' haben wir folgende hinreichende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn f stetig ist und Y kompakt, oder allgemeiner,
@ wenn f bezliglich z stetig ist und Uber Y majorisiert integrierbar.
In diesem Fall dirfen wir den Grenzwert unter das Integral ziehen:

IQIO/Yf(Ly)d?/ = /;}Elzlof(%y)dy:/yf(a:o,y)du

F:X>C mit F(z)

lim

Wir wollen differenzieren und die Ableitung unter das Integral ziehen:

:/Yf(q:,y)dy — 8” / y) dy

/\ Einfache Gegenbeispiele zeigen: Vertauschbarkeit giIt nicht immer!
Sei f: X xY — Cmit X CRP offen und Y C RY. Zudem existiere

:Aﬂmw@

Fur die stetige Differenzierbarkeit von F' haben wir folgende Kriterien:
@ Sie gilt, wenn - stetlg ist und Y kompakt, oder allgemeiner,

F:X»C mit F(z)

@ wenn % bezugllch x; stetig ist und Uber Y majorisiert int’bar.
In diesem Fall diirfen wir die Ableitung unter das Integral ziehen:

0

aT:jF(w) = é)%/Yf(at-,y)dy /

(z,y) dy.
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Vertauschungssatz von Schwarz: 9,0, F = 0;0;F
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Erlauterung

Vertauschungssatz von Schwarz: 9;0,F = 0;0;F

Satz D4A: Vertauschbarkeit partieller Ableitungen, Schwarz 1873
Sei U C R™ offen und hierauf F: U — R zweimal stetig differenzierbar.
Farallei,j € {1,...,n} und a € U gilt dann 9;0;F (a) = 0;0;F (a).

Die Hesse-Matrix (0;0;F); j : U — R™ ™ ist in jedem Punkt symmetrisch,
das Gradientenfeld f = (0, F,...,0,F):U — R™ ist somit rotationsfrei.

© Die Vertauschung 9;0; = 9;0; ist ungemein niitzlich, und wir wollen
sie eigentlich immer anwenden. Es gibt jedoch eine Voraussetzung!

/\ Wenn man die Bedingung F € C?(U, R), also Existenz und Stetigkeit
der zweiten Ableitungen, weiter abschwécht zur minimalen Bedingung
LF ist zweimal partiell differenzierbar®, dann gilt die Vertauschbarkeit
im Allgemeinen nicht! Es gibt dann Gegenbeispiele wie das folgende.

Beweis des Satzes: Wir dlirfen n = 2 sowie i = 1, j = 2 annehmen.
Nach Verschiebung diirfen wir zudem a = (0,0) € U C R? annehmen.
Da U C R? offen ist, gibt es ein § > 0, sodass [0, 8] x [0,4] C U gilt.
Fir (z,y) € U sei Gy(z) :== F(x,y) — F(z,0). Dank Mittelwertsatz fur
z = Gy(x) gilt Gy(2) — Gy (0) = G (§) - = fur ein geeignetes 0 < ¢ < w.

Wir untersuchen G (§) = 01 F (&, y) — 01F(¢,0): Dank Mittelwertsatz fir
y > O F (& y) it Gy (&) = 01 F (&, y) — O1F(€,0) = G201 F(&,m) - y fir ein
geeignetes 0 < n < y. Wir erhalten also zu =,y € [0, §] insgesamt:

F(z,y) — F(2,0) = F(0,y) + F(0,0) = 0201 F(§,n) -y
Wenn wir statt y zuerst « festhalten, dann erhalten wir ebenso:

Hierbei hangen (¢, 7), (€,7) € [0, 2] x [0, y] wie erklart von (z, ) ab.
Fur (z,y) €10,6)2 C U dividieren wir durch zy # 0 und erhalten

00N F (&) = D102F (£, 7).

Im Grenzwert fiir (z,y) — (0,0) gilt (£,7) — (0,0) und (£,7) — (0,0).
Dank der Stetigkeit der zweiten Ableitungen 9,0, F' und 9,0» F folgt

0201 F(0,0) = 0102F(0,0).
Damit ist die Vertauschbarkeit 9,0, F' = 9,0-F bewiesen.

F(x,0) + F(0,0)
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Gegenbeispiel zur Vertauschbarkeit
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Gegenbeispiel zur Vertauschbarkeit

Aufgabe: Wir untersuchen die Funktion F:R? — R mit (0,0) und

_wy@® -yt
)_ 7:2+y2 far (-Ivy)#(oi))
Berechnen Sie (1) f = grad F:R? — R? und (2) g = rot f: R? — R.
Gilt rot grad F' = 0? Erklaren Sie! Ist f stetig (C°)? stetig diff’bar (C1)?
Vertauschen die partiellen Ableitungen? Gilt der Satz von Schwarz?

F(z,y

Lésung: (1) In jedem Punkt (z,y) # (0,0) gilt dank Quotientenregel
2t + day? — gt

4 2,2 s
f = (0:F,0yF) = (y (22 + 22 7I‘E (1};1.:_?;2)2 ! )
Im Punkt (z,y) = (0,0) mlssen wir genauer hinschauen:
F(z,0)=0 = (8,F)(0,0)=0
F(0,y)=0 = (9,F)(0,0)=0

Das Vektorfeld f: R? — R? ist stetig: Die Kreislinie # + y® = r? ist kompakt, daher nimmt
|z* + 42%y? — y*|/r* hierauf ein Maximum M (r) an. Zu verschiedenen Radien r > 0 bleibt
M (r) unverindert. Die Faktoren y, = sichern Konvergenz f(z,y) — (0,0) fiir (z,y) — (0,0).

(2) Wir berechnen g = rot f = (0, f2 — 0y f1) = (00, F — 0,0, F):
AufU = R2 \ {(0,0)} gilt F € C?, also rot f = 0 dank Schwarz (D4A).
Ubung: Sie kdnnen 9, f> und 9, f1 explizit ausrechnen und vergleichen.

Im Punkt (z,y) = (0,0) mlssen wir erneut genauer hinschauen:

fg(.’lf,o) = %ﬂj’ =+r = (a’th)(Ovo) =
F1(0,) = _y" =—y = (9,/1)(0,0)=—L

Somit erhalten wir schlieBlich fir jeden Punkt (z,y) € R? die Rotation

g(x,y) = rot(f)(z,y) = {2 IE: Ef y; ’ Eg 8;

/\ Das Vektorfeld f hat ein Potential F, aber dennoch gilt rot f # 0.

Erkliarung: Es mangelt an Differenzierbarkeit! (1) Die Funktion F ist C*, aber nicht C?, und
die Vertauschbarkeit 0,0, F' = 0,0, F gilt hier nicht! Der Satz von Schwarz gilt immer noch,
lisst sich aber hier nicht anwenden. Auf R? \ {(0,0)} gilt F € C°°, somit 9,0, F = 9,0, F
(2) Das Vektorfeld f = grad F ist stetig (C°) und differenzierbar, aber nicht stetig diff’bar (C'*).
Das bequeme Kriterium ,,exakt = rotationsfrei* dank Schwarz lasst sich hier nicht anwenden!
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Vertauschbarkeit: Fubini impliziert Schwarz.
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Vertauschbarkeit: Fubini impliziert Schwarz.

Der Satz von Fubini (C1E) besagt in der einfachsten Form

by )
/ / rydydaz—/ / g(z,y) dzdy
z=a; Jy= y=az J x=ay

fir jede stetige Funktion g auf Q := [a1, b1] x [a2, b2] € R2. Geometrisch
ist das anschaulich: Beide Integrale ergeben das Volumen fQ g unter g.
Der Satz von Schwarz (D4A) garantiert die Vertauschbarkeit

O F = 010-F

firr jede zweimal stetig differenzierbare Funktion F:R? D U — R.
Das ist geometrisch weit weniger anschaulich. Wer Satz D4A fir
anschaulich oder gar selbstverstandlich halt, der wiederhole und
untersuche das Gegenbeispiel sowie den Beweis des Satzes!
Fubini ist zentral flir die mehrdimensionale Integralrechnung.
Schwarz ist zentral flir die mehrdimensionale Differentialrechnung.
Der HDI (B11) Ubersetzt zwischen beiden: Fubini impliziert Schwarz!

Mit dem Satz von Fubini wollen die den Satz von Schwarz zeigen:

Satz D4B: Vertauschbarkeit partieller Ableitungen

Sei U C R" offen und hierauf F': U — R eine beliebige stetige Funktion.
Seien 4,5 € {1,...,n} zwei Indizes. Wir setzen voraus: Die partiellen
Ableitungen 0;F und 9, F' sowie 0,0, F existieren und sind stetig.

Dann existiert auch die Ableitung 0;0;F, und es gilt 9;0; F = 0;0; F.

© Diese Formulierung ist etwas genauer und starker als Satz D4A:
Wir verlangen nur die Existenz und Stetigkeit der Ableitungen 9; F' und
0, F sowie 0;0;F. Die Existenz und Stetigkeit der Ableitung 0;0; F
hingegen wird nicht gefordert, sondern gleich mit gefolgert!

Aufgabe: Wir dirfen n = 2 sowie i = 1, j = 2 annehmen. Zeigen Sie:
T Y
/ / 0 F (u,v)dvdu = F(z,y) — F(a1,y) — F(z,a2) + F(ai, a2)
ay

Nutzen Sie Fubini und berechnen Sie 9,0,F = 0,0, F. Erkléren Sie in
jedem Rechenschritt, welchen Satz / welche Rechenregel Sie benutzen!
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Vertauschbarkeit: Fubini impliziert Schwarz.
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Vertauschbarkeit: Fubini impliziert Schwarz.

Lésung: Wir zeigen die Behauptung in jedem Punkt a = (a1,a2) € U.
Da der Definitionsbereich U offen ist, kbnnen wir b; > a; und by > as
hinreichend nahe wahlen, so dass [a1, b1] % [ag,b2] C U gilt.

Fur alle z € [a1,b1] und y € [ag, b2] finden wir dank HDI (Satz B11):

T Yy T
/ / 01 F (u,v) dvdu = / N F(u,y) — 01 F(u,az2)du
u=aj Jv=az u=ay

= F(z,y) = Fla1,y) —

Hier nutzen wir zuerst, dass zu festem « die Abbildung v — 0, F'(u,v)
stetig differenzierbar ist mit Ableitung v — 9201 F(u,v), sodann dass die
Abbildung v — F(u,y) — F(u, as) stetig differenzierbar ist mit Ableitung
u s O F(u,y) — 01F(u,aq). Daher dirfen wir in beiden Fallen den
(zweiten) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwenden!

Dank Fubini (C1E) dirfen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen:

F(z,a2) + F(ai,az)

y z
/ / 0200 F (u,v)dudv = F(z,y) — F(a1,y) — F(z,a2) + F(a1,a2)
v=as Ju=ay

Der Integrand v fu @ 0201 F (u,v) du ist stetig dank Satz D3A.
Dank dem (erstem) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(B11) kénnen wir daher das linke Integral nach y ableiten und erhalten:

/ I
u=ay

Auch der Integrand u — 9201 F(u, y) ist stetig nach Voraussetzung.
Dank dem (erstem) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(B11) kédnnen wir daher das linke Integral nach = ableiten und erhalten:

RO F(x,y) = 0102F(x,y)

D01 F(u,y)du = 2 F (z,y) — 02F(a1,y)

Dies gilt insbesondere im Punkt (z,y) = (a1, a2), den wir beliebig
vorgegeben haben. Somit gilt 9,0, F = 0,0.F aufganz U.

© Diese sorgfaltige aber leichte Rechnung zeigt: Fubini impliziert
Schwarz. Umgekehrt impliziert ebenso Schwarz auch Fubini in der
angegebenen einfachsten Form; dies flihren wir hier nicht weiter aus.
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Stetigkeit und Ableitung des Integrals wung| | Stetigkeit und Ableitung des Integrals Ubung
Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche und bestaune: (2) Zur Integration substituieren wir « = zy und du = |z|dy:
lim {/Rgce—(ﬂfy)2 dy} Z /JR lim [x e—(zy)z] dy F(z) = -/]1§ace7(7”3’)2 dy = sign(az)/Ref(zy)Qm dy
Losung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = z e~ @ = sign(2) /Reﬂ2 du = sign(z) V7
T . a2 .
L] mbson i i || B e e e o

horizontale Stauchung um z, hat also genau dieselbe Flache wie g!
Das Umklappen des Vorzeichens ist in der Skizze gut zu erkennen.

Obwohl der Integrand f(x,y) stetig ist, ist das Integral F'(x) unstetig!

lim {/Ief(zwz dy} = lim F(z) = /=, aber
R

Y

—

/\ Der Integrationsbereich R ist hier nicht kompakt.
Die Hullfunktion hat unendliches Integral. Also Vorsicht!

2\0 2\,0
li ~@? gy = /Od = 0.  Sapristi!
\ / /Rl}{%[xe ] y A Y apristi

/\ Zur seribsen Rechnung muss man die Voraussetzungen beachten!
Das Problem verschwindet unter einer integrierbaren Majorante (D3D).

D411 D412

Stetigkeit und Ableitung des Integrals oung| | Stetigkeit und Ableitung des Integrals Ubung

Aufgabe: Man skizziere und berechne und vergleiche und bestaune: (2) Die Funktion f(z,y) = z|z| g(zy) mit g(u) = e~ ist stetig diff bar.
Das Integral berechnen wir dank Substitution v = zy und du = |z|dy:

F(z) = /Rf(a:,y)dy = A$\:ﬂ\g(wy)dy i‘:‘ :C/Rg(u)du %“ Vs

Ableiten des Integranden hingegen liefert:

0 2 ] 0 2
—(zy) - —(zy) inz =
£y {/Rx\x\ e dy_ /R p {xm e ] dy inz=0

Losung: (1) Skizze des Integranden f(z,y) = || e~ @

1(e,) = alel e o y) = 2lel glay) + ol y o (a)

e Das verschwindet fir = 0. Wir erhalten also
Yy
/ Bg [IM ef(zy)z] B dy = / 0dy =0, aber
R OT z=0 R

) ey 0 o

— | [ zlz]e”™) dy = — [rﬁ] = /7. Sapristil

ox | Jr 2=0 ox =0
/\ Der Integrationsbereich R ist hier nicht kompakt.
Wir treffen dieselben Probleme wie zuvor. Also Vorsicht! /\ Zur seridsen Rechnung muss man die Voraussetzungen beachten!
You can't always get what you want, but you get what you need. Das Problem verschwindet unter einer integrierbaren Majorante (D3E).
Stetigkeit und Ableitung des Integrals pusiing Stetigkeit und Ableitung des Integrals pusiinng

Verallgemeinerung: Die Funktion g(u) = =" (Glockenkurve) dient Lésung: Zur Integration substituieren wir « = zy und du = |z|dy:

in den beiden vorigen Aufgaben als schénes und konkretes Beispiel. . .
. . o . Fx) = z g(ay) dy = sign(z) [ g(zy) |2 dy
Das Ph&nomen besteht jedoch fir jede Funktion g: R — Rx. JR JR
Das Integral a := [; g(u) du erfillle hierzu lediglich 0 < a < oo.‘ = sign(x) / glu)du = sign(z)a
Selbst harmlose Funktionen wie die Glockenkurve g(u) = e=4* oder . o . o .
die Dreiecksfunktion g(u) = A (u) illustrieren das Problem. Wie zuvor ist dieses Parameterintegral F'(x) unstetig in « = 0. (Skizze!)
Diskutieren Sie den allgemeinen Fall nach diesem Vorbild: Wir finden lim, o [fRé_rg_(@y) dy] = a, aber fR_ lim,~ o[z g(xy)ldy =0.
Kompaktheit oder majorisierte Integrierbarkeit (D3D) gelten hier nicht!
Aufgabe: Man berechne und vergleiche und bestaune: Entsprechendes gilt fir die Ableitung von F(z) = [; z|z| g(zy) dy.
Die Rechnung der vorigen Aufgabe Ubertragt sich wortlich:
lim [/ z g(zy) dy} und / lim |z g(zy)| dy sowie
N0 JRr RI\O[ ] 9 {/ xlz| g(zy) dy} 2 |:.L(L:| = a, aber
o o . ox R 2=0 ox =0
s [/ zlz| g(zy) dy] und / s [IIII g(xy)] dy inz=0. d -
T LR R OT / — {L‘Jf‘ g(wy)] dy = / 0dy = 0. Sapristi!
R ox =0 R

Lasst sich Kompaktheit nutzen? Majorisierte Integrierbarkeit?

Ist der Integrand stetig bzw. stetig diffbar? Und das Integral? /\ VorsichtsmaBnahmen sind nétig, die miissen Sie beherrschen.

Das Problem verschwindet unter einer integrierbaren Majorante (D3E).

. . . . D: . . . . D:
Fourier—Transformierte der Normalverteilung: Feynman—Trick ane| | Fourier=Transformierte der Normalverteilung: Feynman—Trick Goung

© Nach den Warnungen hier ein gutartiges und nitzliches Beispiel: Losung: (1) Ableitung und integrierbare Majorante:

0
)

f(#.y) = eV /2 cos(y)

= ‘c’yQ/Q-(fy) sin(a;y)‘ < c’yz/2|y\ =: h(y)

(2) Dank Vorbereitung (1) diirfen wir 9, unter das Integral ziehen:

= d

z=0
v +oo _ 2/2 D3 oo - 2/2 .
Y Fl(z) = a/ e ¥ /% cos(zy) dy = / e ¥4 (—y) sin(xy) dy
y=—00 y=—o0
r =4 +o0 /+oo
Yy

B
<0

= {ny2/2 sin(xy)] e Vg cos(zy)dy = —xF(x)

y=—00 —— o0

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie die Funktion f(z,y) = e=¥°/2 cos(zy). Demnach geniigt F: R —s R der Differentialgleichung F'(z) = —zF
(1) Erlaubt 9, f (=, y) eine integrierbare Majorante h(y)? Wi . ) gi/ N | ~ ir g 49 (@) zF ().
(2) Berechnen Sie das parameterabhingige Integral ir trennen die Variablen gema (l)ﬂi(l) =7

+oo und integrieren zu In F(z) — In F(0) = —2/2.

. —qy2 5
FiRSR mit Fa)= [ et eosay)dy. Wir erhalten die Losung F(x) = F(0)c-="/2
Y

= H _ — —x2/2
Hinweis: Zeigen Sie F/(x) = —F (), indem Sie die Ableitung 9, F(z) || Mit F(0) = v2r folgt F(x) = Vame /2
unter das Integral ziehen und partiell integrieren. Lésen Sie nach F auf. © Leistungsstarke Theorie ermaglicht effiziente Berechnung.
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Berechnung der Gamma-Funktion: Feynman—Trick Ubung

Aufgabe: (1) Fir ¢ > 0 berechne man das Integral

/OO
=0

(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man

(oo}
/ 2" e ™ dg.
=0

(3) Warum diirfen wir in (2) die Ableitung 9; unter das Integral ziehen?

e~ dz.

Das Integral (2) ist die Laplace-Transformierte der Polynomfunktionen x +— x", siehe Kapitel L.
Die Rechnung gelingt mit partieller Integration [B3T6], etwas miihsam. Differenzieren ist leichter.
Was soll Frage (3) bedeuten? Natiirlich diirfen wir unter dem Integral nach ¢ ableiten: Das ist ein
freies Land, und niemand kann uns das Ableiten verbieten! Wir konnen erst nach ¢ ableiten und
dann tiber z integrieren oder umgekehrt. Es ist jedoch im Allgemeinen nicht klar, ob diese beiden
Rechnungen dasselbe Ergebnis liefern. Der obige Satz D3E rechtfertigt hier die Gleichheit!

Lésung: (1) Integriert wird hier Uber = bei festem Parameter ¢:

00 —tT 1 00 1
/ eitz do = [_ : :| R
=0 t z=0 t

(2) Wenn wir 9, unter das Integral ziehen durfen, so erhalten wir:

"0 . D3t 1 "0 1
/ —ze Wdr = —5 also / e "dr =,
Jx=0 t J =0 t
© 2 —tx D3k 2 o 2 —tx 2
—r e dr = -5 also rie dr = 5,
=0 13 =0 t
"0 v 3l "o 3!
/ —le®dr B -2 also / e dr ==,
- ! t4 - 4
Jax=0 =0
Per Induktion erhalten wir daraus miihelos die ersehnte Antwort:

o n! oo
/ zte ®dy = T speziell / "
=0 tn =0

(3) Fur 0 < a < b finden wir eine von t € [a, b] unabhé&ngige Majorante:

e “dx =n!

const
1+ 22

|-z e ™| < ae™ =: h(z) < also / h(z)dz < oo
Jx=0
© Alle betrachteten Ableitungen sind (lokal) majorisiert integrierbar.

Dank Satz D3E dirfen wir in (2) die Ableitung unter das Integral ziehen.

D419
Ubung

Momente der Normalverteilung: Feynman—Trick

D420
Ubung

Momente der Normalverteilung: Feynman—Trick

Aufgabe: (1) Fir ¢ > 0 berechne man das Integral

1 el
—— [ e "2 da.
V2T /]R

(2) Durch Ableiten unter dem Integral berechne man

Zk —f— de.

v

(3) Warum diirfen wir in (2) die Ableitung d; unter das Integral ziehen?

Die Funktion ¢(z) = 9_1’2/2/\/% ist die Dichte der Standard-Normalverteilung, die in

der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle spielt. Das Integral iiber zp(x) ist ihr
Mittelwert (Schwerpunkt), hier = 0 aus Symmetriegriinden. Das Integral iiber z2p(z) ist ihre
Varianz (Triigheitsmoment). Allgemein nennt man das Integral iiber 2™ ¢(z) das n-te Moment.

Der zweite Parameter ¢ wird hier trickreich eingefiihrt, um unterm Integral zu differenzieren,
motiviert durch den Erfolg (2) und gerechtfertigt durch die integrierbare Majorante (3).

Lésung: (1) Wir substituieren durch u = v/t 2 und du = v/t dx, also

I dz = 7*du = tié.

et = g

(2) Wenn wir 9, unter das Integral ziehen durfen, so erhalten wir:

L / 2 it dz 22— also / 2% dp = 3
——e 2dr = —-1* dz =

Vorfeg 2 ' 2 V2T

Cw _ya? D3 3,5 1 4 _,7 5
—— [ ——e¢ '2dx = —=t 2 also — T dr=3-1t"2,
\/%./R 2 r 2 VorJr

a2 e 3-5 7 o2 7

—— [—ZetTds & —Z"¢77 also —/1‘68%7 dr=3-5-t"2.
\/E/]R 2 V2r Jr
Per Induktion erhalten wir daraus muhelos die ersehnte Antwort:

2k2+1 m'

12
/kac*tde:1-3-5---(2k71)-f*
R

(3) Fir 0 < a < b finden wir eine von ¢ € [a, b] unabhangige Majorante:

const

=: h(z) < 22 also /Rh(m) dz < oo

P 9 —ax?
!_:L,Zne ta /2} S‘,L,Zne az?/2

© Alle betrachteten Ableitungen sind (lokal) majorisiert integrierbar.
Dank Satz D3E dirfen wir in (2) die Ableitung unter das Integral ziehen.

D421

Weitere schéne Anwendungsbeispiele zum Feynman—Trick Ubung

D422

Weitere schéne Anwendungsbeispiele zum Feynman—Trick Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie (mdglichst geschickt)

1 1 1 1
/ 2 dz, / 2° In(z) d, / 2°In(z)? da, / 20 In(z)3 dz.
=0 =0 =0 =0

Loésung: Manchmal ist allgemeiner spirbar leichter! Wir berechnen

1
=5 1
F(t) ::/ dide = (@+1)7" fure>—-1. %
=0 6
Wenn wir die Ableitung unter das Integral ziehen dirfen, so erhalten wir:
1
? t=5 1
/ in(z)dz = F'(t) = —(t+1)72 e
Jx=0 36
1
? : t=5 1
/ 2t lIl(:L')ZdZ‘ = F"(t) =4+2(t + 1)*3 10
=0 $
1
, t—5 1
/ ztin(z)3dz = F"(t) = —6(t+1)"* =
=0 216

Ubung: Erklaren Sie die Gleichheiten ,=“. Welche Satze greifen hier?
Alternativ kdnnen Sie hier partiell integrieren. Finden Sie das leichter?

Aufgabe: Berechnen Sie (mdglichst geschickt)

dz.

1,0 _q Lol 12
/ ’ dz und z dz und z
z—0 Inz Jo—o Inz Jo—o Inz

Lésung: Manchmal ist allgemeiner spurbar leichter! Wir berechnen
xt—1

Ft) = /::0 Inz

Unser erstes Integral F/(0) = 0 ist leicht. Wir suchen nun F (1) und F'(2).
Wenn wir die Ableitung unter das Integral ziehen dirfen, so erhalten wir:

1 t 1 ptt+l
) -1 1 1
F'(t) = / 8,[:6 ]dw :/ ztde = [L ] =—
=0 Inz =0 t+1lz=0 t+1

Der HDI beschert uns nun das ersehnte Ergebnis:

dz fir¢t > —1.

ds = [ln(s + 1)]t

s=|

t
Ft) = F(t) - F(0) = /

=In(t+1
s=0 5 +1 0 n(t+1)

Ubung: Erklaren Sie die Gleichheit ,=*. Welche Satze greifen hier?

D423
Ergénzung

Ein kniffliges Anwendungsbeispiel zum Feynman—Trick

D424
Ergénzung

Ein kniffliges Anwendungsbeispiel zum Feynman—Trick

Aufgabe: Berechnen Sie das beriihmt-beriichtigte Dirichlet—Integral

0o
sin
1= / dz
Jz=0 T

(1) als Parameterintegral F(t) := [° sin(z)/x - e~*' dz & la Laplace und
(2) als Doppelintegral mit [ e~"* dt = 1/x dank Fubini. (Siehe F425)
Lésung: (1) Wenn wir die Ableitung unter das Integral ziehen dirfen:
Y y —1
’ R o —xt @
F'(t) = /z:(} sin(z) e” " dz TIe
Fir t — oo gilt F(t) — 0. Der HDI beschert uns das ersehnte Ergebnis:

(1 o0 ™
I=F0)= / —dt= [arctan t] ==
=0 1+t t=0 2

2) Wenn wir hier Integrale vertauschen drfen, so erhalten wir:

/ / bmxdfd / / bmltx 12‘/5/3@ 12dt:E
o=0Ji=o € =0 J2=0 =0 1+1 2

Ubung: Erklaren Sie die Gleichheiten ,=*. Das ist nicht leicht! (L409)

Aufgabe: Wie 16st man das hier auftretende Integral (3)? (Siehe L101)
Lésung: (3) Manchmal ist allgemeiner spurbar leichter, so auch hier.
Wir fassen Mut und berechnen fiir a € R~ und b € R allgemein

U:= e * cos(br)dz und V::/ e
=0 =0

*sin(bx) dx.
Dies sind der Realteil und der Imaginarteil der Exponentialfunktion!

e(*(H»ib)z dr =
z=0
Daraus folgen die beiden gesuchten reellen Integrale:

_a _ b

o g

© Wir tauschen zwei miinsame reelle Integrale gegen ein komplexes,
und dieses gelingt spielend leicht. Integration ist eine Kunst, sie kann
groBe Freude bereiten, doch sie erfordert auch Erfahrung und Ubung,
Geduld und Sorgfalt. Wir wollen die Techniken schrittweise ausbauen.

Uiy [e(ﬂmb)z] 0 1

- _a+ib
—a+ibla=0 a—1b  a®+b?

und




D425

Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe. Ubung

D426

Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe. Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion f(z) = =% = e~*I"® auf [0, 3].

Schétzen Sie damit graphisch-numerisch das Integral I = fol % dz.

Lésung: (1) Auswertung einiger Punkte ergibt das folgende Bild:

Wir nutzen hierzu insbesondere den Grenzwert limg\ o[z ~"] = 1.

g(L) [y In
Bei besgnderer Sorgfalt
fOhren wir zuerst eine

Kurvendiskussion aus:
Maxima,/ Minima, etc.

1.28 <1 <1.30

f ’I‘) = 7= C—zlnz

\

Aufgabe: (2) Zeigen Sie folgende erstaunliche Gleichung:

1
/ T
=0

T dy = i EF
k=1

Anleitung: (a) Setzen Sie fiir den Integranden die Exponentialreihe ein.
(b) Vertauschen Sie Integral und Reihe. Warum gilt dabei Gleichheit?
(c) Erinnern Sie sich an den Feynman—Trick D421 zur Berechnung von

LV K
/1:095 (—Inz)*dx = e

(3) Berechnen Sie damit das Integral bis auf einen Fehler ¢ < 1077.
(a) Fir den Fehler bei Reihenabbruch gilt dank geometrischer Reihe:

= Srt St - S -

(b) Bis zu welchem Term miissen Sie numerisch summieren?

firt > —1und k € N.

<107°
nn

D427
Ubung

Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe.

D428
Ubung

Schwieriges Integral wird zu einfacher Reihe.

Lésung: (2) Wir nutzen sorgsam unsere Integrationswerkzeuge:

-1 1
/ / —rluv*dx
J =0
@ k(=1
= / nq) dx
=l

r %dx =

0w 1
- ZW

© Die einzige nicht-elementare Umformung ist die Vertauschung von
Integral und Reihe (b). Die hier summierten Funktionen sind alle positiv,
also andert die Vertauschung das Ergebnis nicht, siehe Fubini D1A.

© Erfahrung zahlt sich aus: Das innere Integral (c) kennen wir bereits.

(3) Die Reihe konvergiert gliicklicherweise extrem schnell!
Es genligt, die ersten neun Terme (k = 1,2,...,9) zu summieren:

11 1
k=1 o
Z 3 1T T T

1
o4+ — =1.291285 590...
3195 +-o+ 9 2912859969590

Der Fehleristeg = >°22 o k™" < goqgm = 1.111...- 1070 < 1079,
Langere Summation liefert schnell und bequem weitere Dezimalstellen:

o0
7 kR = Z E~F = 1.29128599706266 . . .

1
|«
=0 k=1

© Plausibilitatscheck: Die ersten zwei Nachkommastellen entsprechen
unserer Graphik. Hier kdnnen Sie weitere numerische Methoden testen.
@ The Bernoulli Integral is ridiculous, youtu.be/PxyK_Tsnz10.

Dort wird Schritt (2¢) durch Substitution geldst, das ist mihsamer.

Wir genieBen, leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.

D429

Absolute vs majorisierte Konvergenz Ubung

D430

Absolute vs majorisierte Konvergenz Ubung

Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche

2L fl

(2) Gilt absolute Konvergenz? Was ist hierbei die Hillfunktion?
(3) Gilt majorisierte Integrierbarkeit? Was ist die Hlllfunktion?

7(lc+1).7:dx , k 7(k+1)z dz.

_OkO

Losung:

—

1) Wir kénnen beide Seiten direkt ausrechnen:

/100 =In(2)

0

LR |
:/ dz =1In(2)
u=0 1+u

© Dank unserer Integrations- und Summationstechniken gelingt die
direkte Rechnung auf beiden Seiten. Demnach gilt Vertauschbarkeit.

(71)1{' C—(k;Jrl)m dr

IMe =
<H3

M8

S~ T
3

(—1)k etz gy :/oo ¢

—dx
=0 _ol+e®

=
Il

= {ln(l + u)] ll

u=

(2) Als Hullfunktion der absoluten Integranden finden wir:

Z o (kD) _

k=0
Diese ist nicht integrierbar; wir substituieren © = e~* und erhalten:

o] —x 1
1 1
/ ° —dz = / dz = [— In(1 — u)]
=0 1—e® u=0 1—u u=0

(3) Mit alternierenden Vorzeichen hingegen finden wir dank Leibniz:

n

Z(il)k: C—(k:+1)z

k=0

1—e?®

= +00

S e T

Die Hullfunktion h(x) = e™* ist viel sparsamer und bleibt integrierbar:

oo -
/ e ¥dr = {7 e_z] =1<+o00
Jax=0 =0

Hier gilt nicht absolute Konvergenz, aber majorisierte Konvergenz!
© Dies geniigt, um Integral und Reihe vertauschen zu diirfen (D2D).

D431
Ubung

Die Wallis—Reihe fiir 7 /2

D432
Ubung

Die Wallis—Reihe fiir 7 /2

Aufgabe: Die geometrische Reihe fiir ¢ = sin(z)2/2 € [0,1/2] zeigt

i sin(z)*+1  2sin(z)
prd ok 2 — sin(z)?’
Integrieren Sie Uber [0, 7/2] und berechnen Sie so die Wallis—Reihe:
1,12 1-2:3 _i 1-2:3--k o«
3 35 3:5-7 ’kzo3~5~7-~(2k+1)’2

© Konvergiert die Reihe? Ist der Grenzwert plausibel? Die Majorante
>0 27% = 2 beweist die Konvergenz gegen einen Grenzwert € [1,2].
Lésung: Auf der rechten Seite erhalten wir dank Substitution
/2
[—2 arctan(cos r)} T

/2 9si /2 92si
/ SlTl(I) o= / sm(a;) do —
»—0 2 —sin(x) 2—0 1+ cos?x a=0 2

Links gilt dank absoluter Konvergenz der geometrischen Reihe:

o0
/7’/2 sin(z)** %H Z/ sin(x)
= r=

Uko

2k+1 s 1.2k
MY =S e
* ;3‘5-“(21@“)

Zur Erinnerung: Stammfunktionen zu sin(z)™ und cos(x)™ berechnen wir,
wie bereits gesehen [B130], rekursiv durch partielle Integration:

/ sin(z)" dz = 1 sin(z)" ! cos(z) + / sin(z)" "2 dz

n
cos(x)" 2 dx

n—1

' 1 , -1
/ cos(z)" dz = += cos(z)" L sin(z) + n--
n n

Fir I, = jr osin(z)" dw gilt Iy =  und I; = 1 und weiter I,, = =11, _:

/2 .3.5... _ )1
/ dn(e)de - TLB@EoD) 7 (@)
o 27 2.4-6---(2k)  2Kk12.2%

/2 2.4-6---(2k) k12 . 2%

in ()2 de — 3 _ K .
/1:0 @) e = s T T k) T @k D)

© Einsetzen in obige Reihe beschert uns die schéne Wallis—Formel.
Ist die Rechnung auch lang und miihsam, jeder Schritt ist klar und leicht.

© Leistungsstarke Theorie erméglicht effiziente Berechnung.



http://youtu.be/PxyK_Tsnz10

D433
Ausfihrung

Stirlings Naherungsformel fiir n!

D434
Ausfiihrung

Stirlings Naherungsformel fiir n!

Fir n € N ist die Fakultat definiert durchn! :=1-2-3...n

ol=1 7' =5040 14! = 87178291 200

=1 8! = 40320 15! = 1307674 368 000

20=2 9! = 362880 16! = 20922 789 888 000
31=6 10! = 3628 800 17! = 355687 428 096 000

41 =24 11!'= 39916 800 18! = 6402373 705 728 000
5!=120 12! = 479001 600 19! = 121 645100 408 832 000
6! =720 13! = 6227020 800 20! = 2432902 008 176 640 000

Fir groBe n ist die exakte Berechnung miihsam und oft gar nicht nétig:
Fir n — oo suchen wir fiir n! eine einfache aber gute Naherungsformel.

Unsere vorigen Abschatzungen legen folgende Asymptotik nahe:
n! ~ const - \/ﬁ(ﬁ)n
e

Dies wollen wir nun nachrechnen und auch die Konstante bestimmen.

1070

—-—n!l=1-2-3---n >

106(]

107

1040

1030

102

1010

10 20 30 40 50

D435
Ausfiihrung

Stirlings N&herungsformel fir n!

D436
Ausfiihrung

Stirlings N&herungsformel fir n!

Aufgabe: Dank der Gamma—Funktion wissen wir n! = [ 2" e~ dz.
Bestimmen Sie hieraus den Grenzwert von n! /\/n(n/e)" fir n — co.

@ Die grundlegende Idee erklart das Video youtu.be/JsUI40usS0OTU.
Der genaue Grenzwert ist das Ziel der folgenden Rechnung.

Anleitung: Nutzen Sie hierzu die majorisierte Konvergenz dank der
folgenden beiden Hilfsaussagen, die Sie anschlieBend nachrechnen:

(1) Punktweise fiir jedes ¢ € R und n — oo gilt die Konvergenz

fa(t) :=exp {n(ln(l + %) — ﬁ)} T meot) — o t2/2.

(2) Zudem ist die Familie ( f,,),en majorisiert integrierbar.

Losung: Einsetzen des Integrals und Umformen ergibt:

oo L ORI

Substitution = = \/nt +n bedeutet do = \/ndtund £ =1+ ﬁ also:

\/ﬁ(ziz!/e)” = /tiﬁexp {n(ln(l + ﬁ) — %)} dt = /an(t) dt

Uns interessiert hier das Verhalten fiir n — co. Dank majorisierter
Konvergenz (1-2) und Satz D2D vertauschen Limes und Integral:
lim [ fo(t)dt

= / lim f,(t)dt = / ey
n—o |p D2p R 0 JR C2c

Damit erhalten wir schlieBlich das Wachstumsverhalten der Fakultat
n — n! durch die Stirling—Formel als asymptotische N&herung (B3D):

Var

Satz D4c: Stirling—Formel

Fir n — oo gilt der Grenzwert

n! /y/n(n/e)” — V2.

© Leistungsstarke Theorie erméglicht effiziente Berechnung.
Ubung: Rechnen Sie die Voraussetztungen (1-2) sorgfaltig nach.

D437
Ausflihrung

Newton—Potential und Gravitationsfeld

D438
Ausflihrung

Newton—Potential und Gravitationsfeld

Beispiel: Das Newton-Potential einer Masse m im Punkt y € R? ist

™) F:RP < {y} >R mit F(,r):ﬁ.

(Gravitationskonstante und etwaige Vorzeichen lasse ich hier weg.)
Fur jede diskrete Verteilung der Massen m, ..., my in den Punkten

y1,-..,yn € R? erhalten wir entsprechend die Superposition (Summe)
N
2 F:R~A{y1,...,1 R mit F(z)= i

Fur eine kontinuierliche Verteilung betrachten wir eine integrierbare
Massendichte o: K — R auf einem beliebigen Kompaktum K C R3.
AuBerhalb von K ist das Potential die Superposition (Faltung, D5E)

) F:RPVK >R mit F(x):/ ‘y@(y)Tl .
yeK - &

Aufgabe: (a) Berechnen Sie jeweils das Gravitationsfeld f = grad F.
(b) Ist das Potential F* auf R? . K harmonisch, gilt hier also AF = 0?
Darfen wir hier die Ableitungen unter das Integral ziehen? Warum?

Zur Erinnerung: Sei U C R? eine offene Teilmenge und F: U — R.
Fir F € C1(U,R) ist der Gradient f = grad F: U — R? definiert durch

Ox1’ Oxy’ Oxs

Fur F € C?(U,R) gilt f € C'(U,R?), und fur die Divergenz von f folgt

_ Ofi  0f 0fs OF OF 9F

d =4 4 = 44— = AF

v f Ox1 + Oxo + Oxs 022 Oxl * 02

Dies fiihrt zum Laplace—-Operator A : C?(U,R) — C°(U,R): F +— AF,
. 02 02 02
A =divograd = d—L{#»a—lé a—lé

Eine Funktion F' mit der Eigenschaft AF = 0 hei3t harmonisch.

Mit anderen Worten, die Funktion F:R3 D U — R ist zweimal stetig
differenzierbar und eine Lésung der partiellen Differentialgleichung

AF =0.
Dies ist die homogene Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung.

D439
Ausfiihrung

Newton—Potential und Gravitationsfeld

D440
Ausfiihrung

Newton—Potential und Gravitationsfeld

Lésung: (1) Wir berechnen (a) und (b) zunachst fir eine Punktmasse:
Flo) ==y

(1a) Nachrechnen fir die i-te Koordinate f; = 0F/0x;:

m

= f(z) =grad F(z) =m v=

ﬁ = AF=divf=0

3

s o] =[] T =

j=1

(1b) Nochmaliges Ableiten ergibt analog:

0%F;  0Of; 3]
~ b= - - _ 43
ox?  Ox;  Ozily—aP  |y—af?

(yi — 2;)*

ly — |3

Yi — Ti -1

Fir den Laplace—Operator AF = div f erhalten wir schlieB3lich:
Pr PP P _
dx} = Ox3  OxF

Somit gilt AF = 0: Die Funktion F:R?® \ {y} — R ist harmonisch!

(2) Fur eine Summe von Punktmassen gilt dank Linearitét der Ableitung:

‘ | = AF=divf=0
yi— @

(3) Zur Massendichte ¢: K — R erhalten wir die Superposition (Faltung)

FRIK - R mit F(a:):/ o) g,

yeK ‘Z/ - Tl
(3a) Das zugehorige Gravitationsfeld f = grad F' ist (dank Satz D3cC)

o(y) dy % / arad o(y) dy = / y— T& oly) dy.
K ly =zl K |y K |y —

(3b) Somit ist das Newton—Potential F auf R® \. K harmonisch, denn
o(y)

AF(x):A/ oly) dy £ / A dy:/ 0dy = 0.
K ly—z k ly—zl K

© Ableitungen und Integral vertauschen, da der Integrationsbereich K
kompakt ist und der Integrand in z € R3 \ K stetig differenzierbar (D3c).

f(x) = grad

_1‘



http://youtu.be/JsUI40uSOTU

D501
Ergénzung

Glattungskern (aka mollifier, bump function)

D502
Ergénzung

Glattungskern (aka mollifier, bump function)

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie (fiir n = 1) die Funktion

e VA=) figr |2| < 1,

Y R R:z— .
0 far |z| > 1.

(2) Warum ist das Integral ¢ := [, ¢(2) dz strikt positiv? Schétzen Sie
diesen Wert graphisch-numerisch aus lhrer Skizze (in Dimension n = 1).

(3) Ist ¢ glatt, also i) € C>? Was ist ihr Trager? Ist er kompakt?

(4) Das Vielfache ¢ := 1)/c hat die Gesamtmasse [, ¢(z)dz = 1.
Skizzieren Sie die skalierte Funktion ¢, :R" — R:x — ¢(z/c)/e"
fir e € Ro. Ist ¢, ebenfalls glatt? Gilt weiterhin [;,, () dz = 1?

Lésung: (1) Auswertung einiger Punkte ergibt das folgende Bild:

(4

(2) Das Integral entspricht der Flache, hier gerundet etwa 44 Quadrate.
Wir schétzen so ¢ = [, ¢(z) dz ~ 0.44. Es gibt flir dieses Integral keine
geschlossene Formel als elementaren Ausdruck. Eine noch genauere
N&herung ¢ =~ 0.4439938. .. erhalt man durch numerische Integration.
Allgemein in Dimension n > 1 ist die Funktion 1) rotationssymmetrisch.
Das Volumen |3, v(z) dz l&sst sich ebenso nur numerisch berechnen.
Auf den genauen Wert kommt es uns im Folgenden nicht weiter an.

(3) Die Funktion v ist offensichtlich glatt im Gebiet |z| > 1 und ebenso
fir |z| < 1. Entlang der Sphare |z| = 1 missen wir genauer hinschauen!
Von Seite wiedererkennen wir die bemerkenswerte Funktion

e V= firaz >0,

0 farz < 0.

f:R—>R:m»—>f(g;);_{

Dort haben wir sorgféltig nachgerechnet, dass f glatt ist. Somit ist auch

w(z) = f(1 — 22 — ... — 22) glatt, da Komposition glatter Funktionen.
Der Trager supp+ = B(0, 1) ist der abgeschlossene Einheitsball, also
kompakt. Die Skizze zeigt den eindimensionalen Fall 5(0,1) = [-1,1].

D503
Ergénzung

Glattungskern (aka mollifier, bump function)

D504
Ergénzung

Glattungskern (aka mollifier, bump function)

(4) Sei € € R». Die skalierte Funktion . :R™ — R:z — ¢p(z/c)/e"
ist glatt, erfiillt o, > 0 und supp ¢. = B(0,¢) sowie [, ¢-(2) dz = 1.
© Dies ist ein besonders anschaulicher Spezialfall des
Transformationsatzes fiir n—dimensionale Integrale (C2B).

¥1/3

e i
S

© Anschaulich: Fiir € \, 0 konzentriert sich . immer mehr um den
Nullpunkt. Die korrekt gewéhlte Skalierung erhélt die Gesamtmasse!
© Der Grenzwert fiir £ \, 0 ergibt die ominése Dirac—Funktion D553.
Unter dem Integral hingegen erhalten wir das Dirac—Funktional D5L.

Und die Moral von der Geschicht? Was nlitzen uns Hutfunktionen?

In Kapitel B dienten sie zuné&chst als Werkstlick zur Fingerlibung,

um daran unsere bisherigen Techniken zu testen und zu schéarfen:
Integration, Taylor-Reihen, glatte und analytische Funktionen, etc.. .
Glatte Funktionen sind flexibel, analytische Funktionen hingegen sind
starr. FUr Letztere gilt der Eindeutigkeitssatz: Haben zwei analytische
Funktionen ¢, :R™ — R in einem Punkt z( dieselben Ableitungen
0%p(xg) = 0%Y(x0) flr alle a € N, so gilt p(z) = ¢(x) fur alle z € R".
Ebenso: Stimmen zwei analytische Funktionen ¢, ¢ : R"® — R auf einer
(beliebig kleinen) offenen Menge ) # U C R™ Uberein, also |y = ¥|y,
so gilt p =+ auf R™. Analytisch und kompakt getragen bedeutet Null!
Glatte Funktionen f:R™ — R hingegen sind bemerkenswert flexibel:
Die vorigen Konstruktionen zeigen, dass der Vektorraum C2°(R"™) aller
glatten Funktionen mit kompaktem Tréger erstaunlich reichhaltig ist.
Insbesondere dienen glatte Hutfunktionen als Testfunktionen wie in B4G.
In diesem Kapitel nutzen wir sie nun zur Konstruktion von Distributionen.
Diese einfache Idee entfaltet sich zu einer wunderbaren Rechentechnik!
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In diesem Kapitel geht es um Integrale und Grenzwerte. Eine wichtige
und haufige Anwendung sind Mittelwerte durch gewichtete Integrale,
etwa eine lokale Masseverteilung. Anschaulich-physikalisch entspricht
dies einer Messung, etwa lokal in einem kleinen Ball um a mit Radius r.
Uns interessiert der Grenziibergang r N\, 0. Hierzu dient der folgende
Mittelwertsatz; den eindimensionalen Fall B4B kennen Sie bereits.

Satz D5A: Mittelwertsatz der mehrdim. Integralrechnung
Sei K C R™ ein Quader K = [a1,b1] X -+ X [an, by] Mita; < b; in R
oder ein Ball K = B(a,r) um den Punkt a € R™ mit Radius € Rxo.

Sei f: K — R stetig, ¢g: K — R integrierbar und g > 0 (oder g < 0).
Dann existiert ein Punkt £ € K mit der Mittelwerteigenschaft

| f@gt@)dn = 7(6) [ g(a)da.

Im Spezialfall g = 1 erhalten wir [, f(x)dz = f(£) - vol,(K).
Im Falle [, g(z) dz = 1 erhalten wir [, f(z) g(z) dz = f(£).

Aufgabe: Wiederholen Sie den eindimensionalen Mittelwertsatz B4B.
Beweisen Sie nach diesem Vorbild den mehrdimensionalen Satz D5A.

Lésung: Die Menge K C R™ ist wegzusammenh&ngend und kompakt.
Hierauf nimmt die stetige Funktion f: K — R ihr Minimum m = f(z,,)
und ihr Maximum M = f(zy) an, alsom < f(z) < M firalle z € K.
Wegen g > 0 folgt daraus m g(z) < f(z) g(z) < M g(z) fir alle z € K.
Das Integral ist monoton und linear, also folgt m (g < [ fg < M [ g.
Demnach existiert ein Faktor 1. € [m, M], sodass [ fg = p [ g gilt.

Wir nutzen nun den Zwischenwertsatz fiir die stetige Funktion f:

Es existiert ein Punkt £ € K mit f(¢) = p. Somit gilt [ fg = f(&) [ g.
Genauer: Wir betrachten den Weg ~v:[0,1] = K :t — (1 — t)z,, + tapm
von v(0) = z,, nach v(1) = x,,. Die Komposition ¢ = fo~:[0,1] = R
verlauft stetig von »(0) = m nach (1) = M. Also existiert ein 7 € [0, 1]
mit ¢(7) = p. Der Punkt ¢ = (7) € K leistet demnach das Gewtlnschte.

© Statt Quader oder Ball genligt es, dass der Definitionsbereich K
kompakt und wegzusammenhéngend ist. Beides wird wirklich benétigt.
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Sei 2 C R™ messbar mit 0 < vol,,(©2) < co und f:Q — R integrierbar.
Wir definieren den Mittelwert von f auf Q2 durch das normierte Integral

fﬂf(x) dz = ﬁ(m/ﬂf(x) dz.

Satz D5B: Jeder Stetigkeitspunkt ist ein Lebesgue—Punkt.

Sei f:R"™ — R lokal integrierbar, d.h. integrierbar auf jedem Ball B(a,r).
Ist f in a stetig, so gelten flr » — 0 die beiden Mittelwerteigenschaften

(1) ]é(aw)f(l‘)dmﬁf(a) und (2) ][

!f(z) — f(a)|d1 — 0.

B(a,r)

Allgemein gilt die Implikation (2) = (1), aber nicht umgekehrt (1) = (2).
Meist nutzen bzw. fordern wir deshalb die starkere Bedingung (2).
Wir nennen a einen Lebesgue—Punkt, wenn (2) gilt; damit folgt (1).

Aufgabe: Rechnen Sie die Aussagen des Satzes sorgfaltig nach!
In welchen Punkten erfillt f = sign: R — R Eigenschaft (1) bzw. (2)?

Lésung: Stetigkeit der Funktion f:R™ — R im Punkt « € R™ bedeutet:
Zu jedem noch so kleinen ¢ € R+ existiert ein Radius r. € R~(, sodass
flr z € R" mit |z — a| < . stets |f(z) — f(a)| < e gilt. Fur r < r. folgt:

f |f(z) = fla)|dz < f edz=c¢
B(a,r) B(a,r)
Stetigkeit in a impliziert demnach (2). Allgemein folgt (1) aus (2):

- J@de=f@)| = |f  f@) - flayda < f @) - f@)]de
B(a,r) J B(a,r) J B(a,r)

Fir » — 0 geht die rechte Seite gegen Null (2), also auch die linke (1).
/\ Die umgekehrte Implikation ,(1) = (2)* gilt im Allgemeinen nicht.
Als Gegenbeispiel betrachten wir f = sign: R — R im Punkt a = 0:

f f(z)dz = %/ sign(z)dz =0— f(0) =0,

B(0,r)

][, |f(ﬂc)*f(0)|dI:%/:‘{sign(xﬂdx:lﬂo‘

B(0,r)
In jedem Punkt a # 0 ist f stetig, also gilt (2) und somit auch (1).
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Aufgabe: Skizzieren Sie flir € \, 0 die folgenden Funktionen R — R:

£=1r o @ =Tl k=
€= 2 [0,]> Ye % [—e,e]lr Nell 22 [—e,e]\T), Rell g\/ﬂ
(1) Berechnen Sie die punktweise Grenzfunktion f(z) = lim\o f(x).
(2) Gilt [ fe(x dr = Jp f(x)dx fur €\, 0? Wo liegt hier das Problem?
(3) Gilt [ fo(2) (z) da — fR o(z) dz fir jede Funktion ¢ € C.(R)?
(4) Gilt fR fe(z )dr — (0), also fe = 0 im Distributionensinne?

(5) Sei f:R"™ —> ]R integrierbar mit Gesamtmasse [, f(z)dz = 1.
Zu jedem € € Ry erfiillt f.(z) := f(z/c)/™ ebenso [, fs )dz = 1.
Gilt [5. fe(x) ¢(z) dz — ©(0), also f. — d im Dlstrlbutlonensmne?

Lésung: (1) Wir finden f(0 ) oo und f(x) = 0 fur z # 0. (2) Daher gilt
Jg fe(@)dz =14 0= [; f(z)dz. Masse verschwindet nach Unendlich!
Ebenso schlagt (3) fehl. ngegen gilt (4) sobald ¢ stetig ist (im Punkt 0).
© Dies ist genau die Rechnung, die uns zum HDI gefiihrt hat!
Die anderen Beispiele sind analog, siehe Dreiecksfunktionen und
Glockenfunktionen [D40d. Allgemein zu (5) gilt folgender Grenzwertsatz.

Je nach Anwendung wird nicht tiber B(a,r) gleichverteilt gemittelt,
sondern gewichtet. Auch hierfir benétigen wir geeignete Werkzeuge:

Satz D5c: Grenzwertsatz flr gewichtete Mittelwerte

(1) Fir jedes € > 0 sei f.:R" — R eine Funktion mit Gesamtmasse
Jgn felz)dz =1 und Trager supp(f-) € B(0,7:), wobei 7. — 0 fir e — 0.
Dann gilt [, f-(z) ¢(x) dz — ¢(0) fiir jede Testfunktion ¢ € C(R™).
Hierzu genligt bereits dass ¢:R™ — R im Punkt 0 stetig ist.

(2) Sei f:R™ — R integrierbar mit Gesamtmasse fRn z)dz = 1.

Zu jedem € € Ry erfiillt f.(z) := f(x/c)/" ebenso [, fs )do = 1.

Damit gilt [, f-(2) ¢(x) dz — ©(0) fir jede Testfunktion p € Cy(R™).
Hierzu genligt ¢ stetig in 0 und essentiell beschrankt, ¢ € L>*°(R").

/\ In vielen Anwendungen ist der Trager supp(f-) nicht kompakt;

dann kdnnen wir (1) nicht nutzen, sondern benétigen den Fall (2).

© In beiden Fallen (1) und (2) gilt f. — & im Distributionensinne D5I.
Diese einfache Idee entfaltet sich zu einer wunderbaren Rechentechnik.
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Aufgabe: Rechnen Sie die Aussagen des Satzes sorgfaltig nach!

Losung: (1a) Zur Vereinfachung sei ¢ : R" — R stetig auf ganz R".
Der Mittelwertsatz D5A der Integralrechnung garantiert dann

[ o) ela) o = / Jo(o) pla) di = p(€).

B(0,re)
Genauer: Zu |edem e € Ry existiert ein geeignetes &. € B(0,r.).
Fire — 0 gilt r. — 0, also auch & — 0 und somit (&) — ¢(0).

(1b) Wir setzen nun nur noch voraus, dass ¢ stetig im Punkt 0 ist.
Sei § € Ry . Es existiert ein Radius r € R+, sodass flr z € R™ mit
|z — 0] < r stets |p(x) — ¢(0)] < § gilt. Insbesondere ist ¢ auf B(0,r.)
beschrankt und somit absolut integrierbar. Dank r. — 0 existiert ein
eo € Ry, sodass flir e mit 0 < e < gq stets r. < r gilt. Damit folgt:

[ L) e(e) s p(0) [, o) o) = 0]

./%(0,,E> fe(@) @(0)] da < /

< () - F@)sde = 6

© Die erste Rechnung (1a) gelingt leicht dank Mittelwertsatz D5A.
Der allgemeinere Fall (1b) ist miihsamer, gelingt aber letztlich genauso.
Im Fall (2) hingegen ist der Trager supp( f) nicht notwendig kompakt:

(2a) Zur Vereinfachung des Integrals nutzen wir die Substitution z = cy:

[ r@etie= [ Zr(2)etwde= [ fo)enay

Fir den Grenzwert £ \, 0 nutzen wir die majorisierte Konvergenz D2D:
Die Majorante |f(y) ¢(ey)| < |f(y)| - M mit M := sup|yp| ist integrierbar.
Fir jeden Punkt y € R™ gilt lim.\ o f(y) ¢(ey) = f(y) ©(0). Also folgt:

hm/fg z)dz = hm/f pley)dy = /h{ln [f(y) (53/)] dy

- / FW e dy = (0) / ) dy

(2b) Wir nutzen in (2a) nur M = esssup|y| < oo und Stetigkeit in 0.

= ¢(0)
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H(t,x) = e/t )\ [yt
il — Maximum H (¢,0) ~ const/v/t

Die Gleichung 61‘ u = K O2u hat als Fundamentallsung
H(t,z) = exp(—2?/4kt)//Amrkt. Zu jedem festen

Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauBische Glockenkurve

um den Mittelwert ;o = 0 mit der Varianz o = 2xt.

Fiir t / oo flieBt die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir ¢ N\, 0 konzentriert sich die Wiarme im Punkt z = 0.

45 T

| u(t,x) =S c;H(t,x — &)
" 1! endl. Linearkombination
1 |
Wenn zur Startzeit t = 0 die Warme ¢, .= ., ¢k
in den Punkten &1, . . . , & konzentriert ist, dann

erhalten wir zur Zeit ¢ > 0 die Superposition /
Linearkombination von Fundamentallgsungen.
Bei kontinuierlicher Startverteilung wird dies zu
einem Integral, wie im folgenden Satz erklirt.
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u(t, ) = [ug(&)H (t,x — &) d¢

kontinuierliche Superposition

Zur Zeit t = 0 geben wir eine (stetige, beschrinkte)
Wirmeverteilung uo : R™ — R vor und erhalten die
Losung u:Rso X R™ — R: (¢, z) — u(t, x).

Satz D5D: Lésungen der Warmeleitungsgleichung

(1) Die Warmeleitungsgleichung d;u = x Aw hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

1 . < |x|z>
———eXp | —— | .
(Varryr P\ ant
Die Konstanten sichern die Normierung [, g, H(t,z)dx =1 fir¢ > 0.

(2) Fur ¢ = 0 sei die Warmeverteilung u, : R™ — R vorgegeben, ug € C}.
Fir ¢ > 0 erhalten wir die Lésung durch Superposition (Faltung D5E):

u(t,z) = H(tv'r 75) U()(f) dg

Jeern

H:RyoxR"—=R: H(t,z) =

u:RyogXxR" >R :

Sie erfiillt O;u = x A flr t > 0 sowie limy o u(t, ) = ug(x).

(3) Aus (0, z) = sin(kz) fir ¢ = 0 folgt u(t, z) = e~*** sin(ka) flir ¢t > 0.
Aus u(0,z) = Y, e sin(ka) folgt u(t, z) = >, ek ekt sin (k) fir ¢ > 0.
Die Warmeleitung glattet: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab.
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Aufgabe: (1a) Berechnen Sie die Ableitungen 0H /0t und 9*H /0x2.
Priifen Sie so nach, dass H tatsachlich die Gleichung 0;H = k AH 16st.

Lésung: (1a) Wir untersuchen die Funktion H : Rsy x R" — R:
af +--
4kt
Wir leiten zweimal nach z1, . .., z, und einmal nach ¢ ab:

2\ .
8—H = (47mt)7§ exp <7ﬁ> i

H(t,x1,...,xn) = (47mt)7‘% exp (—

Ox; 4kt ) 2kt
0°H n 2|2\ a2 e 22
27 = (4mKkt)™ 2 exp (*m 4/{2Lt2 —  2m(4mkt) 2 Lexp i
oH 22 Jof? o

— -5 oy -2-1 _
En = (47kt) 2exp< 4@) e 2rkn(4mkt) ™2 exp( 4’%)

Die Summe ergibt das erhoffte Ergebnis 0;H = x AH:

OH 62H+ +82H
" 0z2

© Unsere Fundamentalldsung H erfiillt (9; — x A)H = 0. Diese schéne
Funktion ist vollkommen explizit und sehr nitzlich! Wir wollen uns mit ihr
vertraut machen und hieraus weitere, gar alle Lésungen konstruieren.

Aufgabe: (1b) Skizzieren Sie H:R-o x R - Rfirn=1und x = 1.
(1c) Fur alle t € Ryo und & € R™ gilt H(t,2) > 0und [, H(t,x)dx = 1.
Fir ¢\, 0 ist die Verteilung H (¢, ) beliebig eng um = = 0 konzentriert.
(1d) Lést auch u(t,z) = Z]N:l ¢ H(t,z — &;) die Gleichung dyu = k Au?
Welche Startverteilung erhalten wir hier fir ¢ N\, 0?

(1e) Zu t = 0 konzentrieren wir jeweils die Warmemenge 1 in z = +2.
Wie flieBt die Warme? Welche Warmedichte wird in z = 0 erreicht?

Lésung: (1b) Unsere erste Graphik zeigt die Diffusion der
Warmemenge 1, die zur Zeit t = 0 im Punkt « = 0 konzentriert ist.
(1c) Fur festes t > 0 ist H(¢, z) eine GauBsche Glockenkurve mit
Mittelwert . = 0 und Streuung o = /2kt. Fir ¢ N\, 0 gilt 0 \, 0:
Anschaulich konzentriert sich die Verteilung beliebig eng um z = 0.
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(1d) Jede Verschiebung H ¢,z — &) nach ¢ € R™ |6st obige PDE,
also auch jede Linearkombination u(t, ) = YU, ¢;H(t, x — &)
Da unsere PDE linear ist, erhalten wir mihelos (8; — k A)u = 0.

Diese Lésung beginnt mit Warmemenge c¢; im Punkt &; fir j =1,..., N.
Damit kénnen wir jede diskrete Anfangsverteilung I6sen! Beispiel:

(1e) Die zweite Graphik zeigt die Diffusion der Warmemenge 2, die
zur Zeit t = 0 in den Punkten z = +2 konzentriert ist. Fiir ¢ > 0 ist dies
die Uberlagerung von zwei Glockenkurven mit = +2 und o = v/2xt.

Im Punkt = = 0 steigt die Warmemenge flir 0 < ¢ < ¢, und fallt fir ¢ > ¢
gegen 0. Die expliziten Werte berechnet man durch Kurvendiskussion.

Eine kontinuierliche Anfangsverteilung g (z) fihrt entsprechend zu
uta) = [ H(to =€ ule)de
JEERT

Das ist die kontinuierliche Superposition von Fundamentallésungen.
Auch diese Losung u(t, z) wollen wir schlieBlich nachrechnen.

Aufgabe: (2) Rechnen Sie fir jede Startverteilung ug € C(R™, R) nach,

dass die angegebene Funktion u: Ry x R™ — R eine Lésung ist.

Lésung: (2a) Wir ziehen die Ableitung unters Integral und erhalten:
(00 — 1 Au(t,z) = / w0(€) (B — kAYH(E 2 — €) d€ =0

¢eRrn L

= 0, Fundamentallésung!

Ist dies gerechtfertigt? Ja, denn die partiellen Ableitungen aus (1) sind
majorisiert integrierbar! Dies prift man geduldig nach, siehe D419
(2b) Dank Transformationssatz gilt fir( =x —fund § =z — (:

u(t,x) = /geR" uo(§) H(t,z — &) dE = uo(z — ¢) H(t,¢)d¢

Cern

Damit prufen wir schlieBlich die Anfangswerte fiir ¢ = 0 nach:
gl\{‘lg)u(tvx) = %1\1—‘1[1) - up(z — ) H(t,¢) d¢ = uo(x)

Die Verteilung ¢ — H(t,¢) hat Gesamtmasse 1, fUr ¢ ™\, 0 beliebig eng

um ¢ = 0 konzentriert, das Integral geht daher gegen uo(x). Satz D5c:

Hierzu sei ug stetig (zumindest im Punkt x) und (essentiell) beschrankt.
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Die Warmeleitungsgleichung 0,u = x Au hat die Fundamentallésung
H:Rsy x R" — R, wie oben erklért. Zur Startverteilung ug: R" — R
erhalten wir die zugehérige Lésung « durch Superposition (Faltung)

H(t,z — &) ug(§) d¢.

¢eRn
Das Newton—-Potential einer Masse m im Nullpunkt ist F(z) = m/|z|.
Dies ist die Fundamentallésung der Potentialgleichung AF = 0 auf dem
Gebiet R? \ {0}. (Etwaige Konstanten und Vorzeichen lasse ich weg.)
Fir eine kontinuierliche Verteilung betrachten wir eine integrierbare
Massendichte o: K — R auf einem beliebigen Kompaktum K C R3.
AuBerhalb von K ist das Potential dann die Superposition (Faltung)

F RV KoR: F(a:):/ A8 e
ger 1§ —
Gleiches gilt fir das elektrische Potential einer Ladungsverteilung und
ebenso in zahlreichen &hnlichen Anwendungen der Potentialtheorie.
Solche Integrale treten in vielen physikalisch-technischen Anwendungen
auf, daher auch in der Mathematik. Damit wollen wir nun rechnen lernen.

u: Rog X R" =5 R :ut,z) =

Definition D5E: Faltung von Funktionen
Zu Funktionen f, g:R™ — C definieren wir ihre Faltung f x g : R" — C,

(f * 6)(&) = / F@) g(z — y)dy = /

yEeR? yER®

flz —y)g(y)dy.

Hierzu verlangen wir jeweils, dass der Integrand absolut integrierbar ist,
zumindest fUr fast alle = € R™, also alle bis auf eine Nullmenge N C R™.

Die folgenden hilfreichen Satze geben Auskunft, wann diese wesentliche
Voraussetzung erfllt ist, und welche Eigenschaften wir erwarten dirfen.

Satz D5F: Faltung von L!'-Funktionen

(0) Sind £, g: R™ — C absolut integrierbar, dann auch a,b, c: R** — C
mit a(z, y) = f(z) 9(), b(z,y) = f(y) 9(z — y), c(z,y) = f(z —y) 9(y),
denn fir die L'-Normen gilt [l = [|b]l 1 = [l = I fllzr - lgll -
(1) Das Faltungsprodukt * : L1(R"?) x L'(R") — LY(R™): (f,g) + f*g
erfUllt || f « gllzr < || fllzr - llgllz1, ist bilinear, kommutativ und assoziativ.
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Aufgabe: Rechnen Sie diese Un/Gleichungen sorgféltig nach!

Losung: (0a) Wir nutzen unmittelbar den Satz C1& von Fubini:

L e ewlaey = [ s@] ) ayas
< [ el [ Jswlaas 2 [ e [ ]

Ebenso kénnen wir umgekehrt erst Gber = und dann Uber y integrieren.
(0b) Fir b(z,y) = f(y) g(x —y) = a(y,z — y) = a o ®(x,y) nutzen wir
den Transformationssatz C28 mit ®(z,y) = (y,z — y) und |det &'| = 1.
(Oc) Fur ¢(z,y) = f(x —y) g(y) = a(z — y,y) = a o ¥(z,y) nutzen wir
den Transformationssatz C28 mit ¥(z,y) = (z — y,y) und |det ¥'| = 1.
(1a) Dank (0) sind die beiden Integranden b und ¢ absolut integrierbar.
Dank Fubini C1E existiert fir alle x € R™ . N das Integral Uber y € R™.
Die Ausnahmemenge N C R™ ist vom Volumen Null, also vol,,(N) = 0.

(1b) Beide Integrale sind gleich dank Transformation C2B y = = — ¢/'.

(1c) Fur die L'-Norm der Faltung f * g gilt, wie bereits in (0) gesehen:

7ol & [ 0@ ar

= ..
< [ ] ot =l dyas
1w late -l aray
yeR™ JzeRn

/y ek / _late—w)asay
/ }f(y)| : |g(r)| dz dy
yeR™ zER"

/yeRn‘f(yH dy - /%R”‘g(z)‘ dz

dx

/ f@) gz — ) dy
yeR™

Fu
C

= [l -llgles
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Faltung: Beschranktheit, Stetigkeit und Ableitung

(1d) Linearitat: Das Integral L' — C:h — [ h(z)dz ist linear. Es folgt:

Zu jedem festen g ist die Zuordnung f — f g linear. Ebenso g — f x g.

Kommutativitat: Dank (1b) gilt (f x g)(z) = (g * f)(z) firx € R* N N.

© Hierfiir geniigt bereits die absolute Integrierbarkeit von b bzw. c.

(1e) Assoziativitat: Wir setzen die Definition ein und rechnen geduldig:
(f*9)(y)

/ / fly—=2)-g(z)dz- h(r —y)dy

yeR" JzeR®

:/ / fly—2)-9(2) - h(z —y)dzdy
yeRn J zeRn

(g*h)(y")

((f = g)*h)(

(Fe@sm@= [ fa=y)- [ o) bt/ ~2)dz dy
Jy'eR™ zeR™

—[ [ teew) ) nty - sy
Y €Rn J zeRn

Beide Integrale sind gleich: Dank Fubini kénnen wir die Integration Gber
y,y' nach innen ziehen und so die Substitution ' = = — y + z anwenden.

Satz D5G: Faltung: Beschrénktheit, Stetigkeit und Ableitung
(0) Fir (f,g) € L™ x L ist f * g definiert und || f * gl|z < ||fllz= - lgllL1-
(1) Fur (f,9) € Cy x L' gilt f xg € Cyund |f * glrn < |flrn - 911
(2) Fur (f,9) € C} x L' bzw. L' x C} gilt f g € C} und
\ Oi(fxg) = (0if)xg baw. &(f*g)=f*(Dig). \

Aufgabe: Rechnen Sie diese Un/Gleichungen sorgfaltig nach!
Lésung: (0) Es gilt | f(z)| < M := ||f||ze fir 2 € R™ N\ N, vol,(N

)| = /yew fz—y)gly)dy

< /ye]Rn M- |g(y)|dy = ]W/yERn|g(y)|dy: M|l

Dies zeigt die absolute Integrierbarkeit, also existiert die Faltung f « g.
Das essentielle Supremum Uber z € R™ ist || f * gl|ze < ||f]lz - [lgllL1-
Genauso zeigen wir || f * gllre < ||fllz1 - lgllz=, etwa dank f x g = g * f.

)= 0.

I(f * 9)(a s/ |7z~ v) g()| dy
yeR™
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(1) Die Funktion f:R"™ — C sei stetig und beschrankt, kurz f € C,.
Wir wollen den Grenzwert lim,_,,, unter das Integral ziehen:

Jim (f9)(@) = i [ fe—y)g)dy= [ lim [1—v)g)]ay
0 =20 Jpn Jrn T—20
= [ fe—neway = eo)le)

Ist das gerechtfertigt? Wir nutzen Satz D3D: Der Integrand f(z — y) g(y)
ist in = stetig und in y integrierbar mit Majorante i(y) = |f|gn - 9(y).
Somit ist f x g stetig und nach (0) beschrankt: | f  g|lgr < |f|r» - |||l 11-
Ebenso fir f € L' und g € Cy gilt fxg € Cyund | f * glrn < || fllz1 - |g|Rn-
Hierzu kénnen wir auch die Kommutativitat f x g = g * f nutzen.

© lst einer der Faktoren f oder g stetig und beschrénkt, so auch f x g.
Das ist eine einfache Stetigkeitsregel, die sich haufig nutzen lasst.

© Slogan: Die Faltung f * g erbt die besten Eigenschaften von f und g,
etwa Beschrénktheit (0) oder Stetigkeit (1) oder Differenzierbarkeit (2).

(2) Die Funktionen f und 0; f seien stetig und beschrénkt.
Wir wollen die Ableitung 9; unter das Integral ziehen:

9i(fxg)(x) = % ]1%" flz—y)gly)dy = /
= /Rn(aif)(l‘ —y)gl)dy = ((0:f) * g)(x)

Wir nutzen hierzu Satz D3E: Der Integrand (9;f)(z — y) g(y) ist

in z stetig und in y integrierbar mit Majorante h(y) = |0; f|r~ - g(y)-

© Wir erhalten 8;(f x g) = (8;f) * g und |3;(f * ¢)|rn < |0i flrn - gl L1
Analog gilt 0;(f * g) = f = (9ig) und |9;(f = g)lrn < 10: I L1 - |glrn-

© Das sind hilfreiche Ableitungsregeln, die oft auftreten und niitzen.
© Ist einer der beiden Faktoren f, g glatt, sagen wir f € C>®(R"),

und jede Ableitung 0“ f beschrankt, so gilt dies auch flr f « g.

© Slogan: Die Faltung f * g erbt die besten Eigenschaften von f und g,
etwa Beschrénktheit (0) oder Stetigkeit (1) oder Differenzierbarkeit (2).

o [ =)o)
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Der Kalkil der Distributionen vereinfacht viele Rechnungen, manchen
gibt er tiberhaupt erst einen wohldefinierten Sinn, oft stitzt und prazisiert
er wunderbar unsere physikalische Anschauung und die Anwendungen.
Wir kénnen damit jeder stetigen Funktion f:R — R eine Ableitung
zuordnen, selbst wenn f klassisch nicht differenzierbar ist (wie B4A).
Hierzu verallgemeinern wir den Funktionsbegriff zu Distributionen,

die man daher auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet.

Die Idee ist einfach: Wir messen f durch Testfunktionen ¢ geman

- /R f(z) ple) de

Wir begreifen f also als lineare Abbildung Ay : ¢ — [, f(z) ¢(z) dz.
Ist ¢ glatt mit kompaktem Tréger, so existiert dieses Integral immer.
Ist zudem auch f stetig differenzierbar, so gilt dank partieller Integration

:/f’(:r)sa(fi)dwz—/f(m)w’(f)df
R R

Die Randterme [f]*" verschwinden fir jede Testfunktion ¢ und r — cc.
Die rechte Seite betrifft nur f, nicht f/, und gilt fir alle Testfunktionen .

Dies legt nahe, die Distributionsableitung von f zu definieren durch

—/R f(@) ¢ (2)dx

Ist f stetig differenzierbar, so gilt (A;)’ = A/, wie oben gesehen, und
die Distributionsableitung stimmt mit der klassischen Ableitung tberein.
Dieser Ableitungsprozess lasst sich nun beliebig wiederholen:

Die k-te Distributionsableitung von f ist demnach

A= (0 [ e

Wir kbnnen so jede stetige Funktion f: R — R auffassen als eine
verallgemeinerte Funktion A, (Distribution). Im Distributionensinne ist A ¢
beliebig oft differenzierbar. Die Ableitungen (Af)““) sind Distributionen,
im Allgemeinen sind sie jedoch keine klassischen Funktionen mehr.
Wir verlangen C'>°—Gilattheit nur firr die Testfunktionen . Fir unsere
Funktion f hingegen genigt lokale Integrierbarkeit [C444]; wir fordern
keinerlei Glattheit. Diese Sichtweise ist ebenso einfach wie genial!

Sie erfordert lediglich den Mut, Funktionen allgemeiner zu begreifen.
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Damit erreichen wir folgende drastische Vereinfachungen:
@ Jede stetige Funktion f: R — R ist eine Distribution,
allgemeiner sogar jede lokal integrierbare Funktion (D5J).
@ Jede Distribution ist differenzierbar im Distributionensinne,
und ihre Ableitung ist selbst wiederum eine Distribution (D5N).
@ Ist die Funktion f:R — R stetig differenzierbar, so gilt (A;)’ = Ap:
Klassische und Distributionsableitung sind dann identisch (D5N).
@ Die klassischen Ableitungsregeln gelten weiterhin (D50).
@ Grenzlbergénge und Ableitungen / Integrale vertauschen
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen (D5N).
Insbesondere bei partiellen Differentialgleichungen treten peinliche
Schwierigkeiten auf, die erst mit Distributionen geldst werden kénnen.
Zum Beispiel erfillt die klassische Ableitung die Vertauschungsregel
0;0j = 0;0;p nur fur hinreichend glatte Funktionen (C?, siehe D4A).
Fir Distributionen hingegen gilt sie immer! Sie erahnen hieran bereits,
dass Distributionen wirklich das Leben vereinfachen. Genauer gesagt:
Distributionen vervollstéandigen die Differential- und Integralrechnung.

Der Kalkiil der Distributionen entspringt praktischen Bedirfnissen und
entstand seit etwa 1900 in der Physik und den Ingenieurwissenschaften
zundchst als nitzliche Rechentechnik ohne theoretische Grundlage:
Dort treten partielle Differentialgleichungen auf, die keine klassischen
Lésungen haben, sehr wohl aber Lésungen im Distributionensinne.
(Heaviside in den 1880er Jahren, Dirac und Sobolev in den 1930ern).

Aus diesem Grund sind Distributionen sehr natirlich und unumganglich.
In Physik und Elektrotechnik treten haufig das Dirac—Funktional &
und die Heaviside—Funktion u = Ijo oo D570 auf. Hier dréngen sich die
beliebten Rechenregeln [ 6o(t) dt = u(x) und u/(z) = dy(x) geradezu
auf, sie haben aber kIaSS|sch uberhaupt keinen Sinn. Erst Distributionen
klaren dieses Mysterium und I6sen so alle Sorgen in Wohlgefallen auf.

Die Theorie der Distributionen, die den Kalkill begriindet, rechtfertigt
und vollendet, wurde erst in den 1940er Jahren von Laurent Schwartz
entwickelt; sie dient bis heute als Grundstein und bewahrt sich taglich.
HierfUr erhielt er auf dem Internationalen Mathematikerkongress 1950
die Fields—Medaille, eine der héchsten Auszeichnungen der Mathematik.
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Wir suchen Lésungen u: R? — R der eindim. Wellengleichung:

O u(t,z) = 2 2 u(t,x)

Diese fundamentale Gleichung beschreibt lineare Wellen aller Art,
zum Beispiel eine schwingende Saite eines Musikinstruments.
Wir wiinschen uns hierzu eine allgemeine mathematische Theorie,
die der physikalischen Anschauung und dem Experiment entspricht.

Aufgabe: (1) Ist u(t, ) = sin(z — c¢t) eine Lésung? und sin(z + ct)?
Was bedeuten diese Lésungen intuitiv / anschaulich / graphisch?

(2) Ist auch u(t, z) = f(x £ ct) fir f € C*(R,R) eine Losung?

Etwa fiir die gauBsche Glockenkurve f(z) = e=*"/2?

(8) Ist u(t, z) = f(z % ct) fur jede stetige Funktion f € C(R,R) eine
Lésung? Etwa fir die Dreiecksfunktion f(z) = max{0, 1 — |z| }?

Ist aus physikalischer Sicht f € C2 notwendig oder geniigt f € C0?
Wie bringen Distributionen hier Theorie und Anwendung in Einklang?

J —_

7 N
/ \

Lésung: (1) Zunéchst untersuchen wir die Funktion u(t, z) = sin(z — ct).
Wir leiten zweimal ab und priifen, ob die Wellengleichung erfillt ist:

Oru(t,x) = —ccos(x — ct),

O u(t,z) = —csin(z — ct),

Oy u(t,z) = +cos(z — ct),
2 u(t,z) = —sin(z — ct).

Tatsachlich gilt 02 u(t, z) = ¢? 02 u(t, x), wie gefordert.

© Anschaulich ist u(t, z) = sin(z — ct) eine sinusférmige Welle,

die sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ nach rechts bewegt.
Entsprechend ist auch v(¢, z) = sin(z + ct) eine L&sung: Dies ist eine
sinusférmige Welle, die sich mit Geschwindigkeit ¢ nach links bewegt.
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(2) Sodann untersuchen wir allgemein die Funktion u(t,z) = f(z — ct).

Wir leiten ab und priifen, ob die ersehnte Wellengleichung erfiillt ist:
Oru(t,z) = —cf'(z — ct), Opu(t,z) = f'(x — ct),
dPu(t,x) = Af'(x — ct), Ou(t,x) = f'(x — ct).

Tatsachlich gilt dann 62 u(t, z) = ¢ 02 u(t, x), wie gefordert.
Anschaulich ist diese Lésung u(t, z) = f(z F ct) eine f—férmige Welle,
die sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ nach rechts / links bewegt.
© Man spricht ganz anschaulich von einem Wellenpaket der Form f.
/A\ Wir setzen vorsorglich f als zweimal stetig differenzierbar voraus.

e

(3) Die vorige Rechnung gilt fir alle Funktionen f:R — R; wir missen
allerdings f als zweimal stetig differenzierbar voraussetzen, damit wir
die benétigten Ableitungen f/ und f” definieren und nutzen kénnen.
Die Dreiecksfunktion f(z) = max{0, 1 — |z| } ist zwar stetig, aber nicht
differenzierbar (in 0 und £1). Dennoch ist u(¢, z) = f(z = ct) physikalisch
durchaus sinnvoll. Unsere Theorie verlangt unnétige Einschrankungen!
© Die Theorie der Distributionen erlaubt, zu jeder stetigen Funktion
f:R — R die (Distributions-)Ableitungen f’ und f” etc. zu definieren.
In diesem Sinne 18st u(t,z) = f(x + ct) tatsachlich die Wellengleichung!
© Dies vervollstandigt die Lésungsmenge, wie physikalisch erwiinscht!
Wieder einmal liefert abstrakte Mathematik konkret nutzbare Werkzeuge.
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Der erste Schritt ist die Festlegung geeigneter Testfunktionen:

Eine Funktion f:R"™ — R heifBt glatt (kurz C*°), wenn sie beliebig oft
differenzierbar ist, also alle Ableitungen 9° f = 9" - - - 93~ f existieren.

Sind f und g glatt, so auch \f fur alle A € R sowie f +gund f-g.

Die Menge C*°(R") := C*°(R", R) aller glatten Funktionen f:R™ — R
bildet somit einen R—Vektorraum und sogar eine R—Algebra mit Eins.
Sei 2 C R” offen. Der Vektorraum der Testfunktionen auf Q) ist

2(Q) :=CZ(Q) == { ¢ € C®°(R™,R) | supp(y) € 2 }.

Der Trager (engl. support) der Funktion ¢ : R™ — R ist die Teilmenge
{z eR™| ¢(x) # 0 }, wo ¢ nicht verschwindet, genauer ihr Abschluss

supp(p) := { z € R" | o(x) #0}.
Wir schreiben K C Q, wenn K eine Teilmenge von Q ist, und K € (,
wenn K zudem kompakt ist, also beschrénkt und abgeschlossen in R”.

Ubung: Ist auch 2(€2) ein R—Vektorraum? eine R—Algebra? mit Eins?
Kénnen Sie Beispiele ¢ € 2(Q) konstruieren? Siehe B4E und B4F!

Der zweite Schritt ist die Klarung des passenden Konvergenzbegriffs:
Fir ¢ : Q@ — R stetig und K € Q2 nutzen wir die Maximumsnorm
ol i :=max{ |p(z)| |z € K }.
Wir nennen (¢x)ken in 2(€2) eine Nullfolge, kurz ¢y, Z, 0, wenn gilt:
1 supp(px) C K flr ein Kompaktum K € Q und alle k € N,
2 0% pr|x — 0 fOr jeden Multiindex v € N™ und k — oo.

(1) Alle Triger supp(y) liegen in einem gemeinsamen Kompaktum K € ; sie diirfen €2 nicht
ausschopfen oder nach Unendlich entkommen. (2) Die Bedingung |¢r|x — 0 bedeutet, dass ¢y,
gleichmdpfig gegen die Nullfunktion 0 konvergiert. Dies fordern wir zudem fiir alle Ableitungen
(0¥ k) ken. Mit dieser strengen Forderung erreichen wir, dass der Ableitungsoperator stetig ist:

Lemma D5H: Auf Testfunktionen ist die Ableitung stetig!

Der Ableitungsoperator 9“: 2(Q2) — 2(Q) ist linear und zudem stetig,
denn fiir jede Nullfolge o, 2> 0 in 2(Q) gilt insbesondere %y, 2 0.

Eine Abbildung A : 7(2) — R: ¢ — A(yp) nennen wir Funktional. Ein lineares Funktional A
ist stetig, wenn A jede Nullfolge (k) ren in 2(€2) abbildet in eine Nullfolge (A(¢k))ren in R:
Aus ¢, 2> 0in () folgt A(px) — 0in R. Solche Abbildungen heifien Distributionen.
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Unsere Motivation und Vorbereitung flhren zu folgender Prézisierung:

Definition D5i: Distributionen
Sei 2 C R" offen. Der Vektorraum der Testfunktionen auf Q ist

2(Q) = CZ(Q) = { ¢ € C®°(R™",R) | supp(y) € 2 }.

Eine Distribution auf Q) ist, dual hierzu, ein stetiges lineares Funktional
A:2(Q) — R. Die Stetigkeit von A bedeutet dabei, wie oben erklart:

Aus ¢, 2 0in 2(Q) folgt A(px) — 0in R.
Den Vektorraum aller Distributionen auf 2 bezeichnen wir mit
2'(Q) = { A: 2(Q) — R | Aist linear und stetig }.

Eine Folge (Ax)ren in 2'(Q) konvergiert gegen A € 2/(Q)
im Distributionensinne, kurz A 2y A, wenn gilt:

Ak(p) = A(p) in R flr jede Testfunktion ¢ € 2(Q)

Diese Definition fasst unsere mathematischen Vorliberlegungen
zusammen und prazisiert sie — als Fundament fir alles Folgende.
Sie entspricht zudem sehr intuitiv dem physikalischen Messvorgang:

Angenommen, eine Funktion f:R™ — R:z — f(z) beschreibt eine
physikalische GroBe f(z) als Funktion des Ortes = € R™, etwa die
Temperatur, die Massendichte oder die elektrische Ladungsdichte.

Kein Messvorgang ist so prazise, dass er den Wert f(z) genau im Punkt
x ermitteln kénnte. Vielmehr liefert die Messung einen gemittelten Wert
Jzn f(x) () dz, wobei ¢ dem Messverfahren entspricht. Zur lllustration
stellen wir uns ¢ € 2(Q) mit ¢ > 0 und [, () dz = 1 vor. Je starker ¢
um den Punkt = konzentriert ist, desto genauer entspricht die Messung
dem Wert f(x). Wir messen also f, indem wir mit Funktionen ¢ testen,
und dies ist unser einziger Zugang zur Funktion f: Sie duBert sich allein
durch ihr Wirkung auf Testfunktionen ¢, nur darin besteht f, siehe D5K.
Mit D51 erheben wir diese Sichtweise zur Definition: Eine Distribution A
ordnet jeder Testfunktion ¢ eine reelle Zahl A(y) zu, als Ergebnis der
Messung. Diese Zuordnung ¢ — A(y) soll linear und stetig in ¢ sein.
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Satz D5J: Lokal integrierbare Funktionen sind Distributionen.

Sei 2 C R" offen. Jede lokal integrierbare Funktion f:R" D Q — R
definiert eine Distribution Ay : 2(Q) — R: ¢ — Af(yp) durch das Integral
Asle) = | (@) ola) da.

Die Zuordnung L. () — 2'(Q): f — A ist linear und stetig,

jedoch nicht injektiv: Der Kern sind die Nullfunktionen f:Q — R,

also genau diejenigen Funktionen, die fast tberall gleich Null sind.

Far f, g € C(Q) hingegen gilt Ay = A, genau dann, wenn f = g gilt.
Jede Distribution A: 2(Q) — R, die sich als A = A durch eine Funktion
f € LL () darstellen |asst, heiBt regulér, andernfalls heiBt A singular.

© Mittels f Ay betrachten wir jede lokal integrierbare Funktion
f:Q — R als Distribution und sagen hierzu ,,f im Distributionensinne®.
Genau dann gilt Ay = A4 in 2'(Q), wenn fast Uberall f = g gilt (D5K).
Aufgabe: Rechnen Sie die hier gemachten Aussagen sorgfaltig nach!

(1) Jede Testfunktion € 2(Q) ist eine glatte Funktion p: R™ — R
mit kompakten Trager K := supp(y) € Q. Unsere gegebene Funktion
J:R™ 2 Q — Rist lokal integrierbar, demnach gilt [, | /()| dz < co.
Wir erhalten hieraus die folgende Schranke beztglich L'-Norm:

[lr@ @iz = [ |76)

Insbesondere ist das Integral Ay (o

o(z)|dz < / ‘f(.’L’)‘ dz - plx < 00

= Jo S

(2) Damit A eine Distribution ist, haben wir zweierlei sicherzustellen:
Die Abbildung ¢ — A¢(y) ist (a) linear in ¢ und zudem (b) stetig in .

(2a) Die Abbildung ¢ — A () ist linear in ¢ dank Linearitat des
Integrals: Fir alle ¢, € 2(Q2) und A, 1 € R gilt ndmlich:

Mg + i) = L 1) Do) + ()] da

=2 [ 1@ eta)

x) dz wohldefiniert.

ot [ (@) v(e)de = My () + s (0)
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(2b) Die Abbildung ¢ — A () ist stetig in ¢ dank obiger Absché&tzung:
Zu jeder Nullfolge @), 2> 0 existiert ein gemeinsames Kompaktum

K € Q mit supp(pr) C K fur alle k € N, und hierauf gilt gleichmaBige
Konvergenz |0%pg|x — 0 flr jeden Multiindex a € N" und k& — oc.
Hieraus folgt dank der oben erklarten Ungleichung:

astenl = | [ 1@ ao)aa] < [ @ entolas

< /K\f(:l:)\d:b ekl =0

Dies beweist die Stetigkeit: Aus ¢, 2> 0in 2(Q) folgt A(¢r) — 0in R.
Somit ist ¢ — Af(¢p) linear und stetig, also eine Distribution Ay € 2'(Q2).

(3a) Die Zuordnung f — Ay ist linear in f dank Linearitit des Integrals:

Arfa(9) = / M (@) + ng(@)] () da

_)\/f

z)de +p /ﬂ 9(2) 9(x) de = My (p) + Ay ()

(3b) Die Zuordnung f — Ay ist stetig in f dank der obigen Absché&tzung:
Seien fy, f1, fo2,... : 2 — R lokal integrierbar. Auf jedem Kompaktum
K e Q gelte L'-Konvergenz f, — 0, also fK|fk| — 0 fur k — oc.

Dann folgt Ay, — Ag, denn Ay, (¢)] < [l fe(2)|dz - [o|x — 0.

(3c) Wir zeigen schlieBlich (wie in B4G) die Injektivitat der Zuordnung
C)—=2'(Q) : [ Af.

Dank Linearitét (3a) genligt zu zeigen: Fur jede stetige Funktion

f:Q = Rmit A; =0 gilt f = 0. Aquivalent hierzu beweisen wir die
Kontraposition: Fir jede stetige Funktion f:Q — R mit f # 0 gilt Ay # 0.
Angenommen f # 0, das heif3t f(a) # 0 fUr ein a € Q. Wir dirfen

f(a) = 2b > 0 annehmen. (Fir f(a) < 0 betrachten wir — f statt f.)

Da © C R" offen und hierauf f:Q — R stetig ist, existiert um a ein Ball
B(a,2¢) CQ CR"mite > 0, sodass f(z) > b flr alle z € B(a, 2¢) gilt.
Dank B4E existiert eine Hutfunktion ¢ : R" — R mit supp(¢) = B(a,¢).
Wir erhalten ¢ € 2(Q2) mit A¢(¢) # 0: Dank Monotonie und Linearitat
des Integrals gilt [, fo = [5(,0) f¢ > [p(0e) 09 = b 500 © > 0
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Satz D5K: Verschwindungs- und Vergleichssatz
Sei 2 C R offen. Fur jede Funktion f € L{ (Q) sind &quivalent:
0 f =0 fast Gberall, das heiBt vol,({ z € Q| f(z) #0}) = 0.

1 [olf(z)ldz =0, das heiBt die L'-Norm verschwindet.

2 Ay =0,also [, f(z)¢(z) dz = 0 firr jede Testfunktion ¢ € 2(Q).
8 [, f(z)dz =0 flr Jeden kompakten Quader A C Q.

4 [, f(z)dz = 0 fur jede beschrankte messbare Menge A C €.

Fur je zwei Funktionen £, g € Li () sind demnach &quivalent:
0 f = g fast Uberall, das hei3t vol,,({ z € Q| f(z) # g(z) }) = 0.

1 [olf(@) = g(z)|de = 0, das heiBt der L'-Abstand verschwindet.
2 Afng,aIso Jo fl) o(z)dz = [, g(x) p(z) dx fir alle ¢ € 2(4).
8 [, f(@)dz= [, g(x) d:r fur jeden kompakten Quader A C Q.

4 [, f(x)dz = [, g(x)dx fir alle A C Q beschrénkt und messbar.

In (2) genugen bereits ¢ € 25(), das sind Testfunktionen ¢ € 2(Q)
in Produktform ¢(z) = p1(x1) - - - on (), Wobei 1, ..., ¢, € C(R).

Aufgabe: Zeigen Sie die Implikationen (1) < (0) = (2) = (3) = (4)=(1).
Lésung: Die Implikationen ,,(0) = (1,2, 3,4)" sind offensichtlich (A4G):
Jeder Integrand ist fast Gberall Null, somit verschwindet das Integral.
+(1) = (0)“: Diese Umkehrung garantiert der Verschwindungssatz A4G.
»(2) = (3)“:Sei A = [a1,b1] X -+ X [an, by] C Q ein kompakter Quader.
Waére die Indikatorfunktion ¢ := IA Q — R hier als Testfunktion zuléssig,
so kénnten wir (2) direkt auf [, f(z)dz = [, f(z) ¢(z) dz anwenden.

Leider gilt I4 ¢ 2(Q2), doch wir konnen Vr ¢ IA durch Testfunktionen
vk € 2(0Q) approximieren und erhalten dank Grenzwertsatz D2D:

J @ = [ i s on@)ae = tim [ 1) o) da =0

Ausflhrlich B441]: Zum gegebenen Intervall [a,b] C R konstruieren wir
eine glatte Hutfunktion v = ¢ : R — R mit ¢(z) = 1 fiira < z < b und
(z) =0flrz <a—1/kund flr x > b+ 1/k sowie monoton wachsend auf
[@ — 1/k, a] und monoton fallend auf [b, b+ 1/k]. Wir definieren ¢, : R"* — R
durch das Produkt o (1, . .., ) = Y (1) - - im0 (@)

D547
Ergénzung

Der Verschwindungs- und Vergleichssatz

D548
Ergénzung

Der Verschwindungs- und Vergleichssatz

»(3) = (4)“: Nach Voraussetzung (3) gilt [, f(x)dz = 0 fir alle
kompakten Quader A;, As, ... C Q. Daraus folgt es fur Vereinigungen:

/ALUAQ f@)de = /Al f@)de + /A2 flx)da — /AmAz f(z)dz =0

Per Induktion folgt dasselbe fur jede k-fache Vereinigung:

/ f(z)de = / flz)dz + f(z)dx
J A U-UA_UA J AU UA, JAg

fz)yde =0

/(AlmAk)U"'U(Ak—lmAw

Dank Grenzwertsatz D2D gilt dies fiir jede abzéhlbare Vereinigung
A =2, A von Quadern 4, C K in einem Kompaktum K C Q:

Jse

z) dz = 0 fur jede beschrankte Borel-Menge A C Q.

)dz = lim
k—o0

flz)de =0
A1U-UAg

Ebenso folgt [, f(

Wir setzen hier die Funktion f:Q — R nur als lokal integrierbar voraus.
Die Beschranktheit von A ist daher technisch notwendig: Sie garantiert,
dass A in einem geeigneten Kompaktum K C  liegt; nur so kdnnen wir
die Voraussetzung Jxf| < oo und majorisierte Konvergenz D2D nutzen.
Auch [, f(z) dz ist zun&chst nur definiert fiir A beschrankt und messbar.

»(4) = (1)": Wir zerlegen Q in die drei messbaren Teilmengen
+-:{r€ﬂ\f( >>0}
={zeQ|flz)<0},
A()-:{IEQ‘JC( )=0}
Dank Voraussetzung (4) und monotoner Konvergenz folgt schlieBlich

/ @) de = /  f@)de— /  f@de=o,
JQNB(0,r) JALNB(0,r) JA_NB(0,r)
= lim £ (

[1s@las  f@lde
Q =% JONB(0,r)

© Wir kénnen f = 0 durch jedes dieser vier Kriterien (1-4) testen.
Ebenso f = g, indem wir den Satz auf die Differenz f — g anwenden.

=0.
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Definition D5L: Dirac—Funktional

Sei (2 C R” eine offene Teilmenge, und hierin sei p € Q ein Punkt.
Wie zuvor ist 2(Q) = C°(Q) der Vektorraum der Testfunktionen.
Das Dirac—Funktional ¢, ist die Auswertung im Punkt p, also

0p : 2() =R : o o(p).
Fir jeden Multiindex a € N™ definieren wir allgemeiner

—1)l* 9%p(p).

0 2(2) >R : o= (

Aufgabe: Sind dies Distributionen? Was ist hierfirr zu prifen?

Lésung: Nach Definition D51 missen wir Linearitat und Stetigkeit der
Zuordnung 63 : 2(Q) — R — (—1)l°1 9%p(p) priifen. Beides ist klar!

Linearitiit: Fiir je zwei Testfunktionen ¢, € Z(£2) und reelle Konstanten A, pu € R gilt dank
Linearitit der Ableitung 63 (Ap + pp) = (=1)!*10%(Ap + uv)) (p) = M35 () + pdg ().
Stetigkeit: Sei (¢r)ken in 2(£2) eine Nullfolge. Das heifit, es gibt ein Kompdktum K € Qmit
supp(pk) C K firalle k € N, und [0%¢x|x — O fiir jeden Multiindex o € N™ und k& — oc.
Hieraus folgt insbesondere |0y (¢r )| = 0%k (p)| < [0%pr|x — 0, also 55 (wx) — 0.

/\ Es gibt keine Funktion f:R™ — R, die das Funktional d, darstellt,
also [, f(z) () dz = ¢(p) fir alle Testfunktionen ¢ € 2(Q) erfllt.
Eine Massenverteilung mit Dichte f:R™ — Rx( hat die Gesamtmasse

= f(z)dz
Rn

Wie beschreiben wir eine punktférmige Masse m im Punkt p € R™?

In diesem Punkt herrscht dann wohl eine ,unendlich groBe” Dichte;
naiv denken wir an f R™ — R mit f(z) =0 fir z # pund f(p) = co.

I\ Das Integral [, f(x)da ergibt immer Null, selbst wenn der Wert f(p)
noch so unendlich ist, denn der Trager {p} ist eine Nullmenge. [A405]
Was wir jedoch wollen, ist eine Punktmasse 4,, sodass

op(@) p(x) dz = ¢(p).
Rn

/\ Keine Funktion kann das leisten: Hierzu benétigen wir Distributionen!
Hingegen kénnen wir &, durch Funktionen f. — ¢, approximieren,
indem wir die Masse 1 immer dichter um den Punkt p konzentrieren.
Die folgenden Beispiele und Satz D5c préazisieren diese Anschauung.
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Aufgabe: Skizzieren Sie flr € N\, 0 die folgenden Funktionen R — R:
e—:t2/252
ev2m

1) Berechnen Sie die punktweise Grenzfunktion f(z) = lim\ g f(x).

(2) Gilt [ fo(x)dz — [ f(x)da fur €\« 0? Wo liegt hier das Problem?
(3)
4)

Ix\

1 1
fe= c I[O,E]a e = 2% I[*&,s]v hE(CC) = I[ 55]( ) ka(I) =

Gilt [ fg(.l p(z)dz — ‘IR () dz jede Funktion ¢ € C.(R)?
Gilt [ f-(x) o(x) dz — (0 ) also fe = dpim Distributionensinne?
(5) Sei f:R" a R integrierbar mit Gesamtmasse [p, f(z)dz = 1.
Zu jedem e e Ry erflillt fo(z) := f(z/e)/c" ebenso [, f6 r)dz = 1.
Gilt fRn fe(z) p(z) da — ¢(0), also f; — do im Distributionensinne?

Lésung: (1) Wir finden f(0) = co und f(x) = 0 flir 2 # 0. (2) Daher gilt
Jg fe(x)dz =14 0= [, f(x) dz. Masse verschwindet nach Unendlich!
Ebenso schlagt (3) fehl. Hingegen gilt (4) sobald ¢ stetig ist (im Punkt 0).
© Dies ist genau die Rechnung, die uns zum HDI gefiihrt hat!
Die anderen Beispiele sind analog, siehe Dreiecksfunktionen und
Glockenfunktionen [D409l. Allgemein zu (5) gilt der Grenzwertsatz D5c!
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© Unsere Definition D5L ist einfach und klar: Das Dirac—Funktional
do: Z2(R) > R : o ¢(0).

ordnet jeder Testfunktion ¢ € Z(R) ihre Auswertung ¢(0) € R zu.

/A\ Manche sprechen stattdessen lieber von der Dirac—Funktion

0 farz#0,

oo flrz =0.

f:R—)R:.’LW—)f(:L')—{

Zudem wird die Gesamtmasse Jg f(x) dz = 1 gefordert / vereinbart
und die Rechenregel [}, f(z) ¢(z) d.L = (0) eingefiihrt / behauptet.

Aufgabe: Was ist hieran falsch? Wann & wie Iasst sich das retten?

Lésung: Die Funktion f hat die ersehnten Eigenschaften nicht! Das
|asst sich nicht retten, es hilft kein Jammern, Behaupten, Verhandeln.
A\ Esgilt [, f(z)dz = 0und [; f(z)¢(z) dz = 0 fur alle Funktionen ¢.
© Wir wollen &y : p — ©(0), also ist Definition D5L der richtige Weg!
Alles andere ist naives Wunschdenken, falsch und/oder unndtz.

Die obige Dirac—Funktion f soll ein punktférmiges Teilchen modellieren,
mit Masse 1 konzentriert im Nullpunkt, insbesondere [, f(x)dz = 1.

/A\ Demnach entspréche 5f einem Teilchen mit Masse 5 im Nullpunkt.
Aufgabe: Was ist hieran falsch? Wann & wie l&sst sich das retten?

Lésung: Wir multiplizieren punktweise: 5-0 =0und 5 - co = oo.
Demnach gilt 5f = fund [ 5f(z)dz =1, aber 5 [, f(z)dz =

Das widerspricht grundlegend der Linearitét des Integrals|

Nochmal: Die Funktion f hat die ersehnten Eigenschaften nicht!

© Auch hier ist Definition D5L der richtige Weg! Distributionen sind
Funktionale, stetige lineare Abbildungen A : 2(Q2) — R. Sie bilden selbst
einen Vektorraum, indem wir sie punktweise addieren und mit Skalaren
multiplizieren. Im Beispiel erhalten wir 54 : ¢ — 5¢(0), wie gewiinscht.
/A Anschauung, Intuition, Heuristik kdnnen helfen, wenn sie den Fakten
entsprechen; sonst hindern sie das Verstédndnis mehr als sie nlitzen.
© Letztlich ist es egal, wie wir eine Distribution A veranschaulichen.
Es zahlt allein, was sie tut, also ihr Verhalten ¢ — A(y) wie in D5L.
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Die oben vorgeschlagene Dirac—Funktion f hat nicht die richtigen
Eigenschaften. Gelingt uns dies mit irgendeiner anderen Funktion ¢?
/A Sei Q C R” offen und p € Q. Nehmen wir optimistisch an, es gébe
eine lokal integrierbare Funktion g: Q — R mit [, g(z) ¢(z) dz = ¢(0)
flr jede Testfunktion ¢ € C2°(£2). Wie musste solch ein g aussehen?
Aufgabe: (1) Es gilt g(x) = 0 fur fast alle = € €, das heiBt, g ist eine
Nullfunktion. Hinweis: Nutzen Sie den Verschwindungssatz D5K.

(2) Daraus folgt [, g(x) ¢(x) dz = 0 fiir jede Testfunktion ¢ € C°(Q),
ganz im Widerspruch zu unserer Annahme! Es ist aussichtslos.

Losung: (1) Auf der offenen Menge U = Q \ {p} verschwindet §,:

Fir jede Testfunktion ¢ € 2(Q) mit supp ¢ € U gilt §,(¢) = ¢(p) = 0.
Gilt 6, = A, wie angenommen, so besagt der Verschwindungssatz D5kK:
Es gilt g(z) = 0 fir fast alle z € U, somit fir fast alle z € Q@ = U U {p}.

(2) Aus g = 0 fast tberall folgt A, = 0, also insbesondere A, # do.

© Wir nutzen und erproben hier unsere Integrations-Werkzeuge:
Die Dirac—Distribution ¢, ist tatséchlich nicht regulér, sondern singulér.

© Eine Distribution A ist ein Funktional A: 2(Q) — R: ¢+ A(p).
/\ Manche schreiben diese Zuordnung traditionell als Integral:

M) = [ M@ pla) da

Aufgabe: Was ist hieran falsch? Wann & wie |&sst sich das retten?
Lésung: Jede Distrubition ist ein Funktional A : 2(€) — R: Wir mlissen
sie mit Testfunktionen ¢ € 2(Q) futtern. Sie ist keine Funktion f:Q — R:
Wir kénnen A nicht auf Punkten z € Q auswerten! Das frisst sie nicht.
Der Integrand hat also keinen Sinn. Manche wollen das Integral dennoch
beibehalten, und definieren es kurzerhand durch die linke Seite. Na gut.
Etwas besser sieht es bei einer reguléiren Distribution A = Ay aus,
gegeben durch ¢ — Ar(p) = [, f( z) dz: Hier wird A konkret durch
die (lokal integrierbare) Funkt|on f: 52 % ]R dargestellt. Doch selbst hier
hat ein einzelner Funktionswert f(z) keine Bedeutung, denn wir diirfen
f beliebig abandern auf jeder Menge vom Volumen 0 (siehe Satz D5J).

Erst bei stetigen Funktionen ist f eindeutig festgelegt, siehe Satz D5J.
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Eine Distribution ist eine stetige lineare Abbildung A: 2(Q) — R;

sie ordnet jeder Testfunktion ¢ € 2(Q) ihren Wert A(¢) € R zu.

Es hat keinerlei Sinn, A(z) in einem Punkt 2 € R™ auszuwerten!
Immerhin kénnen wir A auf jede offene Menge U C 2 einschranken:
Dank 2(U) C 2(Q) erhalten wir Al := Algwy: Z2(U) = R:p — A(p).

Definition D5M: Trager einer Distribution

Sei A: 2(Q2) — R eine Distribution. Sie verschwindet auf einer offenen
Menge U C Q, kurz Al = 0, wenn A(p) = 0 fiir alle ¢ € 2(U) qilt.

Sei V =J{U CQ|U offen und Al = 0 } die Vereinigung all dieser
offenen Mengen. Dann ist auch V offen, und A verschwindet auf V.
Somit ist V die groBte offene Menge, auf der A verschwindet.

Den Trager supp A := Q \ V definieren wir als das Komplement.

Beispiele: In den folgenden Aufgaben rechnen wir sorgféltig nach:
1 Das Dirac—Funktional 5 : ¢ ~ (=1)l*192o(p) hat den Trager {p}.
2 Fur jede stetige Funktion f € C(2) C L () hat die zugehdrige

Distribution Ay : ¢ — [, f(2) () dz den Trager supp(f).

Aufgabe: Zu Q C R" offen und p € Q untersuchen wir die Distributionen
55 2(Q) = R : o (—1)0%(p).
(1) Konstruieren Sie zu jedem Multiindex o« € N™ eine Testfunktion
Yo € 2(Q) mit 65 (pa) = 1 und 05 (ps) = 0 fir alle v € N™ \ {a}.
(2) Ist die Familie (9 )aenn in 2'(Q) linear unabhangig?

(3) Auf welchen offenen Mengen U C ) verschwindet 6;}?
Was ist die groBte? Was bleibt als Trager supp(d;)?

Wir untersuchen ebenso zu f € C(Q) C L]

loc

(©) die regulare Distribution
Ay : 2()) >R : gpn—>/ f(2) o(z) da.
Q

(4) Fir U C Q offen gilt A¢|y = 0 genau dann, wenn f|; = 0 gilt.
(5) Vereinigung dieser Mengen ist V. = Q ~\ supp(f).
(6) Als Tréger bleibt supp(Af) = supp(f).
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Lésung: (1) Nach Verschiebung dirfen wir p = 0 € Q annehmen.

Far z® := 2" - - - 22 finden wir 9%2* = a! := ! - - a,,!. Die Funktion
ga(@) = (=1)llz®/al erfiillt 5§ (go) = 1 und 8% (ga) = 0 fir alle v # a.
Sie ist glatt, g, € C°°(Q2), aber ihr Trager supp(g.) = R™ nicht kompakt.
Wir wahlen eine Hutfunktion ¢ € C°(Q) mit v = 1 auf B(0,¢) € Q.
Dann ist ¢, := g, - ¥ glatt mit kompaktem Trager supp ¢, = supp 9.
Auf B(0,¢) gilt o = ga, als0 35 (¢a) = 1 und &3 (pa) = 0 fir alle v # a.

(2) Ja, dank (1) ist die Familie (35 )aen» in 2'(12) linear unabhéngig!
Angenommen, in 2’ gébe es eine Linearkombination 3~ A,d; = 0 mit
Koeffizienten A\, € R, von denen nur endlich viele ungleich Null sind.
Wir haben zu zeigen, dass alle Koeffizienten )\, gleich Null sind.
Angewendet auf die Testfunktion ¢, erhalten wir sofort A, = 0.

(3) Gilt p € U so verschwindet d; nicht auf U, denn dank (1) existiert
eine Testfunktion ¢, € 2(U) mit 05 (pa) = 1 # 0. Gilt hingegen p ¢ U,
so gilt 65 () = 0 fur jede Testfunktion » € 2(U), denn p ¢ supp ¢.

Die gréBte offene Menge, auf der ;' verschwindet, ist also V' = Q \ {p}.
Als Trager von &, bleibt folglich nur noch supp(dy) = @\ V = {p}.

(4) Wir Gberlegen uns zunéchst A |y = Agp: Fir ¢ € % gilt namlich:

Aglo(e) = /Q f() pla) dz = /U F(2) o) dz = A (9)

Dank Satz D5J wissen wir: Ay = Agy = 0 bedeutet f|y = 0.

Wir wiederholen dieses einfache aber zentrale Argument. Wir beweisen die Kontraposition:
Angenommen, es gilte f|u # 0, das heifit f(a) # 0 fiir ein @ € U. Wir diirfen f(a) = 2b > 0
annehmen. (Im entgegengesetzten Fall f(a) < 0 betrachten wir — f statt f.) Da U C R" offen
und f:Q — R stetig ist, existiert um a ein Ball B(a,2¢) C U mite > 0, sodass f(x) > b fiir
alle z € B(z, 2¢) gilt. Dank B4E existiert eine Hutfunktion ¢ : R” — R>( mit dem Tréiger
supp(p) = B(a, ). Wir erhalten ¢ € 2(U) mit Af(¢) # 0: Dank Monotonie und Linearitit
des Integrals gilt [, fo = ffﬁ(u,e) fo> fB(a’E) bp = be(a’E) ¢ > 0. Das zeigt Ag|u # 0.

In Worten: Die Distribution Ay verschwindet auf der offenen Menge

U C Q genau dann, wenn die Funktion f € C(Q) auf U verschwindet.
Die anschlieBenden Aussagen (5) und (6) sind dann klar aufgrund der
Definition des Tragers der Funktion f als Abschluss

supp(f) =={z € Q| f(x) #0}.

© Damit kénnen wir den Trager in den folgenden Beispielen ablesen.

D561
Erganzung

Distribution oder nicht?

D562
Erganzung

Distribution oder nicht?

Aufgabe: Welche der folgenden Zuordnungen A, B,C,...: 2(R) -+ R
ist eine Distribution? Was ist ihr Trager? Ist sie regulér oder singulér?
Falls maglich, stellen Sie sie durch eine Funktion f € Ll (R) dar.

loc

Ao k), Bip Y o(0)F, Cipm= Y o(k),
k=1 k=1 k=1

D:iprm Yy k), Eipr Y o®0),  Fipm Y o®(k),
keZ keN keN
b 00
G:p— | p(z)de, H:pw— / e“p(x)de, I:p+— / p(x)dz,
a 0 R
b 00
Jipw | Y(x)dr, K:pw— | ¢ (z)dr, L:pr / @' (v)dx
a 0 R

A ="}, & ist eine singulare Distribution, getragen auf {1,2,...,n}.
Biist fur n > 2 nicht linear in ¢, also keine Distribution.
C = nist fir n > 1 nicht linear, also keine Distribution.

D =} ,.cz 0 ist eine singulére Distribution, getragen auf der Menge Z.
Jede Testfunktion ¢ hat kompakten Trager, also ist die Summe endlich.

FE ist nicht einmal wohldefiniert, da die Reihe divergieren kann.
Beispiel: Sei ¢): R — R eine Testfunktion mit ¢(z) =1 fir z € [-1,1].
Fir o(z) = e® () gilt o) (z) = e fiiralle z € [-1,1] und k € N.

F=% 6};’ ist eine singulare Distribution, getragen auf der Menge N.
Jede Testfunktion ¢ hat kompakten Trager, also ist die Summe endlich.
G=Apmit f =T € L'(R) ist eine regulére Distribution,

getragen auf dem kompakten Intervall [a, b].

H = A mit f(z) = I oof(2) e ist eine regulare Distribution, f € L .(R),
getragen auf [0, oo|. Fir jede Testfunktion ¢ ist das Integral endlich.

I=Apmit f=1€ Ll (R) ist eine regulare Distribution, getragen auf R.
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J = &, — 0, ist eine singuldre Distribution, getragen auf {a, b}.

Fur K nutzen wir partielle Integration. Fir supp ¢ C [—r, 7] gilt:
/ e” ' (z)dx = / e” ¢/ (z)dr = [ez gp(l')y - / e’ p(x)dr
0 0 0 0
=)= [ e pla) e
K = —do — Ay mit f(z) = Ipg () ” ist eine singuldre Distribution,
getragen auf [0, oo[. Sie hat einen singularen und einen reguléren Teil.
L = 0 ist die triviale Distribution, denn fiir supp ¢ C [—r, 7] gilt:

[ v@ar= [ $aae = [pw)]’

—00 - -r

=0

Fir Exponenten a > —1 ist 2 lokal integrierbar [B208]; also ist M = Ay
mit f(z) = o oo[(z) * eine regulére Distribution, getragen auf [0, oo[.
Fir a < —1 hingegen ist M nicht einmal wohldefiniert, denn es gilt
Jo 24dz =00 und ebenso [ z%¢(z) dz = too flir (0) # 0.

Fira =0 gilt N = —d¢. Fir a > 0 und supp ¢ C [—r, 7] gilt:
/ 2%y (2)dx = / 2%y (z)dx = {1“ cp(w)]r — / az®! p(x)dz
0 0 0 Jo
= 7(1/ 2% p(x) da
0

Far jeden Exponenten a > 0 ist demnach N = —aA; mit

f(x) =Tjp of(z) 2*~! eine regulare Distribution, getragen auf [0, co].
Fir —1 < a < 0ist N eine wohldefinierte Distribution, aber singular.
Fir a < —1ist N nicht wohldefiniert, genauso wie oben fur M erklart.

O = 24, ist eine singulare Distribution getragen auf {0}.
Fir supp p C [—r,r] zerlegen wir [, |z|¢" () dz in zwei Integrale:

r

, =0

[ oe@an = +oe@]) - [ ¢ dn = o]
/U (—2) " (z)dz = — [rl: 99’(1;)}(; + /0 ¢ (z)dx = {@(w)]o = ¢(0)

—r —r —r
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Satz D5N: Distributionsableitung
Sei A: 2(2) — R eine Distribution und a € N™ ein Multiindex.
(1) Wir erhalten erneut eine Distribution durch die Ableitung

8N := Ao (-9)" 1) A(8%).

(2) Hat f:Q — R die stetige Ableitung 0 f, so gilt 9*Ay = Agaj.
Distributions- und klassische Ableitung stimmen hier also iberein.
(3) Konvergenz A, — A in 2'(Q) fir n — oo impliziert 9*A,, — 0“A.
Das bedeutet: Auf Distributionen ist die Ableitung A — 0“A stetig!

92(Q) >R (—

Aufgabe: Rechnen Sie alle Aussagen des Satzes sorgfaltig nach!
Lésung: (1) Die Ableitung 0“: 2(Q2) — 2(Q) ist linear und stetig (D5H),
ebenso A: 2(Q?) — R, also auch ihre Komposition 9*A = A o (—0)“.
(2) Umwélzen wie in D5p mit partieller Integration ergibt wie erwartet
(0%Af) (@) = Jo (@) (=0)%p(2) do = [o(0°f)(2) p(x) dw = Age s ().

(3) Wir haben A, (p) — A(yp) fur jede Testfunktion ¢ € 2(Q2) nach D5,
insbesondere [9°A,](¢) = Ap[(—0)%¢p] — A[(=0)%¢] = [6°Av] (¢).

Aufgabe: Skizzieren Sie die reellen Funktionen f,,, g, hy, : R — R mit
fn(x) = sin(nz)/n und g, (x) = cos(nz) und hy,(z) = —sin(nz) - n

(1) Gilt gleichmaBige Konvergenz f,, — 0? und g, — 0? und h,, — 0?
(2) Konvergieren die zugehdrigen Distributionen in 2’(R) gegen Null?
Lésung: (1) Fur die Supremumsnorm finden wir | f,|r = 1/n \, 0, also
fn — 0 gleichmaBig. Hingegen gilt |g,|g =1 A 0und |hy|g =n 7 o0.

(2) In Z'(R) gilt Ay, — 0: Jede Testfunktion ¢ € Z(R) hat kompakten
Trager K := supp(p) € R und erfillt somit |¢|x < co. Demnach gilt:

|Af” ‘_ ‘/ fn L dL /|fn

<voly(K) - | fn]k - |SD|K = voly (K)

()| de

-7»|¢|K -0
n

Dank Satz D5N folgt Ag, = Ay = A} —0und Ay, = Apr = A} — 0.
© Die Funktionen h,, oszillieren immer schneller und starker, doch der
Mittelwert [; 2n(2) o(x) dz schluckt Oszillationen und geht gegen Null.
© Sie kdnnen es direkt nachrechnen: zweimal partiell integrieren!
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/\ Das Produkt von zwei Distributionen ergibt keine Distribution:

Die Zuordnung A1 - Az : ¢ — A1(p) - A2(¢p) ist nicht linear in ¢.
Immerhin gelingt das Produkt von Distribution und glatter Funktion:
Satz D50: Produkt von Distribution und glatter Funktion

Sei A: 2(22) — R eine Distribution und g € C*°(Q2) eine glatte Funktion.
(1) Wir erhalten erneut eine Distribution durch ihr Produkt

Ag:2Q)=R:p—=Ag-p)

(2) Konsistenz: Fir jede regulare Distribution gilt (Ay) - g = As.q)-
(3) Das so definierte Produkt - : 2'(Q) x C*°(Q2) — 2'(Q) ist bilinear,
esqitA-1=Aund (A-g)-h=A-(g-h)sowie die Leibniz—Regel

0i(A-g) = (OiN) - g+ A-(dig).

© Wie 2(Q) ist auch 2/'(Q) ein Vektorraum Uber dem Grundkérper R.
© Wie 2(2) wird nun auch 2/(2) ein Modul {iber der Algebra C>=(Q).

Aufgabe: Rechnen Sie alle Aussagen des Satzes sorgfaltig nach!
Lésung: (1) Flr g € C*°(Q) und ¢ € C(Q) qilt g - ¢ € C°(Q).
Hierauf kénnen wir A € 2'(Q) auswerten, somit ist A - g wohldefiniert.
Die Zuordnung ¢ — A(g - ) ist linear und stetig also eine Distribution.

(2) Esgilt (As - 9)(9) = Aslg- @) = Jo F( p(x)dz = Azg(p).

(3) Die behaupteten Rechenregeln werden offensmhthch, sobald man sie
ausschreibt; wir rechnen hier exemplarisch nur die Leibniz—Regel nach.
Firg e C*(Q) und ¢ € C°(Q) gilt g - ¢ € C°(Q), wie gesehen, und
die dbliche Leibniz—Regel 8;(g - ¢) = (9ig) - ¢ + g - (9ip). Daraus folgt:

[0i(A - 9)] () = [Ag](=0ip)
= Alg- (—0)¢] =A[(dig) - ¢ — ilg - 9)]
=A[(8ig) - @] —A[Oi(g-9)]  =A[(Dig) - ] + (DM (g - )

= [A-(9:9)](9) + [(9:0) - 9] () = [N+ (Dig) + (BiA) - g
Da dies fiir jede Testfunktion ¢ € C2°(Q2) gilt, schlieBen wir

(A~ g)=A-(ig) + (9ih) - g.

1(#)
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uw(z) = T o) f(z) i x - u(z)
= [y u(t)dt
| |

siga(z) o(@) = Io

T .
= [y sign(t

Eine schlagartige Impulstbertragung oder das instantane Anschalten
eines Stromes beschreiben wir durch die Heaviside—Sprungfunktion

0 firz <o,

=1 TR—=R:z—~
4= ol ’ {1 fiir = > 0.

/\ In jedem Punkt  # 0 ist u differenzierbar, und dort gilt «'(z) = 0.
Dennoch ist u nicht differenzierbar: Die Ableitung im Punkt 2 = 0 ist
rechtsseitig Null und linksseitig ,unendlich®, also «’(0) nicht definiert.

Aufgabe: Es gilt v’ = ¢ im Distributionensinne (aber OA,, # Agy).
Lésung: Wir berechnen die Wirkung der Ableitung 9A,, := —A,, o 0 auf
Testfunktionen ¢ € 2(R), also ¢ : R — R glatt mit kompaktem Trager.
Sei supp ¢ C [—r,7], also p(x) = 0 fUr |z| > r. Dank HDI finden wir:

T

(M) = — /R u(z) Bp(z) dz = — / @) = (0) = 40)

© Somit sind A, = 6 : 2(R) — R dieselbe Distribution (D5).

= ¢(0)
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Aufgabe: (0) Skizzieren Sie die Funktion f:R — R:z — x - u(x).

(1) In welchen Punkten ist f stetig? (links/rechtsseitig) differenzierbar?
(2) Berechnen Sie ' = w und f” = §, im Distributionensinne.
Losung: (1) Die Funktion f ist stetig, das heiB3t in jedem Punkt z € R.
In jedem Punkt = # 0 ist f differenzierbar, und dort gilt f'(z) = u(x).
Die Ableitung von f im Punkt z = 0 ist rechtsseitig f’(0+) = 1 und
linksseitig f/(0—) = 0, also ist hier die Ableitung f/(0) nicht definiert.
(2) Wir berechnen die Wirkung der Ableitung Ay := —A o 0 auf
Testfunktionen ¢ € 2(R), also ¢ : R — R glatt mit kompaktem Trager.
Sei also ¢(x) = 0 fir |z| > r. Dank partieller Integration finden wir:

/f ) O (z) da :—/::01:

_ [;v Lp(x)] ;:0 + /17:0 p(x)de = /Ru(x) o(x)dz

© Somit sind 9A; = A, : 2(R) — R dieselbe Distribution (D51).
Physikalische Anschauung: ruckartige Beschleunigung / StoB.
Geometrische Anschauung: Krimmung konzentriert in einer Ecke.

(0Ag) (e ¢ (z)dx

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie die Betragsfunktion g: R — R:z > |z].
(1) In welchen Punkten ist g stetig? (links/rechtsseitig) differenzierbar?
(2) Berechnen Sie ¢’ = sign und ¢” = 2§, im Distributionensinne.
Losung: (1) Die Funktion g ist stetig, das heif3t in jedem Punkt = € R.
In jedem Punkt z # 0 ist g differenzierbar, und dort gilt ¢’ (z) = sign(z).
Die Ableitung von g im Punkt = = 0 ist rechtsseitig ¢'(0+) = +1 und
linksseitig ¢’'(0—) = —1, also ist hier die Ableitung ¢’(0) nicht definiert.
(2) Wir berechnen die Wirkung der Ableitung A, := —A,4 0 0 auf
Testfunktionen ¢ € 2(R), also ¢ : R — R glatt mit kompaktem Trager.
Sei also ¢(xz) = 0 fir |z| > r. Dank partieller Integration finden wir:

@8)0) =~ [ lelf)de = [ 0
~[ee@]” - [ " '

i (z)dx — {.’L’ ga(a")}; + /0 p(z)de = /Rsign(x) p(z)d

© Somit sind 0Ny = Agign : Z(R) — R dieselbe Distribution (D51).
Im Distributionensinne gilt sign = 2u — 1 und somit sign’ = 26.

x @' (x) drzf/ x ¢ (x) de
0
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Lemma D5pP: Umwalzen der Ableitung

Sei 2 C R" offen und f:Q — R differenzierbar mit stetiger Ableitung
g = 0;f. Fur jede Testfunktion ¢ € 2(R,R) = C°(22,R) gilt dann:

/ 8if(x) plz) dz = — / £(z) Bip() da
Q Q

Beweis: Wir nutzen Fubini C1E und partielle Integration B1J:

/g( )@ = / o f(z) p(z)da
/ / O/ (x) () day (s
o/ l/f )hp(e) day Az, )

w / f(@) drp(e - /Q f() dip(a) da

Die rechte Seite betrifft nur £, nicht f/, und gilt fir alle Testfunktionen .
Wir erheben die Gleichung nun zur Definition der schwachen Ableitung.

) In)

Definition D5Q: schwache Ableitung

Seien f,g € Lloc( ,R). Wir nennen g eine schwache Ableitung von f
nach z;, wenn fur jede Testfunktion ¢ € 2(Q, R) obige Gleichung gilt:

/‘ (@) p(@)de = — [ f(z) ip(z) dz
Q Q

Das bedeutet f,g € Li .(Q,R) und 9;Af = A, im Distributionensinne.
In diesem Falle schreiben wir kurz g = 9; f im schwachen Sinne und
nennen die Funktion f schwach ableitbar (differenzierbar) nach z;.

Aufgabe: Es gelten einige grundsétzliche Regeln der Vorsicht:

(1) Nennen Sie Funktionen f € LIOC(R,R) aus lhrem Beispielfundus,
die keine schwache Ableitung g € L| (R, R) erlauben.

(2) Falls eine schwache Ableitung g existiert, ist g(x) dann eindeutig
bestimmt in jedem Punkt x € Q? zumindest in fast allen Punkten = € Q?
Warum hat es daher keinen Sinn, vom Funktionswert g(z) zu sprechen?
© Die schwache Ableitung hat keinen Wert. .. und ist dennoch niitzlich!
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Lésung: (1) Die Antwort ist leicht, da wir genligend Beispiele kennen:
Die Heaviside—Funktion u = Iy . ist lokal integrierbar, u € Ll (R,R).
Ihre Distributionsableitung dA, = d ist das Dirac—Funktional. [D570]
Die Distribution 4 ist jedoch nicht regular, wie wir bereits wissen:
Keine Funktion g € L] (R,R) erfillt A, = ¢!

Auch die Signumfunktion f = sign:R — R ist lokal integrierbar,
besitzt aber wegen 9A; = 24, keine schwache Ableitung.

(2) Falls eine schwache Ableitung ¢ existiert, so ist g nicht eindeutig,
denn wir kénnen g(x) in einem beliebigen Punkt = € 2 &ndern.
Genauer: Wir diirfen die Funktion g € L{ (€2, R) auf jeder Nullmenge
N C Q, vol,(N) = 0, beliebig andern. Gilt § = g auf Q \. N, so folgt
ge LlOC(Q, R), und mit g ist auch g eine schwache Ableitung von f.
Immerhin ist das auch schon das Schlimmste, was passieren kann:
Sind g, g € L}, .(2,R) schwache Ableitungen zu f, so gilt g(z) = g(z)
fur fast alle = € Q, dank 9;Ay = Ay = A; und Vergleichssatz D5K.
Einzelne Funktionswerte g(z) haben leider keine Bedeutung! D556

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die reellen Funktionen fi, fo: R — R mit
f1(@) = 2L oof(z) und fo(z) = |z|. Ist f; differenzierbar? Genauer: In
welchen Punkten ist die Funktion f; differenzierbar, in welchen nicht?
(2) Sei U; C R die Menge der Differenzierbarkeitsstellen von f;.
Bestimmen Sie hierauf die Ableitung f/: U; — R. Ist sie stetig?

(3) Geben Sie schwache Ableitungen g1, g2 : R — R an, falls moglich,
oder erklaren Sie, warum es keine schwache Ableitung geben kann.
(4) Sind die schwachen Ableitungen eindeutig? Geben Sie Varianten an!

Lésung: (1) Die Skizzen sehen Sie auf Seite D569. Beide Funktionen
f1, f2 sind in 0 nicht differenzierbar, tberall sonst hingegen schon.

(2) Auf Uy = Uz = R~ {0} sind f] = Ijg oo und f; = sign stetig!

(8) Wir setzen g;(z) = f!(z) flr 2 # 0 willkiirlich fort durch g;(0) = 42.
Dann ist g; eine schwache Ableitung von f;, siehe Seite D571 / D572.
(4) Der Wert g;(0) ist willklrlich. Wir kénnen g; auch in jedem anderen
Punkt &ndern. Soll die schwache Ableitung g; zudem stetig sein auf
U; = R\ {0}, dann gibt es auf U; nur die angegebene L&sung (D5J).
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Jede regulére Distribution A: 2(€2) — R wird durch eine lokal
integrierbare Funktion f dargestellt, also A: ¢ — [, f(z) o(x) d.
Wir wissen also recht konkret, wie eine solche Distribution aussieht.

Wir wollen auch singulére Distributionen &hnlich konkret darstellen.
Obige Liste zeigt konkrete Beispiele. Gibt es eine allgemeine Formel?

Genau dies leisten schrittweise die folgenden drei Darstellungssétze.
Die Konstruktionen sind langlich und werden hier nicht ausgefuhrt.
Satz D5R: Darstellung punktuell getragener Distributionen

Zu a € N" sei ¢, € R gegeben. Die Zuordnung A: 2(Q) — R mit

la|<N
Ap— Z ca0%p(p)
aeNn
ist eine Distribution mit Tréager supp A = {p}. Umgekehrt gilt:

Jede Distribution A € 2/(2) mit Trager supp A = {p} hat die obige Form
mit eindeutigen Konstanten ¢, € R und einem geeigneten Grad N € N.

Satz D5s: Darstellung kompakt getragener Distributionen
Zu o € N" sei f, € C.(Q2) gegeben. Die Zuordnung A : 2(2) — R mit

|a|l<N

AapHZ/fu ) 0%

a€eNn
ist eine Distribution mit kompakten Trager supp A € Q. Umgekehrt gilt:

Jede Distribution A € 2/(92) mit kompaktem Trager hat die obige Form
mit geeigneten Funktionen f, € C.(Q2) und endlichem Grad N € N.

© Fur jede kompakt getragene Distribution A € 2/(Q) gilt also
la|<N

A= > (-
aeN?

Aufgabe: Vergleichen Sie Satz D5s mit bisherigen Darstellungen:
(1) Stellen Sie die Distribution dp : Z(R) — R: ¢ + (0) wie in D5s dar.
(2) Stellen Sie regulare Distributionen Ay mit f € LL (R) ebenso dar!

0)%fa mit fo € Ce(Q).
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Lésung: (1) Aus vorigen Aufgaben wissen wir [, |z] " (2) dz = 2¢(0).
Die Funktion f(x) = |z| ist stetig, aber ihr Trager ist nicht kompakt.
Wir wéhlen eine Hutfunktion ¢ € 2(R) mit ¢(x) = 1 flr x € [—¢,¢] und
Y(x) = 0 fur |z| > 2, also supp ) C [—2¢, 2¢]. Damit erreichen wir:

(0) = (- 9)(0) = / L) (6 - 9)(x) dz

= / el 9" () o(@) + |2 ¥/(2) ¢ (@) + §lz| 9 () ¢"(x) du
RL— 1 L ] 1 1
=: fo(z) =: fi(z) =: fa(z)
Somit gilt 6o = Ay, + OAf, + 0%*Ay,, oder kurz 5 = fo + f1 + 02 fa.
Notgedrungen ragen die Funktionen f,, etwas Uber supp ¢ = {0} hinaus,
und ihre Konstruktion ist nicht eindeutig im Gegensatz zu Satz D5R.

(2) Die Integralfunktion F(z) = [ f(t) dt ist absolut stetig (B2E), und
fast Gberall gilt F' = f. Dank partleller Integration (B2G) gilt auch hier:

M) = [ F@)pla)da = [ Pla)¢/(@)dr = @0Ar)(0)

Hat A ; kompakten Tré&ger, so kénnen wir F' wie in (1) abschneiden.

Satz D5T: Darstellung beliebiger Distributionen

Zu o € N" sei f, € C(Q2) gegeben, und die Familie sei lokal endlich:
Jedes Kompaktum K & 2 schneidet supp f, nur fir endlich viele a.

Dann ist die Zuordnung A : 2(Q) — R mit

A@HZ/fa ) 9%

aeNn
eine Distribution. Die Reihe konvergiert, denn jede Testfunktion ¢ hat
kompakten Tréger, und somit ist die Summe in jedem Einzelfall endlich.

Umgekehrt gilt: Jede Distribution A € 2'(2) hat die obige Form mit einer
geeigneten, lokal endlichen Familie stetiger Funktionen f, € C().

© In diesem Sinne entstehen alle Distributionen bereits aus stetigen
Funktionen und ihren (Distributions—)AbIeitungen. Kurz und knapp:

A= Z fo mit f, € C(Q) lokal endlich

© Distribution wirken so nicht mehr abstrakt, sondern ganz konkret.




D581
Ergénzung

Distributionen: Riickblick und Ausblick

D582
Ergéinzung

Distributionen: Rickblick und Ausblick

, H(t,x) = e /4t )\ [t
| — Maximum H (¢,0) ~ const/v/t

Die Gleichung dyu =  92u hat als Fundamentallgsung
H(t,z) = exp(—2?/4kt)//4mkt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauBische Glockenkurve
um den Mittelwert ;o = 0 mit der Varianz o = 2xt.
Fiir ¢ N\, 0 konzentriert sich die Warme im Punkt 2 = 0.
Im Grenzwert erhalten wir die §—Distribution!

45 xT

Die Entwicklung der Mathematik steht in enger Wechselwirkung mit der
ihrer Anwendungsgebiete. Ein Paradebeispiel ist die Entstehung der
Differential- und Integralrechnung: Sie ist Teil der wissenschaftlichen
Revolution des 17. Jahrhunderts und beantwortete dringende Fragen
aus Astronomie, Mechanik und Optik (Galilei, Kepler, Newton, Leibniz).

Umgekehrt hat die Analysis in den Ingenieur- und Naturwissenschaften
neue Wege erdéffnet und viele Anwendungen tberhaupt erst erméglicht:
Ihre Methoden préagen bis heute das wissenschaftliche Denken wie kein
anderes mathematisches Gebiet. Seit dem 18. Jahrhundert bis heute
werden Naturgesetze meist als Differentialgleichungen beschrieben,
auch in lhrem Studium und spéter in lhrem Beruf als Ingenieur:in.

(Wir fihren Differentialgleichungen in den Kapiteln M bis S aus.)

Seit jeher entwickelt die Analysis dabei eine erstaunliche Dynamik:
Neue (physikalische) Probleme treten auf, neue (mathematische)
Methoden werden entwickelt. Hierzu z&hlen insbesondere auch die
Distributionen: Die mathematische Theorie beantwortet praktische
Bediirfnisse aus der Physik und den Ingenieurwissenschaften.
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Distributionen begegnen Ingenieur:innen meist dort, wo die klassischen
Methoden an ihre Grenzen stoBen. Wenn eine bewéhrte Technik dort

nicht mehr anwendbar ist, dann sollten wir sie ehrlicherweise auch nicht
naiv einsetzen, sondern durch eine besser passende Technik erganzen.

Dieses Problem ist bei partiellen Differentialgleichungen unvermeidlich.
Von den vielen Anwendungen méchte ich die Warmeleitungsgleichung
und ihre Fundamentallésung hervorheben und exemplarisch diskutieren.

Fourier beschaftigte sich Anfang des 19. Jahrhunderts mit Fragen der
Warmeleitung und beschrieb dies als Differentialgleichung 0,u = k Au.
(Wir entwickeln hierzu in den Kapitel E bis H die nétigen Integralsatze.)
Zur Berechnung konkreter Anwendungsbeispiele entwickelte Fourier
seine Theorie der Fourier—Reihen, mit Giberwaltigendem Erfolg!

Sie werden bis heute als Allzweckwerkzeug Uberall genutzt.

Allein schon die Grundlegung dieser Theorie war fir die Analysis des
19. Jahrhunderts eine enorme Herausforderung und fiihrte zur Klarung
wichtiger Fragen: Was sind Mengen und Funktionen? Wie integriert man
sie? Was bedeutet Konvergenz? (Wir fiihren dies in Kapitel | bis L aus.)

Physiker:innen und Ingenieur:innen nutzen Distributionen seit ca. 1900,
um ganz naiv-konkret-anschauliche Phdnomene zu formulieren, etwa
eine ,punktférmige Masse” oder eine ,schlagartige Impulsibertragung“.
Das scheint anschaulich klar, doch wie Sie wissen, geniigt das nicht:
Sie sollen nicht nur fiihlen, sondern zudem auch rechnen kénnen!

Der Warmeleitungskern H (¢, z) hat in (0,0) eine Polstelle. Anschaulich
konzentriert sich zur Zeit ¢t = 0 die gesamte Warme im Punkt z = 0.
Hier herrscht ,unendliche Warmedichte“. Wie sollen wir damit rechnen?
Far ¢ N\, 0 nahert sich die Warmeverteilung der Dirac—Funktion (D553).
Diese beschreibt die physikalische Situation leider iberhaupt nicht, ihre
naive Verwendung stiftet Verwirrung und provoziert Fehlentscheidungen.

Der Distributionenkalkil ist maBgeschneidert fiir solche Extremfalle.
Dank der soliden Vorbereitung in diesem Kapitel kdnnen wir nun zum
Abschluss den Warmeleitungskern vollstandig erkléren und einfach
nachrechnen! Ahnliche Anwendungen werden uns in den folgenden
Kapiteln &fters begegnen. Fir eine vertiefte Behandlung von partiellen
Differentialgleichungen sind Distributionen ein zentrales Werkzeug.
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Satz D5U: Wéarmeleitungskern
(0) Sei k > 0 und n € N. Den Warmeleitungskern definieren wir durch

1 o < |3:|2>
—F— €X]
(Varrr P\t
flr ¢ > 0und H(t,z) = 0 flr ¢ < 0. AuBerhalb der Polstelle (0, 0)
ist H glatt (C°), fur ¢ < 0 konstant und fir ¢ > 0 analytisch (C¥).

(1) Im Distributionensinne ist H eine Fundamentallésung geman

H:RxR"—>R: H(t,z) =

(0r = KA)H = §(0,0)- ‘

(2) Ist fir ¢t = 0 die Warmeverteilung u : R™ — R vorgegeben, uy € Cy,
so erhalten wir die Lésung durch Superposition (Faltung, siehe D5E)

u: RogXR" >R :u(t,z) = H(t,z —€)

£eRn

up(§) d§.

Sie erflillt Oyu = k Au fUr t > 0 sowie limy\ o u(t, x) = ug(x).

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie H; wiederholen Sie bisherige Ergebnisse.
(1) In welchen Punkten (¢,z) € R x R™ ist H stetig? glatt? analytisch?
(2) Sei L = 9; — rA. In welchen Punkten (¢, z) gilt L H(t,z) = 0?

(3) Ist H auf R x R™ absolut integrierbar? wenigstens lokal integrierbar?
(4) Wann drfen wir den Operator L zu L* = —0; — kA umwalzen:

/[LH(t )] ot z)d(t, z) = /Ht:v [L*(t, 2)] d(t,2)?
Ag?

(5) Wo verschwindet demnach die Distribution (0; — kA
(6) Berechnen Sie schlieBlich ¢ — [ H(t,z) [L*o(t, x)] d(t, z).

Lésung: (0) Seite D513: Fir festes ¢ > 0 ist x — H(t,z) die GauBsche
Glockenkurve mit Mittelwert 1. = 0 und Streuung o = v/2xt. Fiir t  co
flieBt sie auseinander, fir ¢ N\, 0 konzentriert sie sich um den Nullpunkt.
(1) Firt < 0und ¢t > 0 ist H analytisch (C%), also lokal als konvergente
Potenzreihe darstellbar, da Komposition analytischer Funktionen.

Auf U =R x R" \ {(0,0)} ist H beliebig oft differenzierbar (C*°);

dies beweist man genauso wie fiir die Funktion f(t) = e~/

Im Punkt (0,0) liegt eine Polstelle vor wegen H (t,0) = (4mxt) /2.
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(2) AuBerhalb der Polstelle, also auf ganz U = R x R™ . {(0,0)},
gilt (9, — kA)H = 0, wie wir bereits nachgerechnet haben (D5D).
(3) Es gilt H > 0, wir kdnnen also den Absolutbetrag weglassen.
Fir jedes ¢ > 0 gilt [, H(t,x)dxz = 1: GauBsches Integral (C2G).
Sei —oco < a < 0 < b. Wir nutzen den Satz von Fubini (C1E):

b b
/ H(t,z)d(t,x):/ H(t,;r)d;rdt:/ 1dt=1b
Jla,b[xR™ Jt=a JzeR" Jt=0

Somit ist H Uberall auf R x R™ lokal integrierbar, aber nicht global.
(4) Sei p € 2(R x R") eine Testfunktion: glatt mit kompaktem Trager.
Auf U ist H glatt, dort kdnnen wir die Ableitung umwalzen (D5N):

Die Formel gilt demnach falls supp ¢ € U, also (0,0) ¢ supp ¢.

/\ Sonst gilt sie nicht. Links steht 0, rechts erwarten wir (0, 0)!

(5) Auf U finden wir die Ableitung LAy = Ay = Ap = 0.

/\ Die Ableitung h = L H ist nur auf U = R x R™ . {(0,0)} definiert;
dort ist sie gleich Null. Das ist vergleichbar mit der Dirac—Funktion!
Egal, wie wir 2(0,0) setzen, immer gilt [, p. 2(t, 2) p(t, z) d(t, ) = 0,
also Ay = A, = 0. Wir sehen jedoch gleich Ay # LAy = ¢ )-

(6) Sei ¢ € Z(R x R™). Fir den Trager gelte supp(yp) C [T, 7] x R™.
Wir integrieren Uber V' = [, T] x R™ fur 7 > 0 und untersuchen 7\ 0:

T
/ - IGR{:I (t,2) [kAp(t, 2)] dodt = /;_T /zeRn (RAH(t,2)] olt,2) dodt
- / / [0 H (t,2)] o(t, ) dz dt
t=7 Jz€R"

/ H(t,z) [L*o(t,2) / / O [H(t, z)p(t,z)] dtda
[7, T]xR" zER™
T / T roa
= 7,2) (1, ) dz = (7, 2)dx
Jzern A Jazern (VAmkT)™ 4

/ —l¢l2/2 eV olél2/2 0.0
= ——— (1, éV2T)da %/ ———¢(0,0)dz =
Jeern (V2m)" Jeern (V2m)"

(a) Zu festem ¢ diirfen wir A = 02, + -+ + 92, umwilzen. (b) Auf V' gilt kAH = 9, H.
(c) Wir nutzen erneut den Satz von Fubini. Fiir L* = —9; — kA wiilzen wir —xA um und
nutzen 9 [H ¢| = [0:H] ¢ + H [0¢] und HDI (d). (f) Wir substituieren £ = z/v/2x7 und
nutzen den Transformationssatz. (g) Wir nutzen majorisierte Konvergenz. Alles wird gut!

»(0,0)
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Kapitel E

Integralsatze in der Ebene

Wahrlich es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen,
nicht das Besitzen, sondern das Erwerben,
nicht das Da-Seyn, sondern das Hinkommen,
was den griossten Genuss gewdhrt.

Carl Friedrich GauB} (1777-1855)

Vollversion . michael-eisermann.de/lehre/HM3 . 26.02.2025
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E003
Uberblick

Motivation und Zielsetzung

E004
Uberblick

Vorgehensweise

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Far jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

HDI:

B
/: f(@)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit: Das Integral (iber das
Intervall [a, b] l&sst sich entlang des Randes 9[a, b] = {a, b} bestimmen!

Der HDI vereinfacht enorm die Berechnung bestimmter Integrale,
oft ermdglicht er sogar explizite Integrale in geschlossener Form.
Der HDI (B11) ist daher zentral fir die eindimensionale Integration;
zusammen mit Fubini (C1E) und Transformationssatz (C28) liefert er
die Grundtechniken zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale.

Der HDI I&sst sich verallgemeinern von Dimension 1 auf 2 und 3 usw.
Die so entstehenden Integralsatze von Green, Gaul3 und Stokes
ermdglichen die Umformung und Berechnung von Integralen.

Wir beginnen dieses Kapitel E mit Kurvenintegralen, als Wiederholung
und Vertiefung dieser wichtigen Integrationstechnik aus der HM2.

Wir erklaren insbesondere die Unabhéngigkeit von Parametrisierungen,
sodass wir von Wegintegralen zu Kurvenintegralen tibergehen kénnen.
AnschlieBend werden wir in diesem Kapitel die Integralsatze von Green
und GauB fiir ebene Vektorfelder f:R? — R? kennen und nutzen lernen.

Das Prinzip ist genial einfach, doch wie immer erfordert es Ubung.

Im folgenden Kapitel F werden wir dies auf komplexe Funktionen
f:C — C anwenden. Ziel ist dabei der Residuensatz von Cauchy.

Im anschlieBenden dritten Kapitel G diskutieren wir die Integralsatze
von GaufB und Stokes fiir raumliche Vektorfelder f:R3 — R3.

Das abschlieBende vierte Kapitel H der Reihe diskutiert physikalische
Anwendungen: die Kontinuitatsgleichung in der Strémungslehre,
Fouriers Warmeleitungsgleichung, Newtons Gravitationsgesetz

und Maxwells Gleichungen der Elektrodynamik.

E005
Erinnerung

Was sind Kurven und Flachen im R™?

E006
Erinnerung

Skalarprodukt, Norm, Abstand im R™

Der Zahlengerade R! = R betrachten wir als (reell) eindimensional,
die euklidische Ebene R? = R x R betrachten wir als zweidimensional,
den euklidischen Raum R™ = R x - - - x R entsprechend n—dimensional.

Der fundamentale Begriff der Dimension entspringt hier der linearen
Algebra, genauer gesagt der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren:
Im R™ ist ey, e9, . .., e, die Standardbasis, und jede Basis hat Lange n.
Dies setzen wir in Geometrie, Differential- und Integralrechnung fort:

Eine Kurve ist eine ,eindimensionale” Teilmenge I' C R™,

eine Flache ist eine ,zweidimensionale“ Teilmenge S C R™, usw.
Anschaulich mag das klar scheinen, aber wir wollen explizit rechnen!
Wie das genau funktioniert, werden wir im Folgenden ausfiihren.

Unser Ziel ist insbesondere, Uber Kurven und Flédchen zu integrieren.
Die hierzu benétigten Grundlagen behandeln wir zunachst flir Kurven.
Die hier geltenden Integralsatze sind Gegenstand dieses Kapitels E.
In Kapitel G wenden wir uns dann Flachenintegralen im Raum zu.

(1] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §4-5.

Das euklidische Skalarprodukt von zwei Vektoren u, v € R ist
UV = ULV + *+* + UpUp.

Ubliche Schreibweisen: u-v =u-v=uTv = (u|v) = (u,v) = ...

Fir jeden Vektor u € R™ gilt somit (u | u) = u3 + - +u2 > 0.

Die euklidische Norm des Vektors u € R" ist definiert durch

ful = V{uTw) = \Jui -+

Ubliche Schreibweisen: |u| = |uls = ||lul| = [ulls = ...
Der euklidische Abstand zwischen zwei Punkten u, v € R ist

=] = /(= w02 4+ ().
Beispiel: Der Weg 7 : [a, b] — R™: ¢ — u + tv hat die Geschwindigkeit
¥/(t) = v und die Lange [ |7/(t)| dt = (b—a) - |o| = |y(b) = ¥(a)].
Alternative Schreibweisen fiir Vektoren v € R™ und ihre Lénge |u| € R:
Vektorpfeil @ und u = || oder Unterstrich w und u = |u|, oder Fettdruck.

E007
Erinnerung

Skalarprodukt und Kreuzprodukt in der Ebene

E008
Erinnerung

Skalarprodukt und Kreuzprodukt in der Ebene

Die Geometrie der Ebene ist verhaltnismaBig einfach und tbersichtlich.
Fir u,v € R? sind Skalarprodukt und Kreuzprodukt gegeben durch

uev = ugvr +ugvy = |ul - |v| - cos<t(u,v),
uXv = uvy —ugvr = |u| - |v|-sin<(u,v).
Geometrische Erklarung: on ad ‘

Firu = (u

K U
,0) 1angs der z—Achse st die cos—s‘in—Formel klar.

Aligemein kdnnen wir jedes vorgegebene Paar von Vektoren u,v € R?
so drehen, dass u = (u1,0) langs der z—Achse liegt: Beide Produkte
sind invariant unter Drehungen, das heif3t, es gilt (Au) « (Av) = u-v
und (Au) x (Av) = u x v fir jede orthogonale Matrix A € SO2R.

Die vier Falle <(u,v) € {0°,90°,180°,270°} sind besonders wichtig:
parallel:
senkrecht:

ullv — uxv=0

u Lo
Bezlglich u zerlegen wir den Vektor v = v, + v, in seinen tangentialen
Anteil v, parallel zu v und seinen normalen Anteil v, senkrecht zu u.

Diese orthogonale Zerlegung von v bezlglich w ist (fir u # 0) eindeutig;

sie ist der Anfang des beriihmten Gram—-Schmidt—Verfahrens, geman
u-v

= u-v==£ul-|v

= u-v=0 — uxuv=-=xlul-|v|

vy = uw und v, =v-—uv;, somit wu-v; =0.

UsUu
Damit erhalten wir allgemein folgende geometrische Umformulierung:
(positiv / negativ parallel)

(positiv / negativ orthogonal)

wev=ul - vy
uxv==xul-|v|

© Das Skalarprodukt - v misst von v nur den tangentialen Anteil v,
parallel zu u (bzw. symmetrisch hierzu den Anteil von « parallel zu v).

© Das Kreuzprodukt « x v misst von v nur den normalen Anteil v
senkrecht zu u (bzw. symmetrisch hierzu von u senkrecht zu v).
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E010
Erlauterung

Skalarfelder und Vektorfelder

Skalarfeld g:R?2 2 Q — R: (x,y) —
Vektorfeld f:R?2 D Q — R?: (z,y) —

g(z,y), z.B. Temperatur, Luftdruck.
(f1(z,y), f2(x,y)), z.B. Wind, etc.

Skalarfelder und Vektorfelder

Vektorfelder treten in vielen naturwissenschaftlichen Modellen auf.
Hierbei gelten gewisse Gesetze, die wir verstehen und nutzen wollen.

EO11
Erlauterung

Skalarfelder, Gradient, Taylor—Entwicklung

EO012
Erlauterung

Vektorfelder, Jacobi—Matrix, Divergenz, Rotation

Wir betrachten zunachst ein ebenes Skalarfeld
g:REDQ SR : (2,9) — glz,y).

Jedem Punkt (z,y) € Q wird eine Zahl g(x,y) € R zugeordnet;
der Definitionsbereich Q C R? sei hierbei eine offene Teilmenge.
Unser Skalarfeld g ist dann nichts weiter als eine reelle Funktion.
Wir kdnnen die Funktion g als eine Flache tber €2 veranschaulichen:
Der Wert z = g(x,y) ist dann die Hohe Uber dem Punkt (z,y).
Wir nehmen an, dass g stetig partiell differenzierbar ist, kurz C*.
Die Ableitung 019(z,y) = az(a: y) ist die Steigung in z—Richtung.
Die Ableitung d29(z,y) = ag(m y) ist die Steigung in y—Richtung.
Dies definiert zwei neue Funktlonen 019,029 : Q) — R. Der Gradient

g =gradg = (919,0ag) : Q=R : (2,y) = (D1g(w,y), D2g(x,y))
weist in Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion g.
Der Gradient ist der I|neare Term der Taonr—EntW|ckIung

g(z + +Z(91g aﬁZZa 0ig(x)aa; +

j=11i=1

Wir betrachten nun ein ebenes Vektorfeld

FREZDO=RE: (z,y) = fla,y) = (filz,y), f2(z,y)).

Jedem Punkt (z,y) € Q wird ein Vektor f(z,y) € R? zugeordnet, mit
Komponenten fi(z,y) € Rund fa(z,y) € R. Seine Jacobi—-Matrix ist

A(f1, f2) (3f1/3$ 3f1/3y>:<31f1 32f1)
A(z,y) 0f2/0x  Of2/0y Oifa Oafa)”

Wir definieren die Quelldichte oder Divergenz div f: 2 — R durch

f=

divf = oufy+ ooy = 914 082
Ay~
Wir definieren die Wirbeldichte oder Rotation rot f : 2 — R durch
0 0
rot f 1= O1fa — Oof1 = f2 afl.
Y

(11 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.2.
In diesem Kapitel E geht es zunéchst nur um ebene Vektorfelder.
Dreidimensionale Vektorfelder behandeln wir spater in Kapitel G.

EO013
Ausflihrung

Die Rotation rot(f) misst die Wirbeldichte.

E014
Ausflihrung

Die Rotation rot(f) misst die Wirbeldichte.

Wir betrachten ein C'-Vektorfeld f:RR? O Q — R? auf einem Rechteck
D = [z—p,z+p] x [y—0o,y+o] C Q mit den (kleinen) Radien p,o > 0.

(x,y+0) Dy |Ds|- -+
5

B

~(z—py) . (z+p,y) -
5@y
o

(x,y—0) D,

Aufgabe: (1) Berechnen Sie (in erster N&herung) das Arbeitsintegral
Ip = faD -ds von f langs des Randes 4D, als Summe der Kanten.
(2) Erklaren Sle fur (p,0) — 0 den Grenzwert Ip/ voly(D) — rot f(z,y).
Die Rotation rot(f) misst also die lokale Wirbeldichte des Feldes f.
(3) Erklaren Sie durch Zerlegung und Grenziibergang: Die Zirkulation
von f auf jedem beliebigen Rechteck D erhalten wir durch die Integrale

/aD f(s)-ds = /D rot f(z,y) d(, ).

Lésung: (1) Wir nutzen die Taylor—Entwicklung bis zur ersten Ordnung:

[ f(s)+ds = +fi(z,y—0) - 2p ~ +[fi(z,y) + Oafi(z,y) - (=0)] - 2p
S5 f(s) ~ +folz+p,y) 20 = +[folw,y) + OLfa(z,y) - (+p)] - 20
I, f( ~ —filz,y+0)-2p = —[filz,y) + Bafi(z,y) - (+0)] - 2p
f5 f( ~ —folz—p,y) - 20 = —[falz,y) + O fa(z,y) - (—p)] - 20

Die Summe ergibt das Arbeitsintegral I, von f entlang des Randes dD:
Ip = [,p f(s)+ds = [01fa2(x,y) — Dafi(z,y)] - 4po = rot f(z,y) - vola(D).
(2) Fur (p, ) — 0 gilt Ip/ vola(D) — rot f(x,y); der Fehler in obiger
Naherung ist héherer Ordnung in p, o und verschwindet fir (p, o) — 0.
(3) Wir zerlegen D = D; U --- U D,, in Teilrechtecke und summieren:
Links erhalten wir das Arbeitsintegral von f entlang 0D; Arbeitsintegrale
langs innerer Kanten sind gegenlaufig und heben sich paarweise auf!
Rechts erhalten wir 3°, rot f(z, yx) vola(Dy) — [ rot f(z,y) d(z,y).
© Diese erste Naherung hilft zur Anschauung und erklart die Intuition.
Die genaue Rechnung (ohne Néherung) fiihren wir auf Seite E141 aus.

EO015
Ausfiihrung

Die Divergenz div(f) misst die Quelldichte.

EO16
Ausfiihrung

Die Divergenz div(f) misst die Quelldichte.

Aufgabe: (4) Berechnen Sie (in erster Naherung) das Flussintegral
Jp = [,p f(s) x ds von f liber den Rand 0D, als Summe der Kanten.
(5) Erklaren Sle fur (p,0) — 0 den Grenzwert Jp/ vola(D) — div f(z,y).
Die Divergenz div(f) misst also die lokale Quelldichte des Feldes f.
(6) Erklaren Sie durch Zerlegung und Grenzlibergang: Die Quellstarke
von f auf jedem beliebigen Rechteck D erhalten wir durch die Integrale

Df(s) x ds = /Ddivf(a:,y) d(z,y).

© Die hier anschaulich gefundenen Integralsétze von Green (3) und
Gauf3 (6) gelten nicht nur fiir jedes Rechteck D, sondern allgemein fiir
jedes Kompaktum D C R? mit stiickweise glattem Rand, zum Beispiel
Polygone, Kreise, Ellipsen, sogar mit Lochern. .. kurzum: nahezu immer.
/\ Wichtig ist, dass D kompakt ist. Andernfalls existieren eventuell die
Integrale Uber D oder 9D nicht, oder die Bilanzgleichungen (3) und (6)
sind verletzt. Eine genauere Analyse solcher Falle folgt in Kapitel F

im Rahmen des Residuensatzes fiir komplexe Funktionen.

Lésung: (4) Wir nutzen die Taylor—Entwicklung bis zur ersten Ordnung:

S f(s) xds = —fa(w,y—0) -2p = —=[fa(z,y) + Do fo(, ) (—0)] 20
fﬂ )xds & +fi(z+p,y) 20 ~ +[filz,y) +OLfi(m,y) - (+p)] 20
s f )xds & +fa(x,y+0) - 2p ~ +[fa(z,y) + ofa(x,y) - (+0)] - 2p
J5f(s) xds = —fi(z—p,y)-20 = —[fi(z,y) +81f19:y (—p)] - 20

Die Summe ergibt das Flussintegral Jp von f (iber den Rand dD:

Ip = [op F(8) xds = [0 f1(,y) + 2 fo(a,y)] - 4po = div f(z,y) - volo(D)
(5) Fur (p,0) — 0 gilt Jp/vola(D) — div f(z,y); der Fehler in obiger
Né&herung ist héherer Ordnung in p, o und verschwindet fir (p, o) — 0.
(6) Wir zerlegen D = D; U - -- U D,, in Teilrechtecke und summieren:
Links erhalten wir das Flussintegral von f Uber 0D; Flussintegrale

Uber innere Kanten sind gegenlaufig und heben sich paarweise auf!
Rechts erhalten wir Y-, div f (2, yi) vola(Dy) — [ div f(z,y) d(z, ).

© Diese erste Naherung hilft zur Anschauung und erklrt die Intuition.
Die genaue Rechnung (ohne N&herung) fihren wir auf Seite E145 aus.
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Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck D = [ (0, —1), (2,-1), (2,1)].
und skizzieren Sie hierauf das Vektorfeld f(z,y) = (x — 2y, 3z — y).
(2) Berechnen Sie die Wirbelstérke [}, rot(f) d(z,y) auf D sowie

(3) das Arbeitsintegral [, f(s) - ds entlang des Randes &D.

Was schatzen Sie vorab: Vorzeichen? GréBenordnung? exakte Werte?

Vektorfelder und Arbeitsintegrale kennen Sie bereits aus der HM2.
Dies wollen wir anschaulich verstehen und prézise berechnen lernen.
AnschlieBend wollen und werden wir damit komplexere Probleme I6sen.
Ich beginne hier ganz bewusst mit einem besonders simplen Beispiel.
Es ist stark vereinfacht und soll zunéchst nur das Prinzip erlautern:

Wir kénnen die Lésung hier gut visualisieren und direkt ausrechnen.

Anschauliche Beschreibung: Sie beobachten die Strémung einer
diinnen Flussigkeitsschicht auf einer Platte. Die Geschwindigkeit in
jedem Punkt wird dann beschrieben durch das Vektorfeld f:R? — R2.
Alternativ: Sie beobachten ein ebenes Kraftfeld f:R? — R?, etwa
ein elektrisches Feld in der Ebene R2. Die Kraft in jedem Punkt
wird dann beschrieben durch das Vektorfeld f:R? — R2.

Wieviel Arbeit wird gewonnen bzw. verrichtet, wenn Sie ein
Probeteilchen in diesem Feld bewegen entlang des Randes 0D?

© Das Ergebnis héngt von der Wirbeldichte rot(f) = 01 fo — Do f1 ab.
Wir kénnen sie in jedem Punkt durch ein kleines Schaufelrad messen.

Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral i

Ubung

Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral g

Ausfiihrung

Lésung: (2) Die Wirbeldichte rot(f) und die Wirbelstarke auf D sind:
rot(f) = Oifa—ofi =3-(-2) =5
/ rot(f)d(z,y) = 5vola(D) = 5-2 = 10
D

(3) Die Kurve I" = 9D ist polygonal und das Vektorfeld f ist linear in z, y.
In diesem Spezialfall kénnen wir das Arbeitsintegral einfach summieren:

Schwerpunkt sy, | Vektor f(sx) | Tangente ¢;, | Lange |T'| | Arbeit
r, (1,-1) (3,4) (1,0) 2 6
Ty (2,0) (2,6) (0,1) 2 12
s (1,0) (1,3) (-1,-1)/v2 2V/2 -8

Wir erhalten so:
/ f(s)+ds = Zf(sk)tk‘rk‘ =10
J oD k

Die Gesamtsumme ist 10: Beim Umlauf um 9D wird Arbeit verrichtet.
© Geman Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!

© Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Green!

/(x,y)eD rot f(z,y) d(z,y) = / f(s)-ds

s€dD
Links steht das Flachenintegral der Wirbeldichte von f auf D.

Rechts steht das Arbeitsintegral von f entlang der Randkurve 9D.
Integralsatz von Green: Beide Integrale ergeben denselben Wert!

© Die obige Summenformel ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist 2.
Ordnung. In unserem Beispiel verschwindet der Fehler vollkommen,
da wir ein lineares Vektorfeld Giber einen polygonalen Weg integrieren.

© Aligemein nutzen wir den Grenziibergang von Summe zu Integral:
Do)tk Tl =D flsi) - Asy — / f(s)eds= [ [f(s)-t(s)[ds]|
i & Jsel Jsel’

© Solche Kurvenintegrale kennen Sie bereits aus |hrer Vorlesung HM2.
Diese Begriffe und Techniken werden wir nun fortsetzen und ausbauen.

und skizzieren Sie das Vektorfeld f(z,y) = (z —y+ 1,3y —x — 1).

(2) Berechnen Sie die Quellstarke [, div(f)d(z, y) auf D sowie
(3) das Flussintegral [, f(s) x ds entlang des Randes 9D.
Was schatzen Sie vorab: Vorzeichen? GréBenordnung? exakte Werte?

Divergenz, Quellstérke und Flussintegral Goung Divergenz, Quellstérke und Flussintegral pusiimng
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s Adiann, ARRARRR N RRRRS jedem Punkt wird dann beschrieben durch das Vektorfeld f:R? — R2.
X ARNRRERRERRRRINIIRH RS Die Platte ist pords, an manchen Stellen quillt Fliissigkeit heraus

ARARTRAENENENEY i pords, q 9 :
(Lange/ZQ) [REREA RN RV b‘ }‘ \\< \\‘ \\‘\\\ \\\\\\\\\\\\&&\\ dies entspricht Quellen mit div(f) > 0. An anderen Stellen dringt
Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck D = [(0,—1), (2,-1), (2,1)] Fllssigkeit in die Platte ein, dies entspricht Senken mit div(f) < 0.

Wieviel Flissigkeit entsteht insgesamt im Dreieck D?
Wieviel flieBt insgesamt Gber den Rand 0D?

© Das Ergebnis hangt von der Quelldichte div(f) = 9, f1 + 2 f» ab.
Wir messen sie in jedem Punkt als Fluss aus einem kleinen Gefaf3.

Divergenz, Quellstérke und Flussintegral e

Ubung

Divergenz, Quellstérke und Flussintegral g

Lésung: (2) Die Quelldichte div(f) und die Quellstérke auf D sind:
div(f) = Oifi+0afe = 1+3 =4
/ div(f)d(z,y) = 4volp(D) = 4-2 =8

D

(3) Die Kurve 9D ist polygonal und das Vektorfeld f affin-linear in z,y.
In diesem Spezialfall kdnnen wir das Flussintegral einfach summieren:

Schwerpunkt sy | Vektor f(si) | Normale ny, | Lange |T'x| | Fluss
I (1,-1) (3,-5) (0, —1) 2 10
Ty (2,0) (3,-3) (1,0) 2 6
T3 (1,0) (2,-2) | (-L1)/V2| 2V2 -8

Wir erhalten so:
/ f(s) xds = Zf(%)'"k\rk‘ =8
oD k

Die Gesamtsumme des Flusses ist 8: Aus D flieBt mehr raus als rein.
© Geman Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!

© Solche Kurvenintegrale kennen Sie bereits aus |hrer Vorlesung HM2.

Ausfiihrung

© Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von GauB!

[ aviendea = [ ) xds
(z,y)€D seOD

Links steht das Flachenintegral der Quelldichte von f auf D.
Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randkurve 9D.
Integralsatz von GauB3: Beide Integrale ergeben denselben Wert!

© Die obige Summenformel ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist
2. Ordnung. In unserem Beispiel verschwindet der Fehler, da wir
ein affin-lineares Vektorfeld Gber einen polygonalen Weg integrieren.

© Aligemein nutzen wir den Grenziibergang von Summe zu Integral:

S o) e Tk =3 Fspxasy — [ fls)xds = [ f(s)+n(s)|ds
k k

sel’ Jsel

Diese Begriffe und Techniken werden wir nun fortsetzen und ausbauen.
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E026
Erlauterung

Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene

Kurven T' C R? parametrisieren wir (stlickweise C*) durch ~: [a,b] — T.
Am Punkt s = () heftet das infinitesimale Wegelement ds = ~/(¢) dt.

b
Kurvenlange /\dF| :/ |ds| ::/ |v'(#)] dt
T sel’ t=a
b
Kurvenintegral /g\dF\ :/ g(s) |ds| ::/ g(y(@®) Y ()| dt
T sel t=a

b

@) -~/ (t) dt

t=a

Arbeitsintegral /f-dF = f(s)+ds =
T sel’

b
Flussintegral /fodl“ = Ff(s)xds = /t Fiy@) x /() dt
se =a

Sei D C R? eine kompakte Flache mit stiickw. glatter Randkurve 9D.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O D — R? gilt dann

Satz von Green: / rot f(z,y) d(z,y) = / f(s)+ds,
(z,y)eD s€dD
Satz von GauB3: / div f(z,y)d(z,y) = / f(s) x ds.
J(zy)eD s€dD

© Diese Satze sind die zweidimensionale Fortsetzung des HDI:
Der Integralsatz von Green / GauB3 Uibersetzt zweidimensionale Integrale
liber eine kompakte Flache D C R? in eindimensionale Integrale entlang
der Randkurve dD. Diese Integrationstechnik ist sehr oft niitzlich!

Die Randkurve 0D parametrisieren wir (stiickweise) durch regulare
Wege 7: [a, b] — R2. Das Kurvenelement ds = +/(t) dt stellen wir uns als
ein kleines Wegsttick vor und |ds| als seine Lange. Der Vektor ds liegt
tangential an der Kurve. Das Skalarprodukt f(s)«ds = f(v(¢))«+/(¢) d¢
misst den tangentialen Anteil von f Iangs der Kurve, das Kreuzprodukt
f(s) x ds = f(v(t)) x +(t) dt den normalen Anteil senkrecht hierzu.
Wir integrieren langs ~ und addieren alle Beitrage. Links steht die
bequeme, parameterfreie Abklrzung flr das Integral (iber die Kurve T'.

Warum so kompliziert? Wir interessieren uns letztlich fir die Kurve T,
aber nur mit Wegen ~ kénnen wir rechnen: differenzieren / integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung - ist unentbehrliche Rechentechnik.
Die Rechenwege sind verschieden, alle fllhren zum selben Ergebnis!
Erst diese Gewissheit rechtfertigt die abkiirzende Schreibweise links.

E027
Ausfiihrung

Linearisierung und Approximation

E028
Ausfiihrung

Linearisierung und Approximation

Wir wollen die Linearisierung der vorigen Aufgaben rechtfertigen.
Jedes Geradenstiick I" von p nach ¢ im R? kdnnen wir parametrisieren
durch einen affin-linearen Weg ~: [0, 1] — R2 mit y(t) = (1 — t)p + tq.
Zudem sei auch das Vektorfeld f : R? — R? affin-linear, das heiBt

7 T1 a11x1 + ajaxs + by
=A b= .
f <I2> <$2> N <a21171 + agows + b2>
Ubung: In diesem Falle gelten folgende niltzliche Vereinfachungen:
(1) Die Lange ist vol; (T') = |¢ — p| und der Schwerpunkt s = 3(p + q).

(2) Einheitstangente ist ¢t = (¢ — p)/|¢ — p|, Normale n = Ot = (t2, —t1).
(3) Arbeits- und Flussintegral von f Uber I" vereinfachen sich zu

Afwﬂ - 1)+ (a- ),
[£xa0 = @ nvoh(®) = 6% (a=p)

(4) SchlieBlich sind rot(f) = az; — aio und div(f) = a11 + azs konstant.
© Statt Integralen bendtigen wir hier also nur die Grundrechenarten!

F3)-tvoly(I) =

© Fir jedes Geradenstiick I' und jedes affin-lineare Vektorfeld f
gelten die vereinfachten Formeln (3) exakt, d.h. ohne N&herungsfehler.
Durch Summation gilt die Gleichung (3) auch flr Polygonziige I

Warum haben wir Kurvenintegrale dann nicht gleich so definiert?

Die vereinfachte Rechnung benétigt die spezielle Voraussetzung!
Nicht jede Kurve I' C R2 ist polygonal, und nicht jedes Vektorfeld

f:T' — R?ist linear. Im Allgemeinen ist die exakte Rechnung nicht so
einfach; hier nutzen wir gewinnbringend unsere Integrationsmethoden!

Numerik: Ist das Kurvenstiick I" klein, so weicht das Vektorfeld f

auf T nur wenig von der Linearisierung um den Schwerpunkt s ab.
Fir f(z) = Az + bist Formel (3) dann eine brauchbare Naherung.

In der Taylor-Entwicklung treten im Allgemeinen héhere Terme auf:
Die Formel (3) ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist 2. Ordnung.

© Die Kurvensummen 3, f(5x) « t. vol;(I',) konvergieren bei immer
feineren Unterteilungen gegen das Kurvenintegral [, . f(s) « t(s) |ds|.
Ebenso konvergiert 3, f(51) « i, voli(T') gegen [ . f(s) «n(s) |ds|.

E029
Erlauterung

Grundbegriffe: Wege und Kurven

E030
Erlauterung

Differenzierbare und regulare Wege

Ein Weg im Raum R" ist eine stetige Abbildung
7(t)
v a,b) = R™ - t—y(t) = :
Ya(t)
Die von ~ parametrisierte Kurve ist die Menge aller Bildpunkte,
F:’y([a,,b]) = {’y(t) | aﬁtﬁb} c R™
/\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!
[1] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.3-5.4.

Jedem Parameterwert ¢ € [a, b] wird ein Bildpunkt v(¢) € R" zugeordnet. Durchliuft ¢ das
Intervall [a, b], so durchléuft y(¢) die Kurve I'. Stetigkeit bedeutet hierbei: Fiir ¢ — to gilt
[y(t) — y(to)| = 0. Aquivalent hierzu: Jede Koordinate 1, ..., vx : [a, b] — Rist stetig.

Physikalische Interpretation: Der Weg v : [a, b] — R™ beschreibt die Bahn (Trajektorie) eines
Teilchens in der Ebene R?, im Raum R, oder allgemein in einem Zustandsraum R". Zur Zeit
t € [a, b] befindet es sich im Punkt v(¢) € R™. Beispiel: Which way did the bicycle go?
Jeder Weg - ist eine Abbildung, die so beschriebene Kurve I' ist nur eine Menge. Beide Begriffe
miissen wir fein sduberlich auseinanderhalten! Wir interessieren uns meist fiir die Kurve I,
aber nur mit dem Weg  konnen wir rechnen, zum Beispiel differenzieren und integrieren.

Der Weg 7: [a,b] — R™: ¢ — ~(t) heiBt stetig differenzierbar, kurz C*,
wenn jede Koordinatenfunktion ~1, ..., v, : [a, b] — R stetig diff’bar ist.

Die Ableitung v : [a, b] — R™ ist dann der Geschwindigkeitsvektor
Yt +h) = 7i(t) 7i(t)

= lim — : =
hliﬁ] h . /-

Y (t)

Die euklidische Norm |7/(¢)| € R ist die Absolutgeschwindigkeit.

7' (t) = lim (¢

T h) =01
h—0 h

Yot +h) = (t)

Der Weg 7 : [a, b] — R™ hei3t doppelpunktfrei, wenn fir s # ¢

stets v(s) # ~(¢) gilt. Anders gesagt, die Abbildung ~ ist injektiv.

Der Weg ~ heil3t regular, wenn ~ injektiv ist und stetig diff’bar mit

¥ (t) # 0 fur alle ¢ € [a, b]. Seine Bildmenge T" hei3t dann glatte Kurve.
Ein parametrisiertes Kurvenstiick (T', ) ist eine glatte Kurve I' C R"
mit einer Parametrisierung durch einen regularen Weg v : [a,b] = T.

Reguldre Wege sind die beste Wahl zur Parametrisierung von Kurven. Die Forderung ist streng,
in vielen Rechnungen geniigt etwas weniger: Der Weg a: [a, b] — R™ heift semiregulir, wenn
er reguliir auf ]a, b[ ist. Im folgenden Beispiel sind (3 und ~y regulir, aber « nur semiregulir.

EO031
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Beispiel: Funktionsgraphen
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Beispiel: Funktionsgraphen

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R definiert den zugehdrigen Weg
vt [a, 0] > R? :t e (¢, £(2)).
Die zugehdrige Kurve T = { (¢, f(t)) | t € [a,b] } ist der Graph von f.

Beispiel: Die stetige Funktion f:[—1,1] = R:t — 1 —¢2
liefert den zugehdrigen Weg v: [—1,1] — R?:¢ +— (¢, V1 —2).

Y

Die Menge aller Bildpunkte von v
ist hier der obere Halbkreis ' C R2.

/\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!
Zur Berechnung wéhlen wir eine moglichst geschickte Parametrisierung.

Manchmal verwenden wir als Variable statt « besser y:
a:fa,b] = R? ;s (g(s),s)

Die beiden Koordinaten = und y tauschen hier ihre Rollen.

Wir zeichnen das Beispiel ov: [—1,1] = R?:s+— (V1 —s2,s):

y

Die Menge aller

Bildpunkte von «
ist hier der rechte x
Halbkreis A ¢ R2.

/\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!
Zur Berechnung wéhlen wir eine moglichst geschickte Parametrisierung.
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Einfihrendes Beispiel: Lédnge eines Halbkreises Ubung

Wir betrachten folgenden Halbkreis I' vom Radius 1 um den Nullpunki:

y

Aufgabe: Beschreiben Sie I" implizit als Ldsungsmenge sowie explizit
durch drei verschiedene Parametrisierungen. Berechnen Sie die Lénge.

Losung: (0) Implizite Beschreibung als Lésung von Un/Gleichungen:
F:{(x,y)€R2|x2+y2:1, 3320}

Welche Parametrisierungen sind geeignet? Welche sind geschickt?
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

(1) Algebraische Parametrisierung durch Auflésen der Gleichung:
S 2 — 2 / — —S$
a:[-1,1] = R?, a(s) = (V1-s2s), d(s) (7\/@,1)7

la) = L:il‘a'(s)| ds = ~ s:il \/% = [arcsin(s)] !

(2) Polarkoordinaten liefern eine weitere Parametrisierung von I':
B:[=7/, 7] = R2,  B(t) = (cost,sint), B'(t)=

/2 +7/2
W= [ " jpoa- [
t=—m7/2 t=—7/2
(3) Rationale Parametrisierung durch Weierstra3—Substitution [B137):

) 1-u?  2u , —4u 2(1-u?
y:[=1,1] = R?, y(u) = <m7m>v 7' (u) = (mvﬁ>

—+1 +1 2du
= [ o [ 2
™) /u}lh(u)\ u= [ T

© Die Wahl einer Parametrisierung ist notig zur konkreten Rechnung.
Die Rechenwege sind verschieden. Alle fihren zum selben Ergebnis!

=T
s=—1

(—sint, cost),

ldt=m

= [2 arctan(u)} :i,l

=T

E035
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Einflihrendes Beispiel: Arbeitsintegral
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Einflihrendes Beispiel: Flussintegral

ii:: - Aufgabe: Berechnen Sie das Arbeitsintegral
) ;‘“\t\F\ Jp [+ dI des Vektorfeldes f(z,y) = (—y, z)
[/ e k\ langs des positiv orientierten Halbkreises T,
P77 AT L des Durchmessers A, sowie [;, ot (f) d(z, y).
i i\ | ia‘&:f,.{j 4 1] Istdas Ergebnis unabhéngig von der fir
N \‘\:ﬂ gl ’/’/ die Kurve I gewahlten Parametrisierung?
\\\“;:/// Kann man es ohne Rechnung direkt sehen?
~ k= Was andert sich mit der Orientierung?

Lésung: Fir I wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

. +7/2 , 2/ _gint —sint
(/Ff.dr = ./t:_mf(ﬁ(t)) +B'(t)dt = // ( cost ) ' ( cost >‘“ -

Ebenso [, f+dA = 0. Es gilt rot(f) = 2, also [, rot(f) d(z,y) = 7.

Das Vektorfeld f kénnen wir uns als Kraftfeld vorstellen. Der Weg 3 beschreibt die Bewegung
eines Probeteilchens. Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir gemil Arbeit = Kraft - Weg.
Wir verwenden das Skalarprodukt, da nur der tangentiale Anteil der Kraft in Wegrichtung zihlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

A\ Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)

ok Aufgabe: Berechnen Sie das Flussintegral

T \i ‘*4* “ Jr- [ x dT des Vektorfeldes f(z,y) = (z,y)
Sl -\, Uber den positiv orientierten Halbkreis T" und
<7 f"fw%"v: > T}~ den Durchmesser A, sowie [, div(f)d(z,y).
SIRA 4.:».{; <2/~ Istdas Ergebnis unabhéngig von der fir
T ‘»,:'4"‘:* *>2A die Kurve T gewéhlten Parametrisierung?

u :’ A Kann man es ohne Rechnung direkt sehen?

SEER Was andert sich mit der Orientierung?

Lésung: Fir I wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

+7 , "2 (cost —sint
./fodl“ = ./t:_wf(ﬁ(t))xﬂ (t)dt = /_"/2 <sint> X ( cost )dt =

Ebenso [, f x dA = 0. Es gilt div(f) = 2, also [}, div(f) d(z,y) = 7.

Das Vektorfeld f konnen wir uns als Stromungsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit vorstellen.
Der Weg 3 beschreibt eine Kurve. Das Integral ergibt die hieriiber flieBende Fliissigkeitsmenge.
Wir verwenden das Kreuzprodukt, da nur der normale Anteil senkrecht zur Wegrichtung zhlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

A\ Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)

E037

E038
Ausfiihrung

Beispiel: Kreis und Ellipse

Reelle Quadriken in der Ebene R? Ausfihrung
Kreis / Ellipse Punkt
2?24yt =1 2?4y =0

schneidendes
Hyperbel Geradenpaar
422 -3 =1 22—yt=0
paralleles
leere Menge Geradenpaar
oty =1 457 =1
Parabel Gerade
22 = 2y 22=0

Beispiel: Die Ellipse um (a, b) mit Radien (r, s) ist die Menge

e {ew x| (552)" (5521}

Im besonders einfachen Spezialfall » = s erhalten wir einen Kreis.
Y

L Ts

/\ Dieselbe Kurve T' C R? lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!

E039
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Beispiel: Kreis und Ellipse
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Beispiel: Kreis und Ellipse

Aufgabe: Wir betrachten die oben angegebene Ellipse T’ C R2.
Man parametrisiere sie (1) algebraisch durch Auflésung der Gleichung,
(2) trigonometrisch in Polarkoordinaten, (3) rational nach WeierstraB3.

Lésung: (1) Auflésen nach z (alternativ nach y) liefert zwei Zweige:
ay o [1L,+1] >R it (at+rt, bEsy/1—12)

Das Bild jedes Weges a+ liegt in der Menge I, denn (z, y) = a4t (¢) erfiillt die Gleichung!
Jede der beiden Abbildungen a4 ist injektiv; um ganz I' zu durchlaufen brauchen wir beide!
(2) In Polarkoordinaten gelingt es in einem Stiick:

B:[-ma] >Rt ( a-+rcost, b+ ssint )
Das Bild des Weges 3 liegt in der Menge I', denn (z, y) = S(¢) erfiillt die Gleichung!
Die Abbildung § ist zudem surjektiv und fast injektiv, bis auf den Doppelpunkt 3(—7) = (7).
(3) Rationale Parametrisierung durch WeierstraB—Substitution:

1—¢2 2t
vy :R—-R?: ts (a+7‘1+t2, b+31+t2 )

Das Bild des Weges + liegt in der Menge I', denn (z, y) = ~(¢) erfiillt die Gleichung!
Die Abbildung ~ ist zudem injektiv und fast surjektiv, bis auf den fehlenden Punkt (—1,0).

Die Kurvenlange der Ellipse T ist gegeben durch folgendes Integral:

2m
V/rZsin(t)2 + s2 cos(t)2 dt
=0

=2r V/sin(t)2 4 (s/r)2 cos(t)2 dt
Jt=0
= 27'/ V1 —¢e2cos(t)?dt
=0
Der Wert ¢ := /1 — s2/r? heiB3t Exzentrizitat der Ellipse T".

© Fur r = s gilt e = 0 und wir erhalten die Lange der Kreislinie 27r.

A\ Fir r > s hingegen gilt 0 < ¢ < 1, und das obige Integral fiir vol; (T")

lasst sich nicht geschlossen durch elementare Funktionen ausdriicken!

© Den Integranden kdnnen wir in eine Potenzreihe in ¢ entwickeln.

Hieraus erhalten wir (nach langerer Rechnung) die Reihenentwicklung
12, 12324 123252 6 12325272 8

voh(I) =27 |1 = o5 = e o~ o 5 PG T

VOll (F) =
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Beispiel: Parabel
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Beispiel: Parabel

\

Aufgabe: Beschreiben Sie die Parabel I implizit als Lésungsmenge
sowie explizit durch (mind. zwei) verschiedene Parametrisierungen.

Lésung: Wir lesen = = 3 — y? ab. Das gezeigte Parabelstiick ist also
F:{(w,y)€R2|x+y2:3, -1<y<2}.
Diese Kurve kdnnen wir bequem parametrisieren durch den Weg
a: [1,2] 5 R it (3-121).
Mihsamer aber méglich ist die Parametrisierung beider Zweige:
B:[0,1] >Rt (2+4¢,—V1—1),
v [0,1) —» R? : t e (3 - 4t,2V1).

/\ Dieselbe Kurve T' C R" lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!
Zur Berechnung wéhlen wir eine méglichst geschickte Parametrisierung.
© Das Ergebnis (wie Kurvenlange und Integrale) ist davon unabhéngig.
Jede/r darf sich die flr sie/ihn bequemste Parametrisierung aussuchen.

E043
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Beispiel: Hyperbel
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Beispiel: Hyperbel

Y Ebene Quadriken sind Kegelschnitte:
b=(e? L e72)/2

a=(e+e1)/2

Aufgabe: Beschreiben Sie die Hyperbel T" implizit als Lésungsmenge
sowie explizit durch (mind. zwei) verschiedene Parametrisierungen.

Lésung: Wir lesen 22 = 1 + y? ab. Das gezeigte Hyperbelstiick ist also
F:{(:v,y)eR2 |x27y2:1, a<y<b}.
Diese Kurve kénnen wir bequem parametrisieren durch den Weg
a:fa,b - R?: s (m,s)
In vielen Féllen sind hier Hyperbelfunktionen bequemer:
B:[-1,2] > R? : t (cosht,sinht)

Alternativ kénnen wir auch hier eine rationale Parametrisierung finden:

. 1+u?  2u
u _cn
1—u?’ 1—u?2

Zur Berechnung wéhlen wir eine moglichst geschickte Parametrisierung.

© Das Ergebnis (wie Kurvenlange und Integrale) ist davon unabhangig.
Jede/r darf sich die fir sie/ihn bequemste Parametrisierung aussuchen.

v [d, 0] - R?

E045
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Beispiel: Lissajous—Kurven
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Beispiel: Lissajous—Kurven

Lissajous—Kurven werden parametrisiert durch Wege der Form
v 1 [0,27] = R® : ¢ (asin(kt + a),bsin(¢t + ).
Solch ein Weg ~ hat i.A. Doppelpunkte, ist also nicht injektiv.

<><

= (4 cos(3t),2sin

ERSTE
VAN

ERn==SSaull

i
i

i

Lissajous—Kurven und ihre Verwandten sind recht hdufig anzutreffen.
Sie entstehen aus harmonischen Schwingungen in z— und y—Richtung.
Einfachste Spezialfalle sind der gute alte Kreis und zudem die Ellipsen:

_— T

~(t) = (3 cob(t),sin(2t))

LN
N

t

\7( = (4co(t),2sin
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Beispiel: archimedische Spirale
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Beispiel: logarithmische Spirale

Jede stetige Radiusfunktion r : [a, b] — R definiert einen spiralférmigen
Weg in Polarkoordinaten durch v : [a,b] — R%:¢ + r(t)(cost,sint).

isb el 0,57 =R 111
—T ™~
=t (cost,sint) |~ N
T ’——\\\\
’

~ W
3
\
/

N\

e W
urve?

o 3D
~

2t ~ B2

Dank B411 gilt [ /1 + 12dt = ~ 125.34.

L[tV +12 + arsinh(¢ )

Aufgabe: Zeichnen Sie v(t) = e *(cost,sint) fiir A = 140 und [¢| < 57.
Wie lang ist der Weg von ¢ = 0 bis ¢ — co? Warum ist das erstaunlich?
DO 3
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Ausflihrung

Beispiel: Herzkurve / Kardioide

Beispiel: Limagon

Ausfiihrung

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] — R? : ¢ — (1 — sint)(cost,sint).
Y

Sie kennen Polarkoordinaten:

Zeichnen Sie Zwischenpunkte

flr geeignete Zgiten ¢ € [0, 27],
dann verbinden Sie diese!

Flacheninhalt? Rechnung ab Seite E217. . |

Welche Werte schatzen Sie fir Lange und

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] — R? : ¢ — (1 — 2sint)(cost,sint).

Y

E052

EO051
Ausfiihrung

Ausfiihrung

Beispiel: Limagon

Beispiel: Limagon

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] — R? : ¢+ (1 — asint)(cost,sint).

Zeichnen Sie Zwischenpunkte
flr geeignete Zeiten ¢ € [0, ],
dann verbinden Sie diese!

Yy
Konnen Sie diese lberraschende Graphik auch rechnerisch erklaren?
Add’theoreme: cos?(t) = 1/2 + cos(2t)/2 und cos(t) sin(t) = sin(2t)/2

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] — R? : ¢+ (1 — §sint)(cost,sint).
4 Yy
xT xT
a=0.5
a=+1
aqs "
a2
Beispiel: Lemniscate pusiinng Beispiel: Lemniscate pusiting
Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0, 7] — R? mit () = cos(t)(cos t,sint). Aufgabe: Zeichnen Sie v: [0, 211] — R? mit v(t) = cos(2t)(cost, sint).
Y
Sie kennen Polarkoordinaten:
xT

E056
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Ausfiihrung

Ausfiihrung

Beispiel: Lemniscate

Beispiel: Lemniscate

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0, 7] — R mit y(t) = cos(3t)(cost,sint).
Y

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0, 27] — R? mit (t) = cos(4t)(cost,sint).
Y
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Wie misst man die L&nge eines Weges? enawenng| | POlygonziige und ihre Weglange Erléuterung
Rektifizieren bedeutet gerade machen: Anschaulich messen wir den Gegeben seien Zeitpunkte a = tg <t; <ty <--- <ty =biNR
Weg ~ mit einem Faden, den wir anschlieBend gerade ausstrecken. sowie eine Folge von Bildpunkten pg, p1,po, ..., pn im Raum R”™.
Beispiele begegen uns Uberall, etwa in Geoinformationssystemen: [T
3 DN S ami
d Pk Do J
k==0,1,.1., N -—
Diese Daten definieren den Polygonzug v = [[o [t f2 -~ I~ ]
: Dies ist der Weg ~: [a,b] — R™, der ~(tx) = py, affin-linear verbindet:
g tp —t t— 11— .
- y(t) = =~ Pr—1+ ML e flr e € [ty t).
. . . . . - by — g1 ty — tp—1
V\{eglntegrale splglen in The9rle unq A”WG”F’U”Q eine wichtige Rollg. Seine Weglange definieren wir als Summe der Schrittldangen:
Hierzu mussen wir zuerst kldren, wie man die Ldnge von Wegen misst. N
Dies geschieht in drei Schritten: Durch Summation fir polygonale Wege, L) = Z}pk — pr1]
durch Grenzilibergang flr beliebige stetige Wege, und schlieBlich durch k=1
Integration dank Weglangenformel E1B fir stetig differenzierbare Wege. Dies ist wohldefiniert, zusétzliche Teilungspunkte &ndern nichts.
Stetige Wege und ihre Weglange erauenng| | Stetige Wege und inre Weglénge Edeutsrang
A(EN) Ein beliebtes und erstaunliches Beispiel ist die Koch—Kurve:
" VANSEN S i SN P
At ¥(to J
RSV W
Seivy:[a,b] > R"einWeg. ZuP ={a=ty <t <ty < -+ <ty =b}
gehéren die Punkte po = v(to), p1 = v(t1), p2 = ¥(t2), - .., pnv = Y(tN)-

Die Lange des approximierenden Polygonzuges [ [0 [\ f2 - [v ] ist

N
0y, P) = |r(tk) = ().
k=1
Fur jede Verfeinerung P’ O P gilt die Ungleichung ¢(v, P') > ¢(v, P).
Die Weglénge von v : [a, b] — R" definieren wir als den Grenzwert
£(v) = sup{ £(v, P) | P Partition von [a,b] }.

Der Weg ~ heif3t rektifizierbar, wenn er endliche Lénge hat, /() < cc.

Der so als Limes «,, — ~:[0, 1] — R? entstehende Weg ist injektiv, stetig,
aber nirgends differenzierbar. .. und dieser Weg hat unendliche Lange!
Wir kénnen dies nun nachrechnen und bestaunen: Um die Koch—Kurve
abzumessen, genugt kein endlicher Faden, egal wie lang er sein mége.

© Technische Anwendung z.B. als fraktale Antenne, Multiresonanz.
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Erlauterung

Eigenschaften der Weglange

E106
Ausfiihrung

Eigenschaften der Weglange

Satz E1A: Eigenschaften der Weglange
Die Lange eines Weges ~: [a, b] — R" ist definiert durch

£(y) := sup{ {(v, P) | P Partition von [a, ] }.
Positivitat: Fir jeden Weg ~ gilt ¢(v) > |y(a) — v(b)| > 0.
Definitheit: Genau dann gilt /() = 0, wenn ~ konstant ist.
Additivitét: Fur alle a <t < b gilt £([(a8)) = €(Vlja,8) + (V| 1t,00)-
Stetigkeit: FUr jeden rektifizierbaren Weg ist die Weglangenfunktion

s [a,b] = Rxg 2 t = £(V][a)

stetig und monoton wachsend. Ist v injektiv, so ist s streng wachsend.
Ableitung: Ist der Weg  stetig differenzierbar, so auch s, und es gilt

S(t) =@ also st) = [ 1 (r)ldr

Hieraus lasst sich die Lénge ¢(v) bequem als Integral gewinnen (E1B)

w

Beweis: Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg 7 : [a, b] — R™ zeigen wir s'(t) = |7/(¢)|.
Sei P = {a=to <t <- <ty =>b} Dank HDI gilt fir jedes k = 1,..., N:

hy(ts) — 7(tx-1)| = ‘/{:: ~ (1) dt‘ < /f‘k [v'()] at.

tk—1
Durch Summation iiber £ erhalten wir:

rth

N N
00, = 3o hlee) =2t <3
k=1 k=1"%

Es gilt also £(y) < fabh'(t)\ dt < oo, somit ist der Weg ~y rektifizierbar.

b
F@de= [/ @)]a

k-1

Wir betrachten die Weglingenfunktion s(t) = £(7|(,¢)). Firallea <t < t+h < b gilt

s(t+h) = s(t) = £(lg.ern) = |y (E+h) = y(8)].

Zusammen mit obiger Abschitzung erhalten wir die doppelte Ungleichung

n) — b LB — s(t rt+h ,
LD 0] ) L[

T=t

Fiir h — 0 geht die linke Seite gegen |/ (¢)|. Dank HDI gilt dies auch fiir die rechte Seite.
Somit ist s differenzierbar mit s'(t) = |/ (t)|. Wegen s(a) = 0 folgt s(t) = [!|y'(r)|dr.
Dasselbe gilt, falls y stiickweise stetig differenzierbar oder auch nur absolut stetig ist.
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Erlauterung

Weglénge als Integral

E108
Ausfiihrung

Weglénge als Integral

Satz E1B: Wegléngenintegral
Fur jeden stlickweise stetig differenzierbaren Weg v : [a, b] — R™ gilt

b
= [ Pl

Insbesondere gilt fiir die Weglange die einfache Abschatzung

0 < |y(0) —(a)| < €(y) < (b—a) I[n'cﬁch’l < oo.

Diese Integralformel ist in jedes Auto eingebaut: Das Tachometer zeigt
die Momentangeschwindigkeit |/ ()| zum Zeitpunkt ¢; integriert Gber das
Zeitintervall [to, t] wird hieraus die zuriickgelegte Weglange j;t)h’(ﬂ\ dr.

Auch die Ungleichungen entsprechen unmittelbarer Erfahrung:
Wenn Sie drei Stunden lang héchstens 130km/h fahren, dann legen
Sie héchstens die Weglange 390km zuriick, eventuell auch weniger.

Mutig haben wir die Weglinge fiir alle stetigen Wege v : [a, b] — R" definiert. Diese Definition
ist schon und gut, doch zunichst verrit sie uns noch nicht, wie man die Linge effizient berechnet.
Fiir Polygonziige ist es leicht, fiir krummlinige Wege aber keineswegs. Hier helfen uns die obigen
Sitze: Fiir stetig differenzierbare Wege konnen wir damit die Weglinge als Integral schreiben.

So wird die Berechnung der Weglinge unseren allgemeinen Integrationswerkzeugen zuginglich.

Parametrisierung nach Wegliinge: Jeden injektiven Weg  : [a, b] — R™ endlicher Linge ¢
konnen wir nach Weglinge parametrisieren: Die Weglingenfunktion s(t) = £(7|(a,s)) ist dann
nimlich eine stetige Bijektion s : [a, b] — [0, £]. Der durch seine Liinge parametrisierte Weg
c:[0,€ — R™ mit ¢(A) := (s (X)) erfiillt dann £(c|jo,x)) = A fiir alle X € [0, ¢].

Ist zudem + stetig differenzierbar, so gilt |¢’(¢)| = 1, das heiBt, der Punkt c(¢) € R™ bewegt sich
mit konstanter Absolutgeschwindigkeit, nur die Bewegungsrichtung ¢’ () ist noch variabel.

Absolut stetige Wege: Im obigen Beweis haben wir den HDI in beide Richtungen angewendet.
Hierzu haben wir vereinfachend angenommen, dass 7 : [a, b] — R" stetig differenzierbar ist;
es geniigt bereits stiickweise stetig differenzierbar (B2C) oder auch nur absolut stetig (B2E):

Ist jede Koordinatenfunktion 71, . .., vn : [a, b] — R stiickweise C* / absolut stetig, so existieren
ihre Ableitungen 71, ... ,";, in fast allen Punkten ¢ € [a, b, sie sind absolut integrierbar, somit
auch die Norm |v'|. Damit gilt y(¢) = v(a) + j; ~'(7)dr und £(y) = j:h"(t)\ dt < oo.

Ist umgekehrt vy rektifizierbar, so ist die Weglidngenfunktion absolut stetig. Ist v zudem injektiv,
so konnen wir nach Weglinge parametrisieren und erhalten einen absolut stetigen Weg c.
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Beispiel einer Umparametrisierung

E110
Erlauterung

Umparametrisierung und &quivalente Wege

Verschiedene Wege kdnnen dieselbe Kurve parametrisieren!
Wir betrachten nochmals den Halbkreis des einflihrenden Beispiels:

IF={(zy) eR?|a®+y*=1,2>0}

Wir vergleichen unsere drei Parametrisierungen

a: [-11] - R?: s a(s) = (V1-s%s),
b B(t) = (coshsint)7

B:[-2,2] > R?
1,1 — R?

tu—y(u) = (%» 13_1;2).
Die ersten beiden sind &quivalent vermége der Umparametrisierungen
B(t) = a(sint), a(s)
Die letzten beiden sind &quivalent vermége der Umparametrisierungen
B(t) = ~(tan(t/2), = B(2arctan(u)).

Ubung: Priifen Sie diese vier Gleichungen durch Einsetzen!

7=

= B(arcsin s).

7(u)

Eine Umparametrisierung ist eine stetige Bijektion @ : [a, b] — [a, b].
Dank Kompaktheit ist die Umkehrfunktion ®=1: (@, b] — [a, b] stetig.

Fur eine regulare Umparametrisierung verlangen wir zudem,
dass beide Bijektionen ® und ®~! stetig differenzierbar sind.

(1] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.3. Genau dann ist ® regulér,
wenn @ stetig diff"bar ist mit ®'(x) # 0 fiir alle « € [a, b]. Dank Kettenregel ist dann
auch &~ ! stetig diff’bar mit (&)’ (&) = @'(z) " fiir alle z € [a,b] und Z = ®(x).

Wege v : [a,b] — R"™ und 7 : [@, b] — R™ heiBen dquivalent vermdge
einer Umparametrisierung ®, wenn v = 4 o ® gilt, also yo &~ = 4.
Im Beispiel sind «, 3,~ aquivalent und 3, sogar regular aquivalent.
Satz E1c: Invarianz der Lange bei Umparametrisierung
Aquivalente Wege haben dieselbe Bildmenge und dieselbe Lange.

Beweis: Jede Umparametrisierung ® : [a, b] — [a, b] ist strikt wachsend oder strikt fallend
Zur Partition P von [a, b] gehon die Partition P = ®(P) von [a, b] mit £(v, P) = L7, P

Ebenso von P zu P = ®~'(P). Hieraus folgt £(y) = sup{{(y, P)} = sup{{(3, P)} = l( ).
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Definition der Kurvenlange
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Beispiel: Léange der Neilschen Parabel

Je zwei injektive Wege ~: [a,b] — R und 7 : [a,b] — R"

mit de