erkennen.
verstehen.
anwenden.

Prof. Dr. Michael Eisermann
FeSiRiER Institut fir Geometrie und Topologie (IGT)
michael-eisermann.de/lehre/HM3

Universitat Stuttgart

Wintersemester 2021/22
Vollversion 30.09.2023
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\ Habe Mut, dich deines eigenen Much to learn, you still have.
&, Verstandes zu bedienen! This is just the beginning.

Fiir die Mitteilung von Unklarheiten und Fehlern aller Art
sowie fiir Verbesserungsvorschldge bin ich stets dankbar!
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Urheberrecht und Haftungsausschluss Uberblick

Die hier angebotenen Inhalte sind urheberrechtlich geschiitzt. Sie diirfen zu nicht-kommerziellen
Zwecken in der Lehre verwendet werden, sofern die Quelle wie folgt vollstindig angegeben wird.

Prof. Dr. Michael Eisermann: Vorlesungsunterlagen zur Hoheren Mathematik,
Institut fiir Geometrie und Topologie (IGT), Universitit Stuttgart,
michael-eisermann.de/lehre/HM3

Diese Unterlagen dienen zur Vorlesung Hohere Mathematik 3 (vertieft). Sie sind konzipiert
fiir das Mathematik-Grundstudium in den Natur- und Ingenieurwissenschaften und vermitteln
einschldgiges Basiswissen. Zusammen mit den Grundlagen umfassen sie iiber 800 Aufgaben
mit Losungen, die Schonsten davon entstanden in Zusammenarbeit mit Dr. Friederike Stoll.

Die Inhalte wurden vom Autor mit grofter Sorgfalt fiir die Prisentation in der Lehre erstellt.
Sie werden allein zu Lehrzwecken zur Verfiigung gestellt, in der Hoffnung, dass sie zum Lernen
und Uben niitzen mogen, ohne jeden Anspruch auf Eignung zu irgendeinem anderen Zweck.
Sie sind keine Handlungsanweisung oder Empfehlung. Nur eigenstindiges Denken hilft!

Kunst und Wissenschaft, Forschung und Lehre sind frei. (GG Art.5.3.1) Der Autor iibernimmt
keinerlei Gewihr fiir die angebotenen Informationen und Daten, deren Aktualitit, Korrektheit,
Vollstandigkeit, Qualitit oder irgendeine Nutzbarkeit aulerhalb der Lehre. Haftungsanspriiche
fiir mogliche Schiden, materieller oder immaterieller Art, sind grundsitzlich ausgeschlossen.

Fiir Inhalte externer Quellen, insb. verlinkter Webseiten, ist stets deren Anbieter verantwortlich.



http://michael-eisermann.de
http://michael-eisermann.de/lehre/HM3
http://michael-eisermann.de/lehre/Fanshop
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Wie nutzen Sie dieses Vorlesungsskript? Uberblick

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie. Immanuel Kant, 1724—1804)

Diese Folien dienen als Grundlage meiner Vorlesung. Wie von Studierenden gewiinscht, konnen
sie auch eigenstidndig genutzt werden, zum Nacharbeiten, zur Klausurvorbereitung, oder notfalls
als Ersatz zur Vorlesung. Dazu sind Definitionen und Scitze mit zahlreichen Ubungen verwoben;
sie bilden daher kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umfingliches Lese- und Arbeitsbuch.

Die Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen. Dem studentischen Wunsche
folgend prisentiere ich vielfiltige Beispiele und Aufgaben mit Losungen, zudem Erlduterungen,
Erinnerungen und Ergdnzungen, instruktive Rechnungen und manchmal Beweise. Dies folgt der
bewihrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser leichter eine vorhandene Ubung, Erklirung
oder Illustration tibergehen kann, als eine fehlende selbst (er)finden. Moge es beiden niitzen!

Ich versuche, jedes Thema so einfach wie moglich darzustellen, doch so prizise und ausfiihrlich
wie es fiir ein solides Verstdndnis notig ist. Erkldrungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung
miindlich gebe, sind hier schriftlich ausgefiihrt; sie niitzen mir als Erinnerung, den Leser:innen
als Erldauterung. FEine ideale Mischung fiir alle und jede:n gibt es leider nicht: Der Bedarf nach
Umfang und Tiefe ist individuell unterschiedlich. Das Angebot ist reich. Dosieren Sie selbst!

Neben der Vollversion biete ich versuchsweise auch eine Halbversion, die mit der Axt auf halbe
Linge gekiirzt wurde, durch Loschung zahlreicher Beispiele und Aufgaben, Erinnerungen und

[lustrationen, Ausfithrungen und Ergéinzungen. Je nach Bedarf der Leser:in ist dies an manchen
Stellen hilfreich, an anderen fehlt es. Wer es sich zutraut, nutzt die Vollversion und dosiert selbst.
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Wozu bendtigen Sie mathematische Methoden? Uberblick

Alles Leben ist Problemlosen. (Sir Karl Popper, 1902—1994)

Verstindnis und Beherrschung komplexer Zusammenhiénge benétigen Empirie und Theorie,
quantitative Modelle und sorgféltige Planung. Diese beruhen im Wesentlichen auf Mathematik.
Der Beruf des Ingenieurs (m/w/d) und vieler anderer ist daher zunehmend mathematisch geprigt.
Mathematische Methoden sind hidufig Voraussetzung fiir den Erfolg technischer Entwicklungen;
das gilt auch, wenn sie beim Endprodukt im Inneren wirken und oberflichlich nicht sichtbar sind.
Deshalb nutzen Sie bereits im Studium vielfiltige und umfangreiche mathematische Methoden,
und hierzu legt IThre Mathematikausbildung im Grundstudium das notwendige Fundament.

Es ist dabei vollig unmoglich, alle in spiteren Anwendungen relevanten Techniken zu behandeln,
sozusagen als Enzyklopédie auf Vorrat. Dazu sind die Anforderungsprofile allzu unterschiedlich:
Was fiir den einen schon viel zu viel wire, ist fiir die andere noch ldngst nicht umfassend genug.
Zukiinftige Ingenieur:innen sollen daher nicht nur die allgegenwirtigen Grundfertigkeiten lernen,
sondern auch mathematische Denkweisen und systematische Problemldsung, um je nach Bedarf
erforderliche neue Methoden selbststindig erwerben, vertiefen und anwenden zu konnen.

Es ist in hochqualifizierten Berufen unwahrscheinlich, dass Sie genau dieses oder jenes Beispiel
wortlich anwenden. Das gilt ganz allgemein, selbst fiir die bestmdgliche Auswahl von Beispielen.
Hingegen ist es wahrscheinlich, dass Sie diese oder @hnliche bewéhrte Methoden hiufig nutzen.
Sie sollen daher nicht nur Beispiele lernen, sondern zugleich moglichst vielseitige Methoden!

Mathematik ist immer beides: sowohl abstrakte Theorie als auch konkrete Anwendung; sie sind
keine Gegensitze, sie ergdnzen sich, die eine kann nur mit der anderen dauerhaft erfolgreich sein.




Wozu lernen Sie Mathematik? Oberblich

Hochtechnologie ist immer auch mathematische Technologie.

Sie haben forschungsorientierte Studiengange gewahlt, Sie studieren
ambitionierte Facher, hierzu brauchen Sie handfeste Mathematik.

Was Sie hier lernen, kénnen Sie Uberall nutzbringend anwenden.
Mit diesen Werkzeugen kdnnen Sie auch dicke Bretter bohren.

. ,F:G:‘(;t we

Mit Mathematik
geht es besser!

bis unmoglich

Theorie und Anwendung sind keine Gegensétze, sie erganzen sich und
arbeiten wunderbar effizient zusammen wie linke und rechte Hand.

Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung.
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke!
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Wozu lernen Sie Mathematik? Oberblick

Mathematik ist Grundlage und Werkzeug aller modernen Technologie.

Als Ingenieur:in brauchen Sie Thr methodisches Handwerkszeug.
Dazu gehort als harter Kern und Grundlage die Hohere Mathematik.
Je anspruchsvoller die Aufgabe, desto wichtiger wird die Mathematik.

Sie konnen das begriilen oder bejammern, es ist und bleibt Tatsache:
Theorie ist nicht Ballast oder Schikane, sondern effizientes Werkzeug.

Viele von Thnen wissen bereits, dass Sie mathematische Werkzeuge dringend brauchen.
Andere finden es demnéchst heraus, hoffentlich bereits in dieser Grundlagenvorlesung,
andernfalls nachfolgend in Anwendungen und Vertiefungen in Studium und Beruf.

Je frither und je gewissenhafter Sie Ihr Handwerkszeug erlernen, desto besser.

Die Mathematik bietet Ihnen extrem prézise und scharfe Werkzeuge.
Zur effizienten Nutzung brauchen Sie einige grundlegende Kenntnisse.
Greifen Sie nicht wahllos in die Kiste oder packen die Werkzeuge

am falschen Ende: Wissen macht Ah! Unwissen macht Aua!

Vor uns liegt ein sehr anspruchsvolles und sehr lohnendes Semester.
Ich beginne am Ende und will Thnen zeigen, wo die Reise hingeht:
Wozu nutzen Sie diese Methoden? Welche Aufgaben kénnen Sie
damit l6sen, die jetzt noch auBBerhalb Ihrer Reichweite liegen?
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Wozu lernen Sie Mathematik? Oberblick

Frage nicht nur, was die HM jetzt schon fiir dich tun kann.
Frage vor allem, was du jetzt schon fiir die HM tun kannst.

Uncle Sam, Bildquelle: wikimedia

James Montgomery Flagg,

»
«
&

Wenn du ein Schiff bauen willst, lehre deine Leute nicht nur
ihr Handwerk, sondern erwecke ihre Sehnsucht nach dem Meer!

Wozu lernen Sie Mathematik? Oberblick

Dem Anwenden muss das Erkennen vorausgehen. (Max Planck, 1858—1947)

Manche:r schimpft auf die ,,lastige Theorie* und scheitert alsbald an allzu naiver Anwendung,
getreu dem Slogan ,,Plane nicht, irre lieber!*. Manchmal geht das gut, aber meist leider nicht.
Wem nichts besseres einfillt, der prangert pauschal die ,,Theorielast” des Studiums an und fordert
unspezifisch aber publikumswirksam ,,Praxisbezug®. Hohle Spriiche werden gerne wiedergekéut.

Wer Mathematik anwendet, weil3 es besser: Theorie ist keine Last, sondern wirksames Werkzeug.
Gute Ingenieur:innen kennen die moglichen Methoden und entscheiden umsichtig und informiert.
Die Erfahrung zeigt: Immer hiufiger sind mathematische Methoden der Schliissel zum Erfolg.

Ambitionierte Studiengénge bauen daher konsequent auf umfassende mathematische Grundlagen.

Manche Studenten (m/w/d) des Ingenieurwesens skandieren die Forderung ,,Wir wollen keine
Theorie, sondern nur Beispiele!* Wenn das Ihre personliche Uberzeugung ist, iiberdenken Sie Ihre
Studienwahl: Es gibt rein anwendungsorientierte Ausbildungen mit einem Minimum an Theorie.
Fiir ein forschungsorientiertes Studium wire das unzureichend, allzu einseitig und kurzsichtig.
Wie oben erklirt, sollen Sie nicht nur Beispiele lernen, sondern moglichst vielseitige Methoden!

Der Nutzen konkreter Beispiele zum Erlernen einer Methode steht auf3er Frage. Ebenso wichtig
ist jedoch die zugrundeliegende Theorie: Sie ordnet und erklirt. Das ist meist ein zweistufiger
Vorgang: Diese Vorlesung riickt Beispiele soweit moglich in den Vordergrund, stellt aber auch die
notwendige Theorie zur Verfestigung und Vertiefung bereit. Damit Sie sich diese Grundlagen
moglichst gut aneignen konnen, werde ich Definitionen und Sitze explizit formulieren und
ausfiihrlich behandeln, und deren sichere Beherrschung spiter auch von Thnen erwarten.




Mathematik ist schon und nutzlich. 009

Als Ingenieur:in wollen Sie komplexe, praktische Probleme I6sen. Dazu
brauchen Sie theoretische Grundlagen und mathematische Methoden.

Sie haben forschungsorientierte Studiengénge gewabhlt.
Je anspruchsvoller die Aufgabe, desto mathematischer die Werkzeuge!

Genau zu diesem Ziel bietet und verlangt Ihr Studiengang die HMS3.
Mit lhrem Engagement entscheiden Sie Uber lhre Zukunft.

Die richtige Wahl: Aufwartsspirale — «\@
engagiert mitarbeiten, gemeinsam lernen, erfolgreich studieren. {7/

%y Die falsche Wahl: Abwartsspirale —
& desinteressiert mitlaufen, planlos vertrodeln, frustriert aufgeben.

Lohnt sich lhre Investition in die HM3? Ja, sicher! Fragen Sie Alumni. ..
1 spannende Themen, schdone und natzliche Mathematik.
2 klare Struktur, hervorragende Betreuung, faire Klausur.
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Mathematik ist schén und nutzlich. Erlauterung

Die HM3 lasst niemanden kalt. Es gibt zu ihr nur zwei Ansichten:

@ Die einen lieben die HM3, sie wissen bereits, dass sie Mathematik
dringend bendtigen, sie erlernen und nutzen sie daher frihzeitig.

@ Alle anderen hingegen... erst spater.

Wir beantworten heute die grof3en Fragen des Lebens. ..
zumindest flr dieses Semester in der Héheren Mathematik 3:

Was kann ich wissen?
Was soll ich tun?
Was darf ich hoffen?
(Immanuel Kant, 1724-1804)

Die HM3 ist fur Sie Pflicht und auch Chance!

Erkliire es mir, und ich werde es vergessen.
Zeige es mir, und ich werde mich erinnern.
Lass es mich tun, und ich werde es verstehen.
(Konfuzius, 551-497 v.Chr.)
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Mathematik ist schon und nutzlich. .. und anspruchsvoll.

© In aller Bescheidenheit: Unsere HM3 ist sensationell gut.

80% 15% 5% 0% 0%

Die Lehrveranstaltung ist auRerordentlich gut trifft 2u ‘ | , trifft nicht zu
1

organisiert.

Es wird auf die Anliegen und Belange der ifft 2u —T it nicht 2u
Studierenden eingegangen.

1 2 3 4 5
. . . 62,5% 27,5% 10% 0% 0%
Ich habe durch die Teilnahme an dieser tifft zu » tifft nicht zu
Lehrveranstaltung viel gelernt. ik

1 2 3 4 5

/\ Klar und ehrlich: Studieren heif3t sich bem(ihen!

. 0% 0% 5% 45% 50%
Im Vergleich zu anderen Lehrveranstaltungen sehr niedrig . .

. . . . . sehr hoch
sind die Anforderungen in dieser LV an mich...

1 2 3 4 5
Die Leh t |t h t ich . utiic 0% 5% 22,5% 70% 2,5% cutlc
e Lenrveranstaliung hat mic untedrfortcljept ,_|__| qubetrlfopdert
1 2 3 4 5
T - - . 012
Mathematik ist schon und nutzlich. .. und anspruchsvoll. Erléuterung

Warum erzahle ich lhnen das? Sie kdbnnen mit uns rechnen!

Ich méchte, dass Sie vernlnftig handeln und erfolgreich studieren.
Zu dieser Entscheidung gebe ich Ihnen die nétigen Informationen.
Sie haben die Freiheit, unvernlnftig zu handeln und zu scheitern.
Ich kann Ihnen den Weg zeigen, gehen missen Sie ihn selbst.

Die Rickmeldungen sind insgesamt sehr positiv, die Befragungen sind
sensationell gut, besonders fur eine Grundvorlesung am Studienanfang
und zudem gar in der Mathematik, als Service im Ingenieurwesen.
Unser Gesamtpaket der Héheren Mathematik 3 ist hervorragend.

Daflr arbeite ich extrem hart, genauer gesagt: lhr gesamtes HM3-Team!
Von Ihnen erwarte ich dasselbe: ernsthaftes Engagement und Mitarbeit.
Mir ist wichtig, diese Grundfrage anfangs ein fr alle mal zu klaren.
AnschlieBend kdonnen wir uns auf Inhalte konzentrieren!

Quidquid agis, prudenter agas et respice finem!
[Was immer du tust, handele klug und bedenke das Ende!]
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Unser llias-Kurs ist informativ und schon gestaltet.

Magazin > Naturwissenschaften und Mathematik > Mathematik > Lehrveranstaltungen > Winter 2021/22 > Hohere Mathematik 3 (vertieft)
Voransicht als Mitglied &
Z Hohere Mathematik 3 (vertieft)

Der kronende Abschluss der Stuttgarter Trilogie Hohere Mathematik 1-2-3

Info Mitglieder

Herzlich willkommen zur Héheren Mathematik 3 (vertieft)! Wir unterstiitzen Sie bestmaoglich beim Lernen, sowohl in Prasenz auf dem Campus als auch digital hier in llias.
Auch dieses vierte Corona-Semester verlangt uns allen viel ab, sowohl Ihnen als Studierenden als auch uns, Ihrem diesjahrigen HM3-Team. Wir haben langjahrige Erfahrung, wir
sind hochmotiviert, und wir zahlen auf Ihre engagierte Mithilfe. Wir wollen gut zusammenarbeiten, wir missen uns zusammenraufen, nur so kann es gelingen. Seien Sie dabei!

I W Aktionen ~

v DAS HM3-COCKPIT: BEI UNS SITZEN SIE IN DER ERSTEN REIHE!
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Mein HM3-Skript ist frei erhaltlich.

Die Vorlesungsfolien eingebettet in ein Lese- und
Arbeitsbuch

Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen.
JoHANN WOLFGANG VON GOETHE (1749-1832), Faust

Parallel zur aktuellen Vorlesung HM3 stelle ich meine Folien zur Verfiigung. Sie
sind kein knappes Nachschlageheft, sondern ein umfangliches Lese- und Arbeits-
buch. Wer sie nur hastig durchblattert, wird ihren Umfang abschreckend finden.
Wer sich jedoch ernsthaft einarbeitet, wird sie gut nutzen konnen.

(&N Q 1|4 1 von112 — | 4+ SeitengroRe v s BN »

erkennen.
verstehen.
anwenden.
Prof. Dr. Michael Eisermann
Institut fiir Geometrie und Topologie (IGT)
michael-eisermann.de/lehre/HM3

Universitat Stuttgart
Wintersemester 2021/22
Vollversion 11. Oktober 2021

7 Habe Mut, dich deines eigenen Much to learn, you still have.
_ Verstandes zu bedienen! This is just the beginning. Q)&

Fiir die Mitteilung von Unklarheiten und Fehlern aller Art
sowie fiir Verbesserungsvorschlige bin ich stets dankbar!
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So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig.

blauer Titelbalken weil3er Titelbalken
/ = Vorlesung = Hintergrund \
Die kontinuitétsgleichung der Strémungslehre "I | Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre ‘Ausmwllg
Ziel: Wie verhalten sich Strdmungen? Welche Gleichungen gelten hier? Die Strémungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.

Sie ist grundlegend fiir die Meteorologie, beim Bau von Flugzeugen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flief3t!

§.

Strémungslehre:
Fluiddynamik

inkompressibel: kompressibel:
Hydrodynamik Aerodynamik

: mit Reibung: ohne Reibung:
Luft- und Wasserstrémung um die Kanarischen Inseln Navier—Stokes Euler-Gleichung

(0) Wie beschreiben Sie eine Strdmung in einem Gebiet Q C R? liber ein

- . o P R O Ein Fluid heifit inkompressibel, wenn seine Dichte nicht vom Druck abhingt. Zum Beispiel ist
Zeitintervall T = [to, t1]? Geschwindigkeit 7: T x Q — R3: (¢, &) > #(t, %) P s P

. ; dies bei Wasser eine gute Niherung fiir die meisten Anwendungen. Noch einfacher ist zunichst,
und Massendichte ¢: I x Q — R: (¢, %) = o(t, &) und evtl. weitere Daten. iiberall konstante Dichte anzunehmen. Anders als Fliissigkeiten sind Gase leicht komprimierbar,
Die Massenstromdichte o7: I x £ — R3 beschreibt den Massenfluss ihre Dichte ist etwa 1000mal geringer, ihre thermische Ausdehnung groBer. Fiir ihre Bewegung

Im Stré b ich Q de M d h ich aber gelten weitgehend die gleichen Gesetze, zumindest bei nicht allzu groen Driicken und
m Stromungsbereic werde Masse weder erzeugt noch vernichtet. Geschwindigkeiten. Wir wenden uns hier der allgemein giiltigen Kontinuititsgleichung zu.

In jeder Vorlesung werden etwa 20 bis 25 Vorlesungsfolien besprochen;
diese bilden den blauen Faden, das Kernprogramm, unser Grundgerust.

Zu jeder Vorlesungsfolie gehdren etwa drei Hintergrundfolien; sie bieten
hilfreiche Erlauterungen und Erganzungen, Anwendungen und Beispiele,
Aufgaben und Lésungen, usw. Dosieren Sie selbst nach Ihrem Bedarf!
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So nutzen Sie das Vorlesungsskript richtig. Erlauterung

Die Folien erflllen eine doppelte Funktion. Fir meinen Vortrag erstelle
ich die Folien zur visuellen Unterstitzung und nutze sie als Grundlage.
Diese Vortragsfolien sind durch blaue Titelbalken leicht zu erkennen.
Hier finden Sie alles Wesentliche, darauf sollten Sie sich konzentrieren.

Dieses Grundgertst erganze ich durch Hintergrundinformation in Form
von Erlauterungen und Ausflhrungen, Erinnerungen und Erganzungen,
Aufgaben mit Losungen, weiteren Beispielen und Rechnungen, etc.
Dies folgt der bewahrten Erfahrung, dass die Leserin und der Leser
leichter eine vorhandene Ubung, Erklarung oder lllustration iibergehen
kénnen, als eine fehlende selbst (er)finden. Mbge es beiden nitzen!

Ich versuche, jedes Thema so klar und einfach wie moglich darzustellen,
doch so prazise und ausfuhrlich wie flr ein solides Verstandnis notig ist.
Erklarungen und Hinweise, die ich in der Vorlesung mundlich gebe,
finden Sie hier zum Nachlesen noch einmal schriftlich ausgefthrt;

sie nUtzen mir als Erinnerung und beiden Lesern als Erlauterung.

Tipp: Ein fettgesetztes Stichwort kann mit ,#Stichwort“ gesucht werden.




Kapitel A: Was sind und was sollen Integrale?

A1 Konstruktion des Volumens
A1.1 Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?
A1.2 Was sind und was sollen Integrale?
A1.3 Schreibweisen flr Integrale

A2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen
A2.1 Der Korper (R, +, -, <) der reellen Zahlen
A2.2 Reelle Funktionen und ihre Operationen
A2.3 Absolute Summation von Reihen

A3 Konstruktion des Integrals
A3.1 Treppenfunktionen und ihr Integral
A3.2 Einschachtelung und Ausschopfung
A3.3 Absolut integrierbare Funktionen

A4 Eigenschaften des Integrals
A4.1 Zerlegung und Betragsabschatzung
A4.2 Fast Uberall gleiche Funktionen
A4.3 Erste Beispiele und Verstandnisfragen

Kapitel B: Eindimensionale Integration

B1 Integration durch Einschachtelung (nach Riemann)
B1.1 Treppenfunktionen und Integration durch Einschachtelung
B1.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
B1.3 Integrationsregeln und elementare Integralformeln

B2 Integration durch Ausschopfung (nach Lebesgue)
B2.1 Absolute Integration durch Ausschopfung
B2.2 Der Hauptsatz fUr integrierbare Funktionen
B2.3 Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

B3 Integrale und Reihen
B3.1 Vergleich von Integral und Reihe
B3.2 Stirling—Formel und Gamma-Funktion
B3.3 Konvergenzkriterien von Abel, Leibniz und Dirichlet

B4 Fazit: Eindimensionale Integration
B4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
B4.2 Beispiele zur uneigentlichen Integration
B4.3 Analytische und glatte Funktionen




Kapitel C: Mehrdimensionale Integration

C1

C2

C3

C4

Der Satz von Fubini

C1.1 lterierte Integrale fUr nicht-negative Funktionen
C1.2 Der Satz von Fubini fir integrierbare Funktionen
C1.3 Integration tGber Normalbereiche

Der Transformationssatz

C2.1 Neue Variablen als geschickte Koordinaten
C2.2 Polarkoordinaten und das Gauf3sche Integral
C2.3 Zylinder- und Kugelkoordinaten

Fazit: Hauptsatz, Fubini, Transformation
C8.1 Zusammenfassung

C3.2 Verstandnisfragen

C3.3 Normalbereiche

Weitere Aufgaben und Anwendungen

C4.1 Tragheitsmoment von Zylinder und Kugel
C4.2 Warnende Gegenbeispiele zu Fubini
C4.3 Volumina, Polstellen, Integrierbarkeit

Kapitel D: Integrale und Grenzwerte

D1

D2

D3

D4

D5

Vertauschen von Integral und Reihe
D1.1 Absolute Konvergenz in L!
D1.2 Integration von Potenzreihen

Vertauschen von Integral und Limes
D2.1 Punktweise Konvergenz
D2.2 Majorisierte Konvergenz

Vertauschen von Integral und Ableitung
D3.1 Kompakte Integrationsbereiche
D3.2 Beliebige Integrationsbereiche

Weitere Aufgaben und Anwendungen
D4.1 Warnende Beispiele zur Vertauschung
D4.2 Berechnung von Integralen und Reihen

Kalkul der Distributionen
D5.1 Losungen der Warmeleitungsgleichung
D5.2 Distributionen und ihre Rechenregeln




Kapitel E: Integralsatze in der Ebene

E1 Die Integralsatze von Green und Gauf3
E1.1 Wegintegrale und Kurvenintegrale
E1.2 Ebene Kompakta mit stickweise glattem Rand
E1.3 Der Integralsatz von Green: anschauen und nachrechnen!
E1.4 Der Integralsatz von Gauf3: anschauen und nachrechnen!

E2 Anwendungsbeispiele
E2.1 Schreibweise als Differentialform
E2.2 Die Greenschen Flachenformeln
E2.3 Arbeitsintegrale in der Thermodynamik
E2.4 Flacheninhalt und Schwerpunkt

E3 Verstandnisfragen und Aufgaben
E3.1 Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?
E3.2 Zwei prominente Vektorfelder: Wirbel und Quelle
E3.3 Der Hauptsatz fir Arbeitsintegrale
E3.4 Losung des Potentialproblems

Kapitel F: Integralsatze fur komplexe Funktionen

F1 Crashkurs zum Residuensatz

F2 Komplexe Funktionen und Potenzreihen
F2.1 Die Cauchy—Riemann—Differentialgleichungen
F2.2 Exponentialfunktion und Zweige des Logarithmus
F2.3 Laurent—Reihen, Polstellen und Residuen

F3 Die Integralformel von Cauchy
F3.1 Integralsatz und Integralformel von Cauchy
F3.2 Fundamentalsatz der Algebra und Nullstellensuche
F3.3 Entwicklung in Potenzreihen und in Laurent—Reihen

F4 Der Residuensatz und Anwendungen
F4.1 Das Residuum einer isolierten Singularitat
F4.2 Der Residuensatz fir Kompakta
F4.3 Anwendung auf reelle Integrale

F5 Fazit: Residuenkalkul
F5.1 Verstandnisfragen und Vertiefungen
F5.2 Anwendungsbeispiele zum Residuenkalkiil




Kapitel G: Integralsatze im Raum

G1

Crashkurs zu Integralsatzen im Raum

G1.1 Flachenintegrale und Integralsatze im Raum
G1.2 Einfihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
G1.3 Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

G2 Flachenintegrale im Raum

G2.1 Glatte Flachensticke und Parametrisierungen
G2.2 Kugelsegment, Kugelkappe, Torusflache
G2.3 Rotationskdrper und Guldinsche Regeln

G3 Integralsatze im Raum

G3.1 Die Integralsatze von Stokes und Gauf3
G3.2 Anwendung: das archimedische Prinzip
G3.3 Numerik: Triangulierung und Linearisierung

G4 Fazit: Integralsatze

G4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
G4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
G4.3 Geometrie auf gekrimmten Flachen

Kapitel H: Erste Anwendungen der Integralsatze

H1

H2

H3

Partielle Differentialgleichungen der Physik
H1.1 Eulers Kontinuitatsgleichung

H1.2 Fouriers Warmeleitungsgleichung

H1.3 Newtons Gravitationsgesetz

H1.4 Maxwells Elektrodynamik

Vektorfelder und Potentiale

H2.1 Konservative Vektorfelder

H2.2 Rotationsfreie Vektorfelder

H2.3 Einfach zusammenhangende Gebiete
H2.4 Radialsymmetrische Felder und Potentiale

Fazit: Erste Anwendung der Integralsatze
H3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
H3.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen
H3.3 Notwendige und hinreichende Kriterien
H3.4 Gegenlaufige Wirbelfelder, Quadrupolis




Kapitel I: Fourier—Analyse periodischer Funktionen

|11 Die trigonometrische Orthonormalbasis
I1.1 Periodische Funktionen, erste Beispiele
I1.2 Periodische Fortsetzung, Spiegelung
11.3 Skalarprodukt und Orthonormalbasis

|2 Fourier—Analyse und das Dirichlet—Kriterium
12.1 Fourier—Entwicklung der Sdgezahnfunktion
|2.2 Das Konvergenz-Kriterium von Dirichlet
12.3 Fourier—Entwicklung von Treppenfunktionen

I3 Rechenregeln zu Integration und Glattheit
13.1 Integrieren und Differenzieren
13.2 Abklingen der Fourier—Koeffizienten
13.3 Von Potenzreihen zu Fourier—Reihen

|4  Fazit: Fourier—Analyse periodischer Funktionen
4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
14.2 Weitere Aufgaben und Anwendungen

Kapitel J: Die Fourier—Isometrie

J1 Parseval-Gleichung und Fourier—Isometrie
J1.1 Die Energiegleichung und erste Anwendungsbeispiele
J1.2 Die Fourier—Isometrie zwischen Funktion und Spektrum
J1.3 Isoperimetrisches Problem und L6sung durch Fourier—Reihen

J2 Punkiweise und gleichmafige Konvergenz
J2.1 Punktweise Konvergenz nach Dirichlet
J2.2 Gleichmafige Approximation nach Fejér
J2.3 Wann gilt punktweise Konvergenz fast Gberall?

J3 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.1 Bestapproximation durch Orthogonalprojektion
J3.2 Konvergenz im quadratischen Mittel
J3.3 Vergleich der drei Konvergenzbegriffe

J4 Fazit: Fourier—Analyse und Synthese
J4.1 Zusammenfassung
J4.2 Verstandnisfragen




Kapitel K: Fourier—Transformation

K1 Erste Beispiele, Eigenschaften, Rechenregeln
K1.1 Von der Fourier—Reihe zum Fourier—Integral
K1.2 Einfache Beispiele und erste Eigenschaften
K1.3 Der Umkehrsatz fir Fourier—Transformierte

K2 Analytische Eigenschaften
K2.1 Rechenregeln der Fourier—Transformation
K2.2 Ableitung und Multiplikation
K2.3 Faltung und Produkt

K3 Metrische Eigenschaften
K8.1 Energiegleichung und Fourier—Isometrie
K3.2 Die Unscharferelation flr Fourier—Paare
K3.3 Bedeutung in der Quantenmechanik

K4 Fazit: Fourier—Transformation
K4.1 Zusammenfassung
K4.2 Verstandnisfragen
K4.3 Weitere Aufgaben

Kapitel L: Laplace—Transformation

L1 Die Laplace—Transformation
L1.1 Definition der Laplace—Transformation
L1.2 Linearitat und Ableitungsregel
L1.3 Streckung, Dampfung, Verschiebung

L2 Anwendung auf Differentialgleichungen
L2.1 Tabelle einfacher Laplace—Transformierter
L2.2 Lésung von Differentialgleichungen
L2.3 Partialbruchzerlegung und Residuen

L3 Weitere Eigenschaften und Anwendungen
3.1 Rucktransformation und Injektivitat
3.2 Faltung und Integralregel
L.3.3 Greensche Fundamentallésung

L4 Fazit: Laplace—Transformation
L4.1 Vergleich von Laplace und Fourier
L4.2 Anwendung in der Systemtheorie
L4.3 Aufgaben zu Differentialgleichungen




Kapitel M: Gewohnliche Differentialgleichungen

M1

Erste Beispiele von Differentialgleichungen
M1.1 Einfache Beispiele aus der Mechanik
M1.2 Separierbare Differentialgleichungen
M1.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

M2 Exakte Differentialgleichungen

M2.1 Exaktheit und Potential von f(x,y) + g(z,y)y =0
M2.2 Losung durch einen integrierenden Faktor
M2.3 Lineare Differentialgleichungen

M3 Fazit: Existenz, Eindeutigkeit, LOsungsmethoden

M3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
M3.2 Methodenvergleich: Viele Wege fihren zum Ziel.
M3.3 Gut & schlecht gestellte Anfangswertprobleme

M4 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele

M4.1 Umformung und Lésung durch Substitution
M4.2 Exakte Differentialgleichungen und Potentiale
M4.3 Qualitative Analyse, Runden und Eingrenzen

Kapitel N: Differentialgleichungen hoherer Ordnung

N1

N2

N3

N4

NS

Harmonische Schwingungen
N1.1 Freie harmonische Schwingung
N1.2 Erzwungene harmonische Schwingung

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
N2.1 Charakteristisches Polynom und Fundamentalsystem

N2.2 Lésungsansatz fir spezielle rechte Seiten r(x) e#*

N2.3 Greensche Losungsformel fir beliebige rechte Seiten

Lineare Differentialgleichungen mit stetigen Koeffizienten
N3.1 Fundamentalmatrix und Variation der Konstanten
N3.2 Loésung durch Potenzreihenansatz

Die Euler—Lagrange—Differentialgleichung
N4.1 Optimierung durch Variationsrechnung
N4.2 Loésung des Brachistochrone-Problems

Fazit: Differentialgleichungen héherer Ordnung
N5.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
N5.2 Weitere Aufgaben und Methodenvergleich




Kapitel O: Dynamische Systeme

O1

Dynamische Systeme

O1.1 Der harmonische Oszillator als dynamisches System
0O1.2 Gekoppelte Oszillatoren und Eigenfrequenzen

O1.3 Mathematisches Pendel und Energieflache

O1.4 Das Naherungsverfahren von Runge—Kutta

O2 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

0O2.1 Lokale Lésungen: Satz von Picard—Lindel6f

02.2 Fortsetzungen und maximale Lésungen

02.3 Sensible Abhangigkeit von den Anfangsdaten

02.4 Aufgaben zu Existenz und Eindeutigkeit und Stabilitat

O3 Der Hauptsatz fur lineare dynamische Systeme

0O8.1 Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes
03.2 Variation der Konstanten zur Partikularlésung
03.3 Matrizenkalkll und Exponentialfunktion

03.4 Fundamentalldsung homogener DGSysteme

Kapitel P: Autonome Systeme, Gleichgewicht und Stabilitat

P1

Lineare DGSysteme mit konstanten Koeffizienten

P1.1 Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

P1.2 Lésungen mittels Eigenvektoren und Eigenfunktionen
P1.3 Lésungen mittels Hauptvektoren und Hauptfunktionen
P1.4 Von komplexen zu reellen Losungen

P2 Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten

P3

P2.1 Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat
P2.2 Rauber-Beute-Modell nach Lotka—Volterra
P2.3 Stabilitatsanalyse nach Lyapunov

P2.4 Hamiltonsche Dynamik und Stabilitat

Fazit: Differentialgleichungssysteme

P3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen

P3.2 Reduktion der Ordnung und Methodenvergleich

P3.3 Beispiele zur Dynamik um Fixpunkte und In/Stabilitat
P3.4 Invariante Mengen dank Tangentialbedingung




Kapitel Q: Partielle Differentialgleichungen (PDE)

Q1 Erste Beispiele partieller Differentialgleichungen
Q1.1 Partielle Ableitungen und der Satz von Schwarz
Q1.2 Cauchy—Riemann und Maxwell-Gleichungen
Q1.3 Konvektion-Diffusion und Navier—Stokes—Gleichungen
Q1.4 Ideale ebene Strémungen und holomorphe Funktionen

Q2 Lineare PDE erster Ordnung
Q2.1 Lineare Differentialoperatoren
Q2.2 Lésung entlang charakteristischer Kurven
Q2.3 Die Charakteristikmethode und warnende Gegenbeispiele
Q2.4 Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten

Q3 Fazit: PDE erster Ordnung
Q3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
Q3.2 Aufgaben zur Charakteristikmethode
Q3.3 Ldsung durch Potenzreihenansatz
Q3.4 Methodenvergleich: Viele Wege fuhren zum Ziel.

Kapitel R: Lineare PDE zweiter Ordnung

R1 Lineare PDE zweiter Ordnung
R1.1 Lésung durch Fourier—Transformation
R1.2 Klassifikation linearer PDE zweiter Ordnung
R1.3 Trennung der Variablen durch Produktansatz

R2 Anwendung auf die Potentialgleichung
R2.1 Laplace—Gleichung auf einem Rechteck
R2.2 Eindeutigkeit und Minimum-Maximum-Prinzip
R2.3 Gut gestellt? Hadamards warnendes Gegenbeispiel

R3 Anwendung auf die Wellengleichung
R3.1 Die harmonisch schwingende Saite
R3.2 Wellengleichung und die gezupfte Saite
R3.3 Die Energiemethode beweist die Eindeutigkeit.

R4 Fazit: PDE zweiter Ordnung
R4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
R4.2 Aufgaben zur Separationsmethode




Kapitel S: Die Warmeleitungsgleichung

ST

S2

S3

S4

S5

Die Warmeleitungsgleichung

S1.1 Von der Warmebilanz zur Differentialgleichung
S1.2 Warmeleitungskern und Superposition

S1.3 Lésung durch Fourier—Transformation

Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
S2.1 Wie schnell kihlt ein Stab Uber seine Enden ab?
S2.2 Was passiert bei gleichmaBigem Aufheizen?
S2.3 Was passiert bei Isolierung an den Randern?

Existenz und Eindeutigkeit und Naherung
S3.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
S3.2 Energie und Minimum-Maximum-Prinzip
S3.3 Approximation durch finite Differenzen

Die dreidimensionale Warmeleitungsgleichung
S4.1 Wie schnell kihlt eine Kugel tber ihren Rand ab?
S4.2 Beispiele aus Kiche, Keller, Krimi

Fazit: Losungen der Warmeleitungsgleichung

Kapitel T: Wahrscheinlichkeitsrechnung

T1

T2

13

T4

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
T1.1 Zufall und Wahrscheinlichkeit: Grundbegriffe
T1.2 Rechnen mit Ereignissen: Wahrscheinlichkeitsraume

Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit
T2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Formel von Bayes
T2.2 Stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen

Das Gesetz der gro3en Zahlen

T3.1 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz

T3.2 Die Ungleichungen von Chebychev

T3.3 Unabhangigkeit und Gesetz der gro3en Zahlen
T3.4 Korrelation, Unabhangigkeit und Kausalitat

Fazit: Wahrscheinlichkeitsrechnung

T4.1 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
T4.2 Sex: Was nltzen dem Pfau seine Federn?
T4.3 Tischkicker: Das Runde muss ins Eckige.
T4.4 Google: Die zufallige Irrfahrt im Internet




Kapitel U: Kombinatorik und Naherungen

U1 Produktexperimente
U1.1 Ausfallwahrscheinlichkeiten
U1.2 Prognosen zu Reaktorunfallen
U1.3 Kollision und Geburtstagsparadox

U2 Kombinatorik und Urnenmodelle
U2.1 Kombinatorische Abzahlformeln
U2.2 Schubfachmodelle
U2.3 Urnenmodelle

U3 Drei grundlegende stochastische Modelle
U3.1 Hypergeometrische Verteilung
U3.2 Binomialverteilung
U3.3 Poisson—Verteilung

U4 Fazit: hypergeometrisch, binomial, Poisson
U4.1 Verstandnisfragen und weitere Aufgaben
U4.2 Poissons Gesetz der kleinen Zahlen
U4.3 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

Kapitel V: Der lokale Grenzwertsatz

V1 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen
V1.1 Kontinuierliche Verteilungen
V1.2 Wahrscheinlichkeitsraume
V1.3 Eindimensionale Normalverteilung

V2 Erwartung, Varianz, Streuung
V2.1 Kumulative Verteilungsfunktion
V2.2 Zufallsvariablen, Erwartung und Varianz
V2.3 Verteilungen und ihre Kenngrof3en

V3 Der lokale Grenzwertsatz
V3.1 Von der Binomial- zur Normalverteilung
V3.2 Der lokale Grenzwertsatz
V3.3 Erste Anwendungsbeispiele

V4 Fazit: der lokale Grenzwertsatz
V4.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
V4.2 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele
V4.3 Kleine Stichprobe und Intervallschatzung




Kapitel W: Der zentrale Grenzwertsatz

W1 Der zentrale Grenzwertsatz
W1.1 Stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen
W1.2 Beispiele und erste Beobachtungen
W1.3 Der zentrale Grenzwertsatz

W2 Statistische Anwendungen
W2.1 Konfidenzintervalle
W2.2 Fehlerfortpflanzung
W2.3 Regressionsanalyse

W3 Fazit: der zentrale Grenzwertsatz
W3.1 Zusammenfassung und Verstandnisfragen
W3.2 Summen von Zufallsvariablen und Grenzwertsatze
W3.3 Weitere Aufgaben und Anwendungsbeispiele

W4 Analytische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung
W4.1 Laplace— und Fourier—Transformation
W4.2 Beweisidee des zentralen Grenzwertsatzes

Kapitel Z: Zusammenfassung

Das letzte Kapitel Z versammelt alle Kapitelzusammenfassungen
und bietet so eine Zusammenschau der wichtigsten Ergebnisse,
Satze und Methoden dieser Vorlesung zur Héheren Mathematik.
Im Laufe des Semesters flihren wir Sie Schritt fir Schritt dorthin.

Diese Zusammenfassung ist dazu nur eine Gedachtnisstitze; zum
soliden Versténdnis bendtigen Sie alle Grundlagen und viel Ubung!
Erfahrung, Umsicht und Verstandnis lassen sich nicht eintrichtern,
sondern nur durch regelmaBige Ubung erwerben. Also: Uben Sie!

Wir beginnen diese Vorlesung mit einem Kapitel zur Vorschau;
dies gibt zunachst eine Ubersicht der zentralen Themen der HM3
und dient somit zu einer ersten Orientierung und zu Ihrer Motivation.

Auch wenn Sie die nétigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kénnen
Sie doch sinngeman erahnen, welche Techniken Sie brauchen werden.
Sie kdnnen jetzt schon die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den nachsten Wochen einlésen.
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Ein hoher Turm braucht eine breite Basis. Sl

~
by

r(z)

(/SIS 77777777 ////////////////:
S IPIII I 777772772V 7777727727277272772777.

VISP 7777777 IS
R R R Ry yes VIS,
////////////////////////////////

Der Elffeltu}m in Paris am Abend des 14.08.2013, H6he 324m

Aufgabe: Konstruieren Sie eine Saule aus einem Material konstanter
Dichte o, so dass der Druck (Last pro Flache) Gberall konstant p ist.

Zahlenbeispiel: Beton o = 3g/ cm?, Last Go = 4600kN, Radius o = 1m, Hohe 300m.
Unser Modell ist zwar extrem vereinfacht, aber es illustriert doch recht gut das Prinzip.

Ein hoher Turm braucht eine breite Basis. Beiepi
Losung: In Hohe x haben wir den Radius r(z) > 0 gemaf Sklzze
Die Flache ist A(z) = wr(z)?, das Volumen V (z) = [,"_, 2 dh,
das Gewicht G(z) = goV (), der Druck G(x)/A(z) = p. Insgesamt
go - / mr(h)*dh = p- mr(z)?
h=0
Ableiten dieser Integralgleichung ergibt unsere Differentialgleichung:
gomr(x)® = 2pmr(x)r(x).
Diese ist elementar I6sbar. Wir trennen die Variablen und integrieren:
r'(z) _ go *r'(h) / Y go go
== = dh = —dh = Inr(z)—Inryg=x=—
M@ 2 e T o 2 ()= =y,

Wir erhalten somit (x) = ry e*9¢/?P, Der Radius wéchst exponentiell!

Dank passender mathematischer Werkzeuge gelingt uns die Rechnung erfreulich leicht.
Zahlenbeispiel: p ~ 1500kN /m?, 7(x) = 1m - e*%°Y/™ (300m) ~ 20m.
Die Druckfestigkeit liegt je nach Beton zwischen 10 und 100N/ mm?.
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Theorie und Anwendung: Modellierungskreislauf Erlauterung

& Abstraktion ist die Kunst, Wichtiges von Unwichtigem zu trennen.

Differentialgleichungen nutzen wir zur Formulierung der Naturgesetze,
sie sind die universelle Sprache der Naturwissenschaft und der Technik:
Damit kbnnen wir Probleme formulieren, strukturieren, verstehen, I6sen.

1. Grundlegendes Verstandnis der vorliegenden Situation:

Um Anwendungen in der Physik, Mechanik, Thermodynamik,
Strdmungslehre, etc. zu verstehen, bendtigen Sie zunachst die
erforderlichen Grundkenntnisse der betroffenen Anwendungsgebiete:
Naturgesetze, grundlegende Modelle, geeignete Vereinfachungen, etc.

© Erst so kdnnen Sie die Situation quantitativ und prazise erfassen.

2. Mathematische Modellierung der vorliegenden Situation:
Durch geeignete Vereinfachung, Formalisierung und Abstraktion
erhalten Sie ein mathematisches Modell. Dieses besteht aus den
relevanten Grél3en und den zwischen ihnen gelten Beziehungen,
meist geeignete Gleichungen, sehr haufig Differentialgleichungen.

) Hierzu nutzen Sie die Techniken Ilhrer HM und weitere nach Bedarf.
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Theorie und Anwendung: Modellierungskreislauf Erléuterung

3. Losung durch geeignete mathematische Werkzeuge: Dazu lernen
Sie hier die grundlegenden Rechentechniken. Das ist ein weites Gebiet!
Je nach lhren Anwendungen vertiefen Sie die ndtigen Techniken zur
numerischen Naherung, zu partiellen Differentialgleichungen, etc.

©) Ldsungen sind oft schwer zu finden, aber leicht zu Uberpriifen.
Zur Sorgfalt gehért, die gefundenen / benachbarte / alle Lésungen
zu prufen, zu diskutieren und umsichtig alle Sonderfalle zu beachten.

4. Anpassung und Uberpriifung anhand gegebener Daten:

Ist eine mathematische Loésung oder numerische Naherung gelungen,
so passen Sie schlieB3lich die noch freien Parameter des Modells an die
gegebenen Daten an und Uberpriufen soweit moglich die Vorhersagen
des Modells durch Experimente, Messungen, Alternativmodelle, etc.

A\ Falls nétig muss erneut ab (1) ein besseres Modell erstellt werden.

Diese Vorlesung konzentriert sich auf Losungsmethoden (Schritt 3).
Aus |Ihren Vorlesungen kennen Sie bereits einige Anwendungen (1,2,4),
viele weitere werden noch folgen. Nutzen Sie diese Querverbindungen!
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Warum ist Mathematik so erfolgreich?

Theorie /( Myathematik

N A
NP

grundlegende Eigenschaften O= a aufbauende Eigenschaften
S Annahmen, Gesetze, Axiome folgern, 16sen Regeln, Satze, Beweise -
((}) O:
?
- modellieren 1L abstrahieren vorhgpen* konkretisieren L interpretieren
< idealisieren N’ vereinfachen spezialisieren J7 validieren c
o planen? =
S . .
o 1. Empirie anpassen 4. Anwendung le;
Beobachtung / Experiment - @ Interpretation der Resutate
Uberprufen

Erfahrungen, Wiinsche, Ziele Uberpriifung des Modells

Realitat / Anwendung

Konkrete Anwendung benétigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Alles Denken beruht auf Modellen; diese konnen deskriptiv oder normativ eingesetzt werden.
Deskriptiv: beschreibend (Kettenlinie), erkldarend (Planetenbewegung), vorhersagend (Wetter).
Normativ: vorschreibend (Bauplan), planend (Raumsonde), gesetzgebend (Klimaschutz).
Ingenieur:innen wollen beides, nicht nur passiv vorhersagen, sondern auch aktiv steuern

und beeinflussen. Hierzu bendétigen Sie ausreichend starke mathematische Werkzeuge.
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Warum ist Mathematik so erfolgreich? Erléuterung

Die Differential- und Integralrechnung kennen Sie aus der HM1&2 und
wissen bereits, wie nutzlich sie Ihnen jetzt schon in Anwendungen ist.
Diese Techniken werden wir dieses Semester ausbauen und vertiefen:
Integralrechnung und ihre Anwendung auf Differentialgleichungen.

Hierzu mdchte ich gleich zu Beginn einige berihmte Anwendungen
skizzieren, so dass Sie sich einen ersten Eindruck verschaffen kbnnen.
Im obigen Beispiel suchen wir eine geeignete Form unseres Turmes.
Es ist demnach nicht nur eine Zahl gesucht, sondern eine Funktion!

Die Aufgabe fuhrt zu einer Differentialgleichung, also einer Gleichung,
in der die gesuchte Funktion y(x) und ihre Ableitungen ¢/(x) auftreten.
Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik haben diese Form:
Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.

Auch wenn Sie die notigen Methoden jetzt noch nicht kennen, so kénnen
Sie doch sinngeman erahnen, welche Techniken wir brauchen werden.
Sie kbnnen so in etwa die Ziele erkennen, auf die wir hinarbeiten.
Diese Versprechen werde ich in den nachsten Wochen einlésen.
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Solide Fundamente Ausfiihrung

. 108
SO“de Fundamente Ausfliihrung

Ein hoher Turm braucht eine breite Basis. Diese Aussage, Sie ahnen es,
ist eine Metapher fur lhre Ausbildung als zuklnftige Ingenieur:innen.
Sie wollen hoch hinaus, zunéachst fachlich im Studium, spater beruflich.
Hierzu legen Sie im Grundstudium ein solides und breites Fundament.

Gerade in grundlagen- und forschungsorientierten Studiengéangen wie
LRT und MaWi werden Sie ein sehr breites Spektrum mathematischer
Techniken anwenden, je nach lhrer spateren Spezialisierung.

Im Kleinen ist es auch ein Bild fir den Aufbau der Hoheren Mathematik:
Nach zwei Semestern HM1&2 haben Sie solide Grundlagen, auf denen
wir in der nun anschlieBenden HM3 aufbauen kbnnen und werden.

Auch in diesem Semester HM3 brauchen wir solide Fundamente:
Alles dreht sich um (ein- und mehrdimensionale) Integration.
Diese lege ich daher ausreichend breit und tragfahig an.

Der effiziente und strenge Aufbau der Mathematik ist ein Segen,
bei straflichen Licken leider auch ein Fluch. Bitte nehmen Sie daher
diesen Aufbau von Anfang an ernst, es wird Ihnen dauerhaft nitzen!
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Newtons Himmelsmechanik: die Bewegungsgleichung Erlauterung

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse my, > 0, Position u(t) € R? und Geschwindigkeit v, (t) € R3.

Losung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

Up =g, Uk = fr(u) = Z#k gl

7 uy — ugl3

Vorgegeben sind die Anfangssdaten u(0) und v (0) zur Zeit t = 0.

Als Lésung gesucht ist die Bewegung (uy, v1, ..., Uy, v,) : [0, T[ — RO,
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Lésung? Ja, das ist
der zentrale 3&E-Satz! Kollision oder Expulsion nach oo sind maglich:
Eventuell existiert die LOosung nur far eine kurze Zeit T' > 0. FGr manche
Startwerte sind Losungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Glick!

© Den Fall n = 2 I16sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
&) Firn > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen I6sen!
& Euler—Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 = tg < t] < ty < t3 < ...,

up(tiv1) = ug(t;) + vp(ts) - (Liv1 — ),
Uk (tiv1) = vk(ti) + fr(w) - (Gig1 — t0).
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Newtons Himmelsmechanik: der historische Triumph Erlauterung

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit!

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.
Neben den zahlreichen ,,Fixsternen (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,, Wandelsterne'
(Planeten unseres Sonnensystems). Ihre Bewegung ldsst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zunichst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der groBen Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

3

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus’ heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prizisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst [saac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-Korper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkliren, ja herleiten. Newtons revolutionire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erklirt die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auBerirdische Phanomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Newtons Himmelsmechanik: die Herausforderung Ausfihrung

Allein schon das obige Differentialgleichungssystem zu formulieren, ist eine Meisterleistung der
Mathematik und Physik der Neuzeit. Wir nennen dies Himmelsmechanik und sind vollig zu
Recht stolz auf sie: Mathematische Sprache und Werkzeuge erleuchten die gesamte Entwicklung
und ebnen den Weg von Beobachtung iiber Erkldrung und Berechnung bis zur Raumfahrt.

Auch nach iiber 300 Jahren sind Newtons Gleichungen immer noch niitzlich wie am ersten Tag!
Daten dndern sich, Methoden bleiben bestehen. Solide mathematische Arbeit hat eine extrem
lange Wirksamkeit. Daher lohnt es sich auch fiir Sie heute, in mathematische Grundlagen zu
investieren und diese wirksamen Werkzeuge zu erlernen, anzuwenden und fortzufiihren.

Die drei Fille n = 1 und n = 2 sowie n > 3 sind sehr verschieden! Fiir einen einzigen Korper
(n = 1) enthalten Newtons Gleichungen 71 = v1 und v1 = 0 keine gravitative Wechselwirkung.
Thre Losung ist eine geradlinige Bewegung, niamlich w1 (t) = u1(0) + v1t.

Ein Zwei-Korper-System (n = 2) wie Sonne-Erde oder Erde-Mond ist bereits ausgesprochen
interessant. Newton konnte seine Gleichungen hier gut 16sen, sie ergeben Ellipsenbahnen und
erklidren die Keplerschen Gesetze. Allgemeiner sind auch Parabeln und Hyperbeln als Losungen
moglich, je nach Anfangsdaten w1 (0), v1(0), u2(0), v2(0). In allen Féllen gelingt die Losung
hier noch in geschlossener Form. Man nennt ein solches System vollstindig integrabel.

Newton betrachtete anschlieBend das Drei-Korper-System Sonne-Erde-Mond. Dies entzog sich
jedoch hartnéckig einer Losung und wurde zum beriihmtesten offenen Problem der Mathematik.
Das Drei-Korper-Problem gilt bis heute als eines der schwierigsten Probleme, die zahlreichen
Anstrengungen zu seiner Losung erfordern und erzeugen immer wieder wichtige neue Methoden.
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Newtons Himmelsmechanik: mogliche Losungsmethoden  austinrung

Fiir kiinstliche Satelliten wird das zirkulére restringierte Drei-Korper-Problem (CR3BP) sehr
ausgiebig untersucht: Zwei massereiche Korper umkreisen sich kreisformig, wihrend der dritte
Korper nahezu masselos ist. Hier findet man die beriihmten fiinf Lagrange—Punkte.

Nur wenige und sehr spezielle Sonderfille des n—Korper-Problems sind geschlossen l6sbar.
Auch diese haben ihren eigenen Reiz: Seit 1994 wurden zahlreiche Choreographien entdeckt,
in denen n Korper symmetrisch angeordnet werden und dann periodische Bahnen durchlaufen.
Fiir generische Anfangsdaten hingegen ist die Bewegung chaotisch und kann nur numerisch
annidhernd berechnet werden. Siehe Solving the Three Body Problem, youtu.be/et7XvBenEo8.

Zum Kontrast untersuchen und vergleichen wir zwei klassische Anwendungen der Mechanik:
Einerseits gekoppelte lineare Systeme wie harmonische Oszillatoren [P101], andererseits
Planetenbewegung und dhnliche nicht-lineare Systeme. Nicht-lineare Systeme sind schwierig
und verhalten sich oft chaotisch. Lineare Systeme sind besonders gutartig und einfach zu 16sen.
Dabher sollten Sie Linearitit erkennen und wertschitzen, verstehen und nutzen lernen!

Auch nicht-lineare Systeme lassen sich mitunter gut 16sen, wie einfache Beispiele zeigen. Dies
sind aber Ausnahmen und seltene Gliicksfille. Typischerweise sind nicht-lineare Systeme nicht
geschlossen losbar. Es bleibt dann nur die numerische Approximation mit Hilfe geeigneter
Niherungsverfahren, z.B. das Euler—Verfahren oder besser gleich das Runge—Kutta—Verfahren.
Mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik. Aufbauend auf den mathematischen Grundlagen
konnen Sie die Numerik von Differentialgleichungen nutzen und wo nétig vertiefen.

Allgemeine Grundlagen und konkrete Anwendungen ergénzen sich wunderbar.



http://youtu.be/et7XvBenEo8
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Maxwells Elektrodynamik Ausfiihrung
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Maxwells Elektrodynamik Ausfohrung

Michael Faraday (1791-1867) war ein englischer Physiker und gehort zu
den einflussreichsten Wissenschaftlern der Menschheitsgeschichte.

Er hatte kaum formale Ausbildung, aber eine prazise geometrische
Anschauung. Seine experimentellen Ergebnisse fasste James Clerk
Maxwell (1831-1879) zur elektromagnetischen Theorie zusammen.

Zu Lebzeiten war Faraday berihmt flr seine 6ffentlichen Vortrage und
Experimente zur Elektrizitat, Gber die er an vorderster Front forschte.
Zum Beispiel demonstrierte er anhand von Spulen und Magneten die
Umwandlung von mechanischer Bewegung in Elektrizitat und zurtck.
Das ist ein phantastischer und Uberaus natzlicher Zusammenhang!

Der Legende nach fuhrte Faraday dies auch Konigin Victoria vor, sie war
amausiert, aber auch skeptisch: ,Elekirizitat ist eine hubsche Spielerei,
doch welchen Nutzen hat sie?“ Heutzutage scheint diese Frage naiv,
geradezu ignorant; womoglich diente diese Konversation auch als
intellektueller Schaukampf. Faraday antwortete diplomatisch und
weitsichtig: ,Madam, welchen Nutzen hat ein neugeborenes Baby?*
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Maxwells Elektrodynamik Ausfiihrung

Jede:r Zuschauer:in konnte erkennen: Diese Grundlagenforschung war
nicht blof3 Spielerei, sondern eine phantastische neue Errungenschaft.
Es braucht kaum Phantasie zur Anwendung: Mit Magneten und Spulen
baut man Telegraphen, um Nachrichten blitzschnell zu Gbermitteln.

Aber die Geschichte ist noch nicht zu Ende, es kommt noch besser!
Faradays Ergebnisse formulierte Maxwell 1865 in obigen Gleichungen.
Erst seine einheitliche Theorie eroffnete vollig neue Anwendungen:
Allein durch Rechnung erkannte er, was keiner zuvor gesehen hatte, und
sagte die Moglichkeit elektromagnetischer Wellen voraus. Diese waren
1865 noch unbekannt und experimentell noch lange nicht zuganglich;
ihr Nachweis gelang Heinrich Hertz 1886. Wir nutzen sie bis heute!

Maxwells Gleichungen sind abstrakt und nitzlich. Damit erkannte er
neue Zusammenhange und neue Anwendungen. Selbst Faraday oder
jeder noch so geschickte Experimentator hatte das nicht ahnen kdénnen.
Erst das Wechselspiel von Theorie und Anwendung fuhrt zum Erfolg!

& Dies ist das allgemeine Muster und Kennzeichen von Wissenschatt.
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Warum hilft Abstraktion? Erléuterung

Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung.
Sie erklart und quantifiziert Zusammenhange: Das ist ihr Nutzen!
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Starke!
Sie ist schon und gut: asthetische Kunst und nutzliches Handwerk.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir
un instrument pour l’étude de la nature. Mais ce n’est pas tout:
elles ont un but philosophique et, j’ose le dire, un but esthétique.
(Henri Poincaré, 1854—-1912)

Das Wort ,abstrakt“ missbraucht der Ignorant gern als Schimpfwort fir
alles, wortber ihm die Kenntnis fehlt oder wovor er die Mihe scheut.

Zur Klarstellung muss und will ich Partei ergreifen fir die Abstraktion:
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfélle.
Denkdkonomie: Daten andern sich, Methoden bleiben bestehen.

& Daher betone ich konkrete historische Beispiele zum Wechselspiel
von Theorie und Anwendung. Die Geschichte ist lehrreich und lohnend.
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Ziel: Wie verhalten sich Stromungen? Welche Gleichungen gelten hier?

Bildquelle: wikimedia

(0) Wie beschreiben Sie eine Strdmung in einem Gebiet 2 C R3 Uber ein
Zeitintervall I = [to,t1]? Geschwindigkeit 7: 1 x Q — R3: (¢, Z) — ¥(t, T)
und Massendichte ¢o: I x Q — R: (t,Z) — o(t, ¥)und evtl. weitere Daten.
Die Massenstromdichte o7: I x Q — R3 beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.
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Die Kontinuitatsgleichung der Stromungslehre Ausfilhrung

Die Strdomungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.
Sie ist grundlegend fur die Meteorologie, beim Bau von Flugzeugen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flief3t!

Strémungslehre:

Fluiddynamik
e ~
inkompressibel: kompressibel:
Hydrodynamik Aerodynamik
e ~
mit Reibung: ohne Reibung:
Navier—Stokes Euler—Gleichung

Ein Fluid heif3t inkompressibel, wenn seine Dichte nicht vom Druck abhéngt. Zum Beispiel ist
dies bei Wasser eine gute Nédherung fiir die meisten Anwendungen. Noch einfacher ist zunichst,
tiberall konstante Dichte anzunehmen. Anders als Fliissigkeiten sind Gase leicht komprimierbar,
ihre Dichte ist etwa 1000mal geringer, ihre thermische Ausdehnung groBer. Fiir ihre Bewegung
aber gelten weitgehend die gleichen Gesetze, zumindest bei nicht allzu groen Driicken und
Geschwindigkeiten. Wir wenden uns hier der allgemein giiltigen Kontinuititsgleichung zu.
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K e Q) C R? kompakt, etwa ein Wiirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fir inkompressible Strémungen, also flr o = const?

Losung: (1) Die Uber die Randflache S = 9K ausstromende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

i/// gdK+# (07 +7)dS = 0
dt JJ k S—0K

(2) Wir durfen die Ableitung unters Integral ziehendank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung 0o/ 0t:

A pax = - dK
dt K D3c
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Die Kontinuitatsgleichung der Stromungslehre

Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringenund dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von Gaul3 (G3G):

# (o7-)dS = /// div(o?) dK
S=0K o K

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

/// [ + div( Qv)] dK =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt fir jedes Kompaktum K & ).
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:

do .., .
E%—dlv(gv)—O

Diese Kontinuitatsgleichung ist grundlegend fir die Strémungslehre.

(4) Far inkompressible Strdémungen gilt o = const und somit div 7 = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flief3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu gentgt allgemein bereits 0;0 + v« grad o = 0. Sehen Sie warum?
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Von Integral- zu Differentialgleichungen Ausfiihrung

Wir haben oben aus einer Integralgleichung (der Massenerhaltung)
eine Differentialgleichung abgeleitet (die Kontinuitatsgleichung).
Dahinter steckt folgendes einfache und sehr nutzliche Prinzip:

¢ Lemma H1A: Verschwindungslemma fiir Skalarfelder

Sei 2 C R™ offen und f: Q2 — R stetig. Gilt [, f(z)dz =0
far jeden (kleinen) kompakten Wirfel K < €2, so folgt f = 0.

Aufgabe: Begrinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Losung: Wir wollen f = 0 zeigen.
Nehmen wir im Gegenteil an, es galte f # 0.
Das bedeutet, es existiert ein Punkt a € Q mit f(a) # 0.

Wir kénnen f(a) > 0 annehmen; der Fall f(a) < 0 ist analog.

Sei also f(a) = 2b > 0. Da f stetig ist, existiert um a ein kleiner Wrfel
K e Q mit Kantenlange ¢ > 0, sodass f(x) > b fur alle z € K gilt.
Hieraus folgt die Abschatzung [, f(x)dz > bvol,(K) = be™ > 0.

© Wenn also [ f(z)dz = 0 fur alle Wirfel K € Q gilt, so folgt f = 0.
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Von Integral- zu Differentialgleichungen Ausfilhrung

Dieses Prinzip gilt ebenso fur Flussintegrale von Vektorfeldern:

¢ Lemma H1B: Verschwindungslemma fiir Vektorfelder

Sei  C R? offen und f:Q — R stetig. Gilt [ f(x) -7 dS =0
fir jedes (kleine) achsenparallele Quadrat S € €2, so folgt f = 0.

Aufgabe: Begriinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Losung: Wir wollen f = 0 zeigen.
Nehmen wir im Gegenteil an, es galte f # 0.
Das heif3t, es existiert ein Punkt a € Q mit f;(a) # 0 flr ein i € {1, 2, 3}.

Wir kdnnen i = 3 annehmen; die Falle i = 1, 2 sind analog.

Wir kénnen f3(a) > 0 annehmen; der Fall f3(a) < 0 ist analog.

Sei also f3(a) = 2b > 0. Da fund somit f1, fo, f3:Q = R stetig sind,
existiert um a ein kleines Quadrat S € ) parallel zur (z1, x2)—Ebene
mit Kantenlange ¢ > 0, sodass hierauf f3(z) > b fur alle x € S qgilt.
Hieraus folgt die Abschatzung [, f(z) 7 dS > bvola(S) = be? > 0.

© Wenn [, f(x)-7dS = 0 fur alle Quadrate S € Q gilt, so folgt f = 0.
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Die Navier—Stokes—Gleichungen flr inkompressible Fluide  austinrung

FOr inkompressible Stromungen gilt ¢ = const und somit div ¢ = 0.
Es handelt sich um eine grundlegende Erhaltungsgleichung.

Diese beschreibt allerdings die Bewegung keineswegs vollstandig.
Dazu werden weitere Erhaltungsgréf3en wie Impuls / Energie bendtigt.

Die Impulserhaltung fiihrt zu den Navier-Stokes—Gleichungen:
Sei v(t) die Bahn eines Teilchens der Strémung, d.h. 5(¢) = (¢, 7(t)).
Newtons Gesetz ,Kraft = Masse x Beschleunigung“ besagt hier:

0(t) = F(t,9(1))

Einsetzen und ausrechnen der linken Seite nach Kettenregel:

d?v;(t)  d¥(t) dvl(t ~(t)) Z Ov; Oy, Ov; i ov;
dez dt dt <Oz, Ot Ot

Dies heif3t substantielle Ableitung oder auch konvektive Ableitung.

Auf der rechten Seite setzt sich die Kraft F zusammen aus der Reibung,
dem inneren Druck und auBeren Kraften, zum Beispiel der Schwerkraft.
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Die Navier—Stokes—Gleichungen flr inkompressible Fluide  austinrung

n
. ov
Massenerhaltung:  divdy = E kb )
&ck
k=1
Ov; " Qv 19p
Impulserhaltung: —= 4 v L= vAw, — + f
p o =t *Fan oo fi
L 1 |k7: 1 L 1 | L 1
/—\nderung Konvektion Diffusion interne Kraft extern

Diese 1 4+ n Gleichungen beschreiben die Stromungsgeschwindigkeit ¥: [ x {2 — R"™ einer
Fliissigkeit zur Zeitt € I C Ram Ort & € 2 C R" in der Ebene (n=2) oder im Raum (n=3),
mit konstanter Massendichte p € R und Viskositit v € R, Druck p: I x €2 — R und dullerer
Kraft f : I x 0 — R"™. Sie sind zweiter Ordnung und nicht-linear in ¢. Die Impulserhaltung ist
Newtons Bewegungsgesetz: Links steht die Beschleunigung, als konvektive Ableitung.
Rechts stehen die Krifte durch Reibung v, Druck p und f Gegeben sind hierzu die dufere Kraft
f sowie die Anfangsgeschwindigkeiten (0, %) fiir & € 2. Gesucht sind die Funktionen ¢ und p.
Im zweidimensionalen Falle ist die Losbarkeit bewiesen, im dreidimensionalen Falle noch nicht!
Die Navier—Stokes—Gleichungen illustrieren die Schwierigkeit partieller Differentialgleichungen:
Uber dreidimensionale Losungen weil man allgemein wenig, z.B. sind Existenz und Regularitiit
ungeklirt — trotz grofter Anstrengungen. Das Clay Mathematics Institute hat dies im Jahr 2000
als eines von sieben Millenium-Problemen ausgelobt, mit einem Preisgeld von 1 Million Dollar.
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Anwendung auf ideale ebene Stromungen Ausblick

Komplexe Funktionen gehbren zum mathematischen Grundwerkzeug.
Auch dartber hinaus begegnen sie Ihnen haufig und natzen Uberall.

Die vorsichtige Ingenieur:in fragt sich: Lohnt sich diese Investition? Ja!
Ich greife vor und nenne zwei wunderschone klassische Anwendungen.

Wir kénnen jede holomorphe Funktion f(z + iy) = u(z,y) — iv(z,y) als
ein Vektorfeld (u,v) : R? — R? mit div(u,v) = rot(u,v) = 0 betrachten.
¢ Satz Q1A: holomorphe Lésungen der Maxwell-Gleichung

Jedes ebene statische E-Feld E : R? D O — R2? ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = F; — iFE5:C D QQ — C und umgekehrt.

¢ Satz Q1B: holomorphe Lésungen der Navier-Stokes-Gleichung

Jede ebene stationare Stromung v = (v, v2) : R? D Q — R? konstanter
Dichte, ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne auf3ere Krafte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; —ivy : C D 2 — C und umgekehrt.

Vertiefungen und Anwendungen bieten die zugehorigen Vorlesungen.
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Anwendung auf ideale ebene Stromungen Ausblick
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& Holomorphe Funktionen beschreiben Strémungen: Wirbelfeld.
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Ausblick
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& Einfaches und intuitives Modell, exakte Lésung dank Holomorphie!

Anwendung auf ideale ebene Strébmungen

128
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© So berechneten Kutta und Joukowski die dynamische Auftriebskraft!
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Was ist Mathematik? Ausfiihrung

Mathematik (gr. podnuotixr téyvn) ist die ‘Kunst des Erkennens’; sie ist
schopferischer und systematischer Prozess zum Losen von Problemen.

Sie ist die Sprache des systematischen logischen Denkens und damit

unverzichtbare Grundlage fur Naturwissenschaft und Technik. Sie ist
@ Werkzeugkasten, um relevante Probleme eigenstandig zu l6sen,
@ Wissensgebiet, allgemeine Kulturtechnik, Schlisseltechnologie,
@ Wissenschaft, ldeenschmiede, lebendiges Forschungsgebiet.

Wie ist Mathematik? Anstrengend, aber lohnend!
@ abstrakt & schwierig, aber durch Ubung erlernbar
@ nutzlich & effizient, meist an Anwendungen orientiert
@ klar & einfach, auch Uberraschend, kunstvoll, schén

Was bedeutet ,Hohere Mathematik*?
® Fortflhrung der Schulmathematik an der Hochschule
@ Grundlage der Ingenieur- und Naturwissenschaften
@ Rechentechniken fur praktische Anwendungen
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Mathematik ist universelle Sprache. Ausfihrung

Jahrhunderte naturwissenschaftlicher und technischer Erfahrung lehren
uns eindricklich: Mathematik ist die Sprache des Universums!

Wir kdnnen diese Sprache verstehen und sprechen lernen.
Wir konnen sie anwenden und damit gezielt Probleme I6sen.
Wie jede Sprache lernt man Mathematik durch Uben! Uben! Uben!

Die Grenzen meiner Sprache bedeuten die Grenzen meiner Welt.
(Ludwig Wittgenstein, 1889-1951, Tractatus Logico-Philosophicus)

Als eindringliches Beispiel nenne ich wie skizziert die Elektrodynamik.
Faradays Ergebnisse formulierte Maxwell 1865 als Induktionsgesetz

515 E-d§:—1// 9B sas bzw. vx B+ 128

95 cJlg Ot c Ot

Maxwells einheitliche Theorie der Elektrodynamik er6ffnete auch in der
Praxis véllig neue Anwendungen. Dank seiner Gleichungen konnte er

insbesondere die Moglichkeit elektromagnetischer Wellen vorhersagen.
Diese waren 1865 noch unbekannt und experimentell nicht zuganglich;
ihr Nachweis gelang Heinrich Hertz erst 1886. Wir nutzen sie bis heute!
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Mathematik ist effizientes Werkzeug. Ausfihrung

Dieselben mathematischen Formeln und Gleichungen treten in immer
neuen Zusammenhangen auf und beschreiben vollig unterschiedliche
Phanomene! Statt eines ,elektrischen Feldes E* erscheint nun das
~otromungsfeld o einer Fllssigkeit®. .. oder allgemein ein ,Vektorfeld f*
Abstraktion ist die Kunst, Wesentliches von Unwesentlichem zu trennen.

Der Kontext dndert sich, aber die Rechnung ist immer dieselbe!
Mathematische Modelle haben somit ihre eigenstandige Bedeutung und
ihre Wichtigkeit, daher lohnt es sich, sie eigenstandig und allgemein zu
untersuchen. Genau dies wollen wir in dieser Vorlesung tun, damit Sie
far alle Falle gewappnet sind, auch fir zukinftige Anwendungen!

The enormous usefulness of mathematics in the natural sciences is something
bordering on the mysterious and there is no rational explanation for it. [...]
The miracle of the appropriateness of the language of mathematics [...]
is a wonderful gift which we neither understand nor deserve. We should be
grateful for it and hope that it will remain valid in future research.

(Eugene Wigner, 1902—-1995, The unreasonable effectiveness
of mathematics in the natural sciences)
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Mathematik ist Schllisseltechnologie. Ausfihrung

,Wir haben doch Computer! Wozu lernen wir noch Mathematik?*

Mathematische Modelle und Methoden erlernen Sie zunachst unter
vereinfachten Laborbedingungen, in kleinem Maf3stab, sozusagen
unter dem Mikroskop. Unter Industriebedingungen ist ihre Vielfalt

oft nur mit Computerhilfe voll auszuschdpfen. Umso wichtiger ist es,
die Zusammenhange und Mechanismen grundlegend zu verstehen:
Algorithmen und Programme ubersetzen mathematische Modelle!

Meist kbnnen Sie nicht in ein laufendes Programm eingreifen, um ad hoc
mit lhrer ,Intuition®, ,Anschauung“ oder ,gesundem Menschenverstand*®
zu korrigieren, was die ,dumme Maschine® alleine nicht richtig macht.
Im Gegenteil missen Sie vorher verstehen, wie ein Verfahren im Detail
funktioniert, um korrekte Anweisungen zu formulieren. Hierzu missen
Sie sorgfaltig arbeiten, akribisch jeden mdglichen Fall berticksichtigen.

Sie missen dem Computer genau sagen, was er tun soll, oft auch wie.
Das Ergebnis mussen Sie kritisch prifen, verstehen und interpretieren.
Die Mathematik stellt hierzu alles Nétige zur Verflgung. — Sie wollen

Computer korrekt und effizient nutzen? Dazu brauchen Sie Mathematik!




Fouriers Warmeleitungsgleichung
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Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Korper?

Bild- und Warmequelle: Momo

Warmebilanz fir K = Kaninchen bei t € Winter

Wir betrachten ein Gebiet 2 C R3 und ein Zeitintervall I = [tg, ;] und

suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte ¢: I x 2 — R,

Warmedichte u: I x Q — R und Warmefluss f:1 x Q — R3.

Fouriers Warmeleitungsgleichung
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Aufgabe: (1) Sei K € 2 C R? kompakt, etwa ein Wirfel. Formulieren

Sie die Warmebilanz far K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehorige Differentialgleichung.
(4) Vereinfachen Sie schlieB3lich durch die Annahme f=—kVu.

Losung: (1) Fir jedes Kompaktum K & () gilt die Warmebilanz:

Von den Warmequellen in K zugefihrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Warmefluss Uber den Rand von K nach auf3en

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

/// (t,z)d :—/// twdx+#sa;(f(t’x).ﬁds

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benotigt.
Ich greife hier schon mal vor: ¢ sei stetig, f einmal stetig diff’bar, u zweimal stetig diff’bar.




Fouriers Warmeleitungsgleichung
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(2) Mit GauB3 (G3G) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

# flt,z)-nds = // V. f(t,z)da
S=0K o

Darfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, 0;u stetig!

d okt
_t/// u(t,r)dz ]:]] // —u (t,x)dx
K D3cC

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///K [%U(tafﬁ) + V- ft,z) — qlt, x)] de = 0.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fiir jedes Kompaktum K € Q C R3,
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

Opu(t,z) +V f(tv z) = q(l, )

Diese Gleichung gilt iiberall dort, wo etwas entsteht (q), gespeichert wird (u) und flie3t ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heil3t deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielfiltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier—Theorie 16sen konnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie ©u = p und f = ov erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.

Fouriers Warmeleitungsgleichung
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(4) Warme flieBt von warm nach kalt, genauer f = —x Vu. Einsetzen:
Ou(t,x) + Ve |—sVu(t,z)| = q(t, z)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
ou—rkAu=gq mit A=07+05+05

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7', genauer

u = ocT' mit Dichte o und Wirmekapazitit c. Sie fliefit proportional zur Temperaturdlfferenz
also f = —\ VT mit Wirmeleitfahigkeit \. Demnach gilt f = —x Vu mit £ := A /(oc).[s
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfahigkeit (¢, ) rdumlich konstant und 1sotr0p.

Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung (1822):

Bu 2 2 o
OB o= A=
gy ~mAu=g mi 02 " 822 T b

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u (links) mit Inhomogenitit g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wirme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768—1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach thm benannte Fourier—Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und q. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) konnen wir die Fundamentallosung angeben!
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Losungen der Warmeleitungsgleichung Ausblick

Was nlitzen uns solche Gleichungen? Welche Probleme I6sen sie?
Typische Anwendungen verlaufen nach dem obigen Muster:

Integralsatze

2. Integralgleichungen |< S —— 3. Differentialgleichungen
Naturgesetze ﬂ Bilanzgleichungen Lésungsmethoden M exakt / numerisch
. . Vorhersage? .
1. physikalisches Modell Sianung? 4. technische Anwendung

In einigen Paradebeispielen gelingt uns eine explizite Losung:
© exakt, Ubersichtlich, leicht zu verstehen, zu prifen und zu nutzen!
) Solche Lésungen sind leider meist auf einfache Falle beschrankt.

In komplizierteren Fallen bleibt (nur) die numerische Approximation:
) unibersichtlich, schwerer zu verstehen, zu prifen und zu nutzen.
) Naherungen sind mit Computerhilfe in vielen Fallen durchfiihrbar!

Auf beiden Wegen leisten Differentialgleichungen die Formulierung und
anschlieBende Losung des urspringlichen (physikalischen) Problems.
Meist geschieht dies eingebettet in einem Modellierungskreislauf.
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Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung Ausblick

H(t,x) = e % /4t |\ [Axxt
— Maximum H (t,0) ~ const/+/t

Die Gleichung 0;u = x 07w hat als Fundamentalldsung
H(t,z) = exp(—2*/4kt) /\/Arkt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauB3sche Glockenkurve

um den Mittelwert 1o = 0 mit der Varianz 0® = 2xt.
Firt 7 oo flieBt die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir ¢ ™\ 0 konzentriert sich die Wiarme im Punkt = = 0.




Eigenlosungen der Warmeleitungsgleichung
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Ausblick
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® u(t,.:zz) = eka"t sin(kx)

Wie schnell kiihlt ein Stab Uber seine Enden ab?
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Ausblick
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Mars & Venus Express

Missionen der ESA

Start Jun. 2003 in Baikonur
Mars-Orbit ab Jan. 2004
— Suche nach Wasser

| Start Nov. 2005 in Baikonur
Venus-Orbit ab Apr. 2006
— Atmosphare der Venus

Orbiter: Masse 633kg leer
plus Treibstoff (MMH+NTO)

Acht Steuertriebwerke mit
je 10N Schub (im Labor)

Fortsetzung oder Ende:
Wie lange reicht der Sprit?

Siehe en.wikipedia.org/wiki/Mars_Express und /Venus_Express
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Mars & Venus Express Ausfiihrung

Design erfordert Entscheidungen und meist Kompromisse. Die ESA hat auf Messgerite fiir die
Tankfiillung verzichtet. Zum geplanten Ende der Mission stellt sich die Frage: Kann die Mission
verlidngert werden? Ist dazu noch genug Treibstoff im Tank? Wie kann man das mit ausreichender
Sicherheit herausfinden? Idee: Die ESA verfiigt iiber alle bisherigen Positions- und Steuerdaten.
Hieraus konnte man jeweils die Trigheit berechnen und indirekt die Gesamtmasse! Geht das?

Realistische Analogie: Heutige Autos haben eine Masse von etwa 1.2 bis 1.6 Tonnen bei einem
Tankvolumen von 50 bis 70 Litern. Sie fahren ein Auto ohne Tankanzeige, die Tankfiillung
erspiiren Sie in Kurven, beim Gasgeben und Abbremsen. Ist das verriickt? Ja. Ist das moglich?
Schwierig! Man muss genau und sehr hiufig messen — und dann die Messfehler rausfiltern!

Vereinfachte Analogie: Sie haben eine Gasflasche fiir einen Herd oder Grill: Leergewicht 6kg,
Inhalt 0-5kg Propan, ebenfalls ohne Anzeige des Fiillstandes. Sie konnen durch Schiitteln recht
gut erspiiren, wie voll die Gasflasche ist. Probieren Sie es bei Gelegenheit mal aus!

Jede Messung ist mit Fehlern behaftet: systematische miissen wir erkennen und dann korrigieren,
bei zufilligen konnen wir dies nicht direkt! Wir miissen lernen, sie geschickt rauszufiltern, um
ein moglichst verlidssliches Ergebnis zu erhalten. Das ist das Ziel der mathematischen Statistik.

Es geht um rationale Entscheidungen unter Unsicherheit. Dafiir geniigt es nicht, eine willkiirliche
Schitzung auszuspucken! Die Anwendung ist ernst, es geht um Geld, wir miissen iiberzeugen.
Wir wollen nicht nur eine gute Schitzung, sondern auch die Giite der Schitzung berechnen!

Hierzu will ich Sie mit meiner Einfithrung anleiten. Wer dariiber hinaus ernsthafte statistische
Analysen betreiben will/muss, kann sich darauf aufbauend in die Spezialliteratur einarbeiten.



http://en.wikipedia.org/wiki/Mars_Express
http://en.wikipedia.org/wiki/Venus_Express

Venus Express: Wieviel Treibstoff ist noch im Tank?
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Aus Steuermandvern errechnete Masse fur 366 Tage bis 31.12.2012.
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Venus Express: Wieviel Treibstoff ist noch im Tank?
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Ausfuhrung

Impuls-Messungs-Methode (Impulse Measurement Method, IMM):
Aus Positions- und Steuerdaten errechnet man Werte flir die Masse;
folgende Daten finden Sie unter eiserm.de/lehre/HM3/VEX2012. txt.

Tag Datum | Masse Tag Datum | Masse
1| 01.01.2012 640

2 | 02.01.2012 674 364 | 29.12.2012 664

3 | 03.01.2012 659 365 | 30.12.2012 704
366 | 31.12.2012 712

Datengewinnung ist mihsam, erfordert Umsicht und Sachkenntnis!
Diese Daten stellt uns freundlicherweise Herr Caglayan Glrblz zur
Verflgung. Er hat 2012 die Hohere Mathematik 3 gehért und am IRS /
ESOC seine Bachelor-Arbeit zum Mars & Venus Express geschrieben.
Rationale Entscheidung: Kann / sollte man die Mission verlangern?
Grundlose Schatzungen sind sinnlos, wir brauchen Sicherheit!
Techniken: Erwartung und Streuung, Stichproben und Schatzung,
Gesetz der groBen Zahlen, zentraler Grenzwertsatz, Konfidenzintervall

) This is rocket science. Mathematische Statistik zeigt, wie es geht.



http://eiserm.de/lehre/HM3/VEX2012.txt

Mathematische Statistik: Konfidenzintervalle
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Jahresmittelwert der Gesamtmasse mit 30—Konfidenzintervall.
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Mathematische Statistik: Konfidenzintervalle
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Ausfuhrung

Aufgabe: Wie grof3 war der Tankinhalt im Jahresmittel 20127?
Geben Sie das 30—Konfidenzintervall an (fir 99%ige Sicherheit).

Losung: Unser Datensatz liefert Mittelwert und Streuung:
Der Stichprobenmittelwert ist 1 = 684kg. Dies schatzt die Masse m.
Die Stichprobenstreuung ist 6,,, = 24.6kg. Dies schatzt die Streuung.

Bei n = 345 Datenpunkten qilt 6,5, = 6,,,/+/n = 1.33kg. GroBBes n hilft!
Das 3o—Intervall [/ + 36,;,] = [680; 688]kg ist erstaunlich schmal!
Der Tankinhalt betrug demnach [47; 55]kg mit 99%iger Sicherheit.

) Messdaten sind voller Messfehler und anderer Ungenauigkeiten.

© Unsere Daten sind schmutzig doch gliicklicherweise sehr zahlreich:
Wir kbnnen Gesetze der groBBen Zahlen und Grenzwertsétze nutzen!

&) Dank passender Technik kénnen Sie so prazise Schliisse ziehen!
Dank Statistik férdern Sie Information zutage, die zuvor verborgen war.

A\ Jede Prognose ist hochstens so gut wie die zugrundeliegenden
Daten! Zuféllige Fehler kdonnen wir durch grof3e Messreihen rausfiltern,
systematische Fehler nicht! Hier helfen nur Umsicht und Sachkenntnis!
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Mathematische Statistik: lineare Regression

Regressionsgerade mit Konfidenzintervallen: 1o, 20, 30.
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Mathematische Statistik: lineare Regression Ausfihrung

Aufgabe: Wir gro3 war der Tankinhalt Ende 20127
Wie lange reicht es noch? Wie sicher ist Ihre Prognose?

Losung: Unser Datensatz liefert die Regressionsgerade y = d + b x:
Ende 2012 ist die Gesamtmasse a = 680.5kg mit Streuung 6; = 2.6kg.
Im Tank verbleiben ¢ = 47.5kg Treibstoff mit Streuung ; = 2.6keg.

Der Verbrauch ist b = —20.3g/Tag mit Streuung 6; = 12.6g/Tag.

Sehr grobe Prognose der verbleibenden Missionsdauer: 2300 Tage.
Wie verlasslich ist diese Prognose aufgrund unserer Messdaten?

Mit 95% Sicherheit reicht der Treibstoff noch fliir Gber 930 Tage:

Tank [f 4 26;] C [42.3;52.7]kg, Verbrauch [b + 20;] C [—45.5;4.9]g/ Tag.
Mit 99% Sicherheit reicht der Treibstoff noch fir Gber 680 Tage:

Tank [f + 36, C [39.7;55.3]kg, Verbrauch [b =+ 36;) C [~58.1;17.5]g/Tag.
& Wir extrahieren sorgsam, was die vorliegenden Daten hergeben!
/\ Systematische Fehler? physikalische Annahmen? Alternativen?
War 2012 ein typisches Jahr? Wenn man Sprit spart, reicht er langer!
VEX wird 2013/14 tiefer in Atmosphare abgesenkt, der Verbrauch steigt.
Die Mission endet im Dezember 2014 wegen Treibstoffmangels. Wow!
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Themen der HM1&2: Voraussetzung

Lineare Algebra und Geometrie:

@ Reelle und komplexe Zahlen RcC
@ Euklidische Vektorraume R", C"
@ Matrizen & lineare Gleichungssysteme Ar =y
@ Eigenvektoren und Diagonalisierung Av = v
@ Normalformen fiir Quadriken 22—y’ =1
Analysis:
@ Konvergenz von Folgen und Reihen > e Ok
@ Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit limg_p, f()
@ Differential- und Integralrechnung 2 f(z)dz = [F]?
@ Differentialrechnung mehrerer Variablen &anf = 8y8$f
@ Vektorfelder, Wegintegrale und Potentiale rotgrad f =0

& Auf die Beherrschung all dieser Grundlagen kénnen Sie stolz sein,
als Handwerkszeug schon jetzt im Studium und ebenso spater im Beruf!
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Themen der HMS3: Zielsetzung

Die HM3 bietet viel und verlangt viel ... in kurzer Zeit (37 Termine):
@ Mehrdimensionale Integration (4) Jgn f(x) da
® Integralsatze in Ebene und Raum (7) Jgdf =[5 f
@ Fourier—Analysis (5) ft) ~ > cpel
@ Gewohnliche Differentialgleichungen (8) u'(t) = f(t,u(t))
@ Partielle Differentialgleichungen (4) O, u(t,x) = 02 u(t, )
@ Wahrscheinlichkeitsrechnung (8) P(A|B) = %

& Diese machtigen Techniken sind in Anwendungen allgegenwartig.
Jedes dieser Themen verdient eigentlich seine eigene Vorlesung. ..
Sie bekommen alles als ,Best-of“ in einem einzigen Semester!
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Ziele der HM3 laut Modulbeschreibung Erlauterung

Die Studierenden verfligen Uber grundlegende Kenntnisse
@ der Integralrechnung fur Funktionen mehrerer Veranderlicher,
@ gewohnliche und partielle Differentialgleichungen,
® Fourier—Reihen und Integraltransformationen sowie Stochastik.

Sie konnen die behandelten Methoden selbststandig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anwenden.

Sie besitzen die mathematische Grundlage fir das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften. Sie kénnen sich
mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und naturwissenschaftlichen
Umfeld Gber die benutzten mathematischen Methoden verstandigen.

Konkrete Anwendung benétigt abstrakte Kenntnisse; je anspruchsvoller, desto mathematischer!
Dabher Ihr Ziel: Sie beherrschen Thr Handwerk, verstehen die Grundlagen und wenden passende
Werkzeuge fachgerecht an. Sie miissen dazu das Rad nicht neu erfinden: Ihr Studium biindelt die
Erfahrung vieler Generationen. Diesen Erfahrungsschatz sollen sie kennen und nutzen lernen.
Das gilt insbesondere fiir die Mathematik: Hier erlernen Sie Thre Denk- und Rechenwerkzeuge.
Man kann Techniken auch oberflichlich kennen, aber ohne Ubung nicht effizient anwenden.
Aus diesem Grund sollen sie jede Woche die Ubungen ausgiebig und selbstkritisch nutzen!
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Ziele |hrer universitaren Ausbildung Erléuterung

Aus dieser ambitionierten Zielsetzung ergibt sich die Vorgehensweise:

@ Selbststandig: Es geht nicht nur um Auswendiglernen,
sondern um Verstehen und unabhangige Urteilsfahigkeit.

@ Sicher: Es geht nicht nur um Intuition oder Spekulieren,
sondern um nachvollziehbare Argumente und Rechnungen.

@ Kiritisch: Es geht nicht nur um Glauben oder (Auto)Suggestion,
sondern um (selbst)kritische Fragen und sorgfaltige Antworten.

@ Korrekt: Sie beherrschen Definitionen, Satze, Methoden, Proben.
Gegenbeispiele zeigen Fehlerquellen, die es zu vermeiden gilt.

@ Kreativ: Es geht nicht nur um fertige Rezepte,
sondern um eigenstandige Anwendung.

Manche:r mochte Werkzeuge anwenden, auch ohne zu verstehen. ,,Echte Macher lesen keine
Bedienungsanleitung.* Fiir Low-Tech mag das vielleicht geniigen, bei High-Tech sicher nicht.
Auch im Studium lockt diese scheinbare Abkiirzung: unverstandene Rezepte blind anwenden.
Das ist weder selbststiandig noch sicher, weder kritisch noch kreativ, und meist nicht korrekt!
Kurzum: Ohne Grundlagenwissen tappen Sie im Dunkeln und kdnnen die Werkzeuge nicht
richtig nutzen. Damit verbauen Sie sich den Weg zu effizienten Losungen, oder schlimmer noch,
treffen fatale Fehlentscheidungen. Seriose Ingenieursarbeit braucht grundlegendes Verstindnis!
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Zeitplan dieses Semesters Ausfiihrung

Alle Informationen zur HM3 finden Sie in unserem liebevoll gestalteten
llias-Kurs sowie erganzend auf der Offentlichen Webseite der HM3.

Vorlesung und Vortragsuibung ab dem 19.10.2021:
wochentlich Di 8:00— 9:30 V57.03
waochentlich Di 14:00 — 15:30 V47.02
wochentlich Fr 11:30— 13:00 V47.01

Gruppenubungen ab der zweiten Vorlesungswoche.
Anmeldung tber llias ab Mittwoch, 20.10. um 9:00.
Scheinklausuren bleiben sinnvoll, fir die HM3 derzeit ausgesetzt.
Der Ubungsschein ist Voraussetzung fiir die Abschlussklausur:

@ mindestens 50% der Punkte in den wbéchentlichen Quizzen,

@ mindestens 50% der Punkte der schriftlichen Hausubungen.

Klausur: Anfang Marz / Anfang September 1 ’:y’:mﬂﬁ
Spacenight: Mai 2022, hoffentlich! O iy RAUTFARRTTECHITIK
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Ablauf der Ubungen Ausfiihrung

Wir fiihren das bewahrte Ubungssystem der HM1&2 in der HM3 fort:

Sie bekommen Prasenzibungen (leicht, zum Einlben und Wiederholen)
sowie Haustbungen (etwa mittelschwer, zum Trainieren und Vertiefen),
darunter auch umfassendere, aus denen sich Klausuraufgaben ableiten.

Far lhren Lernerfolg entscheidend ist, dass Sie sich gut vorbereiten,
engagiert mitarbeiten und selbstandig lhre Hauslbungen bearbeiten.
Das wdchentliche Quizz bildet die Briicke von der Vorlesung zur Ubung:
Hier wiederholen Sie wichtige Begriffe und verfestigen neue Techniken.

Ihre Ausbildung verfolgt ein doppeltes Ziel: Wissen und Kénnen.

Sie bendtigen beides! Mit den Grundlagen der Vorlesung und dem
Training der Ubungen kénnen Sie (klausur)typische Aufgaben 16sen.
Ohne Grundlagen oder ohne eigene Ubung kommen Sie nicht weiter.

Das klingt sportlich und ist es auch: ideales wochentliches Training.
Es erflllt den vehementen studentischen Wunsch nach regelmangiger
Ubung klausurtypischer Aufgaben. Das ist anstrengend, aber lohnend!
Wer die Mluhe scheut und die Hilfe ausschlagt, dem ist nicht zu helfen.
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Wie gelingt Ihnen die HM3? Ausfilhrung

Selbstverstandliche Voraussetzungen:
@ Sichere Beherrschung aller Grundlagen aus der HM1&2
@ Wéchentliche Bearbeitung von Vorlesung, Quiz und Ubungen

Die Hohere Mathematik 3 entspricht 9 LP: insgesamt 270h
@ Prasenz: 15 Wochen a 2h Ubung + 5h Vorlesung/VU = 105h
@ Individuelle Arbeit: ca. ein weiterer Tag (7h) pro Woche = 105h
@ Wiederholung zur Prifungsvorbereitung: 1 bis 2 Wochen = 60h

Sie kdnnen lhre Zeit anders aufteilen, aber viel Spielraum bleibt nicht.
Es gilt die Erhaltung der Arbeit: Die 270 Stunden werden Sie brauchen!

Beispiel: Wer beschlieBt, Vorlesung und Ubung zu schwénzen und
jeweils nur das Ubungsblatt in 2h abzuschreiben, der muss zur Klausur
etwa 240h in Eigenregie nachholen, alleine! Das sind sechs Wochen
konzentrierte Eigenarbeit ... und scheitert erfahrungsgeman.

Qui va lentement, va siirement, et qui va sitrement, va loin.
[Wer langsam geht, geht sicher, und wer sicher geht, kommt weit. ]
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Wie gelingt lhnen das Studiuem? Ausfiihrung

Die Universitat als T2/ //7\’%
Wissenstrichter? _E. &>
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Erwarten Sie nicht, dass irgendjemand Ihnen irgendetwas beibringen konnte — ohne Thr Zutun.
Ich kann Thnen viel Spannendes erzihlen, doch nur Sie selbst konnen sich Verstdndnis erarbeiten.
Zwei Faktoren bestimmen Thren Lernerfolg: extrinsische Anregung und intrisische Motivation!

Diese Vorlesung wird Thnen viele interessante Dinge zeigen, Phinomene und Beispiele erldutern,
Argumente und Rechenregeln erklidren. Wenn Sie mochten, kann das eine gro3e Hilfe sein, doch
letztlich miissen Sie selbst dieses Material eigenstindig durcharbeiten, um es zu beherrschen.
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Prasenz hilft: Nutzen Sie lhre Vorlesung! Ausfiihrung
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Prasenz hilft: Nutzen Sie Ihre Vorlesung! Ausfiihrung

,Danke fur das umfassende Skript! Wozu lohnt noch die Vorlesung?*
Hierzu urteilte John Hennessy, Prasident der Stanford University, im
Interview mit der Wochenzeitung Die Zeit vom 22.03.2016: ,Eines ist
klar: Die Revolution fallt aus. Das Prasenzstudium bleibt der Normalfall.
Wir Menschen brauchen flrs Lernen die personliche Ansprache, das
Mentoring, die Unterstitzung.“ Die Botschaft verhallt leider ungehort.

) Die Mehrheit der Eingeschriebenen geht nicht in die Vorlesung.
Was lernen sie an der Uni, wenn sie nicht hingehen? Herzlich wenig!

Die Graphik zeigt typische Teilnehmerzahlen, hier fir das WiSe 2017/18.
Von 400 gemeldeten Teilnehmer:innen kamen anfangs 250, zuletzt nur
knapp 100. Dies seien, so heif3t es, im Vergleich sogar noch sehr viele.
Wahlen Sie weise, studieren Sie ernsthaft, nutzen Sie Ihre Vorlesung!

Die Vorlesung ist gut strukturiert, sehr informativ, oft sogar unterhaltsam.
Die Evaluation (Umfrage wahrend des Semesters) ist entsprechend gut
bis sehr gut, flr eine Mathematik-Export-Vorlesung sogar hervorragend.
Ihr HM3-Team gibt sich gro3te Muhe, das erwarte ich auch von Ihnen.
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Prasenz hilft: Nutzen Sie lhre Vorlesung! Ausfiihrung

Vorlesung, Ubung, Klausur sind bestens aufeinander abgestimmt:
Die Vorlesung erklart, die Ubung trainiert, in der Klausur schlief3lich
stellen die Teilnehmer:innen ihr Wissen und Kénnen unter Beweis.

Nach Aussagen aktiver Teilnehmer:innen erleichtert mein Vortrag den
Einstieg, bietet lebendige Erklarungen und Interaktion. Dieses Angebot
nehmen allzu wenige wahr; die es am notigsten hatten, bleiben fern.

Sicher, in der Vorlesung besteht keine Anwesenheitspflicht. Wer die
Inhalte zu anderen Zeiten, an anderen Orten, auf anderen Wegen lernt,
darf das gerne tun; erfahrungsgemal3 passiert das selten oder fast nie.

Sicher, einige Studierende lernen lieber alleine nach ihrem eigenen
Rhythmus mit Videos, vielleicht mit dem Skript, oder gar mit Blchern.
Die meisten hingegen bleiben der Vorlesung fern und investieren auch
sonst keinerlei Muhe; ihre Ergebnisse sind entsprechend katastrophal.

Nochmal: Das Angebot ist hervorragend, das HM3-Team tut alles dafur.
Die Umfragewerte belegen, dass dies auch so wahrgenommen wird.
Dennoch: Die Mehrheit der Studierenden geht nicht in die Vorlesung!
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Prasenz hilft: Nutzen Sie Ihre Vorlesung! Ausfiihrung

Im WiSe 2021/22 findet die Vorlesung (endlich wieder!) im Hbrsaal statt.
Sie sind herzlich eingeladen, es lohnt sich immer zu kommen! In Préasenz
kOnnen wir am besten kommunizieren, diskutieren, interagieren. Zudem
zeichne ich meine Vorlesungen als Video auf. Vorteil: Sie kbnnen die
Vorlesung selbstandig nacharbeiten. Nachteil: leider ohne Interaktion.

Als zusatzliches, hilfreiches Angebot sind meine Vorlesungsunterlagen

auch eigenstandig nutzbar und hierzu online frei verfugbar. Das hatten

sich viele Teilnehmer:innen ausdricklich gewilnscht, zum Nacharbeiten,
zur Klausurvorbereitung, oder ganz einfach als Ersatz zur Vorlesung.

Meine Hoffnung ist, wie immer bei unseren zusatzlichen Angeboten,
noch ein paar weitere Studierende zu retten. FUr einige trifft dies zu.
Andere nutzen es als weitere Ausrede, dem Studium fern zu bleiben.

Damit mache ich mir selbst Konkurrenz, ich weif3. Zudem wird auch
dieses Angebot oft nicht oder falsch genutzt: Kostenlose Verflugbarkeit
ist ein Geschenk; muhelose Lernbarkeit ist eine Illusion. Sind Online-
Angebote wie Skripte, Videos, Turorials etc. die Kur oder das Ubel?
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Verschlafen Sie nicht den Start! Pl
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Verschlafen Sie nicht den Start! Ausfiihrung

Der grine Bereich ist gut und sehr gut, hellgriin befriedigend; wer weiter
gut mitarbeitet, wird recht sicher bestehen, zudem mit einer guten Note.
Das erreichten in dieser Klausur leider nur 53 von 307 Teilnehmer:innen.

Gelb/orange entspricht einer Vier oder knappen Funf; damit ist klar:
Allein um zu bestehen, missen sie noch eine Schippe drauflegen,
denn die Modulprtfungen sind nicht leichter, sondern eher schwerer.
Das trifft hier 117 von 307 Teilnehmer:innen: mehr Uben, richtig lernen!

Der rote Bereich ist kritisch. Wer nur um die 20 von 60 Punkten erreicht,
sollte sich Plan B Uberlegen, und zwar: endlich anfangen zu arbeiten!
Hier hatte nur ein Drittel bestanden, zwei Drittel waren durchgefallen.

Ich wiederhole: Mathematisches Werkzeug brauchen Sie Uberall, schon
jetzt in Ihren Vorlesungen und Anwendungen! Um quantitativ arbeiten zu
kdnnen, bendtigen Sie Mathematik. Ohne mathematisches Verstandnis
sind Sie taub und blind, ohne Werkzeuge kdnnen Sie nicht arbeiten.

Nur wer sein Handwerk beherrscht, kann es erfolgreich anwenden.
Wer sein Handwerk nicht beherrscht, wird scheitern. Leider. Sicher.
Das liegt nicht an mir, das liegt in der Natur des Ingenieurwesens.
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Kontinuierliche Arbeit wird belohnt! Ausfihrung
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Kontinuierliche Arbeit wird belohnt! Ausfiihrung

Die zweite Scheinklausur ist wesentlich besser ausgefallen als die erste.
Das lag nicht daran, dass die erste schwer war und die zweite leicht:
Beide waren leicht mit Vorbereitung und Training, aber schwer ohne.
Die besseren Ergebnisse grinden ganz klar auf besserer Vorbereitung!

Die erste Halfte des Semesters haben viele verpennt, alle Ratschlage
und Warnungen ignoriert, Vorlesung und Ubung straflich vernachléssigt.
Das ging natlrlich schief. Manche fingen nach der ersten Klausur an,
ernsthaft zu arbeiten, das hat sich in der zweiten Klausur ausgezabhilt.

Etwa 70 Teilnehmer:innen gaben auf. Wer aber dabei blieb, wurde meist
besser. Diese sagten sich: ,Ok, die erste Klausur habe ich verbockt.
Das war eine frihe Warnung, ich kann noch etwas andern: Ich muss
lernen und Uben, dann kann es gelingen.“ Das haben sie geschafft!

Andere Teilnehmer:innen dachten weiterhin: ,Ich will hier keine Zeit und
Muhe investieren. Ok, die erste Scheinklausur war eine Katastrophe, da
hatte ich wohl lernen mussen, die zweite wird sicher verschenkt.“ Nein!

Vorlesung, Ubung, Klausur sind konstant und verlangen Ihre konstante
Arbeit: Lernen Sie rechtzeitig Ihr mathematisches Handwerkszeug!
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Wie studiere ich richtig? Ausfiihrung

Ihr Ziel sind Erwerb von Techniken und Training |hrer Fertigkeiten.
Hierzu erklare ich Ihnen, wie Sie erfolgreich Mathematik lernen.

Die HM3 bietet viel und verlangt viel. Jede Woche erklére ich Thnen neue Werkzeuge, die Thnen
in vielféltigen Anwendungen niitzen werden. Schon nach wenigen Wochen werden wir recht viel
Gepick beisammen haben. Wichtig ist daher, dass Sie im Semester nicht den Anschluss verlieren!
Das 15wochige Programm lédsst sich unmoglich im Schnelldurchgang nachholen.

Die genannten Themen der HM3 sind niitzlich und vielseitig, diese Techniken werden iiberall
in den Ingenieurwissenschaften genutzt, je nach Spezialisierung sogar noch wesentlich mehr.
Andernorts reserviert man fiir die HM3&4 zwei Semester, in Stuttgart nur eins. Unser Programm
ist daher sehr voll: Fiir jedes Thema stehen nur 2 bis 3 Wochen zur Verfiigung. Die knappe Zeit
miissen Sie nutzen. Vertrodeln Sie nicht das Semester, indem Sie nur mit einem Ohr zuhoren; das
bringt rein gar nichts — auller Ohrenkitzel und dem triigerischen Gefiihl, irgendwie mitzulaufen.

Die obige Rechnung ist keine Ubertreibung:
Sie brauchen ca. 7 Stunden Eigenarbeit jede Woche!

Noch einmal quer gerechnet: Diese Veranstaltung macht fast ein Drittel Thres Semesters aus.
Bei einer Arbeitswoche von 6 Tagen miissen Sie zwei Tage fiir die Mathematik einplanen.
Davon verbringen Sie bereits 7 Stunden mit Ubung und Vorlesung. Der wichtigste Teil sind die
verbleibenden ca. 7 Stunden eigene Arbeit! Wer nur einen Teil der Zeit investiert, wird auch nur
einen Teil des Stoffes durcharbeiten. Das muss Thnen klar sein, wenn Sie Thre Zeit einteilen.
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Wie studiere ich richtig? Ausfihrung

Engagieren Sie sich und nutzen Sie intensiv |hre Studienzeit! Ohne
Flei3 und Ausdauer kdnnen Sie Wissen und Kénnen nicht erwerben.

studeére (lat.): sich bemiihen, beschiftigen, streben, widmen, bilden. Partizip pris. aktiv: studens
‘studierend’ > der Student / die Studentin. Student / studierend ist, wer sich aktiv um seine
Bildung bemiiht. (Zur Wortbedeutung siehe de.wiktionary.org/wiki/studieren.)

In dieser Vorlesung prisentiere ich Thnen nur wenige Definitionen und Sitze, dafiir umso mehr
Anwendungen in Form von Ubungsaufgaben. Beides miissen Sie sorgfiltig durcharbeiten, nur so
verstehen und beherrschen Sie es. Alles konnen Sie selbst ausprobieren: Uben! Uben! Uben!

Sie wiinschen sich ausschlieBlich Beispiele ohne jede Theorie? Das reicht nur fiir den ersten
Schritt und wird schnell ineffizient. Sie benotigen sowohl handfeste Beispiele als auch die
zugrundeliegende Theorie, wie linke und rechte Hand! Beides zusammen garantiert Ihren Erfolg.

Die Mathematik ist extrem klar strukturiert, das erleichtert das Lernen!

Haben Sie keine Angst vor neuen Begriffen: Definitionen erkléren,
Beispiele illustrieren und Sétze biindeln die Rechenregeln.

Ein gut verstandenes Beispiel niitzt Ihnen mehr als ein schlecht verstandener Satz.
Nutzen Sie ernsthaft die zahlreichen Aufgaben fiir Thre eigene Ubung!

Erarbeiten Sie sich parallel dazu die notigen Grundlagen und verfestigen Sie Thr Wissen
in Form von Definitionen und Sitzen. Ein gut verstandener Satz biindelt 1000 Beispiele.



http://de.wiktionary.org/wiki/studieren
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Wie kann / soll ich Mathematik lernen? Ausfiihrung

Mancher lernt gut aus Biichern, eine andere besser aus Vorlesungen, eine dritte beginnt mit den
Ubungen, ein vierter mit den Klausuren. Alle schauen gerne Videos, das ist unterhaltsam und
vielleicht auch hilfreich. Thre individuellen Lernstrategien und Motivationen kennen Sie selbst
am besten und sollten sie optimieren. Nehmen Sie die Herausforderung an und werden Sie aktiv!

Die oben erklirte Struktur ist eine Besonderheit der Mathematik: Definition, Beispiel, Satz,
Beweis, Anwendung, ... Sie hat sich aus guten Griinden so entwickelt: Sie strukturiert die
Darstellung und betont das Wesentliche. Sie wird tiberall genutzt, weil sie sich bewéhrt.

Es gibt keinen Grund, sie zu fiirchten, im Gegenteil: Nutzen Sie sie als Hilfestellung!

Das bloBe Lesen / Horen / Zuschauen ist leider wenig ergiebig, dieser Eindruck bleibt passiv,
oberflidchlich und fliichtig. Klavierspielen lernen Sie nicht durch den Besuch von Konzerten!
Sie miissen selbst aktiv werden und schrittweise lernen, Probleme eigenstdndig zu 16sen.

Es ist und bleibt eine menschliche Grundtatsache: Wir leben und streben, lernen und entwickeln
uns, indem wir uns Erfahrungen, Wissen und Konnen aktiv und eigenstindig aneignen.

@ Bilden Sie Lerngruppen, diskutieren Sie die Aufgaben und Ihre Losungen!
@ Bleiben Sie neugierig, prizisieren Sie Ihre Ideen und klédren Sie Ihre Fragen!
@ Arbeiten Sie mit Stift und Papier: Nicht abschreiben, eigenstindig arbeiten!
Besonders gut bewihrt sich die Kombination aus kontinuierlicher eigener Vorbereitung und

gemeinsamer Diskussion in der Gruppe. Genau darauf zielen unsere wochentlichen Ubungen.
Vertrodeln Sie wihrend des Semester nicht diese entscheidende Hilfestellung.
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Wie kann / soll ich Mathematik lernen? Ausfiihrung

Faire Klausur bedeutet: Ihr Erfolg ist proportional zu Ihrem Kdénnen.
Klausur ist keine Lotterie: Ihr Kdnnen ist proportional zur Ihrer Ubung.

Fiir die Scheinklausuren verschlafen viele den Start ins Semester und zum wochentlichen Lernen.
Das Studium, insbesondere der Mathematik, erfordert Ausdauer, Flei} und Disziplin. Nicht jede:r
ist dazu bereit, manche geben leichtfertig auf und schieben ins nichste Jahr. Tun Sie das nicht!
In den Modulpriifungen hingegen waren die Klausurergebnisse der letzten Jahre erfreulich gut.
Das ist kein Widerspruch, sondern das Ergebnis von einem Semester Vorbereitung und Training.

Das Semester war anstrengend aber erfolgreich, alle konnten das spiiren: Viele Teilnehmer:innen
haben Vorlesung und Ubungen engagiert genutzt und waren dementsprechend gut vorbereitet.
Das zahlt sich aus! Auch dieses Jahr gilt: Wer dabei bleibt und wochentlich mitarbeitet, ist aller
Erfahrung nach gut vorbereitet und hat schlieBlich wenig Schwierigkeiten mit der Klausur.

Engagieren Sie sich ab der ersten Woche! Pokern Sie nicht auf eine knappe Vier, das geht meist
schief. Seien Sie mutig und arbeiten Sie auf eine Zwei oder Drei, dann lduft’s. Doppelter Vorteil:
Die mathematischen Grundlagen, die Sie jetzt hier lernen, niitzen Ihnen auch sonst iiberall!

Wenn Sie durchfallen wollen, ignorieren Sie meine Ratschlidge. Leider tun das einige, zu viele.
Dann miissen Sie ndchstes Jahr wieder ran oder Ihr Studium beenden. Manche finden Kamikaze
scheinbar toll, ich kann davon nur abraten. Studieren Sie ernsthaft, studieren Sie richtig!

Wir sorgen dafiir, dass Sie in dieser Veranstaltung alles Notige lernen und trainieren konnen.
Nutzen Sie diese Chance und erfiillen Sie Ihren Teil! Verdienen Sie sich eine gute Note!
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Lernen braucht Zeit und Ruhe. Fusting

Ruhe! Vorlesung ist Lernzeit.

Dies ist Ihre Vorlesung. Bitte arbeiten Sie konzentriert mit!
Wenn Sie eine Frage haben, dann fragen Sie bitte mich.
Wenn jemand stért, dann sorgen Sie bitte fir Ruhe.

(0 @

) 0 0

Lernen braucht Zeit und Ruhe. Ausfiihrung

/A\ Wenn Sie zur Vorlesung kommen, méchten Sie etwas lernen.
Wir missen gemeinsam dafir sorgen, dass Sie das auch kénnen.

Wenn Sie die Folie ,Ruhe!” sehen, dann lauft etwas falsch:
Zu viele sind zu laut, und keiner kann mehr ernsthaft arbeiten.

Bitte sorgen Sie in lhrer Vorlesung fur konstruktive Arbeitsatmosphare,
ohne unnitzes Geschwatz, Telefongebimmel oder sonstigen Krach.

Ich modchte Sie dazu um besondere Umsicht und Ricksicht bitten.
Falls das nicht gentgt, muss ich dazu ermahnen, notfalls wiederholt.

Handle nur nach derjenigen Maxime, durch die du zugleich
wollen kannst, dass sie ein allgemeines Gesetz werde.
(Immanuel Kant, 1724-1804)

Unser gemeinsames Ziel ist, dass Sie konzentriert mitarbeiten kénnen,
anspruchsvolle Werkzeuge erlernen und Zusammenhange verstehen.

Sollte dies nicht Ihr Wunsch sein, dann bleiben Sie der Vorlesung fern,
so stdéren Sie nicht diejenigen, die zuhéren und mitarbeiten wollen.
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Lernen braucht Zeit und Ruhe. Ausfiihrung

/\ Bitte kommen Sie punktlich und bleiben Sie bis zum Schluss.
Nehmen Sie Rlcksicht. Das versteht sich eigentlich von selbst.

Vielleicht glauben Sie, |hr individuelles (Fehl-)Verhalten fallt bei 270
Teilnehmer:innen nicht weiter auf, aber genau das Gegenteil ist der Fall!

Wenn jede:r von Ihnen nur mal 20 Sekunden Larm macht, dann haben
wir alle 90 Minuten Dauerlarm, und keine:r kann konzentriert arbeiten.

Liberty means responsibility.
(George Bernard Shaw, 1856-1950)

Herumlaufen, schwatzen oder stdéren sind daher extrem rucksichtslos
gegenudber Ihren Dozent:innen und auch allen Teilnehmer:innen.

Auch spielen, surfen, Musik héren oder Filme schauen (egal wie leise)
. nicht im Horsaal! Alles was ablenkt, mindert den Nutzen lhrer
Vorlesung, und provoziert noch mehr Unruhe und Geschwétz.

Die meisten wollen effizient lernen und verstehen den Nutzen dieser
einfachen Grundregeln. Die Erfahrung zeigt: leider nicht alle.
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Lernen braucht Zeit und Ruhe. Ausfiihrung

/\ Vor uns liegt eine Vielzahl wichtiger und interessanter Themen.
Wir haben keine Zeit zu verlieren. Nutzen Sie lhre Vorlesung optimal!

Ich kalibriere Ausfihrungen und Geschwindigkeit recht genau nach
meiner langjahrigen Erfahrung und Ihren diesjahrigen Ruckmeldungen.

Nutzen Sie die Mdglichkeiten der Vorlesung und fragen Sie mich!
Die Feinjustierung ist wichtiger als Sie vielleicht vermuten.

Do or do not. There is no try.
(Meister Yoda zu Luke Skywalker)

Streng verpflichtend ist die aktive Teilnahme in der Ubung.
Ebenso lohnend ist die aktive Teilnahme an der Vorlesung:

Plan A: Sie héren aktiv die Vorlesung und verstehen einen Grof3teil.
Sehr gut! Dann haben Sie die Halfte lhrer Arbeit bereits geleistet.

Plan B: Sie schwanzen. Naja, auch gut. Es gilt die Erhaltung der Arbeit:
Die Vorlesung (5h) addieren Sie zu lhrer individuellen Arbeitszeit (7h).

Plan C: Sie sitzen die Vorlesung nur passiv ab. Das ist groBer Mist!
So lernen Sie nichts und vergeuden |Ihre Zeit. Wahlen Sie A oder B!
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Kapitel A

Was sind und was sollen Integrale?

Alles messen, was messbar ist —
und messbar machen, was noch nicht messbar ist.

Galileo Galilei (1564-1642)
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Integration: Theorie und Anwendung Uberblick

Bildquelle: wikipedia.org
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Integration ist ein machtiges und allgegenwartiges Werkzeug.
Wir werden der Reihe nach drei fundamentale Fragen klaren:
1 Konstruktion: Was sind und was sollen Integrale?
2 Werkzeugkasten: Welche Rechenregeln gelten?
3 Training: Wie berechnen wir konkrete Beispiele?

. . A004
Integration: Theorie und Anwendung Uberblick

Differenziert und integriert wird seit Newton (1643—1727) und Leibniz (1646-1716).

Ihre Infinitesimalrechnung ist iiberaus erfolgreich und wird systematisch weiterentwickelt.
Die Integrationstheorie ist eine Errungenschaft des 19. Jahrhunderts (dank Riemann, Darboux,
Jordan, ...) und vollendet zu Beginn des 20. Jahrhunderts (dank Borel, Baire, Lebesgue, .. .).

Auch nach iiber hundert Jahren bewihrt sie sich tédglich in ihren zahlreichen Anwendungen,
von der Fourier—Analyse in der Signalverarbeitung iiber die allgegenwirtige Wahrscheinlich-
keitsrechnung bis zur Quantenphysik. Das wird auch in weiteren hundert Jahren noch so sein:
Solide mathematische Arbeit hat einen extrem langen Nutzen. Die Investition lohnt sich!

Die Integration wird uns die ersten Wochen beschiftigen, ihre Anwendungen das gesamte
Semester. Dieses Uberblickskapitel gibt zuniichst eine erste Kurzanleitung zur Integration.
In der Praxis stehen Sie vor allem vor der letzten Frage (3): Zu einer vorgelegten Funktion
f:© — R wollen Sie das Integral |, o f(x) dx berechnen. Dazu brauchen Sie geeignete
Werkzeuge, insbesondere ausreichend starke Rechenregeln (2). Um diese iiberhaupt erst zu
erhalten und zu verstehen, miissen wir die erste Frage kldren: (1) Was bedeutet Integration?

Zur Not kann man versuchen, sich allein auf die besonders relevante dritte Frage zu stiitzen und
moglichst viele Beispiele auswendig zu lernen. Erfahrungsgemif erscheinen diese dann jedoch
unzusammenhingend und eher verwirrend. Es ist wesentlich effizienter, sich zuerst den nétigen
Uberblick zu verschaffen, um so allen Anwendungen gemeinsam die notige Struktur zu geben.

Eine solide Grundlegung ist wichtig, um zu wissen, wovon wir reden! Ich erklédre IThnen hierzu
eine Handvoll Prinzipien, auf denen die gesamte Integration aufbaut. In den folgenden Kapitel
entwickeln wir hieraus praktische Rechenregeln, illustrative Beispiele und erste Anwendungen.
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Ziele: grundlegende Integrationstechniken Ausblick

Wir nutzen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI):

b b
L Fl(z)de = [F(a:)} .— F(b) — F(a)

Bl _
—a r=a

Bei absoluter Integrierbarkeit konnen wir iterierte Integrale nutzen:

f(z1,...,xn)d(zy,... 2 F“h/ /fa:l,... Ydxy - -+ day

CIE

R?’L

Fur C'—Koordinatenwechsel ® : X = Y gilt der Transformationssatz:

/ fody ™= / F(®(2)) - |det ®/(2)] da
Y

Bei majorisierter Konvergenz vertauschen Grenzwert und Integral:

[l s a2 [ nea

© Diese Satze lassen sich oft anwenden und zur Berechnung nutzen.
A\ VorsichtsmaBnahmen sind nétig, die miissen Sie beherrschen.
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Ziele: Differential- und Integralsatze Ausblick

Der eindimensionale Hauptsatz hat mehrdimensionale Folgerungen!
Arbeitsintegral fiir orient. Kurven I" und Skalarfelder g: R3 > T — R:

HDI
[ eradig)-ar =Y oyl

Ist die Kurve I" geschlossen, also oI" = (), so folgt ¢ grad(g) - dI" = 0.
Satz von Stokes flr orient. Flachen S und Vektorfelder f:R3 5 S — R3:

/rot(f)-dS S:/ fedr
S ot Jr=08

Ist die Flache S geschlossen, also 95 = 0, so folgt ¢, rot(f)+dS = 0.
Satz von GauB fiir Volumina V' c R3 und Vektorfelder f:R3 > V — R3:

/ div(f)dV ‘= / f-ds
1% 0 Js=pv

Hierbei sind I, S,V € R3? kompakt und stiickweise glatt, f, g zumindest
definiert auf einer offenen Umgebung und dort stetig differenzierbar.
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Welche Anwendungen hat die Integration? Ausblick

Damit haben wir die ersten wichtigen Themen genannt:

@ Ein- und mehrdimensionale Integration.

@ Integralsatze in der Ebene R? und im Raum R3.

@ Anwendungen in Natur- und Ingenieurwissenschaften.
Dank inrer zahlreichen Anwendungen ist die Integration unentbehrliches
Werkzeug und grundlegend in den Ingenieur- und Naturwissenschaften.
Erste wichtige Anwendungen werden wir in dieser Vorlesung vorstellen:

@ Fourier—Reihen, Fourier— und Laplace—Transformation.

@ Losung gewohnlicher und partielle Differentialgleichungen.

@ Wahrscheinlichkeitsrechnung, kontinuierliche Verteilungen.

Die hier genannten Themen sind das umfassende Ziel dieser Vorlesung.
Der Wegq ist steil, doch unser ambitioniertes Ziel ist Gberaus lohnend!

& Damit Sie diese Werkzeuge sicher und effizient nutzen kdnnen,
werden wir zunachst die grundlegenden Rechenregeln darlegen.
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Wozu brauchen Sie Definitionen und Satze? Ausblick

Sie konnen die Integration als eine Maschine auffassen: Aus jeder integrierbaren Funktion f
macht sie eine Zahl f f. Fiir die Praxis sollen Sie lernen, diese Maschine korrekt und effizient
zu nutzen. Dazu miissen Sie ihren grundlegenden Aufbau und ihre Funktionsweise verstehen.

Dieses Kapitel gibt hierzu die Kurzanleitung zur Integration: Um iiberhaupt von Integralen
sprechen zu konnen, erklére ich hier zunichst, was Integrale sind und nach welchen Regeln sie
funktionieren. Der Schnelldurchgang ist noch zu knapp, gibt aber einen guten ersten Uberblick.

In den folgenden Kapiteln entwickeln wir Rechentechniken, wie den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung B11, den Satz von Fubini C1E, den Transformationssatz C2B, schlie3lich
die Integralsédtze von Gau3 und Stokes. Alle diese Sitze und Rechenregeln beruhen auf der in
diesem ersten Kapitel gegebenen Definition des Integrals und lassen sich daraus ableiten.

Fiir die Anwendung sollen Sie vor allem konkrete Beispiele beherrschen. Reicht es also, nur
Beispiele zu lernen? Es ist wie mit den Spielregeln beim Sport (Handball, Cricket, Schach):

Es ist mithsam, unsicher und ineffizient, diese nur durch Beobachten von Spielen zu erraten,
zudem konnte man niemals sicher sein, wirklich alle Regeln zu kennen und zu verstehen.

Dabher ist es effizienter, von Anfang an die fundamentalen Regeln darzulegen und zugleich auch
lehrreiche Beispiele zu untersuchen. Diesen werden wir uns in den folgenden Kapiteln widmen.

We think in generalities, but we live in detail.
(Alfred North Whitehead, 1861-1947)
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Wie misst man Flachen- und Rauminhalt?

Teilmengen A C R? wollen wir ihren Flacheninhalt vols(A4) zuweisen.
Problem: Nach welchen Regeln? Welche Mengen sind messbar?

(1) Normierung

auf Rechtecken
(3) Monotonie
(2) Additivitat
R
1

—1 (5) Ausschopflng [

T~
TTTTITT
|
|
TITTTTTT
v

Ebenso flir den Rauminhalt vol3(A) von Teilmengen A C R3, und
allgemein fir das n—dim. Volumen vol,,(A) von Teilmengen A C R".
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Definition: Messbare Mengen und ihr Volumen

Messbare Mengen A C R" und ihr n—dimensionales Volumen
vol, (A) € [0, co] definieren wir nach folgenden flinf Grundregeln:

(1) Normierung: Jeder n—dimensionale Quader A C R" ist messbar,
und sein Volumen vol(A) ist das Produkt seiner Seitenlangen.
& Speziell fir die leere Menge 0 folgt daraus vol() = 0.

(2) Additivitat: Sind A, B C R™ messbar, so auch AU B und AN B,
und fUr diese vier qilt vol(A) + vol(B) = vol(A U B) + vol(A N B).
© Fir AN B = () folgt vol(A LU B) = vol(A) + vol(B) dank vol((}) = 0.

(3) Monotonie: Sind A, B C R™ messbar, so auch C = B . A.
©) Aus A C Bfolgt B= AU C und vol(A) < vol(B) dank Additivitat (2).

(4) Einschachtelung: Gilt A C A; CA;C...CCC...CB,CB;CBy
mit Ay, B messbar und vol(Bj ~\ Ax) \, 0, so ist auch C' messbar.
& Dank Monotonie (3) folgt daraus vol(Ay) 7 vol(C) o/ vol(By).

(5) Ausschopfung: Sind Ay C A; C A, C ... messbar, so auch ihre
Vereinigung A = Ay U A1 U As U..., und dabei qilt vol(Ay) * vol(A).
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Grundlegende Eigenschaften des Volumens Ausfiihrung

© Auf diesen fiinf einfachen Grundregeln beruht die gesamte Integration! Damit berechnen wir
den Flicheninhalt von Polgonen, Kreisen, etc. sowie den Rauminhalt von Polyedern, Kugeln, etc.

Im Prinzip ist damit alles iiber die Integration gesagt. Wir benétigen dennoch etwas mehr Zeit:
Sie sollen die notigen Rechentechniken beherrschen sowie wichtige Beispiele und Anwendungen.

Wir fragen als erstes: Ist das Ergebnis eindeutig, wohldefiniert, unabhiingig vom Rechenweg?
Die Eindeutigkeit ist fiir alles Weitere unabdingbar und keineswegs selbstverstindlich.

Satz A1A: Lebesgue 1901

Mit diesen funf Regeln kdnnen wir jeder messbaren Teilmenge A C R"
eindeutig ihr Volumen vol,,(A) € [0, o] zuweisen und somit ausrechnen.

Alle naturlich auftretenden Mengen sind auf diese Weise messbar:
@ Alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen in R™ sind messbar.
@ Ist eine Menge A C R™ messbar, so auch ihr Komplement R™ . A.

@ Sind die vorgelegten Mengen Ay, A1, As, ... C R™ messbar,
so auch ihr Durchschnitt (), . Az und ihre Vereinigung (J, oy Ax-

@ Flr jede disjunkte Vereinigung gilt vol(| |, oy Ax) = D _ren Vol(Ag).
Diese wichtige und ntzliche Eigenschaft heil3t c—Additivitat.

A104

Grundlegende Eigenschaften eines Mal3es Ausfilhrung

Das n—dimensionale Volumen vol,, ist demnach ein c—additives Maf3
im folgenden Sinne; die Bezeichnung ,o*“ steht dabei fur ,abzahlbar*.

Definition A1B: MalBraum
Ein MaBraum (€2, o7, 1) besteht aus
@ einer Grundmenge (2,
@ einer o—Algebra o/ C B(Q2) und
@ einem o—additiven MaB n: &/ — |0, 0]
mit folgenden grundlegenden Eigenschaften, wie oben erklart:
1 Leere Menge: Es gilt ) € <7 und u(0) = 0.
2 Komplemente: Aus A € o7 folgt (2 \ A) € «.
8 o—Additivitat: Aus Ay, A1, Ag, ... € & folgt U,—, Ax € &7 sowie

M(|_|°° Ak> =" w(Ax) falls 4,0 A; = Ofiri £ .

k=0

Jeder messbaren Menge A C Q wird ihr Maf3 u(A) € [0, oo] zugeordnet.
Diese Sichtweise nutzen wir spater fir Wahrscheinlichkeitsmafe (V1C).
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Was sind und was sollen Integrale?

Beispiel: Wir integrieren f(z) = e~*"/2 iiber Q = [—1, 2].

f(z)
//x// fcff(w) dx
""" N Q g | &

Zur Funktion f: R — R existiert eine Integralfunktion F: R — R:z +— [ f(t)dt mit I’ = f
dank Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (B11). Leider ist F' nicht elementar (B1P).
Schon in solch einfachen Beispielen bendtigen wir die geometrische Integraldefinition als Fldche!

Grundidee: Sei 2 = [a, b] ein Intervall und f : [a, b] — R stetig.
Das Integral ff f(x) dx misst die Flache unter dem Graphen von f.

Verallgemeinerung: Sei 2 C R™ ein Quader und f:Q — R stetig.
Das Integral [, f(x) dz misst das Volumen unter dem Graphen von f.

5 A106
Was sind und was sollen Integrale?

Beispiel: Wir integrieren f(x1,22) = 1 + 22 — 3 Uber Q = [—1, 1]2.
1 2

Gesucht ist das Volumen unter dem Graphen, also [, f(z) dz. Dieses sehr einfache Beispiel
lasst sich auch ohne Rechnung 16sen: [, f(x) dz = 4. Konnen Sie es sehen? und ausrechnen?
Solide Grundlagen helfen der geometrischen Anschauung und dann der formalen Ausfiihrung!
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Bewéahrte Schreibweisen und Gedachtnisstitzen Ausfiihrung

Das Integral einer Funktion f:R™ O 2 — R schreiben wir wahlweise

/Qf:/Qfda::/gf(at)dx:/gsegf(a:)dx.

Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist dabei willkurlich:

/f /f dt_/f du_/f )do = .

Speziell fir 2 = [a,b] C Rund f: [a,b] — R schreiben wir auch:

[t =[5 [ e [ st

Zweidimensional, fir Q C R? und f: Q) — R, schreiben wir auch:

/Qf = /Qf(:lr,y)d(a:,y) — /(M)GQ Fluv) d(u,v) =

Dreidimensional, fiir Q C R? und f:Q — R, schreiben wir auch:

Aj:[j@@@a%%@=[Wmmﬂmum«wum=

Bewahrte Schreibweisen und Gedachtnisstlitzen Ausfiihrung

Zwei- und dreidimensionale Integrale schreiben manche lieber so:

[[1=[[evaey = [ swvaws =
Q Q

(u,v)EN
| 1= ] sev2a@v = [ faww) dwo.w -
Q Q (u,v,w)€eN

Diese dekorative Schreibweise betont, dass wir mit zwei- bzw. dreidimensionalen Integralen
arbeiten, ist aber ansonsten entbehrlich: Der Integrationsbereich 2 C R™ weil} ja, in welcher
Dimension n er lebt! Das bildhafte Symbol ist eine hilfreiche Gedichtnisstiitze fiir die Leser:in,
nicht mehr, nicht weniger. Das Integral ist unabhéngig von der Schreibweise dasselbe wie zuvor.

Redundanz schadet selten, oft bietet sie niitzliche Erinnerung und willkommene Hilfestellung.
Fiir die Praxis empfiehlt es sich, liberfliissige Schnorkel wegzulassen und nur das Wesentliche so
klar und prézise zu notieren, dass Lese- und Rechenfehler weitestgehend vermieden werden.
Alle genannten Schreibweisen haben sich hierzu bewihrt, alle erfordern Verstindnis und Ubung.

Eine gute Notation vermeidet Fehler und Missverstiindnisse. Das ist nicht nur eine mathematische
Frage, sondern vor allem eine der Klarheit, der Bequemlichkeit und der jeweiligen Tradition.
Die wahre Kraft der Begriffe steckt nicht in ihrer Schreibung, sondern in ihrer Bedeutung!

Das konnen wir nun klar und prizise formulieren dank Ihrer guten Grundlagen aus der HM1&2.
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Aufbau des Zahlensystems Erinnerung

Unser Fundament ist das Zahlensystem N Cc Z c Q ¢ R c C.

[[] Zur Wiederholung der Grundlagen sieche Kimmerle-Stroppel, Analysis, Kapitel 0 & 1.
Aufbau: Die natiirlichen Zahlen N = {0, 1,2, 3, ... } dienen zum Zihlen. Die ganzen Zahlen
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,... } I6sen das Problem der Subtraktion. Die rationalen Zahlen
Q={a/b|a,beZ, b+#0 }Il16sen das Problem der Division. Sie bilden einen geordneten
Korper (Q, 4, -, <), sind aber noch unvollstindig: Zahlen wie V2, e, , etc. sind nicht rational!
Um dieses Problem zu l6sen, miissen wir einen entscheidenden Schritt weiter gehen und die
rationalen zu den reellen Zahlen R vervollstindigen. Die reellen Zahlen dienen zum Messen.
Sie sind die unabdingbare Grundlage der Analysis: Grenzwerte von Folgen und von Reihen,
Ableitungen und Integrale, etc. ergeben erst auf Grundlage der reellen Zahlen einen Sinn.

Die reellen Zahlen (R, +, -, <) sind ein geordneter Korper und zudem vollstindig.
Vollstandigkeit bedeutet: Jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge M C R besitzt in R
eine kleinste obere Schranke. Diese nennen wir das Supremum von M und bezeichnen sie mit
sup M. Gleiches gilt fiir die grofite untere Schranke, das Infimum von M, geschrieben inf M.
Aus den Korperaxiomen, der Anordnung und der Vollstindigkeit entspringen alle weiteren
Eigenschaften der reellen Zahlen, sodann der komplexen Zahlen, der reellen und komplexen
Funktionen, der Differential- und Integralrechnung, ... schlielich der gesamten Analysis!

Die komplexen Zahlen (C, +, ) sind ein Korper und algebraisch abgeschlossen (F3¢):

In R hat die Gleichung z® + 1 = 0 keine Losung. In C = R[i] fiihren wir hierzu die Zahl i ein.
Uber C zerfillt jedes Polynom f(z) = ag + a1z + a2z® + - - - + an 2" in Linearfaktoren (F3C).
Viele Rechnungen gelingen nur mit komplexen Zahlen, weitere werden so besonders effizient.
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Absolutbetrag und Abstand reeller Zahlen Erinnerung

Die reellen Zahlen (R, +, -, <) sind ein vollstandiger geordneter Kérper.
Aus der Anordnung gewinnen wir insbesondere den Absolutbetrag

x farz >0,

‘—‘:R%R>0:$l—>’$|3: .
- —x forz <O.

Dies ist eine Norm mit folgenden Eigenschaften:
@ Definitheit: |x| = 0 genau dann, wenn = = 0.
@ Multiplikativitat: |z - y| = |x| - |y|
@ Subadditivitat: |z + y| < |x| + |y
Dies wiederum definiert fur alle a,b € R den Abstand |a — b|.
@ Definitheit: |a — b| = 0 genau dann, wenn a = b.
@ Symmetrie: |a — b| = |b — al fUr alle a, b € R.
@ Dreiecksungleichung: |a —¢| < |a — b| + |b — ¢|

Norm und Abstand werden wir spater auf C sowie R” und C" und
noch allgemeinere Vektorraume Ubertragen, z.B. Funktionenraume.
Diese kénnen wir meist nicht sinnvoll anordnen, aber Norm, Abstand
und Konvergenz dienen auch dort als zentrale Werkzeuge (C4J, U4B).
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Konvergenz reeller Zahlenfolgen Erinnerung

Eine Folge (a,).cn reeller Zahlen ist eine Abbildung a:N — R:n — a,,.
Jeder natlrlichen Zahl n € N wird eine reelle Zahl a,, € R zugeordnet.
Vorgelegt seien Schranken s, t € R. Gilt a,, > s fur alle n € N, so nennen
wir die Folge (a,,),en Nach unten beschrankt durch s. Gilt a,, <t fr
alle n € N, so nennen wir die Folge nach oben beschrankt durch .

Definition A2A: Konvergenz einer reellen Zahlenfolge

Die Folge (a,)nen in R konvergiert gegen eine reelle Zahl a € R,
wenn der Abstand |a — a,,| schlieBlich beliebig klein wird, genauer:

FUr jedes noch so kleine € € R+ existiert ein Index m € N, sodass
far alle folgenden Indizes n > m die Ungleichung |a — a,| < ¢ gilt.

In diesem Falle schreiben wir a,, — a fir n — oo, oder kurz a,, — a.
Den Grenzwert schreibt man lim,,_. a,, = a, oder kurz lim a,, = a.

Beispiel: Flr |¢| < 1 gilt ¢" — 0 sowie Y7_,¢* = 1_1q_"q+1 — 1iq.
Die Folge o =0, 1 =0.9, 29 =0.99, 23=0.999, ..., z,=1—-10""
konvergiert gegen 1. Das ist das ganze Geheimnis hinter der Gleichung

0.999999999. .. = 1. Diese Erkenntnis ist keineswegs selbstverstandlich!
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Uneigentliche Konvergenz gegen +oc Erinnerung

Jede in R konvergente Folge ist beschrankt. Die Umkehrung gilt nicht:
Die Folge (—1)" ist beschrankt, konvergiert aber dennoch nicht in R.

Die Folge (1,2, 3,...) wachst unbeschrankt und konvergiert nicht in R.
Auch die harmonische Reihe a,, = >, _; 1/k wéachst unbeschrénkt.
Diese Beispiele fihren uns zur bestimmten Divergenz gegen +oo:

Definition A2B: uneigentliche Konvergenz, bestimmte Divergenz

Eine Folge (a,)nen in R heif3t divergent, wenn sie nicht konvergiert.
Das heif3t, es gibt keine reelle Zahl a € R, fUr die a,, — a qilt.

Wir sagen (a,)ncn divergiert (bestimmt) gegen +oco oder konvergiert
(uneigentlich) gegen +o00, wenn zu jeder Schranke s € R ein Index
m € N existiert, sodass fur alle n > m die Ungleichung a,, > s gilt.

Entsprechend sagen wir (a,),cn divergiert (bestimmt) gegen —oo oder
konvergiert (uneigentlich) gegen —oo, wenn zu jeder Schranke s € R
ein Index m € N existiert, sodass fur alle n > m gilt a,, < s.

Beispiele: n* — 0fira <0,n’=1—=1flra =0, n® = oo flir a > 0.
Esqilt >, 1/k — oo flir n — oo, somit > _; 1/k* — oo fira < 1.




. . A205
Die reelle Zahlengerade erweitert um +oo Erinnerung

Die reellen Zahlen (R, +, -, <) sind ein vollstandiger geordneter Kérper.
Bei Grenzwerten und Integration missen wir auch mit +co umgehen.
Hierzu nutzen wir die erweiterte Zahlengerade R = R U {£o0}.

Die Ordnung setzen wir fort durch —oco < a < +oc flr alle a € R.
Addition und Multiplikation setzen wir flir +oc und a, b € R fort:

R=RU{£c} : —00 |b<0]b=0|b0>0|+0c0

—00 | +00 | +00 0 —00 | —00

+ | —00 b ~+00 a<0|4o00]| a-b 0 a-b | —o0
—00 | —00 | —oo | 707 a = 0 0 0 0 0

a | —oo|a+b|+oo a>0| —oc0| a-b 0 a-b | +o0

+oo | 70?7 | +o0 | +o0 +00 | —00 | —00 0 +00 | 400

Grin: Verknipfung in R; gelb: sinnvoll fir die Grenzwertrechnung in R;
rot: nur flr die Integralrechnung gebrauchlich. (R, +, -) ist kein Korper!
/\ Die Addition ist nicht assoziativ: (+-o0c + —o0) 4+ 1 # +00 + (—oo + 1).
© Im Halbring ([0, o], +, -) gelten alle Eigenschaften auBer Inverse.
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Die reelle Zahlengerade erweitert um +oo Erinnerung

& Fir Grenzwerte in R gelten die niitzlichen Rechenregeln

lim(ay, - by) = (limay,) - (lim by,).

© In den gelb markierten Fallen gilt dies auch noch fiir uneigentliche
Grenzwerte. Das kennen Sie gut aus der Analysis und nutzen es seither.

/\ Vorsicht: Die rot markierte Konvention 0 - (00) = 0 nutzen wir
ausschlief3lich in der Integralrechnung; sie ist nur hier sinnvoll.

&) Fir die Konvergenzrechnung ist sie nutzlos! Warnende Beispiele:
Es qgilt a,, = 6/n — 0 und b, = 7Tn — +o0, aber a,, - b, — 42.

Es gilt a,, = 6/n? — 0 und b,, = 7n — 400, aber a,, - b, — 0.

Es gilt a,, = 6/n — 0 und b,, = Tn? — 400, aber a, - b, — +oo.

) Die Konvention (4-00) + (—o0) = 0 ist vollkommen willkdrlich.

Es qgilt a,, =n — +oc und b,, = 42 — n — —oc, aber a,, + b, — 42.

Es qgilt a,, = n — 400 und b, = /n — n — —oc, aber a,, + b, — +o0.
Esgilta, =n — +ocound b, = (—1)" —n — —o0, aber a,, + b, divergiert.
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Monotone Konvergenz reeller Zahlen Erinnerung

Eine Folge (a,)ncy in R heiBt monoton wachsend, wenn gilt
ap < a; <as < ...

also a,, < a, fur alle m <n. Wir schreiben dann kurz a,, .

@ Ist die Folge in R nicht nach oben beschrankt, so gilt a,, — +oc.

@ Ist die Folge in R nach oben beschrankt, so existiert eine kleinste
obere Schranke in R: Fir a = sup{ a,, | » € N } gilt dann a,, — a.

Zur Betonung der Monotonie schreiben wir a,, / a bzw. a,, / +0o0.

Entsprechend heif3t (b,),,cn in R monoton fallend, wenn gilt
bp > b1 > by > ...

also b,, > b,, fur alle m < n. Wir schreiben dann kurz b,, \, .

@ Ist die Folge in R nicht nach unten beschrankt, so qilt b,, — —c.

@ Ist die Folge in R nach unten beschrankt, so existiert eine grof3te
untere Schranke in R: Fur b = inf{ a,, | n € N } gilt dann b,, — b.

Zur Betonung der Monotonie schreiben wir b,, \, b bzw. b,, \, —cc.
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Limes superior und Limes inferior Erinnerung

Sei (z,)nen €ine Folge in der erweiterten Zahlengeraden R = R U {4-00}.
Die Folge a,, = infy>, x) ist monoton wachsend, also gilt a,, /" a € R.
Die Folge b, = sup;,, z ist monoton fallend, also gilt b, \, b € R.

Far die Folge (x,,) ist a der kleinste und b der gréBte Haufungspunki.
Beispiel: Fir x,, = (—1)" gilt a,, = —1 und b,, = +1 fur alle n € N.

Definition A2C: Limes superior und Limes inferior
Flr jede Folge (z,,)nen in R definieren wir

liminf z,, := lim (inf lek) c R,
n—o0 "k>n

limsup x,, := nli_{](f)lo(sup xk) e R
k>n

Proposition A2D: Konvergenzkriterium in R

Genau dann konvergiert (z,,),en in R, wenn lim sup z,, = lim inf z,, gilt.
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Reelle Funktionen Erinnerung

Sei 2 eine Menge. Eine reelle Funktion f: Q) — R ordnet jedem z € ()
eine reelle Zahl f(x) zu. Diese Zuordnung schreiben wir = — f(x).
Die Menge aller reellen Funktionen f: ) — R bezeichnen wir mit

R = Abb(Q,R) = { f:Q = R:x > f(x) }.
Speziell fur 2 = {1,...,n} erhalten wir den vertrauten Raum
R"™ = Abb({1,...,n},R) = { (z1,...,2n) | T1,...,2p €R }.
FUr QQ = N erhalten wir die Menge aller reellen Folgen
RN = Abb(N,R) = { (0,21, 22,...) | 20,21, 22,... ER }.
Far = R erhalten wir die Menge aller reellen Funktionen
R¥ = Abb(R,R) = { f:R > R:z — f(z) }.

Der Trager (engl. support) einer Funktion f:Q — R ist die Teilmenge
{zeq \ f(z) # 0}, wo f nicht verschwindet, genauer ihr Abschluss

supp(f) :={z e Q| f(x) #0 }.
Dasselbe vereinbaren wir flir Funktionen mit Werten in R := R U {400}
oder R™ oder C oder C" oder allgemein in einer beliebigen Zielmenge.
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Punktweise Verknupfung und Vergleich Erinnerung

FUr je zwei Funktionen f, g: 2 — R definieren wir ihre Summe
f+9g: Q=R durch (f+g)(z)=f(z)+g(x)
punkiweise fur jedes x € ). Fur jede Konstante ¢ € R definieren wir
cf:Q—R durch (cf)(x) =cf(x).

Hierdurch wird (R®, 4, -) zu einem Vektorraum tber R. (Ubung!)
Ebenso definieren wir zu f, g: 2 — R das punktweise Produkt

frg:Q—=R durch (f-g)(x)=f(z)- g(z).

Hierdurch wird (R, +, ) sogar zu einer Algebra tiber R. (Ubung!)
Dasselbe vereinbaren wir ebenso fur Funktionen mit Werten in C.
SchlieB3lich definieren wir auch die Relation f < g punktweise:

f<g <= f(z)<g(x)firalle z € Q.
Auch min(f, g), max(f, g): Q2 — R sind punktweise definiert durch
min(f, g)(z) = min(f(z),g(x)), max(f,g)(z)=max(f(z),g(z)).

Dasselbe vereinbaren wir flir Funktionen mit Werten in R := R U {£o0}.
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Monotone Konvergenz reeller Zahlen und Funktionen Erinnerung

Die erweiterte Zahlengerade R vereinfacht Konvergenzaussagen:

Satz A2€: Supremum und Infimum in R
Jede Teilmenge M C R hat ein Supremum und ein Infimum in R. {

Ist die Menge M leer, so gilt sup ) = —oo und inf () = +oo.

Jede wachsende Folge ap < a1 < as < ... in R konvergiert gegen

Satz A2F: monotone Konvergenz von Zahlenfolgen
einen Grenzwert a € R. Wir schreiben hierfiir kurz a;,  a.

Flr bg > b1 > by > ... in R gilt entsprechend by, \, b mit b € R.

Satz A2G: monotone Konvergenz von Funktionenfolgen

Jede wachsende Folge fy < fi1 < f» < ... von Funktionen f:Q — R
konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion f:Q — R.
Das heif3t, fir jedes x € Q qilt fr(z) * f(x), kurz fr, * f.

FUrgo > g1 > g2 > ... :Q — R gilt entsprechend g \, g:Q — R.
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Beispiele zur monotonen Konvergenz Erinnerung

Aufgabe: Untersuchen Sie Monotonie und Konvergenz der Folge x™
sowie der Funktionenfolge f,(z) = z™ auf [0, 1], [1, co], [0, 0] = R>y.

Losung: (1) FUr = € R betrachten wir die Folge (z"),en.
FOr z > 1 gilt 2"  +o0o (monoton wachsend).

FUrx =1 gilt 2" = 1, also ™ — 1 (konstant).

FOr 0 < x < 1 gilt 2™ X0 (monoton fallend).

Fir —1 < x < 0 gilt 2™ — 0 aber nicht monoton.

Fir x = —1 konvergiert 2" = (—1)" nicht.

Fir z < —1 qgilt absolut |z"| * 400,

aber weder " — 400 noch z" — —oc.

(2) FOr f,:[0,1] — R mit f,(x) = 2™ qilt f,, \( f
mit f(z) =0fir0 <z < 1,und f(1) = 1.

Far fr: [1,00[ = R mit f,(z) = 2" qilt f, ' f
mit f(z) = +ooflirx > 1,und f(1) = 1.

Fir f,, : R>9 — R mit f,(x) = 2™ qilt f,, — f punktweise,
aber nicht monoton: weder f, ~\, f noch f, " f.
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Von endlichen zu unendlichen Summen Erinnerung

Um Reihen > ;7 a, zu nutzen, missen wir ihren Grenzwert erklaren.
Allgemeiner betrachten wir auch Reihen wie >, _, a; oder >, .. a.
|[ ] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §1.8—1.9.

Sei Q2 eine Menge, etwa N oder Z. Sei f: ) — R eine Abbildung,
d.h. jedem Element x € Q wird eine reelle Zahl f(x) € R zugeordnet.

Start: Ist £ = {z1,x2,...,2,} C Q eine endliche Menge, so definieren
wir die Summe von f Uber E rekursiv durch wiederholtes Addieren:

> f@) = flar) + f@2) + - + f2n).

zel

Dank Assoziativitat und Kommutativitat in (R, +) ist diese Summe
wohldefiniert, also unabhangig von Klammerung und Reihenfolge.

Ziel: Wie konnen wir unendliche Summen definieren? Da hierbe_i auch
unendliche Werte auftreten kbnnen, betrachten wir Summen in R.

Leider ist (R, +, -) kein Korper; insb. ist die Addition nicht assoziativ:
(400 + —00) + 1 # +00 4+ (—oo + 1). Wir missen also aufpassen!

. A214
ReChenI‘egem N [O, OO] Erinnerung

© Zur Vereinfachung summieren wir zunéchst nur in ([0, o], +, -, <).
Dies ist zwar kein Kérper, aber immerhin ein geordneter Halbring:

Die Addition ist assoziativ und kommutativ. Neutrales Element fir die
Addition ist 0. Die tblichen Rechenregeln gelten also bis auf Inverse.

Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ. Neutrales Element fur
die Multiplikation ist 1. Die Multiplikation ist distributiv Gber die Addition.

Die Anordnung von [0, oo] ist vertraglich mit Addition und Multiplikation:
Firallea <dundb<bin[0,c]gilta+d <b+0unda-a <b-0.

Sei (2 eine Menge und f: Q2 — [0, oc] eine nicht-negative Funktion.
Ist B = {x1, 29, ...,2,} C Q endlich, so definieren wir die Summe

> f@) = f@) + fma) + -+ flzn).
zelk

Dank Assoziativitat und Kommutativitat in ([0, co], +) ist diese Summe
wohldefiniert, also unabhangig von Klammerung und Reihenfolge.
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Summat|on N [O, OO] Erinnerung

Definition A2H: unendliche Summe in [0, o]

Sei (2 eine Menge und f: Q2 — [0, o] eine nicht-negative Funktion.
Die Summe Uber 2 ist das Supremum aller endlichen Teilsummen:

erg f(z) = Sup{ Z%Ef(x) ’ E C Q endlich }

Normierung:
Gilt f(a) =1fureina € Qund f(z) =0 far alle x # a, so folgt > f = 1.

Linearitat:
Fir f,g: Q2 — [0,00] und a,b € R>g gilt > (af +bg) =ad> f+b> 9.
Ausschopfung:

Farfo<fi<fo<-- < f:Q—[0,00]mit fr /' failtd fi "> f.

Diese drei Eigenschaften charakterisieren die Summation: Normierung und Linearitit bestimmen
endliche Summen: Hat 2 — [0, oo] endlichen Tréger supp(f) = {x1,...,zn} C , so gilt
>veq f(@) = f(x1)+ -+ f(xn). Ausschopfung f, 7 f leistet den Ubergang zu abzihlbar
unendlichen Summen. Gilt f(x) > O fiir iiberabzéhlbar viele = € €2, so folgt stets > | f = oo,
denn es gibt eine Zahl k € N> 1, fiir die die Menge { x € Q | f(x) > 1/k } unendlich ist.
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Summat|0n N [O, OO] Erinnerung

Satz A21: Umordnungssatz in [0, co]
Sei f:Q — [0,00]. FUr jede Zerlegung 2 = | |,.; €; qilt

S @) =1 f@)].

z€Q iel zeQ;

© Eine besondere Summationsreihenfolge wird hier nicht benétigt: Bei Summation in [0, o]
diirfen wir beliebig umgruppieren und umordnen! Hierbei ist 2 = | |, <1 §2i eine Zerlegung der
Indexmenge €2 in disjunkte Teilmengen €2; C €2, also Q = J,.; Qi und Q; N Q; = O fiir i # 5.

Der Umordnungssatz folgt aus unserer geschickten Konstruktion A2H: Dank Assoziativitit und
Kommutativitit in ([0, co], +) gilt die gewiinschte Gleichheit zunichst fiir endliche Summen.
Durch Ubergang zum Supremum gilt die Gleichung dann auch fiir beliebige Familien in [0, oc].

Beispiel: Fir jede Familie (a;);eny mit a; € [0, 0o] gilt
D ai=) (azj+az+1) =) (az + aaps1 + aaess),
‘€N FEN kEN

Notation: Jede Abbildung f: 2 — R kénnen wir als Familie (f(z))zec0
betrachten. So schreiben wir zum Beispiel a: I — R auch als (a;);c;-
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Zentrales Beispiel: die geometrische Reihe Erinnerung

Beispiel: Fiir 0 < ¢ < 1 summieren wir (¢*).en. Flr jedes n € N gilt
(@ +q¢ ++dV1—g)=1—¢""".
Hieraus erhalten wir explizit Summenformel und Grenzwert:
gttt = —11__(]”;1 / %q
Flr die Summe Uber N erhalten wir so die bekannte Formel

1
quzl—_q-

keN

© Die geometrische Reihe ist sehr einfach, doch ungemein niitzlich.
Sie ist die erste Reihe, fur die wir Konvergenzverhalten und Grenzwert
explizit bestimmen kdnnen. Durch Vergleich mit schwierigeren Reihen
erhalten wir eine Flle von Konvergenzkriterien und Abschatzungen!

Wir wollen als nachstes auch negative Summanden zulassen.
Hierzu summieren wir Positivteil und Negativteil getrennt.

. - . A218
Absolut summierbare Familien in R Erinnerung

Jede Familie (a;);cs reeller Zahlen a; € R kdnnen wir zerlegen in
Positivteil ;" = max(0, a;) und Negativteil a; = max(0, —a;).
Wir erhalten hieraus a; = a; — a; und |a;| = a] + a; .

i —

Definition A2J: absolut summierbare Familien in R
Fir jede Familie (a;);cs reeller Zahlen a; € R gilt

Slail = Saf + Y a7
el el el
Ist dieser Wert endlich, so nennen wir (a;);c; absolut summierbar.
In diesem Falle kdbnnen wir die Summe von (a;);c; definieren durch

Zai ::Zaj—Zai_.

el el el

© Eine besondere Summationsreihenfolge wird hier nicht benétigt!
© Die so definierte Summation ist R—linear. Der Nachweis ist langlich.
© Es gelten die Innen bereits vertrauten und bewéhrten Rechenregeln.
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Absolut summierbare Familien in C Erinnerung

Jede Familie (¢;);c; komplexer Zahlen ¢; € C kénnen wir zerlegen in
Realteil a; = Re¢; und Imaginarteil b; = Im ¢;, und beide sind reell.
Es gilt ¢; = a; +ib; und |¢;|* = [as|* + || und |a;], |b:| < |e;| < |ag| + |bs].

Definition A2K: absolut summierbare Familien in C

Fir jede Familie (¢;);c; komplexer Zahlen ¢; = a; + ib; € C qilt
Slad, Yokl < D el <) ail + ) bl
el el i€l el el

Sind diese Werte endlich, so nennen wir (¢;);c; absolut summierbar.
In diesem Falle knnen wir die Summe von (¢;);cr definieren durch

Zci ::ZaiJriZbi.

el el el

© Eine besondere Summationsreihenfolge wird hier nicht benétigt!
© Die so definierte Summation ist C—linear. Der Nachweis ist langlich.
& Es gelten die Innen bereits vertrauten und bewéhrten Rechenregeln.

. A220
Anwendung POtenzrelhen Erinnerung

Satz A2L: Majorantenkriterium far Reihen

Aus |c;| < g; folgt > . ;lcil <> .cr @ dank Monotonie. Ist die zweite
Summe endlich, so auch die erste, und (¢;);cy ist absolut summierbar.
Erflllt (ci)ren Speziell [c| < Mg" fur alle k € N, wobei ¢ € [0,1], M € R,
so ist (cx)ken absolut summierbar: |3,y cr| < X penler] < M/(1—q).

Satz A2Mm: Konvergenzradius einer Potenzreihe
Fur jede Potenzreihe >"7° , ax2" definieren wir den Konvergenzradius

p:=1/limsup v/|ak|.

Fir |z| < p konvergiert die Reihe absolut, fir |z| > p divergiert sie.

Beweis: Sei 0 < p < oo und |ax|p* < M fir alle k € N. Fir |z| < gp mit

0 < ¢ < 1folgt |axz"| = |ag|p"q® < MgF, also >, ylarz®] < M/(1 - q).

Beispiel: Die Exponentialreihe exp(z) = >_%° , 2 /k! konvergiert absolut
in jedem Punkt z € C: Hier gilt {/1/k! \, 0, Konvergenzradius p = oc.
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Der Umordnungssatz Erinnerung

Satz A2N: grofBer Umordnungssatz
Sei (a;)ier eine Familie in C. Fir jede Zerlegung I = | |, ; I; gilt

> lail =) lail.
i€l jeJ i€,
Ist dieser Wert endlich, so ist (a;);c; absolut summierbar, und es gilt

2 =2 D a

il jediel;

Beweis: Die erste Gleichung ist unser obiger Umordnungssatz A2I fiir Familien in [0, o).
Fiir jede absolut summierbare Familie (a;);cr in R folgt die zweite Gleichung aus der ersten:

Do = dal=) ap = 3 Ylal -3 3 ar

el el el jGJiGIj jEJiEIj
Lin + — Def
DI DIED I I B B
JeJ i€lj 1€ jeJ€ly

Jede absolut summierbare Familie (¢; );cr in C zerlegen wir ebenso in Real- und Imaginérteil.
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Der Umordnungssatz Erinnerung

Korollar A20: kleiner Umordnungssatz
Sei (a;);cr eine Familie in C. Fur jede Bijektion ¢: J — I gilt

D lail =3 lag)
icl =
Ist dieser Wert endlich, so ist (a;);c; absolut summierbar, und es gilt

Z a; = Z Ao (3) -

iel jed

Beweis: Der kleine Umordnungssatz A20 folgt aus dem grolen A2N mittels I; = {¢(j)}:
Hier wird tatsdchlich nur umgeordnet, aber nicht umgruppiert und nichts zusammengefasst.

© Der kleine Umordnungssatz ist analog zum Transformationssatz fiir Integrale (Satz C2B).
Bei Integralen miissen wir zudem die Volumenverzerrung beriicksichtigen; dazu spiter mehr.

© Der folgende Umordnungssatz ist analog zum Satz von Fubini fiir Integrale (Satz C1E).
In allen Fillen ist die absolute Summierbarkeit bzw. absolute Integrierbarkeit wesentlich!

/\ Ohne absolute Summierbarkeit gibt es drastische Gegenbeispiele!
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Der Umordnungssatz Erinnerung

Eine Doppelfolge (a;;)i jen in C ist eine Abbildung N x N — C.
Jedem Indexpaar (i,j) € N x N wird eine Zahl a;; € C zugeordnet.

Korollar A2rP: Cauchy—Umordnungssatz
Fur jede Doppelfolge (ai;)i jen in C gilt

2, laigl=2_ 3 layl=2, > layl=)_ > lay
(4,7)eNxN ieN jeN JjEN ieN keNi+j=k
Ist dieser Wert endlich, so ist (a;;) absolut summierbar, und es gilt

Z aij:zzaijzzzaijzz Z T

(4,7)ENxN i€N jeN jEN ieN keNi+j=k

Beweis: Der Cauchy—Umordnungssatz A2P folgt aus dem groBen Umordnungssatz A2N,
indem wir die Indexmenge N x N geeignet zerlegen. Am besten machen Sie sich Skizzen:
Zundchst N x N =| |, . Ji mit J; = {i} x N,dann N x N =| |, [; mit [; = N x {j},
schlieflich N x N = | |, -y Dx mit den Diagonalen Dy, = { (i,7) e NX N |i+j=Fk}.

/\ Ohne absolute Summierbarkeit gibt es drastische Gegenbeispiele!

Anwendung auf die Exponentialfunktion Erinmenung

Aufgabe: Aus der Exponentialreihe folgt die Funktionalgleichung

exp(z + w) = exp(z) exp(w) flralle z,w e C.

Nachrechnen: Dank Umordnungssatz und binomischer Formel gilt:

et - (Y5 (E4) -3 T i

n=0 k+f=n
=1 =1
n—Z() Fayn=F Zn'(z—{—w) = exp(z + w).
= k=0 n=0
© Dies entspricht dem Potenzgesetz, daher die Kurzschreibweise
e” := exp(2) und e* T = e% eV,

& Zusammen mit der wichtigen Euler—Formel exp(iz) = cos z +isin z
erhalten wir hieraus sofort Additionstheoreme fir sin und cos.
(Wiederholen und beweisen Sie diese als lehrreiche Ubung.)




Intervalle und ihre Lange
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Definition A3A: Intervalle und ihre Lange

Eine Teilmenge I C R heif3t Intervall, falls fir alle a < z < bin R mit
a,b € I auch z € I qilt. Flr a < b haben wir die endlichen Intervalle

[a,b) :={zeR|a<z<b}, Jab:={z€eR|a<z<b},
[a,b[:={zeR|a<z<b}, Ja,b) ={zeR|a<z<b},

sowie die unendlichen Intervalle wie | —oco, +0o[ = R und

la,+0[:={z€R|a<z}, Ja,+o[:={zeR|a<z},
J—o0,b]:={zeR|z<b}, J—oo,b:={z€R|z<b}.

Jedem Intervall I # () ordnen wir die Lange vol;(I) := sup I — inf I zu.

Der leeren Menge () C R weisen wir die Lange vol; () := 0 zu.

Da (R, <) vollstindig ist, ist jedes Intervall I C R tatséichlich von einem dieser zehn Typen!

Die endlichen Intervalle [a, ], ]a, b], [a, b[, ]a, b] haben Linge b — a. Die Léinge 0 haben neben ()
nur die einpunktigen Intervalle [a, a] = {a}. Alle unendlichen Intervalle haben die Linge +oc.

Das Intervall [a, b] ist kompakt. Die Intervalle |a, b[ sowie |a, 400 und |—oo, b sind offen.

Rechtecke und ihr Flacheninhalt

A302

N

~N

I

Je zwei Intervalle I, J C R definieren ein achsenparalleles Rechteck
R=IxJ=/{(r,y) ¢ R? ’ vel, yel}.
Es hat den Flacheninhalt voly(R) := vol; (1) - vol; (J).

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat das Rechteck den Flicheninhalt 0. Haben beide Intervalle

positive Linge, so hat R positiven Flicheninhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat R unendlichen Flicheninhalt. Zum Beispiel gilt vol. (]RQ) = 400, ebenso
volz (R x [0, 1]) = +o0, aber volz (R x {a}) = 0, gemiB der Konvention von Seite A205.
Sind beide Intervalle 7, J C R endlich / kompakt / offen, so auch das Rechteck I x J C RZ.

Dasselbe Prinzip gilt in jeder Dimension! Zur Verdeutlichung skizziere ich Quader Q C R®.
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Quader und ihr Rauminhalt

A

T

Je drei Intervalle I, J, K C R definieren einen achsenparallelen Quader

~

I

Q=1IxJxK= { (x,y,2) € R? ’ xel,yeld z¢€ K}.
Er hat den Rauminhalt vol;(Q) := vol; () - vol; (J) - vol; (K).

Hat eines der Intervalle Linge 0, so hat der Quader den Rauminhalt 0. Haben alle Intervalle
positive Linge, so hat () positiven Rauminhalt. Ist zudem mindestens eines der Intervalle
unendlich, so hat ) unendlichen Rauminhalt. Insbesondere gilt somit vols (R?’) = +00.
Sind alle drei Intervalle 7, J, K endlich / kompakt / offen, so auch der Quader I x J x K.

Die Dimensionen n = 1, 2, 3 habe ich zur Betonung gesondert behandelt. Dasselbe Prinzip gilt

in jeder Dimension! Das ist zwar schwer zu zeichnen, aber rechnen lisst sich damit ebenso gut.
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Quader in beliebiger Dimension

Definition A3B: n—dimensionale Quader und ihr Volumen
Eine Teilmenge @ C R" hei3t achsenparalleler Quader, falls

Q=1 xIyx---x1I,
mit Intervallen 11, I5, . .., I, C R. Sein n—dimensionales Volumen ist

VOln(Q) = VOll (Il) . VOll (IQ) cee V011 (In)

Hat eines der Intervalle Lange 0, so hat der Quader das Volumen 0.
Haben alle Intervalle positive Lange, so hat @ positives Volumen; ist
zudem eines der Intervalle unendlich, so hat () unendliches Volumen.

© Im Satz C1E von Fubini fiihren wir diese iterative Berechnung fort.

Proposition A3C: Streckung und Verschiebung
Fira € Rund v € R” gilt vol,,(a@ + v) = |a|" vol,(Q).

Ubung: Zeigen Sie dies! Zu Streckung und Stauchung siehe Satz A4i.
© Im allgemeinen Transformationssatz C2B fiihren wir diese Idee fort.




Grundidee: Das Integral misst das Volumen. e

Die Mensa der Universitat Stuttgart auf dem Campus Vaihingen
aus Sicht der Mathematik (Pfaffenwaldring 57, 7. Stock)

Die Dachflache kdnnen wir uns als Funktion f:Q — R>( vorstellen.
Das Integral [, f misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen.

Dies lasst sich far Treppenfunktionen besonders leicht ausrechnen.
Hierzu nutzen wir die folgende Notation und einfache Integralformel.

Indikatorfunktionen A306

Die Indikatorfunktion einer Teilmenge A C 2 definieren wir durch

1 flrx e A,

I, : Q—R:x—1 =
4 ! A7) {O far x ¢ A.

A

Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

/ I4 =vol,(4) und allgemein / cly = cvol,(A).
9) 9)

© Dies ist die bewahrte Regel ,Volumen = Grundflache mal Héhe*.
Sie ist der Ausgangspunkt flr die Integration, die wir nun ausfthren.
Hierzu betrachten wir Indikatorfunktionen von Quadern A C QQ C R"
und bilden daraus die Treppenfunktionen als Linearkombinationen.
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Von Indikatorfunktionen zu Treppenfunktionen

Zu Quadern Q. C Q2 und ¢; € R definieren wir die Treppenfunktion

A

f=2I4+1Ip

14
f= ch Io, .
k=1

/ B

A Q

Das Integral misst das Volumen unter dem Funktionsgraphen, hier also

for = [ ea] = ol [10] = Sava

¢
) eI,
k=1

© Die Menge T(Q) aller Treppenfunktionen ist ein R—Vektorraum.

Hierauf ist das Integral [, : 7(©2) — R normiert, linear und monoton.
Das ist anschaulich plausibel; wir rechnen es spater sorgfaltig nach:
zunachst eindimensional B1A, dann induktiv mehrdimensional C1A.

Von Indikatorfunktionen zu Treppenfunktionen Austimng

Treppenfunktionen f: ) — R sind Linearkombinationen von
Indikatorfunktionen I endlicher Quader @ C ). Anders gesagt,
die Indikatorfunktionen I sind ein Erzeugendensystem von T'(£2).

Sie sind jedoch keine Basis: Die Darstellung f = >, _, ¢t 1o,
ist keineswegs eindeutig! Man kann jede Treppenfunktion f auf
unendlich viele Weisen als Summe f =5, _, ¢, I, schreiben.

Glicklicherweise ist das obige Integral | f dennoch wohldefiniert,
wie wir in B1A und C1A nachrechnen: Aus 7, I, =375 ¢ Iy
folgt tatséchlich >, _; cx vol,(Qr) = > 14 ¢, vol, (Q5). Alles wird gut!

Die Quader Q;, durfen sich Uberlappen, man kann sie aber auch stets
disjunkt wahlen. Die Treppenfunktion f der obigen Skizze zum Beispiel
kann man darstellen als Summe Uber zwei Rechtecke, oder auch als
Summe Uber (mindestens funf) disjunkte Rechtecke. Sehen Sie wie?

Hieraus folgen weitere schone Eigenschaften: Mit f, g sind auch
das Produkt f - g sowie min(f, g) und max(f, g) Treppenfunktionen.
Das Integral ist zudem monoton, das heif3t, aus f < g folgt [ f < [ g.
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Definition: messbare Funktionen und ihr Integral

Sei (2 C R” ein Quader. Messbare Funktionen f:Q — [0, oo} und ihr
Integral |, f € [0, oo] definieren wir nach folgenden fiinf Grundregeln:

(1) Normierung: FUr jeden endlichen Quader A C € ist die zugehdrige
Indikatorfunktion I4: 2 — [0, oc] messbar, und es gilt fQ I4 =vol,(A).
© Speziell fur die Nullfunktion 0 = I folgt daraus [, 0 = 0.

(2) Linearitat: Sind f, g messbar, so auch jede Positivkombination
af +bg mita,b € R>o, und es qilt [,(af +bg) =a [of+b[q9

(3) Monotonie: Sind f, g messbar, so auch h = max(g — f,0).
© Aus f < gfolgth=g— fund [, f < [, g dank Additivitat (2).

(4) Einschachtelung: Gilt fo < 1 < fo <...<h<...< g2 < g1 < g0
mit fx, g messbar und |, (gr — fx) \( 0, so ist auch h messbar.
© Dank Monotonie (3) folgt daraus [, fi ./ [oh v [ 9k-

(5) Ausschopfung: Sind fy < f1 < fo < ... messbar mit f,. " f,
so ist auch f messbar, und es gilt [, fr [, f(monotone Konvergenz).
© Genial einfach. Einfach genial. Das alles passt auf eine Postkarte.
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Ist diese Definition gut und sinnvoll? Ausfilhrung

Wir formulieren hier sorgsam, welche grundlegenden Eigenschaften (1-5) das Integral haben soll.
Hieraus werden wir alle notigen Rechenregeln ableiten, sowie zahlreiche Tricks und Kunstgriffe.
Man konnte befiirchten, dass wir hier zu wenig verlangen, und sich unser Integralbegriff spéter

als unzureichend erweist. Die Erfahrung zeigt, dass dies nicht der Fall ist: Die obige Definition ist
das Destillat einer jahrhundertelangen Entwicklung und hat sich als Grundlage iiberall bewéhrt.

Es konnte andererseits auch sein, dass wir hier zu viel verlangen, und sich diese Wiinsche nicht
erfiillen lassen. Was kann schiefgehen? Man konnte etwa befiirchten, dass einer Funktion f auf
einem Rechenweg das Integral | o/ = 42 zugeordnet wird, und auf einem anderen Rechenweg
das Integral | o J = 17. Unsere Definition wiire dann in sich widerspriichlich und somit wertlos.
Solche warnenden Beispiele begegnen uns tatséchlich bei falscher Anwendung des HDI [B415],
des Satzes von Fubini oder Grenzwerten unter dem Integral [D409].

Kurz gesagt: Wir diirfen uns vieles wiinschen, aber nicht alles ist erfiillbar. Vor allem miissen wir
Mehrdeutigkeiten und Widerspriiche vermeiden! Dies sicherzustellen, ist die Hauptaufgabe der
mathematischen Ausarbeitung, die wir hier nicht unternehmen. Die folgenden Sétze besagen,
dass die hier gegebene Definition tatsidchlich zu einem wohldefinierten Integralbegriff fiihrt.
Immerhin konnen wir so die zugrundliegenden Ideen prizise als Definitionen formulieren; das ist
das bescheidene Ziel dieses Kapitels und die unverzichtbare Grundlage fiir alles Weitere.

The method of postulating what we want has many advantages;
they are the same as the advantages of theft over honest toil.
(Bertrand Russell, 1872—1970, Introduction to Mathematical Philosophy)
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Winsche (1-3) lassen sich erfullen. Ausfiihrung

Satz A3D: Treppenfunktionen und ihr Integral
Wiinsche (1-3) lassen sich erflllen. Die kleinste Funktionenmenge,
far die dies moglich ist, sind die Treppenfunktionen f:Q — [0, oo,

!
f=> clg, mitc, €R>oundQ, CR"endliche Quader.
k=1

Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1-3) bestimmt, denn es gilt

s

Beweisidee: Eigenschaften (1-3) ziehen die obige Summenformel fiir das Integral nach sich.
Umgekehrt ist diese Summenformel auf Treppenfunktionen wohldefiniert und erfiillt (1-3).

Wohldefiniertheit ist trickreich: Wir beweisen sie sorgsam zunichst fiir Treppenfunktionen in
Dimension n = 1 (Satz B1A), dann induktiv in jeder Dimension n = 2, 3,4, ... (Satz Cl1A).

14 . 14

(A.IQA,] = Z(:A.MZIQL] = ) crvoln(Qu).

k=1 ¢ k=1

k=1

Treppenfunktionen sind ein guter Ausgangspunkt, reichen aber fiir realistische Anwendungen
noch nicht aus. Zu allgemeineren Funktionen gelangen wir durch Grenziibergang (4) und (5).
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Wiinsche (1—4) lassen sich erfillen. Ausfiihrung

Bestlinde die Welt nur aus Treppenfunktionen, so waren wir jetzt fertig.
Allgemeinere Funktionen f: — [0, oo] integrieren wir im Folgenden mit
Hilfe von Treppenfunktionen durch Einschachtelung und Ausschopfung.

Wir nutzen zunachst die Einschachtelung (4): Zum kompakten Quader (2
und jeder beschréankten Funktion f:Q — [0, co| definieren wir ihr

Unterintegral I(f) :zsup{ Zak voly, (Ax)

12 12
Oberintegral J(f) := inf{ >~ bi vol, (By) ‘ F< Zbk IBk} e [0, oo,
=1

wobei Ay, Br, C Q2 Quader sind und ay, b, € R>g furalle k =1,... 7.
Dank (3) folgt aus dieser Definition sofort die Ungleichung I(f) < J(f).

Wir nennen f Riemann-integrierbar, wenn hierbei I(f) = J(f) gilt;
in diesem Falle definieren wir ihr Integral durch [, f := I(f) = J(f).

Man pruft geduldig alle Forderungen nach: Die Riemann—integrierbaren
Funktionen und ihr Integral erflllen alle Axiome (1—4), wie gewlnscht.
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Wiinsche (1-4) lassen sich erfullen. Ausfiihrung

Satz A3E: Riemann 1854, Darboux 1875

Winsche (1—4) lassen sich erflllen. Die kleinste Funktionenmenge,
flr die dies méglich ist, sind die Riemann—integrierbaren Funktionen
f:9Q — [0, o[. Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1—4) bestimmt.

) Die Konstruktion Gber Riemann—Summen kennen Sie aus der HM2.

©) Diese Menge enthélt alle Treppenfunktionen und noch viel mehr,
z.B. stetige Funktionen f:Q — R>( auf kompakten Quadern 2 € R".

& Viele fuir uns wichtige Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar.

Satz A3F: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Genau dann ist f Riemann—integrierbar, wenn f beschrankten Trager
und beschrankten Wertebereich hat und zudem fast Gberall stetig ist.

Beschrinkter Triger heifit: Es gibt einen kompakten Quader @@ € €2, sodass f(z) = 0 fiir alle
x ¢ @ gilt. Beschrinkter Wertebereich heift: Es gibt ein kompaktes Intervall [a, b] € R, sodass
f(Q) C la, b] gilt. Insbesondere darf f keine Polstellen haben, sonst wire sie unbeschrénkt.
Fast tiberall stetig heif3t: Fiir die Menge U C (2 der Unstetigkeitsstellen gilt vol,, (U) = 0.
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V0n R|emann ZU Lebesgue Ausflihrung

Das Integrationsprinzip durch Einschachtelung geht zuriick auf Bernhard Riemann: Ueber die
Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Habilitationsschrift 1854.
Der Satz A3E von Riemann besagt, dass wir iiber Treppenfunktionen und Einschachtelung einen
sinnvollen Integralbegriff erhalten. (Die Bedingung f > 0O spielt hierbei noch keine Rolle.)

Das Einschachtelungsprinzip kann man direkt zur numerischen Nédherung nutzen, insbesondere
wenn eine exakte Rechnung zu aufwindig ist — oder in geschlossener Form gar unmoglich ist.

Satz A3F charakterisiert die Riemann—integrierbaren Funktionen. Einerseits ist diese Menge
recht grof}: Sie enthilt alle stetigen Funktionen. Andererseits sind viele wichtige Funktionen
nicht Riemann—integrierbar, insbesondere solche mit Polstellen oder unbeschrinktem Triger.

Man kann versuchen, ,,Integration light* zu lehren, und zum Beispiel die Entwicklung bei
Riemann im 19. Jahrhundert enden zu lassen. Selbst in einfachen Anwendungen wird jedoch
mehr gebraucht! Deshalb will ich Thnen die Errungenschaften des 20. Jahrhunderts mitgeben.

Das Integrationsprinzip durch Ausschopfung geht zuriick auf Henri Lebesgue: Sur une
généralisation de ’intégrale définie, Comptes Rendus de I’ Académie de Sciences 132 (1901),
pp- 1025-1028. Der folgende Satz A3G von Lebesgue besagt, dass wir so einen sinnvollen und
wohldefinierten Integralbegriff erhalten. Kurz gesagt: Lebesgue vervollstindigt das von Riemann
eingefiihrte Integral. Die Rechenregeln werden hierdurch wesentlich allgemeiner, flexibler und
oft sogar einfacher! (Die Beweise sind etwas technischer, aber das ist hier nicht unsere Sorge.)

Die fiinf Grundregeln erlauben im Prinzip bereits die Berechnung; effiziente Rechenregeln sind
anschlieBend ein eigenes Thema. Wir werden einige davon in den nichsten Kapiteln erarbeiten.
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Winsche (1-5) lassen sich erfullen. Ausfiihrung

Lassen sich die simplen aber strengen Anforderungen (1-5) erflllen?
Das ist keineswegs offensichtlich und war lange ein offenes Problem!

Henri Lebesgue verdanken wir folgende einfach-geniale Konstruktion:
Wir erweitern endliche Riemann—Summen zu abzahlbaren Reihen.
Zu jeder nicht-negativen Funktion f:R™ — [0, co] definieren wir ihr

Zakumf} 0,00,

Oberintegral J(f) := 1nf{ Zbkvol (By) ‘f < Zbk IBk} e [0, o],

Unterintegral 1(f) —Sup{ Zak vol, (Ag)
k=0

wobei Ay, By, C Q) endliche Quader sind und ag, by, € R>( fur alle k € N.
Man folgert aus dieser Definition zun&chst die Ungleichung I(f) < J(f).

Die Funktion f nennen wir Lebesgue—messbar, wenn I(f) = J(f) qilt;
in diesem Falle definieren wir ihr Integral durch [, f := I(f) = J(f).

Man pruft geduldig alle Forderungen nach: Die Lebesgue—messbaren
Funktionen und ihr Integral erflllen alle Axiome (1-5), wie gewlnscht.
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Wiinsche (1-5) lassen sich erflllen. Ausfiihrung

Satz A3G: Lebesgue 1901

Wiinsche (1-5) lassen sich erflllen. Die kleinste Funktionenmenge,
flr die dies moglich ist, sind die Lebesgue—messbaren Funktionen
f:Q — [0, ¢]. Hierauf ist das Integral eindeutig durch (1-5) bestimmt.

& Die nachsten Kapitel entwickeln praktische Rechenmethoden.

Satz A3H: Messbarkeit ist unkaputtbar

(a) Alle Treppenfunktionen und alle stetigen Funktionen sind messbar.
(b) Mit f,g sind f + g und f - g sowie min( f, g) und max(f, g) messbar.
(c) Konvergiert f;, — f und sind alle f;. messbar, so ist auch f messbar.

©) Ganz einfach: Alle fiir uns wichtigen Funktionen sind messbar!

Die ersten beiden Aussagen gelten auch fiir Riemann—integrierbare Funktionen. Vollstindigkeit
unter Grenziibergdngen gilt erst fiir die groBere Klasse aller Lebesgue—messbaren Funktionen!

Im Folgenden werden wir Funktionen stets als messbar voraussetzen. Da wir in dieser Vorlesung
keine einzige nicht-messbare Funktion sehen werden, konnte ich ebenso gut den vorsichtigen
Zusatz ,,Sei f eine messbare Funktion. .. weglassen. Ich bringe das oft nicht iibers Herz.
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Integration Uber beliebige Bereiche Ausfiihrung

Bislang war der Integrationsbereich ein Quader 2 C R", etwa 2 = R".
Unsere Konstruktion gelingt ebenso flur jede offene Menge (2 C R™.
Integrale Uber beliebige Teilmengen A C Q erklaren wir wie folgt:
Definition A3I: Integration UGber beliebige Bereiche |
Zu jeder Funktion f:Q O A — [0, oo] definieren wir ihre Fortsetzung

Wir nennen die Funktion f auf A messbar, wenn ihre Fortsetzung
f auf € messbar ist. In diesem Falle definieren wir ihr Integral durch

/Af(a:)da; ::/Qf(m)dac.

& Das nutzen wir haufig zur Integration tiber A C R™ in Q = R”.
Damit lasst sich die Integration auf allgemeine Bereiche anwenden,
insbesondere mit dem Satz von Fubini auf Normalbereiche (Kapitel C).
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Volumen als Integral

Wir betrachten einen Integrationsbereich (2 C R", zum Beispiel {2 = R".

Satz A3J: messbare Mengen und ihr Volumen |

Genau dann ist eine Menge A C Q messbar, wenn ihre Indikatorfunktion
I4:Q — R messbar ist. In diesem Falle qilt fir ihr Volumen

voln(A):/Aldx ::/QIA(m)d:U.

Ist die Funktion f: ) — [0, oo] messbar, so auch 14 -f, und es gilt

/A f(z)do = /Q L4(z) f(z) dz.

Ist dieses Integral endlich, so nennen wir A bzw. f integrierbar.

& Wenn Sie integrieren kdnnen, dann kdnnen Sie damit auch Volumina
bestimmen. Die Indikatorfunktion I4 schneidet auf3erhalb von A alles ab.

&) Oft integrieren wir statt Uber A lieber Uiber die schdnere Menge ).
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Rechenregeln fur Indikatorfunktionen Ausfiihrung

Ubung: (1) Fir je zwei Teilmengen A4, B C Q gilt
I, <Ip genaudann,wenn AC B.
(2) Far Schnitt und Vereinigung von Mengen gilt

IA(‘]B = min(IA,IB) = IA-IB,
IAUB :max(IA,IB) =I4+1p—14-15.

(3) FUr Produkt und Summe von Indikatorfunktionen gilt
Io-1Ip =1I4nB,
Io+1g =1auB+14nB.
Bei disjunkter Vereinigung gilt A N B = (), und der letzte Term entfallt.

(4) Far das kartesische Produkt von zwei Mengen A C RP und B C R¢
sowie je zwei Punkte x € RP und y € RY gilt die Produktformel

Laxp(z,y) = La(z) - I(y).
Durch Integration erhalten wir hieraus die folgenden Rechenregeln.
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Rechenregeln fir das Volumen Ausfiihrung

Sind A, B C R™ messbar, so auch AN B und AU B, und es gilt

vol(A) + vol(B) = vol(AU B) + vol(A N B).

Bei disjunkter Vereinigung entfallt der letzte Term, daher gilt

vol(AU B) = vol(A) +vol(B) falls An B =4.

Sind die Mengen Aq, Ao, A3, ... C R™ messbar, so gilt

VOI(Al UAsUA3zU.. ) < VOI(Al) S VOl(A2) + VOl(Ag) +....

Gleichheit gilt, wenn alle A;, Ao, As, ... paarweise disjunkt sind.

ACB = vol(A) <vol(B).

Sind A C RP und B C R? messbar, so auch A x B C RP*™4, und es gilt

vol(A x B) = vol(A) - vol(B).
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Positive und negative Beitrage zum Integral

Bislang haben wir das Integral nur flr nicht-negative Funktionen erklart;
das entspricht der Idee des Volumens und vereinfacht die Formulierung.
Zu integrieren sei nun eine Funktion f:Q — R, wobei R = R U {£o0}.
Wo immer f negativ ist, ist das Volumen negativ in Ansatz zu bringen.

‘ T ‘

A f A F+

J

J ;N

/

-~ /

//\ //\ T /
> 7 > // ) 5
\\ 1 A 7 1 b 7
r \ / 7 \ /

\ N
_// \ / // \ /
\__/ \___/

Wir zerlegen f = f* — f~ in Positivteil f* und Negativteil f~ geman

£ (@) = {f(a:) falls f(z) >0, () = {—f(:v) falls f(z) < 0,

0 sonst, 0 sonst.

Beim Integral soll f~ negativ zahlen, also [, f := [ fT — [ -
/\ Diese Differenz ist nur sinnvoll, wenn beide Integrale endlich sind.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Definition A3K: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Flr jede Funktion f:Q - Rqilt f = f* — f~und |f| = fT + f~.
Genau dann ist f messbar, wenn f*:Q — [0, co] messbar sind.
In diesem Falle ist auch | f| = f* + f~ messbar, und somit gilt

/Q|f($)|d@"=/Qf+(:c)dx+/9f—(x)da;.

Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Falle kdnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf(a:)dx ::/Qer(x)dx—/Qf_(a:)dx.

/\ Die Differenz oo — oo ist sinnlos! Zur Integration von f = f+ — f~
missen Positivteil f* und Negativteil f~ endliche Integrale liefern.

© Das Kriterium [,,|f(z)| dz < oo ist einfach, prézise und bequem.
Geschickte Abschéatzung vermeidet die miihsame Berechnung von f*.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Satz A3L: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten einen Integrationsbereich 2 C R™, zum Beispiel 2 = R".
Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen

L' =L'(LR) ={ f: Q= R| [(|f(z)]dz < oo }
ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung
L'Q) =R : f [, f(z)d.

Sie ist normiert, monoton, erflllt Einschachtelung und Ausschépfung.
Durch diese funf Eigenschaften ist das Integral eindeutig bestimmit.

& Damit haben wir die Konstruktion des Integrals abgeschlossen!
Es erfullt unsere Wunschliste und ist hierdurch eindeutig bestimmt.

Das so definierte Integral ist tatsachlich R—linear. Das ist eine erste
wichtige Rechenregel! Der Nachweis ist einfach, aber etwas langlich.

In den nachsten Kapiteln geht es um weitere praktische Rechenregeln.
Die explizite Berechnung von Integralen erfordert Werkzeug und Ubung!
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Das Integral als Konstruktionsaufgabe Erinnerung

Wir haben in diesem Kapitel folgende Konstruktionsaufgabe geldst:
(integrierbare Funktion f:Q — R) +— (Integral [, f(z)dx)

Wie definieren wir das Integral? Geometrische Bedeutung!
@ Quadervolumen far Treppenfunktionen.
@ Einschachtelung fUr stetige Funktionen.
@ Ausschopfung zwecks Vollstandigkeit.

Welche Funktionen sind messbar? Alle fir uns wichtigen!
@ Alle Treppenfunktionen
@ Alle stetigen Funktionen
@ \ollstandig unter Grenzlibergang

Wie gehen wir effizient damit um? Praktische Rechenregeln!
@ Hauptsatz der Differential und Integralrechnung (B11)
@ Fubini (C1E): Reduktion auf iterierte eindimensionale Integrale
@ Transformationssatz (C2B): Wahl neuer Variablen als Koordinaten
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Komplexe Funktionen und ihr Integral Ausfiihrung

Viele Anwendungen nutzen neben reellen auch komplexe Funktionen.
Jede komplexe Funktion f: Q2 — C kdnnen wir zerlegen in ihren

Realteil Ref :Q—R:xz—~ Ref(r) und
Imaginarteil Imf:Q—=R:x—Imf(x).

Hieraus lasst sich f zusammensetzen gemal3 f = Re f +ilm f.
Es gilt | f1> = [Re f|? + [Im f[? und |Re f|, [Im f| < | f| < [Re f| + [Im f].

Definition A4A: absolut integrierbare Funktionen und inr Integral
Wir nennen f:Q — C messbar, wenn Re f und Im f messbar sind.
Wir nennen f integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind.
Aquivalent hierzu: die Funktion f ist messbar und Jolf] < oo.

In diesem Falle kbnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf::/QRef+i/QImf.

Komplexe Funktionen und ihr Integral Ausfiihrung

Ebenso wie fir reelle Funktionen f: Q) — R bilden auch fir komplexe
Funktionen f: ) — C die absolut integrierbaren einen Vektorraum:

Satz A4B: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten einen Integrationsbereich 2 C R", zum Beispiel {2 = R".
Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen

L'(Q)=LY(Q,C):={f: Q> C| [,|f(z)dz < o0 }

ist ein C—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine C—lineare Abbildung

L'Q) = C: f [, f(z)d.

@ Wegen R C C ist das reelle Integral ein Spezialfall des komplexen.
Uber R nutzen wir zudem Monotonie, Einschachtelung, Ausschopfung.

& Von R zu C genlgt die Zerlegung in Real- und Imaginarteil, und die
R-Linearitat Gbertragt unsere Rechenregeln aufs komplexe Integral.

© Das so definierte Integral ist tatsachlich C—linear. Das ist eine sehr
natzliche Rechenregel! Der Nachweis ist einfach, aber etwas langlich.




A403

Zerlegung und Betragsabschatzung Ausfiihrung

Satz A4c: Zerlegung und Betragsabschatzung
Seien A, B C R™ messbar und f: AU B — C absolut integrierbar.
(1) Das Integral ist linear; dank I, + 1z = I4uB + I4np folgt daher:

/ f(x) dat+/ f(x)dex = f(x)dx + f(x)dx
A B AUB ANB

(2) Im Falle vol,,(A N B) = 0 entfallt der letzte Term. Insbesondere:

f(:v)dx:/f(x)da:+/f(x)da: falls AN B =1
AUB A B

(3) Fur den Betrag des Integrals gilt folgende Abschatzung:

' /A f(z) dz

Bei diesem Produkt gilt die Gbliche Konvention oo - 0 =0 - 0o = 0.

< /A £@)]de < suplf] - vol(4)
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Zerlegung und Betragsabschatzung Ausfiihrung

Aufgabe: Rechnen Sie die Formeln aus A4c sorgfaltig nach.

Losung: (1) Mit A und B sind auch AU B und AN B messbar.
Wir setzen voraus, dass f auf A U B absolut integrierbar ist,
also ebenso auf den Teilmengen A und B sowie A N B dank

La-|fl, Is-lfl, Tanm-lfl < Taum-|fl

Fur die Indikatorfunktionen wissen wir I4 +1g = 140 +14nB.
Multiplikation mit f und Linearitat des Integrals ergeben sofort (1).
(2) Dies ist ein Spezialfall von (1) fir vol,,(A N B) = 0 dank (3).
(3) Ist f reell, so qilt —|f| < f < |f| <sup|f|, dank Monotonie also

- [ W@lde < [ f@)de < [ [7(@)]do < suplf| - vol(4),

Im allgemeinen Fall ist f komplex. Sei z := [ f. Der Fall z = 0 ist klar.
Wir untersuchen den Fall z # 0. Fir w := Z/|z]| gilt wz = |z] € R, also:

'/f‘—w/f—/(wf)—Re/(wf)—/Re(wf)S/!wf!—/If!
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Nullmengen sind vernachlassigbar. Ausfiihrung

© Mengen N c R™ vom Volumen Null sind meist vernachlassigbar.

Definition A4D: Nullmenge
Wir nennen N C R” eine Nullmenge, wenn vol, (N) = 0 gilt.

Aus den Rechenregeln fur Integral und Volumen folgt fir n > 1:
@ Jede endliche / abzahlbare Menge N C R" ist eine Nullmenge.
@ Jeder Teilraum N C R™ der Dimension < n ist eine Nullmenge.
@ Jede abzahlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.
@ Jede Teilmenge einer Nullmenge ist selbst eine Nullmenge.

Satz A4E: Funktionen auf einer Nullmenge N C R” |

Jede Funktion f: N — R ist integrierbar, und es gilt [, f(z)dz = 0.
Dasselbe gilt fir Funktionen f:R” — R mit f(z) = 0 fiir z € R ~ N.

Beweis: Dies folgt aus der Betragsabschatzung A4c:

< sup|f|-vol(N) =0

[ Fw)ad| - \ [ ras

Fast Uberall gleiche Funktionen Ausfiihrung

Definition A4F: Gleichheit fast Uberall |
Seien f,g:R™ D O — R Funktionen. Es gilt f = ¢ fast liberall, wenn
N={zeQ| f(x) #g(=)}

eine Nullmenge ist, also vol,,(N) = 0 erfillt. Das bedeutet f(x) = g(z)
fur alle x € Q bis auf eine Ausnahmemenge N C €2 vom Volumen Null.

&) Wir diirfen integrierbare Funktionen auf jeder Nullmenge beliebig
abandern, Integrierbarkeit und Integral bleiben dabei unverandert:

Satz A4G: Verschwindungs- und Vergleichssatz |
1 Gilt f = g fast Oberall und ist f integrierbar, so auch g,
und es gilt [, f = [, ¢ flr jede messbare Menge A C Q.
2 Genau dann gilt [,|f| =0, wenn f = 0 fast Giberall gilt.

3 Seien f,g:Q — R integrierbar. Genau dann gilt [, f = [, g
fir jede messbare Menge A C ), wenn f = g fast Gberall gilt.
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Fast Gberall gleiche Funktionen Ausfiihrung

&) Zwei fast tiberall gleiche Funktionen verhalten sich bei Integration
genau gleich. Wir durfen und werden sie meist als gleich betrachten.

Beweis des Satzes: (1) Gilt g = f fast tiberall, bis auf eine Nullmenge N C (2,

so ist h := g — f fast tiberall Null, somit integrierbar (A4E), also auch g = f + h.

Fir A C Qmessbargilt [, 9= [, yv9+ [v9= s nf+ I v9=J4F

(2) Die Implikation ,,<=* folgt aus (1). Die Implikation “=* sehen wir so: Sei [,,|f| = 0.
Fiir A :={z € Q| |f(z)| > + } gilt 0 < voln(Ax) < k [|f] = 0, also vol, (Ax) = 0.
DieMenge N :={z € Q| f(x) #0} ={x € Q| |f(x)| > 0 } ist abzdhlbare Vereinigung
dieser Nullmengen, N = | ;- ; A. Daraus folgt 0 < vol,,(N) < > 72 | vol,(Ax) = 0, siche
Seite A320, also vol,, (N) = 0. Alternativ: Aus A, ~ N folgt 0 = vol,,(Ax)  vol,(N) = 0.
(3) Die Implikation ,,<=* folgt aus (1). Die Implikation “=-* sehen wir dank (2) so:

Die Menge A = {z € Q| f(z) > g(z) } ist messbar, und es gilt [, (f —g) =0,

also ist A eine Nullmenge. Ebenso ist B = { x € Q | g(x) > f(x) } eine Nullmenge.

Somit ist auch ihre Vereinigung N = AU B ={x € Q| f(z) # g(x) } eine Nullmenge.

Entsprechend definieren wir ,,f < ¢ fast Gberall“ und ,,f > ¢ fast Gberall®.
Ebenso sagen wir, es gilt punkiweise Konvergenz f, — f fast Gberall,
wenn die Menge N C () aller Ausnahmepunkte eine Nullmenge ist,
wenn also fi(z) — f(x) fur alle x € Q . N gilt sowie vol,(N) = 0.
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Messung stetiger Funktionen durch Integrale Ausfiihrung

&) Fur stetige Funktionen kénnen wir diesen Test wie folgt verschérfen:

Satz A4H: Verschwindungs- und Vergleichssatz

Sei 2 C R” offen und f: ) — R stetig. Gilt f(a) # 0 flr ein a € €2, dann
existiert ein (beliebig kleiner) Quader Q C Q um a mit fQ f(z)dx # 0.

1 Gilt [, f(z)dz = 0 fur alle Quader Q C €, so folgt f = 0.

2 Sind g, h: ) — R stetig und gilt fQ g(x)dx = fQ h(x) dx fOr alle
Quader @ C (2, so folgt g = h, also g(z) = h(x) fur alle x € €.

Beweis: Wir konnen f(a) = 2b > 0 annehmen. (Fiir f(a) < 0 betrachten wir — f statt f.)

Da () offen und f stetig ist, existiert um a ein kleiner Wiirfel () C €2 mit Kantenldnge € > 0,
sodass f(x) > b fiir alle z € @ gilt. Das bedeutet f - I > b - I, dank Monotonie des Integrals
also [, f(z)dz > [, bdz = bvol,(Q) = be™ > 0. Hieraus folgt die Aussage (1).

Fiir (2) wenden wir (1) an auf die Differenz f = g — h und folgern f = 0. O

Das Argument gilt nicht nur fiir offene Mengen, sondern ebenso fiir jeden Quader €2 C R"™ mit
nicht-leerem Inneren, und allgemeiner fiir jede Menge €2 C R", deren Randpunkte alle vom
Inneren aus erreichbar sind: Gilt [ 0 f(x)dx = 0 fir alle Quader @ C €2, so gilt f = 0 nach
obigem Satz im Inneren von €2, und dank Stetigkeit auf seinem Abschluss, also ganz €2.
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Verstandnisfrage: das fehlende Quadrat Ubung

Wir kbnnen jeder messbaren Menge A C R? ihren Flacheninhalt
vola(A) zuordnen gemaf den finf oben erklarten Grundregeln.
Hieraus berechnen wir die Flache von Rechtecken, Dreiecken, usw.

Es ist bemerkenswert, dass das Ergebnis immer eindeutig ist,
insbesondere unabhangig vom Rechenweg! Oder etwa doch nicht?

Wir zerlegen das rechtwinklige Dreieck A mit Kathetenlangen 13 und 5
wie skizziert und berechnen den Flacheninhalt voly(A) auf drei Weisen:

Welchen Ist die
Flacheninhalt Antwort
hat das Dreieck? Flache 65/2 eindeutig?
Flache 32 5) Flache 33 12
12 |7
8 5 T 1 8
Verstandnisfrage: das fehlende Quadrat g

Far Volumen und Integral haben wir finf Grundregeln: Normierung,
Additivitat / Linearitat, Monotonie, Einschachtelung und Ausschépfung.
Satz A1A garantiert: Mit diesen finf Grundregeln kénnen wir jeder
messbaren Teilmenge A C R" eindeutig ihr Volumen vol,,(A4) € [0, oo]
zuweisen und ausrechnen. Allgemeiner garantiert Satz A3G: Mit diesen
fanf Grundregeln kénnen wir jeder messbaren Funktion f:Q — [0, oc]
eindeutig ihr Integral [, f(x) dz € [0, oo] zuweisen und ausrechnen.

Die vorliegende Ubung stellt diese zentrale Zusage auf die Probe!
Sind die Satze A1A und A3G falsch? Oder wo sonst liegt der Fehler?

Losung: Die links gezeigten Mengen nennen wir As, A7, Ag, A12. Jede hat den angegebenen
Flicheninhalt vols (Ay) = k. Je zwei sind fast disjunkt: Thr Schnitt Ay N Ay ist eine Nullmenge,
hat also Fldcheninhalt vola(Ax N Ag) = O fiir k£ # £. Dank unserer Rechenregeln erhalten wir
fir A = As U A7 U Ag U A1 demnach den Flicheninhalt volo(A) =5+ 7+ 8 + 12 = 32.
Auf der rechten Seite betrachten wir entsprechend die Mengen B, Bs, B7, Bs, B12. Fiir ihre
Vereinigung B = By U Bs U By U Bg U By erhalten wir vole(B) = 14+54+7+ 8+ 12 = 33.

Fiir das Dreieck A hingegen erhalten wir vols (A) = 65/2 = 32.5. Die Skizze suggeriert

A = A = B und provoziert damit den Widerspruch. Bei genauerem Hinsehen erkennen Sie
jedoch A C A C B. Diese Einschachtelung zeigt vola(A) = 32 < vola(A) < 33 = vola(B).
Alles wird gut! Der einzige Fehler liegt hier in der leichtfertigen Behauptung A = A = B.
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‘ 1 ‘

i I= fi)) h(z)dx T
| | | |

Die Funktion h: [—3, 3] — R wachst auf [—3, 0] und fallt auf [0, 3].
Als Stitzstellen haben wir nur die Daten 2(0) = 1, h(+1) € [0.60, 0.61],
h(£2) € [0.13,0.14], h(£3) € [0.01,0.02] jeweils auf 10~2 genau.

Aufgabe: Wie groB3 ist I = f_33 h(x) dx mindestens? hdchstens?
Finden Sie die optimale Einschachtelung durch Treppenfunktionen!

Losung: Die Monotonie von h und die gegebenen Stiitzstellen liefern fo < h < go mit

fo =0.01 I[_3’_2[ +0.13 I[_Q,—l[ +0.60 I[—1,0[ + I{O} +0.60 I]O,l] +0.13 1]1,2] +0.01 1]273],
go = 0.02I;_3y +0.14 13 _o) +0.61_2 1)+ Lj_1,1] +0.61 I}; o +0.14 I} 31 +0.02 I3;.
Dank Monotonie des Integrals erhalten wir die Schranken Ag < I < By, hier mit den Werten
Ao = [ fo(xz)dz = 0.01 4+ 0.13 + 0.60 4 0.60 + 0.13 4+ 0.01 = 1.48,

Bo = [go(xz)dz = 0.14 4 0.61 + 1.00 4+ 1.00 + 0.61 + 0.14 = 3.50.

Dank richtiger Rundung ist diese Einschachtelung nachweislich korrekt und soweit optimal.
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N
‘ ‘ ‘ ‘ '

Allein aus diesen spirlichen Daten gewinnen wir eine (soweit optimale) Einschachtelung durch
zwei Treppenfunktionen fo < h < go. Aus diesen berechnen wir moglichst genaue Ober- und
Untergrenzen fiir das Integral I = [ f 5 h(x) dz. Die so berechneten Schranken sind leider noch
sehr grob. Zwecks besserer Einschachtelung konnen wir die Rechnung durch weitere Stiitzstellen
verfeinern und den verbleibenden Fehler beliebig klein machen, also B, — A, \, 0 erreichen.
Dies ist der erste Schritt in numerischer Integration; mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik.
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Verstandnisfragen: Rechenregeln Ubung

Aufgabe: Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze
Begrindung (ein Ergebnis der Vorlesung oder ein Gegenbeispiel).

(1) Gilt [, f( + g(z)dz = [ga f( da:—l—fRn x)dz?

(2) Gilt [pn f(2) - g(z)de = [z, f(z)dz - [p. g(x) dz?
(3)Aus f < g folgt Jgn f(x) dx < fRn x)dx?

(4) Aus [g. f(z)dz < [o,. g(x)dz folgt f < g?

(5) Gilt | [z f(z)dz| = [ga|f(x)] dz? oder >? oder <?

(6) Aus [, |f(x)|dz = 0 folgt f = 0? oder f = 0 fast Gberall?
(7) Aus [, |f(x)]dz = 0und f stetig folgt f = 07?

(8) Aus g, f(x)dx =0 folgt f = 07?

Hierbei seien f, g: R™ — R integrierbar. (Der Fall n = 1 genlgt, denn
Skizzen sind dann leichter, der Fall n > 2 verlauft jeweils genauso.)

Losung: (1) Ja, das Integral ist linear. (2) Nein, Gegenbeispiel f = Ijg 1j und g = I3 3.

(3) Ja, das Integral ist monoton. (4) Nein, Gegenbeispiel f = Ijg,1) — Ij1,2; und g = 0.

(5) Fir f = Ijo,1) — Ij1,2) gilt ,,<*. Nur,,<* gilt immer. (6) Nein, Gegenbeispiel f = I,;.
Es gilt nur f = O fast tiberall. (7) Ja, siehe oben. (8) Nein, Gegenbeispiel f = Ijg 1) — Ij1 9
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Verstandnisfragen: Rechenregeln Ubung

Sie kennen und nutzen die Rechenregeln der reellen Zahlen (R, +, -, <):
Assoziativitat, Kommutativitat, Neutrale, Inverse, Distributivitat, Ordnung.

Aufgabe: (1) Formulieren Si_e diese Rechenregeln einmal explizit aus.
(2) Welche gelten noch fur (R, +, -, <)? (3) Welche fir ([0, oo}, +, -, <)?

Losung: (1) Zur Wiederholung zu (R, 4, -, <) siehe Kimmerle-Stroppel, Analysis, §0.3.
Die erweiterte Zahlengerade R = R U {400} haben wir auf Seite A205 erklért: Addition,
Multiplikation, Anordnung. Die kritischen Fille sind 0 - (00) = 0 und co + (—o0) = 0.

(2) Fiir (R, +, -, <) ist die Null neutral bei Addition. Die Eins ist neutral bei Multiplikation.
Kommutativitit gilt offensichtlich nach Tabelle. Alles andere ist jedoch nicht mehr giiltig:

Das Assoziativgesetz gilt in (R, +) nicht, denn (co — c0) + 1 = 0 + 1 = 1 ist nicht gleich

00 + (=00 + 1) = 0o — 0o = 0. Auch existiert zu oo in (R, -) kein multiplikatives Inverses.
Das vertraute Distributivgesetz (a + b) - ¢ = (a - ¢) + (b - ¢) gilt ebenfalls nicht, denn

(00 — 1) - 00 = 0000 = o0 istnicht gleich (oo - 00) + (—1 - 00) = 00 — 00 = 0.

@ Aus diesem Grund kénnen wir in (R, +, -, <) nicht so schon einfach arbeiten wie in R!

(3) Fiir ([0, o0], +, -, <) gelten alle Rechenregeln, bis auf die Existenz der Inversen.
Man priift dies wie in (2) geduldig und gewissenhaft fiir jede Rechenregel einzeln nach.

© Aus diesem Grund konnen wir in [0, oo| verniinftig arbeiten, zum Beispiel integrieren!
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Aufgabe: (1) Bestimmen Sie vol; ({a1,...,a,}), vol1(Q) und vol; (R).

(2) Berechnen Sie fR x) dx; hierbei seien a; < as < ... <a,iNR
und die Funktion f: R — ]R erfille f(x) =0 flrz ¢ {al, A, ..., 0n}.
(3) Berechnen Sie [, g(x) dz; hierbei sei die Funktion g: R — R
gegeben durch g(z) =« furx € Nund g(z) =0 far x ¢ N.

4) Bestimmen und vergleichen Sie das Volumen vola(R x {a}) sowie

//IRx{a} r,y) dy dz —/f f(z) ::/RIRx{a}(w,y)dy,
/ / T oy (@, y) do dy = / o) dy,  gly) = / T oy (2, ) .
RJR R R

Losung: (1) Fir x € R" ist {z} = [z1,21] X - - - X [®p, ] ein Quader mit vol,, ({x}) = 0.
Aus der Additivitdt des Volumens folgt vol,, ({a1, ..., an}) = 0O fiir jede endliche Menge.
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar, also Q = {ao, a1, az, ... }. (Warum?)
Durch Ausschopfung folgt vol; (Q) = limvoly ({a1,...,an}) =1lim0 = 0.

(2)Es gilt f =" | f(ai)I{a4,}, dank Linearitit [, f(z)dz = >""_, f(a:;) voli({a:}) = 0.
(3) Wir schopfen g aus durch die Funktionen gi : R — R mit gx(z) = « furz € {1,...,k}
und gx,(x) = 0 sonst. Es gilt gx " g, also [, g(z) dz = limp 00 [ gr(x) dz =0 dank (2).
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Verstandnisfragen: Doppelintegrale Ubung

Wir untersuchen fiir f: R? — R die Glltigkeit folgender Gleichung:

/IR ( /]R f(,y) dy) do = /R ( /R f(,) dx) W= [ Sy

Sie gilt firr sehr viele Funktion f:R? — R aber nicht fiir alle!

Aufgabe: (O) Gilt I[a,b]x[c,d] (:U, y) = I[a,b] (I) : I[c,d] (y) far alle (QZ, y) c R??
Gilt fior X C RP und Y C R? allgemein Ixxy(z,y) = Ix(x) - Iy (y)?

(1) Berechnen und vergleichen Sie die drei obigen Integrale fir die
Indikatorfunktion f = I eines Rechtecks Q = [a,b] x [c,d] C R?.

(2) Gilt die Gleichung fiir alle Treppenfunktionen f = >t _, ¢, 1o, ?
Bleibt sie erhalten bei Linearkombinationen f = >, _ cx fi?

(3) Bleibt sie erhalten bei monotoner Konvergenz f, ~ f?

(4) Skizzieren Sie f =3 37 o Lk k1) x [kk+1] = Lkt 1,6-42] x [k, k+1) - C414
Berechnen und vergleichen und bestaunen Sie die Doppelintegrale!

Losung: Dies fiihren wir am Anfang von Kapitel C aus. Die Rechnungen beruhen allein auf der
Definition des Integrals und sind schon jetzt unmittelbar moglich. Sie sind eine gute Ubung,
um sich mit dem zweidimensionalen Integral und dem Satz von Fubini vertraut zu machen!
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Verstandnisfragen: Dehnlbungen Erinnerung

Aufgabe: Skizzieren Sie die Indikatorfunktion f = I}, 5 sowie ihre
Integralfunktion F'(x) = [ f(t) d¢t und bestimmen Sie [, f(z) da.

Dasselbe fir g = 1[1,4], die Lmearkombma’uon h=2f + 3g, das Produkt
k = f-g, die Skalierung ¢ = f(2x — 6) und allgemein f(az) und f(z + b).

Wie verhélt sich das Integral [, ... dz unter diesen Operationen?

Losung: Es gilt [, f(z)dz = 2und [, g(x)dx = 3. (Skizze!) Funktionen werden punktweise
verkniipft, daher bleiben Summe und Produkt von Indikatorfunktionen stiickweise konstant.
Insbesondere sind auch Linearkombination h = 2 f + 3¢ und Produkt £k = f - g wieder
Treppenfunktionen, allerdings im Allgemeinen zu feineren Unterteilungen. (Skizze!)

Das Integral ist R-linear, hier [, 2f(x) + 3g(x)dz =2 [, f(z)dx + 3 [, g(x) dz = 13.
Das Integral ist insbesondere additiv, aber im Allgemeinen nlcht multiplikativ! In unserem
Beispiel gilt f - g = Ij; 95, also [, f(z)g(x)dz =1 # [, f(z)dz- [, g(z)dz=2-3.

Bei f(x + b) wird f um b nach links (!) verschoben. Bei f(ax) wird f um a gestaucht (!), d.h.
f(2z) hat die halbe Breite. Die Funktion f(2x — 6) entsteht aus f durch Verschieben um 6 nach
rechts und anschlieBendes Stauchen um den Faktor 2. In unserem Beispiel f = Ijg o gilt somit
f(22) =Ijp,11(x) und f(x — 6) = Ijs,5) sowie f(2z — 6) = Ij3 4)(x). Skizze! Punktprobe!

Das Integral ist invariant unter Verschiebung, aber [, f(az)dz = |a|™" [, f(z)dz fir a # 0.
Dies ist anschaulich der Flicheninhalt der in x—Richtung um den Faktor a gestauchten Funktion.
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Verstandnisfragen: Verschiebung und Skalierung Ubung

Aufgabe: Sei Q C R" ein Quader und f = I seine Indikatorfunktion.

(1) Seig:R™ - R:g(x) = f(x — v) die um v € R verschobene Funktion.
Ist auch ¢ eine Indikatorfunktion? eines Quaders? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [, f(z —v)dz und [g, f(x)dz?

(2) Sei h:R" — R:g(x) = f(c tx) die um ¢ € R+ gestreckte Funktion.
Ist auch & eine Indikatorfunktion? eines Quaders? Welches Quaders?
Welche Beziehung gilt zwischen [, f(¢™'z)dz und [g, f(z) dz?

Losung: (1) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle @Q = [a,b] C R:
Genau dann gilt x — v € [a, b], wenn = € [a + v, b+ v] erfullt ist.

Allgemein fur jede Teilmenge @@ € R™ und jeden Vektor v € R" gilt
r—v e @genaudann,wennz € Q+v:={qg+v|qeQ}erfllltist.

Zum Quader Q = [a1,b1] X - -+ X [apn,by] CR"und v = (vy,...,v,) € R?
gilt hierbei Q + v = [a1 + v1,b1 + v1] X + -+ X [an + vy, by + v,] C R™.

Fur f = Ig gilt demnach g(z) = f(x — v) = Ig4y(z), also g = Ig4y.
Nach Definition A3B gilt vol,,(Q +v) = (b1 — a1) - - - (b, — an) = vol, (Q).

© Wir erhalten hier also [, f(z —v)dz = [5, f(z) dz. Gut zu wissen!
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Verstandnisfragen: Verschiebung und Skalierung Ubung

(2) In Dimension n = 1 betrachten wir Intervalle Q = [a,b] C R:
Im Falle ¢ > 0 gilt ¢!« € [a, b] genau dann, wenn z € [ca, cb] erfillt ist.
Im Falle ¢ < 0 gilt ¢!« € [a, b] genau dann, wenn z € [cb, ca] erfillt ist.

Allgemein fir jede Teilmenge @ C R™ und jeden Faktor ¢ € R \ {0}
gilt c='z € Q genau dann,wennxz € cQ := {cq| ¢ € Q } erflllt ist.

Zum Quader Q = [ay,b1] X - -+ X [an, by] C R™ und ¢ € R> ist hierbei
cQ = [cay,cbi] X -+ X [can, cby] C R™ der um ¢ gestreckte Quader.

FUr ¢ € R<q gilt entsprechend ¢ Q = [cb1, cai] X -+ X [cby, ca,] C R™:
Die Streckung um den Faktor —1 ist eine Punktspiegelung am Ursprung.

Fir f = I gilt demnach h(z) = f(c 'z) = 1.g(z), also g = I.¢.
Nach Definition A3B qilt fir das Quadervolumen bei Streckung:

vol,(cQ) = |cby — caq| - - |cby, — cay|
= |c|" (b1 —a1) -+ - (bn — an) = |c[" vol,(Q)

© Wir erhalten hier also [, f(c™'z)dz = |c|" [5. f(z) dz.
Ist das anschaulich klar? Machen Sie es sich klar!
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Satz A41: Translationsinvarianz, Streckung und Stauchung

Gegeben sei eine messbare Funktion f: R™ — R sowie ein beliebiger
Streckfaktor a € R ~. {0} und ein Verschiebungsvektor b € R".
Dann ist auch die Funktion z — f(ax + b) messbar, und es gilt

/‘fax—kb‘dx—H /|f )| d.

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

1
flax +b)dx = al Jen f(x)dx

R™

Verschiebung um einen Vektor b € R™ andert den Wert des Integrals
nicht. Stauchung um den Faktor a multipliziert das Integral mit 1/|a|™.

Ausblick: Transformation von Integralen werden wir in Kapitel C mit dem Transformationssatz
wesentlich allgemeiner formulieren und zu einer zentralen praktischen Rechentechnik ausbauen.
Speziell Verschiebung und Stauchung sind niitzlich und dienen hier als erste schone Illustration.
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Aufgabe: Folgern Sie den Satz aus den funf Grundregeln des Integrals:
(1) Gilt die Aussage fur Indikatorfunktionen f = I von Quadern?

(2) Ubertragt sie sich auf Treppenfunktionen f = Zk e lg,?

(3) Bleibt sie erhalten bei Einschachtelung und Ausschopfung?

(4) Bleibt sie erhalten bei Zerlegung in Positiv- und Negativteil?

Losung: (1) Ja, dies haben wir in der vorigen Aufgabe nachgerechnet.
(2) Dank Linearitat des Integrals gilt dann fUr jede Treppenfunktion:

14
/fax+bdx—/chIQk (ax + b)d :Z /IQk (ax 4 b)dx
k—1
14
= — [ Ip, (x)dzx = ck/I r)dr = — /f
; a]” frate \awz 24 = o

Die Aussage bleibt erhalten bei (3) Einschachtelung und Ausschopfung
und schlief3lich auch bei (4) Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
(Ubung: Schreiben Sie dies wie in (2) ebenso geduldig aus.)

Somit gilt die Aussage fir alle messbaren Funktionen.
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Integral der Umkehrfunktion: von fcf’ f(z)dz zu fcd fHy)dy  erganang

Die Funktion f: [a,b] — [c, d] sei stetig und streng monoton wachsend

von f(a) = cnach f(b) =d, mit0 <a < bund 0 < ¢ < d. Dann existiert
die Umkehrfunktion g: [c, d] — [a,b] mit g o f = id[, ) und f o g = id}. 4.
Auch g ist dann streng monoton wachsend, von g(c¢) = a nach g(d) = b.

Aufgabe: Die folgende Gleichung ist herzuleiten bzw. nachzuweisen:

b d
/ f@ﬂm+/ig@ﬁw=hd—m
r=a y=c

Losung: Die Graphik zeigt den geometrischen
Beweis, ganz ohne Rechnung, gar ohne Worte.
d Falls gewiinscht, hier die Worte: Das Rechteck
Q =10,b] x [0,d] = X UY U Z besteht aus
v z=9g(y) X={(z,y)|a<z<b,0<y< f(z) },
Y ={(zy)|c<y<d 0<z<g(y)}

y = f(z) und Z = [0, a[ x [0, c[. Die drei Flicheninhalte
c addieren sich,denn X N Z =Y N Z = () und
X volz(X NY) = 0. Mit vol2(X) = [ f(z) da
A und vola(Y) = fcd g(y) dy folgt die Gleichung.
(Allgemein: Youngs Integralungleichung C4K)
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Integral der Umkehrfunktion: von fab f(z)dx zu fcd fHy)dy  erganang

Die Gleichung ist iiberraschend einfach, und der Beweis ist einfach-genial. Ist das nur ein naiver
Taschenspielertrick, oder konnen wir die Rechnung begriinden? Was genau bendtigen wir dazu?

Erste Methode: Wir nutzen die (fast) disjunkte Vereinigung ) = X UY U Z und ,,Das Integral
ist der Flacheninhalt unter dem Graphen.* Eine prizise, universelle Begriindung liefert der Satz
von Fubini C1E: Die zu messenden Mengen X und Y sowie X MY sind Normalbereiche (C1G),
daher gilt volo(X) = [ f() dz und volo(Y) = [ g(y) dy sowie volz(X NY) = 0. (C1H)

Zweite Methode: Wir nutzen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI, B11).
Zu f und g existieren Stammfunktionen F' und G. Die behauptete Formel besagt fiir z € [a, b]
gerade h(x) := F(x) — F(a) + G(f(z)) — G(f(a)) — zf(x) + af(a) = 0. Ableiten ergibt
h'(z) = f(z) + g(f(z))f' () — f(x) — xf'(x) = 0 dank Kettenregel und Produktregel.
Somit ist & : [a, b] — R konstant. Aus h(a) = 0 folgt h = 0, also die behauptete Gleichung.

/\ Hierzu miissen wir f als stetig differenzierbar voraussetzen. Steht die Formel erst einmal da,
dann konnen wir sie so sehr leicht nachrechnen. Doch wie konnen wir sie iiberhaupt erst finden?

Dritte Methode: Zur Berechnung nutzen wir alle Regeln der Integrationskunst, wir substituieren
y = f(x) und dy = f'(x) dz, nutzen die Eigenschaft g(f(x)) = = und integrieren partiell:

[l amydy =[P g(f(@)f (@) da — ' af(w)ds
= @), - [, f@dz = bd—ac— [, fa)da

© Mehrere Wege fiihren also zum Ziel, alle sind lehrreich. Eine solide Grundlegung ist wichtig,
damit wir genau wissen, wovon wir reden, und sicher rechnen kénnen. Die Investition lohnt sich!
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Motivation und Zielsetzung Uberblick

Das Integral ff f(x) dx misst die Flache unter dem Graphen von f:

f

A

~N

a | | b z

© lIst f:[a,b] — R stetig, so reicht Einschachtelung zur Integration.
© Hieraus folgern wir niitzliche Rechenregeln des Integrals:
Hauptsatz:  Fir F' = f giIt fbf da: = F(b) — F(a).
Substitution: [ f(g(t)) ¢'(t) dt = fg ) dx
Produktregel: [° f(z)g ( )dx = [fg]® f f

&) Manche Funktionen kann man so noch nicht mtegrleren.
& Fir diese nutzen wir das Prinzip der Ausschopfung.

. B004
Vorgehensweise Uberblick

/\ Das Integral f; f(z) dz ist zuerst Flicheninhalt und dann erst Stammfunktion, dank HDI!
Aus Bequemlichkeit wird es oft umgekehrt dargestellt: Das ist gut gemeint, aber auch irrefithrend.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist keine Definition fir das Integral,
sondern eine Folgerung: Der HDI gilt nur eindimensional, fiir stetige Integranden auf einem
Intervall [a, b]. Fiir die hoherdimensionale Integration hat der Begrift der Stammfunktion zunéchst
keinen Sinn, Flédcheninhalt und Volumen hingegen schon! Diese Sichtweise ist daher tragfdhiger.

Wir beginnen mit eindimensionalen Treppenfunktionen f : R — R. Dank der Anordnung des
reellen Zahlkorpers (R, +, -, <) sind diese sofort zuginglich. Hierauf konnen wir das Integral in
der gewliinschten Weise konstruieren und alle erhofften Eigenschaften nachrechnen (Satz B1A).

Getreu den im vorigen Kapitel A formulierten fiinf grundlegenden Integrationsregeln erklidren
wir in diesem Kapitel die eindimensionale Integration durch Einschachtelung und Ausschopfung.
Es geht zunichst um die Grundlagen, die Sie aus der HM2 kennen und hier beherrschen miissen,
sodann um die nétigen Vertiefungen sowie viele Beispiele. Damit soll dieses Kapitel den Weg
ebnen zur mehrdimensionalen Integration, der wir uns in den folgenden Kapiteln widmen.

Fiir viele Anwendungen wichtig ist insbesondere das Zusammenspiel von Integralen und Reihen.
Wihrend es im Kapitel A zunichst um die Definition des Integrals ging, kommen wir in diesem
Kapitel B zur Praxis des Integrierens. Das ist ein weites Feld, zu dem ich eine komprimierte
Einfiihrung gebe. Hier brauchen Sie Ihre Rechenfertigkeiten! Integrieren erfordert Geschick,
Ubung und Erfahrung, gemif obigem Motto: Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

[[] Zur Wiederholung siehe Kimmerle-Stroppel, Analysis, Kapitel 3.
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Eindimensionale Treppenfunktionen Ausfiihrung
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Treppenfunktionen sind stiickweise konstant. Das Integral, also der Fldcheninhalt unter dem

Graphen, ldsst sich hier leicht bestimmen als Summe der Rechteckflichen. Genau dies besagt die
folgende Formel, und sie hat alle richtigen Eigenschaften! Pikantes Detail: In einzelnen Punkten
Zo, 1, - ..,xe sind die Funktionswerte beliebig; sie fallen bei der Integration nicht ins Gewicht.
Auf Intervallen, wo die Funktion negativ ist, wird der Flicheninhalt negativ in Ansatz gebracht.
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Das Integral flr eindimsionale Treppenfunktionen Ausfiihrung

Sei (2 C R ein Intervall. Eine Funktion f: — R heif3t Treppenfunktion,
wenn sie stuckweise konstant ist. Ausfuhrlich heif3t das, es existiert eine
Unterteilung U = {zo < 21 < --- < zp} C Qund Werte f1,..., fr € R, so
dass f(x) = fi flr xx_1 < x < g, sowie f(x) = 0flr x < zo und x > zy.
Bezuglich dieser Unterteilung U definieren wir das Integral von f durch

| #layae - @ daz—ka £ — T1).

Satz B1A: Integration eindimensionaler Treppenfunktionen

Das Integral [, f(x) dz ist wohldefiniert: Es hangt nur von der Funktion
f ab, nicht jedoch von unserer willkarlichen Wahl einer Unterteilung U.

Die Menge T'(2) aller Treppenfunktionen auf (2 ist ein R—Vektorraum;
er wird erzeugt von den Indikatorfunktionen endlicher Intervalle Q) C €.

Hierauf ist das Integral [, :7'(€2) — R linear und normiert gemaf
Jo Ig(x) dz = vol1 (@), und wird hierdurch eindeutig bestimmt.

Es ist zudem monoton: Aus f < g folgt [, f(z)dz < [, g(z)
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Das Integral flr eindimensionale Treppenfunktionen Ausfihrung

Zu jeder Treppenfunktion f existieren mehrere mogliche Unterteilungen U C (2, zum Beispiel
konnen wir U durch weitere Zwischenstellen zu U’ D U verfeinern. Das oben definierte Integral
I o v J () dx dndert sich dadurch nicht! Dies wollen wir zur Sicherheit als erstes nachrechnen:

Wohldefiniertheit: Wir fiigen zu U = {x¢ < z1 < --- < x¢} einen Teilungspunkt x, hinzu,
{... <xp-1 < xsx < xk < ...}. Das dndert die Terme der Summe, aber nicht ihr Ergebnis,
denn fi - (v« —xp—1) + fo - (¥ —x4) = fro - (6 —Th—1 + T — T4) = foo - (T — T—1)-
Je zwei Unterteilungen U = {xo < 21 < - < xppund U’ = {ap < 2} < -+ < 7, } haben
gemeinsame Verfeinerungen: Die kleinstmogliche ist ihre Vereinigung U U U’. Schrittweises

Verfeinern zeigt dann [, , f(z)dz =...= [, f@)dze=... = [, f(z)d=.
Aus der Wohldefiniertheit ergeben sich sofort folgende Eigenschaften:

Normierung: Fiir jedes Intervall QQ = [a, b] C 2 ist die Indikatorfunktion I : 2 — R eine
Treppenfunktion zu U = {a < b}, und ihr Integral [, I = b — a = vol, (Q) misst die Linge.

Skalierung: Ist f : Q2 — R eine Treppenfunktion zur Unterteilung U = {xo < x1 < -+ < z¢},
so auch jedes Vielfache cf : 2 — R mit ¢ € R, sogar zur selben Unterteilung U, und es gilt

Jocf(@)de =37 (cfi) (wp — i) = ¢y fi (w6 — T1m1) = ¢ [, f() da.
Additivitit: Sind f, g Treppenfunktionen zu U, U’, so auch f + g zu U U U’, und das Integral
ist additiv: [, f(z) + g(z)dz = S5, (fr + g&) (w6 — x5-1) = [, f(x)dz + [, g(z) du.

Monotonie: Sind f, g Treppenfunktionen zu U U U’ mit f < g, so folgt die Ungleichung
Jo F@) dz =300 ) frlen —zp—1) < 2opy gul(are — z1-1) = [ g(x) da.

Treppenfunktionen und Indikatorfunktionen Austimung

Jede Indikatorfunktion I, ist eine Treppenfunktion, also auch die Summe Zizl ck 1o, .
Umgekehrt lésst sich jede Treppenfunktion f: R — R so schreiben: Gilt f(z) = fj, fiir
Tp—1 <x <zxpundk =0,...,¢ sowie f(x) = 0 fir z < xo und fiir x > x,, so gilt

§2 12
k=0

k=1

Jede Treppenfunktion f : {2 — R ist demnach von der Form f = Zi:l ¢k Ig, mitcr € R und
endlichen Intervallen Q) C 2. Anders gesagt, die Indikatorfunktionen Iy endlicher Intervalle
Q@ C 2 sind ein Erzeugendensystem von 7'(€2). Vorsicht ist geboten: Sie sind keine Basis!

Z.B. gilt Ijg o = Ijo,1[ + I[1,2[, also sind diese drei Indikatorfunktionen linear abhingig.

Dennoch wollen und konnen wir hierauf das Integral erkldren! Die obigen Rechnungen zeigen,
dass das Ergebnis tatsichlich wohldefiniert ist. Dank Additivitit, Skalierung, Normierung gilt:

/Q(éckIQk> —kzg:l/g(cklcgk) _éCk/g;IQk —éckvoh(Qk),

Fiir eindimensionale Treppenfunktionen ist damit alles geklédrt. Wir werden diese Konstruktion
im néchsten Kapitel C auf mehrdimensionale Treppenfunktionen verallgemeinern (Satz C1A).

Bestiinde die Welt nur aus Treppenfunktionen, so wiren wir jetzt fertig. Interessant sind aber vor
allem Funktionen, die nicht so simpel sind wie Treppenfunktionen. Diese integrieren wir im
Folgenden mit Hilfe von Treppenfunktionen durch Einschachtelung und Ausschépfung.
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Aufgabe: Zu integrieren sei h:[0,a] — R:z — x. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei dquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

A

(]
SN
S|

| &

0 a

Lésung: Fir die Integrale gilt “5hray ~ a8 o nivtl) o
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Ausfiihrlich: Wir nutzen S"7-) k = n(n — 1)/2. (Ubung: Rechnen Sie es
nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.2 oder spater B305.)

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, : [0,a] — R mit f,, < h < g,.
Hierzu unterteilen wir das Intervall [0, a] durch 2, = k2 mitk =0, ..., n.
Sei fn konstant auf |z 1, xy[ mit Wert ming,, | ,,1h = zx_1. Dann gilt:

n—1
a a a n — 1)n a? 1
= k=0

2 n2?
Sei g, konstant auf |zx_1, zx [ mit Wert max,, | .1 h = zx. Dann gilt:

“ Zn a a n(n+1) a? 1,
/:1: gn(w) dz — n.n ™ 2

—0 2 7@2

Fir n — oo gilt ['(g9» — fn) — 0, also ist A integrierbar. Wir erhalten:

a
1
/ rdr = —a?
0 2

& Dieses Ergebnis ist anschaulich-geometrisch klar. Sehen Sie wie?
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung Beispiel

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R: 2 — . Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei dquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

A

h(x) = 2

(]I
—_
N
=N
S|e
N—
\V)
| 2

k=0
0 a >
Lésung: Fir die Integrale gilt 2=1n2n=ba 1 o o nladlEntl) ol
Beispiel: Integration durch Einschachtelung Belepi

Ausflihrlich: Wir nutzen >, L k2 = (n— 1)n(2n — 1)/6. (Rechnen Sie
es nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.4 oder spater B305.)

Wie zuvor unterteilen wir [0,a] durch z, = k2 mitk =0,...,n
Sei f, konstant auf |z;_1, ;[ mit Wert ming,, , ,,;h = x7_,. Dann gilt:

n—1 2 3
a® a (n—1)n2n—-1)a 1 4
n = K. = = il -
/ fa( k;zo n? n 6 n3 7 3¢
Sei g, konstant auf ]z, ;[ mit Wert maxg,, | .1 b = «7. Dann gilt:
a n 2 3
a a nn+1)2n+1)a 1 4
dz = K. = = — -
/:1::0 gn(z) dz ; n® n 6 n3 N 3¢

FOr n — oo qilt foa(gn — fn) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

@ 1
/ 22 dx = —a?
0 3

© Einschachtelung liefert fiir jede monotone (B1B) oder stetige (B1c)
Funktion konvergente Abschatzungen durch untere & obere Schranken!
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Integration durch Einschachtelung Ausfilhrung

Wir wollen h: Q2 — R einschachteln durch Treppenfunktionen

ji) <: ,fl << (fé << .. <: h <: N <: g <i g1 <: qgo.
Fur Ay = [, fr(z) dz und By, = [, gx(x) dz gilt dank Monotonie
Ag <A <A <.l < < ...<By< B < By

Fir £k — oo erhalten wir hieraus die monotonen Grenzwerte
/fk yde=A N A < G/h()dlf? §B/Bk:/gk(m)dx.
Q

Die Gleichheit A = B bedeutet [, [gx(z) — fr(z)] dz \, 0.
Das heif3t, die Flache zwischen f;, und g, wird beliebig klein.
In diesem Falle nennen wir h Riemann—integrierbar und erhalten

/Qh(:z:)dx:A:B.

© Diese Integrationsmethode ist das Prinzip der Einschachtelung.

Das Ergebnis ist wohldefiniert, d.h. es hangt nur von der Funktion f ab,
nicht jedoch von unserer willkirlichen Wahl einer Einschachtelung.

. . B110
Einschachtelung monotoner Funktionen Ausfilhrung

Die beiden obigen Beispiele illustrieren zwei allgemeine Regeln:
Monotone bzw. stetige Funktionen sind Riemann—integrierbar, d.h. sie
lassen sich durch Treppenfunktionen beliebig genau einschachteln.
Die Beweise sind leicht und verlaufen genau wie obige Beispiele:

Satz B1B: Integration monotoner Funktionen
Jede monotone Funktion h:[a,b] — R ist Riemann—integrierbar.

Beweis: Wir nehmen h als monoton wachsend an, also nicht-fallend.
Das heif3t ausfuhrlich: Fir alle s < ¢ im Intervall [a, b] ilt h(s) < h(t).

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, mit f,, < h < g,, wie folgt:
Wir unterteilen [a,b] durch zy = a+ k(b —a)/nmitk=0,...,n

Sei f, konstant auf |zy_1, x| mit Wert ming,, | ».1h = h(zg_1).

Sei g, konstant auf |z 1, zx [ mit Wert max,, | .1 h = h(zg).

Nach Konstruktion sind dies Treppenfunktionen mit f,, < h < g,, und

b _ - Ll—-1 — a
/ gn(2) — fo(z)dz = Z h(xk) nh( k—1) _ h(b) — h(a) \, 0.

n

k=1
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Einschachtelung stetiger Funktionen Ausfihrung

Satz B1c: Integration stetiger Funktionen
Jede stetige Funktion A : [a, b] — R ist Riemann—integrierbar.

Beweis: Da das Intervall [a, b] kompakt ist, ist h gleichm&Big stetig.
Das heif3t ausfuhrlich, fir jedes noch so kleine £ > 0 existiert ein § > 0,
sodass fur kleine Abstande |x — 2'| < § stets |f(z) — f(2')] < ¢ folgt.

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, mit f,, < h < g, wie folgt:
Wir unterteilen [a,b] durch z, = a + k(b —a)/nmitk=0,..., n.

Sei fn konstant auf |z, 2 [ mit Wert miny,, | .1 h.

Sei g, konstant auf |z _1, x| mit Wert max,, | .1 h.

Nach Konstruktion sind dies Treppenfunktionen mit f,, < h < g,.

Es bleibt noch f; gn(z) — fu(z)dx — 0 fir n — oo nachzuweisen.

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dank gleichmaf3iger Stetigkeit existiert dazu

§ > 0, sodass | f(z) — f(2')| < e qilt fur alle z, 2’ € [a,b] mit |z — 2'| < 6.
Fir (b—a)/n < 8 folgt g, — fn <&, also [* gn(z) — fu(z)dz <e-(b—a).
FOr n — oo zeigt dies ff gn(x) — fu(z)dz — 0, wie behauptet.

. . . B112
Stlckweise Integration Ausfilhrung

Satz B1D: stlckweise Integration

Seia < b < c. Genau dannist f: [a, c] — R Riemann—integrierbar,
wenn beide Einschrankungen f|i, ;) und f|y  es sind; dann gilt

/acf(m)da::/abf(:v)dm—i—/bcf(:c)dx

Beweis: Jede Einschachtelung von f : [a, c] — R kbnnen wir verfeinern,
indem wir der Unterteilung von [a, ¢] den Teilungspunkt b hinzufigen.
Die Gleichung qilt fir Unter- und Obersummen, also auch im Grenzwert.

Far alle a < b vereinbaren wir zudem die Vorzeichenregel

/baf(:zz)da:: —/abf(:v)dx.

Ist 2 C R ein Intervall, f:Q — R integrierbar und a, b, ¢ € €2, so gilt

/:f(ac)dx: /abf(a:)dx—k/bcf(a:)d:c.
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Stlckweise stetige Funktionen Ausfilhrung

Die GauB-Klammer |z| := max{ k € Z | kK < x } ist stlckweise stetig:

EREEE
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Stlckweise stetige Funktionen Ausfilhrung

Die Rechteckfunktion r(z) = (—1)l#] ist stiickweise konstant.

. 0 ¢ 0 . 0 . 0

7 ! 7 ! 7 ! 7 !
Die Sagezahnfunktion s(x) = = — |z] ist stlickweise affin-linear.
| | 1 | | | | |

Diese Funktionen haben Sprungstellen und sind nur stlickweise stetig.
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Stlckweise stetige Funktionen Ausfilhrung

Definition B1E: stickweise stetige Funktionen

(0) Eine Funktion f:[a,b] — R heiB3t stickweise stetig, wenn es

eine Unterteilung a = zg < 21 < --- < xy = b und stetige Funktionen

fk: : [a:k_l, xk] — R gibt, sodass f(SC) = fk(a:) far alle Th—1 < T < Tk gl|t
(1) Gilt zudem f(z) = % [fo—1(zk) + fr(zx)] an jeder (eventuellen)
Sprungstelle x;, fir k =1,...,¢ — 1, S0 nennen wir f sprungnormiert.
(2) Entsprechend nennen wir f stuckweise C”, falls f1,..., f, € C" gilt.

Hierbei ist C™ die Klasse der n—fach stetig differenzierbaren Funktionen.
Stiickweise stetig diff’bar bedeutet traditionell C° und stlickweise C.

(0) Aquivalente Definition: Die Funktion f ist auf jedem der offenen Intervalle |z, _1, x| stetig,
und f(x) hat an den Intervallgrenzen fiir z \, zx_1 sowie fiir x  x einen Grenzwert in R.

Anschaulich gesagt: f hat nur endlich viele Sprungstellen und endliche Sprunghthen. An den
Intervallgrenzen xo, x1, . . . , £¢ hingegen muss f nicht stetig sein. Die Funktionswerte f ()
sind beliebig; sie fallen bei der von uns anvisierten Integration ohnehin nicht ins Gewicht.

(1) Durch Korrektur an den Sprungstellen konnen wir f sprungnormieren. Das Integral dndert
sich dadurch nicht. Die Normierung ist oft hilfreich, etwa bei Fourier—Reihen und —Integralen.

. . . . . B116
Integration stlickweise stetiger Funktionen Ausfiihrung

Es gibt gute Griinde, auch nicht-stetige Funktionen zu behandeln und integrieren zu lernen.
In der Signalverarbeitung und Fourier—Analyse zum Beispiel betrachtet man auch Signale mit
Sprungstellen, wie die oben gezeigte Rechteckfunktion oder die Sdgezahnfunktion.

Satz B1F: Integration stlickweise stetiger Funktionen
Jede stiickweise stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar gema

/abf(a:) dz — / fu(x) dx+---+/;1 fi(z) dz.

Die Menge S(|a, b]) aller stiickweise stetigen Funktionen f: [a, b] — R ist
ein Vektorraum, und somit ein Untervektorraum in R([a, b]). Hierauf ist

das Integral f — f;’ f(x) dz eine R-lineare Abbildung S([a,b]) — R.

Wie schon bei Treppenfunktionen gibt es fiir stiickweise stetige Funktionen mehrere mogliche
Unterteilungen, z.B. kann man jede Unterteilung durch Hinzunahme weiterer Stellen verfeinern.
Der Wert des obigen Integrals als Summe tiber die Unterteilung dndert sich dadurch nicht!

Die Existenz der Grenzwerte an den Intervallgrenzen verhindert Polstellen und Schlimmeres.
Gegenbeispiele sind f, g:[—1,1] — Rmit f(z) = 1/4/|z| und g(z) = sin(7/|z]).
Diese sind stetig auf [—1, 0[ und ]0, 1], aber nicht stiickweise stetig auf [—1, 1]!
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Riemann—integrierbare Funktionen Ausfiihrung

Satz B1G: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Sei 2 C R ein Intervall. Die Menge R(£2) aller Riemann—integrierbaren
Funktionen f: Q) — R ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral

fQ:R(Q)—HR fl—)fQ x)dx

linear, normiert, monoton, und erfillt das Prinzip der Einschachtelung.

Hierbei ist R(€2) der kleinste Funktionenraum, flr den dies mdglich ist,
und auf R(€?) ist das (Riemann-)Integral hierdurch eindeutig bestimmt.

Jede stetige / monotone Funktion f: [a, b] — R ist R-integrierbar,
ebenso jede stlickweise stetige / stickweise monotone Funktion.

C(la, b)) :=={ f: ab—)R‘fStetlg}
N
R(la,b]) 2 S(la,b]) :={ f:[a,b] = R | f stiickweise stetig }
Ut
T(la,b]) :={ f:[a,b] = R | f Treppenfunktion }

. . . . . B118
Welche Funktionen sind Riemann—integrierbar? Ausfiihrung

Nicht stickweise stetig sind z.B. folgende Funktionen f,g:[—1,1] — R:
f(x) =1/+/]z] \
ANl || WA

Ubung: Die Funktion ¢ ist Riemann—integrierbar, aber f hingegen nicht.
Einschachtelung gelingt flr f nicht, aber mit Ausschdpfung geht’s.
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Welche Funktionen sind Riemann—integrierbar? Ausfilhrung

Satz B1H: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Genau dann ist eine Funktion f:[a,b] — R Riemann—integrierbar, wenn
sie beschrankt ist und fast Gberall stetig (bis auf eine Nullmenge).

Beriihmte Beispiele: Die kleine Dirichlet—Funktion ¢: [0, 1] — R mit
(z) = 0 fallsz e [0,1] \Q,
g 7 fallsz = ¢ mita,b € Nund ggT(a,b) = 1.

ist unstetig in jedem rationalen Punkt, jedoch stetig in jedem irrationalen.
Sie ist also fast Uberall stetig und demnach auch Riemann—integrierbar.
Ubung: durch Treppenfunktionen einschachteln und Integral bestimmen.

Die Dirichlet—Funktion f = Ign 1) : [0, 1] — R ist gegeben durch
1 forx e Q,
flx) = .
0 firzx ¢ Q.

Sie ist in jedem Punkt = € [0, 1] unstetig also nicht Riemann—integrierbar.
Ubung: Einschachtelung misslingt hier, Ausschopfung gelingt muhelos!
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Die kleine Dirichlet—Funktion Ausfiihrung

Fur jeden gekurzten Bruch ¢ sei g(%) = ¢, und g(z) =0 flirz € R\ Q.
Diese bemerkenswerte Funktion ist in jedem rationalen Punkt unstetig.

1
2
1 1
3 3
1 1
1 1
1 1 1 1
15 5 5 5 4
6 6
11 1 1 2 1 3 2
6 5 4 3 5 2 5 3
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/ AF =~ f(z)-h
Integrand i AF S f)
f?l hl, b] — R | h
Integralfunktion N + f()
F(z) = [; f(t)dt o
J:? x—i—h

Der Hauptsatz besagt anschaulich: Die Steigung der Integralfunktion
F(xz) = [7 f(t)dtist der Wert f(x) des Integranden, also F'(z) = f(x).
Diese Beziehung wollen wir prazise formulieren und nutzen lernen.
Kimmerle—Stroppel, Analysis, §3.6, sowie Hauptsatzkantate, youtu.be/4n6aB4aasyg.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Erléuterung

Jede stetige Funktion f:[a,b] — R ist integrierbar, dank Satz B1c.
Wir definieren ihre Integralfunktion F': [a,b] — R durch

F@ﬁ:tif@dt

Fir die Flache Gber dem Intervall [z, x + h] finden wir

z+h
_mx+m—pwozli 0t~ f@)-h

=T

Genauer gilt folgende Einschachtelung:

x+h
h- min f < /t f(t)ydt < h- max f.

[z,24h) o — - [x,x+h]

Far h — 0 finden wir dank der Stetigkeit von f im Punkt z somit
Fx+h)—-Fx) 1 /WL
h - hJ

Also gilt F'(x) = f(z). Das er6ffnet eine wunderbare Rechentechnik!

fiydt — - f(x).

=X



http://youtu.be/4n6aB4aasyg
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz B11: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Jede stetige Funktion f:[a,b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion

F:la,b] = R mit F(:c)::/wf(t)dt

ist differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt F/ = f. Ist umgekehrt
F':[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F”, so gilt

/abf(x) do = [F}b mit [F}b .= F(b) — F(a).

a a

Diese Aussagen heiBen auch 1. und 2. Hauptsatz. Im Falle F/ = f bzw.
F = [ f + const heit F Stammfunktion zu f. Anwendungsbeispiele:

Q0 r s
/ sinzdr = —cosx} =1—(-1) = 2
x=0 - =0
™ r ™
/ rsinxdr = sinx—xcosaz} = 7—0 =T
x=0 - z=0

Grundintegrale: elementare Stammfunktionen o

$a+1 1
a = —1 — =
/33 dz p] (a # —1) /xdx In|z|
/emdx: e’ /lnxdaz:azlnaz—az
/cosxdx: sin & /Sinxdx: — COS X
/ coshxzdxr = sinhz / sinh x dx = cosh x
1 1
——dz = tanz - dr = —cotzx
(cosx)? (sin x)?
1 1
/de = tanhx /de: —COthI'
1 1
/1+x2 dr = arctanx /1—x2 dz = In }—ifﬂ
1 1
dxr = arcsinx dxz = arsinhz
/“\/I—LC2 /‘/14—582

& Ubung: Machen Sie wie immer die Probe durch sorgféltiges Ableiten!
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Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Erinnerung

Viele wichtige Funktionen lassen sich als Potenzreihen darstellen:

%k 2 3
z z z
exp(z) = T :1+z+5+§+...
— k! !
o0 (_1)k: 22 Z4 26
CO=l gyt Tl atE et
k=0 ' '
(©.@)
_ (=1)* 2k+1 A
() = 2 o atmoat
k=0
B =1 ok B 22 2t 20
cosh(z)—Z(Qk)!z _1+5+E+ﬁ+”'
k=0
, B - 1 kil 2 25T
k=0

Jede dieser finf Reihen hat unendlichen Konvergenzradius,
sie konvergiert daher fur jeden Parameter z € R, sogar z € C.
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Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Erinnerung

Aus diesen Potenzreihen lesen wir die Euler-Formeln ab:

eiz 4 e—iz eiz - e—iz
exp(iz) = cos z + isin z, cos(z) = —5 sin(z) = —
i
z —z z o,z
exp(z) = cosh z +sinh z, cosh(z) = %, sinh(z) = %

Hieraus folgen sofort die geometrisch nutzlichen Gleichungen
cos(z)? +sin(z)? =1 sowie cosh(z)? — sinh(2)* = 1.

Auch die Ableitungen lesen wir direkt aus den Potenzreihen ab,
denn Potenzreihen durfen wir termweise ableiten und erhalten so:

/ ! / . . / / :
exp = exp, sin' =cos, cos = —sin, sinh’ = cosh, cosh’ = sinh

Diese Funktionen sind daher auch bei der Integration sehr natzlich!
Ebenso nutzen wir ihre Umkehrfunktionen, eingeschrankt soweit nétig:

In, arcsin, arccos, arsinh, arcosh




Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen
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Erinnerung

cos(t) sin(t

™~

_—

AN E2 NN

/.

N N N

\ ~—

//

N

7

Die trigonometrischen Funktionen sin, cos hei3en Kreisfunktionen,
denn t — (cost,sint) parametrisiert die Kreislinie 22 + 32 = 1.

Sie sind periodisch mit Periode 27, wobei 7 = 3.14159265. . ..
Ausmultiplizieren der Euler—Formeln ergibt Additionstheoreme:

sin(s + t) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t),

sin(2t) = 2sin(t) cos(t)
cos(s + t) = cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t),
cos(2t) = cos(t)? —sin(t)? = 1 — 2sin(t).
Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Erinerung
\\ 0N /’
N cosh(f)
2
/,Sinh(t)
)

sinh(2t) = 2sinh(¢) cosh(t)

cosh(2t)

Die Funktionen sinh, cosh heil3en entsprechend Hyperbelfunktionen,
denn t — (cosh t,sinht) parametrisiert die Hyperbel 22 — %> =1, z > 0.

Ausmultiplizieren der Euler—Formeln ergibt Additionstheoreme:
sinh(s + ¢) = sinh(s) cosh(t) 4 cosh(s) sinh(t),

cosh(s + t) = cosh(s) cosh(t) + sinh(s) sinh(¢),
( = cosh(t)? + sinh(¢)* = 2 cosh(t)* — 1.
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Produktregel = partielle Integration Erléuterung

Korollar B1J: partielle Integration
Far alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g : [a, b] — R qilt

/ b_@f(x) J@de = [f@ @] _ - [ b_ f'(@) g() da

Nachweis dank HDI: Es gilt [fg] = f'g + f¢', also [’( f’g + fq) = [fg]b.
Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ff(f’ )+ f (fg") = [fglb.

&) Zwecks Vereinfachung wéhlt man die Faktoren geschickt. Beispiel:

/x”lnazdx: v lnx—/ v de = v Inz —
n+1 n-+1 n+1 n-+1

& Manchmal nltzt als Trick, den Faktor 1 einzuflihren. Beispiel:

/(lnx)”dx: /1-(lnx)”dx:x-(lnx)”—n/(lnx)”_ldx

Letzteres behandelt man ebenso, bis man bei (In z)Y ankommit.
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Beispiele zur partiellen Integration Erlauterung

Rekursion: Manche Integrale muss man mehrfach partiell integrieren.

/x”exdm :m”ex—n/x”_lemdx,

/x”sinxdx = —a:”cosx—l—n/a:”_l cosx dx,

/a:”cosazdx:x”sinx—n/xn_lsinxdx.

/ sin(z)" dz = —~ sin(2)"! cos(z) + / sin(z)"2 da

n n

1 —1
/cos(x)n dz = +— cos(z)" Lsin(z) + n /cos(a:)”_2 dx

n n

Fir I,, = f”/ sin(z)" dz gilt Iy = 5 und I; = 1 und weiter I,, = n=ly o

™/2 1-3:-5---(2k—1 2k)!
: 2% 0 ( ) 7w (2k)!
d - — —
/m:o sin(@) e = e @k 22 2%
/2 2.4.6-.-(2 12 . 92k
/ Sin<$)2k+1 dr = 6 ( k) _ k 2 .
20 5572kt 1) (k1)
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Kettenregel = Substitution Erléuterung

Korollar B1K: Integration durch Substitution
Flr g: [a, b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [¢, d] — R stetig qilt

g(b)
f@wmmwuzf F(u) du.

=g(a)

b

t=a

Nachweis dank HDI: Fir F(s) = [ f(u) du gilt F(g(t)) = f(g(t)) g'(t).

Hieraus erhalten wir f;f () g'(t)dt = [F(g(t))]2 = fgg((;)) f(u) du

Damit dies auch flr g(b) < g(a) gilt, verembaren wir ff = — fg‘.

© Merkregel: Fir u = g(t) gilt 4% = ¢/(¢), also du = ¢'(t) dt. Beispiel:
5}

2 5
/t:O cos(t* + 1) - 2tdt = /u:1 cos(u) du = [Sin(u)} = sin(5) — sin(1)

u=1

Hier substituieren wir u = g(¢) = t*> + 1. Demnach gilt <% = ¢/(t) = 2t.
Die Integrationsgrenzen missen von t nach « angepasst werden:
Wenn ¢ von 0 bis 2 lauft, dann lauft « von g(0) = 1 bis g(2) = 5.

B132

Beispiele zur Substitution Erlauterung

Eine wichtige Anwendung ist die logarithmische Ableitung:

/f dz = In|f ()|

Typische Beispiele, die Sie (er)kennen sollten:

/
/—dx:/<x) de =lnzxz furz >0
T T
/
/ ! dx:/(lnx) der =Inlnz firz > 1

z Inx Inz

/
/ ! dx:/(lnlnx) dr =Inlnlnx flrxz > e

zlnz Inlnx Inlnz

. /
/tan(a:) dx = / Sl P —/ (cos 2) dz = — In|cos x|

COS T COS T

: /
/cot(x)dx:/(:?sxdx:/(Sl,nz) dx = In|sin x|
sin sin

[ [ 1 Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §3.1-3.3.
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Integration rationaler Funktionen Erléuterung

Ein Polynom p(z) = ag + a1z + asx® + - - - + a,z™ abzuleiten ist leicht:
Man erhélt p/(z) = a1 + 2asz + - - - + na,z" !, also wieder ein Polynom.
Ebenso leicht kbnnen wir integrieren und erhalten wieder ein Polynom:

ai as .3 An  p+l
dr = t — .
/p(x) T = cons +aox+2x +5r +n+1f1:

Auch eine rationale Funktion r(x) = p(z)/q(x) abzuleiten ist leicht:
iy P@)a(@) = pla)d (@)
) q(x)?

Fir jede rationale Funktion r(zx) ist die Ableitung »/(x) wieder rational,
aber Stammfunktionen im Allgemeinen nicht! Manche Integrale flihren
zu In und arctan und somit aus den rationalen Funktionen hinaus:

= In|z|

— arctanx

© Das ist aber auch schon das Schlimmste, was passieren kann. ..
Der folgende Satz erklart, wie man rationale Funktionen integriert.
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Integration rationaler Funktionen Erléuterung

[ [ ] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §3.4.
Jede rationale Funktion r(x) = p(x)/q(x) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale. Beispiele:

r(z) = 4a® — Tz + 25 2 B 3 N 5}
23 —6224+3x+10 z4+1 -2 -5
:>/ dz = 2In|z + 1| — 31In|x — 2| 4+ 51n|z — 5|
322 — 3z — 10 1 2 + 5

rw) = 3 — 522 4+ 11x — 15 x—3+x2—|—2m+5
7 —1
— / )dz = In|z — 3| + In|z? +2:L'—|—5\—|——arctan$2

& Die Rechnung mag lang und miihsam sein, aber sie gelingt immer!
Insbesondere kann ein Computer-Algebra-System sie flr uns ausfihren.

©) Der folgende Satz liefert die elementaren Integrale der Partialbriiche.
Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns Uber R, dass wir jede
rationale Funktion als Summe solcher Partialbriiche schreiben kénnen.
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Integration rationaler Funktionen Erléuterung

Satz B1L: Integration rationaler Funktionen |

Jede rationale Funktion r(z) = p(x)/q(x) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung (B1N) und folgende Grundintegrale:

/ ¢ dz = aln|z — u
r—u

[ o= e *2?

(k-
b h—
/ ar T dr = gln\x + 2ux + u| + P8 arctan

T+ v
2 4+ 2uxr +u m ﬁ
/ ax +b do — (b —av)x + (bv — au)
(22 4 2vz + )k 2(k — 1)(u — v2)(22 + 2vz + u)kF-1
(2k — 3)(b — av) / 1
d
kD=2 ) @tz a1

© Zum Nachweis gentgt es, geduldig und gewissenhaft abzuleiten.
Probe als Ubung: Die Formeln sind furchteinflél3end, aber elementar!
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Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen Erléuterung

Satz B1Mm: Fundamentalsatz der Algebra, reelle Zerlegung |

Jedes reelle Polynom ¢ € R[x|* |asst sich zerlegen in ¢ = uq’f1 cghm
mit v € R* und affin-linearen Faktoren ¢;(x) = x — u; mit u; € R oder
quadratischen ¢;(z) = z? + 2vjz + u; mit u;,v; € R und ’UJQ- —u; < 0.

Hierbei konnen wir k; > 1 annehmen fur alle ¢ sowie ¢; # g; flr @ # j.

Korollar B1N: reelle Partialbruchzerlegung
Jede rationale Funktion £ € R(z) ist Summe von Partialbriichen

p :p0+p1,1 +]0152 +"'+p11;k1
q Q1 Q1 qll
+ ...
i Pm,1 1 pn;,Q NN pn’;k:m
dm dm am"

mit Polynomen py, p; ; € Rlz] und deg p; ; < degg; < 2 wie oben.
Zusammen mit Satz B1L gelingt so die elementare Integration.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Erléuterung

Ein elegant-raffinierter Integrationstrick wurde
von Weierstral3 entwickelt: Die trigonometrische
Generalsubstitution |6st eine grof3e Familie von
Integralen durch elementare Stammfunktionen.

Die Kreislinie S* = { (z,y) e R? |2 +y?> =1}
parametrisieren wir trigonometrisch durch

|—m, w[ = ST {(=1,0)} : s — €'® = (cos s, sin s).

Alternativ gelingt dies auch stereographisch:

1—t% 2t )

1+t2"1+¢2)°
Y

14+x

Dies sind zueinander inverse Bijektionen, _(_jenn

es gilt g(f(¢)) =t und f(g(z,y)) = (z,y). Ubung!

FiR S SU N {(=1,0)) 1t s (

g:S'N{(-1,0)} B R:(z,y) —
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Erléuterung

Satz B10: rationale Integranden in sin s und cos s
Beide Parametrisierungen kGnnen wir ineinander umrechnen gemarn

, 2 1 — ¢2 . 2t . 1 —¢2
Sins = ——— COSsS = —— ans = —— COt s =
1+ ¢2’ 1+ ¢2’ 1 —¢2’ oin
ds 2dt

t = tan(s/2), dt s = 2arctant, ds=

:1—|—cos(s)’ 1+t

Sei R(z,y) = P(x,y)/Q(x,y) eine rationale Funktion, mit P, Q € Rz, ]
und Q(cos s,sins) # 0 fur alle s € I C |—m, w[. Auf I erhalten wir geman

, 1—¢% 2t \ 2dt
/R(coss,81ns)d3:/R(1+t2, 1+t2)1+t2

einen rationalen Integranden in t. Diesen kénnen wir dank Satz B1L
elementar integrieren und anschlieBend s = 2 arctan ¢t ricksubstituieren.

Ubung: Die Formeln liegen explizit vor; rechnen Sie alle sorgféltig nach!
©) Jede rationale Funktion in sin s, cos s wird so elementar integrierbar:
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Beispiel

Aufgabe: Finden Sie auf dem Intervall I = ]0, [ Stammfunktionen zu
2 1 —si

, und ——— und o S, :

sin s 3+ coss (1 — cos s)sin s

Losung: Wir nutzen Weierstraf3’ trigonometrische Generalsubstitution:

1+ %) 2
/ﬁ;/( +t7) 2dt = ﬁ:hrlt:lrltan(s/Q)

sin s 2% 14 ¢2 ‘
/ﬁdh/n?f% | 12+di2 :/2+2t2 at
1+t
— ﬂarctan(%) — ﬂarctan(%)
/ (1 —1;)5321113 ds = /%t_l — 7 %t_?’ dt = %mtﬂ—l _ it_z

= %lntan(s/Q) + cot(s/2) — icotQ(s/Q)

& Machen Sie wie immer die Probe durch sorgfaltiges Ableiten!
& Die Rechnung mag langlich sein, aber sie ist elementar.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution Beispiel

Diese Substitution mutet zunachst an wie Magie, sie entspringt jedoch
zwei sehr einfachen Parametrisierungen der Kreislinie 22 + y* = 1:

, 1—t2 2t
(x,y) = (cos s,sin s) = (1 0] +t2>
& Dieser Trick funktioniert ebenso fiir die Hyperbel 22 — 3% = 1:

1+t 2t
1—t2"1— t2)

Ebene Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E ausfiihrlicher behandeln,
insbesondere auch die Frage nach geeigneten (Um)Parametrisierungen.

© Geschlossene Wegintegrale der Form

(z,y) = (cosh s,sinh s) = (

27
/ R(cos s,sin s) ds
s=0

werden wir in Kapitel F mit dem Residuensatz berechnen (Satz F4H).
&) Weierstra3’ trigonometrische Generalsubstitution ist daher keine

obskure Randerscheinung, sondern eine vielseitige Rechenmethode,
die zahlreiche schone Aspekte verbindet, geometrisch und analytisch.
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Algebraische und transzendente Funktionen Ausfilhrung

Die einfachsten Funktionen sind konstant «g, affin-linear ag + a1z,
quadratisch ay + a1z + asz?, kubisch ag + a1z + asx? + asz?, ...
polynomiell p(z) = ag + a1z + - - - + a,x™, rational r(z) = p(x)/q(x).
Die konstanten Funktionen bilden einen R—Vektorraum, ebenso die
Menge aller affin-linearen Funktionen, quadratischen, kubischen, etc.
Polynome bilden den Ring R[z], rationale Funktionen den Kérper R(x).

Eine Funktion f(x) heil3t algebraisch, wenn sie eine polynomielle
Gleichung der Form p,, () f(z)" + - - - + p1(z) f(x) + po(z) = 0 erfullt,
z.B. Kompositionen rationaler Ausdricke von Wurzelfunktionen {/x.
Die Funktion f(x) = x + V22 + 1 etwa erflllt f(z)? — 2zf(z) — 1 = 0.
Ist sie nicht algebraisch, so heif3t f transzendent. Wichtige Beispiele
sind exp und In, die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot,
Hyperbelfunktionen sinh, cosh, tanh, coth, Arkusfunktionen arcsin,
arccos, arctan, arccot, Areafunktionen arsinh, arcosh, artanh, arcoth.

) All diese Funktionen nennen wir elementare Grundfunktionen.
Sie begegnen ihnen in Theorie und Anwendungen besonders haufig.
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Elementare Funktionen Ausfiihrung

Elementare Funktionen sind endliche Ausdriicke dieser Funktionen,
also Konstanten, x, exp(z), In(x), ... und alles, was hieraus durch
Grundrechenarten +, —, -, / und Komposition o entsteht, jeweils auf
offenen Definitionsintervallen. Beispiel: {/z = exp(In(z)/n) far > 0.
Kurzum jede Funktion, die wir ,geschlossen hinschreiben“ kdnnen.

Wir nennen f elementar integrierbar, wenn auch [ f elementar ist.
Elementare Funktionen sind stetig und somit Uber [a, b] integrierbar.
Sie sind abgeschlossen unter Ableitung, aber nicht unter Integration!
Glacklicherweise haben obige Beispiele elementare Stammfunktionen.

Man sagt scherzhaft ,Bronstein—integrierbar, denn diese Funktionen
lassen sich integrieren durch Nachschlagen in Integraltafeln wie dem
umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von I.N. Bronstein und

K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme,
die Integrationsregeln und Tafeln benutzerfreundlich implementieren.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominente Beispiele sind exp(—x2/2) und si(x) = sin(z)/x [B149],
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Analytische Funktionen Ausfiihrung

[ [ ] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §1.14.
Sei 2 C R offen. Eine Funktion f:Q — R hei3t analytisch im Punkt
xo € (2, wenn sie sich lokal um x in eine konvergente Potenzreihe

flx) = Zak(x — aﬁo)k
k=0

entwickeln Iasst. Gilt dies in jedem Punkt, so heif3t f analytisch auf Q.

Analytische Funktionen sind z.B. x — cx?, e”, sinx, cos z, und mit f, g
auch f £gund f-gund f/g sowie f o g und ! jeweils wo definiert;
die Definitionsbereiche missen ggf. geeignet eingeschrankt werden.
Jede elementare Funktion ist analytisch, zudem viele weitere.

© Die analytischen Funktionen sind abgeschlossen unter Integration:

oo
F(x) = const + Z akk_l (z — x0)F
k=1

Potenzreihen dirfen wir termweise ableiten und erhalten F'(z) = f(x).

. . B144
Analytische vs elementare Funktionen Ausfiihrung

In der Mathematik versteht man unter einer analytischen Funktion
f:R™ D Q — R oder allgemeiner f:C™ D Q2 — C eine Abbildung, die
sich lokal als konvergente Potenzreihe darstellen lasst, wie oben erklart.

Auf3erhalb der Mathematik werden die Begriffe ,elementare Funktion®

und ,analytischer Ausdruck® oft synonym verwendet. Diese Wortwahl ist
sehr unglicklich und stiftet heillose Verwirrung. Daher verwende ich zur
klaren Unterscheidung ausdrticklich den Begriff elementare Funktion.

Die elementaren Funktionen kennen und verstehen wir besonders gut,
wir kdnnen gut mit ihnen rechnen, d.h. wir kdnnen sie zur Vereinfachung
geschickt umformen, und so lasst sich manches Ergebnis schlief3lich ,in
geschlossener Form* angeben. Das gelingt jedoch leider nicht immer!

Welche Funktionen man als elementar betrachtet, hangt vom Kontext ab.
Zum Beispiel wirde man die Gamma— und Bessel-Funktionen wohl
dazuzahlen, nicht aber (unvereinfachte) Grenzwerte und Integrale.

A\ Klausuraufgaben verlangen haufig genau dies: ,Integrieren Sie.. . *
bedeutet implizit ,Geben Sie das Ergebnis in geschlossener Form an.”
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GauBsche Glockenkurve und Fehlerintegral

//
flz) =e /2 \

elementar
GD9674T75N9 gg
F(x)= [, ft)dt -~ 28 |

nicht elementar!
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Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe Erlauterung

Satz B1pP: Liouville 1835

Die Glockenkurve f(z) = exp(—x2/2) ist analytisch, sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion F(z) = ;2 f(¢) dt ist nicht elementar.

© Die GauBsche Glockenkurve f und ihre Integralfunktion F' spielen

eine zentrale Rolle in Theorie und vielen Anwendungen, insbesondere in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Hierzu missen wir das
Integral F'(z) konkret berechnen, meist fur kleine Werte wie x € [—4, 4].

© Wir werden spéter lim, o, [7, e~*'/2dt = v/27 ausrechnen
dank zweidimensionaler Integration, Fubini und Transformationssatz.

&) Fur F existiert keine elementare Formel. Auch dieses negative
Ergebnis ist ndtzlich: Es hat keinen Sinn, sich vergebens abzumuhen.
Die umsichtige Ingenieur:in versteht, was mdglich ist, und was nicht.

& Die Darstellung von f und F als Potenzreihe erlaubt eine elegante
und extrem effiziente numerische Berechnung. Hierzu dient die folgende
Aufgabe; damit kbnnen wir die Funktion F' bequem tabellieren. [V114
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Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe Ausfiihrung

Aufgabe: (1) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = e~®"/2 und ihre
Stammfunktion F(z) = [.”, f(t) d¢ in Potenzreihen um z = 0.

(2) Approximieren S|e F(x) durch ein geeignetes Polynom F),(x)
in allen Punkten z € [—4, 4] bis auf einen Fehler § < e =107".

Losung: (1) Dank der Reihe e* = >"2° , % /k! finden wir mihelos

22 = (—1)F 1)k
f(x):e 5 — ( ) ka — F Zk'2]£<2k)+ >5172k+1.

© Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI denn Potenzreihen diirfen wir termweises ableiten.
Wir sehen I = f und F(0) = 0, also F'(x) = [,_, f(t)dt. [L] Analysis, Beispiel 3.8.5.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe siehe Seite D106.

© Jede Potenzreihe verhilt sich in ihrem Konvergenzkreis wie ein Polynom unendlichen Grades.
Damit konnen Sie rechnen, bequem und effizient, wie Sie dies in der HM?2 gelernt haben. Thre
Investition in die mathematischen Grundlagen zahlt sich aus, bereits hier und immer wieder!

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.
Hier ist eine elementare Integration unmoglich, die analytische Integration gelingt jedoch leicht.

. . B148
Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe Ausfiihrung

(2) Wir berechnen F(x) fir z € [—4, 4] auf 10~7 genau. Hierzu nutzen wir
die obige Reihe: Dies ist eine alternierende Reihe (a la Leibniz), hierfir
kennen wir eine bequeme Fehlerschranke (Satz B3G). Fur n > 8 qilt

k: 2k:+1

-3 S

‘:U|2n+1

—2npl(2n+ 1)

> (_1)kx2k+1
‘ — 2FE1(2k + 1)

&

Wann ist n grof3 genug? Auswerten dieser Schranke ergibt
461 7 463 7
=30: 2 3-10" =31: < 0.8-10"
" 230301 61 ~ " 231 311- 63 ~

Eine geeignete Approximation ist demnach folgendes Polynom:

30 (_1)kx2k—|—1
2kE1(2k + 1)

‘ |63

1077,
231, 311.63

F(x) =

+ 6 mit |[§] <

k=0

&) Wir erhalten so alle Werte F(x) fiir x € [—4, 4] auf 10~7 genau.
Diese Naherung kann nun ein Computer numerisch auswerten.
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Spaltfunktion und Integralsinus

\
A

sin(x)/x  forx # 0,

si(z) = :
1 furxz =0

Si(z) = [, si
T~ _.
<

nicht elementar!

. . B150
Integralsinus als Potenzreihe Erlauterung

Satz B1Q: Liouville 1835

Die Spaltfunktion si: R — R ist stetig, analytisch, sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion Si(z) = [” si(t) dt ist nicht elementar.

Aufgabe: Entwickeln Sie si und Si als Potenzreihe. Losung: :

i)=Y At = i =y G
2 2k +1)! 2 3k + DI(2k + 1)

Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI, denn Potenzreihen diirfen wir termweises ableiten.
Wir sehen Si’ = si und Si(0) = 0, also Si(z) = [,” si(t)dt. [L] Analysis, Beispiel 3.8.7.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe siehe Seite D106.

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.

Die Spaltfunktion si und der Integralsinus Si treten zum Beispiel bei Beugung von Lichtwellen
an einem Spalt auf. Aquivalent hierzu begegnet uns die Spaltfunktion als Fourier-Transformierte
der Rechteckfunktion. Anwendung: So werden mikroskopisch kleine Strukturen gemessen.
Wir werden etwas spiter sogar den Grenzwert lim, o0 [ ; Smxﬂ dx = 7 ausrechnen konnen,

allerdings erst dank zweidimensionaler Integration, Integralsitzen und Residuenkalkiil.
Unerschrockenen gelingt dies auch eindimensional mit der Laplace—Transformation.
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Elementar integrierbar oder nicht. .. ? Ausfiihrung

A\ Elementare Fragen erfordern oft nicht-elementare Antworten.
Elementare Integrierbarkeit sieht man dem Integranden nicht leicht an:

elementar integrierbar nicht elementar integrierbar
e’ e, e /x
In x Inln x, Vinzx
sinx, cosx sin(x)/x, y/cosx
Jianz oS T
In(x)/x In(z)/(x — 1)
V1422 V1+ a2
¥ +zx%lnx x*, % Inx
z [/ Vat + 1022 — 96z — 71 z [/ Vat+ 1022 — 96z — 72

&) Computer-Algebra-Systeme nutzen den Algorithmus von Risch:
Er findet entweder eine elementare Stammfunktion, falls eine existiert,
oder aber er erkennt ihre Nicht-Existenz. Das ist phantastisch-genial!

. . . B152
Die Kurvenlange von Ellipsen Ausfilhrung

Die Ellipse I' um den Nullpunkt (0,0) mit Radien r, s > 0:

A

S
/ \

I' = { (rcos(t), ssin(t)) | t € [0,27] }

={(z,y) eR?| (/)2 + (y/s)?=1} /"

~N

\/

Der umschlossene Flacheninhalt ist voly(A) = 7rs. (Warum?)
Die Kurvenlange von I ist gegeben durch das elliptische Integral

27
voly (T') = V/r2sin(t)? + s2 cos(t)? dt.
t=0

Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E noch ausfuhrlicher behandeln.
FUr r # s lasst es sich nicht durch elementare Funktionen ausdricken!
Dies gelingt als Potenzreihe in der Exzentrizitat ¢ := /1 — s2/r2.
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Viele Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar. Erinnerung

Riemann—integrierbare Funktionen schachteln wir ein durch Treppenfunktionen (A3E).
Diese Technik funktioniert bestens fiir stetige Funktionen, st68t aber schnell an ihre Grenzen:
¢ Satz A3F: Riemann—Integrierbarkeit, hier eindimensional
Genau dannist f:R — R Riemann—integrierbar, wenn gilt:

@ Die Funktion f hat beschrankten Trager:
Es gibt ein endliches Intervall I C R sodass f(z) =0 furx ¢ I.

@ Die Funktion f hat beschrankten Wertebereich:
Es gibt ein endliches Intervall J C R sodass f(I) C J.

@ Die Funktion f ist fast Uberall stetig:
Fir die Menge U C R der Unstetigkeitsstellen gilt vol; (U) = 0.

© Alle stetigen Funktionen f: [a,b] — R sind Riemann—integrierbar.

& Viele Funktionen sind allein mit Einschachtelung nicht integrierbar.

Die nichste Seite zeigt drei typische Beispiele. Bei f ist der Wertebereich unbeschrinkt,
bei h hingegen der Triger: Diese lassen sich nicht durch Treppenfunktionen einschachteln!
Die Funktion g ist in jedem Punkt unstetig: Zwar ldsst sie sich durch Treppenfunktionen
einschachteln, aber nicht beliebig genau, denn die Fliche dazwischen betrdgt mindestens 1.

. . . . . . . B202
Viele Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar. Erinnerung

AN

f:10,1] 2 R:x — 1

x

5

g:11,2] > R:x — Ig(x)

+oo[ > Rz +— =
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Erinnerung: Monotone Konvergenz Erinnerung

Die erweiterte Zahlengerade R vereinfacht Konvergenzaussagen:

¢ Satz A2e: Supremum und Infimum in R
Jede Teilmenge M C R hat ein Supremum und ein Infimum in R. {

Ist die Menge M leer, so gilt sup® = —oo und inf ) = +oo0.

in R konvergiert gegen
einen Grenzwert a € R. Wir schreiben hierfur kurz a;,  a.

Jede wachsende Folge ap < aj; < a9 < ...

¢ Satz A2F: monotone Konvergenz von Zahlenfolgen

Flr by > by > by > ... in R gilt entsprechend by, \, b mit b € R.

¢ Satz A2G: monotone Konvergenz von Funktionenfolgen

Jede wachsende Folge fy < f1 < f» < ... von Funktionen f;:Q — R
konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion f:Q — R.
Das heif3t, fur jedes = € Q qilt fx(z) 7~ f(x), kurz fr, 7 f.

FUrgo > g1 > g2 > ... :Q — R gilt entsprechend g \, g:Q — R.

B204

Integration durch Ausschopfung Erinnerung

Wir wollen f:Q — [0, o] ausschépfen durch messbare Funktionen

fo<Ahisfe<... mit fp /Ff
D.h. es gilt monotone Konvergenz fi.(x) ~ f(x) fur jedes = € Q.

Dank Monotonie des Integrals gilt dann

/Qfo(iU)diES/Qf1(:13)d:v§/9f2(m)da:§...

Hieraus folgt Konvergenz [, fi(z)dz * A gegen ein A € [0, cc].

Auch die Grenzfunktion f ist dann messbar (A3G), und wir erhalten

/Qf(a:) dz = A.

© Diese Integrationsmethode ist das Prinzip der Ausschépfung.

Das Ergebnis ist wohldefiniert, d.h. es hangt nur von der Funktion f ab,
nicht jedoch von unserer willkirlichen Wahl einer Ausschopfung fi. " f.
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Beispiel: Integration durch Ausschopfung Beispiel
T
=220 N
11
f2<f
1 fs
fa<f
f1 \ . fe A f =
T I

______________________

[ ] Zur Wiederholung siehe Kimmerle-Stroppel, Analysis, Beispiel 3.7.8 und spiter B217.
Die Funktion f ist nicht Riemann—integrierbar, da ihr Triger [1, +oc[ nicht beschrénkt ist.

B206

Beispiel: Integration durch Ausschopfung Beispiel

Aufgabe: Integriere f(z) = 2~ auf 2 = [1, +o00[ durch Ausschopfung.
Losung: FUr fi. = f - Ijy i Qilt fx, / f. FUra = 1 finden wir
Def k 1 HDI k
/fk(x)dx = / —dr = [lnm} = Ink 7 H4oc.
Q z=17T r=1
FOr a < 1 fallt f noch langsamer:

. k . l—a 7k kl—a 1
/ka(w)dx = / r %dx = [a? ] = ——— /' 4
z=1

l—-a rx=1

Nur far ¢ > 1 fallt f schnell genug:

k 1—a 1k 1—a
Def — D 1_k 1
/fk(x)dx f:f/ rtde 2 [x ] _ LR
Q r=1

l—a|, a—1 a—1

Dank Ausschépfung fi, 7~ f qilt [, fv /7 |, f. Wir erhalten also

S| In k fira=1| ko500 |+oo flra <1,
_a dﬂf = 1—kl—a - — L .
z=1 T =L — flra#1 —~ fira>1.

a—1 a




Beispiel: Integration durch Ausschopfung

[[] Zur Wiederholung siehe Kimmerle-Stroppel, Analysis, Beispiel 3.7.9 und spiter B217.
Die Funktion f:]0, 1] — R ist nicht Riemann—integrierbar, da sie nicht beschrénkt ist.
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Beispiel
N AN AN AN
| | |
f‘ ufé ufé uf4
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
\ \ \
\ \ |
\ \ \
\ \ \
\ \ \
‘\ ‘\
\ \
\
\
\
\
Tk /A F =
\
S /S
x x x x
\ \ \ \
I4 I4 I4 I4

Beispiel: Integration durch Ausschopfung

B208

Aufgabe: Integriere f(z) = =~ auf 2 = ]0, 1] durch Ausschépfung.
Losung: Fir fr = f - Iny ) gilt fv 7 f. Flr a = 1 finden wir

Def 1 1 HDI 1

[ o [ e ] ok s
Q $:1/k Xr $:1/k:

FUr a > 1 wachst f sogar noch schneller:

1 1— 1 -1
of _ a |
/fk(x)dzc 2 / r %z = [ac ]
Q x=1/k

N 1l—a
Nur far ¢ < 1 wachst f langsam genug:

= 400
r=1/k a—1

1 1— 1 -1
Def _ D a 1 - ka
/fk(x)dx : / z %dx 2 [:c ]
Q x=1/k

B l1—a r=1/k l—a
Dank Ausschépfung fi, 7~ f qilt [, fv 7 [, f. Wir erhalten also

/1 1 {lnk fUrazl} h s {Jroo fira > 1,
—dr = | L —
x=1/k x?

1—a

— fira#1 ﬁ fir a < 1.

Beispiel
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral Erinnerung

AN f AN F+ ‘ AN F— ‘

J

J J N

/

1~ /

JAEEAN | JAEEAN mRENAY/ ¢
> : > : - >
\\ 1 ' / i A /

/ /

/ \\ / / \\ 7

_// AN / // \ /

N_~ N_~

Bislang haben wir positive Funktionen durch Ausschopfung integriert.
Das passt zur Idee des Volumens und vereinfacht die Formulierung.

FUr beliebige Funktionen f:Q — R kénnen wir wie folgt vorgehen:
Wir zerlegen f = f* — f~ in Positivteil f* und Negativteil f~ geman

() = {f(a:) flls (@) >0, {— f(x) falls f(z) <0,

0 sonst, 0 sonst.

Flr jede Funktion f:Q — Rgilt f = f* — f~und |f| = fT + f~.
Umgekehrt gilt allgemein f* = max(0,+f) = (| f| £ f).
Flr f(x) = +o0 nutzen wir die Konvention co — oo = 0.

B210

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral Erinnerung

Zur Erinnerung an A3K: In einer Dimension sei 2 C R ein Intervall.

Definition B2A: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Genau dann ist f: Q — R messbar, wenn f*:Q — [0, o] messbar sind.
In diesem Fall ist auch |f| = f™ + f~ messbar, und somit gilt

[ls@lte= [ rwan+ [ 7@

Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Fall kbnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf(a:)dx ;:/Qﬁ(a;)dx—/gf—(x)dx.

/\ Die Differenz oo — oo ist sinnlos! Zur Integration von f = f+ — f~
mUssen Positivteil f* und Negativteil f~ endliche Integrale liefern.

& Das Kriterium Jolf(z)] dz < oo ist einfach, prazise und bequem.
Geschickte Abschatzung vermeidet die miihsame Berechnung von f=.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral Erinnerung

Beispiel: Fir die Funktion f:R — R mit f(z) = sin(z)/x gilt

/fJr dx—/f )dr = oo

Demnach ist f also nicht absolut integrierbar. (Seite B149 zeigt eine
Skizze, die ausfuhrliche Rechnung diskutieren wir auf Seite B421.)
In diesem Fall hat es keinen Sinn, die Differenz oo — oo zu betrachten!

Wir werden daher meist die absolute Integrierbarkeit voraussetzen.
In diesem besten Falle haben f*, f~ endliches Integral, und wir setzen

/Rf(a;)dm:/Rﬁ(x)da;—/Rf—(:c)dx

Andernfalls haben viele Integrale zunachst keinen Sinn! Notfalls missen
wir uneigentliche Integrale oder den Cauchy—Hauptwert nutzen:
0 r

b
lim f(x)dx + lim / f(x)dx oder lim f()

a——00 b—+o0 Jo r—00

Diese Konstruktionen sind etwas subtiler und leider weniger robust. [B417]
Die beste und robusteste Eigenschaft ist die absolute Integrierbarkeit.

B212

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral Erinnerung

Wir wollen méglichst allgemeine Funktionen f: ) — R integrieren.
Zudem sollen die Rechenregeln moglichst einfach und allgemein sein.
Dies gelingt nach Lebesgue mit den absolut integrierbaren Funktionen.
Zur Erinnerung an A3L: In einer Dimension sei €2 C R ein Intervall.

Satz B2B: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten ein Integrationsintervall 2 C R, etwa 2 = R.
Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen

L' =L'(LR) ={ f: Q= R| [y|f(z)]dz < oo }
ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung
fo : LYQ) =R : [ [, f(z)da.

Sie ist normiert, monoton, erflllt Einschachtelung und Ausschépfung.

Hierbei ist L' (Q) der kleinste Funktionenraum, fiir den dies moglich ist,
und auf L1(Q) ist das (Lebesgue-)Integral hierdurch eindeutig bestimmt.
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Der Hauptsatz fur stickweise stetige Funktionen Ergéinzung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das Arbeitspferd
der eindimensionalen Integration. In vielen Anwendungen, auch spater
in dieser Vorlesung, werden zudem stlckweise stetige Funktionen (B1E)
integriert. Die Ausformulierung das Hauptsatzes ist hier nicht schwer:

Satz B2C: Hauptsatz fur stickweise stetige Funktionen
Ist F': [a, b] — R stetig mit stickweise stetiger Ableitung f = F”, so qilt

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Ist umgekehrt eine Funktion f:[a, b] — R stlickweise stetig, so ist

F:la,b] - R mit F(ac)::/mf(t)dt

stetig und erfillt F'(z) = f(x) fur alle bis auf endlich viele x € [a, b].

© Der Satz folgt aus dem HDI (B11) durch stiickweise Integration.
Die folgende Optimierung ist technisch, zahlt sich aber spater aus.

B214

Der Hauptsatz far integrierbare Funktionen Erganzung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt viel allgemeiner fiir alle absolut
integrierbaren Funktionen f : [a, b] — R, egal ob stetig, stiickweise stetig, oder sehr unstetig.
Die Integralfunktion F' ist dann nicht mehr iiberall differenzierbar, aber immerhin fast iiberall.
Die genaue Formulierung beruht auf dem Begriff der absoluten Stetigkeit (L[] Heuser §131):

Definition B2D: absolut stetige Funktionen

Eine Funktion F': [a, b] — R hei3t absolut stetig, wenn fir jedes ¢ > 0
ein § > 0 existiert, sodass gilt: Aus a < a1 <b;1 <---<a, <b, <b
mitn e Nund >, |ap —bg| < dfolgt > ) |F(ax) — F(br)| < e.

Fir n = 1 ist dies die gleichmiBige Stetigkeit; diese wird hier fiir n Intervalle verschérft.
Absolute Stetigkeit liegt zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit, allgemein gilt ndmlich:
stetig differenzierbar = stetig und stiickweise stetig differenzierbar = Lipschitz—stetig =—-
absolut stetig =—> gleichmiBig stetig —> stetig. Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.

Lipschitz—Stetigkeit von F': [a, b] — R bedeutet, dass F' beschrinkte Differenzenquotienten hat,
also |@| < L fiir eine Konstante L € R und alle s # t in [a, b]. Das ist oft niitzlich.

Der folgende Satz von Lebesgue verallgemeinert den Hauptsatz B11 der Differential- und
Integralrechnung von (stiickweise) stetigen Integranden zu absolut integrierbaren Integranden.
Dieses Ergebnis beinhaltet die Integralfunktionen aller stiickweise stetigen Funktionen

und auch sonst alle Funktionen, die uns im Folgenden begegnen werden.
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Der Hauptsatz far integrierbare Funktionen Ergéinzung

© Die absolute Stetigkeit ist maBgeschneidert fiir den HDI,
denn sie charakterisiert genau die Integralfunktionen:

Satz B2E: Hauptsatz fur absolut integrierbare Funktionen |

Ist F': [a,b] — R absolut stetig, so ist F' fast Gberall differenzierbar,
ihre Ableitung f = F’:[a,b] — R ist absolut integrierbar, und es gilt

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Ist umgekehrt eine Funktion f : [a, b] — R absolut integrierbar, so ist
F:la,b] = R mit F(z) ::/ f(t)dt

absolut stetig, fast Uberall differenzierbar, und fast Gberall gilt 7’ = f.

Hierzu definieren wir die Ableitungsfunktion F’:[a,b] — R durch den
Differentialquotienten F'(z) = lim¢_,,(F(&) — F(z))/(§ — z) far alle
x € [a, b, in denen dieser Grenzwert existiert, und F’(x) := 0 sonst.

B216

Der Hauptsatz far integrierbare Funktionen Erganzung

© Absolute Stetigkeit I&sst sich somit leicht charakterisieren:

Korollar B2F: absolut stetig und absolut integrierbar |

Genau dann ist F': [a,b] — R absolut stetig, wenn es eine absolut
integrierbare Funktion f : [a,b] — R gibt mit F(z) = F(a) + [ f(¢) dt.

& Die partielle Integration gilt in allgemeiner Fassung:

Korollar B2G: partielle Integration, vgl. B1J

Sind F,G: [a,b] — R absolut stetig, so auch F'G, fast Uberall gilt
(FG) = F'G + FG' und somit [° FG' = [FG)} — [? F'G.

© Die Substitutionsregel gilt noch fiir monotone Parameterwechsel:

Korollar B2H: Substitutionsregel, vgl. B1K |

Sei g :[a,b] — [¢,d] monoton und absolut stetig. Ist f: [¢, d] — R absolut
integrierbar, so auch (f o g) - ¢’ und f;’ fg(t)g'(t)dt = fgg(((f)) f(u) du.
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Uneigentliche Integrale: einseitig Erinnerung

Zu integrieren sei f : [a, b] — R, wobei —co < a < b < +o0.

[£(2) = sin(z)/a

\\ / -\\CB\
<~

Die Funktion f sei auf jedem Teilintervall [a, 5] C [a, b[ integrierbar,
Wir nennen f uneigentlich integrierbar, wenn der Grenzwert

B
b [ s@as

in R existiert. Er hei3t dann uneigentliches Integral von f auf [a, b|.

L[] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §3.7.
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Uneigentliches Integral: beidseitig Erinnerung

Zu integrieren sei f:]a, b — R, wobei —co < a < b < +o0.

[ f(@) =sin(z)/z

>

—~ // \ T
sl s eesa iR

Die Funktion f sei auf jedem Teilintervall [« 5] C ]a, b[ integrierbar.
Wir nennen f uneigentlich integrierbar, wenn die Grenzwerte

z B
il{r}l/a f(x)dx und él;%/z f(x)dx

in R existieren. Ihre Summe heifl3t uneigentliches Integral von f.
Dies ist unabhangig von der Wahl des Teilungspunktes z € ]a, b|.
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Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert Erinnerung

Zur Integration Gber ganz R haben wir drei nutzliche Moglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

/Rf(x)dx ::/RfJ’(x)dx—/Rf_(a:)dx

A\ Hierzu missen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein tiber Q C R™ (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte
00 z b
[ t@ae= gim [ pades i [ @

/\ Hierzu missen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
&) Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.

(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)
(CH) / f(z)dz := lim f( ) dx
r—00

&) Existiert das Integral (2) so auch (3) und belde sind gleich.
A\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht.
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Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert Erinnerung

Diese drei Begriffe hdangen eng miteinander zusammen:
absolut ? uneigentlich ? Cauchy—Hauptwert

Fir das absolute Integral (1) von f = f* — f~ integrieren wir Positivteil
fT und Negativteil f~ getrennt. Sind beide Integrale endlich, so kénnen
wir ihre Differenz bilden, das Ergebnis ist das absolute Integral von f.

Sollte f nicht absolut integrierbar sein, so betrachten wir stattdessen
allgemeiner (2) oder gar (3). Wir nehmen hierzu an, dass f wenigstens
Uber jedem endlichen Intervall [a, b] C R absolut integrierbar ist.

FUr das uneigentliche Integral (2) wahlen wir einen Teilungspunkt z,
zum Beispiel z = 0. (Das Ergebnis ist von dieser Wahl unabhangig.)
Wenn beide Grenzwerte lim, o [ f(z) dz und limy_, 4 fzb f(z)dx
existieren, so nennen wir f uneigentlich integrierbar und definieren
das uneigentliche Integral [~ f(x) dz wie oben als ihre Summe.

Fir den Cauchy—Hauptwert (3) bilden wir das Integral |7 f(x) dx Gber
das symmetrische Intervall [—r, 7] und bilden den Grenzwert » — cc.
Wenn dieser existiert, so nennen wir ihn den Cauchy—Hauptwert.
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Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit Ausfiihrung

Satz B2I: Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit.
Flr jede messbare Funktion f:]a,b[ — R und z € ]a, b] gilt

4 B
lim [ If(@)]de+ lim [ 17(@)]do = /]%b[\f(x)dx.

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt

z B
lim x)dx + im z)dx = x)dx
o [ s@des i [ f@de= [ i@

Fiir nicht-negative Funktionen f > 0 stimmen also beide Integrationsmethoden (absolut vs
uneigentlich) tiberein und liefern dasselbe Ergebnis. Fiir absolut integrierbare Funktionen f ist
die Definition [ f = [ f* — [ f~ die robustere Methode mit besseren Eigenschaften. Wenn sie
moglich ist, so impliziert sie insbesondere die uneigentliche Integrierbarkeit. Wie unten erldutert
gibt es jedoch auch Funktionen, die nicht absolut, sondern nur uneigentlich integrierbar sind.

In solchen Notfillen miissen wir uns mit uneigentlichen Integralen begniigen, auch wenn sie
weniger gute Eigenschaften haben. Das ist spiter fiir Fourier—Integrale immer wieder niitzlich.
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Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit Ausfiihrung

Nachrechnen: Sei «a,, \,a und 5, b Folgen mit o, < z < 3,,.
Sei zunachst f > 0. Fur f, =1}, 5,1 f giltdann f,, ~ f, also

/f Dar= [ p@ar s e

Ja,z]

f( )dz = fo(z)dz f(x)da

z [Z,b[ [va[

Dies beweist die erste Gleichung. Ist f absolut integrierbar, so gilt

/ /fJr /f_ - ]a,z]f+_ ]a,z]f_: ]a,z]f7

/f= S L [ S

z z [2,b] [2,b] [2,b]

Demnach existiert beide Grenzwerte, und es gilt die zweite Gleichung.

A\ Ist f nicht absolut integrierbar, so existiert in manchen Fallen
wenigstens noch das uneigentliche Integral. Das ist sein Zweck.
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Uneigentliches Integral: Cauchy—Hauptwert Ausfiihrung

Der Cauchy—Hauptwert einer Funktion f:R — R ist

(CH) / T f@)de = lim [ [ty

r—00

insofern dieser Grenzwert in R existiert. Diese Verembarung erlaubt uns,
auch divergenten Integralen einen Wert zuzuordnen, sofern sich
divergente Teile verschiedenen Vorzeichens gegenseitig aufheben.

Satz B2J: Absolute Integrierbarkeit impliziert Cauchy—Hauptwert.
Fir jede messbare Funktion f:R — R gilt

tim [ 17(e)|do = | |7(z)] o

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt

lim f da:—/f

r—00
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Uneigentliches Integral: Cauchy—Hauptwert Ausfiihrung

Bemerkung: In Definition und Satz nehmen wir stillschweigend an, dass
die Funktion f:R — R auf jedem Intervall [—r, r] integrierbar ist.

Nachrechnen: Sei (7,),cn €ine Folge mit r, 7 4oc.
Sei zunachst f > 0. Fur f, =1_, . fgiltdann f, 7 f, also

_Zﬂ@dx— [ @i A f@)

Dies zeigt die erste Gleichung. Ist f auf R absolut integrierbar, so gilt

[ o= s =]
—ry —rn —r R R R
Demnach existiert dieser Grenzwert, und es gilt die zweite Gleichung.

A\ st f weder absolut noch uneigentlich integrierbar, so existiert manch-
mal wenigstens noch der Cauchy—Hauptwert. Genau das ist sein Zweck.
Er hat nicht ganz so gute Eigenschaften, ist aber besser als nichts.
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Monotoner Vergleich von Summe und Integral Erinnerung

f(a)
x
f( ) fla+1)
a—+1
a] B : b
f(b) S x

Satz B3A: monotoner Vergleich von Integral und Reihe
Sei f:R>o — R>o monoton fallend. Fir alle a < b in N gilt dann:

b b
S fk) < /  f@)do

k=a-+1 k=a

IN
(]
=
=

Durch Umstellung ist hierzu aquivalent:

b—1 b—1

b
/: f@yde < S fk) < f@+ [  fl)ds

k=a L=

© Reihe und Integral haben gleiches Konvergenzverhalten fiir b — oo.
© Beide kdnnen gegenseitig als Naherung genutzt werden.
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Anwendung auf die harmonische Reihe Erinnerung

Aufgabe: Wir untersuchen die harmonische Reihe
i 3L
n = iz
k=1

(1) Schachteln Sie den Wert H,, ein durch den Logarithmus In(n).
(2) Folgern Sie das Konvergenzverhalten von H,, fir n — oc.
(3) Bei welchem Index n Uberschreitet H,, den Wert 10007?

Losung: (1) FUr die Funktion f(x) = 1/x erhalten wir dank Satz B3A:

"1
In(n) < In(n+1) < ; - < 1+n(n)
© Die harmonische Reihe wachst wie der natiirliche Logarithmus!
(2) Insbesondere erhalten wir die Divergenz > ;_, % — oo flr n — oo.
(3) Bei n ~ 1990 ~ 2. 10%3*, Wir werden das also sicher nie erleben!
[ [ ] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §1.8—§1.9.

© Den Vergleich von Summe und Integral nutzen wir ausgiebig fiir den
lokalen Grenzwertsatz in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Kapitel V).
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Konvergenz von Integralen und Reihen Erinnerung

Aufgabe: (1) Finden Sie Stammfunktionen zu den Funktionen

i 1 1
xS’ z(Inx)s’ zInz(Inlnz)s’

(2) Far welche Exponenten s € R konvergieren folgende Reihen?
= 1 = 1

i": 1
P ks’ — k (Ink)® c~klnk (Inln k)3

Losung: (1) Wir unterscheiden die Falle s = 1 und s # 1:

d d d

T rlnx rlnxInlnz

/dm I / dz (Inz)'~® / dx _ (Inlnz)t~s
s 1-s5 Jaz(lnz)* 1-s > Jrhhz(nlhz)s  1-s

(2) Far s < 1 divergieren die Integrale, also auch die Reihen (B3A).
FUr s > 1 konvergieren die Integrale, also auch die Reihen. (Elementare
Grenzwerte sind nur flr spezielle Werte wie s = 2,4,6,8, ... bekannt.)
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Approximation einer Dirichlet—Reihe durch Integrale Erinnerung

Aufgabe: Berechnen Sie durch Summation naherungsweise den Wert

; 3 der Riemannschen Zeta—Funktion ((s Z pE

bis auf einen Fehler < ¢ = 0.5- 1075, also sechs Nachkommastellen.
Wie kontrollieren Sie den Fehler? Wie weit missen Sie summieren?

Lésung: Wir berechnen die endlichen Summen s,, = >}, k=3 und
wéhlen n so, dass der Rest ((3) — s, = > 50, k> kleiner als ¢ ist:

00 o0 00 1 !
0 < / r3dr < Z k=3 < / r3dr = - < ¢
r=n-+1 k—n+1 r=n 2n

Die Wahl n = 1000 garantiert einen Fehler < 0.5 - 10~% = 0.0000005.
Wir finden s1999 = 1.20205640. . ., also 1.202055 < C(3) < 1.202057.

© Noch besser: s, + (n+1)72/2 < ¢(3) < s, +n~2/2, Fehler < n=3
Mit diesem raffinierten Trick genltgt schon die Summation bis n = 100.
© Mit Fourier—Reihen (Kapitel 1) finden wir ¢(2) = 72/6, ((4) = 7*/90,
¢(6) = w0/945. Flr ((3), ¢(5), ¢(7) sind keine solchen Formeln bekannt.
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Vergleich von Summe und Integral Erinnerung

Aufgabe: (1) Nennen und beweisen Sie die Summenformeln zu
n—1 n—1 n—1 n—1
o1, > kY R DR,
k=0 k=0 k=0 k=0
[[] Zur Wiederholung siehe Kimmerle-Stroppel, Lineare Algebra, Beispiele 1.2.2 und 1.2.4.

(2) Allgemein: Formulieren Sie die diskrete Version des HDI (Satz B11).

(3) Analog zu monoton fallenden Funktionen sei nun f:R>y — Rx>g
monoton wachsend. Formulieren und beweisen Sie (wie in Satz B3A)
Ungleichungen zwischen Summe >, f(k) und Integral ff:a f(x)dx

(4) Beweisen Sie flr jedes s € R>( eine Ungleichung der Form
n
Cs (n _ 1>S+1 S Z kS S Cs n8+1
mit einer passenden Konstanten ¢, € R, und allgemeiner

Cs [(b — 15 — (a - I)SH] < 2—: K < ¢ [bS‘H — aSH].
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Vergleich von Summe und Integral Erinnerung

Losung: (1) Wir kennen bzw. finden die Summenformeln

Si=n, Zk_n—_l)

|
—_

(]

0

3
MLz
=

> n(n—1)2n—1) 5 n? n—l)
k2 = ; , Zk .
k=0
(2) Liegt eine solche Formel ZZ;(% (k) = [ ]0 bereits (als Vermutung)

vor, so gelingt der Beweis leicht durch folgende ,diskrete Ableitung®:

Satz B3B: HDI, diskrete Version fir Summen

Fir f,F:Z — R gelte f(k) = F(k+ 1) — F(k) fur alle k € Z.
Durch Summation erhalten wir hieraus die Teleskopsumme
b—1

Zf =Y [F(k+1) - F(k)] = F(b) — F(a) = [F]..

k=a

Beispiele sind f(k) =1, F(k) = kund f(k) =k, F(k) = k(k—1)/2 etc.
wie oben angegeben. Man rechnet dies nun leicht / mechanisch nach.
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Monotoner Vergleich von Summe und Integral Erinnerung

(3) Wir machen eine Skizze und lesen die Ungleichungen ab:

f(z) iz R —
a ——— 70
faty [T Sl
—— 7@ |

| @ b

> XL
Satz B3C: monotoner Vergleich von Summe und Integral
Sei f:R>¢o — R>¢ monoton wachsend. Fur alle a < b in N gilt dann:

b—1 b b
Yiw < [ f@e < Y 5®)
k‘:a W= k::a—l—l

Durch Umstellung ist hierzu aquivalent:

b—1

b—1 b
f@+ [ f@d < Y5m < [ f@
a k=a r=a

r=

Ubung: Beweisen Sie die Satze B34, B3B, B3¢ sorgsam per Induktion.
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Monotoner Vergleich von Reihe und Integral Erinnerung

(4) Wir wenden den Satz auf die Funktion f(z) = x* mit s > 0 an.
Dank der Stammfunktion [ z*dz = 2571 /(s + 1) erhalten wir

£US+1 b—1 b—1 QZS—H b
< o< ]
[S + 1]a—1 o ];L o s+ 1

a

Im Spezialfall « = 0 und b = n — 1 folgt hieraus

_ 1\s+1 n—1 s+1
(n—1) < B < n |
s+ 1 kzzo s+ 1

&) Wir sehen insbesondere, dass wir die Konstante c, = 1/(s + 1) nicht
anders wahlen kdnnen, in diesem Sinne sind diese Schranken optimal.

© Wir erhalten so eine nitzliche Naherungsformel far >3 k*,
genauer sogar eine Einschachtelung: verlasslich und beweisbar.

& Wenn’s exakt sein muss, haben wir obige Summenformeln (1).
Diese liefern den exakten Wert, sind daflir aber etwas mihsamer.
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Naherungsformel fir die Fakultat n! Erinnerung

© Mit Integralen kdnnen Sie nicht nur Flacheninhalte bestimmen,
sondern auch Summen und Produkte berechnen oder approximieren.
Als wichtiges Beispiel betrachten wir hier die Formel von Stirling.

FOr jedes n € N ist die Fakultat definiert durchn! :=1-2-3---n.
FOr n — oo suchen wir eine einfache, aber gute Naherungsformel.

ol=1 7' =5040 14! = 87178 291 200

1'=1 8! = 40320 15!'=1307674 368 000

21=2 9! = 362 880 16! = 20922 789 888 000
31=6 10! = 3628 800 17! = 355687428 096 000

4! =24 111 = 39916 800 18! = 6402 373705 728 000

5l =120 121 = 479001 600 19! = 121 645100408 832 000
6! =720 13! = 6227020800 20! = 2432902 008 176 640 000

Aufgabe: (1) Gewinnen Sie Abschéatzungen flr n! (grobe Ungleichung)
durch den Vergleich von Integral [  Inz dz und Summe >, Ink.
(2) Nutzen Sie die Trapezregel flr eine bessere Naherung.
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Stirling—Formel: grobe Ungleichung Erinnerung

Inx

/

1 2 3 n—1 n
Losung: (1) Wir vergleichen Integral und Summe:
flnlna:da: = [:Clna: — aﬁyf =nlnn—-—n+1
< In2+mn3+---+In(n—1)+Inn = In(n!)

< ['lmzdz4+nn=(n+1)lnn—n+1

Dank Monotonie der Exponentialfunktion erhalten wir

n\n n\"
e(—) < n! < en(—) )
e e
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Stirling—Formel: bessere Naherung Erinnerung

HEEL

r——————————J———————————l——————————'l"——————__—‘———— llliﬂ
"

/ Trapezregel: Graphisch ist hier kaum
noch ein Unterschied zu erkennen.

1 2 3 n—1 n

(2) Fur alle n € N> gilt dank Trapezregel und Konkavitat:

n—1
n 1 1 1 1
/ Inzdr g E n(k) +In(k + 1) = In(n!) — n(n)
1 — 2 2

Dank Monotonie der Exponentialfunktion erhalten wir
n! < e\/ﬁ(ﬁ)
c

& Diese Abschatzung ist um einen Faktor \/n besser als die vorige.
Bis auf den konstanten Faktor e ist dies die berlhmte Stirling—Formel!

n
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Stirling—Formel: asymptotische Aquivalenz Erinnerung

Die Ahnlichkeit von n! und /n(2)" haben wir oben erklart durch
Vergleich von Summe und Integral. Die dabei gefundene Konstante
e ~ 2.7183 ist allerdings noch etwas zu grof3. Die richtige Konstante
V21 ~ 2.5066 werden wir spater ausrechnen kénnen, siehe D435.

Satz B3D: Stirling—Formel mit Fehlerschranke

Fiir n — oo gilt die asymptotische Aquivalenz

mn
n! ~ V2mn (E) :
e

Die Aquivalenz f(n) ~ g(n) bedeutet f(n)/g(n) — 1 fiir n — oo.

Genauer gilt

n! = vV2mn (g)n . e5(")

mit Fehlerschranke
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Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)! Erinnerung

Die Gamma-Funktion istT':R>g — Rug:2 +— I'(2) := [~ 2 te " dua.

x

Dieses Integral konvergiert fur alle z > 0 und divergiert far z < 0.

folw) =ar e /%\

N
/ N
// fa \

S sl \\ \
f é—f‘g\ \\ -
|z bi\\:>\L

Aufgabe: Berechnen Sie I'(1),1(2),1'(3),I'(4), . . ., allgemein I'(n + 1).
Zeigen Sie hierzu die Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2 I'(2) far z > 0.
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Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)! Erinnerung

[ [ ] Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, Bem. 3.7.13.

\\
o0 k
(1) = / e “dr = lim [— e_m] = lim (1 — e_k) =1
=0 k—+o00 x=0 k—+o00
\\
| | | | |
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Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)! Erinnerung

A

\
| | | | | | | ’

0 00 0
F(3)=/ xQe_”’dx:[—ﬁe_“’} 0—|—2/ sle@dr=2-1=2

_ > 3 —=x | _ .3 —:I:OO > 2 —x . .
I'(4) = e "dr = |—z"e +3 r'e "dr=3-2=6
=0 =0 x
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Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)! Erinnerung

Wir nutzen Ausschopfung und partielle Integration:

00 k
I'(z+1) = / e *dxr = lim r¥e *dx
T

=0 k—o0 =0

k k
— lim <[—x'z e_x} + z/ ¥ le™® daz)
k—o00 =0 =0

o0
= z/ " le % dr = 2T(2).

Satz B3E: Funktionalgleichung der Gamma-Funktion
Far alle z > 0 gilt

I'(z+1) =2T(z2).

Mit I'(1) = 1 folgt per Induktion I'(n + 1) = n! fir alle n € N.

Die Gamma-Funktion I': R~ o — R~ ¢ interpoliert in diesem Sinne die Faktultdt ! : N — N.

Sie ist zudem logarithmisch konvex, d.h. In I" ist konvex. Diese Eigenschaften charakterisieren
die Gamma-Funktion (Satz von Bohr): Ist eine Funktion f : R~ — R~ logarithmisch konvex
und erfiillt f(1) = 1 sowie f(z + 1) = z f(z) fiir alle z > 0, dann folgt daraus bereits f = I".
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Konvergenz von Reihen Erinnerung

Aufgabe: Wiederholen Sie aus der HM2 die Grundbegriffe zu Reihen:
|| Zur Wiederholung siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, §1.7—§1.9.

(1) Definieren Sie (absolute) Konvergenz und Grenzwert einer Reihe

> a;  mitTermen a; € C.

k=ko
Hangt die Konvergenz vom Startindex kg ab? und der Grenzwert?
Was sagen Sie zur Behauptung 1 +2+3+4+5+--- = —1/127
(2) Untersuchen Sie Konvergenz und ggf. Grenzwert der Reihen

L .- = =1 ..

Zz fiir 2 € C, ZH fiir 2 € C, ZE fiir s € R.
k=0 k=0 k=1

Welche Kriterien flr Konvergenz bzw. Divergenz kennen Sie?

(3) Untersuchen Sie Konvergenz und ggf. Grenzwert der Reihen

— (=DF 1 .. — (=DF o1
E "t fir x € R, E ~ L 2L flir z € R.
2kt 1 £ 2k + 1

FOr x = 1?7 Was besagt das Kriterium von Leibniz? Dirichlet? Abel?

. B318
Konvel’genz von Re|hen Erinnerung

Losung: (1) Wir nutzen die Folge der Partialsummen s,, := Z’,;f:ko aj,.
Die Reihe konvergiert genau dann, wenn s,, fir n — oo konvergiert.
Gilt Konvergenz s,, — s fir n — oo, so schreiben wir Z;‘;ko ap = 8.

oo n
2 k= lim > ay
k=ko k=ko
Gemaf dieser Definition gilt 1 +2+ 3+ 4+ 5+ --- = oco. (Wer's anders
will, muss eine andere Art der Konvergenz von Reihen vereinbaren.)

Nullfolgenkriterium: Konvergiert die Reihe } ;| ax, so gilt a; — 0.
Die Umkehrung gilt nicht, siehe harmonische Reihe > .~ 1/k = cc.
© Dieses Kriterium ist notwendig, aber nicht hinreichend.

Cauchy-Kriterium: Die Reihe ) /7, a;. konvergiert genau dann, wenn
fur jedes e > 0 ein k; > ko existiert mit [> ", _  ax| < e furalle m,n > k;.
&) Hieraus folgt das vielseitige Majoranten-Minoraten-Kriterium:

Die Reihe > ;2 , a; konvergiert absolut, wenn ;2 |ay| < oo gilt.
Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent, dank Cauchy—Kriterium.
Die Umkehrung gilt nicht, wie die beiden Reihen aus (3) in x = 1 zeigen.
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Konvergenz von Reihen Erinnerung

(2) Far |z] < 1 konvergiert die geometrische Reihe und zwar absolut:

1
1—2z

szzl—I—z—l—zQ—i—zS—l—... =
k=0
Fdr |z| > 1 divergiert diese Reihe. (Die Funktion rechts ist zwar fir alle
z € C ~\ {1} definiert, aber die Reihe links konvergiert nur fur |z| < 1.)
) Hieraus folgt das Quotienten- und das Wurzel-Kriterium.
FUr jedes z € C konvergiert die Exponentialreihe und zwar absolut:
> Zk 22 23 24
;H:1+Z+7+§+Z+”':exp(z>

Die Reihe ) k~* konvergiert fur s > 1 und divergiert fir s < 1.
(3) Diese beiden berihmten Reihen konvergieren, aber nicht absolut:

i(_l)k T I S In 2
=l-=—+---4+—-—=-=+... =In
k+1 2 '3 4 5 6
k=0
= (—1)F 1 1 1 1 1 ™
—]1—-—-4+-—=-4+-— —+...== =arctan(1
kZ_OzkH sty 7to " g = arctan(l)
. B320
Konvel’genz von Re|hen Erinnerung

Die Grenzwerte der beiden Reihen kénnen wir wie folgt nachrechnen:

o /1 1 1 /1 zn:( 1)]<; L N (_1)n+1xn+1 1
niZ= xr = — x x
o 1+ 0\ 14+

k=0
n k 1, .n+1l
=y El s [
k20k+1 0 1—|—£U
n o 1\k 1 .n+1 1
In2 — (=1) :/ x dxﬁ/xn+1dx: L — 0
k:()k+1 0 1—|_ZU 0 n—l—l
E_/l 1 da:_/l . (—1)kx2k—|— (_1)”+1a;2n+2 dx
4 0 1-{-:{:2 0 —0 1—|—:U2
n _1k 1 ,.2n+2
:Z( ) —l—(—l)"H/ T 5 dx
k:02/€—1—1 0 1"‘55
n k 1 .2n+2 1
T (=1) :/ il da:</ 224y = L — 0
4 2k 4+ 1 o 1L+x22  — J, 2n + 3
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Abelscher Grenzwertsatz Erinnerung

Beide Grenzwerte sind Spezialfélle eines allgemeinen Sachverhalts:
© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.

Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten!
Satz B3F: Abelscher Grenzwertsatz
Sei ) -, a, eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.

Dann konvergiert die Potenzreihe f(z) = > 3>, axa® flr alle z € [0, 1]
und die so definierte Funktion f: [0, 1] — C ist stetig, sogar in x = 1.

Fur z 1 konvergiert also f(x) = >_%°, arz® gegen f(1) = 322, ax.

Beispiel: Fir alle = € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung

oo
LA R T T A
In(1 = ~ gt e T
a(l +2) kz_ok+1x S T T E S
oo
(_1)k: St 1 3 70 7 79 21l
t — — - _ = — _ = — “e
arctan(z) kz—o2k+1x R T T S R T

FOr = 7 1 erhalten wir dank Abel die obigen Grenzwerte.

B322

Konvergenzkriterium von Leibniz Erinnerung
Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form
00 n—1
Nk 1 \k
(1) kz_o( 1)%ay : nh_)rxgo kz_o( 1)%ag,

(2) / e“? q(z) dz := lim e“? q(x)de, w#D0.
=0 "m0 Jx=0

Satz B3aG: Leibniz—Kriterium flir Reihen

Die Folge a; € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; \, 0,
also ag > a1 > a9 > ... und ap — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerschranke |>"2° (—1)*ax| < a, \, 0.

Satz B3H: Leibniz—Kriterium fiir Integrale

Die Funktion a: R>¢ — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(x) “\, 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).

Das Leibniz—Kriterium zur Konvergenz von Reihen kennen Sie aus der HM2. Wir betrachten und
beweisen im Folgenden gleich die Verallgemeinerung zum Konvergenzkriterium von Dirichlet.
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Konvergenzkriterium von Dirichlet Ausfiihrung

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

) n—1
(1) Zak by :Jiggozak b,
k=0 =
(2) / a(z)b(z)dr = lim a(z) b(x) dz.
=0 =0 Jx=0

Satz B3I: Dirichlet—Kriterium fiir Reihen

Die Folge a; € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; ™\, 0.

Die Folge b, € C habe beschrénkte Partialsummen B, = 77, bz,
das hei3t |B,,| < M fir eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, \, 0 fir n — oo.

Satz B3J: Dirichlet—Kriterium fir Integrale

Die Funktion a: R>¢ — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(x) ~\, 0.
Die Funktion b: R~y — C sei auf jedem Intervall [0, r] integrierbar mit

beschrankter Integralfunktion B(r) = [; b(x) dz, das heiBt |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2 ) mlt Fehler < 2Ma(r) N\ 0 far r — oo.

B324

Konvergenzkriterium von Dirichlet Ausfiihrung
Beweis fiir Reihen: Per Induktion zeigt man fiir alle n < p folgende partielle Summation:
p—1 p—1 p—1
Z arbr = Z ai(Bry+1 — Br) = apBp — an B, — Z(a"““ — ak)Br+1
k=n k=n k=n
Dies ist im Betrag < 2a, M 0, denn |ap, B,| < ap M und |a, By | < an M sowie
p—1 — p—1
Z(ak’“ — ak)Br4+1| < Z g1 — ak)Bk;| < Z(ak — ap+1)M = (an — ap) M.
k=n k=n k=n

Dank Cauchy—Kriterium konvergiert die Reihe ) '~ 0 arbr gegen emen Grenzwert s € R.
Zudem liefert unsere Rechnung die explizite Fehlerschranke |s — > 7' 0 arbr| < 2May,.

Beweis fiir Integrale: Zur technischen Vereinfachung der Rechnung nehmen wir zusitzlich
a € C'(Rxg,R) und b € C°(R>0, C) an. Wir konnen dann partielle Integration B1J nutzen:

S

/:cS:r a(w) b(z) dz = /xS:r a(z) B'(z) dz = [a(:c) B(Cﬁ)]i — / a'(z) B(x) dz

=T

Dies ist im Betrag < 2a(r)M, denn |a(s)B(s)| < a(s)M und |a(r)B(r)| < a(r)M sowie

/8: a'(z) B(z)dz| < /S: d/(z) B(z)| dz < /S: —a'(z)M dz = [a(r) — a(s)| M

Demnach konvergiert das Integral [”_ a(x) b(x) do gegen einen Grenzwert I € R; zudem
erhalten wir die explizite Fehlerschranke I — [7_,a(x)b(z) dz| < 2Ma(r) N\ O fiir r — oo.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Fazit

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung B11 erklart,
in welchem Sinne Differenzieren und Integrieren einander umkehren:

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. lhre Integralfunktion
F:la,b] = R mit F(x) ::/ f(t)dt

ist differenzierbar, und fir die Ableitung gilt F' = f. Ist umgekehrt
F:la,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/abf(q;) dz = [F}b mit [F}b — F(b) — Fl(a).

a a

& Der HDI ist das Arbeitspferd der eindimensionalen Integration:
die Berechnung vieler elementarer Integrale gelingt erst dank HDI.

Dieser nutzliche Zusammenhang gilt noch wesentlich allgemeiner:

f stetig <= F stetig differenzierbar B123
f stlickweise stetig < [ stickweise stetig differenzierbar
f absolut integrierbar <= F absolut stetig B214
Elementare Grundintegrale / Stammfunktionen e
ZL'(H—l 1
a = —1 — =
/ZC dz ] (a # —1) /xdx In|z|
/e“"dx:e” /ln:vdac:xlnaz—m
/cos:cda:: sin /sina:da:: — Ccosx
/ coshx dxr = sinhx / sinh x dz = coshx
1 1
/—dx:tanx /,—daz:—cota:
(cosx)? (sinz)?
/ ! d tanh / ! d th
——dx = tanhx = dr= —
(cosh x)? (sinh x)? g oM
1 1
_ _ z+1
/1+$2dx—arctanaz /1_x2da:—ln }m‘
[ E— [
————dx = arcsinz ————dx = arsinhx
V1— 22 V1+ 22

© Probe als Ubung: Integrale sind durch Ableiten leicht nachzupriifen!
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Partielle Integration und Substitution Fazit

Aus der Produktregel folgt dank HDI die partielle Integration [B129]:
Far alle stetig differenzierbaren Funktionen f,¢g: [a,b] — R qilt

/ b_af(a?) d@de = [f@o@]_ - [ b_ f'(@) g() d

Aus der Kettenregel folgt dank HDI die Substitutionsregel B131]:
Fir g:[a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig qilt

b g(b)
fg(®) g/ (t) dt = / £(u) du.

t=a =g(a)

& Damit lassen sich bereits viele Integrale elementar berechnen.

© Jede rationale Funktion r(x) = p(x)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominenteste Beispiele sind die Glockenkurve exp(—xz2/2) und die
Spaltfunktion si(x) = sin(z)/z [B149]. Hier nutzen wir Potenzreihen o0.4.

B404

Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert Fazit

Zur Integration Uber ganz R haben wir drei nutzliche Moglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

[ 1@ o= [ o= [ o

/\ Hierzu miissen rechts beide Integrale endlich sein.
& Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein tiber Q C R™ (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte

00 z b
/_ f(x)dx := lim f(z)dz + lim f(x)dx

a——o0 [ b—+o0 J,

/\ Hierzu miissen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
& Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.

(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)

(CH) / f(x)dx := lim f( ) dx

r—00

&) Existiert das Integral (2) so auch (3) und belde sind gleich. B
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nlcht
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Vergleich von Reihe und Integral Fazit

Sei f:R>o — R>o monoton fallend. Far alle a < b in N gilt dann

b+1

b b
fde < Y5k < f@+ [ f@ds
a k:a r=a

r=

Das ist oft eine nltzliche Naherung: Wir ersetzen mihsame Summen
durch bequeme Integral, oder auch umgekehrt je nach Anwendung.
Durch Grenzibergang b — oo erhalten wir

[t < Yiw o< f@+ [ s
r=—aq k:a/ r=—=a

Insbesondere haben Reihe und Integral gleiches Konvergenzverhalten.
Beispiel: Flr die Funktion f(z) = 1/x erhalten wir

|
In(n+1) < ;E < 1+In(n)

© Die harmonische Reihe wachst wie der natlrliche Logarithmus!
Insbesondere erkennen wir die Divergenz Y"}_; + — oo flir n — oo.

B406

Abelscher Grenzwertsatz Fazit

&) Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten:

Sei Y 72, ar eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.

Dann konvergiert die Potenzreihe f(z) = > 7o, axx® fur alle z € [0, 1]
und die so definierte Funktion f:[0,1] — C ist stetig, sogar in x = 1.
Fur z 1 konvergiert also f(x) = S5, arz® gegen f(1) = 322, a.

Beispiel: Fiur alle z € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung

o

(—1)% g w2 2 ozt x® af
In(1+ ) = Ty T
a(l +2) kZ_OkJrlx oty a5 6 T

0

(_1)k: ot 1 x?) :B5 :137 x9 xll
arctan(z) = ) | ppq S A I

k=0
Fir x 7 1 erhalten wir dank Abel die beiden berihmten Reihen

— (-D)" — (-D)" =
2 3T R®  und D o m =7
k=0 k=0
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Konvergenzkriterium von Leibniz Fazit

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form
00 n—1
koo 1 k
(1) > (—Dfay = nlgg@Z(—n a,
k=0 k=0
(2) / e“? q(z) dz == lim e“? q(x)de, w#D0.

=0 r—00 =0
(1) Die Folge a; € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; \, 0,
also ag > a1 > a2 > ... und ar — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerabschatzung |72 (—1)*ax| < a, N\, 0.
(2) Die Funktion a: R>9 — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) \, 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wzx).
Beispiel: Das Leibniz—Kriterium sichert die Konvergenz von Reihen
wie den beiden obigen >"7° ,(—=1)*/(k + 1) und >_22 (= 1)%/(2k + 1).
& Uber den Grenzwert macht das Leibniz—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische N&herungen mit Fehlerabschatzung!
Fr die Konvergenz trigonometrischer Reihen wie Y 72 | /** /k* oder
> ey cos(kx)/k* oder Y72 ; sin(kx)/k® nutzen wir folgendes Kriterium.

c . 0o B408
Konvergenzkriterium von Dirichlet Fazit

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

) n—1
(1) Zak b :T}LH;IOZ% br,
k=0 k=0
(2) / a(z)b(z)dr = lim a(z) b(x) dz.
=0 700 Jx=0

(1) Die Folge a; € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; ™\, 0.

Die Folge b, € C habe beschrénkte Partialsummen B, = 27, by,
das heif3t |B,,| < M fUr eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, ~\, 0 fur n — oc.

(2) Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) \, 0.
Die Funktion b: R>¢ — C sei auf jedem Intervall [0, r| integrierbar mit
beschrankter Integralfunktion B(r) = [; b(x) dz, das heiBt |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2) mit Fehler < 2Ma(r) \ 0 flr r — oo.

& Uber den Grenzwert macht das Dirichlet—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische N&herungen mit Fehlerabschatzung!




Integration mittels Substitution g

Aufgabe: Berechnen Sie fir x € [—a, a] die folgende Stammfunktion:

2

/\/ a2 —x?2dx = g\/ a? —x2 + % arcsin(z) + const
a

(1) Wie prufen Sie diese Gleichung? (2) Wie finden Sie sie?

Losung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren x = asin(t):

/ Va2 —rz?dx = / Va2 —a2sin(t)? - acos(t) dt
= q? /Cos(t)2 dt
_ a2/ 1 + cos(2t) iy

2

2 2
= %t + CLZ sin(2t) + const

B410

Integration mittels Substitution Ubung

Die Rucksubstitution ¢ = arcsin(z/a) erfordert Sorgfalt:

2 2 2 2
%t 4+ az sin(2t) = %t + % sin(t) cos(t)
2 2
— %t + % sin(t)4/1 — sin(t)2

2 2

Soein(0) + 5 (1= ()
= — arcsin|( — —( - — (=
2 a 2 \a a
2
:a—aufcsim(g)—i—f a? — x2
2 a 2

© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).
Fingerlbung: Entwickeln Sie alle hier bendtigten Identitaten aus den
Euler—Formeln cos(t) = (e 4+ ™) /2 und sin(t) = (e — e~ 1) /2i.
Alternativ kann man solche Formeln nachschlagen in Integraltafeln wie

dem umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von |.N. Bronstein und
K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme.

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.
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Integration mittels Substitution Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie fir = € R die folgende Stammfunktion:

2
/ Va2 +2?2dx = E\/ a? + x2 + % arsinh(§> + const
a

2

a? + x2 + % ln(x + Va2 + :132) + const

(1) Wie prifen Sie diese Gleichung? (2) Wie finden Sie sie?

R N

Losung: (1) Sie prufen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren x = a sinh(t):

/ Va2 + x?dx = / Va2 + a?sinh(t)2 - a cosh(t) dt

= a? /cosh(t)2 dt

1 h(2t
:ag/ —|—C028( )dt

CL2 2

= ?t + az sinh(2¢) + const

B412

Integration mittels Substitution Ubung

Die Rucksubstitution ¢ = arsinh(x/a) erfordert Sorgfalt:
2 2 2 2

a a . a a .
Et -+ Z Slﬂh(2t) = ?t —+ ? Slnh(t) COSh(t)
CL2 CL2
=St sinh(t)y/1 + sinh(#)2

a? ) T a? /x T 2
= — arsmh(—) + — (—) 1+ (—)
2 a 2 \a a

2
~ 4 arsinh(f) + i a? + 2
2 a 2

© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).

NUtzliche Fingertbung: Entwickeln Sie alle hier bendtigten ldentitaten
aus den Formeln cosh(t) = (e! +e7%)/2 und sinh(t) = (e! —e™?)/2.

Mit der Mitternachtsformel erhalten Sie hieraus schlief3lich:

arsinh(t) = In(¢t + /1 + ¢2)

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.
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Verstandnisfragen: elementare Stammfunktionen Ubung

Aufgabe: Zu folgenden Funktionen sollten Sie Stammfunktionen
auswendig kennen und auch durch Ableiten nachprtfen kdnnen.

/aza dz, /ldx, /em dz, /lnxdx,
x
/sinxdx, /cosxdx, /sinhazdx, /coshxdx,

1 1 1 1
d d —d —d
/ (cosx)? v / (sin x)? “ / (cosh x)? “ / (sinh z)2 “

[ P ey e
T +a2 " 1270 T Tra2

Losung: Diese Stammfunktionen finden Sie auf Seite B124.
Versuchen Sie, alle gewissenhaft durch Ableiten nachzuprifen.

© Umfassende Integraltafeln finden Sie online zum Beispiel unter
de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_ Mathematik:_Integrale.
Heutzutage sind Computer-Algebra-Systeme der bequemste Zugang.

/\ Einfache Integrale sollen Sie sicher erkennen und selbst berechnen.

B414

Verstandnisfragen: der Hauptsatz Ubung

Nochmal der Hauptsatz: Sei 2 C R ein Intervall und C* = C*(Q, R)
die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f:Q — R.

Aufgabe: Differenzieren und Integrieren definieren zwei Abbildungen

D:C'-C": F f mit f(a:):%imF(ti_F(x),
—T — X

I:C°=Ct: f=F mit F(z)= f(t)dt.
t=xo

(1) Gilt (Do I)f = ffur f € C°? Gilt (I o D)F = F — F(xg) fir F € C'?
(2) Sind C! und C" Vektorraume? Sind D und I lineare Abbildungen?
(3) Was sind Bild und Kern von D? Was sind Kern und Bild von 17?

© Diese Sichtweise nutzen wir spater fur Differentialgleichungen.

Losung: (1) Das sind die beiden Aussagen des Hauptsatzes B11 (HDI).
(2) Ja, C! und C" sind Vektorraume, und hierauf sind D und I linear.
(8) Dank (D o I)f = f ist D surjektiv, also Bild(D) = C°.

Ebenso ist I injektiv, &quivalent hierzu gilt Kern(l) = {0}.

Aus (I o D)F = F — F(x¢) folgt Bild(I) = { F € C! | F(z0) =0 }.

Fir DF = 0 folgt F' — F'(z¢) = 0, demnach gilt Kern(D) = {const}.



http://de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_Mathematik:_Integrale
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Verstandnisfragen: mogliche Fehlerquellen Ubung

Aufgabe: Die Ableitung von —z~! ist 272, also gilt [ 1/z?dz = —1/x.
Was halten Sie von folgenden Rechnungen? Stimmt das Ergebnis?

2 1
1 . —172 1 1
1 —d = |— =——+4+1=4=
(1) lezx B R e
2
1 —172 1
(2) / —dr = |— :———1:—§
1 L T 1-1 2 2
1 ]- part 1 _]- 1
(3) /—da::/1 ~dzx = x-——/aj —dezl—l—/—daﬁ
x x Bl x x x

Lésung: (1) Ja, dies gilt dank HDI fir 1/2? auf dem Intervall [1, 2].

(2) Der HDI gilt nur auf Intervallen, aber auf [—1,2] ~. {0} gilt er nicht!
1/2 ist positiv, also auch [, 1/22dz; genauer [*, 1/2%dz = co. [6208
Obige Rechnung und das Ergebnis —3/2 sind also kompletter Unsinn.
(3) Lesen Sie Korollar B1J zur partiellen Integration nochmal genau!

&) Wir brauchen Rechenregeln, moglichst prazise formuliert als Satze.
Die Voraussetzungen klaren, wann und wie wir sie anwenden kdnnen.

B416

Verstandnisfragen: Funktionenklassen Ubung

Aufgabe: Welche Aussagen Uber Funktionen f: [a,b] — R sind wahr?
Begriinden Sie durch ein Ergebnis der Vorlesung oder Gegenbeispiel.

(1) Ist jede differenzierbare Funktion stetig? und umgekehrt?

2) Ist jede stetige Funktion integrierbar? und umgekehrt?

3) Jede rationale Funktion f ist diff’bar und f” ist rational.

4) Jede rationale Funktion f ist integrierbar und | f ist rational.

5) Jede elementare Funktion f ist diff’bar und f’ ist elementar.

6) Jede elementare Funktion f ist integrierbar und [ f ist elementar.
7) Jede analytische Funktion f ist diff’bar, und f’ ist analytisch.

(8) Jede analytische Funktion f ist integrierbar, und [ f ist analytisch.

(
(
(
(
(
(

Losung: (1) Ja, dank Definition / Nein, Gegenbeispiel f(x) = |x|. (2) Ja, dank HDI / Nein,
Gegenbsp. f = Ijg 17. (3) Ja/Ja, dank Quotientenregel. (4) Ja/Nein, Gegenbsp. [ 1/ dz = In|z|.
(5) Ja/Ja: Jede elementare Grundfunktion ist diff’bar, sogar analytisch, auf ihrem offenen (!)
Definitionsintervall, mit elementarer Ableitung, somit auch Summe, Produkt, Komposition.
Andernfalls erhalten wir Gegenbeispiele wie 1/z oder |z| = v/z2. (6) Ja/Nein, exp(—x?) und
sin(x)/x sind elementar, aber ihre Stammfunktionen nicht. (7) Ja/Ja. (8) Ja/Ja. Wiederholung!




B417

Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung

A

Aufgabe: Wir fixieren ¢ € R fo f NN SERES
und untersuchen die Funktion L —
x fo
s R—>R:2x— |
i T T el <\\\
fi
X

I O e o Y

M

/

(1) Far welche a € R> ist f, absolut integrierbar? (2) uneigentlich?
(3) FUr welche a € R existiert zu f,: R — R der Cauchy—Hauptwert?
(4) Sind diese drei Integraldefinitionen translationsinvariant?

[ te-aas = [ fa

B418

Beispiele zur uneigentlichen Integration Ubung
Losung: (1) Fir z — oo gilt f,(z) ~ 21%. Genauer: Fur x > 1 gilt
T i i
< R
2z¢ T 1+zle T a@

Daher ist f, absolut integrierbar flr a > 2, aber nicht fir a < 2.
Ausfahrlich: Fir a > 2 und = > 1 nutzen wir das Majorantenkriterium:

r T 2_a 2_a'_
/ a d:US/ % dx = [x r :¥—> L < 00
oe1 1+ |x|® o1 2 —alz=1 2—a a—2

FOr a < 2 und z > 1 hingegen nutzen wir das Minorantenkriterium:

r 1 [T 1 2—a 2—a _ 1
T T e g
r—1 1+ |Zl§'|a 2 r=1 212 —alz=1 2—a

Im Grenzfall a = 2 ist das letzte Integral 1 /21n(r) — oc.
(2) Ebenso fur uneigentliche Integrierbarkeit, denn f,(z) > 0 fir x > 0.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f,, existiert offensichtlich fir alle a € R:

r—oo [_..

/ * dz =0 — lim * dz =0
» 14 |z|® 1+ x|
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(4) Das absolute Integral ist translationsinvariant dank Konstruktion.

&) Dasselbe gilt auch flir uneigentliche Integrale, denn das Ergebnis
ist unabhangig vom willkarlich gewahlten Teilungspunkt z € R:

00 z b

/ f(x —zp)dxr = lim f(x —xp)dx + lim flx — o) dx
— 00 — -
zZ—xg

a——00 a

b—x

b—+o0
= lim f(x)dx + lim f(x)dx = /OO f(x)dx

A== Ja—x b—+o00 Z—To

/\ Der schwachere Cauchy—Hauptwert ist nicht translationsinvariant:

T r+I0 r4+I0
/ T+ o dx = / L de = / ad dx
—r1+‘x+x0| —r+4x0 1+|x‘ r—x0 l+2

r 1 47— .
= [m —In(1 + ZE)} - 270 + In 7 %o — 229 fOrr — o0
r—xo L+7r+xo

/\ Nicht einmal seine Existenz bleibt unter Translation erhalten:

T
/ r + xodx = 2rzg — sign(zg) - oo flrr — oo

—-Tr

© Die beste und robusteste Eigenschaft ist absolute Integrierbarkeit.
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N (z) = S@) RRARPZaREE
9al@) = 7 2o

i N
i NN —/

L N

Aufgabe: Wir untersuchen g, :R — R mit g,(x) = sin(z) /(1 + |z|*).
Far welche Werte a € R ist g, absolut integrierbar? uneigentlich? CH?

Losung: Absolut integrierbar fir a > 1, aber nicht fiir a <1
Uneigentlich integrierbar fr a > 0, aber nicht far a < 0.

FOr jedes a existiert der Cauchy—Hauptwert und ist gleich 0.

Die ausfuhrliche Rechnung verlauft analog zur folgenden Aufgabe.

v —




Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit
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Ubung

Aufgabe: Wir untersuchen f:[1, 00] — R mit f(x) = z%sin(x).

(1) Skizzieren Sie diese Funktion flr verschiedene Parameter a € R.

(2) Far welche Parameter a € R ist f absolut integrierbar?
(3) Fur welche Parameter a € R ist f uneigentlich integrierbar?

N s

/‘\

"

N z
a=—15] _——— —
~— © Speziell fir a = —1
a= —0.5 [ . .
erkennen wir hier die
I Spaltfunktion (B149).

© Solche Integrale treten in der Fourier—Theorie haufig auf (Kapitel K).

Die zugehorigen Konvergenzfragen sind knifflig, aber auch lohnend.

Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit
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Ubung

(2) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

lim ' |z sin(z)| dz.
1

r—00 =

FUr a < —1 folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium:

r r at+1 T a+1l __ 1 —1
/ ‘xasin(x)‘de/ x%dr = [x } ! o <
r—1 =1 a + 1 1 a + 1 a + 1

Fir —1 < a < 0 folgt die Divergenz aus dem Minorantenkriterium:

km km
/( |2 sin(z) | dz > (lm)a/ |sin(z)| dz > 2(km)”

E—1)m (k=)

Wir erhalten als untere Abschatzung eine divergente Reihe:

oo oo ko o0
/ |2 sin(z) | dz = Z/ |2 sin(z) | dz > Z 2(km)* = 00
T=T k=2 (k—1)m k=2

FUr a > 0 folgt die Divergenz ebenso aus dem Minorantenkriterium.

©.9)
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(3) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

T
lim % sin(z) dz.
T—>00 r=1
FOr a > 0 existiert dieser Grenzwert nicht: Dies sieht man wie zuvor mit
dem Minorantenkriterium. FlUr a < 0 hingegen existiert der Grenzwert!

Dies folgt bequem aus dem Konvergenzkriterium von Leibniz (B3H)
bzw. allgemeiner aus dem Konvergenzkriterium von Dirichlet (B31).

Konkret geht’s so: Wir integrieren partiell und schauen genauer hin.

T

/:: x%sin(x) dx = {—x“ cos(a?)r —I—/x ax® 1 cos(x) dx

=1 r=1 =1
T

= cos(1) — r%cos(r) + / azx® ! cos(x) dx

r=1

Es gilt 7* cos(r) — 0 und das letzte Integral konvergiert absolut:

T T r
/ ‘a:v“_l cos(z)| dz < / —az® tdx = [—x“} =1-r"—1
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Aufgabe: Erklaren Sie durch geeignete Satze oder Gegenbeispiele:
(1) Damit die Reihe > ;7 f(k) = lim, , Y .,._, f(k) konvergiert,

ist das Kriterium f(k) — 0 fur k — oo (a) hinreichend? (b) notwendig?
(2) Damit das Integral [°  f(z)dz = lim, o [,__ f(z)dz konvergiert,
ist das Kriterium f(z) — 0 fir x — oo (a) hinreichend? (b) notwendig?

Losung: (1) Das Kriterium f(k) — 0 far £ — oo ist nicht hinreichend,
wie die harmonische Reihe ) .-, 1/k zeigt. Es ist aber notwendig dank
Cauchy—Kriterium, siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, Lemma 1.9.1.

(2) Das Kriterium f(x) — 0 fir x — oo ist auch far Integrale nicht
hinreichend, wie (nochmals) das Beispiel [~ z~!dx zeigt.

Es ist auch nicht notwendig, wie das Fresnel-Integral [ °, sin(z?) dx
zeigt! Wir substituieren u = 22; mit » = \/u und dz = 2u~"/2 du gilt:

2
T, " sin(u)
sin(xz“) dx = / du
Lzl ( ) u=1 2\/a

Dieses Integral konvergiert fur » — oo, wie die vorige Aufgabe zeigt.
Den Grenzwert berechnen wir spater mit komplexer Integration. [F529]
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Aufgabe: (1) Nennen Sie eine Funktion fy: R — R, die stetig ist, aber
(in mindestens einem Punkt) nicht differenzierbar, somit f, € C° ~ C*.

(2) Nennen Sie eine Funktion f; : R — R, die einmal stetig
differenzierbar ist, aber nicht zweimal, somit f; € C! ~ C?.

(3) Nennen Sie fir jedes n € N eine Funktion f,,: R — R, die n—mal
stetig differenzierbar ist, aber nicht (n + 1)-mal, somit f,, € C™ ~ C" "1,

Losung: (1) Die Betragsfunktion fy(z) = |x| ist stetig, auch in x = 0.
Sie ist aber im Punkt = = 0 nicht differenzierbar (Skizze!), denn

I fo(z) — fo(0) _ im & =1, lim fo(z) — fo(0) _ Cm F
£ \,0 z—0 z\,0 T x /0 x—0 xS0 X
(2) Die Funktion f(z) = [~ o Jo(t) %x!az\ ist diff’bar mit f] = fo

(dank HDI oder d|rekt) also stetig dn‘f bar, aber nicht zweimal diff’bar.

(3) Sei n > 1. Aus der gegebenen Funktion fno1 € (J’”—1 ~ C™ gewinnen
wir durch Integration die Funktion f,, (x ft 0 Jn— 1(t) dt. Dank HDI ist

fn diff’bar mit f/ = f,_1. Demnach gilt fn e C" O" 1 , Wie gewunscht.
Angefangen mit fo(z) = |z| erhalten wir induktiv f,(z) = 2" !|z|.
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[ [ ] Siehe Kimmerle—Stroppel, Analysis, Kapitel 2, insbesondere 2.2.14.
Flr Funktionen f:R — R kennen Sie die Begriffe differenzierbar und
stetig differenzierbar. Sie fragen sich, worin der Unterschied besteht?
Sehr gut! Solche Fragen klaren Sie am besten durch gute Beispiele:

Aufgabe: Skizzieren Sie flr einige Exponenten « € R die Funktion

fUR Rz |z|*sin(1/|z]) flr z # 0,

(0) Ist £, auf R* = R ~. {0} stetig (C°)? stetig differenzierbar (C*)?
mehrfach (C™)? sogar glatt (C°°)? oder gar analytisch (C*)?

Fur welche Exponenten « ist diese Funktion (1) stetig, also f, € C°?
(2) Uberall differenzierbar? (3) stetig differenzierbar, also f, € C'?

(4) Nennen Sie eine Funktion ¢g: R — R, die Uberall differenzierbar ist,
aber deren Ableitungsfunktion ¢’ : R — R nicht Gberall stetig ist.

(5) Nennen Sie fur jedes n € N> eine Funktion g, : R — R, die n—mal
differenzierbar ist, aber deren nte Ableitung nicht stetig ist.
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Schnelle Oszillation sin(1/|z|) mit gedampfter Amplitude |x|*:

/ |
Ty
\
ou

N

\
\Y/

i N
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Verstandnisfragen: stetige Differenzierbarkeit Erinnerung

Losung: (0) Auf R* ist f,, stetig / differenzierbar / glatt / analytisch,
denn f, ist Produkt und Komposition solcher Funktionen: z und sin(x).

(1) FOr o > 0 ist f,, stetig im Punkt 0, denn |f,(x)| < |z|* — 0 fir x — 0.

FOr o < 0 hingegen ist f, in 0 unstetig: Der Grenzwert existiert nicht!

(2) FUr a > 1ist f, im Punkt 0 differenzierbar: Fur xz ™\, 0 gilt

(fa(z) — f2(0))/(z — 0) = 2% sin(1/x) — 0, also £’ (0) = 0.

FOr o < 1 hingegen existiert dieser Grenzwert nicht!

(3) Flr x > 0 gilt f(x) = az® sin(1/x) — 22 cos(1/x).

Fir 1 < o < 2ist demnach f, differenzierbar, aber f/ nicht stetig.

(4) GemaB (3) ist g(z) = fo(x) = 2 sin(1/x) ein einfaches Beispiel.

(5) Sein > 2,und g,—1:R — R sei (n — 1)—mal differenzierbar, aber
72’1_11) sei nicht stetig. Durch Integration gewinnen wir die Funktion

gn(x) = [~ gn—1(t) dt. Dank HDl ist g,, diff’bar mit g;, = g,,_1, also

n—mal diff'bar, aber ¢\ = ¢"" ") ist nicht stetig, wie gewiinscht.

Explizit gelingt g,,(0) = 0 und g, (z) = |z|*"sin(1/|z|) oder alternativ
gn(x) = |z|" Tt sin(In|x|): wie in (1-3) genligt sorgfaltige Nachrechnen!
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Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion fi(z) = dist(x, Z),

also den Abstand von = € R zur nachsten ganzen Zahl a € Z.
Skizzieren Sie ebenso f,(r) = dist(x, 17Z) furn = 2,3,4,5.

(2) Skizzieren Sie g, = f1 + fo + -+ + fn. Warumgilt g,, * g?

(3) Berechnen Sie die Integrale fO gn(x) dz und schlieBlich fo r)dr.
Losung: (2) Wegen f,, > 0gilt0 < g1 < g2 <.... Wegen |f,| < 5 , gilt

oo

1 1 e—1
<sz' 2%'25[_ Z%E]: 5 ~ 0.85914.

Fir jedes feste = € R ist die Folge (g, (x)),en monoton wachsend und
beschrankt, also konvergent. Den Grenzwert bezeichnen wir mit g(x).

(3) Wir sehen fO frn(z)de = 4 41> dank Linearitat des Integrals also
fo gn(z)dz = Y"}_; 7, und dank monotoner Konvergenz schlieBlich

/1 (x)dx—ii _1 —1+§:l =1 042957
o =t o] R
© Unsere Integrationstechniken lésen auch dieses Problem elegant.
Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Erganmung
filz) = d(z, Z) 92
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Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar Ergéinzung

A AN aa VAE

Satz B4A: Takagi 1901
Die so definierte Takagi-Funktion g:R — R:z +— Y °° | dist(z, 3, Z)
hat eine Reihe Uberaus bemerkenswerter Eigenschaften:

1 Die Funktion g ist stetig, aber in keinem Punkt differenzierbar.

2 Die Funktion g ist auf keinem Intervall [a, b] mit a < b monoton.

3 Sie nimmt in jedem Punkt z € Q ein striktes lokales Minimum an.

© Das klingt unglaublich, ist aber wahr! Wer hétte das gedacht?
Das Beste daran: Alles ist explizit, Sie kbnnen es direkt nachrechnen.
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Beweis: (1a) Die Funktion fr : R — R ist stetig fiir jedes £ € N, also auch g,, = ZZ:1 fr.
Zudem gilt 0 < g(z) — gn(z) < D202, 11 511 < 1\ 0. Die Konvergenz g, — g ist also
gleichmiBig auf R. Daher ist auch die Grenzfunktion g : R — R stetig.

(1b) Sei x € R. Fiir n € N ist die Funktion fn zwischen den Punkten —Z stiickweise affin mit
Steigung il Somit ist f, affin auf [x — 1=, z] oder auf [z, + . Fur n > 3 wihlen wir
hy = +—=— syl +1), so, dass f, zwischen z und x + h,, affin ist. Glelches gilt dann fiir alle fx mit

1 < k < n.Firk > n+ 1 hingegen gilt fi.(z 4+ hy,) = fr(x). Der Differenzenquotient ist

0 = (33—|—h Z fk(x—|—h — fr(x) _ En:j:l.
k=1

Daher hat die Folge (g )nen keinen Grenzwert. Das heifit, f ist in « nicht differenzierbar.

Aus (3) folgt (2); es reicht also, Aussage (3) zu zeigen. Jede rationale Zahl x € QQ ldsst sich
schreiben als z = a/n! mita € Z und n € N>;. (Warum?) Wir zeigen g(u) > g(z) fiir alle

u € Rmit0 < |u — x| < 7 := 1/(2n)!. Die Funktion g,_1 = >_7_| fi istauf [x — 7,z + 7]
stiickweise affin, und die Steigung liegt iiberall zwischen 1 — n und n — 1. Die Funktion
h=37""1 f; hingegen erfiillt h(u) = n|u — z| fir alle u € [z — 7,z + 7]. Demnach ist die
Summe g2n,—1 = gn—1 + h streng fallend auf [x — r, z] und streng wachsend auf [z, z + 7].
Insbesondere ist = das strikte Minimum von gz,,—1 eingeschrénkt auf [x — r, z 4 r|. Fiir alle

k > 2n gilt fr,(z) = 0und f(u) > O fiir alle u. Deshalb ist = das strikte Minimum auch von g
eingeschrinkt auf die hinreichend kleine Umgebung [z — r, x + r]. O
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Der Mittelwertsatz der Integralrechnung Erinnerung

Satz B4B: Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f:[a,b] — R stetig, ¢g:[a,b] — R integrierbar und g > 0 (oder g < 0).
Dann existiert ein Punkt £ € [a, b] mit der Mittelwerteigenschaft

/ ’ f(a) gla) do = £ / o)

Im Spezialfall ¢ = 1 erhalten wir f;f(az) dz = f(&) - (b—a).
Im Falle f;g(x) dz = 1 erhalten wir ff f(x)g(z)dx = f(&).

Aufgabe: Beweisen Sie diese Aussage!

Losung: Auf dem kompakten Intervall [a, b] existieren m := min f und
M := max f. Wegen g > 0 auf ganz [a, b] gilt damit mg < fg < Mg.
Das Integral ist monoton und linear, also folgt m [ ¢ < [ fg < M [ g.
Demnach existiert ein Faktor € [m, M| mit [ fg=1n [ g.

Wir nutzen den Zwischenwertsatz fur die stetige Funktion f:

Es existiert £ € [a,b] mit (&) = u. Somit gilt [ fg = f(&) [ 9.
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Satz B4c: Taylor—Polynom und Restglied

Sei I C R ein Intervall und f: I — R sei (n + 1)—mal stetig diff’bar.
Das n—te Taylor—Polynom von f zum Entwicklungspunkt a € I ist
/ " (n)
To(z) = f(a) + ff7)<w—a>+ fg('a><w—a>2+---+ 718 gyn.

n!

Far alle x € I sei R,(x) := f(z) — T,,(x) das Restglied. (1) Es gilt

n!

R (z) = /t bl FtD () de  (Integralform)

(2) Zu jedem x € I existiert ein £ zwischen a und x mit

_ f(n-i-l) (g) (Zl? . a)n—{—l
(n+1)!

R, (z) (Lagrange—Form)

© Die Lagrange—Form des Restglieds gilt sogar, wenn f nur (n 4 1)-mal differenzierbar ist;
die Stetigkeit von f (n+1) bendtigen wir hierzu nicht. Der Beweis unter dieser schwicheren
Voraussetzung ist allerdings etwas trickreicher, sieche Kimmerle-Stroppel, Analysis, §2.6.
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Aufgabe: Beweisen Sie Aussage (1) firn = 0,1, 2,... per Induktion.
Folgern Sie (2) mit dem Mittelwertsatz B4B der Integralrechnung.

Losung: (1) Induktionsanfang: Der Fall n = 0 ist der HDI
f(z) = f(a) + f(t)dt = To(z) + Ro(x).
t=a

Induktionsschritt: Sei n > 1 und Aussage (1) gelte far n — 1.
Wir haben also f(x) = T,,—1(z) + R,—1(x) mit dem Restglied

T (r— n—1
Rn—l(m) — /t: ((n _t)l)| f(n) (t) dt
_ | (CU ;'t)nf(n) (t)} j’:a n /tf (CU;—'t)?lf(nﬁ—l)(t) dt
= (x ;'a)n f(n) (CL) + /tz (m ;'t)n f(n+1) (t) dt.

Hieraus folgt f(z) = T,,(x) + R, (z) wie in Aussage (1) behauptet.
&) Somit gilt die Restgliedformel (1) fiir alle nattrlichen Zahlen n € N.
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(2) Sei zun&chst x > a. Somit gilt (x — ¢)™ > 0 fur alle ¢ € [a, x].
Nach dem Mittelwertsatz B4B existiert ein £ € [a, x] mit

Ra(z) = FOHD () Mdt _ f(”+1)(§)/ (= _'t) 4t
t=a n. t=a n.
(z — t)"“r _ ()
(n+1)! Jt=a (n+1)!
Den Fall x < a mit (x —¢)" < 0 oder > 0 behandelt man ebenso:

Der Mittelwertsatz B4B qilt wortlich genauso und garantiert £ € [z, a].
&) Somit gilt die Restgliedformel (2) fiir alle nattrlichen Zahlen n € N.

)n—l—l

ARG

(x —a

Bereits der Fall n = 0 ist sehr natzlich; wir halten ihn gesondert fest:

Korollar B4D: Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Ist f: [a, 2] — R stetig differenzierbar, so existiert ein € € [a, x| mit

f(@) = f(a) + f(€)(z — a)
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Polygonzlge sind stetig, aber nicht glatt. Erinnerung

A AN AN

f T g x h x

\ \
4 4

~N

Wir suchen Funktionen f, g, h: R — R mit folgenden Eigenschaften:
@ f(r)=0flrz <0und f(x) > 0flrz > 0,
® g(z)>0flr0 <z <1undg(z)=0sonst,
@ h monoton mit A(z) = 0 far x < 0und h(x) = 1 for z > 1.

Wenn wir nur Stetigkeit (C°) verlangen, so ist die Losung leicht:
Hierzu genigen stiickweise affin-lineare Funktionen wie skizziert.

) Diese Funktionen sind stetig, aber nicht differenzierbar.

Wir kénnen zudem Differenzierbarkeit erreichen, genauer sogar C*,
indem wir stickweise Polynomfunktionen vom Grad k + 1 verkleben.

© Kénnen wir auch C>—glatte Funktionen f, g, h erreichen? Jal!

Das ist erstaunlich, die Ausfuhrung ist keineswegs offensichtlich.
Die folgende Aufgabe erklart hierzu die klassische Konstruktion.
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Diese Funktion ist glatt, aber nicht analytisch. Erinnerung

Aufgabe: (0) Skizzieren Sie fur a > 0 die bemerkenswerte Funktion

e /=% flrz > 0,

T R—=R:z~— =
/ v J(@) 0 far z < 0.

Losung: Einige Auswertungen ergeben folgendes Bild flir o = 1, 2:
T e—l/a:2

—— —1/x
/% i L

7

Diese bemerkenswerte Funktion hat erstaunliche Eigenschaften: Sie ist iiberall auf R ~. {0}
analytisch, also lokal durch eine Potenzreihe darstellbar. Auf R ist dies trivial, auf R~ gilt es
dank Komposition analytischer Funktionen. An der Klebestelle O ist die Funktion f immerhin
noch C'°°—glatt, aber nicht mehr analytisch. Diese beriihmte Funktion dient uns hier zunichst als
Werkstiick zur Illustration, spédter werden wir sie als Werkzeug nutzen, zur Konstruktion glatter
Testfunktionen fiir Distributionen und von exotischen Gegenbeispielen zu PDEs [S108].

[[] Fiir die Funktion e~/ ** mit o = 2 siehe Kimmerle-Stroppel, Analysis, Beispiel 2.6.12.
Sie begegnet uns auch als eine Losung der rationalen Differentialgleichung 23y’ = 2y M321],




B439

|St dlese Funktion WII’k|ICh glatt? Erinnerung

Aufgabe: Sei g:R-g — R:x — g(x) := c12 + 12 + - - - 4 cpx®, mit
Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, € R und Exponenten e, ez, ..., e, € R, und

g(x)e /" furz >0,
0 far z < 0.

f:R—>R:xr—>f(x)::{

(1) Ist f stetig? in z £ 0?7 in x = 07 differenzierbar? in z £ 0? in x = 07?
Wie rechnet man die Ableitung aus? in x # 0?7 in x = 0?7 Zeigen Sie:

() = [g’(x) + g(x) - oz/maﬂ] e /2% flirz > 0,
0 fur x < 0.

(2) Ist f stetig diff’bar? zweimal? beliebig oft? also f € C*°(R,R)?
(3a) Berechnen Sie die Taylor—Reihe der Funktion f um z = 0.
(3b) Konvergiert die Taylor—-Reihe? Konvergiert sie gegen f?
(3c) Ist die Funktion f analytisch? in z # 0?7 in x = 0?

A\ Nicht jede C>°—Funktion f:R — R |&sst sich in eine Potenzreihe
flx) => ", anz™ entwickeln: Die zu f gehérige Taylor—Reihe kann
divergieren! Selbst wenn sie konvergiert, so nicht unbedingt gegen f!
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Losung: (1) In jedem Punkt x # 0 ist f stetig / glatt / analytisch, denn
dort ist f eine Komposition stetiger / glatter / analytischer Funktionen.
Die angegebene Ableitung f/(x) folgt aus Produkt- und Kettenregel.
Es bleibt nur noch das Verhalten in x = 0 zu klaren. Fir x ~\, 0 gilt:

1 1 1 1
f(2) = g() / (1 e T T 3lx3e T e T ) -0

Firx 7 0qilt f(z) =0 — 0. Somit ist f stetig in 0. FUr = \, 0 gilt:
[@) = [(0) _ J(x) _ g(w) / (1+ L N ) o

r—0 x x xe  2lpZe
Rechtsseitig gilt /’(0+) = 0. Linksseitig gilt trivialerweise f'(0—) = 0.
Also ist f tats&chlich differenzierbar in 0, und die Ableitung ist f/(0) = 0.

(2) Die Ableitung f’ ist von derselben Form, dank (1) also differenzierbar.
Per Induktion ist f somit beliebig oft differenzierbar, kurz f € C*°(R,R).
(3) Fir k € N gilt f(*)(0) = 0. Die Taylor—Reihe in 0 ist also T'(z) = 0.

Sie konvergiert, aber nicht gegen f # 0! Somit ist f in 0 nicht analytisch.
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A

b T

a

Gibt es C'°>°—glatte Funktionen g: R — R mit g(x) > 0fir0 < z < 1 und
g(x) = 0 sonst? Wie konstruiert man eine solche? Allgemein gefragt:

Aufgabe: (4) Vorgegeben seien a < b in R. Konstruieren Sie eine stetige
Funktion g: R — R mit g(x) > 0 fira < z < bund g(z) = 0 sonst.
Gelingt dies glatt, also g € C*>°(R, R)? analytisch, kurz g € C*(R,R)?

Bei Konstruktionsaufgaben geht es darum, eine Losung mit den geforderten Eigenschaften

zu konstruieren, und zwar méglichst explizit und direkt, und ihre Eigenschaften nachzuweisen.
Natiirlich kann man eine Skizze wie oben anfertigen und frech behaupten: ,,Voila, hier ist eine
Losung!“ Es bleibt allerdings nachzuweisen, dass dies tatséchlich glatt moglich ist, also beliebig
oft differenzierbar, selbst in den Klebestellen a und b. Genau hierzu dient diese Aufgabe.

Dass dies keineswegs selbstverstindlich ist, zeigt hier eindriicklich bereits die letzte Frage:
Wenn wir analytische Funktionen g : R — R fordern, so ist diese Konstruktion unmdoglich!

Wir miissen daher zunichst befiirchten, dass dies auch fiir C'°°—glatte Funktionen misslingt.
Wir schaffen nun Klarheit, indem wir die Konstruktion solcher ,,Hutfunktionen* ausfiihren.
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Hutfunktionen: glatt mit kompaktem Trager Ergéinzung

Losung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stiickweise affin-linear.

Wir nutzen f aus der vorigen Aufgabe und g(z) := f((b — z)(z — a)).
Diese Funktion ist glatt als Komposition glatter Funktionen.

Ebenso mdglich ist die Funktion g(x) = f(b — z) f(z — a).
Diese Funktion ist glatt als Produkt glatter Funktionen.

In beiden Fallen gilt g(x) > 0 fir a < < bund g(x) = 0 sonst.
Hingegen ist g nicht analytisch in den Klebestellen a und b, siehe (3).

P o,

o FETEREERE N S i

Diese Zeichnungen stammen aus der beriihmten Erzdhlung ,.Le Petit Prince* des franzosischen
Autors und Piloten Antoine de Saint-Exupéry (1900-1944). Das Bild links zeigt entgegen dem
ersten Anschein keinen Hut, sondern eine Riesenschlange, die einen Elefanten verdaut (rechts).
Er schreibt hierzu: J’ai montré mon chef-d’ceuvre aux grandes personnes et je leur ai demandé
si mon dessin leur faisait peur. Elles m’ont répondu : « Pourquoi un chapeau ferait-il peur ? »
Auch wir haben keine Angst vor Hutfunktionen, im Gegenteil nutzen wir diese wundersamen
Wesen im Folgenden raffiniert zur Konstruktion weiterer erstaunlicher und niitzlicher Funktionen.
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i

b T

\
7

a

Aufgabe: (5) Vorgegeben seien a < b in R wie zuvor. Konstruieren Sie
eine stetige Funktion h: R — R mit h(z) = 0 fir x < a und h(x) = 1 fOr
x > b und strikt monoton auf [a, b]. Gelingt dies glatt? analytisch?

Losung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stlickweise affin-linear.
Fur C'°>°—glatte Funktionen nutzen wir eine glatte Funktion g: R — R mit
g(x) > 0fira < x < bund g(x) = 0 sonst aus der vorigen Aufgabe (4).

(5) Wir haben ¢ := f;g(x) dz > 0 und setzen h(z) := ¢t [ g(t) dt.
Die Funktion A ist glatt dank HDI (B11) und erfullt alle Forderungen.
Hingegen ist i nicht analytisch in den Klebestellen a und b, siehe (4).

/\ Glatte Funktionen sind flexibel, analytische Funktionen hingegen sind starr. Fiir letztere gilt

der Eindeutigkeitssatz: Haben zwei analytische Funktionen ¢, : R O I — R in einem Punkt x¢
dieselben Ableitungen ¢*) (z0) = 1™* (o) fiir alle k € N, so gilt p(z) = (z) fir alle z € I.
Sind sie gleich auf einer beliebig kleinen Umgebung von xo, so sind sie iiberall gleich.
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Glatte Hutfunktionen auf Ballen Erganzung

Satz B4E: glatte Hutfunktionen auf Béallen

Gegeben seien Radien 0 < a < b < oo. Im R™ definiert dies die Balle
A=B(0,a)={zeR" |22+ - +22 <a®},
B=DB(0,b) = {zeR" |z} + - +a2) <b®}.

Hierzu kdnnen wir eine glatte Funktion A : R™ — [0, 1] konstruieren
mit h = 1 auf A und h = 0 au3erhalb B sowie 0 < h < 1 auf B \ A.

Beweis: Das gelingt wie in (5) durch h(z1,...,z,) = g(z? + -+ 22)
mit g: R — R glatt, wobei g(r) = 1 fiir r < a? und g(r) = 0 flr r > v2.
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h
/ konstant auf [a, b] \

a’ a b

 mit Trager supp(h) = [a/, V']

Ny
~
&

Aufgabe: (6) Vorgegeben seiennuna’ < a < b < binR.

Konstruieren Sie eine C'°°—glatte Funktion h: R — R wie skizziert:
konstant 4 = 1 auf dem Intervall [a, b] und h = 0 auBerhalb von ]a’, b'|
sowie strikt wachsend links auf [/, a] und strikt fallend rechts auf [b, ¥/].

Losung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stlickweise affin-linear.
Fur C'°°—glatte Funktionen nutzen wir zwei glatte Funktionen aus (5):

@ f:R—Rmit f(x) =0flrx <a und f(z) =1flrz > q,

@ g:R—>Rmitg(x) =0flrz<bundg(z)=1flrz >V
Das Produkt h: R — R: h(x) = f(x) - (1 — g(x)) erflllt alle Forderungen:

Die Funktion h ist offensichtlich glatt als Produkt glatter Funktionen,
zudem gilt h = f auf |—oo, bl und h = 1 — g auf [a, +oo].
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//,,-!

'lll[/l/&l'_-. / ' : X
et AN
S

Satz B4F: glatte Hutfunktionen auf Quadern
Seiena; < a; <b; < b, firi=1,...,n. ImR"™ definiert dies die Quader

A = [al,bl] X X [anaan

B =Ja, B[ x - x Jal, By,

Hierzu kdnnen wir eine glatte Funktion A :R™ — [0, 1] konstruieren mit
h =1auf Aund h = 0 auBBerhalb B sowie 0 < h < 1 auf B ~\ A.

v

Beweis: Dies gelingt wie in (6) durch hA(z1,...,zn) = hi(z1) - - - hn(Tn).
&) Das ahnelt einer Indikatorfunktion A306, doch mit glattem Ubergang.
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Glatte Hutfunktionen als Testfunktionen Erganzung

Glatte Funktionen f:R"™ — R sind bemerkenswert flexibel: Die vorigen
Konstruktionen zeigen, dass die Menge C2°(R") der glatten Funktionen
mit kompaktem Trager erstaunlich reichhaltig ist. Eine erste Anwendung:
Satz B4G: Verschwindungs- und Vergleichssatz

Sei (2 C R ein offenes Intervall, zum Beispiel 2 = |«, 5[ oder 2 = R.
FUr jede stetige Funktion f:R 2 2 — R sind dann aquivalent:

0 f =0, das hei3t Gleichheit f(z) = 0 in jedem Punkt x € Q.
1 [,|f(z)]dz = 0, das heiBt die L'-Norm verschwindet.

2 [, f(x)dz = 0 fir jedes kompakte Intervall A = [a, b] € Q.
8 [ f( x) dz = 0 fir jede Testfunktion ¢ € C°(2).

FUr je zwei stetige Funktionen f, g: R — R sind demnach aquivalent:
0 f =g, das heil3t Gleichheit f(z) = g(x) in jedem Punkt x € (.

1 fQ|f — g(x)|dx = 0, das heiBt der L'—Abstand verschwindet.

2 [, f( dx = [, 9(x)dx fUrjedes kompakte Intervall A € Q.

3 [, f( r)dr = [, g(x) ¢(z) dz fir jede Testfunktion ¢ € C°(9).
Glatte Hutfunktionen als Testfunktionen Erganmung

Aufgabe: Erkaren Sie diesen Satz anschaulich. Dann beweisen Sie ihn!

Losung: Die Implikationen ,,(0) = (1,2,3) sind trivial. Wir zeigen die
Umkehrungen durch Kontraposition: Angenommen f # 0, das heif3t
es gilt f(a) # 0 far ein a € Q. Wir dirfen f(a) = 2b > 0 annehmen.
(Im entgegengesetzen Falle f(a) < 0 betrachten wir — f statt f.)

Da 2 C R offen und hierauf f:Q — R stetig ist, existiert ¢ > 0 mit

B :=]a—2¢e,a+ 2] C Qworauf f > bgilt. Sei A :=[a —¢,a + €].
A1) = (0) Esgilt [|f| > [,f| = [,b=bvoli(A) = 2¢b > 0.

«(2) = (0):Esgilt [, f > [,b=0bvoli(A) = 2eb # 0.

,(3) = (0)“: Dank Satz B4E/B4F existiert eine C'°°~Funktion

¢:R— Rsgmitp(x)=1f0rz e Aund p(x) =0firz € Q \ B.
Dank Monotonie des Integrals gilt dann wie zuvor:

/Qf(x) diU—/f d:B>/Bbgo(x)d:L'>25b>O

© Wir kénnen f = 0 durch jedes dieser drei Kriterien (1,2,3) testen.
Ebenso f = g, indem wir den Satz auf die Differenz f — g anwenden.
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Und mit Bedeutung auch gefllig sei? [...]
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Mehrdimensionales Volumen Oberblick

Das Integral misst das Volumen. Die Grundidee ist denkbar einfach:
Jedem Quader Q = [a1,b1] X -+ X [an, by] C R™ kbnnen wir unmittelbar
sein Volumen zuordnen, namlich das Produkt seiner Seitenlangen (A3B).

Wir wollen jedoch nicht nur das
Volumen von Quadern messen,
sondern von beliebigen Mengen:

Der disjunkten Vereinigung
mehrerer Quader ordnen wir
die Summe ihrer Volumina zu.

(Bei einer beliebigen Vereinigung
ist zur Korrektur das Volumen der
Uberschneidungen abzuziehen.)

Damit kbnnen wir das Volumen beliebiger Mengen approximieren,
und schlieB3lich durch Grenzibergang sogar exakt bestimmen.

. . . Co04
Mehrdimensionale Integration Uberblick

In Kapitel A haben wir grundlegend erklart, was Integrale [, f bedeuten.

In Kapitel B haben wir eindimensionale Integrale f;’ f(x) dz berechnet,
insb. dank des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (B11).
FOr mehrdimensionale Integrale folgen nun zwei wichtige Techniken:

@ Der Satz von Fubini C1E flhrt die n—dimensionale Integration zurlck
auf n—fach iterierte eindimensionale Integration. Das hilft.

@ Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution und ermdglicht, geschickte Koordinaten zu wahlen.

Mit diesen drei Grundtechniken lassen sich bereits sehr viele Integrale
effizient berechnen. Hierauf aufbauend kommen in den folgenden
Kapiteln weitere bewahrte und nitzliche Rechentechniken hinzu:

@ Vertauschung von Integralen und Grenzwerten (Kapitel D)
® Integralsatze von Gaul3 / Green / Stokes (Kapitel E, G, H)
@ Wegintegrale holomorpher Funktionen und Residuen (Kapitel F)

Damit haben Sie einen umfangreichen Werkzeugkasten zur Integration,
der lhnen als Grundlage fir die meisten Anwendungen ausreichen wird.
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Zu Quadern @ C R™ und ¢ € R definieren wir die Treppenfunktion

A

f=2I4+11Ip

l
f = ch IQk .
k=1

/ B

A Q

All diese Treppenfunktionen biIden den R—Vektorraum 7T,, = T'(R").
Das Integral 7;, = R: f — [, f(x)dz misst das Volumen unter dem
Funktionsgraphen, also [, Io(z )dx = vol, (@) und linear fortgesetzt

4
/ [Z ek Ig, (z ]dx = Z Cl / Ip, (z)dx = ch vol, (Qk).
k=1

Treppenfunktionen sind ein niutzliches Werkzeug zur Approximation
weiterer Funktionen; ihr Integral ist dazu ein erster wichtiger Schritt.
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Wir fihren die n—dimensionale Konstruktion nun sorgfaltig aus.

Satz C1A: Existenz und Eindeutigkeit des Integrals

(0) Es existiert genau eine R—lineare Abbildung I,, : T;,, — R mit der
Normierung I,,(Ig) = vol,(Q) fur jeden endlichen Quader @) C R".

Diese Abbildung I, ist zudem monoton: Aus f < g folgt I,,(f) < I,,(g).

(1) Das eindimensionale Integral I, : 7y — R: f — [ o f(z)dx kennen
wir bereits (Satz B1A). Hieraus gewinnen wir I, : T;, — R iterativ gemaf

/ / / xl,azg,... )dxn---dxgdazl
z1€ER xQER Ty €R

Diese Konstruktion integriert n—fach eindimensionale Treppenfunktionen.

© Wir nutzen fortan die dbliche Schreibweise [ . f(x)dz := L,(f).
© Linearitat und Normierung garantieren genau die ersehnte Formel

¢ ¢
/n [ch I, (z ] ch/ Io, (z o Nom chVOIn(Qk;)-

k=1 k=1




Was bedeutet Wohldefiniertheit? Austiimang

Was genau ist hier zu beweisen? Ist die Aussage nicht trivial? Nein!

Warum gentigt nicht einfach die letzte Formel als Definition? Ich nenne
drei Gegenbeispiele, um Sie gegen naive Formelglaubigkeit zu impfen!

Wir wollen jeder Treppenfunktion f € T, eine Zahl zuordnen gemar3
f:Zizl cr Lo, — M(f) := max{cy,...,ce},
N(f) = 2jy & vol(Qn),
QUf) = gy e vol(Q)?.

Aufgabe: Was ist hieran geféhrlich falsch? Sind M, N, Q wohldefiniert?
Versuchen Sie, diese Werte fir folgende Funktionen zu bestimmen:

0 =0-Ijq = (+1) - I, +(=1) - Ijo 1

f =2 I[O’Q] +3 - 1[1,3] =2- 1[0,1[ +95 - 1[1,2] +3 - 1]2,3]

g =T-To1=6-Ing =7-Ipg1; =619 —6- I3
Losung: Die Zuordnungen M, N, () sind nicht wohldefiniert!

/\ Verschiedene Darstellungen / Schreibweisen derselben Funktion
liefern verschiedene Ergebnisse: Das ergibt Gberhaupt keinen Sinn!
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Was bedeutet Wohldefiniertheit? Ausfiihrung

© Treppenfunktionen f:R™ — R sind Linearkombinationen von
Indikatorfunktionen I endlicher Quader () C R™. Anders gesagt,
die Indikatorfunktionen I sind ein Erzeugendensystem von T,.

) Sie sind jedoch keine Basis: Die Darstellung f = >"1_; cx Lo,
ist keineswegs eindeutig! Wir kdnnen jede Treppenfunktion f auf
unendlich viele Weisen als Summe f = >, ¢, Iy, schreiben.

& Die Werte M, N, Q hangen nicht von der Funktion f selbst ab,
sondern von der (willktrlichen!) Darstellung als Linearkombination.

& Gllcklicherweise ist das obige Integral I,, : 7,, — R wohldefiniert,
und genau das ist die Aussage des zu beweisenden Satzes C1A: Aus
Shet ek g, = iy ¢ T, Tolgt S5 ek vola (Qr) = 35, ¢ vola(Q)),
&) Bemerkung: Die Quader Q,, diirfen sich Uberlappen, man kann sie
aber auch stets disjunkt wahlen. In diesem Falle gilt M (f) = max f und
N(f) = [gn!|f(z)]* dz. (Warum?) Auf disjunkten Linearkombinationen
sind somit M und N wohldefiniert. Auch disjunkte Darstellungen sind
jedoch noch keineswegs eindeutig. Das Beispiel @ ist selbst durch
Disjunktheit nicht zu retten, da es sich bei Verfeinerung andert.
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Aufgabe: Beweisen Sie Satz C1A! Hinweis: Sie missen hierzu nichts
neu erfinden, denn die Formulierung ist bereits vollkommen explizit;
es genugt, alle Schritte geduldig und sorgsam nachzurechnen.

Losung: Wir suchen eine Abbildung I,, : T, — R mit den genannten
Eigenschaften; sie soll linear und normiert und monoton sein.

Der Satz macht hierzu zwei Aussagen: Existenz und Eindeutigkeit.
Das heif3t, es gibt eine korrekte Losung I,,, und zwar genau eine.

Andernfalls ware zu beflrchten, dass es mehrere Losungen gibt. . .
oder auch gar keine! Hierzu verschaffen wir uns nun Klarheit.

(1) Die Eindeutigkeit ist hier besonders leicht: Gegeben seien zwei

Abbildungen I,,, I/ : T,, — R, beide seien (a) linear und (b) normiert.

Fir jede Treppenfunktion f = >, _, ¢t Ig, folgt L,(f) = I,,(f), denn
L(f) = L ik lg,) = Yier arln(lg,) “=) > k1 Ck VOl (Qr)
I(f) = I, (22:1 Ck IQk) = > =1kl (Igy,) = D k=1 ¢k Voln (Qr)

& Das beweist I,, = I’ : Es kann hochstens eine Lésung geben!
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(2) Wesentlich kniffliger ist es, die Existenz einer LOosung zu beweisen.
Hierzu mussen wir tatsachlich eine Abbildung I,, : T,, — R konstruieren,
die linear, normiert und monoton ist. Satz C1A erklart, wie das gelingt:

(2a) Das eindimensionale Integral I; : 71 — R: f — [ f(z) dz kennen
wir bereits aus Satz B1A: Unsere dortige Sorgfalt war gut investiert!

Wir bilden damit das n—fach iterierte Integral wie in C1A angegeben:

(2b) Fur jede n—dimensionale Treppenfunktion f € T;, und v € R*~!

ist fu:R—= R:vw— f(ug,...,un—1,v) €ine eindim. Treppenfunktion:

Flr jeden Quader Q = Q* x [a, b] qilt Ig(u,v) = Lo (u) - Ijq 4 (v).

Aus f =31 crlg, € Ty folgt fu =D 1 ek Igr(u) Ijg, b, € Th-

(2c) Zur leichteren Schreibweise definieren wir hilfsweise die Abbildung
Jn : T, — Abb(R"1 R) als Integration Uiber die letzte Variable, also:

Jn:fe= 5 ffrr,...,xn_1) =1 [azn > f(a:l,...,xn_l,a;n)]

:/ f(x1, .. s Tp_1,xy)dz,
Tn€R

Wir wenden hier (2a) an, und dank (2b) durfen wir dies auch.
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(2d) Die Abbildung I; ist linear und monoton, also auch J,,.

(2e) Speziell fur f = cIg mit Q = [a1,b1] X -+ X [an—1,bn—1] X [an, by]
gilt f* = c¢*Ig- mit ¢* = (b, — ap) cund Q* = [a1,b1] X -+ X [ap—1,bp—1].
Fir jede Treppenfunktion f = >",_, ¢t Ig, € T, ist dank Linearitat
demnach J,,(f) = f* = >_;_, ¢ Ig: € T,,—1 eine Treppenfunktion.

Die einfache Integration liefert uns somit die Abbildung J,, : T, — T, 1.
(2f) Dies konnen wir iterieren und erhalten so die n—fache Integration:

In— -
L. T, -1, o AR
Jede der Abbildungen J,,, J,,_1, ..., Js, J1 = I; ist linear und monoton,

also auch ihre Komposition I, = Iy o Js0---0J, 10 J,: T, — R.

(29) FUr jeden Quader Q = [a1,b1] X -+ X [an—1,bn—1] X [an, by] gilt
schlief3lich In(IQ) = (bl — al) SR (bn—l — an_l) . (bn — an) = VOln(Q)
& Damit haben wir aus I; : T — R explizit eine Abbildung I,,: T, — R
konstruiert, die alle Anforderungen erflllt. Das beweist die Existenz!
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Diese Ausfuhrung ist zugegeben recht pedantisch und doch raffiniert.
Aussagen zu Existenz und Eindeutig von Losungen sind eine typisch
mathematische Vorgehensweise und zur Grundlegung unentbehrlich.

Muss die Ingenieur:in das wissen? Was genau kann sie hierbei lernen?

Diese ausfiihrliche Ubung zeigt exemplarisch, wieviel Umsicht und
Sorgfalt nétig sind, um eine nicht-triviale Konstruktionsaufgabe zu |l6sen.
Das qilt selbst fir die (scheinbar simple) lineare Abbildung I, : T}, — R.

Aus der Linearen Algebra wissen Sie: Wenn Sie eine Basis (b;);c; von

T,, haben, so genigt es, den Wert I,,(b;) fur jedes i € I vorzuschreiben.
Da sich jeder Vektor f € T;, eindeutig als f = > . \ierb; linearkombiniert,
folgt hieraus I,,(f) = >, A\il,(b;), und dies konstruiert die Abbildung I,,.

Dieses einfache Argument steht uns hier leider nicht zur Verfligung:
Das Erzeugendensystem (1g)gcr von T,, = T(R") ist keine Basis;
Darstellungen f =", _, ¢ Ig, sind keineswegs eindeutig!

Die Konstruktion muss daher den Relationen zwischen den Erzeugern
I Rechnung tragen. Genau dies ist der Inhalt der Satze B1A und C1A.

© Unsere Uberlegungen bauen wir nun zum Satz von Fubini aus.
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Wir untersuchen fiir f: R? — R die Glltigkeit der Fubini—Gleichung:

/R[/Rf(a:,y)dy]dx — /R[/Rf(az,y)dx]dy ~ sz(aﬁ,y)d(x,y)

Sie gilt fiir sehr viele Funktion f:R? — R, aber nicht fiir alle!

Aufgabe: (0) Gilt I[a,b]x[c,d] (ZU, y) = I[a,b] (33) . I[c,d] (y) far alle (33, y) c R??

(1) Berechnen und vergleichen Sie die drei obigen Integrale fur die
Indikatorfunktion f = I eines Rechtecks Q = [a,b] x [c,d] C R?.

(2) Gilt die Gleichung fir alle Treppenfunktionen f = >/, ¢ I, ?
Bleibt sie erhalten bei Linearkombinationen f = >, _ cx fi?

(3) Bleibt die Gleichung erhalten bei monotoner Konvergenz f, * f?

Notation: Bei doppelten oder mehrfachen Integralen lassen wir im
Folgenden meist die Klammern weg und vereinbaren, dass zum ersten
Integralzeichen fxeX immer die letzte Integrationsvariable dx gehort.

© Das Symbolpaar [, _ ...dz wirkt somitimmer als Klammer.

C110

Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale Ausfiihrung

(0) Ja. Unterscheiden Sie die vier Félle x g [a,b] und y g [, d].
(1) Damit kbnnen wir die iterierten Integrale leicht ausrechnen:

R [/RIQ(SU’:U) dy] da = /R[/RI[a,b](ZU)'I[c,d](y) dy] dz

* [T [ Teatdras 2 [ say@de [Ty
IR R TJR R

Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:

/R [/RIQ(x’y) dx] dy - /R [/RI[a,b] (@) - Liea)(y) dflf] dy

‘\: / [/I[a’b](x) dx] T g (y) dy 1\: /I[a,b](ﬂf) dx'/l[c,d](y) dy
s e LR T JR R

SchlieBlich ist das Flachenintegral auf Rechtecken normiert:
| Jalz)dz.n) wols(@) = (b~ a)(d— c)

© Fubini gilt fir f = I und jedes Rechteck Q = [a, ] x [c, d].
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Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale
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Ausflhrung

(2) Fur jede Linearkombination f = "7_, ¢ fx finden wir:

L Zanenaji s [Sa] [ s
e [ enraas

Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:

/[/R;Ckfk:x’y dx]dy /R;ck[/Rfk(%y)dxldy
,é%/ma [/Rfk(xay)dx]dy

SchlieBlich ist auch das Fléchenintegral linear:

/R2zckfk(x7y)d<xay> = ch‘ fk: L y ( 7y)
k=1

@ Gilt Fubini far fi, fo, ...

Lm

A3L

e

>

o

>

&

>

, fn, SO auch furjede Linearkombination f.

Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale Austirung
(3) Fir 0 < f; < fo < ... und monotone Konvergenz f;, 7 f gilt:
/[/f(a:,y)dy]dx = / [/ lim fi(z, y)dy dx
Rk’—>oo
Az(/Rkli)rgO[/fka:ydy]dxﬂklggo [/kay dz
Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:
/ [/ f(:c,y)dw]dy - / [/ lim_fi(r.4) dr | dy
Rk—)oo
M(K/hm [/fka:yd:c]dy =] [/kay dy
A6 R k—o0 A3G k:—>oo
Auch flr das Flachenintegral gilt bei monotoner Konvergenz:
flz,y)d(z,y) = / lim fi(z,y)d(z,y) = lim [ fi(z,y)d(z,y)
R2 R2 k—o0 A3G k—oo Jp2

© Gilt Fubini fir 0 < f1 < f» <

., S0 auch fur inre Grenzfunktion f.




Fubini fir nicht-negative Funktionen e

Die Rechnungen zu dieser Konstruktion beweisen die Formel von Fubini
far alle Treppenfunktionen, und per Grenzibergang fir alle messbaren
Funktionen f: X x Y — [0, oc]. Allein die Einschachtelung ist miihsam,
diese rechnen wir hier nicht nach. Zusammenfassend erhalten wir:
Satz C1B: Fubini far nicht-negative Funktionen |
Seien X1,...,X,, C R Intervalle, also X; x --- x X,, C R™ ein Quader.
Fir jede messbare Funktion f: X x --- x X;, — [0, 00] gilt

/Xlx...xXn f(x)dx_/xl"'/an(wl,...,xn)dxn... da;.

Dasselbe Ergebnis gilt bei beliebiger Integrationsreihenfolge.

© Eindimensionale Integrale beherrschen wir recht gut dank HDI.
© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
&) Wir diirfen uns jeweils die bequemste Reihenfolge aussuchen.

© Der Satz gilt allgemein fiir X; c R%, ..., X,, € R% messbar.
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Fubini far nicht-negative Funktionen Erléuterung

FGr manche Anwendungen ist folgende Zusammenfassung flexibler:
Wir gruppieren X = X; x --- x X, undY = X411 X -+ X Xp4g.
Satz C1c: Fubini fir nicht-negative Funktionen

Seien X C RPund Y ¢ R? messbarund Q = X x Y C RPTY,
Flr jede messbare Funktion f: X x Y — [0, o] gilt

/Xxyf(xy (@3) //fxydydx—//fwydmdy

Erlauterung: Das zweite Integral bedeutet: Zu festem x € X integrieren wir die Funktion
fe:Y —[0,00]:y — f(x,y) und erhalten F': X — [0,00]:x — F(x) := [, f(z,y)dy;
deren Integral ist [, [, f(z,y)dydx := [ F(x)dx. Entsprechend fiir das dritte Integral.

Wenn das Integral | v f(,y) dy fiir jedes x € X existiert, dann gilt die erste Gleichung wie
angegeben. Es kann jedoch vorkommen, dass die Funktion f; : Y — [0, oo] fiir einige wenige
x € X gar nicht messbar ist. Gliicklicherweise ist f,, fiir fast jedes x € X messbar, eventuell mit
Ausnahme einer vernachlidssigbaren Menge N C X vom Volumen Null. Wir definieren dann
F:X —[0,00] durch F(x) := [, f(x,y)dy firz e X\N sowieF(ac) =0 firxz € N.
Dann besagt der Satz, dass F messbar istund [, .. f(z,y)d = [ F(z)dx gilt.
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Beispiel in Dimension 2 Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie [ ;. o 36zy? d(x,y) mit Fubini.
Losung: Erste Rechnung, erst Uber y integrieren, dann Uber z:

1 2
/ 6xyd(z,y) = / [/ 362y dy} dx
[0,1]x[1,2] 1 Jz=0 | Jy=1

1 2 1 1
= / [1233y3] dr = / 8drdx = [42332} = 42
Bl1 =0 y=1 =0 Bl x=0

Andersrum geht es auch, erst Gber x integrieren, dann tber y:

2 1
/ 6zy?d(z,y) = / {/ 36xy> dx] dy
[0,1]x[1,2] v Jy=1 L Jz=0

2 1 2 2
= / [18m2y2} dy = / 18y°dy = [Gyg} = 42
Bl y=1 x=0 y=1 Bl y=1

Notation: Insbesondere bei iterierten Integralen kann es hilfreich sein, die jeweilige Variable
zusitzlich auch unter dem Integralzeichen zu notieren, wie in obigen Rechnungen geschehen.
Dies dient der Betonung und hat den Vorteil, dass wir beim Lesen von links nach rechts schon am
Anfang wissen, was uns am Ende erwartet. Diese ausfiihrliche Notation ist zwar etwas redundant,
aber gerade deshalb in handschriftlichen Rechnungen weniger fehleranfillig. Mége es niitzen!
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Beispiel in Dimension 3 Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie f(z) = x1 (23 + x3) Uber [0,1] x [1,2] x [0, 2].
Wie viele Reihenfolgen sind mdglich? Liefern alle dasselbe Ergebnis?

Losung: Das Integral berechnen wir mit Fubini:

1 2 2
/ f(x)dx = / / / r1(x5 + x3) dag dry da
[0,1]%[1,2]x[0,2] 21=0 J wo=1 J3=0
NE
— / / 1 £U25U3 + 1$3)i| de d.CUl
z1=0 J2o=1 z3=0

:/ / 2:[32—|—2) dxo daq
ml =0 Jxo= 1

2
x1=0 3 r2=1

1
20 10
By, 0
21=0 3 3

& Wir diirfen hier die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen:
Alle sechs Reihenfolgen liefern dasselbe Ergebnis: Probieren Sie es!




C117

Tabellenkalkulation: Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Beispiel

Ist es in Tabellen egal, ob Sie erst Zeilen oder erst Spalten summieren?
Klar, bei endlichen Tabellen! Fir unendliche gibt es Uberraschungen:
Seia:NxN— Rmita(i,i) =+1und a(i + 1,7) = —1 und sonst = 0.

A

J Zeilen zuerst:

©9) (0@
! +1 a(i, j) =

=0 i=0
0 +1 | —1

Spalten zuerst:
0 ‘|‘1 —1 oo 00
22 alij)=+1
0 +1 | -1 i =0
0o | a1l 21 | /\ Umordnung verlangt
N absolute Summierbarkeit!

+1 0 0 0 0

) Das ist ja flirchterlich! Kann das auch bei Integralen passieren? Ja!
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Umordnung absolut summierbarer Reihen Erinnerung

Wir erinnern an folgenden wichtigen Umordnungssatz A2p:

Satz C1D: Cauchy—Umordnungssatz
Fur jede Doppelfolge (a;;)i jen in C gilt

2 lagl =23 oyl = 3D layl = > > laijl
(4,7)eNxN i€N jeN JEN €N keNi+j=k
Ist dieser Wert endlich, so ist (a;;) absolut summierbar, und dann gilt

Z Aij = Zzaij = Zzaz’j = Z Z ij-

(4,7)eNxN ieN jeN jeEN ieN keNi+j=k

© Diese niitzliche Rechenregel hat zahlreiche Anwendungen, zum
Beispiel die Multiplikation von Reihen, insbesondere Potenzreihen.

/\ Unser obiges Beispiel ist nicht absolut summierbar,
und die Umordnung der Reihe schlagt tatsachlich fehl!

Kann das auch bei Integration tber [0, 1] x [0, 1] passieren? Ja!




Vertauschbarkeit gilt nicht immer! S

Aufgabe: (0) Man skizziere die Funktion f: R? — R gegeben durch

f= Z (I[k,k+1[x[k,k+1[ - I[k+1,k+2[x[k,k+1[)-

k=0
(1) Man berechne und vergleiche und bestaune die Doppelintegrale
/ fz,y)dedy = / f(x,y) dy de.
yeR JzeR zeR JyeR

(2) Widerspricht das Fubini? Was erhélt man fir f* und f~ sowie |f|?

Losung: (1a) Zeilen, erst nach = und dann nach y integrieren:

/ f(x,y)dwdyzf 0dy =0
yeER JxeR yeR

(1b) Spalten, erst nach y und dann nach x integrieren:

/ f(z,y)dydz = / 1[0,1[(5U) der = +1
zeR JyeR

reR
A\ Das zeigt, dass wir nicht blind drauflos rechnen durfen!
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Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Ausfiihrung

(2) Far den Positivteil f* =372 Ti 11« [k k+1 9ilt dank Fubini C1B:

R2f+(x>y)d($ay):/R/Rer(%y)dl’dy:/R/Rij(at,y)dydx:—|—oo

Far den Negativteil f~ = > 7% Tk i1 kro[xk k+17 9ilt dank Fubini C18:

[ rewden = | [ repday = [ [ ead =

/\ Die Differenz [ f* — [ £~ hat nur Sinn, wenn beide endlich sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn |f| = f* + f~ integrierbar ist.

Das Problem ist hier offensichtlich, f ist nicht absolut integrierbar:

x x = T(x X (x x = +00
@ nldes = [ Hendan+ [ F@pden) =+

A\ Dieses grundlegende Problem miissen wir kennen und vermeiden,
wenn wir Doppelintegrale und den Satz von Fubini anwenden wollen.

& Die gute Nachricht: Diese VorsichtsmaBnahme ist schon alles!
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Fubini fr absolut integrierbare Funktionen

Bislang haben wir Fubini (Satz C1B) nur flr nicht-negative Funktionen!
Dank Zerlegung in Positiv- und Negativteil (A3K) folgt daraus allgemein:

Satz C1E: Fubini 1907
Seien X C RP und Y C R? messbare Teilmengen
Flr jede messbare Funktion f: X x Y — R = [—o0, +0o0] gilt

/Xxy‘ (z,y)| d(z, y) = //\fxy\dydx—//]fxy]dxdy

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/Xxyf(x’wd(x’y) :/X/Yf@f:y) dydx:/y/Xf(a:,y)dxdy.

© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
& Wir brauchen absolute Integrierbarkeit: genau die, mehr nicht.
&) Wir diirfen uns dann die bequemste Reihenfolge aussuchen.
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Wann qilt Vertauschbarkeit? Edlauterung

© Fubini und die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge gilt
@ fUr alle nicht-negativen Funktionen f: X x Y — [0, oo,
@ flr alle absolut integrierbaren Funktionen f: X x Y — R,
@ zum Beispiel, wenn XY und f beschrankt sind,
@ insbesondere fir X, Y kompakt und f stetig.

/\ Fur die Gleichheit ist die absolute Integrierbarkeit wesentlich!
Aufgaben am Kapitelende zeigen lehrreiche Gegenbeispiele.
Zur korrekten Anwendung mussen Sie dieses Problem beherrschen.

Der Satz von Fubini ist ungemein praktisch, wie wir bereits gesehen haben, denn er erlaubt uns,
die mehrdimensionale Integration auf die leichtere eindimensionale Integration zurtickzufiihren.

Der erste Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion g,.: Y — R:y — [ f(z,y)]

ist fiir fast jedes x € X messbar, eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X.

Wir definieren G : X — [0, oo] durch G(z) := [,|f(z,y)|dy fir z € X N, sowie

G(x) = 0 fir € N. Dann ist G messbar, und es gilt [ .. |f(z,y)|d(z,y) = [ G(z)dz.

Der zweite Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion f,: Y — R:y — f(x,y) ist fiir
fast jedes € X integrierbar, eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X. Die Funktion
F:X — Rmit F(z) := [, f(z, y)dyfiirallex € X N, sowie F'(z) = 0 firx € N, ist
integrierbar und erfiillt [, . f(z,y)d = [, F(x) dz. Ebenso fiir das zweite Integral.
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Flacheninhalt einer Kreisscheibe Flaurs

Aufgabe: Berechnen Sie den Flacheninhalt der Kreisscheibe
D={(z,y) eR*|2*+y* <r*}

:{(x,y)€R2‘—r§x§r, —\/T2—x2§y§\/r2—x2}.

Losung: Dank Fubini gentigt eindimensionale Integration:

vola(D) ?\:j]/ Ip(z,y)d(x,y) (FL:;T / R/ RID(aj,y)dydx
xe IS
e o
DC'/ / 1dydz D:ei/ 2v/r? — x2dx

HDI
— /22 —

Substitution x = —r cos(u) und dx = rsin(u) du mit v € [0, 7]:

S T rig g o
= / 24/12 — r2 cos(u)? - rsin(u) du = r? / 2sin(u)” du
u=0 u=0

B1K
Trig 9 T HDI 9 1 T 2
=r / 1 — cos(2u) du = r [u — —sin(2u)} = 7r
u=0 B1I 2 u=0
& Das Ergebnis kannten Sie bereits. Nun kdnnen Sie es ausrechnen!
Rauminhalt einer Kugel Giang

Aufgabe: Berechnen Sie den Rauminhalt einer Kugel vom Radius r:
K={(z,y,2) e R | 2yt 422 <r?}
:{(:c,y,z) e R? } —r<z<r, 3:2—|—y2§7“2—z2}

Losung: Dank Fubini und der vorigen Aufgabe finden wir:

[ Icwy2)dty.s) = / / (v,9,2)d(x,y) d
R3 e —r (xy E]R2

.

. 4

S.0. 2 2 HDI 3
/Z:_T m(r z9)dz 2r? 3z . 37r7’

Bl1

© Die Rechnung fillt hier sogar noch einfacher aus als fiir die Kreisscheibe.

© Der Term 7 ist plausibel, denn die Kugel wichst in jede Richtung proportional zu r.
Die Konstante %7‘( hingegen kann man nicht raten. Wir gewinnen sie aus der Integration!

© Rekursiv konnen Sie mit derselben Rechnung in jeder Dimensionn = 0, 1,2, 3, ... das
Volumen der Kugel D, = { (1,...,xn) € R" ! 3+ -+ a2 <r? } bestimmen:
n 0 1 2 3 4 5 6

vol,, (D}) 1 2r r? sr? Tt | 2xtr® | Latrf
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Volumen eines Kegels Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Kegels
K:{(x,y,z)ER?"nggh, x2+y2§z2}.
Losung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:

h
/ Ti(z,y,2) d(x,y,2) = / / Tx(2,y, =) d(z,y) dz
R3 z2=0 JR2

h h
= / n22dz = [zzg} = zh?’.
0 3 z=0 3

© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, bendtigen Sie achtmal soviel Fliissigkeit.
Der Term h? ist plausibel, denn der Kegel wichst in jede Richtung proportional zu h.
Allgemein ist das Volumen eines dreidimensionalen Kegels % mal Grundflache mal Hohe.
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Volumen eines Rotationsparaboloids Ubung

lll!E?pII
Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Rotationsparaboloids

P:{(m,y,z)eRS‘nggh, J;2+y2§z}.
Losung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:

h
/Ip(w,y,Z)d(w,y,Z) :/ /Ip(x,y,Z)d(w,y)dZ
R3 2=0 JR2

h h
= / mzdz = [zzj] = th.
2=0 2 z=0 2

© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, benttigen Sie viermal soviel Fliissigkeit.
Der Term h? ist kein Tippfehler, auch wenn man hier naiv vielleicht h® erwarten wiirde!
Anders als im vorigen Beispiel des Kegels wichst hier das Volumen tatsichlich nur mit A
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Das Prinzip von Cavalieri Ausfiihrung

Korollar C1F: Cavalieri 1635 / Spezialfall des Satzes von Fubini
Sei A C R". Zu jedem t € R bezeichne A; die Schnittmenge

A = { (:Ul,...,ilj’n_l) e R ! ‘ (ch,...,xn_l,t) EA}

Dann gilt
vol,(A) = / vol,—1(A4;) dt.
R

Dies erlaubt einfache Vergleiche wie skizziert: Sind A, B C R™ Mengen
mit vol,,_1(A;) = vol,—1(By) fur alle t € R, so folgt vol, (A) = vol,(B).
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Kugelvolumen nach Archimedes Ausfiihrung

Das Prinzip von Cavalieri ist recht intuitiv. Manche nennen es den ,,Satz vom geschnittenen
Brot*. Wir haben dieses Prinzip bereits bei den vorigen Volumenberechnungen angewendet.
Manchmal kénnen wir durch einen geschickten Vergleich das Volumen (fast) ohne Integral-
Rechnung bestimmen. Das Kugelvolumen kénnen wir dank Cavalieri geometrisch verstehen:

5 \ he—z=—=—2h_
h g h )
Volumen der Halbkugel = Volumen des Zylinders minus Kegel
_ 2 1.2 _ 2.3
= 7rt-r  — FArT.-r = 37T

Links: Auf der Hohe h ist der Kreisradius s gegeben durch s> = 2 — h?, die Kreisscheibe hat

also den Flicheninhalt 7s®> = wr? — wh?. Rechts: In Hohe h hat der Kreisring den Flicheninhalt

7r? — wh?. Nach dem Prinzip von Cavalieri haben somit beide Korper denselben Rauminhalt!
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Normalbereiche (aka schlichte Bereiche)

/\y :

b

h(x) = HVr?

an
L

g(x) 9(y)
Pl @ L
§(%) = V¥ = a2 a bz x
vola (D) = mr? voly = ff h(x) — g(x) do voly = f; h(y) — g(y) dy/

Definition C1G: ebener Normalbereich
Eine Teilmenge B C R? hei3t Normalbereich in y—Richtung, wenn

B={(z,y) €R*|a<z<b, g(z) <y <h(z)}.
mit g, h: [a, b] — R stetig und g < h. Entsprechend in z—Richtung, wenn

B={(z,y) R’ |a<y<b, gly) <z <h(y) }.

Gilt beides, so nennen wir B c R? einen Binormalbereich.
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Integration Uber ebene Normalbereiche

Satz C1H: Fubini fir ebene Normalbereiche

Jeder Normalbereich B c R? ist kompakt, somit messbar, voly(B) < co.
Sei f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig.

Fir B={ (z,y) € R?* | a <z <b, g(z) <y < h(z) } gilt dank Fubini

/fa:y (z,y) / / f(x,y)dydz.

Fur B={ (z,y) e R? |a <y <b, g(y) <z < h(y) } gilt dank Fubini

/f:c y)d(z,y) = / aLht()y)f(w,y)dwdy-

/\ Zur Anwendung miissen Sie die Grenzen a, b, g, h des Bereichs B korrekt bestimmen.
Manche Bereiche sind Normalbereiche sowohl in x— als auch in y—Richtung: Sie haben dann die
Wahl und konnen sich den leichtesten Rechenweg aussuchen. Unsere Konstruktion des Integrals
stellt sicher, dass das Ergebnis wohldefiniert ist, also unabhiingig ist vom gewdhlten Rechenweg!
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Integration Uber eine Kreisscheibe Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie f(x,y) = 2% + y? Uber die Kreisscheibe

D:{(x,y)€R2 x2+y2§r2}
:{(x,y)ERz —r<z<r, —\/r2—x2§y§\/r2—x2}
={(z,y) eR*|—r<y<r, —Vr2—y2<az<r2—y?}

Losung: Wir wahlen eine Beschreibung als Normalbereich:

/ f(z,9) d(z,y) _ / (2® + %) d(z, y)
D x2+y2§r
T \/7“2—582 r m
_ 2 | .2 _ 2, 1.3
—/_T/y_m(ﬂf +y )dydw—/x:_r [w Y+ 3y ]y:_mdx

T 4

2/_ 2Vr2 — 22 (22% 4+ r?) dx :.../.. =3

Wenn Sie Herausforderungen mogen, versuchen Sie doch mal, das letzte Integral auszurechnen.
Wenn Sie es lieber bequem mogen: Spiter gelingt die Rechnung spiirbar leichter mit dem
Transformationssatz. Die Wahl eines geschickten Rechenweges erfordert Ubung!
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Integration Uber eine Kreisscheibe Ubung

Dieses Integral entspricht dem Tragheitsmoment eines Zylinders.

Anschaulich misst [}, (z* + y*) d(z, y) das Volumen der Menge @
zwischen der Kreisscheibe D x {0} und der Flache z = 22 + 3.

; A - [ ] I~ ,
N uunS S E S S E =R
N LT T4
N L T T
NS e SHEHT 7
\\\\“ N = ",[[I/'
AN S s o 5 B s e S L W L
N S
N
\§\\\§‘\\ 77

Das ist der Zylinder Z = D x [0, %] ohne das Rotationsparaboloid

P={(z,y,2) R |2 +¢y* <z <r*}.
Hier gilt Z = Q U P mit vol3(Q N P) = 0. Dank Additivitat folgt

volz(Q) = vol3(Z) — volz(P) = mrt — gr4 = gr4.




Die Qual der Wahl. .. der Integrationsreihenfolge o

Aufgabe: Integrieren Sie f(z,y) = e~¥"/2 (iber das Dreieck

A

Y A:{(x,y)ERz‘nggygl}.

A Losung: Normalbereich in y— und z—Richtung:

A:{(:I:,y)ERQ‘OS:ﬁSl,xSySI}
x :{(x,y)ER2‘0§y§1,O§x§y}.

\
7

) Der erste Anlauf bringt uns in Schwierigkeiten:

1 1
/f(fc,y)d(x,y) = / / e V2 dyda
A i Jz=0 Yy=x

Das innere Integral 1asst sich nicht elementar ausrechnen!
©) Bei umgekehrter Integrationsreihenfolge gelingt es jedoch leicht:

‘ 1 Y 1
/ f(x7 y) d(ﬂf, y) lélb / / e_y2/2 dx dy lg[ / |:x e_y2/2:| Y dy
A CIE y:0 =0 B11 y:0 =0

1
= / ye V' /2dy = [—e—?f/?r — 1-e 12 ~ 0.39347
=0 Bl y=0
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Normalbereiche in hoherer Dimension

Der Begriff der Normalbereiche Ubertragt sich in naheliegender Weise
von ebenen Bereichen B ¢ R? auf B c R in beliebiger Dimension:

sh(z,y)

h(x,y) }




. . . C135
Integration Uber Normalbereiche Erléuterung

Definition C11: Normalbereich
Eine Menge B C R” heif3t Normalbereich in k—ter Richtung, wenn

B = {:I:ER” | (X1 ey X1, Thoa 1y -5 Tp) € A,

9(T1, e Tl 1, Tt 1y Tn) < T < A(T1, .o Th1, Tht1y - - Tn) }

mit A ¢ R"~! kompakt und stetigen Randfunktionen g,h: A — R.

In Worten: Die Grenzen fUr x; hdngen von den anderen Variablen ab.

Satz C1J: Fubini fir Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R™ ist kompakt und somit auch messbar.
Ist f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig, dann

h(u)
/ f(x)d:v:/ / fluy, ..., up—1,0,Ugs1,-..,uy)dvodu
- u€A Jv=g(u)

Ist auch A ein Normalbereich, so kbnnen wir das Verfahren iterieren. ..
Die Grenzen jeder Variable x;, hdngen von den vorigen 1, ..., x;_1 ab.
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Integration Gber iterierte Normalbereiche Erléuterung

Satz C1K: Fubini far iterierte Normalbereiche
Das Integral jeder absolut integrierbaren Funktion f: B — R Uber

B = { r e R" ‘ ag(r1,. .., xp1) < xp < bgp(x1,...,2p_1) fUr alle k }
lasst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

b1 ba(x1) b (1, Trn—1)

/f(x)dx:/ / /f:z:l,xg,... Y-+ dwy day.
B nl

r1=a1 x2=02(T1) Tn=an(T1,...,T

Ubung: Zu r € Ry betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
At ={ (21, 2p) ER"|0<z <wg <--- < wp <7 .
Skizzieren Sie AL, A2, A2 und berechnen Sie rekursiv das Volumen

T Tn xs3 2
vol, (AY) = / / e / / ldzidas - -+ dzy_q dx,.
Tn=0Jx,_1=0 x2o=0 Jx1=0

Lésung: Siehe Seite C425. Es gibt einige schéne Uberraschungen!
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Normalbereich oder nicht? Flaurs

T & -
W,

ke AR
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C138

Normalbereich oder nicht? Obung

Sehr oft mussen Sie zwischen Bild und Formel Ubersetzen, zwischen
geometrischer und analytischer Beschreibung der Problemstellung.

Die Analytische Geometrie gibt lhnen hierzu Werkzeuge: Koordinaten!
Diese nutzen Sie Gberall, zum Beispiel in der Konstruktionslehre bei der
Bemessung und rechnerischen Auslegung der genutzten Bauteile.

In Koordinaten sind Normalbereiche hierzu ein vielseitiges Werkzeug.
Zur lllustration zeige ich einige Beispiele, von einfach bis knifflig:

Aufgabe: Die oben gezeigten kompakten Bereiche By, Bo, ..., Bg C R?
entstehen durch Vereinigung und Differenz aus Rechtecken [a, b] X [c, d]
und Kreisscheiben, abgeschlossen B((p, q),r) bzw. offen B((p, q),r).

(a) Beschreiben Sie die Menge B; als Vereinigung bzw. Differenz.

(b) Ist B; ein Normalbereich in y—Richtung? oder in x—Richtung?
Wenn ja, mit welchen Grenzen a, b, g, h? Explicit is beautiful!

(c) Schreiben Sie fBi f(x,y)d(x,y) soweit mdglich als Doppelintegral.
(Die konkrete Rechnung zu gegebenem f fuhren wir hier nicht aus;
die Techniken zur eindimensionalen Integration kennen Sie bereits.)
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Normalbereich oder nicht? Ubung

Lésung: (1a) Die Skizze zeigt By = [—1,1]* ~ B((0,0), 1/2).
(1b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von B; mit

der Geraden {z = 0} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist B; kein Normalbereich in x—Richtung: Symmetrie!

(1c) Hierzu musste man B; in Normalbereiche zerlegen, etwa so:

+/x_1/2 /:_1f(93 y)dydw+/__1/2/y i/lmf@f y) dy dx

=—1

/ / :cydydx—i—/ / f(x,y)dydx
—1/2 1/4 x2 =1/2 Jy=—1

Genauso gelingt es in z—Richtung: Symmetrie! Eine Alternative ware:

By [—1,1]2 B((0,0),1/2)

Hierzu muss f auf [—1, 1]? gegeben und zudem absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen missen, dann hilft dieser Trick nicht.)
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

C140

Normalbereich oder nicht? Obung

(2a) Die Skizze zeigt B, = ([—1,1] x [-1,0]) U B((0,0), 1).
(2b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

Bgz{(a:y GRz‘—1<x<—|—1 —1<y<\/1—:v}
_
a b g(x) T
Es ist zudem ein Normalbereich in z—Richtung:
By={(z,y) eR* | -1 <y <+1, g(y) <z < h(z) }

Fir —1 <y < 0 gilt hierbei g(y) = —1 und h(y) = +1;

faro <y <14qilt g(y) = —/1 —y? und h(y) = /1 — y2.

(2c) Integrale Uber B, kdnnen wie demnach wie folgt schreiben:

B2f(56y (z,9) /__1/ f(x,y)dydx
- /:_1/:_1f($’y> dxd“/yo /:/Wf(%y) dz dy

Vorteil: Das erste Doppelintegral ist etwas leichter auszuschreiben.
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? Ubung

(3a) Die Skizze zeigt B3 = [—1,1]*> ~ B((0,1),1).
(3b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

By ={(z,y) eR*| -1 <z < +1, —l<y<l-Vi-a® }

L ] —1
a b g(x) h(x)

Hingegen ist B3 kein Normalbereich in x—Richtung: Fir jedes ¢ € |0, 1]
besteht der Schnitt B; N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nGtig oder gewlnscht kOnnen wir B; geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(3c) Integrale Uber B3 kdnnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—v1—22
f(z,y)d(z,y) / / (z,y)dy dx
B3 =—1

=1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? Obung

(4a) Die Skizze zeigt B, = [—1,1]* \ [B((0,1),1) U B((0,—1),1)].
(4b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

By ={(z,y) ER2’—1<33<+1 \/1—x2—1<y<1—\/1—az2}

b g9(x) h(z)

Hingegen ist B4 kein Normalbereich in z—Richtung: Fir ¢ € [-1,1] \ {0}
besteht der Schnitt B, N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nGtig oder gewlinscht kOnnen wir B4 geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(4c) Integrale Uber B4 kbnnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—vV1—2x2
f(z,y)d(z,y) / / f(z,y)dydz
By =—1 V1—z2—1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? Ubung

(5a) Die Skizze zeigt Bs = [—1,1]* ~ |J B((£1,£1),1).
(5b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
B5:{(x,y)€R2 ‘ -1 <xz<1, g(at)gygh(at)}
Wie finden wir g(x) und h(z)? Die Kreisgleichung (z — 1)2 + (y — 1) =1
liefert den Viertelbogen oben rechts: y = 1 — /1 — (1 — x)2. Demnach:
=V1-(1—z)2=1,  hx) =1-1-(1—[z])?
Genauso gelingt es in z—Richtung: Nutzen Sie die Symmetrie!
(5¢) Integrale Uber Bs; kdnnen wie demnach wie folgt schreiben:

1— 1 |a:]
BSf(aj ,y)d(z,y) /__1/_ f(z,y)dydx

V1-(1—z])2-1

1—/1-(1—]z])2
/ / f(z,y)dzdy
——1 Ja=\/1-(1—|z])%—1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht? Obung

(6a) Die Skizze zeigt Bg = B((0,0),1) ~ B((—r,0),r) flr r ~ 0.58.

(6b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {z = —0.5} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist Bg kein Normalbereich in x—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {y = 0.5} besteht aus einem Intervall und einem Punkt.

(6¢) Wenn der Integrationsbereich Bg schon so mihsam ist, dann wohl
auch das Integral [, f B / (@,y) d(z, y). Oft hilft der folgende einfache Trick:

B B((0,0),1) A

Hierzu nehmen wir an, dass unser Integrand f bereits auf der grof3en
Kreisscheibe B((0,0), 1) gegeben ist und dort absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen missen, dann hilft dieser Trick nicht.)

Das letzte Integral geht nicht Gber die ganze Kreisscheibe B((—r,0),7),
das wére zuviel, sondern nur tber A = B((0,0),1) N B((—r,0),r); dies
kann man als y—Normalbereich darstellen, nach genauerer Rechnung.

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.




Transformation von Volumina
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Wie verhalt sich das Volumen von X C R™ unter Transformationen?

X CR"

&

Affin-lineare Abb.
®:R" - R"
r—y=v+Tx

Beispiel: v =0
1.3 —-0.2
—0.4 1.6

Wie verhalt sich das Volumen unter affin-linearen Abbildungen?

vol, (Y) = vol,(X) - |det(T)|

L[] Siehe Kimmerle—Stroppel, Lineare Algebra und Geometrie, §3.11.
Das ist speziell fir n = 2 das Kreuzprodukt, fir n = 3 das Spatprodukt.
Wir kbnnen die Formel dank Fubini und Substitution nachrechnen (C2F).
Beispiele: FUr Drehungen gilt det T" = 1, flr Spiegelungen det T' = —1.
Far die allseitige Streckung mit konstantem Faktor a € R gilt det T' = a".

Transformation von Volumina

C202

<

det @’ (xl

L2

Satz C2A: Transformationssatz fur n—dimensionale Volumina
Seien XY C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar:

T Stetig diff’bare Abbildung
O R"DX —-Y CR”
O(x + h) =~ d(x) + D' (x)h

o) =
- L2
@, I _ 2$1 —2%2
o 2232 2:121

) = 4(x% + 13)

2 2
L1 — I
2561$2

V01n<Y):/ 1dy
Y

/ |det ®'(x)| dz
XI |

Fu'det
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Transformation von Volumina Erlauterung

Die Abbildung ®: X — Y beschreibt einen Koordinatenwechsel:

Sie ordnet jedem Punkt x € X genau einen Bildpunkt y = ®(x) € Y zu.
Bijektivitat bedeutet: Zu jedem y € Y existiert genau ein Urbild = € X.
(Injektiv/surjektiv: Jedes y wird hochstens/mindestens einmal getroffen.)

Die Punkte y € Y kdnnen wir also auf zwei Arten beschreiben:
durch ihre kartesischen Koordinaten y = (y1, . . ., yn), Wie immer,
aber ebenso durch die krummlinigen Koordinaten y = ® (x4, ..., x,).

Was heif3t hier &: X — Y stetig differenzierbar mit Ableitung ®'?
Wenn der Integrationsbereich X C R"™ nicht offen ist, so verlangen wir
¢ : U — R" stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung U O X.

Die Ableitung ®': U — R™*" ist dann die Jacobi—Matrix

0% 0%
8 o« o o 8 n
q),_aq>_a(c1>1,...,q>n)_ o v
oxr  O(x1,...,Ty) 0. 50,
a(L‘l e awn

Die Funktion det @’ : U — R hei3t Funktionaldeterminante von ®.

. . C204
Transformation von Volumina Erlauterung

Der Betrag |det ®’| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Die hier als Beispiel gezeigte Abbildung = — y = ®(x) ist nicht linear.
Wir sehen: Die Volumenverzerrung |det ®'(x)| hdngt vom Punkt = ab!

© Die Transformationsformel wird wunderbar anschaulich durch die
Taylor—Entwicklung ®(z + h) ~ ®(z) + ®'(x)h bis zum linearen Term.
Kleine Quader x + A werden abgebildet auf ®(A) ~ ®(x) + ¢'(x)(A),
also vol, (®(A)) =~ vol,(A) - |det ®'(x)| wie zuvor erklart. Summation
Uber eine Zerlegung in viele kleine Quader ergibt die obige Formel.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so die Rechnung zu vereinfachen.
Vermutet wurde der Transformationssatz schon von Euler (1769) far
Doppelintegrale und von Lagrange (1773) fur Dreifachintegrale — und
von allen ausgiebig genutzt. Ein strenger Beweis ist technisch schwierig
und wurde erst Uber hundert Jahre spater von Cartan (1890) entwickelt.

&) Praktische Anwendung: Statt bijektiv geniigt, dass @ injektiv ist bis
auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.
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Polarkoordinaten Beispie!

Aufgabe: Parametrisieren Sie den Kreisring

K={(z,y) €R* |15 <a’+y’ <]}

in Polarkoordinaten. Berechnen Sie so seine Flache.

Losung: Fir K sind Polarkoordinaten besonders gut angepasst!
K = { (pcosp, psinp) ‘ ro<p<ry, 0<p<2r}

© Die Skizze zeigt die Volumenverzerrung proportional zu det & = p.
Die kleinen Rechtecke wiegen weniger, die gro3en Rechtecke mehr!

. C206
Polarkoordinaten Dot

Als Parametrisierung nutzen wir (wie skizziert und vorgeschlagen)
xr\ _ [pcosp) 0 . B
(y> B (psiw) =0 (90) mit  (p,¢) € [ro,m1] x [0, 27 =: D.

& Die Abbildung ®: D — K ist bijektiv und stetig differenzierbar.
Wir berechnen ihre Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

(I),<p> _O(z,y) _ (cosgo —psingp) . det<I>’<p> _,

) 0(p,¥) sing  pcosy p

Flachenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

rafo ub n 2m
(k) = [1d@y) = [ pawe 2 [ [ pdeds
pP=T0

D Fu'det (’0:0

HDI " HDI 2] ™ 2 2
= 2rpdp = [7Tp ] = w(ri —rg)
p

B11 —r Bl1 P=T0

© Plausibilitatspriifung: Dasselbe Ergebnis folgt aus der Kreisflache.
/\ Es gilt voly(D) = 2m(r1 — ). Man beachte die Volumenverzerrung!
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Polarkoordinaten Ausfiihrung

Auf dem Definitionsbereich D = [ry,r3] x [0, 27| definiert &: D — K
eine Bijektion, wie im Satz verlangt. Ebenso [rg, 1] x [—m, 7[, oder

[T07T1]7 [TO7T1[7 ]7“0,7“1], ]?“0,7“1[,
[0, 27], [0, 27|, 10, 27, 10, 27].

/\ Fir manche dieser Wahlen ist ® nicht injektiv bzw. nicht surjekiv.
Der Unterschied ist nur eine Menge vom Volumen 0, also unwesentlich.

Aufgabe: Was erhalten Sie bei den folgenden Polarkoordinaten?
®,: X, = [7“0,7“1] X [0,7'('] — K, dr: Xy = [?“0,7“1] X [0, 77‘(‘] — K.
Gilt hier die Volumenformel voly(K) = [, |det ®(z)| d=? Begriindung?

Losung: Die Abbildung @, ist injektiv, aber nicht surjektiv: Nur der obere
Halbring wird durchlaufen, daher wird auch nur seine Flache integriert.

Die Abbildung ®7 hingegen ist surjektiv, aber nicht injektiv: Der Kreisring
wird dreimal durchlaufen, der obere Halbring sogar noch ein viertes Mal.
Daher wird die Flache drei bzw. viermal gezahlt. So wird es nichts!
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Polarkoordinaten Ausfiihrung

Aufgabe: Was passiert, wenn Sie im Transformationssatz fur Volumina
(C2A) bei der Funktionaldeterminante den Betrag weglassen?

voln(Y):/ 1dy = /det@’(x) dz
Y X

Losung: Wir zerlegen den Integrationsbereich X in drei Teile:
Xo={ze€X |det®(z)=0}
Xy={zeX|det®(z) >0}
X_={zeX|det®(z) <0}

Uber X, verschwindet das rechte Integral, denn der Integrand ist Null.

Das linke Integral verschwindet Uber Yy = ®(Xj), da vom Volumen 0.
Fir die Einschrankung @ : X ~ Xy — Y Y} qilt Gberall det &’ # 0.

Das Integral Gber X wird wie zuvor positiv gezahlt. Das Integral Gber
X _ hingegen wird negativ gezahlt, da wir es umgekehrt orientieren.

Wenn wir also links das (unorientierte) positive Volumen von Y messen
wollen, dann missen wir rechts den Betrag der Determinante nehmen.
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Der Transformationssatz

Satz C2B: Transformationsatz flr n—dimensionale Integrale |
Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
Ist f: Y — R messbar, so auch (f o @) - det ' : X — R, und es gilt

/\f \dy—/\f |- |det @' (z)] da.

Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/f dy—/f ) - |det ()| da.

Merkregel analog zur Substitution: Fir y = ®(z) gilt dy = |det ®'(z)]| d.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so die Rechnung zu vereinfachen.

&) Praktische Anwendung: Statt bijektiv gentigt, dass & injektiv ist bis
auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.
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Transformationssatz vs Substitutionsregel Erléuterung

Aufgabe: Folgern Sie in Dimension n = 1 die obige Formel des
Transformationssatzes C2B aus der Substitutionsregel B1K.

Losung: Der HDI impliziert die bekannte Substitutionsregel B1K:
b B(b)

F(®(x)) @' (x) da = / F(y) dy.

r=a =®(a)
Hierzu sei ®: [a, b] — R stetig diff’bar und f:R D> ®([a,b]) — R stetig.
In Satz C2B setzen wir zusatzlich ¢ : [a, b] — [c, d] als bijektiv voraus.
Wir unterscheiden daher zwei Falle, je nachdem, ob ® wachst oder fallt.

(1) Ist @: [a, b] — [c, d] wachsend, &’ > 0, ®(a) = ¢, ®(b) = d, so gilt:

b o (b)
o ®)|P| = o ®) P = =
/[a,b]u' ) (9] / (f o ®) [b N o

(2) Ist @ : [a,b] — [c,d] fallend, &' < 0, ®(a) = d, ®(b) = ¢, S0 qilt:

b O (b) ®(a)
0 ®)|P| = — 0 PP = — — _
/[a’b](f )@ / (f o ®) [D N L R

© In beiden Fallen gilt der Transformationssatz C2B wie angegeben.
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Transformationssatz vs Substitutionsregel Erganzung

Aufgabe: Untersuchen Sie (fur f = 1) die nicht-bijektive Transformation
®:la,b] = R mit &(x) = 32? — 1623 + 182° sowie a = —0.7,b = 4.
Was sagt die Substitutionsregel? Was sagt der Transformationssatz?
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Transformationssatz vs Substitutionsregel Ergéinzung

Losung: Die Funktion ® verlauft von ¢ = ®(a) ~ 15 nach d = ®(b) = 32,
allerdings nicht monoton. Die Substitutionsregel B1K lasst sich dennoch
anwenden. FUr jede stetige Funktion f:R D ®(|[a,b]) — R gilt demnach:

b d
| s@@) @ = [ fwdy

Der Transformationssatz verlangt zudem Bijektivitat; sie gilt hier nicht!

F(®(2)) |9 (2)|da # /[ Sy

[a,0]

Eine Kurvendiskussion liefert fir & den oben skizzierten Verlauf mit
lok. Minimum in x = 0, ®(0) = 0, lok. Maximum in x = 1, ®(1) = 5,

lok. Minimum in = = 3, ®(0) = —27. Somit durchlduft ® auch Punkte in
[—27, c] zwei- bzw. viermal! Anders als die Substitutionsregel integriert
die Transformationsformel (mit Betrag) sie falschlicherweise mit auf.

In der orientierten Zahlweise (ohne Betrag) bleibt in der Gesamtbilanz
nur das Integral Gber [c, d]: Genau das besagt die Substitutionsregel!




. . . . C213
Transformationssatz mit Orientierung Erganzung

Obiger Satz C2B verlangt bijektive Parametrisierungen ¢: X — Y,
das heif3t, zu jedem y € Y existiert genau ein x € X mit &(z) = y.

© Geeignet umformuliert gilt der Satz auch ohne Bijektivitat — und hat
dieselben schénen Eigenschaften wie die Substitutionsregel fir n = 1!

Zu jedem Punkt y € Y zahlen wir die Urbilder bezlglich f: X — Y
n:Y - NU{oo}, n(y)=#{zeX|f(z)=y, det®(z)#£0}
Genauer zdhlen wir zum Punkt y € Y positive und negative Urbilder:
niy:Y - NU{oo}, ni(y):=#{zecX | f(z)=y, det®'(z) 20}

Wir erhalten so die geometrische Vielfachheit n = n, +n_ und die
algebraische Vielfachheit m := n, — n_ aufgrund der Orientierung.

Beispiel: Die Werte sind in der vorigen Kurvendiskussion angegeben.
Dies entspricht anschaulich der Durchlaufungsrichtung (hoch/runter).
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Transformationssatz mit Orientierung Erganzung

Satz C2c: Transformationsatz mit Orientierung
Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y stetig diff’bar. Dann sind

ny:Y - NU{oo}, ni(y) == #{ze X | f(z) =y, det®'(z) >0},
n_:Y - NU{oc}, n_(y) = #{ze€X | flz)=y, det®(z) <0},

messbare Funktionen, ebenson :=ny +n_und m :=n; —n_.
Ist f:Y — R messbar, so auch (f o ®) - det ®': X — R, und es gilt

[ I1@@)]- et @) de = [ |7w)] - nlo)

Ist dieser Wert endlich, so gilt absolute Integrierbarkeit und

/f ) - |det & (z)| dz = /f )
/Xf(CID(:c - det ( /f




. . . . C215
Transformationssatz mit Orientierung Erganzung

Aufgabe: Uberpriifen Sie diesen Satz im obigen Beispiel:
®:[a,b] > R, &(z)=3z?—162>+182%, a=-0.7, b=4
Stimmen Substitutionsregel und Transformationsformel nun tberein?

Losung: @ verlauft von ¢ = ®(a) ~ 15 nach d = ®(b) = 32.
Die vertraute Substitutionsregel B1K besagt demnach:

/ F(@ () () da = / ifz) F(y) dy = / if(y) dy

Die algebraische Vielfachheit m ist m = 1 auf |¢, d] und m = 0 sonst.
Die orientierte Transformationsformel C2C besagt demnach:

F(®(2)) ®(x) dx = / fy) my)dy = [ fly)dy

[a,b] [c,d]

) Dank der algebraischen Vielfachheit m stimmen beide nun tberein!
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Transformationssatz mit Orientierung Erganzung

Die orientierten Formeln klaren zwei Aspekte der Transformation:

(1) Der Transformationssatz verlangt ® : X — Y bijektiv. Die orientierte
Formulierung erlaubt beliebige ®, da nun die Vielfachheiten zahlen.

(2) Der Transformationssatz nutzt zunachst nur |det ®’|. Die orientierte
Fassung unterscheidet positive Orientierung det ®’ > 0 und negative
Orientierung det &' < 0 und zahlt die Urbilder entsprechend.

Die beiden wichtigsten Spezialfalle kennen wir bereits:
Ist ®: X — Y bijektivund det® > 0,sogiltn™ =1undn™ =0
Ist ®: X — Y bijektivund det &' < 0, so gilt n* =0 und n~

Die Formulierung mit Orientierung und Vielfachheiten ist dann genau
der obige Transformationssatz mit Absolutbetrag ohne Vielfachheiten.

Umgekehrt folgt aus der absoluten die orientierte Formel durch Zerlegen
und Aufsummieren. Beide Satze C2B und C2cC sind demnach aquivalent.

Wir nutzen im Folgenden meist bijektive, positive Parametrisierungen.
Diese Einschrankung vereinfacht die Formulierung wie oben diskutiert.
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In Dimension n = 1 ist uns der Transformationssatz C2B bereits vertraut.
In Dimension n > 2 rechnen wir ihn fUr einfache Transformationen nach:
) Hierzu gentigen uns bereits Fubini (C1E) und Substitution (B1K).

Sei X = [a1,b1] X -+ X [an, b,] €in Quader und @ : R™ D X — R" stetig
differenzierbar mit 9;®; > 0 sowie 0;®; = 0 flr j > . FUr n = 2 kurz:

d:R?>H X — R?: (ml) — (yl) = <@1($1,$2)>
X2 Y2 Qo (21, 22)
>0 =0
P’ = < . >O) —  det ' = 01 P1 - 0Py >0
Das heif3t, die Jacobi—Matrix ®’ soll eine untere Dreiecksmatrix sein.

Lemma C2D: einfache Transformationen
FuUr solch einfache Transformationen gilt die Formel C2B. {

Aufgabe: (1) Beschreiben Sie das Bild Y = ¢(X) als Normalbereich.
(2) Ist &: X — Y bijektiv? Auch wenn statt 0,®; > 0 nur 9;®; > 0 gilt?
(3) Folgern Sie die Transformationsformel aus Fubini und Substitution.
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Losung: Wir fihren hier n = 2 aus; der Fall n > 3 verlauft genauso.

(1) Wegen 0o ®; = 0 hangt (1, z2) nicht von x, ab, wir schreiben kurz
®y(x1,22) = ®1(z1). Wegen 0,P; > 0ist 1 — @4 (1) streng wachsend,
somit bljektIV von [al, bl] auf [Cl, dl] mit c1 = <I>1(a1) und di = (I)l(bl).

Zu jedem z; € [a1, b1] ist die Funktion zo — ®2(z1, 22) streng wachsend,
somit bljektlv von [CLQ, bg] auf [Cg(il?l), dg(ﬂfl)] mit CQ(CL’l) = @2(561, ag) und
do(x1) = Po(x1,b2). Das Bild Y = &(X) ist daher ein Normalbereich:

Y =0(X)={ (y1,52) €R? | e1 <y <, g(y1) < w2 < h(y) }

mit den Randfunktionen g(y1) = c2(®;(y1)) und h(y1) = da (P (y1)).

(2) Ja, ®: X — Y ist bijektiv: Surjektiv auf Y nach Konstruktion.

Zudem ist @ injektiv, denn es erhalt die lexikographische Ordnung:

FUr (z1,2z2) # (2, 25) unterscheiden wir zwei mdgliche Félle:

FUr 21 < 2 qilt y; < y}. FOr z; = 2 gilt x5 < 2, und somit y, < 5.
Fordern wir nur 9;®; > 0 und 9, ®- > 0, so gilt statt ,,streng wachsend*
nur noch ,schwach wachsend®, und ®: X — Y ist i.A. nicht mehr bijektiv.
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(3) Die Transformatlonsformel folgt nun dank Fubini und Substitution:

lub yl)
f = f(y1,y2) dyz din
y1=c1 J y2=9(y1)

Suhs (P2(x1,b2
= / / f(@1(21),y2) dy2 - 01®1(21) day
r1=ai1 JY

B1K g= @2(:61 a2)

:1[:/ / f(®1(z1), Pa(x1,22)) - O2Pa(x1,22) dxg - 01P1(21) dxy
Tr1=ai J xr2=a2
- / / f(@1(21), 221, 72)) - |det @' (21, v2)| dwz 2

Tr1=aji J ro2=az

= / f(®(x)) - |det ' (z)|dz

In dieser Rechnung nehmen wir f als stetig an: Die Integrationsbereiche Y und X sind kompakt,
hierauf sind f bzw. (f o ®) - |det ®'| stetig und somit absolut integrierbar, daher kénnen wir
Fubini C1E anwenden. Ebenso kénnen wir die Substitution B1K anwenden. Per Grenziibergang
gilt die Transformationsformel dann fiir jede absolut integrierbare Funktion f wie in Satz C2B.
Die Rechnung (3) gilt wortlich genauso, wenn wir allgemeiner nur 9; ®; > 0 und 92 P2 > 0
fordern. Wenn wir auch dies noch fallen lassen, so erhalten wir die Formel aus Satz C2cC.
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Die Transformationsformel bei Komposition Ausfiihrung

Lemma C2E: Komposition von Transformationen

Gilt die Formel C2B fur die Transformationen ®: X — Y und ¥:Y — Z,
dann qilt sie auch flr ihre Komposition H = Vo ¢: X — Z.

Aufgabe: Rechnen Sie diese Aussage nach! Die Formel gilt also far alle
Transformationen wie in der vorigen Aufgabe und ihre Kompositionen.

Losung: Wir nehmen an, die Transformationsformel gilt fir & und W:

| e ';j'; | A - det ¥ )]y
A

/ FU(D(x))) - |det W(®(x))] - |det ' (x)] dz

(73

/ F(H(2)) - |det H' ()] da

Fir H(z) = ¥ (®(x)) gilt die Kettenregel H'(z) = V' (®(x)) - &'(x) der
Jacobi—Matrizen (Nachrechnen!), und die Determinante ist multiplikativ.
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Sei X ¢ R" ein Quader und ® :R" — R":x — Az + v affin-linear.
FUr n = 2 betrachten wir folgende elementaren Transformationen:

Verschiebung @ : (331) — <y1> = (xl +Ul> . veER?
) Y2 T2 + V2

Streckung Dy : (331) — (y1> — (Cm) , a,b € Reg
X2 Y2 bxo

Scherung Dy : (xl) — <y1) - ( “ ) ., acR
T9 Y2 ari + xo

Spiegelun ORS :131) — <y1> = (962)

pleg g 3 (:1:2 " -

Lemma C2F: affin-lineare Transformationen
Flr jede affin-lineare Transformation ¢ : R” — R" gilt die Formel C2B.

Aufgabe: (1) Zeigen Sie dies fur die elementaren Transformationen!

(2) Dank GauB—Algorithmus ist jede affin—lineare Transformation eine
Komposition von elementaren. Folgern Sie hieraus das Lemmal
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Losung: (1) Die ersten drei Transformationen &y, 1, ®- erfillen
unmittelbar die Bedingung @’ = (=" ) ) des obigen Lemmas C2b.
Demnach qilt hier die Transformationsformel C2B. (Wenn Sie méchten,

kdnnen Sie diese Spezialfille als Ubung nochmal direkt nachrechnen.)

Wie untersuchen daher nur noch den verbleibenden letzten Fall ®5.
Es gllt d3: X =Y mitX = [al,bl] X [ag,bg] und Y = [ag, bz] X [al,bl].
Die Jacobi-Matrix ®4(z) = (9 }) hat Determinante det ®4(z) = —1.
Dank Fubini und den Substitutionen y; = x5 und y» = z; finden wir:

bo by
/Yf(yl,yz)d(yhyz) = / / fly1,y2) dya dyy
Yy

CIE
1=a2 JYy2=ai

Sub
= / / ZCQ, CIZ1 d:l]l dxo
B1K Eo=as J x1=a1

= / f(z2,21) d(z1, 22)
X

CIE

w / F(®(2)) - |det &' ()] dz
X

CIE
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(2) Sei &:R™” — R":x — Ax + v eine affin-lineare Transformation.
Das Integral ist invariant unter Verschiebung ¥ : z +— x + v, mit v € R™.
Wir untersuchen lineare Transformationen & : z — Az, mit A € R"*":

Die vorigen Rechnungen zeigen die Transformationsformel C2B flir
1 jede Diagonalmatrix A = diag(ay,...,an),
2 Scherung / die Addition einer Zeile zu einer anderen,
3 Spiegelung / die Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten.

Mit dem GauB3—Algorithmus lasst sich jede Matrix A € R™*"™ allein durch
die beiden Operationen (2) und (3) auf Diagonalgestalt (1) bringen.
[ [] Siehe Kimmerle—Stroppel, Lineare Algebra und Geometrie, §3.7-3.12.

Fir jede dieser elementaren Transformationen gilt die Formel C2B,
dank Lemma C2E gilt sie dann auch fir ihre Komposition A.

Somit gilt die ersehnte Formel C2B fir jede affin-lineare Transformation
$:x— Ar+vmit Ae R ™ undv € R*. () Das wollten wir zeigen.

& Die Rechnung ist zwar langlich, aber elementar. Sie rechtfertigt die
eingangs motivierte Volumenverzerrung affiner Transformationen. [C201
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Allgemeine Transformationen Ausfiihrung

Die vorigen Ubungen und Lemmata zeigen wichtige Spezialfalle des
Transformationssatzes C2B: Wir kdnnen sie explizit nachrechnen und
erfahren dabei, wie und warum die angegebene Formel funktioniert.

Der Transformationssatz gilt fir alle einfachen Transformationen (C2D)
und flr ihre Kompositionen (C2E). Es genugt demnach nachzuweisen,
dass jede Transformation eine Komposition von einfachen ist.

Far affin-lineare Transformationen (C2F) haben wir dies mit Hilfe des
GauB—Algorithmus erledigt. Im allgemeinen Falle gelingt dies genauso,
zumindest nach geeigneter Zerlegung. Die technischen Details sind
etwas aufwandiger, ich begniige mich hier daher mit dieser Skizze.

Anstelle eines Beweises mochte ich als versdhnliches Fazit festhalten:
& Der Transformationssatz ist geometrisch anschaulich und intuitiv.
) Seine Voraussetzungen sind wichtig, aber sehr milde und oft erfillt.
&) Er folgt aus Fubini und HDI, hier eindimensionale Substitution:
Diese Kernidee konnen wir wie gezeigt direkt explizit nachrechnen!
Nach diesen Grundlagen widmen wir uns nun den Anwendungen. ..
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Das Gauf3sche Integral Ubung

© Eine berihmte Anwendung der zweidimensionalen Integration:

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die GauBsche Glockenkurve
f:R—R, f(x) = e /2, sowie die Glockenflache
g:R* =R,  g(x,y) = f(x)f(y) fira,ye[-3,3].

(2) Kbnnen Sie f; e~ /2dz in geschlossener Form angeben?
(3) Berechnen Sie zur Funktion g das Flachenintegral

/ e~ T2 d(z,y)
K

Uber dem Kreisring K = { (z,y) € R? | a®* < 2?4+ y? < b? .
(4) Welches Integral erhalten Sie fira — 0und b — c0?
(5) Bestimmen Sie hiermit das Integral I = [, e=*"/2 dx.

0 Dieses Integral konnten wir mit eindim. Integration nicht berechnen.
© Mit zweidimensionaler Integration hingegen gelingt es nun leicht!
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Das Gauf3sche Integral Ubung

Losung: (1) Skizze der GauB3schen Glockenkurve:

‘ A

/

3\
‘ ‘ ‘ ‘ '

Ihre Streckungen und Verschiebungen heif3en ebenfalls Glockenkurven.
Sie spielen eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beim
zentralen Grenzwertsatz W1D; er wird uns in Kapitel W beschaftigen.

(2) Die Integralfunktion F(x fO t) dt erlaubt keme geschlossene
Formel, ebensowenig die bestlmmten Integrale f f(t)dt = F(b) — F(a).

Ich warne vorsorglich vor einem verbreiteten Missverstdndnis: Die Funktion f ist stetig und
somit integrierbar (Satz B1C), daher existieren dle bestimmen Integrale f K f(t) dt und somit
auch die Integralfunktion F': R — R: 2z — f 0 t) dt. Allerdings kann diese nicht durch
elementare Funktionen (also durch exp, log, sin, cos, ...) in geschlossener Form dargestellt
werden. Das ist nachweislich unméglich. Es ist aussichtslos danach zu suchen!
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Skizze der GauBschen Glockenflache g(z,y) = e~ (" +v°)/2;

C228

Das Gauf3sche Integral Ubung

Diese Funktion g wollen wir Gber den Kreisring K integrieren:
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(3) In Polarkoordinaten (x,y) = (pcos ¢, psin ) gilt d(z,y) = pd(p, ¢)-
Die Integration gelingt dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

/e_($2+y2)/2d(fﬁay) = / e p d(py)
K - [a,b] X [0,27] —

Fudet

Fub b 2m 2/9 HDI b 2/9
= / / pe P Pdpdp = / ompe P2 dp
CIlE p=a -0 B11 p=a

' [_QW e—p2/2]b —  or (e—a2/2 _ e—b2/2)

Bl1 p=a

(4) Fir a — 0 und b — oo finden wir:

/ e—(m2+y2)/2 d(SU, y) -
R2

) Das eindim. Integral fb e~*"/2 dz: kénnen wir nicht direkt angreifen.

© Das zweidim. Integral [, e~(*+¥)/2d(z, y) ist hingegen leicht dank
des Faktors p. Vergessen Sie nie nie nie die Funktionaldeterminante!
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(5) Schlie3lich gelingt uns so auch das eindimensionale Integral:

2
</ e /2 da:) Kunstgriff: Statt I berechnen wir I*!
R

_/ e=7/2 40 . /e y2/2dy / —2?/2 (/e y /2dy> da
// _y2/2 dydx Exp // (22 4y?)/2 dydx

—/ @2 d(zy) L
CIE RxR

Satz C2G: Gaufsches Integral
Es gilt / e /2 4y = /2.
R

—

>
(

ZlE

© Dies ist ein eindimensionales Integral, aber allein mit eindim.
Methoden schafft man es nicht. Erst durch die Berechnung als
zweidimensionales Integral 16st sich alles in Wohlgefallen auf!
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Die GauB3sche Normalverteilung Ubung

W — 20 ,LL+O' M ,u,+0 W+ 20 z’
Sei pu, 0 € R mit o > 0. Die Funktion ¢ : R — R mit

1 C1(z=u)?
ole) = —= e 5(5)

hei3t (Dichte der) Normalverteilung mit Mittelwert 1 und Streuung o.
Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.

© Wahrscheinlichkeitsdichte: ¢ > 0 und [, ¢(z)dz =1

© Hier gilt Schwerpunkt = Mittelwert = [, z p(z) dz = p.

L) Tragheitsmoment = Varianz = [ (z — p)%*p(z) dz = o?

C232

Die Gamma—Funktion an halbzahligen Stellen Ubung

Wir kennen die Gamma—Funktion
[':Repg—=>Rog:z2—=T(2)= / z*~ e du.
x=0

Aufgabe: Berechnen Sie den Wert F(%) = / 267" da.
=0
Losung: Die Substitution = v? und dx = 2u du ergibt:

1 (0. @] O
F(—) = / wle ™ . 2udy = 2/ e du
2 u=0 0

u=

& Dank der Funktionalgleichung I'(z + 1) = zI'(z) aus Satz B3E folgt:

Satz C2H: Gamma—Funktion an halbzahligen Stellen

1 1-3-5---(2n—1)

Es gilt F(%) =+/m und F(§ +n> =

VT
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Griechische Amphore aus dem Louvre, Bildquelle: wikimedia.org

Stuttgarter Fernsehturm, Bildquelle: wikimedia.org

Zylinderkoordinaten eignen sich bei Rotationssymmetrie beztiglich
einer Achse, zum Beispiel zur Parametrisierung von Rotationskorpern.
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Zylinderkoordinaten Ubung

T

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskdrpers
R = { (ZE,’y,Z) S Rg ‘ a<z< b7 740(2)2 < .CE2 +y2 < 741(’2:)2 }

(1) in Zylinderkoordinaten und (2) mit Fubini (zum Vergleich).
(3) Was erhalten Sie fir —1 < z < 1 mitrg = 0 und r1(z) = cosh(z)?
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Losung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten um die z—Achse:

x 0 COS P
y| =|psinp | =@ |y
z

\
& ..
7 y ®:D— R mi D={(p,p,2) ER?|

P a<z<b roz) <p<ri(z), 0< o <2m}

Die Funktionaldeterminante ist wie zuvor bei Polarkoordinaten:

s 0
5 cosp —psinp
o’ = % = | sinp pcosp O —  det®’ =p
p7 (P7 O O 1

Wir erhalten folgende Parametrisierung unseres Rotationskorpers:
R={(z,y,2) R’ |a<z<b, ro(2)* <2’ +y*> <ri(2)*}
= {(peosp, psing,2) [a <z <b, ro(2) < p<ri(2), 0< p <27}

Anschauung: Die drei Spalten von ¢’ sind die Tangentialvektoren in Richtung p, ¢, z. Diese drei
stehen hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Lingen 1, p, 1.
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Volumen eines Rotationskorpers Ubung

(1) Volumenberechnung in Zylinderkoordinaten, d(x, y, z) = pd(z, p, p):

Tlllo Fuh
vols(R) = /1d(:c,y, z) = = /pd z,p,0) = / / / pdpdpdz
z=a J p=ro(2) J o=
IIDI IIDI b (
/ / 27r,0dpdz = / [Wp] dz—/ mri(2)? — mro(2)*dz
Bl z=a P ) e=a ro(2) z=a

(2) Mit Fubini und Kreisringen erhalten wir dasselbe Ergebnis:

b
volg(R :lt / / Ir(z,y,2)d(z,y)dz (KIO]S / mr1(2)? — wro(2)? dz
z=a J R2 z=a

(3) Far rg,r1:[—1,1] = R mit 7o = 0 und r;(2) = cosh(z) erhalten wir:
| 1 | 1

volg(R) = / 7 cosh(z)? dz = 7r/
z=—1 z=

- [1'11(2)+Z}1 = (1'h(2)+1)~884
—7T4Sln 4 222_1—7T281n ~ .

(Additionstheoreme fiir cosh und sinh oder einfach ausmultiplizieren.)

1 1
.2 cosh(2z) + 5 dz
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rcost

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen der Kugel vom Radius r:
K = { (z,y,2) € R? ‘ 2 + % + 22 §T2}

(1) in Kugelkoordinaten und (2) als Rotationskdorper (zum Vergleich).

Der Poldistanzwinkel 8 lduft vom Nordpol 8 = 0 zum Siidpol 6 = 7, die geographische Breite
¥ = 7/2 — 0 hingegen vom Aquator ¥ = 0 zu den Polen ¥ = &7 /2. Der Azimutwinkel ¢ ist nur
bis auf Vielfache von 27 bestimmt; als Standardbereich wihlen wir [0, 27|, alternativ | —, 7].

Kugelkoordinaten i
z \ Wir parametrisieren durch Kugelkoordinaten:
g x psinf cos 0
; p y| = | psinfsing | = ® | 0
2z pcosf 0
5 Y :D— K mit D={(p0 ) cR®
x 0<p<r, 0<0<m O0<¢p<2r}

Wir berechnen die Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

oz, y, ) sinfcosp  pcosfcosy —psinfsing
o’ = ﬁ = | sinfisiny  pcosfsing  psinfcosp
(p: 9, 9) cos 0 —psinf 0

— det &' = p?sin 6 (Ubung!)

© Hierist (p, 0, ) ein rechtshindiges Koordinatensystem, det ®' > 0. Hingegen wiire (p, @, 0)
linkshéindig. Unser Integral ist nicht orientiert, also rechnen wir mit dem Absolutbetrag |det ®’|.
Anschauung: Die drei Spalten sind die Tangentialvektoren in Richtung p, 6, ¢. Diese drei stehen
hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Léingen 1, p, p|sin 6|.
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Losung: (1) Das Volumen berechnen wir in Kugelkoordinaten:

Vol (K) = / Ld(z,y,2) 2 / 2 sind d(p.6. )

C2B
Fu ‘det

‘jéb_/ / / p?sinfdedfdp “D‘/ / 2mp? sin 0 d6 dp
CIE p 0Jo=0 o= 0=0

HDI HDI 41 r 47T
D 2 [ 9} dp = / dnptdp 2 [ 3] _ 7,3

© Der Term 7* ist plausibel, denn die Kugel wichst in jede Richtung proportional zu .
Die Konstante %w hingegen kann man nicht raten, sondern nur durch Integration berechnen.

(2) Zum Vergleich die Rechnung als Rotationskorper:

r 3 r

vol3(K) = / m(r? —2%)dz = w[er — —}

CIE ., Bl 3

4T 4
— 3

© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg dndert sich. Sie haben hier freie Wahl!

Die Kugel ist ein Rotationskorper, also bieten sich neben Kugel- auch Zylinderkoordinaten an.
Je nach Problemstellung ist es eine Kunst, besonders gut angepasste Koordinaten zu wihlen.
Hier hilft