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Kapitel Q

Partielle Differentialgleichungen (PDE)
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Differential equations represent the most powerful tool
humanity has ever created for making sense of the material world.
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Einleitung und Uberblick

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen (ODE) oder DGSystemen
betrachten wir Funktionen w(x) in einer einzigen reellen Variablen z, also

u:RDI—-R": zw— ux).

Gesucht sind die Lésungen einer gewdhnlichen Differentialgleichung
F(z,u,u u" W ,u(k)) =0

in der Funktion « und ihren Ableitungen «/,v”, ", ..., u®) = d*u.

Bei partiellen Differentialgleichungen (PDE) betrachten wir aligemein
Funktionen u(z1, ..., z,) in mehreren Variablen z1, ..., z,, n > 1, also

u:R"DQ - R™ : (21,...,2,) = u(x1, ..., Tn).

Gesucht sind die Lésungen einer partiellen Differentialgleichung
0"u,...)=0
in der Funktion « und ihren partiellen Ableitungen 8”u = 9" - - - 9% u.

Die Ordnung k einer (partiellen) Differentialgleichung ist die héchste
Ordnung |v| = v + - - - + vy, aller auftretenden (partiellen) Ableitungen.

F(zy,...,2p,u,01u,...,00u,...,

Die Wichtigkeit der (gew&hnlichen und partiellen) Differentialgleichungen
besteht darin, dass sich nahezu alle Naturphdnomene so beschreiben
lassen. Wir illustrieren dies an drei zentralen klassischen Beispielen:
Warmeleitungsgleichung, Potentialgleichung und Wellengleichung.

Wichtige Anwendungen, die Sie zum Teil schon kennengelernt haben,
finden sie in Elektrodynamik (Maxwell-Gleichungen), Thermodynamik
(Bilanzgleichungen), klassischer Mechanik (Hamilton—-Gleichungen),
Quantenmechanik (Schrédinger—Gleichung), Stromungsmechanik
(Navier—Stokes—Gleichungen), usw. ... Die Liste ist schier endlos.

Die Lésung partieller Differentialgleichungen mobilisiert alle bisher
erarbeiteten Techniken der H6heren Mathematik: mehrdimensionale
Differential- und Integralrechnung, Integralsatze, Fourier—Theorie,
gewdhnliche Differentialgleichungen, etc. Differentialgleichungen sind
ein riesiges Gebiet, zu dem ich hier nur einen winzigen Einblick gebe.
Die mathematische und oft numerische Bearbeitung praxisrelevanter
Probleme flhrt schnell zu Fragestellungen der aktuellen Forschung
und sprengt daher bei weitem den Rahmen dieser Vorlesung.

Q101
Erinnerung

Erinnerung: Richtungsableitungen
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Erinnerung: partielle Ableitungen

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Héhere Mathematik 2, §4.3.
Eindimensional: Sei I = ]a,b[ C R und f:I — R eine Funktion.
Wir nennen f im Punkt « € I differenzierbar, wenn der Grenzwert
flath) - fl@)
1 =: ;
M T fz)
existiert. In diesem Fall heiBt f’(z) die Ableitung von f im Punkt .
Mehrdimensional: Sei 2 C R” offen und f: Q) — R eine Funktion.
Die Ableitung von f im Punkt z € Q in Richtung v € R" ist
. fle+hv) = f(x)
meh o
Dies ist die Ableitung der partiellen Funktion i — f(xz + hv) in h = 0.
Haufig nutzen wir die Ableitung ;. in Richtung v = e, wobei ey, ..., e,
die kanonische Basis des R" ist, also ¢, = (0,...,0,1,0,...,0) € R™.
© Die Offenheit von Q2 garantiert, dass wir um jedem Punkt z € Q etwas
Platz haben: Es gibt einen kleinen Ball B(z,e) C 2 vom Radius ¢ > 0.
Andernfalls lieBe sich die Ableitung erst gar nicht wie oben erkléren.

Die k-te partielle Ableitung o) f von f im Punkt = € Q ist demnach

d
Orf(1,... an) = [af(fflw--733k—17$k+t7$k+17-'-7xn)]t:0
— lim flo e+ e, ) = f B, T, Tpeg1, - )
T 50 h

Wenn diese Ableitungen fiir alle z € Q und alle k = 1, ..., n existieren,
so nennen wir f partiell differenzierbar. Dies definiert 9, f : 2 — R.

Sind alle 0, f stetig, so heiBt f stetig partiell differenzierbar, kurz C.
Sind alle 9y, f stetig partiell differenzierbar, so hei3t f zweimal stetig
partiell differenzierbar, kurz C2. Hier gilt der Satz von Schwarz D4A:
¢ Satz D4A: Satz von Schwarz

Sei 2 C R” offen. Ist f: Q — R zweimal stetig differenzierbar, so gilt

Bjakf = 3]661]“ fur alle 5,k € {1, oo ,’IL}.

Induktiv definieren wir die k-mal stetig differenzierbaren Funktionen C*
fir alle k € N und schlieBlich die glatten Funktionen C>® = ), . C*.
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Erinnerung: ein warnendes Gegenbeispiel
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Erinnerung: gebrauchliche Schreibweisen

Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Ein warnendes Gegenbeispiel [D403]:

2_ .2
% fir (z,y) # (0,0),

0 far (z,y) = (0,0).

Die Funktion f ist stetig und differenzierbar auf R2, auch im Punkt (0,0).
Die Ableitungen 9, f, 0, f sind stetig und partiell differenzierbar, aber:

4 4 2,2 _ .4
Oy f)(,y) = W
D

0,0)(,0) = 1 =+,
s+ da g
(12 +y2)2

P
(0:1)(0,y) = y—;{ =y, (8,0:)(0,0) = —1.

(0y£)(0,0) =0,
(820, 1)(0,0) = +1,

(0uf)(m,y) = (9:£)(0,0) =0,

Fiir partielle Differentialgleichungen mochten wir dieses ldstige Problem beheben bzw. umgehen.
Die korrekte Behandlung gelingt wunderbar mit der Theorie der Distributionen (siehe Kapitel D).

Zur lllustration nenne ich fir u:R* — R: (t, 2,7y, 2) + u(t, z,y, 2) die
Nummerierung (¢, z,y, z) = (zo, 1, 2, x3) Mit partiellen Ableitungen
ou . _Ou
i Opu = Ogu, Uz = et Opu = O1u,
Fir die Ortsableitung V = (01, 02, 03) gilt Vu = grad u = (91, dau, O3u).
Fir zweifache partielle Ableitungen (Vertauschbarkeit vorausgesetzt):

U = etc.

wnp = L 00 0 — v — RN — D100, et
U Otor Ot dx e T ST T 0T R
Beispiel: Die Wellengleichung lasst sich wie folgt schreiben:
oy Lot o Pu o
t=tas t Uyt BaE T o Oy?  92%’

Ou=cPAu mit A=V?=02+09.+02,
mit 0= 293 — 0% — 92 — 2.

Die Schreibweise soll jeweils klar und eindeutig sein. Sie ist wie jede
Konvention eine Frage von Tradition, Bequemlichkeit und Geschmack.

Ou=0




Beispiel: die Cauchy—Riemann—Gleichungen e

Q106
Erlauterung

Systeme partieller Differentialgleichungen

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir (u,v):R? D Q — R? lauten

ou_o o o
oxr oy’ ox oy’

<= Das Vektorfeld (u, —v) erflllt div(u, —v) = 0 und rot(u, —v) = 0.
<= Die komplexe Funktion f = u +iv:C 2 Q@ — C ist holomorph.
<= Lokal ist f eine komplexe Potenzreihe, f(z) = 3" as(z — 20)F.
= Beide Funktionen u, v sind harmonisch, also Au = Av = 0.

Diese spezielle PDE ist extrem wichtig. Cauchys Integralsatz entfaltet hier ndmlich ein Wunder:
Fiir holomorphe Funktionen gelten besonders starke GesetzmiBigkeiten. Diese sind Thema der
Funktionentheorie, also der komplexen Analysis. Insbesondere ist jede holomorphe Funktion
lokal eine komplexe Potenzreihe und umgekehrt. Damit ist diese PDE vollstindig gelost!

Hier zahlt sich Ihre Investition in solide mathematische Grundlagen iiberreichlich aus.

Holomorphe Funktionen sind in Mathematik und Physik tiberall anzutreffen und als Werkzeuge
unentbehrlich. Klassische Anwendungen sind ebene Elektrostatik (Q1A) und Stromungen (Q1B).
Aus obigen Gleichungen folgt insbesondere, dass w und v harmonisch sind, also Au = Av = 0.
Versuchen Sie dies durch Ableiten nachzurechnen, als leichte Ubung und Wiederholung.

Zur Schreibweise und Verwendung der Differentialoperatoren V und A = V? siche Seite H101.

Ein System partieller Differentialgleichungen entsteht aus mehreren
Funktionen uy, ..., u,;, : Q — R. Diese kénnen wir zusammenfassen zu

u:R"D2Q-R™ w=(ug,...,un).

Das System der partiellen Differentialgleichungen schreibt sich dann
0%y .) =0

i) =0

Zur lllustration nenne ich drei berihmte Gleichungssysteme, die seit
dem 19. Jahrhundert ausgiebig untersucht und vielféltig genutzt werden:
Die Cauchy—Riemann-Gleichungen sind vollstandig verstanden,

die Maxwell-Gleichungen auch weitgehend, aber viel schwieriger,

die Navier—-Stokes—Gleichungen noch nicht. Letztere sind nicht-linear.
Als lineares Pendant untersuchen wir in diesem Kapitel ausfihrlich die
Konvektions-Diffusions-Gleichung und I6sen wichtige Spezialfalle.

Beispiel: die Maxwell-Gleichungen <l | Anwendung: ebene Elektrostatik ae
Die Maxwell-Gleichungen [H157 fiir Felder E, B:R* D Q — R? lauten - G S e NN N A Y ] aduingent
g g = DlpolieldEll////‘///k«\\\\\\\\xt q:_glo
, -~ 108 Vel =0 v T /| NN ] T
— — =+1.0
V. E = 4mp, VXEJFEE—O-, VXE=0\ | || /) F e~ RXAY | 2=

g NN 72 S SAN NN AT ATIvIE)

V.-B=o, VB =102 dn B NN Y 7 e NS\ VAV Vbt

cdt ¢ <SSO\ s NN W A

Aufgabe: (1) Was besagen die statischen Maxwell-Gleichungen? : ::::::h\i i‘f :ﬁ:::::::i ;‘ } ;;Zviiiii :
in quellenfreien Bereichgn? Was sind die Lésungen im ebenen Fall? s e e e RN
(2) Skizzieren Sie das E—Feld gegenpoliger Punktladungen (Dipolfeld). e e e et =t fI\ e I Sl >
.. . . A _v.B =2 3 _ e 2T P W ———— 2 ) L NN R S > >
Lésung: (1) Wirerhalten V- E=V:B=0undV x E =V x B=0. )//////; ; { NN = } é N N SRS
Satz Q1A: holomorphe Lésungen der Maxwell-Gleichun it lveves ‘\ A /‘l AN
@ norphe Losung I || 2 A RTINS =24/ 5 NN NNNNS
Jedes ebene statische E-Feld E:R% O Q — R? ohne Quellen entspricht A2 2270 T \‘\ Nw~—— /' /T VAN NN N Y
einer holomorphen Funktion f = E; — iE»:C D © — C und umgekehrt. A AT AN NS == A2/ /T T TV A
xf;EAIILIﬁ—lJ’_quIAl\\\

© Lésungen sind holomorphe Funktionen, also komplexe Potenzreihen. LT\ (x4+1)2+y2 "y (=124 92\l Yy N
Damit kénnen wir Lésungen bequem finden und explizit ausschreiben. AA A P N N NN TS e e gy
Umgekehrt kénnen wir uns Residuen als Ladungen vorstellen (F4D). Rechnung [E317]. Fiir das Magnetfeld addieren wir zwei Wirbelfelder.

Die Konvektions-Diffusions-Gleichung “*|| Die Konvektions-Diffusions-Gleichung Edtutoning

Bilanzgleichung der Strdmungslehre zu Konvektion und Diffusion:
Opu(t,x) + V[ou(t,z)] = V[eVu(t,z)] + q(t,z) + cu(t,z)

Konvektion: Zu/Abfluss

Anderungsrate Diffusion: div grad Quellen Wachstum/Zerfall

Diese partielle Differentialgleichung ist linear zweiter Ordnung. Sie beschreibt den Transport in
einer vorgegebenen Stromung ¥(t, ), z.B. von Algen im Meer oder eines radioaktiven Markers
im Blutkreislauf. Dieselben Gleichungen gelten fiir die Konvektion und Diffusion von Wirme.
Gesucht ist die Stoffkonzentration u: I x  — R (Wirmedichte), also die Werte u(t, x) zur Zeit
te I CRamOrtx = (z1,...,2,) €  C R™. Zur Ortsableitung schreiben wir wie iiblich
V= (01,...,0n). Gegeben sind Anfangswerte u(0, z) = uo(x) fir t = O und alle z € €,
sowie die Stromungsgeschwindigkeit 7: I x  — R™ (Konvektion), der Diffusionskoeffizient
k:1 x Q@ — R (Temperaturleitfihigkeit), zudem die Quellen und Senken g: I x  — R
(Wirmeleistungsdichte) und die Wachstumsrate ¢: I x € — R (Vermehrung, Abbau, Zerfall).

Fur raumlich konstante Koeffizienten gilt V&= 0 und Vi - Vu = 0:
Ou(t,x) + TVu(t,x) = k Au(t, z) + q(t,z) + cu(t, z)

Links steht die substantielle Ableitung entlang der Strémung:
Ault, ©) + 5y vOjult, @) = kY-, BFult,x) + cu(t, z) + q(t, x)

Erster wichtiger Spezialfall: Ohne Diffusion gilt x = 0. Das vereinfacht!
Wir erhalten die Transportgleichung oder Konvektionsgleichung:

Opu(t, z) + V[I(t, 2) u(t,z)] = ct, z) u(t, z) + q(t, z)

© Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung.
Mit konstanten Koeffizienten I6sen wir sie in Satz Q2E, allgemeiner Q3A.
© Solche einfach gebauten Gleichungen kénnen wir bereits 16sen!
Hierzu nutzen wir die raffinierte und vielseitige Charakteristikmethode.

Zweiter Spezialfall: Ohne Konvektion und Wachstum gilt v = ¢ = 0.
Wir erhalten die Warmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung:

Owu(t,z) = VI[k(t,z) Vu(t,z)] + q(t, ) ‘

© Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Mit konstanten Koeffizienten, « = const, I6sen wir sie in Kapitel S.

© Die Lésung der Warmeleitungsgleichung gelingt uns dank guter
mathematischer Grundlegung, sie mobilisiert alle bisherigen Techniken.

atii
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Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

Qti2
Erlauterung

Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

Dritter Spezialfall: Im stationdren Zustand gilt 9;u = 0 und ¢ = 0.
Alle Gréen hangen nicht von der Zeit ¢ ab, sondern nur vom Ort z.

| V[@) u(@)] = V[s(@) Vu(@)] + () |

Flr v = 0 und k = 1 erhalten wir die Potentialgleichung 0 = Au + ¢.

© Konvektion und Diffusion begegnen lhnen in vielen Anwendungen.
In gliicklichen Fallen kénnen Sie die Gleichung allein mit Stift und Papier
I6sen, explizit und exakt. Meist jedoch ist dies unmdglich und Sie nutzen
Computer zur numerischen Approximation. Hierzu benétigen Sie ein
solides Grundverstandnis: Existiert eine Lésung? Ist sie eindeutig?
Wie verhélt sie sich typischerweise? Wie lasst sie sich berechnen?

© In typischen Anwendungen ist u(t, ) die Warmedichte oder eine
Stoffkonzentration. Im Allgemeinen hangen die Koeffizienten v, «, ¢
héchstens von der Zeit ¢ und dem Ort z ab. In genaueren Modellen
hé&ngen sie zudem von der Warmedichte bzw. Konzentration « ab.

/\ Die Gleichung ist dann nicht-linear und wesentlich komplizierter.

Aufgabe: Eine wichtige Anwendung ist die Strémung von Flissigkeiten.

(1) Setzen Sie als transportierte Gré3e die Masse ein, also v = g, und
vereinfachen Sie durch die plausiblen Annahmen x =0, ¢ =0, ¢ = 0.

(2) Untersuchen Sie als transportierte Gré3e die Impulsdichte @ = vp.
Welche Differentialgleichung erhalten Sie nach Vereinfachung?

Lésung: (1) Wir erhalten die Kontinuitatsgleichung 0.0 + V(7o) = 0.
(2) Wir setzen die Komponente u = gv; in die Konv-Diff-Gleichung ein:
Oru + Z;’lzl 8]' [Uj u] = Z;L:] (9]' [I{ 8ju] + ¢
Ak [vio] + 3271 0i[vjeui] = K A(ovi) + i
00; +v; B0+ v Y1 9 [vjo] + iy eviOiu = Kk Aov;) + s

= 0 dank Kontinuitétsgleichung (1)

© Wir erhalten hierdurch genau die i-te Navier—Stokes—Gleichung:
Diese sind nichts anderes als die Bilanzgleichungen flr den Impuls!
Die Kraft ¢; = of; — 9;p setzt sich zusammen aus der externen Kraft of;
und der internen Kraft —d;p, die durch das Druckgefalle erzeugt wird.
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Beispiel: die Navier—Stokes—Gleichung Anwendung auf ideale ebene Strdmungen
EAV A Al e g e e i i~ NN I N N Y B
Ay ‘ U1 > 2+y x//z»»-»«»»»\\\\\\g(z)il/z
Massenerhaltung:  divd = 28 =0 g Trm | A 27 T o s S N N G(2) = il z
Tk KA kA A A A A e TN AN NN O N Y
ov; Oy 1 0p *‘**"”’///'/'/'/'M—-*\\\\\\\\\‘\a\*~
Impulserhaltung: J-S-Zk L= vAv— - + f; R ‘\\\\\‘\&a&w
. i . 00z; O Ahd A A NN YUY VT
Anderung Konvektion Diffusion interne Kraft ~ extern NN A Ay f // irkul&r \ \ MR IR IR AR RN
npnnnnaam ZRGIERS NN NRRENEE
_ _ N S, . el Umstrémung NRNnnnnne
Diese 1 + n Gleichungen beschreiben die Stromungsgeschwindigkeit ¥': I x  — R™ einer NNDDNDGE T 1 . L Innnnnne
Fliissigkeit zur Zeitt € I C R am Ort € Q C R™ in der Ebene (n=2) oder im Raum (n=3), \ piv by \ eines Zylinders: l | T T
mit konstanter Massendichte o € R und Viskositit v € R, Druck p: I x Q — R und duBerer * * \\ gebundener ! oA
Kraft f: 1 x Q@ — R™. Sie sind zweiter Ordnung und nicht-linear in @. Die Impulserhaltung ist S A A SR TAY Wirbel '/ ATATAR AN/ /IN 1N
Newtons Bewegungsgesetz: Links steht die Beschleunigung, als konvektive Ableitung. [HT11] ASATATATA TR RSN ‘/ VAV AR AR
Rechts stehen die Krifte durch Reibung v, Druck p und f. Gegeben sind hierzu die duBere Kraft LTRLLAGA LS \SA\IA VA VNN AVAV TSNSl
f sowie die Anfangsgeschwindigkeiten 7/(0, Z) fiir Z € 2. Gesucht sind die Funktionen ¢ und p. PR K‘\ NN e 2| A F /" VAR/IRd 4
Im zweidimensionalen Falle ist die Losbarkeit bewiesen, im dreidimensionalen Falle noch nicht! AV R SNTA AN A NN == C VA LS AV AN (S LAV AV AN
Die Navier—Stokes—Gleichungen illustrieren die Schwierigkeit partieller Differentialgleichungen: le— 0‘ AN AR e o S\ £ )
Uber dreidimensionale Losungen weif man allgemein wenig, z.B. sind Existenz und Regularitit ‘ ™ WEANT RN NG B N i o el i s S B ol 4 )l B 4 “Ln “/4‘
ungeklirt — trotz grofter Anstrengungen. Das Clay Mathematics Institute hat dies im Jahr 2000 rob = 0. (Wi W W s e e e v e £ s s Lange
als eines von sieben Millenium-Problemen ausgelobt, mit einem Preisgeld von 1 Million Dollar. @ Holomorphe Funktionen beschreiben Stré’)mungen: Wirbelfeld.
n .. Qits . " Qi6
Anwendung auf ideale ebene Strémungen Anwendung auf ideale ebene Strémungen
z2—y? i e e e e e Py 2 - == 7 =~ =~ erhdhte Geschwindigkeit = Unterdruck = > ™= > == >
Ul - 1_(z2+y2>2 = P N N NN - h(z) 1 1/2 I AT A P i SR Ry R g s SRR
V2 ;(z,}*—% e e N R g S H(z):z+1/z B gl o B g P B S e A I S e e S e Y
i B s e e e e e S S N e /r,ar/v)1/////////L-ﬁ~r—N\\\\\\\\\x‘»\
«»«»»»4»»»1/71/;/'/,4‘»\\2:7\\“»‘»» > > )/1/////21///»— \\7\72\4\:\\:\\\\‘
> e T PN N Ty A [ A AT, A N N R N S N
> > > > ey > T NSNS YN NN . T | A AN NN ENENE SN
> > > > ey 7 A . PR S N O G o | AP NN ™ S S >
[ S S e e horlz?ntale R I R R NG N N ) > A A A ‘\\\\\x‘\\‘
ey e ey ey e Umstr(.)mung PN G S D PO D By g v Strdmung. -~ 4 {| erzeugt or.thogonale v WU An/Auftrieb
et el B B i il Bl el eines Zylinders: [+ = » = >~ > >~ ~ f=vwh+wog .~ < /4| Antriebskraftdank |\ * *>A=2movowg
“””“‘: ideale laminare /|* 77 T T T T T~ Z= | T T Magnus—Effekt SN
> o > > > s A A . AR SESF S diE i i i o > ¥ o F ¥ ¥y > L Rl
N R SN YN Strémung rpie = = P b pp—— A s e
EEg S = e RN o e > > > [ R e [ ) U RS [ G =S S Y
*"**‘*‘\\7\\\\}‘*—)/7//7/7/72711/74«74’4»47 > ?q»»»»¢,‘*“:}§)l»,;»»’$‘¢,$$
«)«.ﬁ‘““‘\\\\,\,—7_—»2////)»4)»»4»» e e R S N PPN ey s SCNUEY YN
I & I [ g =S U g = R e S N ) o R I B = e ;#,)..»,**$$$»»4H»4.»,)*»*$»$$‘$$
div=0 1, TS5 SSs—as5arm s o - - P P PP —— = Y e
POt =0 ol > > > S > > > > = > > > | LANnge/8 P S e n|edr|geGeschW|nd|gkelt¢Uberdruck NN N

© Einfaches und intuitives Modell, exakte Lésung dank Holomorphie!

@ Veritasium: youtu.be/23£1jvGUWJs, /t-3jn01Jgdk, /20SrvzNWOFE
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Ideale ebene Strdomungen und holomorphe Funktionen
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Ideale ebene Strdomungen und holomorphe Funktionen

© Auch Navier-Stokes betrachten wir vereinfachend in der Ebene:

Wir erhalten schéne Graphiken und préazise Formeln! So berechneten
M.W. Kutta 1902 und N.J. Joukowski 1904 die dynamische Auftriebskraft.
Aufgabe: Sei Q C R? ein Gebiet: offen und wegzusammenhingend.

(1) Hierauf sei v = (v1,v2) : R>g x Q — R? das Geschwindigkeitsfeld
einer Flissigkeit konstanter Dichte o. Formulieren Sie dies als PDE.

(2) Folgern Sie fir w = rot(v) = 9,v2 — 9,v; die Wirbeltransportgleichung.
Nehmen Sie hierzu die duBere Kraft f als wirbelfrei an, also rot(f) = 0.

(3) Nehmen Sie als Idealisierung an, unser Strémungsfeld v sei zudem
stationér sowie ohne Rotation, ohne Reibung und ohne auBBere Kréfte.
Welche Lésungen hat die PDE? Wie berechnen Sie hierbei den Druck?

(4) Finden Sie alle Lésungen v auf der gesamten Ebene Q = R? = C.
(5) Finden Sie alle Lésungen v auf Q = { (z,y) € R? | 2% + % < r} }.
(6) Finden Sie alle Losungen auf Q = { (z,y) e R? |12 <22+ 42 <r?}.
(7) Sei D C Q2 kompakt mit stiickweise glattem Rand 9D. Bestimmt die
Strémung v|pp am Rand die Strémung v im Inneren? (8) im AuBBeren?

Lésung: (1) Die Massenerhaltung div(ev) + d;0 = 0 ergibt div(v) = 0.
Aus Impulserhaltung folgern wir die Navier—Stokes—Gleichungen Hif1l:

Massenerhaltung: div(v) = 0,v1 + 9yv2 = 0
Impulserhaltung:  d,v + (V10 + v20y)v = vAv —gradp/o+ f

(2) Die Rotation der Impulsgleichungen ergibt nach kurzer Rechnung:
0w + (1103 + v20y)w = vAw

© Wir erkennen hierin die Konvektions-Diffusions-Gleichung fiir w!

Fir v = 0 sind die Wirbel I&ngs der Flusslinien konstant, ,eingefroren*.

/\ Dreidimensional kommt rechts noch (& - V)& als Summand hinzu.
Die Helmholtz’'schen Wirbelséatze erklaren das Verhalten von Wirbeln.

(3) Die Annahmen bedeuten 9;v = 0, w =0, v = 0, f = 0. Somit bleibt:
Opv1 + Oyva = 0
Opv2 — Oyv1 = 0

(v10z + v20y)v = —gradp/o

Massenerhaltung:
Rotationsfreiheit:
Impulserhaltung:
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Satz Q1B: holomorphe Lésung der Navier—Stokes—Gleichungen

Jede ebene stationére Stromung v = (v1, v9) : R? D © — R? konstanter
Dichte, ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne duBere Kréfte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; —ive: C 2 Q — C und umgekehrt.

Der Druck p berechnet sich hieraus durch p + (o/2) (v? + v3) = const.

Nachrechnen: Wir setzen die Rotationsfreiheit 0,v2 = 9,v; ein:

1
v1 OzU1 + V2 Oyv1 = V1 OpU1 + V2 Opv2 = 3 O (@% + U%)

1
5 Oy(v% + U%)

v1 817)2 + v2 ayvz = V1 Oyvl + v2 ayvg = 2

Damit vereinfacht sich die Impulserhaltung zu:

gradp = —g grad(v% + uﬁ) also p = const — g(uf + v%)
© Der hydrostatische Druck p ist das Skalarpotential des inneren
Kraftfeldes. Der Term £v? ist der dynamische Druck oder Staudruck.
Ihre Summe ist konstant: Energiegleichung und Gesetz von Bernoulli.

© Damit kénnen wir Lésungen finden und lokal explizit ausschreiben:
Jede Ldsung ist eine holomorphe Funktion, also lokal eine Potenzreihe

f(z) =vi(z,y) —iva(z,y) = Z:O apz® mit a, € C

mit Konvergenzradius p = 1 / limsupj,_,, +/]ax] € [0, o0] (Hadamard).
(4) Der Radius p = oo entspricht der Bedingung 4/]ax| — 0.

(5) Lésungen sind alle Potenzreihen mit p > r; dank Satz F3E.

(6) Lésungen sind alle konvergenten Laurent—Reihen dank Satz F3F.

(7) Die Antwort lautet Uberraschenderweise Ja! Dies verdanken wir der
Integralformel von Cauchy f(z) = o ¢,,, 22 d= fiir 2o € D (Satz F38).

z—z0

(8) Angenommen 2 O C \ D, und der Nullpunkt liegt im Inneren, 0 € D.
Wir kénnen Inneres und AuBeres Vertauschen durch die holomorphe
Abbildung z — 1/z. Wir fordern zudem, dass f(z) — a fir |z| — oo gilt.
Dann kdnnen wir g(z) = f(1/z) durch g(0) = a stetig fortsetzen, und ¢
ist damit holomorph (F5G). Wir nutzen (7) und transformieren zurick.



http://youtu.be/23f1jvGUWJs
http://youtu.be/t-3jnOIJg4k
http://youtu.be/2OSrvzNW9FE
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Satz Q1c: dynamischer Auftrieb nach Kutta—Joukowski—Blasius

Sei K € C kompakt mit stlickweise glattem Rand 0K . Das Komplement
Q = C \ K ist offen mit Abschluss Q@ = Q U 9K. Die Stromung v:Q — C
sei stetig, am Rand 0K tangential, und f = v auf Q2 holomorph (Q1B).

(1) Der Druck p berechnet sich daraus durch die Bernoulli-Gleichung:

p+ g(v% + v3) = const ‘

(2) Fur den dynamischen Auftrieb folgt daraus die Formel von Blasius:

F=F-iF = iﬁ’§6 F(2)?dz
2Jc

(8) Fir f(2) = vo + woz™! + 3232, a2~ * folgt die Formel von Kutta:

F = 2mpvowy =

igvo @ f(z)d=
@

Beweis: (2) Gegeben ist das Geschwindigkeitsfeld z — v(z) = f(z).
Gesucht ist die auf den Kérper K wirkende Auftriebskraft F' = F} + iF5.

Wir durchlaufen die Randkurve C' = 0K im positiven Sinne. An jedem
Kurvenelement dz = dx + idy erzeugt der Druck p die Kraft dF = ipdz;
sie steht senkrecht zu dz, und zwar um +90° gedreht, daher der Faktor i.

Wir nutzen die Bernoulli-Gleichung (1) p = const — vv - ¢/2 und erhalten:

F = ygipdz = —ig§£ vodz
c 2Je

Entlang der Randkurve C' = 9K ist die Strdmung v Uberall tangential,
also parallel zu dz. Daher ist das Produkt v dz = v dz reell. Daraus folgt:

F = 7ig¢ v dz = 7ig¢ f(2)?dz
2Jc 2Jc
Nach Konjugation erhalten wir somit die ersehnte Formel von Blasius:

ig ?i f(z)2 dz

F = F —-iF =
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(3) Fliegerisch interessant sind Strémungen mit f(z) — wo fur |z| — oco.
Fur K € B(0,7) und |z| > 7 gilt f(z) = vo +woz~ + Yoo, arz™* (F3F).
Wir finden f(2)? = v + 2vowoz~ + 352, bz~ * und die Auftriebsformel

F = ig¢ f(2)?2dz ‘: 1375 f(2)?dz =
2 C F3an 92 B(0,r) F1B

Der dynamische Auftrieb ist das Produkt aus Dichte o, Geschwindigkeit vo und Zirkulation wo.
Thre Richtung ist senkrecht zur Anstromung: Verlduft die Strémung von links nach rechts und die
Zirkulation ist negativ (im Uhrzeigersinn), dann zeigt die Kraft nach oben: plausibel, Auftrieb!
Unsere obige Ilustration zeigt f(z) = vo(1 — 1/2%) 4 woi/z mit Auftrieb F = —2mip v wo.
Die Formel (3) wurde 1902 von Wilhelm Kutta (1867-1944) an der Technischen Hochschule
Miinchen entwickelt; von 1912 bis 1935 war er Professor fiir Mathematik in Stuttgart. Mit diesem
bahnbrechenden Ergebnis konnten erstmals auftriebserzeugende Fliigelprofile entwickelt werden!
Kuttas Zirkulationsformel hilft auch niherungsweise noch, wenn keine ideale Stromung vorliegt.

—27p vy wo.

Die Formel heifit auch Kutta—Joukowski—Theorem, nach Kutta und dem russischen Physiker und
Aerodynamiker Nikolai Joukowski (1847-1921), der dieses Ergebnis unabhiingig entdeckte und
1906 veroffentlichte. Er griindete 1904 nahe Moskau das erste aerodynamische Institut Europas.
Beriihmt ist das von ihm entwickelte Joukowski-Fliigelprofil (1910), das aus einer kreisférmigen
Losung (wie oben illustriert) durch eine Kutta—Joukowski—Transformation gewonnen wird.

Thre grundlegende Formel haben Kutta und Joukowski aus den Stromungsgleichungen abgeleitet,
durch Einschrankung auf zwei Dimensionen und dank der Werkzeuge holomorpher Funktionen.
Heinrich Blasius (1883-1970) hat 1911 diesen Ansatz weiter verallgemeinert und vereinfacht.

Die abstrakten mathematischen Grundlagen der Funktionentheorie zahlen sich hier konkret aus,
auch in einem vollig anderen und neuen Gebiet wie der Aerodynamik! Ich betone es nochmals:
Abstrakt bedeutet nicht fern der Anwendung, sondern abstrakt bedeutet vielseitig anwendbar.

Die historische Bedeutung des Kutta—Joukowski—Verfahrens liegt darin, dass damit erstmals die
Stromungsgleichung fiir einfache Tragflachen geldst und so der dynamische Auftrieb errechnet
werden konnte. Das ist auch heute noch didaktisch hilfreich, denn zum Verstiindnis sind einfache,
exakte Losungen niitzlich, bevor man zu komplizierten, numerischen Naherungen iibergeht.

Unsere Berechnung beruht auf Vereinfachungen: Die z—Richtung kann vernachlissigt werden,
die Stromung ist zweidimensional in z-y—Richtung, stationir, inkompressibel, reibungslos und
wirbelfrei. Unsere Rechnung wird dadurch sehr elegant. Sie ergibt einen realistischen Auftrieb,
aber keinen Widerstand! Ohne Reibung ist dies das berithmt-beriichtigte D’ Alembert-Paradox.

Im Allgemeinen sind die Navier-Stokes—Stromungsgleichungen extrem kompliziert zu 16sen,
ebenso die daraus resultierenden Krifte. Von Anfang an entwickelte man daher neben der Theorie
eine umfangreiche Empirie, Experimente und Messungen im Feldversuch, spéter im Windkanal.
Heute nutzt man als dritten Zugang, sozusagen als goldenen Mittelweg, numerische Verfahren
zur Simulation auf Hochleistungsrechnern. Damit lassen sich beliebige dreidimensionale Profile
untersuchen, zudem ist man nicht mehr auf vereinfachte Stromungsgleichungen eingeschrinkt.
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Am einfachsten sind wie immer lineare Differentialgleichungen.

Es lohnt sich, die vorhandene Struktur zu erkennen und zu nutzen!

Bei unseren Rechnungen wollen wir Funktionen ableiten sowie addieren
und multiplizieren. Hier vereinen sich Analysis und Lineare Algebra:
Der Wertebereich ist wie Uiblich K = R, C, der Kérper der reellen Zahlen
oder der Kérper der komplexen Zahlen. Beide Félle sind zun&chst sehr
ahnlich, daher wollen wir beide auch mdglichst parallel behandeln.

Sei Q C R” offen und K die Menge aller Funktionen f,¢:Q — K.
Summe f + g und Produkt a.f mit « € K definieren wir punktweise:

(f+9)(x) = f(z) + g(x) (af)(@) = a f(z)

Hiermit wird (K, +, ) zu einem K—Vektorraum. Hierin ist die Teilmenge
Ck(Q) = C*(Q,K) C K aller k-mal stetig diff’baren Funktionen ein
Untervektorraum. Auch das Produkt f - g definieren wir punktweise:

(f-9)(@) = f(z) - g(x)
Damit wird (K%, +, -) zu einer K—Algebra, darin ebenso C*(Q,K).

und fur alle z € Q.

fur alle z € Q.

Satz Q2A: Ableitung von Summen und Produkten

Sei  C R” eine offene Teilmenge. Die Menge C*(Q, K) aller k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen f:Q — K ist ein K-Vektorraum.

Jede partielle Ableitung dy, . . ., 8, : C*(Q,K) — C*~1(Q, K) ist eine
K-lineare Abbildung, das heiBt, fiir alle f,g € C* und «, 8 € K gilt

| Oulaf +Bg) = a(9) + Borg) |

Mit der punktweisen Multiplikation wird C*(£2, K) zu einer K—Algebra.
Fr die Ableitung von Produkten gilt wie Ublich die Leibniz—Regel:

|09 = Of) 9+ (Bug) |

V.

© Sie kennen diese Rechenregeln vom eindimensionalen Fall (n = 1).
Nachrechnen: Sie Ubertragen sich auf partielle Ableitungen (n > 1).

© Auf den differenzierbaren Funktionen f € C*(Q, K) wirken nun
Differentialoperatoren wie z.B. der Laplace—Operator A = 07 + - - + 92.
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Definition Q2B: linearer Differentialoperator
Sei  C R offen. Zu v € N” betrachten wir die v-fache Ableitung

‘ & = - 9 CF(Q,K) — CFIMI(Q,K). ‘

Dank Schwarz (D4A) dirfen wir hier umordnen: 9#9” = 9" 9" = O**V.
Ein linearer Differentialoperator I : C* — C? ist von der Form

‘ L:ZMSka»(m)@”, also (Lf)(@)=D) o(2) 0" f(z). ‘

a
v|<k

Jede lineare Differentialgleichung (PDE) hat die Form Lu = b.
Gegeben ist L und b:Q — K; gesucht sind Lésungen u: Q) — K.

© Die homogene Gleichung Lu = 0 fragt nach dem Kern von L.

Die Menge aller Lésungen «: Q2 — K von Lu = 0 ist ein K—Vektorraum.
Die Menge aller Lésungen «: 2 — K von Lu = b ist ein affiner Raum:
LAllgemeine Lésungen = partikuldre Lésung + homogene Lésungen.*

Unter den partiellen Differentialgleichungen (PDE) sind die linearen
der wichtigste Spezialfall. Hierflr brauchen wir passendes Vokabular.

Bei 0" ist v = (v1,...,v,) € N™ ein Multiindex mit v4,..., v, € N.
Die Ordnung |v| = v; + - - - + 1, besagt, wie oft abgeleitet wird.
Der Differentialoperator L ist eine Linearkombination dieser 9”.
Dies ist eine lineare Abbildung, d.h. L(af + 8g) = a(Lf) + B(Lg).

Die Koeffizienten a, : 2 — K sind hierbei stetige Funktionen;
bei konstanten Koeffizienten sind die a, auf ganz Q2 konstant.

Die Ordnung von L ist < k, wenn a,, = 0 fur alle v mit || > k gilt.
Die Ordnung ist = k, wenn zudem a, # 0 fUr ein v mit |v| = & gilt.

© Erfahrung und Intuition gewdhnlicher Differentialgleichungen helfen!
/A Anders als bei gewdhnlichen Differentialgleichungen (Struktursatz
083B) sind die Lésungsraume partieller Differentialgleichungen jedoch
meist unendlichdimensional, wie schon die obigen Beispiele zeigen.
Auch Anfangs- bzw. Randbedingungen sind meistens komplizierter.
Wir missen je nach Problemstellung individuell darauf eingehen.
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Grundidee: Konstruiere die Funktion u(z, y) entlang ihrer Hohenlinien!

ﬁ\
o

© Charakteristische Kurven sind genial einfach und einfach genial.
Die Methode erfordert Verstéandnis und Ubung. Schauen Sie genau hin!

Zu l6sen sei eine quasilineare PDE erster Ordnung:
a(x,y,u) deule,y) + be,y,u) dyulz,y) = f(z,y,u)
1 Opu(z,y) + z Oyu(w,y) = 0
mit Anfangswerten (0, y) = exp(—y?) fir alle y € R

Unser Beispiel zeigt den Spezialfall einer homogenen linearen PDE.

Das Definitionsgebiet von u:R? D Q — R ist dabei implizit ganz R2.

Aufgabe: Zur Vereinfachung auf eine Dimension untersuchen wir Wege
Y:RDOI 3 QCR?: s (z,y) = (X(s),Y(s)).

Diese setzen wir stillschweigend als stetig differenzierbar voraus.
(1) Leiten Sie die Hohe U(s) = u(X(s), Y (s)) ab nach Wegparameter s.
Wabhlen Sie v so, dass die Wegableitung genau unserer PDE entspricht.

(2) Konstruieren Sie u entlang dieser charakteristischen Kurven.
Was ist der Unterschied zwischen z,y, v und X, Y, U? Was ist gleich?
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Losung: (1) Dank der Kettenregel gilt: X' Opu+ Y oyu= U
Koeffizientenvergleich mit unserer PDE: a Oyu+ b Ou= f
(2) Zum Startpunkt (0, yo) gehdren charakteristische Gleichungen:
X'(s) =a(X(s),Y(s),U(s)) =1,
Y'(s) = b(X(s),Y(s),U(s)) = X(s),
U'(s) = f(X(s), Y(s), U(s)) =0.

© Gewshnliche Differentialgleichungen verstehen wir bereits gut!
Wir kdnnen dies fir X, Y, U I6sen und dann in z, y, w umrechnen:

X(0)=z9=0,
Y(0) =y €R,
U(0) = u(wo, y0) = exp(—3),

x =X(s)=up+s s =z

y  =Y(s) =yw+s2 ) = qw  =y—2°/2

u(z,y) = U(s) = exp(~y3) u(z,y) = exp[~(y - 22/2)%]
© Skizze: Der Graph zeigt diese Funktion u:R? — R: (z,y) — u(z,y).

© Probe: Diese Funktion v erfillt unsere PDE und die Anfangswerte!
© Die Rechnung zeigt zudem die Eindeutigkeit der Lésung u. Warum?

© Die chakteristischen Kurven transportieren die Anfangswerte.
Aus der zur Lésung vorgelegten PDE a d,u + b 0yu = f lesen wir direkt
die charakteristischen Gleichungen X' =a, Y’ = b, U’ = f als AWP ab
und bestimmen hierzu die charakteristischen Kurven wie zuvor gelernt.
© Wir nutzen diese Charakteristiken geschickt, um u zu berechnen.
Im Allgemeinen Fall ist U’ = f die Hohendnderung langs des Weges.
Im einfachsten Fall f = 0 ist jede Charakteristik v eine Hohenlinie von w.

© Notation: Warum schreiben wir erst z,y, u und dann X, Y, U?
Zunachst sind (z, y) € Q C R? freie Variablen (etwa Ort, Zeit, etc.),
davon héngt die gesuchte Funktion u: Q — R: (z,y) — u(x,y) ab.
Entlang des Weges ~ parameterisieren wir Ort (z,y) = (X (s), Y (s)) und
Hohe U(s) = u(X(s),Y (s)) allein durch den Wegparameter s € I C R.
Dies sind also Funktionen von s, und das wollen wir préazise notieren.

© Die Bezeichnung X, Y, U ist einfach, klar und narrensicher. Ublich
sind ebenso &, n, v (griechisch) oder &, 4, 4 (I&stig) oder schlicht z, y, u
(doppeldeutig). Das ist eine Frage von Bequemlichkeit und Geschmack.
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Definition Q2c: lineare, semilineare und quasilineare PDE
Eine PDE erster Ordnung fiir «: R? D 2 — R ist eine Gleichung

‘ F(z,y,u(z.y),0pulz.y),dyu(z.y)) =0 firalle (z,y) € Q.

Gegeben ist Q C R? offen, F: Q) x R? — R stetig, gesucht ist u: Q — R.
Wir nennen v : 2 — R eine (klassische) Losung, wenn v nach z und y
differenzierbar ist und in jedem Punkt (z,y) € Q des Definitionsgebiets
die geforderte Gleichung F'(z,y, u(z,y), dyu(x,y), Oyu(z,y)) = 0 erflllt.
Wichtige Spezialfalle sind quasilineare / semilineare / lineare PDE

a’(za Y, u) azu(xv y) + b(I, Y, u) Oyu(z y) = f(xv Y, u)

a(z,y)  Oeulz,y) +b(z,y) Oyu(z,y) = f(z,y,u)

a(@,y)  Owulz,y) +b(x,y) Gyu(z,y) = c(z,y) u(z,y) + d(z,y)
Gegeben sind die stetigen Koeffizientenfunktionen a,b, f: Q2 x R — R

bzw. a,b,¢,d:Q — R, gesucht sind Lésungen u: Q2 — R wie erklart.
Lineare PDE sind homogen (d = 0) oder inhomogen (d # 0).

Aufgabe: Sind folgende PDE linear? semi? quasi? weder noch?

Die PDE Optt + Oyu = u ist... linear homogen.
Die PDE  yd,u + sin(x) dyu = cos(z +y) ist... linear inhomogen.
Die PDE Oyu + x Oyu = cos(y) cos(u) ist... semilinear.

Die PDE Opu + u Oyu = cos(y) cos(u) ist... quasilinear.

Die PDE T 0pu+ ut Oyu = e + e ist... quasilinear.

Die PDE Oyu+ (Oyu)® =0 ist... nicht quasilinear.

Charakteristiken sind maBgeschneidert fir quasilineare Gleichungen.
Im semilinearen oder linearen Fall wird alles noch etwas einfacher.
G.B. Folland: Partial differential equations, Princeton UP 1995.
Der allgemeine Fall F(z,y,u, dyu, 0yu) = 0 ist deutlich schwieriger und
wird hier nicht behandelt. Siehe §3.2 des umfassenden Lehrbuchs von
L.C. Evans: Partial Differential Equations, 2nd edition, AMS 2010.
Es kommt vor, dass klassische Lésungen nicht genligen, dann helfen
allgemeiner schwache Lésungen und Distributionen, siehe Kapitel D.
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Zu lésen sei eine quasilineare PDE erster Ordnung
a(@, y,u) Opu + bz, y,u) Oyu = f(z,y,u) firalle (z,y) € Q CR?,
mit Anfangswerten u(z,y) = uo(z,y) furalle (z,y) € AC Q.

Gegeben sind hierzu das Definitionsgebiet © C R? und die stetigen
Koeffizientenfunktionen a, b, f : 2 x R — R, gesuchtist u: Q — R.
Auf einer Teilmenge A C 2 gibt up: A — R die Anfangswerte vor.
Eine charakteristische Kurve der PDE zum Startpunkt (zo,y0) € A
istein C1-Weg v:R D T — Q x R mit s — (X(s),Y(s),U(s)) und

X(0) = o, X' =a(X,Y,U),
Y (0) = yo, Y'=b(X,Y,U),
U(0) = uo(o, %0), U = f(X,Y,U).

Solche gewdhnlichen DGSysteme kdnnen wir bereits 16sen (O18/02A):
Sind a, b, f stetig diff’bar, so hat das AWP genau eine maximale Lésung.
© Der Startwert wird entlang der Charakteristik transportiert (Q20):
Jede Lésung u der PDE erflllt u(X (s), Y (s)) = U(s) fUr alle s € I.

© So kénnen wir quasilineare PDE zuriickfiihren auf ODE.

Wir nutzen diese Charakteristiken geschickt, um u zu berechnen.

Im Allgemeinen Fall ist U’ = f die Hohendnderung langs des Weges.
Im einfachsten Fall f = 0 ist jede Charakteristik v eine Hohenlinie von w.

© Fir semilineare PDE vereinfachen sich die char. Gleichungen zu

X' =a(X,Y), Y =bX,Y).

Hier haben wir die Grundkurve s — (X(s),Y (s)) in der x—y—Ebene,
und ihr DGSystem ist von der Hohe U(s) = u(X (s), Y (s)) entkoppelt.
Die Hohe folgt ihrer eigenen Gleichung U’(s) = f(X (s),Y (s),U(s)).
© Fir lineare PDE vereinfacht sich die letzte Gleichung noch weiter zu

U =¢(X,Y)U +d(X,Y).

Zu gegebener Grundkurve s — (X (s),Y (s)) ist die Hohenfunktion U (s)
leicht zu berechnen: Sie folgt einer linearen Differentialgleichung (M2E).
Zu ihrer Lésung nutzen wir die explizite Integralformel, siehe Satz Q2E.




Erstes Beispiel: Uberbestimmt? e

Erstes Beispiel: Uberbestimmt? e

Aufgabe: Finden Sie alle C'—Funktionen . : R? — R mit

ydpu(z,y) — x Oyu(z,y) =0 und (1) wu(z,0) = cos(z?),
@ u(x,0)=1-22/2,
(3) wu(x,0) =sin(x).

Lésung: Zum Startpunkt (zo, 0) gehort die charakteristische Gleichung
X (0) = zo, X'(s)= Y(s),
Y (0) =0, Y'(s) = —X(s).

© Entlang dieser Kurve ist U(s) = u(X(s), Y (s)) konstant, da U’ = 0.
Zu l6sen ist nur noch ein lineares DGSystem, in Matrixschreibweise:

XN\ [0 1\ /X

Y') \-1 0 Y
© Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenfunktionen, reelle Lésungen. ..
Die Lésung ist der Kreis X (s) = zg cos(s), Y (s) = —x¢sin(s). Probe!

Entlang jeder Charakteristik ist die gesuchte Lésung u(z, y) konstant:
Die allgemeine Lésung ist u(x,y) = f(x? + 4?). Machen Sie die Probe!
Zusammen mit den Anfangswerten konstruieren wir hieraus die Lésung.
(1) Die gegebenen Anfangswerte u(x, 0) = cos(x?) auf der x—Achse
werden entlang der Kreise 22 + y? = const (iberallhin transportiert:

u(z,y) = cos(x? + 4?)

u(w,y) =1- (2% +4°)/2

(2) Ebenso fiir die gegebenen Anfangswerte u(z,0) = 1 — x2/2.

(3) Die Anfangswerte u(z, 0) = sin(z) erlauben keine Lésung!

Diese Aufgabe ist tiberbestimmt. Wir wiinschen / fordern, dass auf
jeder charakteristischen Kurve genau ein Anfangswert gegeben ist.
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Die Charakteristikmethode in Worten

© Die Grundidee der Charakteristiken ist geometrisch anschaulich:
Konstruiere die Funktion «: R? D Q — R entlang ihrer Héhenlinien!

Wir kennen die gesuchte Funktion « noch nicht, sondern nur die PDE.
Gllcklicherweise kdnnen wir daraus bereits die Héhenlinien berechnen!
Voraussetzung: Die PDE ist erster Ordnung und quasilinear (Q2¢).
Hierzu lesen wir aus der PDE die charakteristischen Gleichungen ab,
als System gewdhnlicher Differentialgleichungen mit Anfangswerten.
Das kdénnen wir bereits gut I6sen — dank unserer soliden Vorbereitung.

Der Idealfall sieht so aus: Die Charakteristiken tiberdecken das Gebiet €2
als ,parallele* Kurvenschar, ohne Liicken und ohne Uberschneidungen,
und auf jeder Charakteristik wird genau ein Anfangswert vorgegeben.
Aus den Charakteristiken kénnen wir die Funktion u rekonstruieren:
Annahme: Uber jeden Punkt (x,y) € Q lauft genau eine Charakteristik.
Ihre Hohe bestimmt dann den Funktionswert u(z, y) in diesem Punkt.
/\ AbschlieBend sollten wir liberpriifen, ob u differenzierbar ist und
tatsachlich die Differentialgleichung mit allen Anfangswerten erfullt.

Charakteristiken 16sen quasilineare Differentialgleichungen (Q2D).
Zwei geometrische Hindernisse kdnnen dabei auftreten:

Die PDE kann unterbestimmt sein: L&uft Gber einen Punkt (z,y) € Q
gar keine Charakteristik, so ist der Funktionswert u(z, y) unbestimmt.
/A In diesem Falle kann die PDE mehr als eine Lésung zulassen.

Die PDE kann liberbestimmt sein: Laufen Uber einen Punkt (z,y) €

mehrere Charakteristiken mit verschiedenen Héhen, so widersprechen
sich diese Forderungen, und kein Wert u(x, y) kann sie alle erfiillen.

A\ In diesem Falle lasst die PDE (iberhaupt keine Lésung zu.

Kurzum: Bei Uberbestimmtheit gibt es zu viele Charakteristiken, so dass
widerspriichliche Forderungen entstehen und keine Lésung méglich ist.
Bei Unterbestimmtheit hingegen gibt es zu wenige Charakteristiken,

so dass nicht alle Funktionswerte u(z,y) eindeutig festgelegt sind.

© Die PDE heiBt gut gestellt, wenn sie genau eine Lésung zulasst,
und diese Lésung zudem stetig von den Anfangsdaten abhéngt.

Zweites Beispiel: unterbestimmt? e

Zweites Beispiel: unterbestimmt? e

Aufgabe: Finden Sie alle C'—Funktionen u«: R? — R mit

yOpu(,y) +xdyu(z,y) =0 und (1) wu(z,0) = cos(z?),
(2 u(0,y) = cos(y?),
(3) beides.

Lésung: Zum Startpunkt (x¢,0) gehort die charakteristische Gleichung

X'(s) = Y (s),
Y'(s) = X(s).

X(O) = Xy,
Y(0) =0,

© Entlang dieser Kurve ist U (s) = u(X(s), Y (s)) konstant, da U’ = 0.
Zu l6sen ist nur noch ein lineares DGSystem, in Matrixschreibweise:

XN\ (0 1\ /X

Y') \1 0)\Y
© Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenfunktionen, reelle Lésungen. ..
Die Lésung ist die Hyperbel X(s) = x¢ cosh(s), Y (s) = z¢sinh(s).

Entlang jeder Charakteristik ist die gesuchte Lésung u(z, y) konstant:
Die allgemeine Losung ist u(z,y) = g(x? — y?) auf jedem Viertel. Probe!
Zusammen mit den Anfangswerten konstruieren wir hieraus die Lésung:
(1) Die gegebenen Anfangswerte u(x,0) = cos(x?) auf der z—Achse
werden entlang der Hyperbeln x2 — y? = const transportiert: tiberallhin?

u(z,y) = cos(x? — 3?) u(z,y) = cos(x? — y?)

Diese Aufgabenstellung (1) ist noch unterbestimmt. Ebenso (2).
Erst beide Daten zusammen (3) bestimmen u: R? — R eindeutig.
Zwecks Existenz und Eindeutigkeit der Lésung fordern wir, dass auf
jeder charakteristischen Kurve genau ein Anfangswert gegeben ist.
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Viertes Beispiel: gut gestellt?

Aufgabe: Finden Sie alle C'—Funktionen «: R? — R mit

Owu(t,x) +20,u(t,z) =0 und u(0,z) =g(z) =—= e /2, ‘

Lésung: Zum Startpunkt (0, zp) gehort die charakteristische Gleichung

T(0) =0, T'(s) =1,
X(0) = o, X'(s) =2,
U(0) = g(=o), U'(s) =0.

Wir finden ¢ = T'(s) = s. Fortan nutzen wir daher ¢ als Wegparameter.
Weiterhin finden wir x = X (t) = zo + 2t, nach z, aufgeldst Ty = x — 2t.
Entlang dieser Kurve ist U (t) = u(t, zo + 2t) konstant, denn U = 0. Also:

u(t,x) £ U(t) = U(0) = glao) = gl — 20).

© Probe: Diese Funktion « erfiillt unsere PDE und die Anfangswerte!
© Die Rechnung zeigt zudem die Eindeutigkeit der Lésung u. Warum?
© Dies ist ein einfaches Beispiel der Transportgleichung, sieche Q229.

Aufgabe: Finden Sie alle C'—Funktionen «: R? — R mit

\ deult, ) + x dput,z) =0 und u(0,z) = g(z) = — sin(z).

Lésung: Zum Startpunkt (0, zo) gehdrt die charakteristische Gleichung

() =0, T'(s) =1,
X(0) = xo, X'(s) = X(s),
U0) =g(xo), U'(s)=0.

Wir finden t = T'(s) = s. Fortan nutzen wir daher ¢ als Wegparameter.
Weiterhin finden wir = = X (t) = xo ¢', nach o aufgeldst zo = ze ™.
Entlang dieser Kurve ist U(t) = u(t, z¢ ¢') konstant, denn U = 0. Also:

ult,x) £ U() = U(0) = glag) = glae™)

© Probe: Diese Funktion « erfiillt unsere PDE und die Anfangswerte!
© Die Rechnung zeigt zudem die Eindeutigkeit der Lésung u. Warum?
© Fr eine Variante mit rechter Seite und Graphik siehe Q233.




Q221
Ausfihrung

Die Charakteristikmethode

Q222
Ausfiihrung

Die Charakteristikmethode

Allgemein fir Q@ C R" verlauft das Verfahren wértlich genauso.
Gegeben seien stetige Funktionen aq,...,a,, f: Q@ xR — R.
Gesucht sind alle stetig diff’baren Funktionen «: Q2 — R mit
Sopey ap(w, u) Opu(z) = f(z,u) firallez e Q CR",
u(z) =up(z) firallexze ACQ.

Das AWP kann unterbestimmt sein und mehrere L&sungen zulassen,
oder Uberbestimmt und keine Losung zulassen. Es hei3t gut gestellt,
wenn genau eine Lésung existiert und zudem stetig von uy abhangt.
Eine charakteristische Kurve der PDE zum Startpunkt zy € A ist

ein C'-Weg v:R2O T - Q x RCR™ x Rmitt — (X(s),U(s)) und
X'=a(X,U), X(0) =,

U' = f(X,U), U(0) = uo(zo).

Sind die Funktionen a, f sogar stetig differenzierbar, so kénnen wir den
Existenz- und Eindeutigkeitssatz flir gewdhnliche DGSysteme nutzen:
Zu jedem Startpunkt 2y € A gehért genau eine Charakteristik. (O1B)

Annahme (A): Die Koeffizientenfunktionen a1, ..., a,, f: Q2 x R — R sind
stetig und bezlglich der letzten Variable « sogar stetig differenzierbar.
Annahme (B): Die Charakteristiken der PDE Uberdecken ganz 2;

zu jedem Punkt x € (2 existiert (mindestens) eine Charakteristik

s+ (X (s),U(s)) mit Startpunkt X (0) € A und X (s) =z fur ein s.

Satz Q2D: Lésung entlang charakteristischer Kurven
Unter den Annahmen (A) und (B) gilt fiir u € C'(Q, R) die Aquivalenz:

\ Die Funktion u: Q — R I6st die PDE. \

®| @

‘ Es gilt u(X(s)) = U(s) langs jeder Charakteristik. ‘

Insbesondere existiert dank (A&B) héchstens eine Lésung u: Q2 — R.

© So kénnen Sie jede Lésung u finden. AbschlieBend bleibt zu priifen,
ob die gefundene Funktion « tatsachlich stetig differenzierbar (C?) ist.
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Beweis der Charakteristikmethode

Nachrechnen: (A) Sei u: Q2 — R eine Losung unserer PDE.
Sei s — (X(s),U(s)) eine Charakteristik. Wir zeigen u(X (s)) = U(s).
Fur die Differenz §(s) = U(s) — u(X(s)) gilt §(0) = 0 und folgende ODE:

& =U =0 X} pu(X)
= F(X,U) = Sp_y an(X,U) Bpu(X)
= f(X,u(X)+0) — S ar (X, w(X) +6) dpu(X)
Da u die PDE I8st, ist die Nullfunktion 4(s) = 0 eine Lésung dieser ODE.
Dank Annahme (A) kénnen wir den Eindeutigkeitssatz M1C anwenden:

Diese ODE kann nur eine einzige Lésung haben! Das bedeutet § = 0.
Somit gilt u(X (s)) = U(s) entlang jeder Charakteristik, wie behauptet.

© Das ist die schwierigste und wichtigste Hélfte des Satzes.

Die Startwerte werden entlang von Charakteristiken transportiert:
Loésungen der PDE erflllen u(X (s)) = U(s) langs jeder Charakteristik.
© Mit Charakteristiken kdnnen wir Werte einer Lésung u bestimmen!
Das gilt insbesondere, wenn wir genligend Charakteristiken haben (B).

Nachrechnen: (B) Sei u: Q — R stetig differenzierbar.
Sei s — (X(s),U(s)) eine beliebige Charakteristik der PDE.
Wir setzen U(s) — u(X (s)) = 0 voraus. Die Ableitung ergibt:

0=U"- Y7 X} Opu(X)
= f(X,U) = 0, aw(X, U) Bpu(X)
= f(X, u(X)) = Yhq ak(X, u(X)) Gpu(X)

In jedem Punkt z = X (s) erflllt « demnach die PDE.
Dank Annahme (B) gilt die PDE in jedem Punkt z € Q.

© Damit kénnen wir aus Charakteristiken eine Lésung u konstruieren.
Dies gilt insbesondere dann, wenn zu jedem Punkt = € Q genau eine
Charakteristik s — (X (s),U(s)) existiert mit X (s) = « flr genau ein s.
A\ Bei Uberbestimmtheit gibt es zu viele Charakteristiken, so dass
widersprichliche Forderungen entstehen und keine Lésung méglich ist.
Bei Unterbestimmtheit hingegen gibt es zu wenige Charakteristiken.
Die vorangehenden Beispiele illustrieren Uber- und Unterbestimmtheit.
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Warnende Gegenbeispiele Ausfiihrung

Die oben erklarten Voraussetzungen (A) und (B) sind etwas technisch,
aber leider unverzichtbar. Dies sehen wir an konkreten Gegenbeispielen:

Die obige Aufgabe zu Hyperbeln (Q217) illustriert Unterbestimmtheit;
hier ist (B) verletzt, und somit ist Satz Q2D(B) nicht anwendbar.

Im folgenden Beispiel ist (A) verletzt und daher Q2D(A) nicht anwendbar.
Aufgabe: (1) Zu l6sen ist fir u: R? — R die PDE
Bpulz,y) = Vulz,y)?,

(a) Finden Sie mindestens zwei verschiedene Lésungen u und 4.

(b) Stellen Sie die charakteristischen Gleichungen auf und finden Sie
zu jedem Startwert mindestens zwei verschiedene Charakteristiken.

(2) Finden Sie alle Lésungen u: R? — R, der PDE

u(0,y) = 0.

Oou(w,y) = Vu(z,y)?,  u@y =L

Hier ist (A) zwar verletzt, aber dennoch sind Charakteristiken eindeutig.

Losung: In z—Richtung ist dies die gewdhnliche DG v/(z) = {/u(x)?.
Diese kennen wir von der ausfiihrlichen Untersuchung auf Seite M325.
(1a) Zwei mégliche Losungen sind u(z,y) = 0 und a(z,y) = 23/27.
(1b) Zum Startpunkt (0, yo) gehort die charakteristische Gleichung

X(0) =0, X'(s) =1,
Y(0) = yo, Y'(s) =0,
U@ =0,  Uls)=U(s)

Zwei mogliche Lésungen sind die charakteristischen Kurven

v :R—=RY: s (X(s),Y(s),U(s)) = (s,4,0) und

5 :R=R: s (X(s),Y(s),U(s)) = (s,y,s/27).
/\ Dies zeigt, dass sich der Satz Q2D hier nicht anwenden Izsst!
(2) Die Charakteristiken R — R? x Rxq:s — (s,y,U(s)) sind hier
eindeutig, ndmlich U(s) = s3/27 flr s > 0 und U(s) = 0 flir s < 0.

Diese PDE hat demnach genau eine Lésung u: R? — Rx,
namlich u(z,y) = 23/27 fur x > 0 und u(z,y) = 0 fur x < 0.
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Kritisches Beispiel: Wasseruhr

Aufgabe: (1) Finden Sie alle Lésungen u: R x Ry9 — R der PDE
‘ dpu(z,y) = —2yv/u(z,y),  u(0,y) =y>. ‘
(2) Finden Sie zwei verschiedene Lésungen u: R x Rso — Rx>o der PDE

| duuley) = —2pulwy),  u(ly) =0. |

Warum versagt die Charakteristikmethode? Was sollte Sie warnen?

Wir erinnern an Torricellis Gesetz (Seite M123): Wasser flieit aus einem Zylinder mit der
Geschwindigkeit v = /2 g h gemiB Energieerhaltung. Sei « € R die Zeit und u > 0 die
Wasserhohe iiber der Offnung. Dann gilt Torricellis Differentialgleichung d,u = —y+/u(z).
Hier ist y > 0 eine Konstante; dieser Parameter hiingt von Form und GroBe der Offnung ab.

Lésung: (1) Zum Startpunkt (0, yo) gehort die char. Gleichung
X(0)=0, X'(s)=1,
Y(0) = yo, Y'(s) =0,
U(0) =3, U'(s)=—2Y(s)\/U(s).

Eindeutige Lésung ist die Charakteristik s +— (s, vo, U(s)) mit
Yo — syo)? furs<1
U(s) = { W0~ sw)® frs <1,
0 flr s > 1.
Fir jede Lésung u: R x Ryg — R>¢ muss demnach gelten:

_ (y—xy)Z farz <1,
uey) = {o fir e > 1.

Probe: Fir alle z < 1 gilt d,u(z,y) = —2y(y — xy) = —2y/u(x,y).
Fur z > 1 gilt 0,(z,y) = 0 = —2y+/u(z,y). Fir x = 0 gilt u(0,y) = »>.
© Somitist u eine Lésung. Unsere Rechnung zeigt: Es ist die einzige!

(2) Die Nullfunktion ist eine Lésung, ebenso die Funktion « aus (1).

/\ Die Charakteristiken sind hier nicht eindeutig! Physikalischer Grund:
Ist der Eimer einmal leer, so erkennen wir nicht mehr, wann er auslief!
Mathematisches Warnsignal: Die rechte Seite —2y/u ist nicht stetig
nach u differenzierbar, denn die Ableitung 9, [2y+/u] = y/+/u hatin u =0
eine Polstelle. Somit kénnen wir unseren Satz Q2D hier nicht anwenden!
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Die Transportgleichung: Problemstellung o

Wir betrachten lineare PDE erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Nach Division durch einen der Koeffizienten erhalten wir folgende Form:

Aufgabe: Zu |6sen sei die folgende Transportgleichung:

Opu(t, ) + bogu(t, ) + cu(t,x) = f(t,x)
mit Anfangswerten (0, z) = g(x)

Gegeben sind die konstanten Koeffizienten a = 1, b, ¢ € R sowie stetige
Funktionen f:R>o xR — Rund g:R — R, gesuchtist u:R>o x R — R.
Existiert eine L&sung u? Ist sie eindeutig? Wie berechnen Sie sie?

firt >0und z € R,
firt =0und z € R.

Anschaulich und in Worten bedeutet die Transportgleichung folgendes:
Die Anfangsdaten g(x() werden mit Geschwindigkeit b transportiert:
Die Kurven t — (t,zo + bt) sind die charakteristischen Kurven der PDE.
Im Falle ¢ # 0 kommt noch exponentielle Dampfung mit e~ hinzu.
Beides ist in der Beispielgraphik fir b = 2 und ¢ = 1/2 gut zu erkennen.
Fir f # 0 addiert sich auf der rechten Seite der Quellterm f(¢, z) langs
des Transportweges 7 — (7, z¢ + br), integriert von 7 = 0 nach 7 = ¢.

Q231
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Die Transportgleichung: Zusammenfassung

Lésung: Zum Startpunkt (0, zp) gehort die charakteristische Gleichung

T(0) =0, T'(s) =1,
X(0) = zo, X'(s) =b,
U(0) = g(xo),  U'(s) = f(T(s), X(s)) — cU(s).

Wir finden ¢ = T'(s) = s. Fortan nutzen wir daher ¢ als Wegparameter.
Weiterhin finden wir z = X(t) = xo + bt, nach x( aufgeldst o = = — bt.
Die Gleichung fiir U lautet U(t) = f(t,zo + bt) — cU(t). Sie ist linear!
Zur Lésung kennen und nutzen wir die Integralformel (Satz M2E):

"t

u(t, ) = U(t) = g(xo) e + / f(T, T + bT) et dr
7=0
ot
=gz —bt)e  + / f(T, x — bt + bT) Tt qr
7=0
© Probe: Diese Funktion v erfillt unsere PDE und die Anfangswerte!
© Dieses DGSystem ist besonders einfach, da nahezu entkoppelt.

Allgemein dyu(t, z) + b(t) dyu(t, z) + c(t, z) u(t, z) = f(t,z), sieche Q3A.

Satz Q2E: Integralformel fur lineare PDE erster Ordnung
Zu lésen sei die folgende Transportgleichung:

Owu(t,z) + boyu(t, ) + cul(t,z) = f(t,x)
mit Anfangswerten (0, z) = g(x)

firt >0und z € R,
firt=0und z € R.

Gegeben sind die konstanten Koeffizienten a = 1, b, ¢ € R sowie stetige
Funktionen f:R>o xR — Rund g:R — R, gesuchtist u:R>¢o xR — R.

Dieses Problem hat genau eine Lésung u: R>g x R — R, ndmlich

t
f(r,x — bt +br) e dr

ut,z) = glo —bt)e™ + /

7=0

© Liegt die vermutete Formel erst einmal vor, so ist die Probe leicht.

© Das ist ein seltener Gliicksfall: Zu dieser Problemklasse haben wir
muhelos eine allgemein gultige und explizite Integralformel gefunden.

/\ Die meisten PDE lassen sich nicht einfach mit Integralformeln lésen.

T . . . Q233
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T . . . Q234
Zweidimensionales Anwendungsbeispiel

Aufgabe: Finden Sie alle stetig differenzierbaren Funktionen w(t, z) mit
Ou+ 1 0u=2x u(0,z) = g(z) =

S T < N ~

und — sin(z).

N

~

Lésung: Zum Startpunkt (0, z9) gehort die charakteristische Gleichung

7(0) = 0, T'(s) = 1,
X (0) = zo, X'(s) = X(s),
U(0) =g(z0),  U'(s) = X(s).

Wir finden t = T'(s) = s. Fortan nutzen wir daher ¢ als Wegparameter.
Weiterhin gilt = = X (t) = 29 e, nach x, aufgeldst z¢p = x et. Damit:

ut,z) =U(t) = U(0)+ /.t U'(s)ds 2

t
g(zo) + / zpe’ds
=0 Js=0

= g(xo) +wo(e' = 1)

= glae ) ra(l—c)
© Machen Sie die Probe durch Einsetzen in die Aufgabenstellung!
Diese Funktion erfillt tats&chlich 6;u + x 9,u = = und u(0, z) = g(x).
© Dieses DGSystem ist besonders einfach, da nahezu entkoppelt.
Jeden der drei Schritte kénnen wir direkt durch ein Integral I6sen (Q3A).

IORT] . . . Q235
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FORT] . . . Q236
Dreidimensionales Anwendungsbeispiel

Aufgabe: Finden Sie alle stetig diff’baren Funktionen u(t, z, y) mit

‘ u+ (x—y)oru+ (z+y)oyu=0 und u(0,z,y) =zy.

Lésung: Zum Startpunkt (0, 2o, yo) gehort die char. Gleichung

T(0) =0, T'(s) =1,
X(0) = zo, X'(s) = X(s) = Y(s),
Y(0) = yo, Y'(s) = X(s) +Y(s),
U(0) = zoyo, U'(s) =0.

Wir finden ¢ = T'(s) = s. Fortan nutzen wir daher ¢ als Wegparameter.
In X,Y ist dies ein lineares DGSystem mit konstanten Koeffizienten.
Wir I6sen es wie gelibt durch Eigenvektoren und Eigenfunktionen. ..
= X(t) = e!(xgcost — yosint)
y =Y (t) = ' (xgsint + yo cost)
© Machen Sie die Probe! Wegen U(t) = 0 ist die Héhe U (t) konstant:
Die gefundenen Charakteristiken ¢ — (¢, X (¢), Y (¢)) sind Niveaulinien.

Die Lésung unserer PDE ist hierdurch implizit gegeben:
ult, X(8),Y (8)) = U(t) = U(0) = woyo
© Laufen wir von (0, zg, y0) nach (t, x,y), so kennen wir dort den Wert

u(t, z,y) = xoyo. Wir fragen umgekehrt: Welcher Startpunkt (0, zo, yo)
fahrt zum Ziel (¢, z, y)? Wir 16sen die Formel fiir (z,y) nach (zo, yo):

T\ _ tt cost —sint) [z
y) sint  cost) \yo
cost

0 ¢ sint\ [z
— =e .
Yo —sint cost Y

Wir setzen dies ein und erhalten schlieBlich die explizite Lésung:

u(t,z,y) = zoyo = e ‘(xcost + ysint) - e !(—zsint + ycost)
= ¢ %[(y* — 2%) costsint + zy(cos’ t — sin? t)]
© Machen Sie die Probe durch Einsetzen in die Aufgabenstellung!
Diese Funktion erfullt die PDE mit den gegebenen Anfangsdaten.
© Die Rechnung zeigt zudem die Eindeutigkeit der Lésung u. Warum?
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Cauchy—Riemann und Maxwell-Gleichungen
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Fazit

Konvektion-Diffusion und Navier—Stokes

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir u,v:R? D Q — R lauten

Ju v v ou

ar  dy’  dr oy

<= Das Vektorfeld (u, —v) erfillt div(u, —v) = 0 und rot(u, —v) = 0.
<= Die komplexe Funktion f = u +iv:C D Q — C ist holomorph.
<= Lokal ist f eine komplexe Potenzreihe, f(2) = 3" ay(z — 20).
= Beide Funktionen u, v sind harmonisch, also Au = Av = 0.

Die Maxwell-Gleichungen fir die Felder E, B:R* D Q — R3 lauten

_ . 108
V. E =4mp, V><E-|—faf:07
c Ot
v.B=o, vx B L0E _dny
c Ot c

Jede ebene stationare Losung E : R2 D 2 — R2 ohne Quellen entspricht
einer holomorphen Funktion f = Ey —iFE5: C 2 Q — C und umgekehrt.

Allgemeine Bilanzgleichung / Transportgleichung der Strémungslehre:

Ié)t,u(t, 1})I + IV [Tu(t,z)] = IV [k Vu(t, z)] . + © u(t, a:)l+ Iq(t7 a:)I

Zu/Abfluss: Konvektion

Anderungsrate Wachstum/Zerfall

Diffusion: div grad Quellen

Angewendet auf die Impulsdichte @ = ¥p erhalten wir daraus
die Navier-Stokes—Gleichungen fiir inkompressible Fluide:

n
. o,
Massenerhaltung: ~ divi = > = =0
Jdxy,
k=1
0v; "L o 1 0p
Impulserhaltung: —* + Y wp=—r = vAvy— - -+ f;
p o St F 3, i~ 5o T
L k=l I [ A [
Anderung Konvektion Diffusion interne Kraft extern

Jede ebene stationére Stromung v = (v1, v2) : R? O Q — R? konstanter
Dichte ohne Wirbel, ohne Reibung und ohne &uBere Krafte entspricht
einer holomorphen Funktion f = v; —ivy: C 2 Q — C und umgekehrt.
Der Druck p berechnet sich hieraus durch p + (o/2) (v + v3) = const.

Q303
Fazit

Die Charakteristikmethode

Q304
Fazit

Die Transportgleichung

Zu lésen sei eine quasi-lineare PDE erster Ordnung
a(@, y, u) Opu + bz, y,u) Oyu = f(z,y,u) firalle (z,y) € Q CR?,
mit Anfangswerten u(z,y) = uo(z,y) firalle (z,y) € A C Q.

Gegeben sind hierzu das Definitionsgebiet Q C R? und die stetigen
Koeffizientenfunktionen a, b, f : @ x R — R, gesuchtist u: Q — R.

Auf einer Teilmenge A C 2 gibt up: A — R die Anfangswerte vor.

Eine charakteristische Kurve der PDE zum Startpunkt (zo,yo) € A ist
ein C'-Weg v:R 2 I — Q x R C R® mit s — (X(s),Y(s),U(s)) und

X(0) = o, X' =a(X,Y,U),
Y (0) = yo, Y =b(X,Y,U),
U(0) = uo(o, %0), U' = f(X,Y,U).

© Solche gewdhnlichen DGSysteme kdnnen wir bereits gut 1&sen!
Sind a, b, f stetig diff’bar, so hat das AWP genau eine maximale Lésung.
© Der Startwert wird entlang der Charakteristik transportiert (Q20):
Jede Lésung u der PDE erflllt u(X (s), Y (s)) = U(s) fur alle s € I.

Wir betrachten lineare PDE erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Nach Division durch einen der Koeffizienten erhalten wir folgende Form:

Qu(t,x) + boyu(t,x) + cu(t,x) = f(¢,x)
mit Anfangswerten (0, z) = g(z)

firt>0und z € R,
firt =0und z € R.

Gegeben sind die konstanten Koeffizienten a = 1, b, ¢ € R sowie stetige
Funktionen f:R>o xR — Rund g:R — R, gesuchtist u:R>o xR — R.
Dieses Problem hat genau eine Lésung u: R>g x R — R, ndmlich

¢
u(t,z) = g — bt)e < + / f(r,z— bt +br) T dr
7=0

© Machen Sie die Probe: einsetzen und sorgféltig nachrechnen!

© Das ist ein seltener Glicksfall: Zu dieser Problemklasse haben wir
muhelos eine allgemein gultige und explizite Integralformel gefunden.
© Aligemeiner gelingt diese Rechnung ebenso fiir Gleichungen
Au(t, x) + b(t) Opu(t, ) + c(t, z) u(t, z) = f(t,z), siehe Satz Q3A.

/\ Die meisten PDE lassen sich nicht einfach mit Integralformeln l6sen.

Q305
Ubung

Charakteristiken (Klausur Februar 2018)

Q306
Ubung

Charakteristiken (Klausur September 2018)

Aufgabe: Finden Sie alle Funktionen u:R>o x R — R mit

Owu(t, ) + 2t Opu(t, x) = —u(t, x)

u(0,z) = cos(z)

furallet >0und z € R,
firt =0und alle z € R.

© Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Transportgleichung Q3A.
Lésung: Zum Startpunkt (0, z9) gehort die charakteristische Gleichung

T'(s) =1, 7(0) = 0,
X'(s) = 21(s), X(0) = o,
U'(s) = —U(s), U(0) = cos(zo).

Wir finden ¢t = T'(s) = s und = = X (s) = x¢ + s sowie schlieBlich
u(t,z) = U(s) = e* cos(xo). Wir I18sen dies nach (¢, z) auf und erhalten:

t

u(t, ) = e~ cos(z — t2)

© Startwerte werden langs Charakteristiken transportiert.
Machen Sie die Probe: u erfiillt PDE und Anfangswerte!

Aufgabe: Finden Sie alle Funktionen u:R>o x R — R mit

Opu(t, z) + cos(t) Oyu(t,z) = %\/2 firallet > 0und z € R,
u(0,z) =e* firt=0undallez € R.

© Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Transportgleichung Q3A.
Lésung: Zum Startpunkt (0, z9) gehort die charakteristische Gleichung

T'(s) =1, T(0) = 0,
X'(s) =cos[T(s)],  X(0)= o,
U'(s) = 3T(s)"", U(0) = e®.

Wir finden ¢t = T'(s) = s und & = X (s) = x + sin(s) sowie schlieBlich
u(t,z) = U(s) = 5”2 + *0. Wir I16sen dies nach (¢, z) auf und erhalten:

u(t,z) = £ 4 grsin(t)

© Startwerte werden langs Charakteristiken transportiert.
Machen Sie die Probe: v erfiillt PDE und Anfangswerte!

Q307
Ubung

Charakteristiken (Klausur Februar 2016)

Q308
Ubung

Charakteristiken mobilisieren alle Methoden.

Wir untersuchen fiir «: R? — R die partielle Differentialgleichung

(32 — 44)0, u(z,y) + (24 — )0, u(z, ) = u(z,)
mit  u(z,0) = sin(x).

Aufgabe: Formulieren Sie das Gleichungssystem der charakteristischen
Kurven ¢t — (z(t),y(t), 2(¢)), sodass u(x(t), y(t)) = z(t) gilt.

Lésung: Diese PDE ist von erster Ordnung und linear (Q2c).
Wir nutzen die zugehérige Charakteristikmethode [@211):
]
0
sin(xg)

o' (t) 3 —4 0\ [z(t) z(0)
GG 6 (@
Z'(t) 0 0 1 z(t) 2(0)

© Dieses gewdhnliche Differentialgleichungssystem ist linear mit
konstanten Koeffizienten, wir schreiben es daher gleich in Matrixform.
Wir kénnen dies wie gesehen l6sen, durch Eigen- & Hauptfunktionen,
und damit die gesuchte Funktion (z,y) — u(z,y) explizit bestimmen.

Wir untersuchen fiir »: R? — R die partielle Differentialgleichung

Bz — 4y + 2u) 0, u(z, y) + (2y — = — 3u)dy u(z,y) = u(z, y)2

mit  u(x,0) = cos(x).

Aufgabe: Formulieren Sie das Gleichungssystem der charakteristischen
Kurven t — (x(t),y(t), 2(t)), sodass u(z(t),y(t)) = z(t) gilt.

Lésung: (1) Diese PDE ist von erster Ordnung und quasilinear (Q2¢).
Wir nutzen die zugehdrige Charakteristikmethode [@211):

@' (t) 3x(t) — dy(t) + 22(t) z(0) zo
y'(t) | = [ —=(t) +2y(t) = 32(1) | y(0) | = 0
2'(t) 2(t)? 2(0) cos(xg)

/\ Dieses gewdhnliche Differentialgleichungssystem ist nicht linear.
© Dennoch kénnen wir es lsen, zunachst leicht fiir z und fir 2, y dann
inhomogen durch Variation der Konstanten. Zumindest im Prinzip finden
wir damit schlieBlich die gesuchte Funktion (z,y) — u(z,y).




Q309
Erinnerung

Potentialproblem als PDE

Q310
Erinnerung

Potentialproblem als PDE

Aufgabe: Wir betrachten das ebene Gebiet Q = R? \ {0}. Zu Iésen sei
das folgende System aus zwei partiellen Differentialgleichungen:

Oyu = f1, Oyu = fo.

Gegeben sind f1, f> € C*(Q,R), gesucht sind Lésungen u € C?(£2, R).

(1) Ist diese PDE linear? Welche Lésungen hat die homogene PDE?
Welche Struktur hat der Lésungsraum der inhomogenen PDE?

(2) Lasst sich jede so gegebene Problemstellung f = (f1, f2) 16sen?
Welche Bedingungen sind notwendig? Welche sind hinreichend?

(3) Falls dies Uberhaupt méglich ist: Wie I6sen Sie diese PDE?

© Das ist eine typische Problemstellung, die Sie bereits gut kennen.
Sie ist haufig und wichtig genug, um sie noch einmal zu wiederholen.
Wir erkennen hier typische Hindernisse bei der Lésung von PDE:

Wir bendtigen sowohl lokale Kriterien (an f) als auch globale (an ).

Losung: (1) Ja, diese PDE ist linear in « und von erster Ordnung.

Die homogene PDE 9,u = d,u = 0 bedeutet grad u = 0, also ist u lokal
konstant dank HDI. Da unser Gebiet 2 wegzusammenhangend ist, sind
u = const tatséchlich die einzigen Lésungen der homogenen PDE.

Ist u eine partikuldre Lésung der (inhomogenen) PDE grad u = f,

so ist die gesamte Lésungsmenge der (affine) Raum {u+c|ce R }.
Warum? Zur Erinnerung: Ist v eine weitere Losung zu gradv = f,

s0 gilt grad(v — u) = 0 dank Linearitat, also v — u = c¢mit c € R.

© Die Lésungsmenge einer linearen Gleichung ist ein affiner Raum:
LAllgemeine Lésungen = partikulare L6sung + homogene Lésungen*
Es ist dabei egal ob Differentialgleichung, gew&hnlich oder partiell, allein
die lineare Struktur der vorliegenden Gleichung garantiert uns bereits die
Struktur des Lésungsraumes. Das vereinfacht und verschafft Uberlick.
Wir erkennen in unserem Beispiel das Potentialproblem grad u = f.
,Ein Potential ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.”

In einfachster Form kennen Sie dies schon lange vom HDI.

Q311
Erinnerung

Potentialproblem als PDE

Q312
Erinnerung

Potentialproblem als PDE

(2) Nein, nicht jede Problemstellung f = (f1, f2) lasst sich 16sen!
(2a) Wenn eine Losung u € C%(Q,R) mit grad u = f existiert, so gilt
dank Schwarz 0, fo = 0,0yu = 9,0, u = 0, f1, also rot(f1, f2) = 0.
Diese Bedingung ist notwendig, aber noch nicht hinreichend!
Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld (f1, fo) = (—y,z)/(x% + y?).

(2b) Fiir den geschlossenen Weg «: [0, 1] — Q mit y(t) = ™ gilt dank
HDI zudem 0 = u(v(1)) — u(v(0)) = ¢, grad(u) - dy = §.(f1, f2) - dv.

rot(fi, fz) =0 und %(fl, fo)+dy=0
>

Beide Bedingungen sind notwendig, und zusammen auch hinreichend:
Wir zeigen abschlieBend (3), dass dies tatsachlich zur Lésung reicht.
© Die Lésbarkeit ist leicht zu priifen, aber man muss wissen wie:

Wir bendtigen sowohl lokale Kriterien (an f) als auch globale (an €2).
Im vorliegenden Fall ist das gllcklicherweise einfach und Ubersichtlich.

(3) Zunachst miissen die obigen Bedingungen erflillt sein. Dann gelingt
die L&sung durch das Arbeitsintegral entlang von Wegen «:: [0, 1] — €

a(l)=(z,y)
uw: Q> R, u(z,y):/ f1, f2) + da
Ja(0)=(1,0)

Ist &:[0,1] — Q ein weiterer Weg von &(0) = (1,0) nach a(1) = (z,y),
so missen wir Wohldefiniertheit sicherstellen, also [, f+da = [, f - do.
Die Bedingung rot(f) = 0 sichert dies fir homotope Wege. (Satz H2B)
Die Verkniipfung 8 = & = & ist ein geschlossener Weg von (1,0) langs &
nach (z,y) und langs & zurtick nach (1,0). Also ist 5 in 2 homotop zum
Weg v,(t) = e2™** mit Umlaufzahl k € Z. (Satz H2D) Wir erhalten somit:

/&f.dd_/af'd"‘ = ygf‘dﬂ = ?gkf-d’wc = k’&éf-dfy E)

© Das Ergebnis u(z, ) ist unabhéngig vom gewéhlten Integrationsweg.
Dank Satz H2A |6st die so konstruierte Funktion « das Potentialproblem.
Unsere Bedingungen (2a) und (2b) sind also tatsachlich hinreichend.

Q313
Erinnerung

Komplexe Stammfunktion als PDE

Q314
Erinnerung

Komplexe Stammfunktion als PDE

Aufgabe: Sei S C R? eine diskrete Menge. Wir betrachten Q = R2 < S.
Zu l6sen sei folgendes System aus vier partiellen Differentialgleichungen:

<3xF1 8yF1>:<fl —f2>
Oy Fy 2 A)°

0. Fy
Gegeben sind f1, f» € C°(Q,R), gesucht sind F1, I, € C1(, R).
Links steht die Jacobi-Matrix J(F') := 9(F}, F»)/0(z,y).

(1) Ist diese PDE linear? Welche Lésungen hat die homogene PDE?
Welche Struktur hat der Lésungsraum der inhomogenen PDE?

(2) Lasst sich jede so gegebene Problemstellung f = (f1, f2) 16sen?
Welche Bedingungen sind notwendig? Welche sind hinreichend?

(3) Falls dies Uberhaupt mdglich ist: Wie lI6sen Sie diese PDE?

© Wir erkennen hier typische Hindernisse bei der Lésung von PDE:
Wir bendtigen sowohl lokale Kriterien (an f) als auch globale (an ).

Losung: (1) Ja, diese PDE ist linear in F' = (Fy, F») und erster Ordnung.

Die homogene PDE J(F) = 0 bedeutet grad F} = grad F, = 0, also sind
F1, F» lokal konstant dank HDI. Unser Gebiet Q = R? ~ S ist immer noch
wegzusammenhangend: Wir kdnnen den Punkten s € S ausweichen.
Somit sind F' = const tats&chlich die einzigen Lésungen von J(F) = 0.
Ist F' eine L&sung der (inhomogenen) PDE J(F) = (2 ‘;f )

so ist die L&sungsmenge der (affine) Raum { F + ¢ | c € R% }.

Warum? Zur Erinnerung: Ist G eine weitere Losung zu J(G) = (2 _ffz )
so gilt J(G — F) = 0 dank Linearitét, also G — F = ¢ mit ¢ € R2.

© Die Lésungsmenge einer linearen Gleichung ist ein affiner Raum:
LAllgemeine Lésungen = partikuldre Lésung + homogene Lésungen®
Wir erkennen bei genauem Hinsehen das komplexe Potentialproblem:
Zuldésenist 0F/0z = ffir F = Fy +iFy, f = fi +if2: Q2 =C~ S — C.
,Eine Stammfunktion ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.”

Q315
Erinnerung

Komplexe Stammfunktion als PDE

Q316
Erinnerung

Komplexe Stammfunktion als PDE

(2) Nicht jede Problemstellung f = (f1, fa) € C°(Q, R?) Iasst sich l6sen!
(2a) Wenn eine Lésung F = (F, F») € CY(Q,R?) existiert, so erfilllt sie
die Cauchy—Riemann-Gleichungen 9, F; = 9,F» und 0, F» = —0y F}.
Somit ist die Funktion F' = F; +iF:Q = C ~. .S — C holomorph,

also auch ihre Ableitung F' = f = f1 +ife: Q2 =C~ S = C.

Die Holomorphie von f ist notwendig, aber noch nicht hinreichend!
Gegenbeispiel ist die Funktion f:C~\ {s} = C:z— f(z) =1/(z — s).
Das ist das zentrale Problem des komplexen Logarithmus.

(2b) Fiir den geschlossenen Weg «: [0, 1] — Q mit y(¢) = s + r e gilt
dank HDI zudem 0 = F(v(1)) — F(v(0)) = 9% F'(z)dz = 437 f(z)dz.

azfl = 8yf27 8zf2 = 78yf1 und f(Z) dz=0

dB(s,r)

© Notwendig ist also, dass die Funktionf : Q2 = C ~. S — C holomorph
ist, und das Residuum res,(f) in jeder Singularitat s € S verschwindet!

Beide Bedingungen sind notwendig, und zusammen auch hinreichend:
Wir zeigen abschlieBend, dass dies tatsachlich zur Lésung reicht.

(3) Zunachst mussen die obigen Bedingungen erfillt sein. Dann gelingt
die Lésung durch das Arbeitsintegral entlang von Wegen «:: [0, 1] —

a(l)=w
F:Q:C\S%C:w»—)F(w):/ f(z)d=

a(0)=wo

Hierzu fixieren wir einen Startpunkt wy € Q. Da unser Gebiet @ = C \ S
wegzusammenhangend ist, gibt es zu jedem beliebigen Zielpunkt w €
Wege «:[0,1] — © von wy nach w. Dank unserer Integralbedingungen
an f ist das obige Wegintegral unabhéngig vom gewahlten Weg «.

© Die so konstruierte Funktion F: Q — C 18st die Gleichung F' = f.
Obwohl wir von der Ldsung anfangs nur F € C(Q2, R?) verlangt haben,
bekommen wir wesentlich mehr geschenkt: Die Lésung ist holomorph!
Das ist zugleich auch eine starke Bedingung: f muss holomorph sein.
Zur Integration zu F' mussen zudem alle Residuen von f verschwinden.
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Zu viele Charakteristiken verderben die PDE. Ubung

Q318

Zu viele Charakteristiken verderben die PDE. Obung

Aufgabe: Finden Sie alle C*-Ldsungen u:R x [-1,1] — R der PDE
‘ Ou(t,z) + V1 — 22 0,u(t,z) =0 faralle (t,2) € R x [—1,1].

(1a) Sind konstante Funktionen Lésungen? (1b) Gibt es noch weitere?

Wie / Lasst sich die Charakteristikmethode (Satz Q2D) hier anwenden?
(2) Finden Sie alle Losungen u € C(R x [—1,1]) N CY(R x ]—1, 1[), die
auf R x ]—1, 1] die PDE erfillen. Kénnen Sie u(t, 0) beliebig vorgeben?
Losung: (1a) Jede konstante Funktion u (¢, z) = const l8st unsere PDE.
(1b) Jede charakteristische Kurve ¢ — (¢, z(¢)) erflllt () = /1 — z(t)2.
Wir suchen alle (maximalen) Lésungskurven z:R D I — R, siehe M329.

X

Trennung der Variablen und genaue Diskussion wie auf Seite M329:
Lésungen sind neben x_ () = +1 und x4 (¢t) = —1 die Funktionen

-1 firt <c—r7/2,
te : R—=[—1,1] : t = zc(t) = {sin(t —¢) fire—mp<t<c+7p,
+1 fart > c+ 7/

Jeder Punkt (to, 7o) € R x [~1,1] liegt auf (mindestens) einer dieser
Charakteristiken v.: R — R x [—1,1]: t — (¢, z.(t)) fir geeignetes c € R.
Wir sehen eine Besonderheit: Je zwei Charakteristiken treffen sich!
Folgerung: Erfiillt u: R x [-1, 1] — R die obige PDE, so ist u konstant.
@ (Zu viele) Charakteristiken erzwingen (zu viele) Einschrankungen.
(2) Hier gilt hingegen: Jeder Punkt (to, o) € R x ]—1, +1] liegt auf genau
einer Charakteristik v} : J|c — 7/2,c + 72 = R x | =1, +1[:t = (¢, z(2)).
Zu u(t,0) = g(t) kbnnen wir jede C'-Funktion g: R — R vorgeben und
erhalten die Lésung u(t, z) = g(t — arcsin(z)). Machen Sie die Probe!
© Charakteristiken erzwingen hier das rechte MaB an Bedingungen.

Q319
Ubung

Zu viele Charakteristiken verderben die PDE.

Q320
Ubung

Zu viele Charakteristiken verderben die PDE.

Aufgabe: Finden Sie alle C'-Lésungen u: R? — R der Gleichung

owu(t,z) + Va2 dyu(t,z) =0 foralle (t,z) € R2.

(1a) Sind konstante Funktionen Lésungen? (1b) Gibt es noch weitere?
Wie / Lasst sich die Charakteristikmethode (Satz Q2D) hier anwenden?
(2) Finden Sie alle Losungen u € C°(R x R) N C'(R x R*), die obige
PDE fur (t,z) € R x R* erflillen. Kénnen Sie u(t,0) beliebig vorgeben?
Lésung: (1a) Jede konstante Funktion u(¢, z) = const 16st unsere PDE.
(1b) Jede charakteristische Kurve ¢ — (¢, z(t)) erflllt £(t) = /z(t)2.

xT

Trennung der Variablen und genaue Diskussion wie auf Seite M325:
Lésungen sind neben x(t) = 0 auch z.(t) = (z — ¢)®/27, allgemein

0 flira <t <o,
bt R Rt a,,(t) =1 (t—a)?/27 firt<a,
(t—1b)3/27 furt>b,

mit Parametern —oo < a < b < oo. Jeder Punkt (tg, z9) € R? liegt auf
unendlich vielen dieser Charakteristiken v, 5 : R — R2:t > (¢, 24,(2)).
Jede Charakteristik v, schneidet die Charakteristik v_qo o0 : ¢+ (£, 0).
Folgerung: Erfiillt u: R? — R unsere PDE auf ganz R?, so ist u konstant.
® (Zu viele) Charakteristiken erzwingen (zu viele) Einschrankungen.
(2) Hier gilt hingegen: Jeder Punkt (¢g, zo) € R x R* mit R* = R \ {0}
liegt auf genau einer Charakteristik v* : R* — R2: ¢+ (¢ + ¢, t3/27).

Zu u(t,0) = g(t) kdnnen wir jede C*—Funktion g: R — R vorgeben und
erhalten die Lésung u(t, z) = g(t — 3¥/x). Machen Sie die Probe!

© Charakteristiken erzwingen hier das rechte Maf an Bedingungen.

Q321

Zu wenige Charakteristiken erreichen nicht jeden Punkt. Ubung

Q322

Zu wenige Charakteristiken erreichen nicht jeden Punkt. Ubung

Aufgabe: Zu I6sen sei die folgende PDE mit Anfangswerten:

dwu(t, ) + 2?0,u(t,z) =0 firt c Rund z € R,

u(0,2) = g(z) = e frt =0und z € R.

(1) Losen Sie diese Gleichung auf dem maximalen Gebiet Q C R2:
(a) Bestimmen Sie zunachst alle Charakteristiken dieser PDE.

(b) Welche Punkte (¢, z) € © C R? werden so erreicht, welche nicht?
(c) Berechnen Sie hierauf die eindeutige C'-Lésung u:R2 D Q — R.
(d) Warum tritt das Problem bei der Transportgleichung Q2E nicht auf?
(2) Wird u: R? — R e|ndeut|g bestimmt durch folgende Anfangswerte?
(
(
(c)
(
(
(

)
)
)
)

t,4+t) =e " firallet e R
) u(t, —t) = e furalle t € R
f) u

a) u(t,
b) u(t,
c) u(t,+1) = e*t firallet € R
d) u(t,
e) u(

ma,z) = e fir alle z € R und eine Konstante m € R

Losung: (1a) Wir lesen die charakteristische Gleichung ab:

T(0) =0, T'(s) = 1,
X(0) = o, X'(s) = X(5)°,
U(0) = g(xo), U'(s) = 0.

Wir finden ¢ = T(s) = s. Fortan nutzen wir daher ¢ als Wegparameter.
Wir 16sen X (0) = zo und X (t) = X (¢)2. Flr xo = 0 finden wir X (t) = 0.
Fir zo # 0 nutzen wir wie Ublich die Separation der Variablen:

X(t) = X(t)? = XO)7X@t) =1
¢ 72.ss:t . 7571t :Sz
- /s:OX ) X( )d ~/s:(]1d - { X() ]s:() [}5:0
= X0 -Xx(t)'=t — X(t)= 1;1;:0

Die Lésung ist x = z/(1 — tzo), nach zy aufgeldst xo = z/(1 + tx).
© Die folgende Graphik zeigt die charakteristischen Kurven der PDE.

Q323
Ubung

Zu wenige Charakteristiken erreichen nicht jeden Punkt.

Q324
Ubung

Zu wenige Charakteristiken erreichen nicht jeden Punkt.

Die Charakteristiken (blau) decken nur einen Teil aller Punkte (¢, z) € R?
ab; hier wird der Funktionswert u(t, z) durch die Anfangswerte bestimmt.
/\ Im rot gefarbten Bereich hingegen ist der Wert u(t, x) unbestimmt.

(1b) Erreicht werden die Punkte (t,z) € R? mit ¢ = 0 oder (¢ > 0 und
x> —1/t)oder (t <Oundx < —1/t), kurz Q = { (t,z) € R? | to > —1}.
(1c) Wir finden die Losung u: Q — R mit u(t, 2) = exp(—22/(1 + tx)?).
Probe: Diese Funktion u erfillt unsere PDE und die Anfangswerte!

(1d) Bei der Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten (Satz Q2Ee)
Uberdecken die Charakteristiken als Geradenschar die gesamte Ebene.
(2a/b) Nein, die Charakteristiken erreichen nur (t,z) € R? mit 2 > 0.
(2c) Ja, die Charakteristiken erreichen alle Punkte (¢, z) € R? mit = # 0;
die Werte u(t,0) = 0 erhalten wir daraus durch stetige Fortsetzung.
(2d) Nein, manche der Charakteristiken 2 = x¢/(1 — tzo) werden von
der Geraden (¢, t) nicht geschnitten, die PDE ist daher unterbestimmt,
und die Lésung w ist nicht eindeutig. Andere dieser Kurven werden
hingegen zweimal geschnitten, dort ist die PDE also Gberbestimmt.
(2e) Ja, jede der Charakteristiken © = x/(1 — tzo) wird von der
Geraden (t, —t) genau einmal geschnitten. Somit wird die Lésung u
eindeutig durch die Anfangswerte auf der Geraden (¢, —t) bestimmt.
(2f) Ja fir m < 0, wie in (2e). Nein fir m > 0, wie in (2d).




Q325
Ausfihrung

Zu wenige oder zu viele Charakteristiken?

Q326
Ausfiihrung

Zu wenige oder zu viele Charakteristiken?

Aufgabe: Sei « € R-(. Zu lésen sei folgende PDE mit Anfangswerten:

Quu(t,x) + |z|* Opu(t,z) =0 furalle (t,2) € Q,
u(0,2) = g(z) = e fur alle (0,z) € Q,

1) auf der gesamten Ebene Q = R x R, also fiir alle (¢, ) € R2.

2) auf der abgeschlossenen Halbebene 2 = R x Rx, kurz z > 0,
3) auf der offenen Halbebene 2 = R x R, also kurz fiir > 0,
a)
b)

Finden Sie zun&chst alle Charakteristiken dieser PDE.

Eindeutigkeit: Gibt es héchstens eine Lésung u: Q! — R?
c) Existenz: Gibt es mindestens eine Losung u: 2 — R?
(d) Berechnung: Gelten Existenz (a) und Eindeutigkeit (b),
so finden Sie eine explizite Formel fur die Lésung u: Q — R!

(
(
(
(
(
(

Diskutieren und zeichnen Sie insbesondere die Falle o = 2/3, 1, 2.

Aus Kapitel M kennen wir bereits die illustrativen Beispiele © = z
und & = 22 sowie © = —2./|z und & = V22 M328, Vergleich
und Zusammenfassung & = |z|* [0233], dort finden Sie auch Graphiken.

Losung: (1a) Wir lesen die charakteristische Gleichung ab:

7(0) =0, T'(s) =1,
X(0) = o, X'(s) = |X(s)|%,
U(0) = g(wo),  U'(s) =0.

Wir finden ¢ = T(s) = s. Fortan nutzen wir daher t als Wegparameter.
Wir lI6sen X () = | X (¢)|* durch Fallunterscheidung X (¢) z 0 und
Separation der Variablen. Der Fall « = 1 ist am einfachsten:

+t

xpe
X®) = { et
ZToe

far xg > 0,
fir xp < 0.

Zu jedem (t,x) € R? kénnen wir z = z e*! nach zo = z ™ auflésen:
xet

u(t,x) = 9 t)

g(zett)

© Dies zeigt im einfachsten Falle o = 1 sofort die Eindeutigkeit (b)
und die Existenz (c) der Lésung « durch ihre explizite Berechnung (d).

firx > 0,
furz < 0.

Q327
Ausfiihrung

Zu wenige oder zu viele Charakteristiken?

Q328
Ausfiihrung

Charakteristiken kommen Gberall hin, oder nicht?

Den Fall a # 1 16sen wir ebenso durch Separation. Fir X (¢) > 0 gilt:

X(t) = X(t)* = X@)°X(@t) =1

t . t X(s)lmoqt t
X#)™*X(t)ds = 1ds juinf A = |s
= s=0 (t) <f) ds /5:0 ds = [ 11—« ]5:0 [b} s=0
X(t l-a _ l-a _ &
(f)lfaxo =t = X(t)= [I8+5‘ﬂ1/

Zur Abkurzung setzen wir hier & := 1 — o. Fir X (¢) < 0 [6sen wir

X(t) = (=X (t))* und erhalten ebenso X (t) = —[(—x0)® — at]'/?.

Im Falle o > 1 erhalten wir demnach X (t) = ao[1 & |zo|*~'at]"/@.

Zu (t,z) € R? kénnen wir dies nach z = =[1 F |z|**at]'/* auflésen.
Die Lésungskurven haben Polstellen: Wir erreichen nur die Punkte
Q={(t,2) e R?|1F|z|*'at > 0 }. Auf Q ist u eindeutig bestimmt;
auBerhalb dieses Gebiets 2 sind die Funktionswerte (¢, z) unbestimmt.
Siehe @321 fir den Fall « =2 und Q = { (t,z) € R? |tz > —1}.

/\ Fir o > 1 gilt zwar die Existenz (c), aber nicht die Eindeutigkeit (b).

Im verbleibenden Falle 0 < « < 1 finden wir die Charakteristiken:

0  fira<t<b,
~[ala—)]* firt<a,
+la—b)]"" fure>o,

mit Parametern —co < a < b < oo. Jeder Punkt (¢, o) € R? liegt auf
unendlich vielen dieser Charakteristiken v, 5 : R — R2:t > (¢, X, 5(t)).
Jede Charakteristik -, ;, schneidet die Charakteristik v_ o : t > (2, 0).
Folgerung: Erfiillt «: R? — R unsere PDE auf ganz R?, so ist u konstant.
Siehe fir eine Ausflihrung und Skizze des Falls o = 2/3.

/\ Fiir 0 < a < 1ist jede Lésung u konstant. Zwar gilt die Eindeutigkeit
(b), aber nicht die Existenz (c) einer Lésung zu den Anfangsdaten g.
(2) Auf Q = R x Ry gilt sinngemaB dasselbe in jedem der Félle o = 1.
(3) Auf @ = R x R gilt Existenz und Eindeutigkeit fir 0 < oo < 1.

© Das ist der Idealfall: Die Charakteristiken iberdecken das Gebiet O
als ,parallele* Kurvenschar, ohne Liicken und ohne Uberschneidungen,
und auf jeder Charakteristik wird genau ein Anfangswert vorgegeben.

Xu,,b(t) =

Q329
Ausflihrung

Allgemeine Transportgleichung: Problemstellung

Q330
Ausflihrung

Allgemeine Transportgleichung: Rechnung

Die vorangehenden Beispiele zeigen exotische Transportgleichungen
mit nicht-eindeutigen oder nicht-ausreichenden Transportwegen.

Aufgabe: Wiederholen Sie die Lésung der Transportgleichung:

Qu(t, ) + boyu(t, ) + cu(t,x) = f(t,x)
w(0,2) = g(2)

firt>0und z € R,
firt=0und z € R.

Was bedeuten die Daten b, ¢, f, g anschaulich / physikalisch?
Loésen Sie moglichst ebenso explizit folgende Verallgemeinerung:

Owu(t, ) + b(t, ) Opul(t, z) + c(t, z) u(t,z) = f(t, x)

Gegeben sind stetige Koeffizientenfunktionen b, ¢, f : R>¢ x R — R und
Anfangsdaten ¢g: R — R, gesucht sind alle Ldsungen u:R>o x R — R.

Existiert eine Lésung u? Ist sie eindeutig? Wie berechnen Sie sie?

(1) Lésen Sie den Fall b(t, z) = bo(t), in dem b nur von ¢ abhangt.

(2) Lasst sich der lineare Fall b(t,z) = bo(t) + b1(t)x ebenso 16sen?

(3) Welche Probleme bereitet die Lésung der allgemeinen Gleichung?

Lésung: (1) Wir lesen die charakteristische Gleichung ab:

T(0) =0, T'(s) =1,
X (0) = zo, X'(s) = bo(s),
U©O) = gwo),  U'(s) = F(T(s), X(5)) — (T(s), X () U(s).

Wir finden ¢ = T'(s) = s. Fortan nutzen wir daher ¢ als Wegparameter.
Wir haben die Integralfunktion By(t) = f:zo bo() dr dank Stetigkeit.

Die Lésung ist z = X (t) = xo + Bo(t), nach z aufgeldst xy = x — By(t).
(2) Etwas allgemeiner: Fir b(t, ) = bo(t) + b1 (t)x finden wir

t
z=X(t) =P Wz 4 B0 / e By (7) dr,
7=0
t
2o =e¢ B0z / C’Blmbg(T) dr.
7=0
© Das ist der Idealfall: Die Charakteristiken (iberdecken das Gebiet

als ,parallele“ Kurvenschar, ohne Liicken und ohne Uberschneidungen,
und auf jeder Charakteristik wird genau ein Anfangswert vorgegeben.

Q331
Ausfiihrung

Allgemeine Transportgleichung: Diskussion

Q332
Ausfiihrung

Allgemeine Transportgleichung: L&sung

/A Im allgemeinen Fall (3) treten zwei Hindernisse auf: Charakteristiken
kénnen sich schneiden oder manche Punkte (¢, ) € R? nicht erreichen.
Die vorangehenden Aufgaben illustrieren die méglichen Komplikationen.
© Wir gehen vom Idealfall aus, wie fiir b(t, z) = by(t) + by ()= gezeigt.
Fur U(t) = u(t, X (¢t)) erhalten wir die lineare Differentialgleichung

U(0) = g(xo),  U(t) = o(t) = (1)U (t)
mit den Koeffizientenfunktionen p(t) = f(¢, X (¢)) und ~(t) = c(t, X (t)).
Wir setzen C'(t) = ftzo ~(7) dr und nutzen die Integralformel M2E:

ult,z) =U(t) = e’cmg(:ﬂo) +e7 M /t
7=0

© Jede Lésung u erfilllt u(t, X (t)) = U(t). Damit ist u(t, z) bestimmt!
Zu jedem Punkt (¢, z) kénnen wir wie oben erklart den Startpunkt z
bestimmen und damit den Weg ¢ — (¢, X (¢)) von (0, z) nach (¢, z).
© Das ist ein seltener Gliicksfall: Zu dieser Problemklasse haben wir
direkt eine allgemein giiltige und explizite Integralformel gefunden.
/\ Die meisten PDE lassen sich nicht einfach mit Integralformeln I6sen.

eC(T)ga(T) dr

Satz Q3A: Integralformel fir lineare PDE erster Ordnung
Zu l6sen sei die allgemeine Transportgleichung:

Gegeben sind stetige Koeffizientenfunktionen b, ¢, f : R>¢ x R — R und
Anfangsdaten g:R — R, gesucht sind alle Lésungen u:R>¢ x R — R.

Im allgemeinen Fall kénnen Hindernisse auftreten, wir betrachten daher
b(t,z) = bo(t) + b1 (t)x. Dieses Problem hat genau eine Lésung, namlich

¢
u(t,z) = e “Og(ag) + e C® / eC(T)f(T., X(r)))dr
=0

Aus der Funktion B (t) = f::o b1 (7) dr erhalten wir die Charakteristik
X(t) = ePrlgg + P10 [ e=B1Tpy(r) dr mit passendem Startpunkt
xp=e By — f::g e B1(Mpy(7) dr sowie C(t) = th:O e(r, X(7))dr.




Q333
Ergénzung

Lésung durch Potenzreihen

Q334
Ergénzung

L&sung durch Potenzreihen

Aufgabe: Mit dem Ansatz u(t,z) = Y
\ du(t, ) + x du(t,z) = 0, u(0,z) = z. \

; jen @ij U’z |6se man

Lésung: Einsetzen in die geforderten Gleichungen ergibt:

(1) Zz’aij 1l 4 Zj a;jtlad =0, (2) Zaoj P =g
(2) Koeffizientenvergleich ergibt ag1 = 1 und ag; = 0 fir j # 1.
(1) Es gilt (i + 1)aj41,5 + jai; = 0, also rekursiv a;1; = — /7 ai;:
1
57

1
a1 = + 5

j=1: ao‘lél, ajl = — or asz| = —

ﬁ:

J#L: ap; =0, a1;=0, az; =0, az; =0,

Diese Koeffizienten bestimmen eine Lésung. Wir erhalten so:

u(t,z) = i(;l)itizl = ge!

!
22
i=0

© Die Reihe geniigt meist. Hier erkennen wir zudem die exp—Funktion.
Schon. Machen Sie die Probe! Es gilt 0,u + 2z 0,u = 0 und u(0, z) = x.

Dieses Beispiel dient hier zur lllustration; diese spezielle PDE ist linear
und kann mit der Charakteristikmethode ebenso leicht geldst werden.

Auch der Separationsansatz u(t,z) = v(t) - w(=) fuhrt hier zum Erfolg.
Sehen Sie, wie das hier gelingt? Versuchen Sie es als Ubung!

® Nicht jede PDE besitzt eine Lésung. Selbst wenn sie eine Lésung
besitzt, so doch meist nicht elementar, d.h. in geschlossener Form.

In solchen Fallen hilft recht haufig der Potenzreihenansatz.

© Jede PDE mit analytischen Koeffizienten kann lokal gelést werden.

Der Potenzreihenansatz hat den Vorteil, dass er allgemein anwendbar
ist und dank Satz Q3B immer eine konvergente Reihe als Losung liefert.

© Die Methode eignet sich auch zur numerischen Approximation.

Da die Rechnungen jedoch aufwéndig werden kénnen, wahlt man den
Potenzreihenansatz nur mit Bedacht. Notfalls kann man so immerhin
qualitative Aussagen gewinnen und Approximationen berechnen.

Q335
Ergénzung

Lésung durch Potenzreihen

Q336
Ergénzung

Lésung durch Potenzreihen

Satz Q3B: Cauchy 1842, Kowalewskaja 1875
Zu l6sen sei wie zuvor ein Cauchy—Problem der Form

u(to, z) = f ().

O = F(t,z,u,0pu),

Gegeben sind Intervalle ¢ty € I € R und zg € Q C R sowie Funktionen
F:IxQxK?—Kund f:Q — K. Beide Funktionen seien analytisch.
Dann existiert lokal genau eine analytische Lésung u: Iy x p — K
auf (eventuell kleineren) Intervallen ¢y € Iy C 7 und zp € Qp C .

Konstruktion: Wir entwickeln um den Nullpunkt (¢o, zo) = (0, 0):

Hier gilt F'(t,, u,v) = >, ; ren bijke tigduFo und f(z) = D jenCi 2.
Fir u wahlen wir den Potenzreihenansatz u(t, z) = 3, ;o aij t'a?.
Einsetzen ergibt rekursive Gleichungen flr die Koeffizienten a;;.

Diese sind eindeutig lI6sbar. Der Satz garantiert Konvergenzradius > 0.
(Letzteres ist die eigentliche Aussage; wir rechnen dies hier nicht nach.)

© Analytische Cauchy—Probleme sind gut gestellt, das heift, es gibt
genau eine Loésung, zumindest lokal um den Entwicklungspunkt (¢, o).
Diese Losung ist analytisch, d.h. lokal eine konvergente Potenzreihe:
Die Koeffizienten lassen sich rekursiv berechnen, wie oben skizziert.
Zudem gilt eine allgemeine Majorante und damit lokale Konvergenz.

/\ Hadamards Beispiel (Seite R217) zeigt, dass die Lésungen einer
PDE im Allgemeinen nicht stetig von den Anfangsdaten abhangen!

© Die rechte Seite F und die Funktion f miissen analytisch sein.
Das ist in vielen Anwendungen eine harmlose Voraussetzung.

/\ Differenzierbarkeit reicht nicht! Die erstaunliche Entdeckung von
Lewy (1956) und Mizohata (1962): Es gibt glatte, nicht-analytische
Funktionen g:R? — C, sodass dyu(t, ) + itd,u(t, z) = g(t, z) keine
Losung hat, nicht einmal lokal auf einem beliebig kleinen Gebiet!

© Die Koeffizienten sind hier nicht-konstante Polynome; fiir konstante
Koeffizienten rettet uns der Satz R1A von Ehrenpreis—Malgrange.

Q337
Erganzung

Methodenvergleich: Viele Wege fihren zum Ziel.

Q338
Erganzung

Methodenvergleich: Viele Wege fihren zum Ziel.

Aufgabe: Finden Sie alle C'—Funktionen «:R? D © — R mit

du(t,x) +2* dpu(t,z) =0 und wu(0,2) = .

Nutzen und vergleichen Sie die beiden bisherigen Techniken:
(1) die Charakteristikmethode und (2) den Potenzreihenansatz.
Auf welchem Gebiet Q C R? gelingt Ihnen diese Berechnung?
Wie kdnnen Sie sicher sein, alle Lésungen gefunden zu haben?

Lésung: (1) Die Charakteristiken haben wir oben ausgefiihrt (Q321):
Die charakteristische Kurve durch (0, zg) istt — (¢, zo/(1 — tzg) ).
Erreicht werden nur die Punkte in @ = { (¢,z) € R? |tz > —1 }.

Als eine mogliche Lésung finden wir so:

7
1+t

uw:R2DQ =R : (t2) = ult,z) =

© Gehen Sie die Rechnung erneut durch und machen Sie die Probe!
© Der Transport entlang von Charakteristiken beweist die Eindeutigkeit
auf Q dank Satz Q2b; darlber hinaus reichen die Anfangswerte nicht.

Was ergibt der Potenzreihenansatz? Kommen wir damit weiter?
(2) Einsetzen von u(t,x) = 3=, ;cy a;j t'a in die PDE ergibt:

Ziaij tad 4 Zj a;j tlatt =0, Z ag;j o=
Koeffizientenvergleich ergibt ag; = 1 und ag; = 0 fur j # 1.
Es gilt (i + 1)ait1,41 + jai; = 0, also rekursiv a;y1 41 = — 71y ai;:
j=1:
jA1:

Diese Koeffizienten bestimmen eine Lésung. Wir erhalten so:

ap1 = +1, ajp= —1, a1 = +1,

ap; =0,

az; = —1,

arj+1 =0, azj+2 =0, az g3 =0,

oo

Z(il)itixi+1 _
= 1+tx

u(t,z) =

© Die Reihe geniigt meist! Hier erkennen wir die geometrische Reihe.
/\ Sie konvergiert nur auf Q' = { (t,x) € R? | |tz| < 1 }. Dieser Bereich
ist kleiner als zuvor Q = { (¢t,z) € R? | tz > —1 } mit Charakteristiken.

Q339
Ergénzung

Methodenvergleich: Viele Wege fihren zum Ziel.

Q340
Ergénzung

Methodenvergleich: Viele Wege fihren zum Ziel.

vy

Die Charakteristiken (blau) decken nur einen Teil aller Punkte (¢, z) € R?
ab; hier wird der Funktionswert u(t, z) durch die Anfangswerte bestimmt.
/\ Im rot gefarbten Bereich hingegen ist der Wert u(t, x) unbestimmt.

/\ Unsere Potenzreihe konvergiert nur im grau unterlegten Gebiet €.
Wir arbeiten hier mit einer Potenzreihe u(t, =) = -, ;o aij t'a? in zwei
reellen Variablen ¢, z € R um den Entwicklungspunkt (to, zo) = (0,0).
Ihr Konvergenzgebiet ' wird von den Hyperbeln z = +1/t begrenzt.
Im Gegensatz dazu erwarten wir fir Potenzreihen f(z) = 3", oy ckz®

in einer komplexen Variablen z € C die Ublichen Konvergenzkreise.

© Auf dem gemeinsamen Definitionsbereich Q' C € stimmen beide
Lésungen Uberein, so wie es sein muss: Aus (1) wissen wir bereits, dank
Satz Q2D, dass die Lésung auf 2 eindeutig ist! Insbesondere hat somit
der (willkirlich gewéhlte) Rechenweg keinen Einfluss auf das Ergebnis.

Unsere Wahl des Rechenweges und der zugehérigen Darstellung der
Losung beeinflusst lediglich das Definitionsgebiet, zuvor €, hier Q' C Q,
© Die Charakteristikmethode betont die geometrische Sichtweise:

Sie zeigt das maximale Definitionsgebiet und hierauf Eindeutigkeit.

© Der Potenzreihenansatz betont hingegen die analytische Sichtweise:
Er entwickelt die Lésung, soweit mdglich, als konvergente Potenzreihe.
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