Prof. Dr. Michael Eisermann . Hohere Mathematik 3 (vertieft)

Kapitel O

Dynamische Systeme

S A e - Max=

Nicht das Existenztheorem ist das Wertvolle,
sondern die im Beweise gefiihrte Konstruktion.

Hermann Weyl (1885-1955)

Vollversion ° michael-eisermann.de/lehre/HM3 ° 26.02.2025

0002

Inhalt dieses Kapitels O

1 Dynamische Systeme
Der harmonische Oszillator als dynamisches System
Gekoppelte Oszillatoren und Eigenfrequenzen
Mathematisches Pendel und Energieflache
Das Naherungsverfahren von Runge—Kutta

2 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
Lokale Lésungen: Satz von Picard—Lindel6f
Fortsetzungen und maximale Lésungskurven
Sensible Abhangigkeit von den Anfangsdaten
Aufgaben zu Existenz und Eindeutigkeit und Stabilitat

3 Der Hauptsatz fir lineare dynamische Systeme
Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes
Variation der Konstanten zur Partikularlésung
Matrizenkalkdl und Exponentialfunktion
Fundamentallésung homogener DGSysteme

0003
Uberblick

Einleitung und Uberblick

0004
Uberblick

Einleitung und Uberblick

Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.
@ Oft ist der unabhangige Parameter ¢ € R die Zeit.
@ Die abhangige GréBe x(t) ist der Zustand zur Zeit ¢.
@ Die Gleichung 2/(t) = f(t,z(t)) ist das Bewegungsgesetz.
@ Die Anfangsdaten x(ty) = xo sind gegeben durch (tg, z).
Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik haben diese Form!

Wir nennen dies ein deterministisches dynamisches System:
Der zukinftige Verlauf hangt nur vom Anfangszustand (to, zo) ab.
Solche Modelle werden zur Erklarung und Vorhersage angewendet,
von der Mechanik Uber Klimamodelle bis zur Astronomie.

Bei zeitdiskreten Systemen verlduft die Zeit ¢t € ZAt in Schritten,
bei zeitkontinuierlichen Systemen ist die Zeit ¢t € R kontinuierlich.
Die wichtigste Technik hierzu sind Differentialgleichungen. Wichtige

Fragestellungen sind die (exakte oder numerische) Berechnung von
Lésungen sowie ihr Langzeitverhalten (Periodizitat, Stabilitat, Chaos).

Differentialgleichungen sind ein Universalwerkzeug zur quantitativen
Beschreibung von allen Systemen, die vom gegenwartigen Zustand
ausgehend einer kontinuierlichen zeitlichen Entwicklung unterliegen.

Une loi (physique), pour nous, [...] est une relation constante
entre le phénomene d’aujourd’hui et celui de demain;
en un mot, c’est une équation différentielle.
Henri Poincaré (1854-1912), La valeur de la science

Das gilt fur naturwissenschaftlich-technische Anwendungen ebenso wie
praktisch Uberall sonst. Trotz drastischer Vereinfachung des Modells
sind Differentialgleichungen daher &hnlich komplex wie diese realen
Phadnomene: Sie sind naturgegeben schwierig, aber auch faszinierend.

[ L] Zur Vertiefung und fiir zahlreiche Anwendungsbeispiele siehe
H. Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Vieweg, 6. Aufl. 2009

[ L] Die Numerik bietet umfangreiche Werkzeuge, siehe etwa
P. Deuflhard, F. Bornemann: Numerische Mathematik, Band 2:
Gewdhnliche Differentialgleichungen, De Gruyter, 3. Aufl. 2008
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In den vorigen Kapiteln haben wir Differentialgleichungen der Form
y™ = f(t,y,y,...,y™ V) untersucht, in Kapitel M zunéchst fiir n = 1
von der speziellen Form ¢/ = f(¢,y), in Kapitel N allgemeiner fir n > 1:

Gegeben ist die stetige Funktion f:R x K" O G — K, gesucht sind alle
Funktionen y: I — K auf einem (je maximalen) Intervall I C R, die der
Gleichung y™ () = f(t,y(t),y'(t),...,y™ 1 (t)) fur alle t € T geniigen.

In vielen Anwendungen geht es statt einer Gré3e y(¢) € K um mehrere
GroBen y1(t), ..., yn(t) € K, deren Entwicklung und Wechselwirkung
durch gekoppelte Differentialgleichungen beschrieben wird:

yi(t) = fl (tyyl(t)v yQ(t)v T ayn(t))7
yé(t) = Jf2 (tyyl(t)v y2(), - . ayn(t))7
o(8) = Fa (b0, 12(0), 0.

Mit y = (y1,v2,...,yn) Und f = (f1, fo, ..., frn) bUndeln wir dies kurz
und Ubersichtlich zu der vektorwertigen Differentialgleichung v’ = f(¢,y).

Jedes Differentialgleichungssystem bindeln wir damit pragnant zu
y'(t) = ft ().

Gegeben ist die stetige Funktion f:R x K™ D G — K" als rechte Seite.
Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen y: I — K™ auf einem
(je maximalen) Intervall I C R, die die Bedingung (¢,y(t)) € G und

die ersehnte Gleichung y/(t) = f(t,y(t)) fur alle t € I erflllen.

Dieses Leitmotiv der beiden vorigen Kapitel wird hier fortgefihrt und
mehrdimensional verallgemeinert. Die zugehdrige Theorie erlaubt uns,
solcherart Phanomene zu beschreiben, zu verstehen, zu berechnen:

@ Gibt es immer eine Lésung? mehrere? Existenz und Eindeutigkeit?
@ Wie finden wir eine Lésung? gar alle? effiziente Lésungsmethoden?
Wir bendtigen wie immer zwei sich erganzende L6sungsmethoden:
@ Leistungsstarke Losungstheorie als Grundlage
@ Erprobte Rezepte fir spezielle Gleichungen
Far manche f kénnen wir die DG exakt I16sen, sonst nur numerisch.
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Ein lineares Differentialgleichungssystem ist von folgender Form:

y1(t) = an1(t) y1(t) + ar2(t) y2(t) + - - - + arn(t) yn(t) + bu(t)
Yo (t) = ag1(t) y1(t) + ag2(t) y2(t) + - - - + agn(t) yn(t) + ba(t)

y%(t)' = an1(t) Y1(t) + an2(t) y2(t) + - - - + ann(t) yn(t) + bn(?)

Solche Gleichungssysteme blndeln wir pragnant zu einer Gleichung:
y'(t) = A(t) y(t) +b(t)

Hier hei3t A Koeffizientenmatrix und b rechte Seite des DGSystems.
Bei linearen DGSystemen sind zwei strukturelle Aspekte grundlegend:

@ Die Lésungsmenge einer linearen Differentialgleichungsystems ist
immer ein Vektorraum (fir b = 0) bzw. ein affiner Raum (flir b # 0).

@ Dieser Raum hat immer Dimension n: Dies folgt aus Existenz und
Eindeutigkeit der Lésung zu gegebenen Anfangsdaten. (Satz O3B)

Dies strukturiert und vereinfacht das Problem, alle Lésungen zu finden!

Die Berechnung einer Basis des Losungsraumes ist nicht leicht,
aber wir kbnnen explizite Lésungsformeln angeben und fir wichtige
Beispiele ausrechnen. Hierzu bendtigen wir geeignete Techniken
aus der Analysis, insbesondere die allgegenwartige Integration.

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
sind leicht; ihre L6sung gelingt uns vollstandig mit linearer Algebra:
Wir 16sen den Exponentialansatz direkt mit Hilfe von Eigenvektoren im
diagonalisierbaren Fall oder falls nétig mit den Hauptvektoren einer
Jordan—Basis; die Integration tritt dabei in den Hintergrund.

Dieses und das nachste Kapitel handeln deshalb im Wesentlichen von
Matrizenrechnung in ihrer vollen Schénheit. Wir mobilisieren nahezu
alle Begriffe und Techniken: Vektorraum, Basis, Dimension, lineare
Abbildung, Kern und Bild, Darstellung durch Matrizen, zugehérige
Rechenmethoden, Determinante, charakteristisches Polynom,
Eigenvektoren und Diagonalform, Hauptvektoren und Jordan—Form.

Hier lohnt sich erneut lhre Investition in mathematische Grundlagen!
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Der harmonische Oszillator als dynamisches System
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Aufgabe: Formulieren und I6sen Sie den harmonischen Oszillator
(1) als eine eindimensionale Differentialgleichung zweiter Ordnung,
(2) als ein zweidim. Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
Lésung: (1) Zeit t € R, Position ¢(t) € R, Geschwindigkeit ¢(¢) € R,
Beschleunigung ¢(t) € R, Kraft pro Masse —w? q(t) — 26 4(t), also:

G(t) +204(t) + wiq(t) =0

Allg. Lésung q(t) = e % [c1 cos(wt) + g sin(wt)] Mitw = /wi —

52

Die Anfangsdaten (q(to), ¢(to)) bestimmen die Konstanten c¢;, ¢y € R.
(2) Zustand (z1(t), z2(t)) = (q(t), (t)), Zustandsraum R?, DGSystem:

T =
5 2
To = —WwpyT1

Z2
—2(5332

()= (s

) (32)

© Allgemeiner Trick: Reduktion von hdherer auf erste Ordnung!
© DGSystem erster Ordnung = Vektorfeld auf dem Zustandsraum!

Der harmonische Oszillator dient uns weiterhin als zentrales Modell:
Es ist besonders einfach und anschaulich, I&sst sich leicht I6sen und
zeigt im Prinzip bereits alle wesentlichen Phanomene!

Wir schreiben seine Differentialgleichung zweiter Ordnung hier neu als
System erster Ordnung: Das ist ein Vektorfeld auf dem Zustandsraum!

Jedes solche Richtungsfeld ist geometrisch besonders anschaulich als
ein ,Fluss®, dies uns nitzt in der Analysis ebenso wie in der Numerik.

Lésungskurven des DGSystems sind die Trajektorien: Die nachsten
beiden Graphiken zeigen den nicht bzw. schwach gedampften Fall.
Hierzu kennen wir die exakten Lésungen aus Kapitel N!

Die dritte Graphik zeigt mehrere numerische N&herungen durch das
Euler—Verfahren: Solche Naherungen sind nitzlich, wenn wir keine
exakte Losung kennen oder miithsam beschaffen wollen, und nétig,
wenn gar keine Losungsformel in geschlossener Form existiert.

Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R?
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Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R?

Harmonischer Oszillator, keine Dampfung ¢ = 0, zum Beispiel wy = 1:
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Kein Energieverlust, daher sogar Ruckkehr in den Anfangszustand.
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Echter Energieverlust, daher keine Ruckkehr in den Anfangszustand.
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren

Approximation durch das Euler—Verfahren mit Schrittweite At = £, 1, L
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kte Loésung x(t)

Wir erkennen graphisch den Rechenaufwand und Approximationsfehler.

Zu |6sen sei ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung:
a(t) = ft,x(t)), «(0) =0

© Dies ist im Wesentlichen ein Vektorfeld f auf dem Zustandsraum!
Gesucht ist eine Losungskurve x(t), die die obige Gleichung erfllt.
Das Euler-Verfahren verschafft uns eine numerische Naherung z:
Wir wéhlen Zeitschritte 0 = tp < t1 < to <tz < ... mit At; = t; 41 — t;.
Am einfachsten aquidistant ¢; = ¢ + At mit fester Schrittweite At > 0.
Die Ableitung & approximieren wir durch den Differenzenquotienten:

o(tiv1) — x(t;)

P— it) = fta(t)

i+1 7 Ug

Damit berechnen wir Naherungswerte z(t1), Z(t2), Z(t3), ... rekursiv:
i‘(ti_;,_l) = i(tz) + f(ti, .’i‘(tz)) c (ti—l-l = tz') fir:=0,1,2,3,...

Unter geeigneten Bedingungen existiert genau eine Lésung z(t) und die
Euler—Approximation z(¢) kommt flr kleine Schrittweiten beliebig nahe.

/\ Zur Anwendung miissen wir zudem den Fehler |# — x| kontrollieren!
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren

Geometrische Voraussetzungen fir das Euler—Verfahren:

Sei I = [ty,to +T| C R ein Zeitintervall der Lange T' > 0.
Sei K = B(xo,r) C K" der Ball um zo mit Radius r > 0.
Sei f: I x K — K" stetig, somit beschrénkt, also |f| < M.
Hierbei gelte T'- M < r, notfalls verkleinern wir 7" und 1. T
Dies garantiert, dass Lésungen nicht vorzeitig aus K rauslaufen.

Gesuchtist z: I — K diff’bar mit z(tg) = xo und &(t) = f(t, xz(t)).

Das heif3t: In jedem Punkt (¢, z(t)) ist die Tangente &(t) = f(t, z(t)).

Euler—-Approximation: Wir wahlen eine Partition des Zeitintervalls
P={ty<ty < - <ty=to+T}.

Wie oben illustriert definieren wir hierzu den Euler—Polygonzug

5= to t1 to ... tn mit

Tiv1 — Xy -
- - - - _— = t €T;
o 1 T2 ... IN f( v l)

liv1 — t
© Praktisch: Aus #o = zo berechnet man schrittweise #1, o, ..., Zn.
Im Punkt (¢;, z;) wird die Kurve in Richtung f(¢;, Z;) weitergeschickt.

Satz O1A: Existenz von Lésungen, Peano 1890
Zu l6sen sei die Differentialgleichung & (t) = f(t, z(t)) mit z(ty) = xo.
Unter den oben erklarten geometrischen Voraussetzungen gilt:

Es existieren Partitionen Py, P», P3,... C I, deren Euler—Polygonzige

Z1,%2,%s,...:1 — K gegen eine Lésung x: I — K konvergieren.

© Dies garantiert Existenz von Lésungen, (2 aber keine Eindeutigkeit:
Es kann durchaus mehrere Lésungen geben, siehe Kapitel M.
Fir spezielle f kénnen wir die DG exakt I16sen, sonst nur numerisch.
© Die Rechnung ist fir At = T'/N sehr leicht zu implementieren.
Prazision verlangt groBes N, damit wachst der Rechenaufwand.

& Praktisches Problem: Der Satz ist nicht konstruktiv! Gegeben ¢ > 0,
wie wahlt man eine Partition P, um eine e—Approximation zu erhalten?
© Die Numerik untersucht und optimiert solche Verfahren, siche O141.
Ziel: gute Fehlerschranken und hohe Préazision bei geringem Aufwand.
Die Numerik der gewd6hnlichen Differentialgleichungen ist ein hoch
entwickeltes Gebiet und stellt umfangreiche Werkzeuge zur Verfligung.
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k1 my ko ms ks

— u(t) — v(t)

Zwei Massen m1, ms > 0 sind durch Federn k1, ko, k3 > 0 verbunden.

Aufgabe: Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System
(0) als Bewegungsgleichung sowie (1) als DGSystem erster Ordnung.
(2) Welche Struktur hat die Lésungsmenge? (a) ,Form*“ und (b) ,GréBe"?

Lésung: (0) Auslenkungen u(t), v(t) aus der Ruhelage. Kréaftebilanz:
Fi(t) = —kyu(t) — ko [u(t) — v(t)]
Fy(t) = —ksv(t) — ka[v(t) — u(t)]
Bewegungsgesetz: mqii(t) = Fi(t) und mqd(t) = F»(t). Hieraus folgt:

i(t) = —EHea) 4R
()= i) —kths g

© Zur Vereinfachung betrachten wir keine Reibung oder &uBere Kréfte.

(1) Wir haben ein (homogenes, lineares) DGSystem zweiter Ordnung:
U(t) = au(t) +bo(t)
U(t) = cu(t) + do(t)

Neue Variablen 1 = u, x2 = v, 3 = 4, z4 = v reduzieren dies zu
einem (ebenso homogenen, linearen) DGSystem erster Ordnung:

1 0010 1

2| |0 0 0 1 To .

| = la b 00 2 | kurz #=Ax
T4 c d 0 0 T4

Das DGSystem (1) ist einfacher als (0), da erster Ordnung. Unser System & = Ax ist homogen
linear mit Systemmatrix A € R**4, Hier sind die Koeffizienten konstant, das heif}t, sie hingen
nicht von der Zeit ¢ ab. Fiir solche homogen-linearen DGSysteme mit konstanten Koeffizienten
entwickeln wir mit Hilfe der Linearen Algebra exakte und zudem effiziente Losungsmethoden:
Wie in der folgenden Aufgabe nutzen wir dazu Eigenvektoren und alle zugehorigen Techniken.
Der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz O3B erklirt ganz allgemein die Struktur:

(2) Die Lésungsmenge ist (a) ein R—Vektorraum (b) der Dimension 4.
© Hier zahlen sich Matrizenrechnung und Lineare Algebra erneut aus.
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Aufgabe: (3) Lésen Sie den symmetrischen Fall m; = mo, ki = ks,
als konkretes Beispiel m; = mo = 1 und k1 = k3 = 1 sowie ky = 1.
(4) Welche Bewegung folgt aus «(0) = 2, v(0) = 0, w(0) = v(0) = 0?
Sind alle Lésungen unseres dynamischen Systems periodisch?
Lésung: Einstweilen nutzen wir unsere physikalische Anschauung!
(3a) Der Ansatz u = v entkoppelt zu it = — — iy

my my "
Lésungen: ui(t) = cos(wit) und ug(t) = sin(w;t) mit w% = k1

mi
(8b) Der Ansatz u = —v entkoppelt zu i = —%1t2k2y,, 4 = — Rtk
Losungen: us(t) = cos(wat) und ug(t) = sin(wst) mit wy = kit2kz,
Sind wir schon fertig? Ja! Jede Lésung ist eine Linearkombination

W) _ o (m®)) o (we®)) o (us®)), (wa(®)
(vr) = ) o= (i) +oa (i) e (65
© Als Anfangswerte zur Zeit tq kdnnen Position und Geschwindigkeit

u(to), v(to), u(to), v(to) € R beliebig vorgegeben werden: Sie legen die
freien Konstanten a1, a9, as, ay € R eindeutig fest (und umgekehrt).

U, V=

© Unser DGSystem ist sehr einfach: Die Gleichungen sind linear!
Linearkombinationen von Lésungen sind daher wieder Lésungen.
Mit anderen Worten: Der L6sungsraum ist ein Vektorraum Uber R.
© Unser geschickter Ansatz entkoppelt das Gleichungssystem:
Eindimensionale Differentialgleichungen kénnen wir bereits 16sen!
Die einfache Rechnung bestatigt und prazisiert unsere physikalische
Anschauung: Die Probe ist nun leicht: Einsetzen und Ausrechnen!
© Wir haben vier Lésungen gefunden. Diese sind linear unabhingig.
Der Lésungsraum hat also Dimension > 4. Gibt es noch mehr?

/\ Wir wiinschen uns ein einfaches Kriterium fir Dimension = 4.
Dann wissten wir sicher: Wir haben alle Lésungen gefunden!

Physikalisch ist das plausibel: Jede Masse hat zur Zeit ¢, eine Position
und eine Geschwindigkeit. Diese Daten sollten den weiteren Verlauf
eindeutig festlegen. Wir hatten demnach genau 4 Freiheitsgrade.

& Diese Heuristik lasst sich mathematisch formulieren und beweisen:
Es qilt der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz O3B!
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Gekoppelte Oszillatoren: gegensinnige Eigenschwingungen

Illustration fir den Fall mq = ms =1 und ky = kg = k3 = 1.
Gleichsinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w; = 1:

N A
N >/ 7 _

™ \\"’2 / /<\ N ¢
N\ >/ 7 \ AN

© Die Eigenschwingungen unseres Systems sind besonders leicht
zu berechnen. Zudem erweisen sie sich als einfach und Ubersichtlich:
Harmonische Schwingung: Jede dieser vier Losungen ist periodisch.

N t
N\

AN AR

Illustration fir den Fall my = ms =1 und ky = ko = k3 = 1.
Gegensinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w, = v/3:

N AR |
N
~

U4

e
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Cor s
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© Die Frequenz der gegensinnigen Schwingung ist deutlich gréBer
als die der gleichsinnigen Schwingung. Das ist anschaulich plausibel;
probieren Sie es mal aus! Nun kénnen wir es sogar prazise ausrechnen.

Uberlagerung von Eigenschwingungen o
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Uberlagerung von Eigenschwingungen

(4) Welche Linearkombination von Eigenschwingungen l6st das AWP?

u(t) = cos(t) + cos(vV/3t), u(0)

=2, 4(0)=0
(O) = 07

5(0) =0

N
B

gé
/~

K N

~

2‘\

e
™~
=

/

AR RS i

N

N

A\ Diese Bewegung ist nicht periodisch! Sie scheint zuerst kompliziert,
ist aber nur die Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen.

Zur lllustration eine weitere Linearkombination von Eigenschwingungen:
u(t) = cos(t) + %sin(\/gt)
v(t) = cos(t) — %sin(\/gt)

u(t) N /N
AN N
i \ / M\v/ t
N N/
it i
LS el N :
N

© Die Anfangswerte «(0), u(0) sowie v(0), ©(0) kdnnen beliebig
vorgegeben werden; sie legen den weiteren Verlauf eindeutig fest.
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Aufgabe: Was geschieht
bei schwacher Kopplung,
fir0 < ko < ky = k3?
(5) Als Zahlenbeispiel
seim; =my =1,

k1 = ks = 400,

ko = 20.5.

Partnerschaukel, Schloss Freudenberg in Wiesbaden

Lésung: (5) Die Eigenfrequenzen w; = 20 und wo = 21 liegen nahe.
Das Anfangswertproblem «(0) = 2, v(0) = 0 und %(0) = v(0) = 0 wird
geldst durch u(t) = cos(20t) 4 cos(21t) und v(t) = cos(20t) — cos(21t).
Die folgenden Graphiken illustrieren den zeitlichen Verlauf fir ¢ € [0, 12].

Wir beobachten eine Schwebung: In der Uberlagerung u(t) bzw. v(t)
nimmt die Amplitude der Summe mit langer Periode zu und ab,
additive Phasen und subtraktive Phasen wechseln sich ab.

0 T T .
/\/\M/\/\A U\I\AM/\ MT !
\ UVV VV

u(t) = cos(20t)+cos(21t
il i
W ﬂ q ﬂ L u(t) = cos 2()t)—cos(2}t)
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Schwache Kopplung flihrt zu Schwebungen.

Anschaulich geschieht hier folgendes: Wir kdnnen den linken Oszillator
auslenken und dann loslassen. Er schwingt daraufhin nahezu frei, doch
nach und nach Ubertragt sich (fast) seine gesamte Energie auf den
rechten Oszillator, anschlieBend geschieht dasselbe umgekehrt.

Aufgabe: Erklaren Sie das hier gezeigte, bemerkenswerte Phanomen
der Schwebungen mit Hilfe der trigonometrischen Additionstheoreme.

Lésung: Aus der Euler—Gleichung e'® = cos a + isin o und der
Homomorphie e*** = e* e* erhalten wir (nach kurzer Rechnung):

cosa + cos 3 = 2cosa;ﬁcosa—2h3

a=pf o a+p
cosa — cos B = —2sin 5 sin—;
sina 4+ sin § = QCosag/Bsina;ﬁ
sina —sin § = 2sina;6003a;5

In unserem Zahlenbeispiel erhalten wir:

u(t) = cos(20t) + cos(21t) = 2cos(0.5t) - cos(20.5¢)
v(t) = cos(20t) — cos(21t) = —2sin(0.5¢) - sin(20.5¢)

Wir interpretieren daher die Uberlagerung u(t) = A(t) cos(20.5¢) als eine
Grundschwingung der mittleren Frequenz @ = 5 (w1 + w2) = 20.5 mit der
variablen Amplitude A(t) = 2 cos(0.5t); diese hat die deutlich niedrigere
Frequenz 6 = §|wi — wa| = 0.5, sodass wy j» = @ F 4 gilt.

D=

Diese Rechnung ist in der obigen Graphik schén anschaulich illustriert
durch die Tragerschwingung cos(20.5t) und die Einhillende +2 cos(0.5t).
Das Phanomen der Schwebung entsteht immer, wenn sich zwei &hnlich
groBe Schwingungen mit nahezu gleichen Frequenzen Uberlagern.

In der Akustik sind solche Schwebungen deutlich zu héren: Der Ton ist
moduliert, seine Lautstérke schwankt mit der Schwebungsfrequenz, was
mitunter als unangenehme Dissonanz empfunden wird. Das ist keine
akustische Tauschung, sondern ein reales physikalisches Phanomen.
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Erganzung

Gebaude werden zu Schwingungen angeregt, extern durch Wind oder
Erdbeben, intern durch Menschen oder Maschinen. Dagegen helfen
Schwingungstilger, justiert auf die Eigenfrequenz des Gebaudes.
Berlins Fernsehturm hat in seiner Spitze ein 1.5-Tonnen-Tilgerpendel.
Londons Millennium Bridge, 2000 eréffnet und wobbly bridge genannt,
wurde nachtréglich mit 52 kleinen tuned mass dampers ausgestattet.

Das Taipei Financial Center in Taiwan hielt ab 2004 den Rekord des
héchsten Gebaudes der Welt, bis es 2009 vom Burj Khalifa tberholt
wurde. Zwischen dem 88. und 92. Stockwerk befindet sich eine 660
Tonnen schwere Stahlkugel als Pendel mit élhydraulischer Dampfung.
Dies ist 6ffentlich zugénglich und eine beliebte Touristen-Attraktion.

Das Gebaude Ubertragt Schwingungsenergie auf diesen Oszillator,
der sie absorbiert und dann durch Dampfung in Warme umwandelt.
Die maximale Beschleunigung bei Stiirmen wird so etwa halbiert!
(Taiwan ist sowohl aktive Erdbebenregion als auch Taifungebiet.)
Ein Video sagt mehr als tausend Worte: @& youtu.be/f1U4SAgy60c.
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Anwendung im Schiffsbau: Frahmscher Schlingertank

Wasserwellen regen ein Schiff zu Schwingungen an:
1 Das Schiff ,rollt“ um seine Langsachse,
kippt also nach links (Backbord) und rechts (Steuerbord).
2 Das Schiff ,stampft* um seine Querachse,
neigt sich also nach vorne (zum Bug) und hinten (zum Heck).

Wenn die anregende Frequenz des Seegangs unglicklich nah an
der Eigenfrequenz des Schiffes liegt, so kommt es zur Resonanz.
Um eine Katastrophe zu verhindern, méchte man vorsorgen und

die auftretenden Resonanzen so weit wie méglich abschwéchen.

Fir die Rollbewegung um die Langsachse gelingt dies recht effizient
mit zwei raffiniert gekoppelten Schwingungen. Hierzu entwickelte der
deutsche Schiffsbauer Hermann Frahm (1867-1939) um 1900 den
sogenannten Frahmschen Schlingertank. Dieser besteht aus zwei
Wassertanks an den Langsseiten des Schiffes, die mdglichst hoch
liegen und Uber Rohre kommunizieren. Hierin fullt man Wasser,

bis die Eigenfrequenz des Tanks der des Schiffes entspricht.

Seitlich auftreffende Wellen regen das Schiff zum Rollen an.

Im Resonanzfall erzwingt dies eine Schwingung des Schiffes mit der

Phasenverschiebung um 7/2 gegenuber der Anregung. Das rollende
Schiff lasst nun seinerseits das Ballastwasser im Tank periodisch hin-
und herstrémen, ebenso mit einer Phasenverschiebung um 7 /2.

Die auBBere Anregung und die innere Schwingung des Tanks sind daher
gegenphasig. Die so wirkenden entgegengesetzten Drehmomente
heben sich weitgehend auf, was die Rollbewegung deutlich verringert.

Die Grundidee ist genial-einfach und in unserem mathematischen
Modell gut nachzuverfolgen. Die technische Ausflhrung erfordert
die geeignete Kalibrierung der Parameter und ist eine eigene Kunst.

Das gesamte System ist in Wirklichkeit nicht-linear: Die Frequenz des
Schiffes und des Ballastwasser hangen von der Amplitude ab, dadurch
wird ihr Zusammenspiel recht kompliziert. Das Prinzip ist jedoch gleich.
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Newtons Himmelsmechanik: der historische Triumph

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse my, > 0, Position u(t) € R? und Geschwindigkeit vy (t) € R3.
Losung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

g = vk, O = fr(u) =)

s Uj — Ug
J#k Y |Uj —Uk’3.

Vorgegeben sind die Anfangssdaten . (0) und v, (0) zur Zeit t = 0.

Als Losung gesucht ist die Bewegung (uq,v1, . . ., Un, vy,) : [0, T[ — RO™,
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Lésung? Ja, das ist
der zentrale &E-Satz! Kollision oder Expulsion nach oo sind méglich:
Eventuell existiert die Losung nur fur eine kurze Zeit T > 0. Fir manche
Startwerte sind Lésungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Glick!

© Den Fall n = 2 I16sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
& Firn > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen I6sen!
© Euler-Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 = tg < t; < to < t5 < ...,
ug(tiv1) =~ ug(ti) +ogt:) - (tigr — i),
vg(tiv1) =~ vp(ti) + fr(u) - (L — ).

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit.

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.
Neben den zahlreichen ,,Fixsternen® (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,, Wandelsterne*
(Planeten unseres Sonnensystems). Ihre Bewegung lédsst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zunéchst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der grolen Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

3

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus’ heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prizisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst Isaac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-Korper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkliiren, ja herleiten. Newtons revolutionire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erklért die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auBerirdische Phinomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Newtons Himmelsmechanik: mégliche Losungsmethoden

Allein schon das obige Differentialgleichungssystem zu formulieren, ist eine Meisterleistung der
Mathematik und Physik der Neuzeit. Wir nennen dies Himmelsmechanik und sind vollig zu
Recht stolz auf sie: Mathematische Sprache und Werkzeuge erleuchten die gesamte Entwicklung
und ebnen den Weg von Beobachtung iiber Erkldrung und Berechnung bis zur Raumfahrt.

Auch nach tiber 300 Jahren sind Newtons Gleichungen immer noch niitzlich wie am ersten Tag!
Daten dndern sich, Methoden bleiben bestehen. Solide mathematische Arbeit hat eine extrem
lange Wirksamkeit. Daher lohnt es sich auch fiir Sie heute, in mathematische Grundlagen zu
investieren und diese wirksamen Werkzeuge zu erlernen, anzuwenden und fortzufiihren.

Die drei Fille n = 1 und n = 2 sowie n > 3 sind sehr verschieden! Fiir einen einzigen Korper
(n = 1) enthalten Newtons Gleichungen %1 = v; und ¥;1 = 0 keine gravitative Wechselwirkung.
Thre Losung ist eine geradlinige Bewegung, némlich w1 (t) = u1(0) + v1t.

Ein Zwei-Korper-System (n = 2) wie Sonne-Erde oder Erde-Mond ist bereits ausgesprochen
interessant. Newton konnte seine Gleichungen hier gut 16sen, sie ergeben Ellipsenbahnen und
erkldren die Keplerschen Gesetze. Allgemeiner sind auch Parabeln und Hyperbeln als Losungen
moglich, je nach Anfangsdaten w1 (0), v1(0), u2(0), v2(0). In allen Fillen gelingt die Losung
hier noch in geschlossener Form. Man nennt ein solches System vollstiindig integrabel.

Newton betrachtete anschlieBend das Drei-Korper-System Sonne-Erde-Mond. Dies entzog sich
jedoch hartnickig einer Losung und wurde zum berithmtesten offenen Problem der Mathematik.
Das Drei-Korper-Problem gilt bis heute als eines der schwierigsten Probleme, die zahlreichen
Anstrengungen zu seiner Losung erfordern und erzeugen immer wieder wichtige neue Methoden.

Fiir kiinstliche Satelliten wird das zirkulire restringierte Drei-Korper-Problem (CR3BP) sehr
ausgiebig untersucht: Zwei massereiche Korper umrunden sich kreisformig, wéhrend der dritte
Korper nahezu masselos ist. Hier findet man die berithmten fiinf Lagrange—Punkte.

Nur wenige und sehr spezielle Sonderfille des n—Korper-Problems sind geschlossen 1osbar.
Auch diese haben ihren eigenen Reiz: Seit 1994 wurden zahlreiche Choreographien entdeckt,
in denen n Korper symmetrisch angeordnet werden und dann periodische Bahnen durchlaufen.
Fiir generische Anfangsdaten hingegen ist die Bewegung chaotisch und kann nur numerisch
annédhernd berechnet werden. @ Solving the Three Body Problem, youtu.be/et7XvBenEo8.

Zum Kontrast untersuchen und vergleichen wir zwei klassische Anwendungen der Mechanik:
Einerseits gekoppelte lineare Systeme wie harmonische Oszillatoren [P101], andererseits
Planetenbewegung und dhnliche nicht-lineare Systeme. Nicht-lineare Systeme sind schwierig
und verhalten sich oft chaotisch. Lineare Systeme sind besonders gutartig und einfach zu 16sen.
Dabher sollten Sie Linearitit erkennen und wertschitzen, verstehen und nutzen lernen!

Auch nicht-lineare Systeme lassen sich mitunter gut 16sen, wie einfache Beispiele zeigen. Dies
sind aber Ausnahmen und seltene Gliicksfille. Typischerweise sind nicht-lineare Systeme nicht
geschlossen 16sbar. Es bleibt dann nur die numerische Approximation mit Hilfe geeigneter
Niéherungsverfahren, z.B. das Euler—Verfahren oder besser gleich das Runge—Kutta—Verfahren.
Mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik. Aufbauend auf den mathematischen Grundlagen
konnen Sie die Numerik von Differentialgleichungen nutzen und wo nétig vertiefen.

Allgemeine Grundlagen und konkrete Anwendungen erginzen sich wunderbar.



http://youtu.be/et7XvBenEo8
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Jedes Differentialgleichungssystem erster Ordnung hat die Form

yll(t) = fl (tayl(t)v cee ’yn(t))a

Vo) = Fulto g1 (©) - un(8)).

Dies ist ein System von n gekoppelten Differentialgleichungen:
Die Anderungsrate y; (¢) ist eine Funktion f; von ¢ und v (), ...

Mity = (y1,...,yn) und f = (f1,..., fn) bindeln wir dies kirzer
und Ubersichtlicher als eine vektorwertige Differentialgleichung:

y'(t) = f(ty(t)

Gegeben ist die stetige Funktion f: R x K® D G — K" als rechte Seite.
Als Lésung gesucht sind alle diff’baren Funktioneny:R 2 [ — K"

auf einem (maximalen) Intervall I mit (¢,y(t)) € G und y'(t) = f(¢,y(t))
far alle t € I. Meist ist zudem ein Anfangswert (¢, y0) € G vorgegeben.
Der folgende Satz garantiert Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung.

ayn(t)'

Beide hier gezeigten Schreibweisen sind nltzlich und Gblich:
Die erste ist explizit ausfihrlich, die zweite ist bequem komprimiert.

Ich verzichte meist auf Pfeile und sonstige Dekoration fiir Vektoren.
Der Kontext gibt jeweils an, mit welchen Objekten (Skalaren, Vektoren,
Matrizen, ...) und mit welcher Dimension wir es genau zu tun haben.
Ohnehin sollte man dies eingangs klarstellen bzw. in Erinnerung rufen.

Die Funktion f:R x K™ O G — K" erklart die Differentialgleichung.
Sie ist im Allgemeinen nicht auf ganz R x K" definiert, sondern nur
auf einer geeigneten (offenen) Teilmenge G C R x K™ gegeben.

Beispiel: Die Differentialgleichung der Planetenbewegung ist bei einer
Kollision u; = w;, nicht mehr definiert. Das Definitionsgebiet ist also

G = { (t,u1,01,. .., U, V) € R x RO? } uj # ug fOrj #k }
Hierauf ist unsere Funktion f:R x R O G — RG" definiert durch

k_vkv vk_z/y

j#k " |u3 N uk|3

Differentialgleichungssysteme erster Ordnung o
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Satz O1B: Cauchy Existenz- und Eindeutigkeitssatz, kurz &E
Sei f:R x K" O G — K" stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(t))

mit Anfangswert

y(to) = Yo

(1) Zu jedem Startpunkt (¢, yo) € G existieren Losungen y: R O I — K™
Jede kann beidseitig bis zum Rand 0G (oder oo) fortgesetzt werden.

(2) Ist f(t,y) stetig diff'bar nach y, so ist die Lésung durch (to, y0) € G
eindeutig bestimmt. Sie hangt stetig differenzierbar von (¢, yo) ab.

© Wir kennen dieses Ergebnis aus Dimension n = 1. (Satz M1¢)
Die mehrdimensionale Verallgemeinerung O1B gilt wortlich genauso.

Planetenbewegung: Zu gegebenen Startwerten y(0) € R%" existiert eine
eindeutige Lésung y: [0, T[ — R®", zumindest eine gewisse Zeit T' > 0.

Entweder gilt T = oo, d.h. die Lésung existiert fur alle Zeit ¢ > 0, oder
aber sie verldsst den Definitionsbereich G, d.h. sie lauft in eine Polstelle,
uj(T) = ug(T'), oder entkommt nach unendlich, |u(t)| — oo fir¢t — 7.

Die Existenz einer Lésung y: R O I — K" bedeutet: Es gibt ein Intervall
I C R mit tg € I und eine differenzierbare Funktion 3 : I — K" mit

y(to) = yo sowie (t,y(t)) € Gund y/(t) = f(t,y(t)) firalle t € I.

Meist suchen wir maximale Losungen y:R O I — K", also solche,
die sich auf kein gréBeres Intervall I* 2 I fortsetzen lassen.

/\ Im Allgemeinen existieren Lésungen y: R O I — K" nicht auf ganz
R, sondern nur auf einem (evtl. endlichen) Intervall I C R. Die Lésung
l&sst sich im Inneren G° des Definitionsbereichs zwar immer fortsetzen,
aber manche Lésungen verlassen G, d.h. sie enden auf dem Rand 0G
oder entkommen nach co. Man denke an obige Planetenbewegung!

/\ Beispiele zeigen, dass es zum gegebenen Startwert (¢, o) auch
mehrere Lésungen geben kann: Siehe Wasseruhr oder M325,
Das Problem ist dann schlecht gestelit. Dies gilt es zu vermeiden!

Eindeutigkeit bedeutet: Sind »: I — K" und v:J — K" Lésungen mit
u'(t) = f(t,u(t)) faralle t € Tund V'(t) = f(t,v(t)) fur alle t € J sowie
u(to) = v(to) = yo, SO Qilt u = v auf dem gemeinsamen Intervall 7 N J.
Sind beide Lésungen u, v maximal, so gilt zudem I = J.
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Welche Schwingungsdauer hat eine Schaukel bei 90° Auslenkung?
/\ Als eindriicklicher Kontrast vergleichen wir hier noch einmal
detailliert ein nicht-lineares DGSystem mit seiner Linearisierung.
Aufgabe: (1) Erstellen Sie die
Bewegungsgleichung ¢(t) =

(2) Nahern und I6sen Sie diese
fOr kleine Amplituden (|¢| < 5°).

(8) Formulieren und beweisen Sie
die Energieerhaltung fir £ = . ...

(4) Schreiben Sie die Bewegungs-
gleichung als DGSystem i =

(5) Skizzieren S|e das Vektorfeld f und Lésungskurven fir ¢ = 9.81m.
(6) Wenden Sie das Euler—Verfahren an auf die Anfangsdaten

©(0) = —7/2 und ¢(0) = 0 mit Schrittweite At = 0.1.

Kénnen Sie der so berechneten Naherung vertrauen?

Wie lange dauert ein Umlauf ungeféhr?

Die Ruckstellkraft ist hier nicht-linear:
F(t)=—m-g-siny(t)

m = Masse des Pendelkérpers
g = 9.81m/s? Erdbeschleunigung
F = mg Gravitationskraft zur Masse m

¢ = Lange des Pendelstabes
»(t) = Winkelauslenkung
¢ p(t) = Auslenkung

= m ¢ p(t) fOhrt zur Differentialgleichung

(1) Newtons Gesetz F(t)

G(t) = =% sing(t).

/\ Wir vereinfachen hier: punktférmige Masse des Pendelkérpers,
vernachlassigbare Masse des Stabes, reibungsfreie Aufhdngung, etc.

© Fur kleine Auslenkungen gilt sin(p) ~ . (Faustregel fir |¢| < 5°)
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(2) Dies fuhrt uns zur linearisierten Differentialgleichung:

B(t) = -2 o(t)

Dies ist ein harmonischer Oszillator: ¢(t) = —w?p(t) mit w = /g/¢.
Lésung ¢(t) = c1 cos(wt) + co sin(wt), Periodendauer T' = 27+ /4/g.
Beispiel Schiffsschaukel: Fir ¢ = 9.81m finden wir T' = 27s ~ 6.28s.

© Die Schwingungsdauer ist unabhéngig von der Pendelmasse m!
Bei kleinen Schwingungen ist sie auch unabhangig von der Amplitude.
/\ Fiir groBe Auslenkungen brauchen wir eine genauere Rechnung!
(3) Kinetische Energie 1m¢?¢?, potentielle Energie mgé(1 — cos ¢).
Die Gesamtenergie E = m/%¢? + mgl(1 — cos ) bleibt erhalten:

dE

T méqugb + mglpsinp = mﬁggb[
Zum Vergleich der harmonische Oszillator: E =

—% sin go(t)] +mglpsinp =0

%m€2<,'02 + %mgégoz

(4) Zustand (z1,x2) = (p(t), $(t)) € R2. Der Zustandsraum ist hier R2.
Das Bewegungsgesetz darauf lautet: ©; = x5 und @9 = —g/lsin(zy).

(5) Fir ¢ = 9.81m erhalten wir (21, 2) = f(x1,22) = (z2, —sin(xy)).
Dieses Vektorfeld f:R? — R? ist in folgenden Graphiken dargestellt.
© Dank Energieerhaltung kdnnen wir sofort die Lésungskurven als
Aquipotentiallinien E = const einzeichnen! Leider sieht man diesen
Kurven ihre zeitliche Parametrisierung oder Periodendauer nicht an.

(6) Zeitlich parametrisierte Lésungen [0, T] — R? berechnen wir

naherungsweise durch das Euler—Verfahren und lesen die Zeit ab:
Ein Viertelumlauf bendtigt ~ 1.85s, eine ganze Periode also ~ 7.4s.
Das ist etwa 18% langer als die Periode des linearisierten Modells.

/\ Die Naherung akkumuliert Approximationsfehler und entfernt sich
von der Energieniveaulinie. FUr kleine Zeiten scheint die Abweichung
gerade noch akzeptabel. Fir eine ernsthafte Rechnung missen wir
die Schrittweite verkleinern oder das gesamte Verfahren verbessern:
Fehlerschranken, Effizienz und Prazision erfordern harte Arbeit!



http://www.rasti-land.de
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Gesamtenergie E = {m/*¢? —mglcosp
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Wir erkennen harmonische Oszillation um das untere Gleichgewicht A.
Der obere Scheitelpunkt B hingegen ist ein instabiles Gleichgewicht.
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Die Periode dauert etwa 4 - 1.85s = 7.4s: Langer als im linearen Modell!
Das ist physikalisch plausibel: Kraft und Beschleunigung sind geringer.
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Wir erkennen deutlich die Abweichungen der Euler—Approximation.
Wie erreichen wir mdglichst hohe Préazision bei geringem Aufwand?
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta

Das Euler—Verfahren wird hier zu didaktischen Zwecken vorgestellt:
Es ist besonders einfach. Leider ist es wenig prazise, wie bereits obige
Experimente zeigen, und flr ernsthafte Anwendungen nicht geeignet!

Auf zwei Weisen kénnen wir die Prazision der Naherung verbessern:

@ Wir kénnen kleinere Schritte wahlen und so feiner diskretisieren.
Das erhdéht den Rechenaufwand, der Computer l1&uft langsamer.

@ Wir kdnnen ein Verfahren héherer Konvergenzordnung wahlen.
Das erhéht den Theorieaufwand, der Computer rechnet schneller.

Die numerische Approximation von Differentialgleichungen ist in
naturwissenschattlich-technischen Anwendungen allgegenwartig.

Es gibt hierzu zahlreiche Verfahren, stdndig werden weitere entwickelt,
auf spezielle Anwendungen angepasst, untersucht und verbessert.

Das bekannteste ist vermutlich das klassische Runge—Kutta—Verfahren
(der Ordnung 4, kurz ,RK4"). Es ist in der Praxis sehr weit verbreitet
und erfreut sich groBer Beliebtheit, denn es ist ebenso einfach zu
implementieren wie das Euler—Verfahren, aber wesentlich praziser!

Bildquelle: wikimedia.org
Bildquelle: wikimedia.org

Carl Runge (1856—-1927) Wilhelm Kutta (1867—1944)

Entwickelt hat dieses Verfahren 1895 Carl Runge. Er war 1904-1925 in
Géttingen Deutschlands erster Professor flir angewandte Mathematik.
Weiterentwickelt hat es 1901 Wilhem Kutta, 1912—-1935 Professor fur
Mathematik in Stuttgart. Vor hundert Jahren héatten Sie lhre Mathematik
vermutlich bei ihm gehért. Viele Studierende erinnerten sich spater, so
heif3t es, mit groBer Bewunderung an seine einzigartigen Vorlesungen.
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Numerisch zu I8sen ist ©(t) = f(t, z(t)). Gegeben ist zur Zeit t der
Zustand x = z(t). Gesucht ist nach Zeitschritt » der Zustand z(t + h).

Zur Erinnerung das Euler—Verfahren (Ordnung 1):
x(t+ h) = xz(t) + hky mit Zuwachs k; = f(¢t,x)

Hier das Runge—Kutta—Verfahren (der Ordnung 4, kurz ,RK4*):

klzf(t7$)7
oy 4 2ko 4+ 2ks + ks . ko= ft+ 2z + Lk,
B(t+h) ~ a(t) 4 p LT 22 T AR R 2 A fbw il)
6 kng(t+§,l'+§k2),

ky = f(t + h,x + hks).

Diese raffinierte Rechnung verringert den Approximationsfehler. Die Numerik erklirt wie genau
das geht. Zunichst ist k1 der Zuwachs gemif} des Tangentenvektors zur Zeit ¢ im Punkt x wie bei
Eulers Verfahren, dann ist k2 der Zuwachs zur Mitte des Zeitschritts im Punkt = + h/2 - k1,
sodann k3 der Zuwachs zur Mitte des Zeitschritts aber im Punkt « + h/2 - ka2, schlieBlich ist k4
der Zuwachs am Ende des Zeitschritts im Punkt x 4+ hks. Die vier Zuwichse werden gemittelt,
wobei die beiden mittleren doppelt zéhlen. Wenn f (¢, z) nur von ¢ und nicht von = abhéngt,
dann ist dies die numerische Integration geméf Simpson, auch Keplers Fassregel genannt.

Die nachfolgenden Graphiken vergleichen Euler und Runge—Kutta.
Das Euler—Verfahren, aka RK1, ist erster Ordnung, kurz O(h):

GlobalerFehler(Euler) < Cg(f) - h

Die Konstante hangt von der Funktion f und dem Zeitintervall ab.
Der Fehler O(h) sinkt fir h — 0 linear mit der Schrittweite:
Halbe Schrittweite bringt doppelte Genauigkeit.

Das Runge—Kutta—Verfahren ist vierter Ordnung, kurz O(h*):
GlobalerFehler(RK4) < Crk(f) - h?

Im Vergleich zu O(h) sinkt der Fehler O(h*) wesentlich schneller:
Halbe Schrittweite bringt sechzehnfache Genauigkeit! Das ist eine
dramatische Verbesserung. Die folgenden Graphiken illustrieren dies.

Das Runge—Kutta—Verfahren bendtigt vier Auswertungen der Funktion f
fUr jeden Schritt h. Zur Fairness gebe ich dem Euler—Verfahren seine
gerechte Schrittweite 1 /4. Dennoch ist Runge—Kutta weit tGberlegen!

@ Why Runge-Kutta is so much better than Euler’s method. youtu.be/dSht1M169kY



http://youtu.be/dShtlMl69kY
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Das Euler—Verfahren (rot) entfernt sich schnell von der exakten Lésung
(blau). Das Runge—Kutta—\Verfahren (grin) ist bereits recht prazise!
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Halbierung der Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) wird besser.
Das Runge—Kutta—\Verfahren (griin) scheint weitgehend exakt (blau).
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Halbe Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) halbiert seinen Fehler.
Das Runge—Kutta—Verfahren (griin) scheint weitgehend exakt (blau).
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Halbe Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) halbiert seinen Fehler.
Das Runge—Kutta—Verfahren (griin) scheint weitgehend exakt (blau).
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© Differentialgleichungen erster Ordnung sind universell: Wir kénnen
jede DG n-ter Ordnung auf ein DGSystem erster Ordnung reduzieren!
Beispiel: Wir nutzen dies zur Formulierung der Planetenbewegung.

Reduktion: Vorgelegt sei eine Differentialgleichung n-ter Ordnung:

(1) y" = f(ty,y, ...y D)

Diese kénnen wir umformulieren in ein DGSystem erster Ordnung:

Yo = 0
y/1 = Y
(2) :
?J;z—z = Yn-1
(Wn-1 = ft, 90,915 Yn—1)

Ubung: Rechnen Sie diesen genial-einfachen Trick sorgsam nach:
Lost y: I — K die DG (1), so I6st (y,7/, ...,y D) das DGSystem (2).

© Es geniigt daher, DGSysteme erster Ordnung zu untersuchen!
Diese Formulierung ist einfacher und erlaubt starke Werkzeuge:

© In jeder Dimension n gilt Existenz & Eindeutigkeit & Stabilitat.
© Der einfachste Fall sind entkoppelte Gleichungen:

i (t) = filt,n (D)
Ya(t) = fa(t, ya(t)

Vo) = Fult, ya(®))

Hierzu l16sen wir n eindimensionale Differentialgleichungen.
Das kénnen wir schon recht gut, wie zuvor in Kapitel M erklart.

Beispiel: Wir nutzen dies unten beim Massenwirkungsgesetz.

/A Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
Flr dieses Problem bendtigen wir daher passende Rechenmethoden.

Lost (yo, ... yn—1): 1 — K" das DGSystem (2), so 16st 3, die DG (1). Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und der linearen Algebral!
Reduktion eines linearen DGSystems auf erste Ordnung asomeng| | Lineare DGSysteme: entkoppelte Gleichungen Ausforvung
Zu l6sen sei eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung: © Besonders wichtig und gut zu lésen sind lineare DGSysteme
, , - . m
(n) (n-1) , , B y'(t) = Ay(t) + b(t) mit konstanter Koeffizientenmatrix A € K"*".
(1) vt ana(t)y oot a®)y +ao(t)y =b(t) Diese behandeln wir ausfuhrlich in diesem und im nachsten Kapitel.
Diese ist aquivalent zu einem linearen DGSystem erster Ordnung: © Der einfachste Fall sind auch hier entkoppelte Gleichungen:
wooo= y1 y1(t) = My (t)
@ ! v(6) = A ya(t)
Yn—2 = Yn—1 :
Yn1 = —ao(t)yo —ar(t)y —an-1(t) yn-1  +b(t) Yl (t) = A Yn(t)
Das entspricht y/'(t) = A(t) y(t) + B(t) mit zugehdriger Systemmatrix Die Lésungen . (t) = ¢ et kdnnen wir sofort ausschreiben!
0 1 0 0 © Oft lassen sich komplexe Lésungen e(?+@) |eichter berechnen
. . : und dann in reelle Lésungen et cos(wt) und e’ sin(wt) umrechnen.
A(t) = ' ' und B(t) = | | T . I .
0 0 1 0 Beispiel: Wir nutzen dies oben fiir die gekoppelten Oszillatoren.
—ap(t) —aq(t) —ay—1(t) b(t)

Beispiel: Wir nutzen dies oben fir die gekoppelten Oszillatoren.
Hierbei nennen wir A(t) die Begleitmatrix des Polynoms aus (1).

A\ Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
FUr dieses Problem bendtigen wir daher passende Rechenmethoden.
Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und der linearen Algebra!
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Chemische Substanzen A und B reagieren zu C, kurz: A+ B % c.
Wir beobachten ihre Konzentrationen a(t), b(t), c(t) zur Zeit ¢ > 0.
Far ¢ = 0 sind Anfangswerte a(0) = ag, b(0) = by, ¢(0) = 0 gegeben.
Nach dem Massenwirkungsgesetz ist die Reaktionsrate £ a b, also:

a'(t) = —ka(t)b(t)

V(t) = —ka(t)b(t)

d(t) = +ka(t)b(t)

Aufgabe: Gesucht ist die Losungskurve y:R>o — R3, y(t) = [ b(t)
c(t)

/\ Dies ist ein nicht-lineares DGSystem! Gibt es Lésungen?

mehrere oder nur genau eine? Wie findet man alle Lésungen?

Losung: Glicklicherweise lasst sich dieses DGSystem explizit [6sen.

Entkoppeln, Trennung der Variablen und Partialbruchzerlegung ergibt:

GObO (eaokt _ ebokt)
ao eaokt _ b() ebokt

a(t) =ap—c(t), b(t) =0by—c(t), c(t)=

P 2 R
/@A;méx.%zm //a,r-—
Q
i/
] ag—— 0.6
/ 1
Reaktionsverlauf ¢(t) nach
//// Anfangsdaten ag > by = 1:
_———asymptotisch gilt ¢(¢) — bg. ag = 0.4
I//// / " Fiir ap < by symmetrisch:
// asymptotisch gilt ¢(t) — ao.
/ T ag =0.2
1/k 2/k 3/k 4/k 5/k 6/k 7/k 8/k 9/k 4
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Losung: Wir bemerken und nutzen [a + ¢]' =0 und [b + ¢| = 0.
Demnach sind a(t) + ¢(t) = ap und b(t) + c(t) = by Konstanten.
Einsetzen entkoppelt das DGSystem zu ¢ = k(ag — ¢)(by — ¢).
Dies entspricht der logistischen Differentialgleichung.

Trennung der Variablen und Partialbruchzerlegung:

B t C/(T) _
m_lﬂMrdﬂM—Wﬂd

t 1 d (1) d(7)
- /r:() ao — by [bo —c(7) B aop — C(T)] T

= o i b [ln(ao — (7)) —In(bo — C(T)):| ::0
_ 1 In [ao —c(t) /ag— C(O)j|
apg — bo bo — C(t) bo - C(O)

Der Anfangswert ¢(0) = 0 vereinfacht dies zu

<%—MM=mﬁﬁ§3/$]

Beidseitige Anwendung der Exponentialfunktion liefert:
@ e(aofbo)kt — aop — C(t)
bo b() — C(t)
Wir 16sen nach ¢(t) auf und erhalten schlieBlich:
aokt _ . bokt
C(t) _ aobo(ekt € )
ag ekt — b ebokt
Hieraus ergeben sich a(t) = ap — ¢(t) und b(t) = by — c(t).
© Damit haben wir unsere Differentialgleichung explizit gelost!

Fir ¢ — oo sehen wir den (asymptotischen) Endzustand der Reaktion:
@ FUr ap > bo gilt ¢(t) — by, also a(t) — ag — by und b(t) — 0.
@ FUrap < by gilt ¢(t) — ap, also a(t) — 0 und b(t) — by — ao.
@ Der Sonderfall ag = b liefert analog c(t) = a3kt/(akt + 1).

© Plausibilitatsprifung: Die Reaktion verlauft gemaR unserer obigen
Formel bis schlie3lich eine der beiden Substanzen verbraucht ist.
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Zum 3&E-Satz O1B erklaren wir eine allgemeine Lésungsmethode, um
1890 entwickelt von Picard und Lindel6f, fir das Anfangswertproblem

Yy (t) = f{ty®), y(to) =yo.

Der folgende Satz garantiert (1) die Existenz und Eindeutigkeit einer
Lésung und zudem (2) ein Konstruktionsverfahren zur Approximation
dieser Lésung mit (3) expliziter Fehlerschranke. Was will man mehr?

Geometrische Voraussetzungen fir die Picard—Lindeléf-Iteration:

Sei I = [ty — a,to + b] C R ein Intervall um ¢ty mit a,b < T. .
; Ty

Sei K = B(yp,r) C K" der Ball um 3, mit Radius r > 0.
Sei f:I x K — K" stetig, somit beschrénkt, also |f| < M.

Hierbei gelte T'- M < r, notfalls verkleinern wir 7" und 1. L
Zudem erfulle f fur alle t € I und u,v € K die Lipschitz—Bedingung
‘f(tau) - f(t,l))’ < L ’u - U"

Ist etwa f(t,y) stetig differenzierbar nach y, so genligt |0f/dy| < L.

Satz O2A: Picard—Lindel6f-Iteration

Unter den oben erklarten geometrischen Voraussetzungen gilt:

(1) Das Anfangswertproblem hat genau eine Lésung y: I — K.

(2) Die Lésung y ist die Grenzfunktion der Picard—Lindeléf—lteration

t
U = Yo, Un+1(f):yo—|—/ f(ryup(r))dr firn=0,1,2,3,....
i 0]

(3) Furallen € Nund t € I gilt die gleichmaBige Fehlerschranke

ly(t) — un(t)] < m?x‘ul—uo‘eLT-(LZ;)n — 0.

(4) Die Lésung y hangt stetig vom Anfangswert y, ab: Ist y: I 5K }
eine Lésung zum Startwert (¢o) = o auf einem Intervall I mit ¢y € I,
so laufen die Lésungen y und 7 héchstens exponentiell auseinander:

ly(t) -

Li|t—to]

9@®)] < lyo— o] - e furalletc 1INl
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Aufgabe: Lésen Sie durch Picard—Lindeléf—Iteration das AWP

y'(t) =y), y(0)=L1

Losung: Sukzessive Approximation gemaf Picard-Lindel6f:
up(t) =1

u(t) —1+f _ouo(T)dT =1+1

)
up(t) = 1+ [_gu(r)dr =1+t + 312
ug(t) = 1+ [[_gua(r)dr = 1+t 4 3> + §°
ug(t) =1+ [[_gus(r)dr =1+t + 162 + L3 + Lt
Per Induktion und Grenziibergang n — oo finden wir die Losung:

n o

tk
y(t) =3 1 = exp(t)

s
k=0 k=0

© Probe! Dieselbe Lésung finden wir alternativ durch Separation M1A.

Aufgabe: Lésen Sie durch Picard—Lindel6f—lteration das AWP

y'(t) = —tyt), w(0)=1.

Losung: Sukzessive Approximation geman Picard—-Lindelof:
up(t) =1

w(t) =1 - [[_grus(r)dr =1 — 5t* + gt' — 5t + g5t°
Per Induktion und Grenzibergang n — oo finden wir die Lésung:
n 1)kt2k & —1)kt2k

)= G~ 0=

k=0 k=0
© Probe! Dieselbe Lésung finden wir alternativ durch Separation M1A.

= exp(—t*/2)
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Aufgabe: (A) Sei y: I — K stetig. Unsere Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t))

ist Aquivalent zu folgender (fUr uns vorteilhaften) Integralgleichung:

far alle t € T und y(t9) = yo

¢
y(t) = yo + /_t f(r,y(r))dr furallete I

Somit sind Lésungen y: I — K genau die Fixpunkte der Abbildung

V:C(I,K)— C(I,K"), (Yu)(t) =yo +/:t flr u(r))dr.

(B) Tatsé&chlich gilt ¥: C(I, K) — C(I, K): Wir kébnnen ¥ also iterieren!
(C) Fur je zwei Funktionen u,v € C(I, K) gilt die Fehlerschranke

Losung: (A) Dank HDI (B11). Die Integralgleichung besagt y = Uy,.
(B) Furu € C(I, K) zeigen wir ¥u € C(I, K) durch Nachrechnen:

|Qu(t) — yo| = ‘/:f(7’,u(7’))d7’ < ‘/t:|f(7',u(7'))‘d7' /t:MdT

= [t —to|M <TM <r
(C) Far n = 0 ist die Aussage trivial. Fir n > 1 folgt sie induktiv:

<

‘\I/"u(t) - \Il”v(t){ = t fr, O y(r)) = f(r, U o)) dr

< /tt L |\I/”_1u(7') - \I/”_IU(T)} dr

Ln|t—t ‘n (LT)n < tmax‘u—v‘ Ln|7—_t0|n_1d7-’
[T u(t) — ¥"0(t)| < max|u— |- Z B0 < max|u — v| - ~———. VY (n—1)!
[to,t] n! I n!

Far i " /nl ist " schlieBli iv: L™t — to|" (L1)"

n — oo gilt (LT)"/n! — 0. Demnach ist U™ schlieBlich kontraktiv: = max|u — U} L < max‘u — U‘ . '
Zu 0 < a < 1 existiert n € N sodass |¥"u — ¥"™|; < au — |/ gilt. [to,1] n I n:
Lésung des AWP durch iterierte Integration Austitrong Losung des AWP durch iterierte Integration Austimong
Diese Rechnungen beweisen den Satz O2A von Picard—Lindeléf: (3) Wir formulieren die Fehlerschranke nur mit uo und u::
Der Raum C(1, K) ist vollstandig bezlglich der Supremumsnorm. |un (t) — tng1 (t)]| = [T uo(t) — ¥™uy ()| < max|ug — uy] - M
Daher kédnnen wir auf ¥ den Fixpunktsatz von Banach anwenden: [to,t] n
(1) Die Abbildung ¥ : C(I, K) — C(I, K) hat genau einen Fixpunkt y. |un(t) = untp(t)] < un(t) = tnsr ()] + - + [tnip-1(t) — tnsp(t)]
© Dank (A) hat unser AWP somit genau eine Lésung y: I — K. > LE|t — to|* Lit—to] L™t —tol"

. e m . . . < max|u0—u1}'7 < max‘ul—uo‘e o

(2) Wir erhalten die Lésung y durch sukzessive Approximation. = lto] k! [to,t] n!

© Fur jede Funktion vy € C(I, K) konvergiert u,, = ¥"u gegen y.

Flr den Fixpunkt vy = y liefert die lteration v,, = vy = .
Dank der Fehlerschranke (D) erhalten wir also:

L™t —to™
‘y(t) - un(t)’ < Iélo?:tt?(’y — u‘ . TO

(Lr)"
n!

< mlax‘y — u‘ .

© Die Konvergenz u,, — y der Approximationen u,, gegen die Lésung y
ist demnach mindestens so schnell wie die Konvergenz (LT)"/n! — 0.

© Die in (3) angegebene Verscharfung nutzt nur die Schritte ug, u1:
Auf der rechten Seite stehen also nur bereits bekannte Daten.

FUr p — oo erhalten wir die gewunschte Ungleichung fiir |u,,(t) — y(t)].
(4) Ist j: I — K eine Lésung zum Startwert §(tg) = 7o, S0 gilt dank (A)
g(t) = go + ftz f(7,9(7)) dr. Wir beginnen die Picard—-Lindel6f—Iteration
mit der Funktion uy = ¢ und erhalten im ersten Schritt die Verschiebung

t

to

ui(t) = yo + dank (3) also

o Ik k
B 5 LF|t —tg
(1)~ 5(0)] < wo — o] 3 T
k=0
Diese nutzliche Fehlerschranke untersuchen wir im Folgenden genauer.

= |yo — o et tol.
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Sei f:R x K” O G — K" stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung
y'(t) = f(ty(t))

Euler—Polygonziige und der Peano—Existenzsatz O1A zeigen allgemein
die Existenz von lokalen Lésungen. Wir verlangen meist zusatzlich,
dass die partielle Ableitung d, f von f nach y existiert und stetig ist.

Die Picard—Lindeldf—lteration O2A 16st dann das AWP in einer kleinen
Umgebung (to,y0) € I x K C Gmit I = [ty —a,to + bl und K = B(yg, 7).

mit Anfangswert

y(to) = yo-

Satz O2B: Fortsetzungen und maximale Lésungen

Aus der lokalen folgt die globale Lésbarkeit im Inneren G°:

(1) Sei y: [a,b] — K™ eine Losung mit v/ (¢t) = f(t, y(t)) fur alle t € [a, b].
Verlauft y ganz in einer kompakten Menge A € G, so l&sst sich y auf
das Intervall [a, b] eindeutig fortsetzen zu einer Lésung v : [a, b] — K™.

(2) Sind w: [a,b] — K" und v : [b, c] = K™ Lédsungen mit u(b) = v(b),
so lassen sie sich zusammensetzen zu einer Lésung v : [a, ¢] — K".
Jede Ldsung kann so bis zum Rand 0G (oder oo) fortgesetzt werden.

Aufgabe: (1) Warum existiert fir ¢t b ein Grenzwert y(t) — w?
Warum ist auch die Fortsetzung y : [a, b] — K™ eine Losung der DG?

(2) Wie ist y : [a, ] — K™ definiert? Warum ist y eine Lésung der DG?
(3) Peano O1A und Picard—Lindeldf O2A I6sen das AWP zunachst lokal.
Wie folgt hieraus die globale Formulierung des I&E-Satzes O1B7?

Losung: (1) Die Funktion f: G — K" ist stetig. Auf jedem Kompaktum
A € G ist sie beschrénkt, also |f|a < M < oo. Fir t1,t2 € [a, b] folgt:

to to
y(t1) — y(t2)| = / y'(t) dt
t=t1 t=t1

Far (tp)nen A bist (y(tn))nen eine Cauchy—Folge, somit konvergent.
Wir kénnen also y : [a, b] — K™ auf genau eine Weise stetig fortsetzen
zu y: [a,b] — K". Unser AWP ist &quivalent zur Integralgleichung

t

y(t) =yo + f(ry(r))dt.

T=to

f(t,y(t))dt‘ < M |ty — to

Sie gilt fir alle ¢ € [a, b[ und per GrenzlUbergang ¢ ' b auch fur t = b.
Somit ist y : [a, b] — K™ auch in b differenzierbar mit y'(b) = f(b, y(b)).
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(2) Aus Lésungen u:[a,b] = K" und v: [b, ¢] = K" mit u(b) = v(b)
setzen wir die Lésung y : [a, ¢] — K™ zusammen durch Verkleben:

y(t) = {u<t>

Wegen u(b) = v(b) ist dies wohldefiniert. Wir mlissen noch nachweisen,
dass y differenzierbar ist und v/(t) = f(t, y(t)) fur alle ¢ € [a, ] erfillt.
Dies gilt fur ¢t € [a, b[, denn u: [a, b] — K™ 16st die Differentialgleichung.
Dies gilt fur ¢ € |b, ¢], denn v : [b, ¢] — K" |6st die Differentialgleichung.
Die Ableitung in ¢ = b ist linksseitig v/ (b—) = v/(b) = f(b, u(b)) und
rechtsseitig v'(b+) = v'(b) = f(b,v(b)). Hurra, beide sind gleich!

far ¢ € [a, b),
firt € [b, c].

(3) Wir lésen v/ (t) = f(t,y(t)) mit y(to) = yo. Bei Startin (t9, yo) € G°
existiert eine lokale Lésung y : [to, t1] — K™ mit ¢; > ¢y dank O1A / O2A.
Im gunstigsten Falle t; = oo existiert diese Lésung fur alle Zeit ¢ > t.
Andernfalls kénnen wir y maximal fortsetzen mit Hilfe von (1) und (2),
maogliche Hindernisse sind nur Polstellen oder der Rand 0G. Genauer:

SeiI' = { (t,y(t)) | t € [to,t1[ } € G der Graph unserer Losung y.
Wir betrachten seinen Abschluss A =T im Inneren G° C R x K".

Kompakter Fall: Ist A kompakt, so kbnnen wir y dank (1) eindeutig

fortsetzen zu einer Lésung v : [to, t1] — K". Wegen (¢1,y(t1)) € A C G°
erlaubt das AWP zu (t1,y(t1)) eine Lésung y : [t1, to[ — K™ mit to > ¢;.
Dank (2) kénnen wir diese Lésung ankleben. Wir erreichen schlieBlich:

Nicht-kompakter Fall: Die folgenden drei Félle sind méglich:
1 ¢; = oo: Unsere Lésung y : [to, t1] — K™ existiert fur alle Zeit ¢ > ¢y.
2 limsup, ~, |y(t)| = oco: Unsere Losung y entkommt nach Unendlich.
8 liminf; ~, dist(y(t),0G) = 0: Unsere Lésung y lauft zum Rand 0G.

In diesen Fallen ist eine Fortsetzung zu y : [to, t1] — K™ in G° unmd@glich.
Also ist unsere Lésung y : [to, t1[ — K™ maximal nach rechts (fir ¢ > ty).
Entsprechend existiert eine maximale Fortsetzung nach links (fir ¢ < #).

© Jede gegebene Lésung der Differentialgleichung i/ (t) = f(t,y(t))
kann beidseitig bis zum Rand 0G (oder ~o) fortgesetzt werden.

© Aus lokaler Eindeutigkeit folgt zudem die globale Eindeutigkeit.
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Wir betrachten wie zuvor ein Anfangswertproblem der Form
y'(t) = f(t,y(1), y(r)=n.

Wir untersuchen nun genauer die Abh&ngigkeit vom Startpunkt (7, 7).
Hierzu sei G C R x K" offenund f:R x K" D G — K": (t,y) — f(t,y)
stetig, zudem nach y stetig differenzierbar. Dank I&E-Satz O1B existiert
ein maximales Definitionsintervall I = I(r,7) C R und eine eindeutige
Lésung y: I — K™ :t — y(t). Um die Abh&ngigkeit von den Startwerten
(7,m) explizit zu notieren, schreiben wir nun genauer Y (¢; 7, 1) := y(t).

Wir erhalten zusammenfassend die allgemeine Losung Y : B — K":

B={(t;mn) eRxG|tel(r,n)}
Y:RxGDB—=K": (t;1,n)—Y(t;7,1n)
oY (t;m,m) = ft,Y(t;7,n), Y(rm,m) =n

Diese Bezeichnung ist leider etwas schwerfillig; sie ist aber notwendig, wenn wir alle Losungen
zugleich betrachten wollen. Insbesondere wollen wir Y (¢; 7,7) auch nach 7 und 7 ableiten.

Aufgabe: Finden Sie die allgemeine Lésung der Gleichung v’ = f(x,y):
(1) Fur f(z,y) = 22 auf dem Definitionsgebiet G = R2.
(2) Fur f(z,y) =y auf dem Definitionsgebiet G = R2.
(8) Fur f(x,y) = y? auf dem Definitionsgebiet G = R2.
(4)Firy = f(z,y) = —z/yauf G = { (z,y) e R* |y > 0}. M5

Lésung: (1) Die allgemeine Lésung zum AWP y(¢) = n und 3 = 22 ist
Y (z;€,m) = (23 — €3)/3 +n auf ganz B = R x G. Machen Sie die Probe!

(2) Die allgemeine Lésung zum AWP y(§) = nund ¢’ = y ist

Y (z;€,m) = ne® ¢ auf ganz B = R x G. Machen Sie die Probe!

(3) Die allgemeine Losung zum AWP y (&) = n und ¢/ = 3?2 ist

Yi(z;&n) =n/(1—(x—=&n) auf B = { (z;:§,n) e Rx G | (z = &)n <1}

(4) Die allgemeine Losung zum AWP y(§) = nund v/ = —z/y ist
Y(z;&n) = n?+ & —a?auf B={(2;&,1) €ERx G [2° <n* + € }.

© Immer ist B offen und hierauf Y stetig differenzierbar in (z; ¢, 7).

Das ist kein Zufall, sondern die Aussage des folgenden Satzes.
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Satz O2c: glatte Abhangigkeit von den Anfangsdaten
Sei G C R x K" offen, f: G — K" stetig und nach y stetig diff’bar.

(1) Die allgemeine Lésung Y :R x G 2 B — K": (t;7,n) — Y (¢;7,7)
zuy' = f(t,y), y(r) = nist stetig in (¢;7,n), und B C R x G ist offen.

(2) Zudem ist Y nicht nur nach ¢, sondern auch nach
den Startwerten 7 und 7 stetig partiell differenzierbar.

(3) Die Ableitungen W = 0,Y : B - K"*" und z = 0;Y : B — K"
erfillen die homogenen linearen Differentialgleichungen (§03)
oW (t;m,m) =0y f(tY (& m,m) W(tsT,m), WI(TT,m) = lpxn,
Oz(t;T,m) = Oy f(t, Y (6 7,m)) 2(t7om),  2(m37,m) = —f(7, 7).
Zu festen Startwerten (7,7) € G finden wir die Fundamentallésung

W(—;71,n):I(1,n) — K"*" wie in Satz O31, kommutativ Satz O3J.
Insbesondere qilt z(¢; 7,n) = =W (t;7,7n) f(r,n) furalle t € I(7,7n).

Aufgabe: Schreiben Sie die definierende Differentialgleichung fir Y als
Integralgleichung. Nutzen Sie (1) und (2), rechnen Sie damit (3) aus!

Losung: Wir integrieren 0;Y (t;7,m) = f(t,Y (t;7,n)) ab Y (7;7,17) = 7:
f@Y (87,m)) dt

oY (t;,n)dt =n+
Wir setzen (1) und (2) voraus. Dank Leibniz—Regel D3B folgt dann (3):

t=7 t=1
7’:

Lysen + Oy f(t,Y (t;7,m)) 0pY (t;7,m) dt
t=71

—f(r,m) + . Oy f(t, Y (t;7,m)) 0:Y (t;7,m)dt

Die partiellen Ableitungen W = 9,Y und z = 0.Y erflllen demnach
folgende lineare Differentialgleichungen mit speziellen Anfangswerten:
W (t;m,m) = Oy f (&, Y (& 7,m)) W(tiT,m), W(Ts7,m) = Lnxn
Oz(t;m,m) = Oy f (6, Y (6 7,m)) 2(67,m),  2(mi7m) = —f(7,m)
Insbesondere gilt z(t; 7,n) = =W (t;7,n) f(r,n) fur alle t € I(,n).

Y(7;7,m) =Y(r;7,m) +

87]Y(7~—ﬂ T, 7]) =

aTY(%a T, 77) =
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.Kann der Fligelschlag eines Schmetterlings

in Stuttgart einen Tornado in Texas auslésen?*
Der berlchtigte Schmetterlingseffekt besagt:
Kleine Abweichungen der Anfangsdaten kénnen
im weiteren Verlauf zu grof3en Abweichungen fihren.

© Sie pflanzen sich jedoch héchstens exponentiell fort:

Satz O2D: Auseinanderdriften und Eindeutigkeit
Fur je zwei Lésungen y, g: I — K" mity' = f(¢t,y) und g = f(¢,7) gilt

ly(t) — (1) < |y(to) — Gi(to)| - Xl firalle t,to € 1.

Hier sei I C R ein Intervall. Sei f:R x K™ D G — K" stetig und erflille
die Lipschitz—Bedingung |f(t,y(t)) — f(t,5(t))| < L|y(t) — y(¢)| furt € I.
Hierzu genigt |0f/0y| < L auf jeder Strecke [(t,y(t)), (¢t,5(t))] fur ¢ € I.

/\ Die exponentielle Ungleichung ist optimal, wie v/(t) = Ly(t) zeigt:
Die Lésungen yo e£(t—t0) und g e£(t—*0) |aufen exponentiell auseinander.

Beweis: Die Funktion y erfullt y/(t) = f(t,y(¢)) fir alle t € I. Also

y(t) 2 y(to) + / Y () dr 2 ytto)+ [ F(ru(r))dr.

to to
Gleiches gilt fr g. Wir untersuchen o(t) := |y(t) — g(t)|. Far ¢t > t, gilt:

osm:}y(tm Fru)dr = itto) — [ 1(rir)) ar

to

Fry(r) — Flr () dr

to

< |yto) — §(to)| + / F(ry(r)) — F(r,5(r))| dr

< |y(to) — (to)| +

< |y(to) — G(to)| +/t Lly(r) = g(r)|dr

— [y(to) — d(to)| + L / o(r)dr

to
Der Satz folgt dann aus dem folgenden Lemma von Gronwall.
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Die obige Abschéatzung fuhrt uns von Differentialgleichungen zu
Ungleichungen. Erste wichtige Beispiele kennen Sie bereits gut:
y' > 0 heiBt wachsend, 3/ < 0 fallend, 3" > 0 konvex, 3" < 0 konkav.

Wir benétigen nun fiir ¢/(t) < L (t) folgendes grundlegende Lemma:

Lemma O2E: Gronwall 1918
Sei ¢ [to, to + b] — R stetig. Aus der impliziten Ungleichung

t
0<p(t)<C+ L/ o(r)dr firalle t € [to, to + b
to

mit Konstanten C, L € R folgt die explizite Ungleichung

0 < () < Celt=1) firalle t € [to, to + b).

Im Grenzfall C' = 0 gilt dann ¢(t) = 0 fur alle t € [to, to + b)].

© Die erste Ungleichung ist implizit, da die Funktion ¢ links und rechts
vorkommt. Die zweite Ungleichung liefert eine explizite Schranke fur ¢.

Beweis: Zu 0 < C < D betrachten wir folgende Vergleichsfunktion:
W(t) = DeHto)

Sie erfiillt die Gleichung v (t) = D + L [, 4(r)dr fiir alle ¢ > t,.

Es qilt 0 < ¢(t) < 9 (t) far t = to, und wir zeigen dies nun fur alle ¢ > ty.
Andernfalls gébe es einen ersten Zeitpunkt t; > to mit p(t1) = ¥ (t1).
Andererseits gilt p(t) < ¥(t) fir top <t < ¢; und somit:

t1 t1
o(ty) < C+L/ o(r)dr < D+ L Y(r)dr = ¥P(t1)
to to

Demnach ist p(t1) = 9 (t1) nicht méglich. Also gilt p(t) < v (t) fur alle

t € [to, to + b]. Insbesondere gilt demnach die schwache Ungleichung:
0<p(t) < Delt0)  firallet e [ty, to + D]

Diese Ungleichung bleibt beim Grenzlibergang D \, C bestehen:
0<o(t)<Celt=)  firallet e [ty, to + b]

Damit ist die Ungleichung von Gronwalls Lemma O2E bewiesen.
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In praktischen Anwendungen stehen wir vor folgendem Problem:

Anfangsdaten sind oft zufélligen kleinen Schwankungen unterworfen,
etwa durch kleine duBere Stérungen oder durch ungenaue Messdaten.

Statt der exakten Daten (¢, yo) kennen wir oft nur eine Naherung (o, 7o)
sowie (hoffentlich gute) Fehlerschranken |ty — o] < § und |yo — 90| < 7.

Auch das Vektorfeld f unserer Differentialgleichung v’ = f(¢,y) ist oft
nicht exakt bekannt, etwa aufgrund ungenauer von Daten. Wir arbeiten
daher mit einer Naherung f sowie einer Fehlerschranke |f — f| < e.

Manchmal ist die rechte Seite f auch schlicht zu kompliziert und wir
wollen sie durch eine Vereinfachung f ersetzen, also ,runden®.

Statt der richtigen Gleichung v/ (t) = f(¢,y(t)), y(to) = yo 16sen wir die

benachbarte (etwas falsche) Gleichung ' (t) = f(t, %(t)), §(to) = 7o.
Unsere berechnete (etwas falsche) Naherungslésung 7 weicht von der
richtigen (aber uns unbekannten) Losung y ab. Es ist daher wichtig, den
maoglichen Fehler zu kontrollieren. Dies leistet die folgende Schranke!

Satz O2F: Fehlerschranke fir Naherungslésungen

Wir vergleichen eine exakte Lésung y mit einer N&herungslésung y:
y:I = K" ylto) =yo. ¥'(t)=f(t,y(t)) flrallete I,
g:I=K", g(to) =90, |7'(t)— f(t.5(1)] < e(?).

Unter folgenden Voraussetzungen gilt fur alle ¢t € I die Fehlerschranke

eLlt—tol 1 .
— 5

ly() — 4(t)| < [lyo — Fo| + M |to — To|] ellt=tol 4 ¢(1)

Die hierzu nétigen Daten ¢, L, M bestimmen wir nach folgenden Regeln:
(1) Sei I = [tp — a,to+b]. Sei f: I x K*" O G — K" stetig und erfllle die
Lipschitz—Bedingung | f(¢,y(t)) — f(t,9(t))| < L |y(t) — g(¢)| fur ¢ € I.
Hierzu gendgt |0f/0y| < L auf jeder Strecke [(t,y(t)), (¢t,5(t))] far ¢t € I.
(2) Die Schranke ¢: I — R>( sei monoton fallend links, auf [ty — a, to],
und monoton wachsend rechts, auf [tg, to + b]; etwa eine Konstante.

(3) Es gelte |§(to) — §(fo)| < M |to — to|; etwa |§'| < M = max|f| + e.
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Die umfassende Fehlerschranke O2F garantiert eine allgemeine und
quantitative Stetigkeitsaussage. Ich betone zwei wichtige Spezialfélle:

Aufgabe: Was besagt O2F flr (1) ¢ = 0 und (2) (to,y0) = (to, 70)?

Erster Spezialfall: Im Falle ¢ = 0 ist neben y auch ¢ eine exakte
Loésung, allerdings statt (o, 30) mit anderen Startwerten (o, 7).
Die Lésungen y und g laufen héchstens exponentiell auseinander:

[y(®) = 5(8)] < |Iyo — Gol + Mlto — Fol | !

© Das zeigt insbesondere stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten:
Wenn die Startwerte (tg, y0) und (o, 7o) sich nur wenig unterscheiden,
so unterscheiden sich auch die zugehdrigen Lésungen y und g wenig.
© Bei gleichen Startzeitpunkten ¢, = , ist dies der obige Satz O2D.
Im Allgemeinen Fall gilt |g(to) — 4(t0)| < M|ty — to|, SO dass umgekehrt
auch Satz O2D zur obigen, etwas allgemeineren Ungleichung fihrt.

© Aus (to,y0) = (to, 7o) folgt die wichtige Eindeutigkeitsaussage,

wie wir sie von Cauchy O1B und Picard—Lindel6f O2A bereits kennen.

Zweiter Spezialfall: Bei gleichen Startwerten (to, yo) = (%o, 7o) gilt:

y(0) — 30| < =(0) 5

© Hier erfullt § die Differentialgleichung v/(t) = f(t,y(t) nicht exakt,
sondern naherungsweise geman |7/ (t) — f(¢,y(t))| < e(¢t) fur alle t € I.
Glucklicherweise entfernt sich g auch hier héchstens exponentiell von y.

© Fur exakte Losungen, = 0, folgt erneut die Eindeutigkeitsaussage,
wie wir sie von Cauchy O1B und Picard—Lindel6f O2A bereits kennen.
© Auch diese Ungleichung zeigt eine stetige Abhangigkeit: Wenn wir
y(to) = yo festhalten und die rechte Seite von y/(t) = f(t, y(t)) wenig
andern zu f mit | f — f| < e, so &ndert sich auch die Lésung g nur wenig.

© Dies kénnen wir zum ,Runden* der rechten Seite f nutzen.

Allgemeiner Fall: Die umfassende Fehlerschranke aus Satz O2F
ist die Summe von zwei anschaulich leicht verstandlichen Beitragen:
der Fehler der Anfangsdaten (%o, 7jo) und der Fehler der rechten Seite f.

© Die Abschatzungen ¢, L, M liefern unsere explizite Fehlerschranke!
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Aufgabe: (1) Finden Sie alle Funktionen y: [—1,1] — R mit
Y () = y(t)®, y(0) =0.25.

(2) Wie verlaufen Lésungen 3 : [—1,1] — R der gestdrten Gleichung?

@) 7' (t) = g(t)® +0.01sin(t? + 9000 y(t)), #(0.05) = 0.27
(b) 7 (t) =g(t)* — 0.087(t)3, 7(0.04) = 0.23
(©) F'(t)=5(t)*+a(t,5(t)), j(to) = Go

mit |§| < e = 0.01 sowie |tg — to| < § = 0.05 und |yo — Jo| < n = 0.02.
Nutzen Sie die Schranke O2F mit mdglichst guten Konstanten M, L.

Lésung: (1) Separation, Lésung y(t) = 1/(4 — t), Probe! Eindeutigkeit!
(2) Wir prifen bzw. schaffen die geometrischen Voraussetzungen:

Wir haben das Intervall I = [-1,1] um ¢, = 0 vom Radius 7" = 1.

Wir wahlen K = B(yo,7) = [0,0.5] um 5 = 0.25 mit Radius r = 0.25.
Hieraufist f: I x K — R beschrankt durch |f| < M := 0.25.

Dank 0f /0y = 2y ist f Lipschitz mit L = max;«x|0f/0y| = 1.

ungestdrte Losung y(t)

SEEEEEEES>

AN gestorte Losungen §(t)

gestérte Anfangsdaten (%o, 7o) t

(a/b/c) Fur Lésungen g : [—1,1] — R gilt dank O2F die Fehlerschranke

[u(t) = 58] < [lyo — Gol + (M + &)t — fo] | =710l + — el — 1]
< [0.02 +0.26 - 0.05] el + 0.01[ell — 1] = 0.043¢l"l — 0.01.

Die Graphik zeigt die ungestorte Lésung y und den méglichen Verlauf
gestorter Losungen 3. Probe: g verlauft tatsachlich ganz in K = [0, 0.5].

© Meist kdnnen wir den Verlauf gestérter Lésungen ¢(¢) nicht genau
bestimmen, aber wir kénnen ihn immerhin recht prazise eingrenzen!
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Aufgabe: Beweisen Sie die Fehlerschranke O2F analog zu Satz O2b.

Lésung: Wir betrachten die Differenz ¢(t) := |y(t) — g(t)|. Es gilt:
t

%%+/y%ﬂw—ﬂ@ﬂ+ﬂﬁ%@Mﬁ—/ﬂ%ﬁw

to to

oswwzﬁ

t
< |yo — 7o +M’t0—fol+‘/ y'(r) =g (r)dr
L — 1 to

Wir nehmen nun ¢ > ¢y an. Fir das letzte Integral finden wir:

A@%ﬁ—ywmf Fry(r) — o 5(0) + f(r,5(r) — §(7) dr

< t\f(Tvy(T))—f(Tvﬂ(T))\+|f(T=?J(T))—?J/(T)\dT
§/t L’y(T)—ﬂ(T)‘—}-&“(T)dT:/ Lo(r)+e(r)dr

to

Wir erhalten so die Ungleichung 0 < ¢(t) < C + [, Le(7) +(r) dr.

Trick: Zu 0 < C' < D betrachten wir folgende Vergleichsfunktion:
Llt— eL\t—t | _
P(t) = Delli=tol 4 () e =1

Sie erfiillt die Ungleichung v (t) > D + [, Li(r) + £(r) dr fir alle ¢ > t.
Es qilt 0 < ¢(t) < (t) far t = ty, und wir zeigen dies nun fur alle ¢ > ty.
Andernfalls gébe es einen ersten Zeitpunkt ¢; > to mit o(t1) = ¥ (t1).
Andererseits gilt ¢(t) < ¥(t) far to < ¢ < ¢; und somit:

1

¢m>§c+/lmm»mva<D+/.wwwmwmfswm>

to to
Demnach ist p(t1) = 1 (t1) nicht méglich. Also gilt p(t) < v (t) fur alle
t € [to, to + b]. Insbesondere gilt demnach die schwache Ungleichung:

0 <o)< D ellt—tol 4 £(t) %
Diese Ungleichung bleibt beim Grenztibergang D \, C bestehen:

far alle t € [to,to + b)

0 < @(t) < CeHltol 4 g(p) ol
Ebenso flr t € [ty — a,to]. Damit ist die Ungleichung O2F bewiesen.

fur alle t € [to, to + b]
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Verstandnisfragen zu Existenz und Eindeutigkeit

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie u:R — R2:t + (sin(t), sin(2t)). Kann dies
Lésung eines dynamischen Systems & = f(x) mit f € C°(R?,R?) sein?

x2

I

(2) Kénnen sich bei einem automomen dynamischen System & = f(z)
zwei Lésungen u, v kreuzen mit u(t1) = v(t2) und u(ty) # 0(t2)?

(3) Kénnen sich bei einem System & = f(z) mit f € C°(R?, R?) zwei
verschiedene Lésungen kreuzen mit u(t1) = v(t2) und a(t1) = v(t2)?

Lésung: (1) Fir ¢t = 0 gilt w(0) = (0,0) und @(0) = (1,2). Fir ¢t = 7 gilt
ebenfalls u(7) = (0,0) aber u(w) = (—1,2). Demnach misste sowohl
£(0,0) = (1,2) als auch f(0,0) = (—1,2) gelten, ein Widerspruch!

(2) Nein, das ist unmdoglich! Teil (1) zeigt ein Beispiel, nun allgemein:
Jede Losung u:R D I — R2 erflllt u(t) = f(u(t)) fir alle t € I,

auch die Losung v:R D J — R? erfillt o(t) = f(v(t)) fur alle t € J.
Aus u(t1) = v(te) folgt zwingend u(t1) = f(u(t1)) = f(v(t2)) = v(t2).
© Der Eindeutigkeitssatz vereinfacht die Geometrie von Lésungen.

(3) Ja, solche Beispiele kennen wir von der Wasseruhr oder M325),

Das Vektorfeld f(x1,z9) = (1,3/x%) definiert das System i = f(x).
Dieses Vektorfeld ist stetig aber nicht stetig differenzierbar.
Unendlich viele Lésungen laufen durch den Startpunkt z(0) = (0, 0),
zum Beispiel u,v:R — R? mit u(t) = (¢,0) und v(t) = (¢, 13).

&) Ohne Eindeutigkeit wird das Problem komplizierter.
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Verstandnisfragen zu Existenz und Eindeutigkeit

Aufgabe: (4) Skizzieren Sie u:R — R?:t + (sin(¢)3, sin(2t)). Kann dies
Losung eines dynamischen Systems i = f(x) mit f € C*(R?,R?) sein?

T2

I

(5) Wir betrachten ein System i = f(z) mit f € C'(R",R"). Erfillt eine
Lésung u zudem u(7) = u(0) fir ein 7 > 0, ist sie dann 7—periodisch?

Lésung: (4) Fur 7 € {0, 7} gilt u(7) = (0,0) und (1) = f(0,0) = (0,2).
Laut Aufgabenstellung wird hier f stetig differenzierbar vorausgesetzt.
Wir kbnnen daher den Eindeutigkeitssatz O1B nutzen:

Bei gleichen Startwerten muss der weitere Verlauf identisch sein;
im vorliegenden Fall bedeutet das u(t) = u(w + ¢) fur alle t € R.
Die vorgelegte Funktion w ist aber nicht 7—periodisch!

A\ st f nur stetig (und nicht zudem stetig differenzierbar),
dann ist eine solche exotische Lésung durchaus mdéglich.

(5) Ja. Teil (4) zeigt ein Gegenbeispiel, allgemein gilt folgendes:
Seiu:R D I — R™ eine maximale Lésung mit 0,7 € I und 7 > 0.

Wir verschieben u: Hierzusei J =1 —rundv:J — R": ¢t — u(t + 7).
Die beiden Funktionen » und v sind Lésungen des autonomen Systems
i = f(z) mit f € C1(R",R™) zum selben Startpunkt «(0) = v(0).

Dank Eindeutigkeitssatz O1B sind sie gleich, also u(t) = v(t) = u(t + 7).
Insbesondere lasst sich u periodisch fortsetzen, also gilt I = R.
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Aufgabe: Sei a € R+ (. Finden Sie alle maximalen Lésungen
(1) y:I—=Rso mit y'(t) =y(t)",
(2) y:I—=Rso mit o'(t) =y(t)?,
3) y:I—R mit y'(t)=ly(t)"

Ist die rechte Seite (stetig) differenzierbar? Ist sie (lokal) Lipschitz?
Zu welchen Anfangswerten y(tp) = yo ist die Lésung eindeutig?
Quantitative Lésung: Berechnen Sie alle maximalen Lésungen.
Diskutieren und zeichnen Sie insbesondere die Falle o = 1/2,1, 2.

a

(
(b
(

~

C
(d

~_ ~— ~—

Der Fall a = 0 ist trivial. Bei o < 0 hatten wir eine Polstelle in y = 0.

Zur Vereinfachung nehmen wir im Folgenden kurzerhand « > 0 an.

Wir lassen auch gebrochene Exponenten zu, zum Beispiel y'/2 = /3.
Bei (3) missen wir den Absolutbetrag nehmen, denn /—1 ist nicht reel.
Wir setzen |y|* := exp(aInly|) fir y # 0 dabei stetig fort durch 0% := 0.
Aus Kapitel M kennen wir bereits die illustrativen Beispiele ¢/ = y
und y' = y? sowie y' = —2/|y| Mi23 und ¢/ = {/y? M3z,

Lésung: (1a) Die rechte Seite f(¢,y) = y* ist stetig differenzierbar mit
df /0y = ay®~1; sie erflllt demnach lokal eine Lipschitz—Bedingung.
(1b) Wir kdnnen den 3&E-Satz M1c anwenden, sogar Separation M1A.
Zum Anfangswert y(to) = yo > 0 ist die Lésung y: I — R+ eindeutig.
Zwei verschiedene (maximale) Losungen kénnen sich nicht schneiden.

(1c) Wir I6sen diese Gleichung durch Separation: y=*(¢) v/(t) = 1.

a=1: Inyt)=t—c = ylt)=e"“=Ce',C>0 tecR
-

o>t W0y o o 0= - De-n] t<c
l—a

a<l: yl(t)_a:t—c = y(t)Z[(l—a)(t—c)}ﬁ, t>c

A\ Nur fir o = 1 existiert die Lésung 3 : R — R+ fir alle Zeit t € R.
Fir o > 1 l&uft jede Lésung in eine Polstelle: Fir ¢ 7 ¢ gilt y(t) 7 oc.
Fir 0 < o < 1 l&uft jede Lésung y gegen Null: Fir ¢t N ¢ gilt y(t) N\, 0.
FOr « # 1 ist deshalb das Lésungsintervall rechts / links beschranki.

© Dank (1b) sind dies die einzigen Lésungen; das vereinfacht enorm.
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(2a) Fir a > 1ist f(t,y) = y~ stetig differenzierbar mit 0f /0y = ay*!.
Demnach erfullt f in diesem Falle lokal eine Lipschitz—Bedingung.

(2b) Fir o > 1 kdnnen wir den A&E-Satz anwenden dank (2a):
Zum Anfangswert y(t9) = yo > 0 ist die Lésung y: I — R>( eindeutig.

(2c) Fur y > 0 ist zudem die konstante Funktion y(¢) = 0 eine Lsung.
Fir a > 1 sind Null und die Funktionen aus (1c) die einzigen Lésungen.

FOr 0 < a < 1 I&sst sich jede Lésung aus (1c¢) maximal fortsetzen zu

0 furt <e,

Ye: R = R>o, yc(x):{[(l_a)(t_c)}lla fart > c.

Durch jeden Startpunkt (g, yo) mit yo > 0 l1&uft genau eine Lésung.
Durch jeden Punkt (¢y,0) hingegen laufen unendlich viele Lésungen!

A\ Jedes AWP y(ty) = yo > 0 ist gut gestellt, aber y(tg) = 0 schlecht.

/\ Den J&E-Satz kénnen wir fiir 0 < « < 1 nicht anwenden:
Die rechte Seite f(t,y) = y* ist differenzierbar mit df /0y = ay*~!,
doch die Ableitung hat in y = 0 eine Polstelle: f ist nicht Lipschitz!

(8c) Wir finden weitere Losungen y: I — R mit ¢/(¢t) = |y(t)|*:

a=1: yo(t) =0, tek
yo (1) = —e“ teR
Yl (t) = +e7, teR
a>1: yo(t) = —[(a— 1)t - o), t> e
s =+[(a—-De-n]TF,  t<e

0 farb <t <e,
a<l: y(t)= —[(1—a)(b—t)}% fur ¢t < b,

+[1=a)(t—c)] T furt>c.
(3b) Fir a > 1 bleiben die drei Ldsungszweige > 0, = 0, < 0 getrennt.
Eindeutigkeit: Durch jeden Startpunkt (¢, yo) 1&uft genau eine Lsung.

FlOr 0 < a < 1 flgen sich die Lésungszweige differenzierbar zusammen.
(Hierbei lassen wir auch die Sonderfélle b = —oo und ¢ = +o0 zu.)
Durch jeden Startpunkt (¢, y0) laufen unendlich viele Lésungen!

(3a) Fir0 < a < 1ist f(t,y) = |y|* um y = 0 nicht Lipschitz!
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A\ Aufy/(t) = \/|y(t)] kbnnen wir den I&E-Satz nicht anwenden.
/\ Durch jeden Startpunkt (o, yo) verlaufen unendlich viele Lésungen!

© Aufy/(t) = |y(t)|* hingegen kénnen wir den I&E-Satz anwenden:
Die rechte Seite f(t,y) = |y|? ist differenzierbar, also lokal Lipschitz.
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© Auch auf ¢/(t) = |y(t)| kénnen wir den I&E-Satz anwenden:
Zwar ist f(t,y) = |y| nicht differenzierbar, aber Lipschitz mit L = 1.

()

=yl 1
« Anormiert): «/

© Der Existenz-und-Eindeutigkeits-Satz von Cauchy O1B oder genauer
Picard—Lindeldf O2A ist ein grundlegendes und machtiges Werkzeug.

© Die Lipschitz—Bedingung priifen wir am bequemsten durch ableiten:

Ist f(t,y) stetig diff'bar nach y, so genlgt f lokal auf [a, b] x B(yo,r) der
Lipschitz—Bedingung | f (¢, u) — f(¢t,v)| < Lju — v| mit L = max|df/0y|.
Dies gilt fur f(t,y) = |y|“ mit « > 1: Hier greift der Eindeutigkeitssatz!

Fir 0 < a < 1 hingegen ist |y|* in y = 0 nicht diff’bar und nicht Lipschitz.
Wir kdnnen den Eindeutigkeitssatz hier also nicht anwenden. Tatsachlich
finden wir durch jeden Startpunkt (¢o, yo) unendlich viele Losungen!

Im kritischen Fall « = 1 haben wir die Differentialgleichung v’ = |y|.
Die rechte Seite f(¢,y) = |y| ist in y = 0 nicht differenzierbar. (Skizze!)
Dennoch erflllt sie eine Lipschitz—Bedingung, sogar global mit L = 1,
denn es gilt ||u| — |v|| < |u — v] fir alle u,v € R. (Dreiecksungleichung)

© Beispiele wie dieses zeigen, dass die Lipschitz—Bedingung in y
etwas allgemeiner ist als die (sehr bequeme) Differenzierbarkeit in y.
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Aufgabe: (1a) Skizzieren Sie das Vektorfeld

FIRZ SR () (T2
: N o )
(1b) Finden Sie (durch Anschauung und Probe) eine Lésung z: R — R?

des Systems @(t) = f(x(t)) zum Startwert z(0) = (r cos tg, ro sintp).
(1c) Gibt es weitere Losungen oder haben Sie damit alle gefunden?

(2a) Skizzieren Sie das Vektorfeld

1 T
. R? 0 R? : xl) < 1> .
g ~ {0} — <x2 — x%ij% .
(2b) Finden Sie (durch Anschauung und Probe) eine Lésung z: R — R?

des Systems @(t) = g(z(t)) zum Startwert z(0) = (r¢ cos tg, ro sin tg).
(2c) Gibt es weitere Losungen oder haben Sie damit alle gefunden?

© In giinstigen Féllen finden wir leicht explizite Lésungen. Fir f € C*
garantiert der Eindeutigkeitssatz, dass wir keine Lésungen Ubersehen.
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Aufgabe: (3a) Skizzieren Sie soweit méglich das gestorte Vektorfeld
FoRINA{0} = R o f(a) + /(2] —2)2- g(2)

(3b) Nennen Sie eine periodische Ldsung von i(t) = f(z(t)).

(8c) Finden Sie eine Lésung mit 2(0) = (1,0) und z(47) = (3,0).

Hinweis: Nutzen Sie den Ansatz x(t) = (r(t) + 2) - (cost,sint)

Ist die Lésung eindeutig? Lasst sie sich fir alle Zeit ¢ € R fortsetzen?
Bleibt sie flir immer beschrankt oder entkommt sie nach Unendlich?

Loésung: (3a) Diese Linearkombination ist graphisch sehr anschaulich!
(3b) Die Skizze suggeriert x(t) = (2 cost,2sint). Die Probe zeigt’s!
(3c) Wir finden die Losung r(¢) = (552)3 fir 3 — 3v/2 <t < 3,
r(t)=0flr3 <t <4r—3undr(t) = (=FE3)3 fur ¢t > 4m — 3,

also r(t) — oo flr t — co. Machen Sie die Probe!

/\ Differentialgleichungen kénnen auch unerwartete Lésungen haben,
etwa so wie hier ,exotische” Losungen neben den ,offensichtlichen®.
Diese Gefahrenquelle missen Sie kennen und beherrschen, besser:
soweit mdglich ausschlieBen. Genau hierzu hilft Innen der 3&E-Satz!
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Aufgabe: (4a) Skizzieren Sie soweit mdglich das gestérte Vektorfeld

fR2=R?: f(z) = f(x)+ (|z]* — 4) h(z1,z2) mit he CYR%R?)
(4b) Nennen Sie eine periodische Ldsung von i(t) = f(z(t)).

(4c) Existiert eine Lésung v zum Startwert »(0) = (1,0)?

Ist sie eindeutig? Lasst sie sich fir alle Zeit t € R fortsetzen?

Bleibt sie beschrankt oder kann sie nach Unendlich entkommen?

© Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz hilft Innen auch / gerade dann,
wenn Sie (noch) keine explizite Lésung ausrechnen kénnen oder wollen.

© Sie kédnnen dann immerhin noch qualitative Vorhersagen machen,
hier etwa eine Stabilitatsgarantie. Solche Uberlegungen sind ein erster
wichtiger Schritt vor der numerischen Naherung, oder dienen danach als
Probe / Plausibilitatscheck fir die berechneten Naherungslésungen.

© Die theoretischen Grundlagen leiten die konkreten Rechnungen und
sichern praktische Anwendungen. lhr mathematisches Handwerkszeug
hilft Ihnen, lernen Sie mdéglichst frih, es zu beherrschen und zu nutzen!

Loésung: (4a) Solche Vektorfelder ahneln sehr der vorigen Skizze,
doch schmiegen sie sich wesentlich glatter an den Kreis 95(0, 2).
Spezialfall: Ist das Vektorfeld i rotationssymmetrisch, so auch f.

(4b) Zum Vektorfeld fist 2 : R — R?:t s (2cost,2sint) eine Lésung.
Sie bleibt fur die Stérung f erhalten, da sich auf 9B(0, 2) nichts andert.

(4c) Ja: Unser Vektorfeld f: R? — R? ist stetig differenzierbar.
Dank J&E-Satz existiert zu jedem Startwert u(0) € R?
eine eindeutige maximale Lésung u:R O I — R2,

Bei Start in der Kreisscheibe B(0, 2), also |u(0)| < 2, kann die Lésung u
die Kreisscheibe nicht verlassen: Hierzu misste sie die obige Lésung =
kreuzen, und das ist nach dem Eindeutigkeitssatz nicht moglich!

Insbesondere kann die Lésung « nicht nach Unendlich entkommen.
(In der vorigen Aufgabe geschah Uberraschenderweise genau dies!)
Die Lésung u lasst sich daher fir alle Zeit ¢ € R fortsetzen;

die maximale Ldsung ist von der Form u: R — R2.
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Aufgabe: (5a) Skizzieren Sie das Vektorfeld
f:R3 =R : (z1,22,23) = (—x2,21,0).

(5b) Finden Sie (durch Anschauung und Probe) eine Lésung z: R — R?
des Systems #(t) = f(x(t)) zum Startwert x(0) = (rg cos to, ro sin tg, 2o).

(5c) Gibt es weitere Lésungen oder haben Sie damit alle gefunden?

(6) Wir untersuchen zu h € C*(R3,R?) das gestorte Vektorfeld
f(x1, w2, 23) = f(x1, 22, 23) + (22 4+ 22 + 22 — 4) h(x1, 22, 23).

(6a) Nennen Sie periodische L&sungen von i(t) = f(x(t)).
(6b) Existiert eine Lésung u: R 2 I — R3 mit u(0) = (1,0,0)?
Ist sie eindeutig? L&sst sie sich fir alle Zeit t € R fortsetzen?
Bleibt sie beschrénkt oder entkommt sie nach Unendlich?

© Diese Beispiele entsprechen den vorigen — in Farbe und 3D.

Losung: (5a) Das Vektorfeld f ist in jeder z1—x2—Ebene wie zuvor.
(5b) Eine Losung ist 2 : R — R3: ¢+ (rg cos(t — tg), mosin(t — tg), 20)-
Probe: Sie erfiillt 2:(¢) = f(z(t)) und z(0) = (r¢ cos o, o sintg, 2p)-
(5¢) Dank 3&E-Satz ist diese Lésung eindeutig: Wir haben sie alle!

(6a) Das Vektorfeld bleibt unverandert auf der Sphare vom Radius 2:
Fur r3 4 22 = 4 erhalten wir erneut genau die Lésungen aus (5b).

(6b) Ja: Unser Vektorfeld f:R3 — R3 ist stetig differenzierbar.

Dank J&E-Satz existiert zu jedem Startwert «(0) € R?

eine eindeutige maximale Losung u:R O I — R3.

Bei Start in der Kugel B(0,2), also rZ + 22 < 4, kann die Lésung « die
Kugel nicht verlassen: Hierzu misste sie eine der obigen Lésungen x
kreuzen, und das ist nach dem Eindeutigkeitssatz nicht mdglich!
Insbesondere kann die Lésung « nicht nach Unendlich entkommen.

Die Lésung u lasst sich daher fur alle Zeit ¢ € R fortsetzen;
die maximale Lésung ist von der Form u: R — R3.
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Lineare Differentialgleichungssysteme Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes
Jedes lineare Differentialgleichungssystem hat die Form Beispiel: Unser einflihrendes Beispiel ist das homogene DGSystem
y1(t) = ann(t) yi(t) + ... + a1n(t) yn(t) + b1(2), Y1 0 0 AN
: : yé _ 0 0 0 1 Y2
Y . £) yn(t) + bu(t) vs Ut 00)
t)=am®)yi(t) + ...+ ann(t) yn n(t). m "
Y(t) = anr(®)31(8) + - + @un(t) ya(t) + ba g A T A
Wir blndeln dies pragnant zu einer vektorwertigen Gleichung: Hier ist die Koeffizientenmatrix A konstant und der Stérterm b = 0.
y'(t) = A) y(t) + b(t) Lemma O3A: Linearkombination von Lésungen

) ' L , ,
Gegeben sind hierzu stetige Funktionen A: I — K™*" und b: I — K", Seien yi,y2: 1 — K" Losungen zu y; = Ay + by und yp = Ays + b,

dabei ist I C R ein reelles Intervall und K = R oder allgemeiner K = C. Ihre Llnearkomblnatlor) y =iy + cay2 Mit ¢y, c3 € Kist dann eine
Hier heiBt A Koeffizientenmatrix und b rechte Seite oder Storterm. Losung der Gleichung ' = Ay + b mit rechter Seite b = c1b, + caba.
Gesucht sind alle Funktionen y: I — K", die y/ = Ay + b erfilllen. (1) Im homogenen Fallist Lo = { y | ¥’ = Ay } ein Vektorraum Gber K:
Jede Linearkombination von Lésungen ist selbst wieder eine Lésung.

Die zugehoérige homogene Gleichung erhalten wir fir b = 0:
(2) Im inhomogenen Fallist L, = { y | v/ = Ay + b } ein affiner Raum:

y'(t) = A(t) y(t) Fir jede beliebige (,partikulare®) Lédsung y, € Ly, gilt L, = 5 + Lo.

© Sie lernen nun, lineare DGSysteme explizit und effizient zu l6sen! [[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.6.
Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes eauenng| | Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes o
© Wie jeder Vektorraum enthalt Ly den Nullpunkt, der affine Raum L, Satz O3B: Struktursatz fir lineare Differentialgleichungssysteme
hingegen ist um y;, verschoben. Diesen allgemeinen Sachverhalt kennen Wie zuvor sei I C R ein Intervall, A: I — K™ und b: I — K" stetig.
Sie aus der linearen Algebra von linearen Gleichungssystemen in K"! Wir betrachten die Lésungsmenge Ly = { y € C'(I,K") |/ = Ay +b}.
Nachrechnen: (1) Die Menge Ly ist ein Untervektorraum von CHI,K"): (0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Zeitpunkt tq € T

Es gilt 0 € Lo und aus y1,y2 € Lo, c1,c2 € Kfolgt c1y1 + coy2 € Lo. und Anfangsdatum y, € K" existiert genau eine Lésung y € L; mit

(2) Die Menge L, ist ein affiner Unterraum: Lésen y,y, € C (1, K?) y(to) = yo. Die Auswertung ¥ : L, — K" :y — y(to) ist also bijektiv.

das inhomogene DGSystem, dann I0st , = y — y, das homoge;er; _ (1) Lo = {y | ¥/ = Ay } ist ein Vektorraum der Dimension n (iber K.
D?s.bedeutet y="us+yn mit y;, € Lo,lkurz Ly C yp + Lo. Umgekehrt: Wir finden ein Fundamentalsystem v, ..., y, € Lo, also eine Basis
Far jede homogene Losung yi € Lo gilt y» +yn € Ls, kurz Ly 2y + Lo. von L, bestehend aus n linear unabhangigen Lésungen, und erhalten:

A\ Firy' = Ay haben wir immer die triviale L6sung 0. Denkbar wére
aber, dass dies die einzige Lésung ist, also Ly = {0}. Firy' = Ay +b
ware sogar zu befilirchten, dass es gar keine Lésung gibt, also L, = (. (2) Ly ={y |y = Ay + b} ist ein affiner Raum der Dimension n.

© Hier rettet uns der 3&E-Satz O1B mit der globalen Schranke 02D, Fir jede Partikularlosung y;, € Ly gilt L, = y;, + Lo, ausgeschrieben:
oder konkret ausgefiihrt die Konstruktion O31 und die Methode O3D.
Die Dimension ist immer n: Bei jeder konkreten Rechnung wissen wir,
wie viele Lésungen wir suchen, und wann wir alle gefunden haben! LAllgemeine Lésungen = partikulare Lésung + homogene Lésungen®

Lo={ayi+ - +cyn|c1,...,cneK} = K"

Ly=y+Lo={mw+cy+ - +cutn|cr,...,cn €K}
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Anwendungsbeispiel: gekoppelte Oszillatoren ose

Aufgabe: Formulieren und I6sen Sie folgendes dynamische System:
k1 my ko mo ks

— u(t) — v(t)

Formulieren Sie das Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
Welche Struktur hat der Lésungsraum? (,Form* und ,,GroR3e*)
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem reeller Lésungen.

Wie erhalten Sie hieraus eine allgemeine Lésung y: R — R"?

) Wie l6sen Sie das Anfangswertproblem y(tg) = yo fur yo € R™?

(1)
()
(3)
(4)
(5

Lésung: (1) Fir die Variablen y; = u, yo = v, y3 = v/, ys = v’
ist die Bewegungsgleichung ein DGSystem erster Ordnung:

Y 0 0 L 0\ [
!
Yo 0 0 0 1) iy '

= urz =A
73 Il B Y o V= dy
Yy % —7’62;;’“ 0 0/ \w4

(2) Die Menge aller Lésungen y: R — R* ist ein R—Vektorraum.
Dank des J&E-Satzes hat dieser Vektorraum die Dimension 4.

(3) Durch Entkopplung finden wir Lésungen y1, 42, 3, y4 : R — R4
Diese bundeln wir Gbersichtlich zur Fundamentalmatrix

sin(wyt)

sin(w1t)
w1 cos(wit)
w1 cos(wrt)

cos(wit)

cos(w1t)
—w sin(wyt)
—w sin(wit)

+ sin(wst)
— sin(wat)
+wy cos(wat)
—wsg cos(wat)

+ cos(wst)
v(o) = et

+wy sin(wat)

Die Frequenzen sind hierbei w? = ki /m und w3 = (k1 + 2ks)/m.
Lineare Unabhangigkeit testen wir in einem beliebigen Punkt:

1 0 1 0
1 0 -1 O

Y (0) = 0w 0 w |’ det Y (0) = —4dwiwa # 0
0 w1 0 —Ww?2

Anwendungsbeispiel: gekoppelte Oszillatoren o
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Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

© Unsere vier Lésungen y1, 42, y3, y4 : R — R* sind linear unabhangig.
Da der Lésungsraum die Dimension 4 hat, haben wir also eine Basis!

Man nennt dies auch ein Fundamentalsystem des homogenen DGS.
Wie aus der linearen Algebra bekannt bedeutet Basis folgendes:

(4) Jede Losung y: R — R* unserer homogenen Gleichung 3/ = Ay
ist eine Linearkombination y(¢) = c1y1(t) + - - - + caya(t) mit ¢ € R4,
zusammengefasst y(t) = Y (¢) ¢ mit obiger Fundamentalmatrix Y ().

(5) Ist ein Anfangswert y(to) = 3o vorgegeben durch y, € R*, so gilt
Y(to) c = yo c=Y(to) " yo

© Die Matrix Y (t) ist invertierbar zu jedem Zeitpunkt to € R.
Das AWP y(to) = yo wird demnach gel6st durch y(t) = Y (t) Y (to) ! vo.

=

Theoretisch ist damit alles klar. In unserem Beispiel fanden wir das
Fundamentalsystem durch die Methode des scharfen Hinsehens.
Wir werden hierzu im Folgenden allgemeine Methoden erklaren und
im nachsten Kapitel zu einer effizienten Konstruktion ausbauen.

Lésungen y1, ..., y,: I — K™ bandeln wir zur Fundamentalmatrix:

YT — K™, yin(t)  y21(?) Yn1(t)
Y(t) _ (yl (t), o ,yn(t)) _ ylZ'(t) y22'(t) ynQ(t)
yln'<t) yZnI(t) ynr;(t)

Man nennt Y (¢) auch die Wronski—Matrix der Funktionen y1,...,y,
und det Y (t) ihre Wronski—Determinante. Diese sind oft nitzlich:

Korollar O3c: Unabhéngigkeitskriterium dank O38/O3M

Die folgenden vier Aussagen sind untereinander &quivalent:

(a) Die Funktionen y1,...,y,: I — K" sind linear unabhangig tber K.
(b) Die Vektoren yi(t), ..., y,(t) sind linear unabhangig fir jedes ¢ € I.
(c) Die Vektoren yi(t), ..., y,(t) sind linear unabhéngig fir ein ¢t € 1.
(d) Die Determinante erfillt det Y (¢) # 0 fir ein und damit alle ¢ € I.

© Dieses Kriterium ist einfach und Ubersichtlich. In kleiner Dimension
kann man die Determinante tatsachlich noch bequem ausrechnen.

v
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Anwendungsbeispiel zur Entkopplung o

Aufgabe: Lésen Sie das homogene Differentialgleichungssystem

Y1 (t) = —y1(t) + ya(t), y1(0) =2,
yo(t) = y1(t) — v2(2), y2(0) = 0.
) Welche Struktur hat der allgemeine Lésungsraum? (Form & Gréi3e)
) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem reeller Lésungen.
2) Formulieren Sie die allgemeine Lésung y: R — R2.
3) Lésen Sie speziell das Anfangswertproblem.
Lésung: (1) Wir nutzen weiterhin die Methode des scharfen Hinsehens:
Der Ansatz y; = yo entkoppelt zu v} = y5, = 0. Wir erhalten eine Lésung

u(t) = G) .

Der Ansatz y; = —y9 entkoppelt zu y; = —2y,. Wir erhalten eine Lésung

o(t) = (_e:;> .

© Dieser Trick ist so gut, dass wir ihn im nachsten Kapitel P zu einer
Methode ausbauen, indem wir systematisch Eigenvektoren nutzen.

(0
(1
(
(

Sind beide Lésungen linear unabhéngig? Wir betrachten die Matrix

Y(t) = <Z;8 Z;Eg) = G e:;) det Y(t) = —2e2 £ 0.

(2) Damit haben wir eine Fundamentalmatrix gefunden. Diese erfillt

Y’(t):<8 _22:_2?) =<_11 _11> V() mit Y(O):G _11>

Jede Lésung y hat die Form y = ciu + cov = Ye. (3) Anfangswert:

aw=roe= () = e-vort ()36 ) () - ()

Die gesuchte Lésung des Anfangswertproblems ist demnach:

) =l +o0) = (17 )

Probe: y(0) =(2,0), yj=-2e2=—y1+ys, vh=2e2 =y — .

Lésung durch Variation der Konstanten o

Lésung durch Variation der Konstanten o

Zu l6sen sei nun ein inhomogenes Differentialgleichungssystem
y'(t) = A(t) y(t) + b(t).

Einfacher ist das zugehoérige homogene DGSystem ¢/ (t) = A(¢) y(t).
Hierzu sei eine Fundamentalmatrix Y : I — K™*™ bereits gefunden,

Y'(t)=A@)Y(t) mit detY(t) #0

faralle tel.

Das bedeutet, die Spalten v, ..., y, sind linear unabhangige Lésungen.
Jede Lésung y: I — K", ¢/ = Ay, ist eindeutige Linearkombination

yt)=crp@t)+ -+ enyn(t) =Y () c mit ce K"
Ansatz fir eine Partikularlésung durch Variation der Konstanten:
yp(t) = c1(t) ya(t) + -+ + cn(t) yn(t) = Y(t) c(t)

Das ist zundchst nur ein Ansatz, aber einen Versuch ist es wert!
Das erfreuliche ist: Dieser Ansatz lohnt sich tatsachlich immer.

Aufgabe: Bestimmen Sie die Funktionen ¢4, ..., ¢, mdglichst explizit.

mit c¢: 1 — K".

Lésung: Ableiten von y,(t) = Y (¢) ¢(t) nach der Produktregel:
Y, = [Yc]/ =Y'c+Yd =AYc+Y(
Einsetzen in unser DGSystem 3/ = Ay + b ergibt die Gleichung
AYc+Yd = AYe+b.

Wir erhalten Y¢' = b, umgeformt ¢/ = Y ~!b, und integriert:
t
c(t) = Y(7)"rb(r)dr + c(to)

T=to
© Die Partikularlésung 3, = Yc 16st unsere Gleichung iy = Ay + b.

Den eindimensionalen Fall haben wir ab Seite M433 ausgefiihrt. Alternativ gelingt die Rechnung
mit einem integrierendem Faktor, siehe Seite M221; exakte Differentialgleichungen stehen uns in
hoherer Dimension nicht mehr zur Verfiigung. Fiir hohere Ableitungen siehe Seite N311.

Die ,,Variation der Konstanten* klingt widersinnig, beschreibt aber treffend unser Vorgehen:
Wir betrachten die Koeffizienten ci, . . ., ¢, nicht als Konstanten, sondern als Funktionen von t.
Wir rechnen es aus, und das Ergebnis ist bemerkenswert: Dieser Kunstgriff gelingt immer!

© Damit 16sen Sie jede inhomogene Gleichung, die allgemeine Losungsformel gilt immer.
Sie sollten diesen Losungsweg in mehreren Ubungsbeispielen schrittweise nachvollziehen:
Bei der Losung von Y'¢' = b und anschlieBender Integration sind evtl. Abkiirzungen moglich.




Partikularlésung inhomogener DGSysteme o Anwendungsbeispiel zur Variation der Konstanten oo
L Auf : L6 i inh Diff ialgleich
Satz O3D: Variation der Konstanten ufgabe osen,S|e das inhomogene Differentialgleichungssystem
Seien A: 1 — K™™und b: 1 — K" stetig, Y = (y1,...,y,): [ — K™ y,l(t) = vt + 1)+, n(0) =2,
eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung Y’ (t) = A(t) Y (t). ya(t) = y(t) —w2(t) + 1, y2(0) = 0.
Zu l6sen sei das inhomogene Differentialgleichungssystem Lésung: (0) In Matrixschreibweise gilt v/ (t) = A y(t) + b(t) mit
y'(t) = A®) y(t) +b(t) it y(to) = yo. A= (_11 _11> und - b(t) = @ -
Zu jedem Anfangswert y, € K" existiert genau eine Losung, namlich Eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems kennen wir [0309}:
t (1 e o -2t
W) = Y@ [ Y@ dr + YOV (o) e V= () Con) v =2ea
=t ) Zur Inversion (kleiner) Matrizen ist die Cramersche Regel niitzlich:
Beweis: Kennt man erst einmal diese Formel, so geniigt ableiten! (a b) - 1 ( d —b)
In der Praxis nutzt man direkt den Ansatz zur Variation der Konstanten. c d ad —bc \—c a
Die allgemeine Lésungisty =y, + c1y1 + -+ - + ey Mitc1, ..., ¢y € K Wir erhalten: o
—2 —2t
© Explizite Formel (© Eindeutigkeit & Stetig abhangig von (to, o) Y(t) = _e <_e bo—e > _ 1 ( gt 12t)
© Fur A = 0ist’'s der HDI. © Fiir b = 0 entféllt der inhomogene Term. 2 -1 1 2\e" —e
0315 0316

Anwendungsbeispiel zur Variation der Konstanten

Verstandnisfragen zum Struktursatz

Erlauterung

(1) Wir berechnen die Partikularlésung y,(t) = Y (¢) ¢(t) geman O3D:

- et - 33 L))
LG - [ - €

Die ersehnte Partikularlésung ist demnach:

e = (1 ) (07) = 5 (%)

(2) Die allgemeine Losung unserer inhomogenen DG ist geman O3B:

0= 3(2) v ()1 (2

(3) Die Losung unseres Anfangswertproblems y(0) = (2) ist also:

1 /t? 1+4+e 2
y(t) = > <t2> + <1 o2

yp(t) =

Aufgabe: Wir betrachten folgende DGSysteme und Lésungsmengen.
Welche DGSysteme sind linear? in/homogen? Welche Lésungsmengen
sind affin/lineare Unterraume? Was ist gegebenenfalls die Dimension?

. 2 ! ‘600 818S ne Bunuyoday ayzidx3 ‘'z uoisuawiq
- y: R—R Y =Y2—4 18P WNEJLIoPaAIBIUN U 1s! | oBuaisbunsg aiq :usp
- . . r_ -UBMUB g£0 ZIBSINP{NIIS UBIBSUN PaIIp OS|E UsuUUY
differenzierbar Yo =Y1—Y2 1M “usbBouwoy wepnz pun seaul| is weisASH sesalg
. 2 ! 11 €0 818S jne Bunuyday aliziidxs ‘g uoisuawiq
B o y . [0, 1] — R yl — Z/2—y1+1 Jop wnewuslun Jaule uie isI g abuswsbunso] aiqg
— . . / :UBpUBMUE 8gQ) ZJBSINPINIIG UBISSUN IBIIP UBUUQY JIM
dlfferenZIel’bar = Yyi— 2+1 ‘usBowoyul yoopal unu “esul 1s1 walsAkgHq sesaig
2 SO
. 2 /o "¢ UOISUBWIQ Jop WNBLIOPBAISIUN UId 18I D abusw
O = y:R—R Y1 =Y1+Yy2 -sbunsg 81q "6¢+0 dyals ‘@A = §fi pun €A = A
- . ires 1 NZ JIM U8JaIZNpal NZep ‘UspuemMue ag0 ZIBSINHNAS
zweimal diff’bar = 2 uap UBUUOY A “Jeaul] uaBowoy 1si walsASH sesalq
2
. 2 ! jwnelopjaAIelun uiey 1st (7 ebusiy a1 “ T ny 222N
D= y: [0, 1] — R Y1 = Y1+1y2 pun £ Iy g1 LN dYals ‘usuydaisne zidxa 8IS uau
- . . ! 2 -uoy abuswsbunsg a1q jydIu J8ly 8£0 zZiesINPnIS
differenzierbar Yo = Y Jasun yielb Jayeq “Jesul| 1yolu 1sI WelsAsH seselq
2 2
. 2 ! ©,00 = (2) LA ose ‘gL LN dyals ‘0 = S uapuly JIM
E . y: ]R — R yl =1 +y2 T [Jowsuew!(] 1op ‘WNBLIOSAIBIUN UIS ULIEMIT I8PIM
- . . ! 2 11 /7 @Buawsbunso a1q j1yolu Jaly 80 ZiesINpniS
differenzierbar Yoy = Yo J19sun 1B Jayeq “Ieaul| JydIu IS WalsASHQ sesalq

/\ Schauen Sie hin, denken Sie scharf nach, es gibt Uberraschungen!
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Matrizenkalk(l: Schreibweise

Sei K ein Kérper, wir denken dabei insbesondere an den Korper (R, +, -)

der reellen Zahlen oder den Kérper (C, +, -) der komplexen Zahlen.

Eine Matrix A der Gréf3e m x n Uber K ist eine Abbildung
AL .. om}px{1,...,n} =K : (4,]) = ali,j) = aij = aij.

Die Menge aller m x n—Matrizen bezeichnen wir deshalb mit K™*".
Wir schreiben die Matrix A € K"™*™ bequem als rechteckiges Schema

ail ai2 e ain

a a RS a
A= .21 .22 27’L

aml am2 Gmn

mit m Zeilen und n Spalten, kurz A = (ag;)' =} oder A = (ag;)s;.
In dieser Schreibweise ist v € K™*! ein Spaltenvektor mit m Zeilen.
Entsprechend ist w € K!*" ein Zeilenvektor mit n Spalten. a
Jede Matrix A € K™*" kénnen wir auffassen als Familie A =

von Zeilenvektoren ay, . . ., a., € K*", ebenso als Familie Gm,
A= (vq,...,v,) von Spaltenvektoren vy, ..., v, € K™*1,

Zu A = (ai;); definieren wir die transponierte Matrix AT = (a;;) .
Dies definiert die Bijektion K™*" — K™*": A — AT mit (AT)T = A.
Genau dann gilt AT = A, wenn die Matrix A symmetrisch ist,

also quadratisch ist (m = n) und a;; = ay; firalle 7,5 = 1,...,n erflllt.
Ebenso definieren wir die komplex-konjugierte Matrix A = (a;;);;.
Dies definiert die Bijektion K™*™ — K™*": A s A mit A=A

Genau dann gilt A = A, wenn A reell ist, also a;; € R fur alle 4, j gilt.

Die Einheitsmatrix £ = 1,,«,, der Gr6Be n x n ist gegeben durch
1 0 - --- 0

o1 o {1
ECEE B €ij =
1 0 0

6 e 0 1
Sie hat als Spalten die Spalten-Einheitsvektoren ey, ... e, € K"*!,
und als Zeilen die Zeilen-Einheitsvektoren ¢],. .. e}, € KI*",

falls i = 7,
falls i # j.

Lnxn = (€ij)ij =

0319
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Matrizenkalkul: Rechenoperationen
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Matrizenkalk(l: Gleichungssysteme

Matrizen passender GréBe kénnen wir addieren und multiplizieren:
+ K™ x K™ — K™*" . (A,B) — C = A+ B,
% 0 KPX9 x K" 5 KPX" : (A,B)— C = AB,

Cij = aij + bij,
Cil — E?:l aijbjk.
Die Addition definiert eine abelsche Gruppe (K"*", +).

Die Multiplikation x ist assoziativ und distributiv Gber die Addition.

Zu jeder Matrix A € K"™*" ist die Einheitsmatrix 1,, ., links-neutral,
also 1,,,xm * A = A, und 1,,«,, ist rechts-neutral, also A * 1,,«,, = A.

Konjugation erhalt die Multiplikation, das heiBt es gilt A x B = A x B.
Transposition hingegen kehrt die Reihenfolge um, (A « B)T = BT % AT,

Zudem haben wir die Multiplikation mit Skalaren:

o K x K™ — K™mX? ()\,A) — B = )\A, bij = )\aij.
Furalle \,p e Kgilt \(A+ B) =AA+ABund (A + p)A = A+ pA
sowie und 1A = Aund A\(uA) = (Au)A und \(AB) = (AA)B = A(AB).

Matrizen gleicher GréBe bilden demnach einen Vektorraum (K™*" +, ).
Quadratische Matrizen bilden einen Ring (K™*", +, %) bzw. K—Algebra.

Wir identifizieren den Vektorraum K™ mit K™*! (Spaltenvektoren).
Hierauf operieren Matrizen A € K"™*" durch Multiplikation von links:

x 0 K™ x K" =5 K™ : (4,v) — Av.
Das dient zur bequemen Darstellung linearer Gleichungssysteme
Az =y.
Ein effizientes Lésungsverfahren bietet der GauB—Algorithmus.

Quadratische Matrizen (mit m = n) bilden einen Ring (K™*" +, ).

Eine Matrix A € K™**" heil3t invertierbar, wenn es eine Matrix
B € K™ gibt, sodass AB = BA = E. In diesem Fall ist B eindeutig
und wird die zu A inverse Matrix genannt, geschrieben B = A1,

Das Gleichungssystem A x = y wird dann gelést durch z = A~ y.

Die invertierbaren Matrizen im Ring K™*" bilden demnach eine Gruppe,
genannt die allgemeine lineare Gruppe der n x n—Matrizen Uber K,
geschrieben GL(n; K) oder GL, (K), englisch general linear group.
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Matrizenkalkil: lineare Abbildungen

Matrizen dienen insbesondere zur Darstellung linearer Abbildungen.

Eine Abbildung f:V — W zwischen K—-Vektorraumen heif3t linear,
wenn f(au + fv) = af(u) + Bf(v) gilt fur alle a, 5 € Kund u,v € V.

Beispiel: Fir A € K™*™ ist die Abbildung K™ — K™ mit v — Auw linear.
Wir kdnnen umgekehrt jede lineare Abbildung so als Matrix darstellen:

Jede lineare Abbildung f:V — W ist bereits eindeutig

festgelegt durch die Bilder der Elemente einer Basis von V.
Genauer: Sei % = (v1,...,v,) eine Basisvon V und ¢ = (wy, ...
eine Basis von IW. Dann existieren Konstanten a;; € K sodass

s Wiy

m
flo)) = ajw; firallej=1,...,n.
=1

Hierbei sind die a;; eindeutig bestimmt durch f sowie % und %'
So ordnen wir der linearen Abbildung f ihre Matrix A zu:

f = ?f(f)%’ =A= (alj)m c Kmxn

Abbildungen f,g:V — W addieren wir durch

(f+9)(v) = f(v) +g(v)
Abbildungen f:U — V und g: V — W komponieren wir durch

(g0 f)(u) = g(f(u))

Skalarmultiplikation von f:U — V mit A € K definieren wir durch

A f)w) = A f(u)

Sind f, g linear, dann auch Summe, Komposition, Skalarmultiplikation.

far alle v € V.

forallew ¢ U.

far allew € U.

Diese Rechenoperationen fur lineare Abbildungen Ubersetzen sich
direkt in die entsprechenden Rechenoperationen fir Matrizen:

A fla=X¢(f)z
c(+9z=¢(Nat¢9)a
290z =39¢*¢(f)z
Damit kénnen wir den Matrizenkalkdl fur lineare Abbildungen nutzen!

0323
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Matrizenkalk(l: Determinante

Dank Ubersetzung der linearen Abbildung f: V — W in eine Matrix I&st
der GauB—Algorithmus die folgenden grundlegenden Probleme:

1 Bestimmung des Kerns Kern(f) = {ve V| f(v) =0 }.

2 Bestimmung des Bildes Bild(f) = { f(v) |v € V }.
Beides sind jeweils Untervektorrdume und ihre Berechnung gelingt

durch explizite Angabe einer Basis. Insbesondere |asst sich so der
Rang dimg Bild(f) und der Defekt dimk Kern(f) ausrechnen.

FUr jede lineare Abbildungen f:V — W gilt die Dimensionsformel
dimg Kern(f) 4+ dimg Bild(f) = dimg V.

© Kennt man zwei dieser Dimensionen, so auch die dritte.
Das reduziert bei vielen Rechnungen den Aufwand erheblich.

(1) Es gibt f:V — W lineare und surjektiv gdw dim V' > dim W.
(2) Es gibt f:V — W lineare und injektiv gdw dim V' < dim W.
(3) Es gibt f: V' — W lineare und bijektiv gdw dim V' = dim W.
(4) FOr dimV = dim W < oo gilt f injektiv gdw f surjektiv.

Satz O3E: Definition und Eigenschaften der Determinante

In jeder Dimension n € N existiert genau eine multilineare, alternierende,
normierte Abbildung det = dety : K"*™ — K. Diese Abbildung nennen
wir die Determinante. Sie erfreut sich folgender Eigenschaften:
Esgiltdet A=) g sign(o) - ag(1),1 - Ao(2)2" " Ao(n)n- (LeibNIZ)

2 Die Determinante ist transpositionsinvariant: det(AT) = det(A).

8 Die Determinante ist multiplikativ: det(AB) = det(A) det(B).

4 Genau dannist A € K™*" invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt.

5 Genauer gilt AA = AA = det(A)E, also A~! = det(A)~'A. (Cramer)
Zu A = (ay,...,ay,) definieren wir die adjunkte Matrix A’ = adj(A)
durch die Cofaktoren a;; := det(ay, . . .y Qp)-

—

<5 i—1,€5, Aj41, - -

© Explizite polynomielle Formel. () Sofort praktisch fiir kleine n.
& Naive Anwendung der Leibniz—Formel ist fiir groBe n aufwéndig (n!).
© Eine effiziente Berechnung gelingt mit dem GauB—Algorithmus (n?).
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Erinnerung

Matrizenkalkdl: Eigenwerte und Eigenvektoren

0326
Erinnerung

Matrizenkalktl: ahnliche Matrizen

Sei A € K" eine Matrix, v € K™ ein Vektor, A € K ein Skalar.
Wir nennen v einen Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, wenn

Av=Xv und v #0.

Die Menge V), = { v € K" | Av = \v } heiBt Eigenraum zu .

Genau dann ist A € K ein Eigenwert von A, wenn dim V), > 0 gilt,

d.h. (A — AE)v = 0 hat nicht-triviale Lésungen, also det(A — AE) = 0.
Das charakteristische Polynom von A ist p4(\) := det(A — AE).
Somit sind die Nullstellen von p4 gerade die Eigenwerte von A.

Far ihre algebraische Vielfachheit k) gilt stets 1 < dim V), < k.

Hierbei ist dim V), < k) durchaus mdglich: Der Jordan—Block

A1 0 0
10 A 0 nxn
B = 0 0 1 e K

1

A
0 0 0 X

hat den Eigenwert A mit algebraischer Vielfachheit k) = n,

aber der Eigenraum V), = Ke; hat nur Dimension dim V), = 1.

Zwei Matrizen A, B € K™*" heiBen konjugiert oder ahnlich wenn es
eine invertierbare Matrix 7' ¢ K™"*" gibt, sodass B = T~ AT gilt.

(Die Bedingung B = T~ AT ist quivalent zu A = TBT 1))

Beispiel: Wir kdnnen jede lineare Abbildung f:V — V bezlglich
verschiedener Basen <7 und % von V darstellen. Die zugehérigen
Matrizen A = ,(f),, und B = ,(f), sind i.A. verschieden, aber immer
ahnlich: Es gilt B = T~' AT mit der Basiswechselmatrix 7' = ,(idy) .

Ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \, dann ist 7—'v ein
Eigenvektor von B zum selben Eigenwert, und umgekehrt.
Insbesondere haben A und B dieselben Eigenwerte.

Allgemeiner sind sogar ihre charakteristischen Polynome gleich:
det(B — \E) = det(T"'AT — \E)
= det [T (A — AE)T|
= det(T~ ') det(A — AE) det(T) = det(A — \E),

insbesondere auch Determinante det A = det B und Spur tr A = tr B.

0327
Erinnerung

Matrizenkalkdl: Diagonalisierbarkeit

0328
Erinnerung

Matrizenkalkdl: Trigonalisierbarkeit

Eine Matrix A € K™*" hei3t Uber K diagonalisierbar, wenn es eine
Basis vy, ..., v, des K" aus Eigenvektoren von A gibt, also Av; = \jv;.

Die Basiswechselmatrix T = (vy, ..., v,) ist invertierbar, und es gilt

M 0O - 0

1 B O . . E
A= 0
0 - 0 M\

Gilt umgekehrt T~1 AT = diag(\1,...,\n), SO istvy = Tey,...,v, = Te,
eine Basis des K" aus Eigenvektoren, und zwar gilt Av; = \;v;.
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.
Das vereinfacht konkrete Rechnungen und allgemeine Uberlegungen.
Genau dann ist A € K™*" (iber K diagonalisierbar, wenn gilt:

1 Das charakteristische Polynom p 4 zerfallt Gber K in Linearfaktoren,
das heiBt pa(\) = (A — A1)¥1 - (X — A= mit Nullstellen )\; € K
der Vielfachheiten k; > 1 flri =1,...,m sowie \; # \; flr i # j.

2 Fir jeden Eigenwert erreicht die geometrische die algebraische
Vielfachheit, das heiBt dimker(A — \,E) = k; firallei =1,...,m.

Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar, etwa Jordan—Bl6cke.
Wir betrachten daher auch folgende schwachere Bedingung:

Eine Matrix A € K™*" heif3t Gber K trigonalisierbar,
wenn es eine invertierbare Matrix T € K™*™ gibt, sodass

Al ke %
T AT = (.) i
: -, .. *k
0 ... 0 M\,

Offensichtlich gilt dann pa(A) = (A — A1) --- (A — A,,), das heif3t,

das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren tber K.

Hierzu qilt die Umkehrung: Genau dann ist A Gber K trigonalisierbar,
wenn das charakteristische Polynom Uber K in Linearfaktoren zerfallt.
Speziell Gber dem Kérper C gilt dies immer: Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra (F3c) zerfallt jedes Polynom Uber C in Linearfaktoren.

Besser noch: Ist A trigonalisierbar, so ist A sogar jordanisierbar!
[[] Zur Vertiefung siehe Stroppel, Héhere Mathematik 1, §Z.4.
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Ausfiihrung

Polynome und Potenzreihen von Matrizen

Die euklidische Norm fur Vektoren und Matrizen

0330

Ausflihrung

Gegeben sei ein (reelles oder komplexes) Polynom
k
f(x) = Zajacj =ay+az+ -+ az e K[x].
§=0
Darin kdnnen wir jede Matrix X € K"*" einsetzen:
k
FX) =) ;X7 =aE +a X + -+ ap X" e K™
j=0
Das qilt allgemeiner fUr jede Potenzreihe

(0.0}
f(x):Zajl’j:ao+a1x+a2x2+....
j=0

Auch hier kdnnen wir jede Matrix X € K"*" einsetzen:
f(X) = ZCLij =aqoF + a1 X —{—CL2X2 + ...
j=0
Einzige Voraussetzung ist — wie immer — die Konvergenz!

Fir Vektoren v € K™ nutzen wir die euklidische Norm:

ol = VIor P+ -+ Tou?

Far Matrizen A € K™*™ definieren wir genauso die Matrixnorm

Al =

Dies ist tatsachlich eine Norm auf dem Vektorraum K™*", das heif3t:

1 Esgilt |A| > 0flralle A € K™*", und |A| = 0 nur fir A = 0.

2 Esqilt [NA| = |A] - |A| fur alle A € Kund A € K"™*™.

8 Esgqilt |[A+ B| < |A| + |B| fur alle A, B € K"™*".
Die Norm |A — B| misst den Abstand der Matrizen A und B.
Aus (3) folgt |A — B| > ||A| — |B||. (Ubung: Zeigen Sie dies.)
Konvergenz von Matrizen A, — A ist definiert durch |A; — A| — 0.
Dies ist gleichbedeutend mit komponentenweise Konvergenz.

0331
Ausfiihrung

Eigenschaften der Matrixnorm

Inversion durch geometrische Reihe

0332

Ausfiihrung

Die Matrixnorm ist vertraglich mit der Vektornorm:

4 Esqilt |[A-v| < |A]-|v|furalle A € K™*™ und v € K.
Allgemeiner ist die Matrixnorm submultiplikativ:

5 Esgqilt |A- B| <|A|-|B|firalle A e K™*" und B € K"*P,
Bei Potenzen gilt insbesondere |A*| < |A|* fir alle k € N.

Nachrechnen: Dank CSU gilt |u - v| < |u| - |v] flr u,v € K™

Seien ay, ..., a, € K!*" die Zeilen der Matrix A. Dann gilt:
al ai - v
A-v=1| | -v= :
A, Ay, U

Hieraus folgt die erste Ungleichung:
[Av? = Jar v + -+ Jam - v < JarPfof? + -+ famPo? = [AP - [v]?

Die Ungleichung |A - B| < |A| - | B| folgt ebenso, spaltenweise Uber B.

Satz O3F: Einsetzen einer Matrix in eine Potenzreihe
Sei f(z) = > 72, axz” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0.

Fur jede Matrix X € K™*" mit Norm | X| < p konvergiert die Reihe
F(X) =302 ar X" absolut in K" und damit komponentenweise,
denn sie wird majorisiert durch >"72  lax X*| < Y22 olak| - | X |F < oo

Beispiel: Wir betrachten die geometrische Reihe. Fir |z| < 1 gilt
f(z) :Z?‘;Oxj =l4zt+22+23+--=(01—-2)71,
denn (1 —2)(1+z+22+ - +2F 1) =1-2F > 1firk — .
Gleiches gilt auch fir jede Matrix X € K™*™: Fir | X| < 1 gilt
fX) =372 X =1+ X+ X+ X3+ = (1-X)7",

© Allgemein und explizit. © Beweis einfach durch Nachrechnen!
© Endliche Summen kénnen zur Approximation genutzt werden.
© Leichtere Spezialfalle 16st man besser per GauB—Algorithmus.
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Ausfiihrung

Lineare DGSysteme mit konstanten Koeffizienten

Die Exponentialfunktion fir Matrizen

0334

Ausflihrung

Jedes lineare DGSystem mit konstanten Koeffizienten hat die Form

yi(t) = a1 ya(t) + - - + a1n yn(t) + b1 (t)

y;(t). =an1 Y1(t) + -+ + Qnn Yn(t) + by (t)

Wir biindeln dies préagnant zu einer vektorwertigen Gleichung:
y'(t) = Ay(t) + b(t)

Hierbei ist A € K"*™ eine Matrix und b: I — K" eine stetige Abbildung.
Die Koeffizientenmatrix A ist hier konstant, d.h. unabhangig von t.
Der Storterm b(¢) hingegen darf weiterhin von ¢ abh&ngen.

Die zugehdérige homogene Gleichung erhalten wir fir b = 0:
y'(t) = Ay(t).

© Diese geschickte Schreibweise spart Arbeit und betont die Struktur:
Sie verschafft uns Ubersicht und macht den Blick frei flirs Wesentliche.

Erinnerung: Sei a € C. Wir suchen eine Lésung y: R — C der
eindimensionalen Differentialgleichung v/ (¢) = a y(t) mit y(0) = 1.
Hierzu gibt es genau eine Losung, namlich die Funktion y(t) = e®.
Wir nutzen hierzu dankend die gute alte Exponentialfunktion

.
exp:C — C, exp(z Zk'—1+x+—+§+—+

Allgemeiner: Sei nun A € C"*" eine Matrix (zuvor n = 1, jetzt n > 2).

Wir suchen Y :R — C™*" mit Y'(t) =

Als Lésung vermuten wir auch hier die Funktion Y (t) = e
Wir brauchten hierzu die Exponentialfunktion fir Matrizen
o XF X% X3

T el XA

AY (t) und Y (0) = E.
tA

exp:C"" — C™",  exp(X) =

k=0
© Das sieht verwegen aus, aber es funktioniert ganz wunderbar!
Der folgende Satz garantiert, dass diese Exponentialreihe tatsachlich
fur jede Matrix konvergiert und alle ersehnten Eigenschaften hat.

0335
Ausfiihrung

Die Exponentialfunktion far Matrizen

Die Exponentialfunktion fir Matrizen

0336

Ausfiihrung

Satz O3aG: Exponentialfunktion fir Matrizen
Flr jede Matrix A € K™*™ konvergiert die Exponentialreihe

€9 Ak
Z?—E+A+ Lyen
k=

exp(A |A3 + |A4

3! 41

Dies definiert die Matrix-Exponentialfunktion exp : K"*" — K"*".
1 Die Nullmatrix wird auf die Einheitsmatrix exp(0) = E abgebildet.
2 Aus AB = BA folgt exp(A+B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
3 Insbesondere gilt exp(A) exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) = E.
Somit ist die Matrix exp(A) invertierbar mit exp(—A) = exp(A)~L.

4 Die Zuordnung t — exp(tA) definiert eine differenzierbare Kurve
YV:R — GL, K CK™" mit 0 — E und { exp(tA) = A exp(tA).

Ubung: Rechnen Sie dies nach wie fiir die reelle Exponentialfunktion.
(11 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §1.14, sowie Seite F222ff.

Satz O3a: Exponentialfunktion flir Matrizen

Die Exponentialfunktion vertragt sich zudem mit Matrix-Operationen:
5 komplexe Konjugation exp(A4) = exp(A)
6 Transposition exp(AT) = exp(A)T

7 Konjugation exp(PAP~!) = Pexp(A)P~!
8 Determinante det(exp(A4)) = exp(tr(A))
9 Euler—Grenzwert (E + £ A)™ — exp(A) fir n — oo

Fiir (5) nutzen wir At = AF fiir (6) entsprechend (AT)’c = (Ak)T, und fiir (7) schlieBlich
(PAP~ Y = PAP~!...PAP™' = PA* P~ Formel (8) ist klar fiir Dreiecksmatrizen:

air K * el *
detexp| 0 -, % | =det| O * = el ... g%nn = gttt ann
0 0  ann 0 0 e'mn

Fiir den allgemeinen Fall nutzen wir unser Wissen aus der linearen Algebra: Jede Matrix
A € C™ ™ ist trigonalisierbar, das heift, es existiert P € GL,, C sodass PAP ™! eine obere
Dreiecksmatrix ist. Determinante und Spur bleiben dank (7) bei Konjugation unveréndert:

det(exp(A)) = det(exp(PAP™ ")) = exp(tr(PAP™")) = exp(tr(A))
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Beispiel: Diagonalmatrizen

0338
Ausflihrung

Beispiel: eine kleine Dreiecksmatrix

Aufgabe: Berechnen Sie die Exponentialfunktion exp(A) einer
Diagonalmatrix A = diag(\q, ..., A,) sowie exp(tA) fur ¢t € R.

Lésung: (0) Die Potenzen der Matrix A sind leicht zu berechnen:

A1 0 Ak 0
0 An 0 Mk
(1) Hieraus berechnen wir ebenso leicht die Exponentialreihe:
gk ol /1\7? 0 e 0
k=0 oo AR 0 ehn
0 k=0 &I
(2) Mit dem Zeitparameter ¢t € R im Exponenten erhalten wir:
el 0
exp(tA) = .
0 ethn

Aufgabe: Berechnen Sie exp(A) einer 2 x 2—-Dreiecksmatrix.
Loésung: (0) Wir betrachten eine obere 2 x 2—Dreiecksmatrix:

2 3 (2 2
_fa ¢ s (a® (a+b)c 3 (a’ (a®+ab+b)c
A_<O b),A _<0 : ),A - (" 0

(1) Wir nehmen zunachst a # b an. Per Induktion finden wir dann

k k_bk a a_ b
Ak — a aa,fb c — exp (CL C> _ € eafg ¢ )
0o b 0 (N

(2) Resonanz: Fir b — a gilt % — €. Fir a = b finden wir tatsachlich:

i a® ka*lc I L e’ ce®
-\ 0 a* Plo a) " \0 e )

Fir groBe Matrizen ist diese Rechnung ebenso mdglich, aber miihsam.
In Kapitel P werden wir hierfur Eigen- und Hauptvektoren nutzen.
Diese Werkzeuge erweisen sich auch hier als sehr effizient.

0339
Ausfiihrung

Beispiel: ein nilpotenter Jordan—Block

0340
Ausfiihrung

Beispiel: ein allgemeiner Jordan—Block

Aufgabe: Berechnen Sie exp(tV) einer nilpotenten Jordan—Matrix

0100 0 010 0 001
(00 1 0 > |0 0 01 3 |10 0 0 0
N= 000 1} N = 000 O0f" N = 0 0O0O0]
0000 0000 0 000
Lésung: (1) Es gilt N* = 0. Die Exponentialreine bricht hier ab:
0100 AU
ep [0 0 T O] AT N N N o1 g
Plooo 1] T " or " or "5 oo 11
0000 00 0 1

(2) Mit dem Zeitparameter ¢t € R im Exponenten erhalten wir:

o~
N

3

01 ¢t &
exp(tN) = 00 1 Qt!
0 0 0 1

Aufgabe: Berechnen Sie exp(¢B) einer beliebigen Jordan—Matrix

A1 0 O
[0 X 1 0 nxn
B = 00 A 1 e K" ™.
0 0 0 A
Lésung: (1) Dank B = A\l + N und IN = NI erhalten wir
11 & &
ylo 1 1 %
exp(B) = exp(AMl + N) = exp(Al)exp(N) = e 00 1 21
00 0 1

(2) Mit dem Zeitparameter ¢ € R im Exponenten erhalten wir:

t3
3]
t

exp(tB) = e

o OO =
SO O~ o+
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Anwendung auf Differentialgleichungen

0342
Ausflihrung

Beispiel: ein Jordan—Block

Korollar O3H: Lésung durch Exponentialfunktion
Zu gegebenen Matrizen A, Yy € K™*" hat die Differentialgleichung

Y'(t) = AY(t)

mit Y (to) = Yo

genau eine Lésung Y : R — K"*", namlich Y (¢) = exp (¢ — o) A] Yo.
Ebenso hat zu jedem yy € K™ die vektorwertige Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t) mit y(to) = yo

genau eine Losung y: R — K", namlich y(t) = exp[(t — to)A]yo.
Somit hat die Differentialgleichung 1/ = Ay als L6sungsmenge
Lo = { 710445 | 4o € K™ } einen K—Vektorraum der Dimension n.

© Fur einfache Matrizen kénnen wir exp(tA) explizit berechnen (s.o.).
&) Fur komplizierte Matrizen A ist leider auch exp(tA) kompliziert.
© Vereinfachung mit linearer Algebra durch Eigen-/Hauptvektoren!

Aufgabe: Lésen Sie folgende gekoppelte Differentialgleichungen:

Y1 = Ay + u2 Y1 A1 0 0\ [n
/ /
Yo = Ay2 + Y3 Yo 0 A 1 Of[we
— =
Y3 = A\ys +ya Ys 00 X 1] |
Yy = A\Y4 V4 0 0 0 AN \u
Losung: Die Exponentialfunktion liefert eine Fundamentalmatrix:
2 3
A1 0O 1t g—, g—%
_ [0 A 10 _ox |0 1 ¢t 752—,
A=lg o A 1| @)= 3
0 0 0 X 00 0 1
Zur Probe rechnet man die vier Fundamentallésungen direkt nach:
povs + et % oMt g povs
0 et et t? et
O bl O bl e)\t 9 te>\t
0 0 0 et

© Das AWP 3/ = Ay mit y(0) = yo wird geldst durch y(t) = exp(tA) yo.

0343
Ausfiihrung

Beispiel: euklidische Drehmatrix

0344
Ausfiihrung

Beispiel: hyperbolische Drehmatrix

Aufgabe: Lésen Sie das DGSystem 3] = —y» und v, = ;.
Losung: Wir I6sen das Differentialgleichungssystem 3’ = A y mit

(0 -1\ 5 (-1 0 s (0 1\ 4 (10
=00 e () e (G )

Hieraus berechnen wir mihelos die Matrix-Exponentialfunktion:

2 4 3
I—G+a— —t+y —sint
cost

t5
_5|+> o (Cost
3 5 2 4 - 3
t—L+L - 1-L+ b - st
0 —t cost —sint
) =cw <t 0) - (sint cost )
Die Probe ist leicht: FUr die Ableitung gilt wie gewinscht
d —sint
—Y () = =AY (1).
o= ) =ave

cost
© Das AWP 3/ = Ay mit y(0) = yo wird geldst durch y(t) = exp(tA) yo.

exp(tA) = <

Kurzum:

—cost
—sint

Aufgabe: Lésen Sie das DGSystem 3} = y2 und y4 = y;.
Lésung: Wir I6sen das Differentialgleichungssystem 3’ = A y mit

(01 o (1 0\ 5 (01\ 4 (10
(o) =) (o) =0 9)

Hieraus berechnen wir mihelos die Matrix-Exponentialfunktion:
2 4 3 5
t+§+§+ 1+§+%+ Slnht COSht
0 ¢ cosht —sinht
Y{£) Slexp (t O) - (sinht cosht >
Die Probe ist leicht: Fir die Ableitung gilt wie gewlnscht

d sinh¢ cosht
EY(t) o <Cosht Sinht> =AY(?).

© Das AWP 3/ = Ay mit y(0) = yo wird geldst durch y(t) = exp(tA) yo.

Kurzum:
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Exponentialfunktion und Euler—Verfahren

0346
Ausflihrung

Exponentialfunktion und Euler—Verfahren

© Wir erkennen einen schénen Zusammenhang zwischen der Matrix-
Exponentialfunktion und der N&herung durch das Euler—Verfahren!

Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Lésung = : [0, 6] — R? des AWP

& = —xg,
l"Q = Iy,
(a) Berechnen Sie die Matrix-Exponentalfunktion z(t) = exp(tA)xo.

(b) Vergleichen Sie dies mit der numerischen Naherung durch das
Euler—Verfahren mit Polygonziigen zu Schrittweiten At = 1,1, 1 1 &
(2) Untersuchen Sie ebenso die Losung z : [-2, 2] — R? des AWP

itl = T2,
jj2 =1,
(8) Zu lésen sei @(t) = A x(t) mit konstanter Matrix A € K<,

Konvergieren die Euler-Naherungen zum Anfangswert x(ty) = zo gegen
die exakte Lésung x: [to, to + T — K™ mit z(t) = exp[(t — to)A] 2¢?

.’L‘l(O) == 1,
1‘2(0) =0.

x1(—2) = sinh(-2),
x2(—2) = cosh(—2).

Loésung: (a) Die Exponentialfunktion haben wir oben berechnet:
0 —t cost —sint cost
X(t) = exp (t 0 > - <sint cost ) = ()= (sint)
0 t cosht —sinht sinh ¢
X{(#) = exp (t 0) a (sinht cosht ) = ()= (cosht)
(b) Die Graphiken zeigen die Polygonzlige des Euler—Verfahrens.

(3) Wir betrachten die Schrittweite At = T'/N, also t;, = to + kT'/N.
Die Euler—Approximation z : [to, to + 1] — K" interpoliert die Werte

-7~7<tk+1) = i’(tk) + Af(tk) . (tk+1 — tk) = (1 + %A) i‘(tk)

Rekursiv erhalten wir z(t;) = (1 + %A)kmo fralle k =0,1,2,...,N.
Fir N — oo kennen wir den Grenzwert (1 + %A)N — exp(TA). Also:

Fto+T)=(1+ZAY 2 —  exp(TA)wo=a(to+T)

Gleiches gilt fir ¢ € [to, to + T, die Rechnung ist nur etwas miihsamer.

0347
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Exponentialfunktion und Euler—Verfahren

0348
Ausfiihrung

Exponentialfunktion und Euler—Verfahren
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Vektorwertige und matrixwertige Gleichungen

0350
Ausflihrung

Fundamentallésung homogener DGSysteme

Sei I C R ein Intervallund A: T — K"*" eine stetige Funktion.
Wir interessieren uns fur vektorwertige Differentialgleichungen

y'(t) = A(t)y(t).

Gesucht sind Lésungen y: I — K™. Diese bilden einen Vektorraum.
Ebenso nitzlich sind matrixwertige Differentialgleichungen

Gesucht sind matrixwertige Lésungen Y : I — K™ :t — Y (¢).

Auch diese bilden einen Vektorraum. Spalten sind Lésungsvektoren.
Entscheidender Vorteil: Matrizen kann man zudem auch multiplizieren!
Auch hier stellen sich die fiir Differentialgleichungen iiblichen Fragen: Gibt es immer eine
Losung? Wenn ja, wie findet man eine? gar alle? Ist die Losung durch einen gegebenen

Anfangswert eindeutig bestimmt? Die folgende Losungsformel 16st all diese Fragen! Wir werden
anschlieBend lernen, sie zu nutzen und in wichtigen Spezialfillen zu vereinfachen.

Die Picard-Lindeléf-Iteration O2A beschert uns folgende Lésung:

Satz O3I: Fundamentalldsung homogener DGSysteme
Sei A: I — K™*" stetig. Die matrixwertige Differentialgleichung

W'(t) = A(t)W(t) mit Anfangswert W (t)) = E

erlaubt die Fundamentallosung W : I — K™*" gegeben durch

W (t) =E+§:/t A(tk)---/tBA(tz)/tzA(tl)dtl dty - - - dty,.

k=1 Y tk=to 2=t 1=to

FuUr jedes ¢ € I ist die Reihe absolut konvergent und W (¢) invertierbar.

© Allgemein und explizit. ) Beweis durch termweises Ableiten!
© Endliche Summen kénnen zur Approximation genutzt werden.
© Diese Lésungsformel dient als Vorlage fiir alle Spezialfélle.

0351
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Fundamentallésung linearer DGSysteme

0352
Ausfiihrung

Fundamentallésung linearer DGSysteme

Aufgabe: Rechnen Sie nach, dass W tatsachlich eine Lésung ist.
Losung: Die Fundamentallésung ist gegeben als Reihe

= Ak(t)
k=0

= EFund fir k =

/A )Ag 1 (7) dr.

Dank HDI gilt A} (t) = A(t)Ax_1(t). Durch termweises Ableiten folgt

(1) = A(t) =D A(t) Ap_a( ZAk W(t).
k=1 k=1

Also erfillt W (t) die Differentialgleichung mit Anfangswert W(ty) = E.
© Dies garantiert die Existenz einer Lésung. .. samt Lésungsformel!

Die Summanden sind Ay(t) 1,2,3,... rekursiv

Ergibt die Reihe W (t) = > 7, Ax(t) und obige Rechnung einen Sinn?
Zur Begrindung und Erlauterung: Warum konvergiert diese Reihe?

Das Integral Uber Matrizen in K™*" geschieht komponentenweise.
Dank Stetigkeit von A existiert jedes dieser Integrale, und Ay, ist stetig.

Auch die Konvergenz der Reihe ist komponentenweise zu verstehen.
Zu t existiert M € R mit |A(t)| < M fir alle ¢ zwischen ¢, und t.
Far die iterierten Integrale folgt induktiv | A (¢)| < M¥|t — to|*/k!.

Die Reihe W (t) =

o0 o ark k
M|t — tg

S gy < 3 MRl

k=0 k=0

Die so definierte Funktion W : I — K™*™ mit W (t) = > 72, Ak(t) ist
stetig diff’bar, und wir diirfen termweise ableiten: W' (t) = > 72, A (t)

© Damit ist die obige Rechnung gerechtfertig und Satz O3 bewiesen.

> reo Ak (t) konvergiert absolut, majorisiert durch

eMlt—tol — o,
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E|n e|nfaCheS BeISpIe| Ausfiihrung E|n e|nfaCheS BeISpIe| Ausflihrung
Aufgabe: Losen Sie W'(t) = A(t) W (t) mit W(0) = E und Wir rechnen munter so weiter. .. und finden per Induktion
Lt it
A(t) = (0 1) . Ak(t) _ <18' 2(14:;1)!) )
!
LG : Wi Ao(t) = F fark =1,2,3,... rekursi
osung: Wir setzen Ao(t) und far 02,3, Tekursiv Als Fundamentallésung erhalten wir schlieBlich die Reihe
t
= / A(T)Ak_l(’i') dr. > et ﬁet
T= — A — 2 .
: wo =3 a0 = (5 %)

Die ersten Schritte sind:
Wie nach jeder Rechnung empfiehlt sich auch hier die Probe:

1T\ (10 1o t o 5t?
Ai(t) = o \o 1/\0 1 dr = o \o 1 dr = 0 ¢ Zur Startzeit t = 0 gilt W (0) = E sowie allgemein
LT\ (T %7’2 trr %7’2 %tQ %t:} / <et tet—i—tht)
= — — W' (t) = 2 7
s )6 ) 6 ) () 0=l "
2 2 ot
t /1 7\ /1.2 1.3 t 12 3 143 14 _ (1t ol Lt _ e tel+5e
Ag(t):/ 21, dT:/ 2 o )dr=(3 1, AW (D) 0 1)\0 ¢ 0 e '
o \0 1/\ 0 3 o \ 0 0 4t

0355 0356

Ein weniger einfaches Beispiel nustinung| | EIN weniger einfaches Beispiel Ausfilhrung

s , fin . B
Autgabe: Losen Sie W'(t) = A(t) W (t) mit W(0) = £ und Wir rechnen munter so weiter. .. und finden (flr a # b) per Induktion

t K
A(t) = (a’ ¢ ) : abyk cor 4kl qkHl _ ptl bk
0 b A = | * (k+1)! [ = — 1)——.
k(1) 0 b’“tk mit ¢ (a—1b)? + (k+ )b—a
Lésung: Wir setzen Ag(t) = Fund fir k = 1,2,3, ... rekursiv '
' Als Fundamentallésung erhalten wir schlieBlich die Reihe
= / A(T)Ak_l(’l') dr. 00 ¢ t bt bt
- a . a — t
=0 we = = (G L) mit g0 =55
Die ersten Schritte sind: poard e (b—a)* b-a
A(t) = /t (a CT) dr — <af 26[t2> Wie nach jeder Rechnung empfiehlt sich auch hier die Probe:
B 0 b ~\0 bt
7=0 fl(t) B aeat _ bebt N ebt + btebt B _ af(t) N tebt
An(t) = /t <a27' at2bor? > dr — %—TtQ %!zbctz)’  (b—a)? b—a
=0 \ 0 b*r 0 bt W/(t) = ae’ cf'(t)\ _ [a ct\ (e cf(t)\ _ AW (1)
L0 e ) T \0 b)\0 e )T '

t a2 a?+42ab+3b% . 3 a®43 242ab+3b 4
As(t) = 2r’ 3! T T ar .
o\ 0 23, 72 0 %t3 Im Sonderfall a = b erhalten wir ¢;, = k(k+1) + ) g% und ft) = e“t.
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Erganzung

Kommutierende Matrizen

Im Allgemeinen brauchen wir die iterierten Integrale aus Satz O3I.
Speziell fir kommutierende Matrizen kénnen wir dies mit Hilfe der
Exponentialfunktion vereinfachen zu einem einzigen Integral:
Satz O3J: DGSystem mit kommutierenden Matrizen

Sei I C R ein Intervall und A: I — K™*" stetig. Zu I6sen sei

Y'(t) = A@)Y(t) mit Y(t) =E.

Gilt A(s)A(t) = A(t)A(s) fur alle s,t € I, so ist die Fundamentallésung

Y(£) = exp < / t_to A7) d7-> .

© Speziell firr jede konstante Matrix A € K™*™ erhalten wir erneut

Y (t) = exp[(t — to)A].

/\ Ohne Kommutativitat gibt es Gegenbeispiele wie unten illustriert.

Aufgabe: Rechnen Sie nach, dass Y tatsachlich eine Lésung ist.
Lésung: Fir B(t) = ft A(r)dr gilt A(t)B(t) = B(t)A(t), denn

T=to
. t t
ADB) = A®) [ / A7) dT] Li / A()A(r) dr
T=t, T=t,
t ’ _ to .
= A(T)A(t)dr = [ A(r) df} A(t) = B(t)A(t).
T=tg T=to
Aus B'(t) = A(t) berechnen wie die Ableitung von Y (t) = exp B(t):
d d 1 1
Y = — BB+ -BBB+...
ar dJE+B+m *3 + }
A+ (AB+ BA L (ABB 1 BAB + BBA
= A+ 5( + ) + 5( + + ) +...
= A 2AB 3A32 —A(E+ B 132 =AY
= At JAB+ GAB + ... = (+ + 5 +m)_ :

Somit gilt Y'(¢) = A(t) Y (t) und Y (tg) = E wie gewunscht.

0359
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Kommutierende Matrizen
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Ergénzung

Kommutierende Matrizen

Aufgabe: Lésen Sie Y'(t) = A(t) Y(¢) mit Y(0) = F und

At) = (é i) .

Losung: Die Matrizen A(s), A(t) kommutieren fur alle s, ¢ € R:

1 s+t

A(s)A(t) = <0 . ) — A(t)A(s)

t 1o t t2/2
o= 1) = )
Die Exponentialfunktion solcher Matrizen kennen wir schon:

t t2/2 et 2 et
— 2
Xp (0 t ) (O et

Probe! Dies haben wir auch durch iterierte Integrale erhalten [0353].
© Dank Vereinfachung kommen wir hier mit nur einem Integral aus!

Wir finden

Aufgabe: Lasst sich die Losungsformel aus Satz O3J anwenden auf

Alt) = <(1) _t1> ?

Loésung: Diese Matrizen kommutieren nicht untereinander:

awan = (3 177, awae = (5 *7):

Die Formel des Satzes liefert folgendes [0338:
t t2 t t —t\ t
_(t F B _ (€ (e—e )]
T:OA(T) dr = <0 —t> = e = (0 ot
Das ist leider keine Lésung zu Y’ = AY: Machen Sie die Probe!
Die richtige Lésung haben wir oben bereits berechnet [0355:

Y(t) = (%t i@) mit  f(t) = (e! —e " —2te ") /4

/\ Die Kommutativitat A(s)A(t) = A(t)A(s) ist wesentlich fur die
Gultigkeit des Satzes; ohne Kommutativitat gibt es Gegenbeispiele.

B(t) =
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Invertierbarkeit der Fundamentallésung

Satz O3K: Invertierbarkeit der Fundamentallésung

Wie zuvor sei I C R ein Intervall, ty € I, und A: I — K"*" stetig.

Dann existieren Lésungen W,V : I — K"*" der Differentialgleichungen
Wi(t)= AR)W(E), W) =E,
VI(t) = V() A(¥), V(to) = E.

Diese erflllen die Gleichung V (t) W (t) = E fur alle ¢t € I.

Das heift, jede Matrix T (¢) ist invertierbar und W (t)~! = V (¢).

Nachrechnen: Wir setzen F(t) := V (t) W(t). Nach Produktregel gilt
F'(t)=[-V(t) AR W(t)+ V(t) [A®) W(t)] = 0.

Aus F(tg) = Eund F' =0 folgt F(t) = E firallet € I.

© Anders gesagt: Die Fundamentallésung W zu W'(t) = A(t) W (t) ist
zu jedem Zeitpunkt ¢ € I invertierbar, und die Inverse V() = W (t)~*
erfillt ihrerseits die Differentialgleichung V'(t) = =V (t) A(t).

Wir missen noch die Existenz von W und V sicherstellen.
Mit Satz O31 konstruieren wir explizit eine Lésung W zu

W'(t) = A(t) W(t) mit Anfangswert W (ty) = E.

Ebenso kénnen wir eine LOsung V' konstruieren zu

V'(t) = =V (t) A(t) mit Anfangswert V(t) = E.

Die Koeffizientenmatrix steht hier allerdings auf der rechten Seite!
Die Fundamentallésung misste entsprechend umformuliert werden. . .

Ich greife lieber zu einem Trick: Wir konstruieren U : I — K™*™ zu
U'(t)=—-A@)TU(t) mit U(tp) = E und erhalten V (¢) := U (¢)T,
denn die Transposition kehrt die Produktreihenfolge um.

© Ein Lob der Matrizenrechnung: Sie vereinfacht unsere Rechnungen!
Lineare Differentialgleichungssysteme v/ (t) = A(t) y(t) sind zwar nur ein
Spezialfall des allgemeinen Problems v/ (t) = f(t,y(t)), doch sie sind
haufig und wichtig. Daher lohnt sich ihre eingehende Untersuchung.
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Wronski—Determinante und Liouville—Formel

Definition O3L: Wronski—Determinante
Die Determinante w(t) = det W (¢) hei3t Wronski—Determinante.

Unser einfaches Beispiel [0353]:

Unser weniger einfaches Beispiel [0355]:

an=(5 %)

W(t)z(egt CQ@), det W (t) = (@0},

tr A(t) = a+0b,

© Wir sehen hier einen sehr einfachen und niitzlichen Zusammenhang
zwischen tr A(t) und det W (t): Dies ist die beriihmte Liouville—Formel!

Satz O3M: Liouville—Formel
(1) Aus W' (t) = A(t) W(t) und w(t) = det W (t) folgt

w'(t) = [tr A()] w(?)

w(t) = w(ts) - exp [ /

und daraus
t

tr A(T) dT] .

=t

Insbesondere folgt aus w(ty) # 0 bereits w(t) # 0 fur alle ¢ € I.
(2) Ist tr A(t) = a konstant, so folgt det W (¢) = det W (tg) - e*(t=t0),
(3) Fur spurlose Matrizen, also tr A(t) = 0, ist ¢t — det W (¢) konstant.

v

Nachrechnen: (1) Fir w = det(ws, ..., wy) folgt die Ableitung gemiB Produktregel:

w' =det(wh,...,wn) + - +det(wi,...,w,)

=det(Awi,...,wn) + -+ det(wi,..., Aw,) = (tr ) w
Als Funktion von w1, . . ., w, ist die letzte Zeile multilinear und alternierend in w1, . . ., Wy,
Dank Eindeutigkeit der Determinante ist dies also gleich ¢ - det(wn, . . ., wy); die Konstante

¢ = tr A finden wir durch Einsetzen der Einheitsmatrix (w1, ...,w,) = (e1,...,en).
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Orthogonale und antisymmetrische Matrizen

Aufgabe: (1) Schreiben Sie das DGSystem y] = —y» und v}, = y; als
Matrixgleichung Y’(t) = AY (¢). L6sen Sie das AWP mit Y (0) = E.
Welche besonderen Eigenschaften haben die Matrizen A und Y (¢)?

(2) Seien A, B € R™*" reelle Matrizen. Wann hei3t A symmetrisch?
antisymmetrisch? Wann hei3t B orthogonal, geschrieben B € O,, R?
(3) Sei A antisymmetrisch. Wie sieht die Lésung zu Y'(t) = AY (¢) mit
Y (0) = E aus? Ist die Matrix Y (¢) zu jedem Zeitpunkt ¢ € R orthogonal?

(4) Was bedeutet diese Orthogonalitéatseigenschaft geometrisch?
Was folgt speziell fir die Spur tr A und die Determinante det Y (¢)?

(5) Was gilt komplex fur antihermitesche und unitare Matrizen?

Losung: (1) Wir I6sen die Matrix-Differentialgleichung Y/ = AY mit

A:<$B§.

Die Lésung erhalten wir durch die Matrix-Exponentialfunktion:

0 —t cost —sint
Y(t) = exp (t 0) o (sint cost )

© Diese DG tritt haufig auf, wir kennen sie bereits gut von der ebenen
Kreisbewegung sowie dem harmonischen Oszillator ohne Reibung.
Die Systemmatrix A ist hier antisymmetrisch, erfillt also AT = —A.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ € R ist Y (¢) eine Drehmatrix, also orthogonal!
Diesen Zusammenhang wollen wir nun allgemein nachrechnen.

(2) Zur Erinnerung: Die Matrix A ist symmetrisch, falls AT = A, und
antisymmetrisch, falls AT = — A. Diese Bedingung ist leicht zu prifen:
Man sieht dies jeweils leicht durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen!
Die Matrix B € R™*™ heif3t orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren eine
Orthonormalbasis des R bilden, also BTB = F gilt. Das ist aquivalent
flr Zeilenvektoren, also BBT = E. Beides bedeutet B~ = BT.

(3) Ist die Systemmatrix A antisymmetrisch, so ist die Losung Y(t) =
orthogonal, da Y (¢)T = exp(ATt) = exp(—At) = exp(At) L =Y ()7}

(4) Die Lésung Y (t) = e“* ist demnach eine Drehung. Aus AT = —A
folgt tr A = 0 und dank Liouville det Y (¢) = det Y'(0) = 1. (Fir B € O, R
gilt allgemein det B = +1; der Fall —1 tritt fiir Y'(¢) = e nicht auf.)

(5) Gleiches gilt komplex flr antihermitesche und unitare Matrizen.

0367
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Unitare und antihermitesche Matrizen

Zur Erinnerung: Die Matrix A € C**" ist hermitesch, falls AT = A, und
antihermitesch, falls AT = —A. Diese Bedingung ist schnell zu priifen:
Man sieht dies jeweils leicht durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen!

Die Matrix B € C™*™ heif3t unitar, wenn ihre Spaltenvektoren eine
Orthonormalbasis des C" bilden, also BTB = FE gilt. Das ist aquivalent
fir Zeilenvektoren, also BBT = E. Beides bedeutet B~ = BT.

Satz O3N: antisymmetrische / antihermitesche Systemmatrizen
A(t) W(t) mit W (tg) = Eund A: T — K" stetig.
(1) Ist die Systemmatrix A(t) € R™*™ antisymmetrisch flr alle ¢ € I,

so ist die Lésungsmatrix W (t) € R™"*" orthogonal fur alle ¢t € 1.
Insbesondere gilt tr A(¢) = 0und det W (t) = 1furalle t € I.

Zu lésen sei W'(t) =

(2) Ist die Systemmatrix A(t) € C**™ antihermitesch fur alle ¢ € I,
so ist die Lésungsmatrix W (t) € C™*" unitar fir alle ¢ € I.

Insbesondere gilt tr A(t) € iR und det W (¢) € S! fur alle t € 1.

Aufgabe: Rechnen Sie diese Aussagen sorgféltig nach!

Lésung: Wir rechnen den unitaren Fall; der orthogonale Fall ist analog.
(Letzteres ist genau der Spezialfall, in dem alle Matrizen reell sind.)

(2) Wir zeigen W (t)TW (t) = E fur alle t € I. Wegen W (tg) = F gilt dies
zum Startzeitpunkt ¢y € I. AnschlieBend betrachten wir die Ableitung:
WTW])' =WIw + WTW’' = AWTW + WTAW

:4%?W+mezwﬂw+gw —0

Auf dem Intervall I ist die Funktion ¢ — W (t)TW (¢) konstant, also = F.
Wegen A(t)T = — A(t) sind alle Diagonaleintrage rein imaginéir somit
auch ihre Summe tr A(t) € iR. Dank Liouville gilt det Y (¢) € e® = S*.
© Letzteres wissen wir aus der Linearen Algebra: Aus E = BT B folgt
1 =det E = det(BTB) = det(BT) det(B) = |det(B)|?, also B € S.

© Orthogonale und unitire Matrizen sind sehr niitzlich, insbesondere
leicht invertierbar. Jede solche zusétzliche Information ist wertvoll zur
Lésung von DGsystemen, sei es zur Probe oder zur Berechnung:

Im R? folgt aus einer Lésungsspalte y; (t) die zweite y2(t) = Oy ().

Im R3 folgt aus zwei Spalten y; (t), y2(t) die dritte y3(t) = y1(t) x ya(t).
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Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Satz O30: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Wie zuvor sei A: I — K"*™ stetigund W : [ — K"*" die
Fundamentallésung zu W' (t) = A(t) W (t) mit W (ty) = E.
(1) Zur Startmatrix Yy € K™*™ I6sen wir die Matrix-Differentialgleichung

Y'(t)=A@)Y(t) mit Y(to) = Yo.

Diese hat genau eine Losung Y : I — K™*™, namlich Y (t) = W (¢) Yo.

Somit hat die Differentialgleichung Y’ = AY als Lésungsmenge
Lo ={WY,|Yy € K"} einen K—Vektorraum der Dimension n?.

(2) Zum Startvektor yg € K™ l16sen wir die Vektor-Differentialgleichung

y'(t) = A(t)y(t) mit

y(to) = vo-

Diese hat genau eine Lésung y: I — K", ndmlich y(t) = W(t) yo.

Somit hat die Differentialgleichung 1/ = Ay als Lésungsmenge
Ly ={Wyp | yo € K" } einen K-Vektorraum der Dimension n.

Zur Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen kdnnen wir an den
allgemeinen Satz appellieren (O1B / O2A). In der speziellen Situation
eines linearen DGSystems (O3B / O31) kennen wir zudem die explizite
Fundamentalmatrix W (¢) und kénnen damit alles direkt nachrechnen. ..

Existenz: Fur Y (t) = W (¢) Yo gilt der Startwert Y (¢9) = Y, sowie
Y(t) =W'(t)Yo = A() W(t) Yo = A(t) Y (2).

Eindeutigkeit: Angenommen Y'(t) = A(¢) Y (t) und Y (t9) = Yp.
Fur t € I setzen wir F(t) := W(t)~! Y (¢). Nach Produktregel gilt
F't)y=[-WE) "AW)] YY) + W) A Y ()] =0
Aus F(tg) = Yo und F' = 0 folgt F'(t) = Y, fur alle t € I. Also
WYt =Y, = Yt =W@HY

© Somit hat jede Lésung des AWP die im Satz genannte Form.
Die Aussage fur y = Wy rechnet man wértlich genauso nach.

0371
Ausfiihrung

Dimension des Lésungsraumes
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Ausfiihrung

Zwischenbilanz zu linearen DGSystemen

© Die Dimension sehen wir direkt so: Jeder Startwert yy € K™ legt
die Lésung y eindeutig fest, also haben wir genau n Freiheitsgrade.

Ausfuhrlich: Wir erhalten zueinander inverse, lineare Abbildungen
d: K" — Ly :
U Ly— K"

Yo — W yo,
by = y(to).
Far jeden Startvektor yy € K" gilt dabei
yo o Wyo = Wito))yo=yo dank Wi(t) = E.
Flr jede Lésung y € Ly gilt umgekehrt
Yy s y(0) 2, Wy(0) =y dank Eindeutigkeit der Lésung.
Dies zeigt Ly = K", insbesondere dimg (Ly) = dimg(K") = n.

Der Satz O30 liefert explizite Formeln und garantiert die Eindeutigkeit der Losung. Wir folgern
hieraus insbesondere die Dimension des Losungsraumes. Fiir einfache A(t) kénnen wir zudem
W (t) explizit berechnen. Damit ist jedes homogene lineare DGSystem im Prinzip gelost.

© Die nétigen Rechnungen vereinfachen wir im nachsten Kapitel.

Mit unseren Werkzeugen kdnnen wir die beiden Grundprobleme lésen:

Ein homogenes lineares DGSystem erster Ordnung ist von der Form
y'(t) = A(t) y(t).

Gegeben ist hierzu eine stetige Koeffizientenmatrix A: 1 — K"*".
Iterierte Integrale O3 liefern die Fundamentallésung W : I — K™*".,
Jede vektorwertige Lésung y: I — K™ hat die Form y(t) = W (t) yo.
Die Lésungsmenge Lo = { Wy | yo € K™ } ist ein n—dim. Vektorraum.

Ein inhomogenes lineares DGSystem ist von der Form
y'(t) = A(t) y(t) +b(t).

Gegeben ist hier neben A: 1 — K"*" ein stetiger Storterm b: I — K".
Variation der Konstanten (O3D) liefert eine Partikularlésung vy : I — K.
Somit hat die Differentialgleichung ' = Ay + b als Lésungsmenge

Ly ={yp+Wyp | yo € K" } einen affinen Raum der Dimension n.

© Die nétigen Rechnungen vereinfachen wir im nachsten Kapitel.
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