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Einleitung und Uberblick Opermick

Differentialgleichungen sind die Sprache der Naturgesetze.
@ Oft ist der unabhéangige Parameter ¢ € R die Zeit.
@ Die abhangige GréBe «x(t) ist der Zustand zur Zeit ¢.
@ Die Gleichung 2/(t) = f(t,z(t)) ist das Bewegungsgesetz.
@ Die Anfangsdaten z(ty) = x¢ sind gegeben durch (ty, o).
Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik haben diese Form!

Wir nennen dies ein deterministisches dynamisches System:
Der zukinftige Verlauf hangt nur vom Anfangszustand (¢, z¢) ab.

Solche Modelle werden zur Erklarung und Vorhersage angewendet,
von der Mechanik tber Klimamodelle bis zur Astronomie.

Bei zeitdiskreten Systemen verlauft die Zeit ¢t € ZAt in Schritten,
bei zeitkontinuierlichen Systemen ist die Zeit ¢ € R kontinuierlich.
Die wichtigste Technik hierzu sind Differentialgleichungen. Wichtige
Fragestellungen sind die (exakte oder numerische) Berechnung von
Lésungen sowie ihr Langzeitverhalten (Periodizitat, Stabilitat, Chaos).
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Einleitung und Uberblick Oberbick

Differentialgleichungen sind ein Universalwerkzeug zur quantitativen
Beschreibung von allen Systemen, die vom gegenwértigen Zustand
ausgehend einer kontinuierlichen zeitlichen Entwicklung unterliegen.

Une loi (physique), pour nous, [...] est une relation constante
entre le phénomene d’aujourd’hui et celui de demain;
en un mot, c’est une équation différentielle.
Henri Poincaré (1854—1912), La valeur de la science

Das gilt fir naturwissenschaftlich-technische Anwendungen ebenso wie
praktisch Uberall sonst. Trotz drastischer Vereinfachung des Modells
sind Differentialgleichungen daher ahnlich komplex wie diese realen
Phanomene: Sie sind naturgegeben schwierig, aber auch faszinierend.

[ [] Zur Vertiefung und fiir zahlreiche Anwendungsbeispiele siehe
H. Heuser: Gewohnliche Differentialgleichungen, Vieweg, 6. Aufl. 2009

[ [ ] Die Numerik bietet umfangreiche Werkzeuge, siehe etwa
P. Deuflhard, F. Bornemann: Numerische Mathematik, Band 2:
Gewdhnliche Differentialgleichungen, De Gruyter, 3. Aufl. 2008
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Einleitung und Uberblick Ausfirung

In den vorigen Kapiteln haben wir Differentialgleichungen der Form
y™ = f(t,y,y,...,y™ V) untersucht, in Kapitel M zunachst fiir n = 1
von der speziellen Form i’ = f(t,y), in Kapitel N allgemeiner fir n > 1:

Gegeben ist die stetige Funktion f:R x K" D G — K, gesucht sind alle
Funktionen y: I — K auf einem (je maximalen) Intervall I C R, die der
Gleichung 3™ (t) = f(t,y(t),y' (t),...,y™ 1 (t)) fur alle t € I geniigen.
In vielen Anwendungen geht es statt einer Gré3e y(¢) € K um mehrere
GréBen yi(t),...,yn(t) € K, deren Entwicklung und Wechselwirkung
durch gekoppelte Differentialgleichungen beschrieben wird:

yll(t) = fl(tyyl(t)ayZ(t)a boa ayn(t))a
yé(t) = fQ(t,yl(t),yQ(t), boa >yn(t))a

y;z(t) = fn(t,yl(t),QQ(t), 200 7yn(t))'

Mity = (y1,y2, ..., yn) Und f = (f1, fo,..., fn) bUndeln wir dies kurz
und Ubersichtlich zu der vektorwertigen Differentialgleichung ' = £ (¢, y).



Einleitung und Uberblick Austaung

Jedes Differentialgleichungssystem biindeln wir damit pragnant zu
y'(t) = f(t,y(t)).

Gegeben ist die stetige Funktion f:R x K" D G — K" als rechte Seite.
Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen y: I — K™ auf einem
(je maximalen) Intervall I C R, die die Bedingung (¢, y(t)) € G und

die ersehnte Gleichung v/ (t) = f(t,y(t)) fur alle t € I erfillen.

Dieses Leitmotiv der beiden vorigen Kapitel wird hier fortgefiihrt und
mehrdimensional verallgemeinert. Die zugehérige Theorie erlaubt uns,
solcherart Phdnomene zu beschreiben, zu verstehen, zu berechnen:

@ Gibt es immer eine Lésung? mehrere? Existenz und Eindeutigkeit?
@ Wie finden wir eine Lésung? gar alle? effiziente Lésungsmethoden?
Wir bendtigen wie immer zwei sich erganzende Lésungsmethoden:
@ Leistungsstarke Lésungstheorie als Grundlage
@ Erprobte Rezepte fir spezielle Gleichungen
FOr manche f kénnen wir die DG exakt I6sen, sonst nur numerisch.




0007

Einleitung und Uberblick Ausfirung

Ein lineares Differentialgleichungssystem ist von folgender Form:

y1(t) = a11(t) y1(t) + ar2(t) y2(t) + - - 4 a1n(t) yn(t) 4 b1 (t)
Yo (t) = az1(t) y1(t) + ag2(t) y2(t) + - - - 4 agn(t) yn(t) + ba(t)

y%(t). = an1(t) y1(t) + an2(t) y2(t) + - + ann(t) Yn(t) + bu(t)

Solche Gleichungssysteme bindeln wir pragnant zu einer Gleichung:
y'(t) = A) y(t) + b(¢)

Hier heiBt A Koeffizientenmatrix und b rechte Seite des DGSystems.
Bei linearen DGSystemen sind zwei strukturelle Aspekte grundlegend:

@ Die Lésungsmenge einer linearen Differentialgleichungsystems ist
immer ein Vektorraum (fir b = 0) bzw. ein affiner Raum (fir b £ 0).

@ Dieser Raum hat immer Dimension n: Dies folgt aus Existenz und
Eindeutigkeit der L6sung zu gegebenen Anfangsdaten. (Satz O3B)

Dies strukturiert und vereinfacht das Problem, alle Lésungen zu finden!
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Einleitung und Uberblick Ausfirung

Die Berechnung einer Basis des Losungsraumes ist nicht leicht,
aber wir kbnnen explizite L6sungsformeln angeben und flr wichtige
Beispiele ausrechnen. Hierzu benétigen wir geeignete Techniken
aus der Analysis, insbesondere die allgegenwartige Integration.

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
sind leicht; ihre Losung gelingt uns vollstandig mit linearer Algebra:
Wir I6sen den Exponentialansatz direkt mit Hilfe von Eigenvektoren im
diagonalisierbaren Fall oder falls n6tig mit den Hauptvektoren einer
Jordan—Basis; die Integration tritt dabei in den Hintergrund.

Dieses und das nachste Kapitel handeln deshalb im Wesentlichen von
Matrizenrechnung in ihrer vollen Schénheit. Wir mobilisieren nahezu
alle Begriffe und Techniken: Vektorraum, Basis, Dimension, lineare
Abbildung, Kern und Bild, Darstellung durch Matrizen, zugehd&rige
Rechenmethoden, Determinante, charakteristisches Polynom,
Eigenvektoren und Diagonalform, Hauptvektoren und Jordan—Form.

Hier lohnt sich erneut lhre Investition in mathematische Grundlagen!
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Der harmonische Oszillator als dynamisches System Beispiel

Aufgabe: Formulieren und I6sen Sie den harmonischen Oszillator
(1) als eine eindimensionale Differentialgleichung zweiter Ordnung,
(2) als ein zweidim. Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
Loésung: (1) Zeit t € R, Position ¢(t) € R, Geschwindigkeit ¢(t) € R,
Beschleunigung ¢(t) € R, Kraft pro Masse —w ¢(t) — 26 4(t), also:

a(t) + 28.4(¢) + w2 g(t) = 0

Allg. Lésung q(t) = =% [c; cos(wt) + cosin(wt)] mitw = y/wZ — 52,
Die Anfangsdaten (q(to), ¢(to)) bestimmen die Konstanten ¢, c2 € R.

(2) Zustand (x1(t), 72(t)) = (q(t), 4(t)), Zustandsraum R?, DGSystem:

o = @) (g ) ()
To = —w%xl —20x9 Z2 _W(Q) —26 €2
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Der harmonische Oszillator als dynamisches System Ausfihrung

© Aligemeiner Trick: Reduktion von héherer auf erste Ordnung!
© DGSystem erster Ordnung = Vektorfeld auf dem Zustandsraum!

Der harmonische Oszillator dient uns weiterhin als zentrales Modell:
Es ist besonders einfach und anschaulich, l1asst sich leicht I16sen und
zeigt im Prinzip bereits alle wesentlichen Phanomene!

Wir schreiben seine Differentialgleichung zweiter Ordnung hier neu als
System erster Ordnung: Das ist ein Vektorfeld auf dem Zustandsraum!

Jedes solche Richtungsfeld ist geometrisch besonders anschaulich als
ein ,Fluss®, dies uns nitzt in der Analysis ebenso wie in der Numerik.

Lésungskurven des DGSystems sind die Trajektorien: Die néchsten
beiden Graphiken zeigen den nicht bzw. schwach gedampften Fall.
Hierzu kennen wir die exakten Lésungen aus Kapitel N!

Die dritte Graphik zeigt mehrere numerische Naherungen durch das
Euler—Verfahren: Solche Naherungen sind nitzlich, wenn wir keine
exakte Lésung kennen oder milhsam beschaffen wollen, und nétig,
wenn gar keine Lésungsformel in geschlossener Form existiert.
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Beispiel
1:

Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R?
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Harmonischer Oszillator, keine Dampfung ¢ = 0, zum Beispiel wy

Kein Energieverlust, daher sogar Ruckkehr in den Anfangszustand.
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Beispiel
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Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R?

Echter Energieverlust, daher keine Rickkehr in den Anfangszustand.
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Beispiel

Approximation durch das Euler—Verfahren mit Schrittweite At¢
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren

Wir erkennen graphisch den Rechenaufwand und Approximationsfehler.
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren Ausfihrung

Zu I6sen sei ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung:
&(t) = f(t,x(t)), «(0) =z

© Dies ist im Wesentlichen ein Vektorfeld f auf dem Zustandsraum!
Gesucht ist eine Lésungskurve z(t), die die obige Gleichung erfullt.
Das Euler-Verfahren verschafft uns eine numerische Naherung z:
Wir wahlen Zeitschritte 0 = tg < t1 < to < t3 < ... mit At; =t 41 — t;.
Am einfachsten aquidistant ¢; = ¢y + At mit fester Schrittweite At > 0.
Die Ableitung & approximieren wir durch den Differenzenquotienten:

(tiv1) — @ (t:) B(t) = f(txz(t)

liv1 — U
Damit berechnen wir Naherungswerte z(t1), Z(t2), Z(t3), ... rekursiv:

i(ti—i-l) = f(tl) + f(ti,f(ti)) 0 (ti—i-l = ti) fir:=0,1,2,3,...

Unter geeigneten Bedingungen existiert genau eine Lésung z(¢) und die
Euler—Approximation z(¢) kommt fur kleine Schrittweiten beliebig nahe.

/\ Zur Anwendung miissen wir zudem den Fehler |Z — x| kontrollieren!
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren Ausfihrung

Geometrische Voraussetzungen flr das Euler—Verfahren:

Sei I = [tg,to + T] C R ein Zeitintervall der Lange T > 0. .
i »é

Sei K = B(zg,r) C K" der Ball um x, mit Radius r > 0.
Sei f: I x K — K" stetig, somit beschrankt, also |f| < M.
Hierbei gelte T'- M < r, notfalls verkleinern wir 7" und 1. T
Dies garantiert, dass Ldsungen nicht vorzeitig aus K rauslaufen.

Gesuchtist x: I — K diff’bar mit z(t9) = xo und &(t) = f(t, z(t)).

Das heif3t: In jedem Punkt (¢, z(¢)) ist die Tangente &(t) = f(t, z(t)).

Euler—Approximation: Wir wéhlen eine Partition des Zeitintervalls
P={tg<t1 < - <ty=to+T}.

Wie oben illustriert definieren wir hierzu den Euler—Polygonzug

- fo f1 1~52 TEN mit 90i+1—36z‘:f<
g 1 T2 ... TN tit1 —
© Praktisch: Aus %, = x( berechnet man schrittweise #1, &2, ..., Zn.
Im Punkt (¢;, Z;) wird die Kurve in Richtung f(t;, ;) weitergeschickt.

tlajz)
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren Ausfihrung

Satz O1A: Existenz von Lésungen, Peano 1890
Zu l6sen sei die Differentialgleichung @(t) = f(¢,z(t)) mit z(to) = xo.
Unter den oben erklarten geometrischen Voraussetzungen gilt:

Es existieren Partitionen Py, P, P3,... C I, deren Euler—Polygonzlge
Z1,%9,23,... : I — K gegen eine Lésung z: I — K konvergieren.

© Dies garantiert Existenz von Ldsungen, (2 aber keine Eindeutigkeit:
Es kann durchaus mehrere Lésungen geben, siehe Kapitel M.
Far spezielle f kdnnen wir die DG exakt I6sen, sonst nur numerisch.
© Die Rechnung ist fiir At = T /N sehr leicht zu implementieren.
Prazision verlangt groBes N, damit wachst der Rechenaufwand.

& Praktisches Problem: Der Satz ist nicht konstruktiv! Gegeben ¢ > 0,
wie wahlt man eine Partition P, um eine e—Approximation zu erhalten?
© Die Numerik untersucht und optimiert solche Verfahren, siche O141.
Ziel: gute Fehlerschranken und hohe Préazision bei geringem Aufwand.
Die Numerik der gewdhnlichen Differentialgleichungen ist ein hoch
entwickeltes Gebiet und stellt umfangreiche Werkzeuge zur Verfligung.
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Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System

k1 my ) ma ks

— u(t) — v(t)

Zwei Massen m1, ms > 0 sind durch Federn k1, ko, k3 > 0 verbunden.

Aufgabe: Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System
(0) als Bewegungsgleichung sowie (1) als DGSystem erster Ordnung.
(2) Welche Struktur hat die Lésungsmenge? (a) ,Form® und (b) ,Gr6Be*?

Lésung: (0) Auslenkungen u(t), v(t) aus der Ruhelage. Kraftebilanz:
Fi(t) = —kyu(t) — ko [u(t) — v(t)]
Fy(t) = —ksv(t) — ko [v(t) — u(t)]
Bewegungsgesetz: mqii(t) = Fi(t) und mqi(t) = F»(t). Hieraus folgt:

i(t) = —RRag) 4 E2 g
B(t) = i) Rtk

© Zur Vereinfachung betrachten wir keine Reibung oder duBere Kréfte.
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Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System

(1) Wir haben ein (homogenes, lineares) DGSystem zweiter Ordnung:
i(t) = au(t) + bo(t)
U(t) = cu(t) + do(t)

Neue Variablen z1 = u, 29 = v, x3 = u, x4 = ¥ reduzieren dies zu
einem (ebenso homogenen, linearen) DGSystem erster Ordnung:

1 0 01 O 1

2| [0 O O 1 9 .

| = la v 00 e kurz 2=Ax
T4 c d 0 0 T4

Das DGSystem (1) ist einfacher als (0), da erster Ordnung. Unser System & = Ax ist homogen
linear mit Systemmatrix A € R**“. Hier sind die Koeffizienten konstant, das heiBt, sie hingen
nicht von der Zeit ¢ ab. Fiir solche homogen-linearen DGSysteme mit konstanten Koeffizienten
entwickeln wir mit Hilfe der Linearen Algebra exakte und zudem effiziente Losungsmethoden:
Wie in der folgenden Aufgabe nutzen wir dazu Eigenvektoren und alle zugehorigen Techniken.
Der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz O3B erklért ganz allgemein die Struktur:

(2) Die Lésungsmenge ist (a) ein R—Vektorraum (b) der Dimension 4.
© Hier zahlen sich Matrizenrechnung und Lineare Algebra erneut aus.



Gekoppelte Oszillatoren: Symmetrie und Ansatz

o111

Aufgabe: (3) Ldsen Sie den symmetrischen Fall my; = mo, k1 = ks,
als konkretes Beispiel m; = my = 1 und k1 = k3 = 1 sowie ky = 1.
(4) Welche Bewegung folgt aus «(0) = 2, v(0) = 0, ©(0) = ©(0) = 0?
Sind alle Lésungen unseres dynamischen Systems periodisch?

Lésung: Einstweilen nutzen wir unsere physikalische Anschauung!

(3a) Der Ansatz u = v entkoppelt zu i = —2u, § = —£Lv.
Losungen: uy (t) = cos(wit) und ug(t) = 51n(w1t) mit w? = 7]211
(3b) Der Ansatz u = —v entkoppelt zu i = —5E2k2q, § — —Fitha,,

mq

Lésungen: ug(t) = cos(wat) und uy(t) = sin(wqt) mit w? = k1+2k2.

mi

Sind wir schon fertig? Ja! Jede Lésung ist eine Linearkombination

(o) = (0] o () o () o (26

© Als Anfangswerte zur Zeit t, kdnnen Position und Geschwindigkeit

u(to),v(to), u(to), v(to) € R beliebig vorgegeben werden: Sie legen die

freien Konstanten ag, as, as, ay € R eindeutig fest (und umgekehrt).
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Gekoppelte Oszillatoren: Symmetrie und Ansatz Erléuterung

© Unser DGSystem ist sehr einfach: Die Gleichungen sind linear!
Linearkombinationen von Lésungen sind daher wieder Lésungen.
Mit anderen Worten: Der Lésungsraum ist ein Vektorraum Gber R.

© Unser geschickter Ansatz entkoppelt das Gleichungssystem:
Eindimensionale Differentialgleichungen kdnnen wir bereits |6sen!

Die einfache Rechnung bestatigt und prazisiert unsere physikalische
Anschauung: Die Probe ist nun leicht: Einsetzen und Ausrechnen!

© Wir haben vier Lésungen gefunden. Diese sind linear unabhangig.
Der Lésungsraum hat also Dimension > 4. Gibt es noch mehr?

/\ Wir wiinschen uns ein einfaches Kriterium fiir Dimension = 4.
Dann wassten wir sicher: Wir haben alle L6sungen gefunden!
Physikalisch ist das plausibel: Jede Masse hat zur Zeit ¢y eine Position
und eine Geschwindigkeit. Diese Daten sollten den weiteren Verlauf
eindeutig festlegen. Wir hatten demnach genau 4 Freiheitsgrade.

© Diese Heuristik l&sst sich mathematisch formulieren und beweisen:
Es qilt der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz O3B!
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Gekoppelte Oszillatoren: gleichsinnige Eigenschwingungen  ewanzung

lllustration fir den Fall m; = mo = 1und k1 = ko = k3 = 1.
Gleichsinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w; = 1:

\ \\“2 // /< A ¢
RN >/ 7 \ AN

N \\ U2 // A < AN t
A A
© Die Eigenschwingungen unseres Systems sind besonders leicht

zu berechnen. Zudem erweisen sie sich als einfach und Ubersichtlich:
Harmonische Schwingung: Jede dieser vier Lésungen ist periodisch.
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Gekoppelte Oszillatoren: gegensinnige Eigenschwingungen  eanzung

lllustration fir den Fall m; = mo = 1und k1 = ko = k3 = 1.
Gegensinnige Eigenschwingungen zur Frequenz wy = v/3:

NS |
X
~

Y
/N

4

f\

N

© Die Frequenz der gegensinnigen Schwingung ist deutlich gréBer
als die der gleichsinnigen Schwingung. Das ist anschaulich plausibel;
probieren Sie es mal aus! Nun kénnen wir es sogar prazise ausrechnen.

U3

C
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Uberlagerung von Eigenschwingungen

(4) Welche Linearkombination von Eigenschwingungen I6st das AWP?

u(t) = cos(t) + cos(V3t), u(0) =2, u(0)=0
v(t) = cos(t) — cos(V3t), v(0)=0, 0(0)=0
-/ N [\
\ / i / N
N

i N4 N

i
D

/

Ll N i

aNaa7

N/

A\ Diese Bewegung ist nicht periodisch! Sie scheint zuerst kompliziert,
ist aber nur die Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen.
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Ergénzung

Uberlagerung von Eigenschwingungen
Zur lllustration eine weitere Linearkombination von Eigenschwingungen:
u(t) = cos(t) + & sin(v/3t)

v(t) = cos(t) — %sin(\/gt)

~

— T \ / t

N

© Die Anfangswerte (0), %(0) sowie v(0), ©(0) kénnen beliebig
vorgegeben werden; sie legen den weiteren Verlauf eindeutig fest.



Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen. o

Aufgabe: Was geschieht
bei schwacher Kopplung,
fir 0 < ko < k1 = k3?

(5) Als Zahlenbeispiel
seimy =mg =1,

k1 = k3 = 400,

ko = 20.5.

Partnerschaukel, Schloss Freudenberg in Wiesbaden

Lésung: (5) Die Eigenfrequenzen w; = 20 und w, = 21 liegen nahe.
Das Anfangswertproblem «(0) = 2, v(0) = 0 und %(0) = v(0) = 0 wird
geldst durch wu(t) = cos(20t) + cos(21t) und v(t) = cos(20t) — cos(21t).
Die folgenden Graphiken illustrieren den zeitlichen Verlauf fur ¢ € [0, 12].

Wir beobachten eine Schwebung: In der Uberlagerung u(t) bzw. v(t)
nimmt die Amplitude der Summe mit langer Periode zu und ab,
additive Phasen und subtraktive Phasen wechseln sich ab.



Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen.

I 1

l\nﬂmw\lf
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L oo

os(21t)
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v(t) = cos 20t)—cos(2}t)

|| n
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Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen. Ergénzung

Anschaulich geschieht hier folgendes: Wir kénnen den linken Oszillator
auslenken und dann loslassen. Er schwingt daraufhin nahezu frei, doch
nach und nach Gbertragt sich (fast) seine gesamte Energie auf den
rechten Oszillator, anschlieBend geschieht dasselbe umgekehrt.

Aufgabe: Erklaren Sie das hier gezeigte, bemerkenswerte Phdnomen
der Schwebungen mit Hilfe der trigonometrischen Additionstheoreme.

Lésung: Aus der Euler-Gleichung e'® = cos a + isin o und der
Homomorphie e* ™% = e* e* erhalten wir (nach kurzer Rechnung):

cosa +cosff = QCosagﬁcosa;B

. a—f . a+f
cosa — cos f = —2sin 5 Sin—
sina +sin 8 = 2cosa;Bsina;rﬁ
sina —sin 8 = 2sina;BcosoH2_ﬂ
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Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen. Ergénzung

In unserem Zahlenbeispiel erhalten wir:

u(t) = cos(20t) 4+ cos(21t) = 2 cos(0.5t) - cos(20.5¢)
v(t) = cos(20t) — cos(21t) = —25sin(0.5¢) - sin(20.5¢t)

Wir interpretieren daher die Uberlagerung u(t) = A(t) cos(20.5t) als eine
Grundschwingung der mittleren Frequenz & = 35 (w1 + w2) = 20.5 mit der
variablen Amplitude A(t) = 2cos(0.5t); diese hat die deutlich niedrigere
Frequenz § = J|w; — wa| = 0.5, sodass wy ;o = @ F 4 gilt.

Diese Rechnung ist in der obigen Graphik schén anschaulich illustriert
durch die Tragerschwingung cos(20.5t) und die Einhlllende £2 cos(0.5t).
Das Phanomen der Schwebung entsteht immer, wenn sich zwei ahnlich
groBe Schwingungen mit nahezu gleichen Frequenzen tberlagern.

In der Akustik sind solche Schwebungen deutlich zu héren: Der Ton ist
moduliert, seine Lautstarke schwankt mit der Schwebungsfrequenz, was
mitunter als unangenehme Dissonanz empfunden wird. Das ist keine
akustische Tauschung, sondern ein reales physikalisches Phdnomen.
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Anwendung in Wolkenkratzern: Schwingungstilger
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Anwendung in Wolkenkratzern: Schwingungstilger Erginzung

Gebéaude werden zu Schwingungen angeregt, extern durch Wind oder
Erdbeben, intern durch Menschen oder Maschinen. Dagegen helfen
Schwingungstilger, justiert auf die Eigenfrequenz des Gebdudes.
Berlins Fernsehturm hat in seiner Spitze ein 1.5-Tonnen-Tilgerpendel.
Londons Millennium Bridge, 2000 eréffnet und wobbly bridge genannt,
wurde nachtraglich mit 52 kleinen tuned mass dampers ausgestattet.

Das Taipei Financial Center in Taiwan hielt ab 2004 den Rekord des
héchsten Geb&udes der Welt, bis es 2009 vom Burj Khalifa Uberholt
wurde. Zwischen dem 88. und 92. Stockwerk befindet sich eine 660
Tonnen schwere Stahlkugel als Pendel mit élhydraulischer Da&mpfung.
Dies ist 6ffentlich zuganglich und eine beliebte Touristen-Attraktion.

Das Gebaude Ubertragt Schwingungsenergie auf diesen Oszillator,
der sie absorbiert und dann durch Dampfung in Warme umwandelt.
Die maximale Beschleunigung bei Stirmen wird so etwa halbiert!
(Taiwan ist sowohl aktive Erdbebenregion als auch Taifungebiet.)
Ein Video sagt mehr als tausend Worte: @ youtu.be/f1U4SAgy60c.


http://youtu.be/f1U4SAgy60c
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Anwendung im Schiffsbau: Frahmscher Schlingertank Erganzung

Wasserwellen regen ein Schiff zu Schwingungen an:

1 Das Schiff ,rollt* um seine Langsachse,
kippt also nach links (Backbord) und rechts (Steuerbord).

2 Das Schiff ,stampft* um seine Querachse,
neigt sich also nach vorne (zum Bug) und hinten (zum Heck).

Wenn die anregende Frequenz des Seegangs unglicklich nah an
der Eigenfrequenz des Schiffes liegt, so kommt es zur Resonanz.
Um eine Katastrophe zu verhindern, méchte man vorsorgen und

die auftretenden Resonanzen so weit wie méglich abschwéachen.

Far die Rollbewegung um die Langsachse gelingt dies recht effizient
mit zwei raffiniert gekoppelten Schwingungen. Hierzu entwickelte der
deutsche Schiffsbauer Hermann Frahm (1867—1939) um 1900 den
sogenannten Frahmschen Schlingertank. Dieser besteht aus zwei
Wassertanks an den Langsseiten des Schiffes, die méglichst hoch
liegen und Uber Rohre kommunizieren. Hierin fiillt man Wasser,

bis die Eigenfrequenz des Tanks der des Schiffes entspricht.
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Anwendung im Schiffsbau: Frahmscher Schlingertank Erganzung

Seitlich auftreffende Wellen regen das Schiff zum Rollen an.

Im Resonanzfall erzwingt dies eine Schwingung des Schiffes mit der

Phasenverschiebung um 7 /2 gegeniber der Anregung. Das rollende
Schiff 1&sst nun seinerseits das Ballastwasser im Tank periodisch hin-
und herstrémen, ebenso mit einer Phasenverschiebung um 7 /2.

Die &uBere Anregung und die innere Schwingung des Tanks sind daher
gegenphasig. Die so wirkenden entgegengesetzten Drehmomente
heben sich weitgehend auf, was die Rollbewegung deutlich verringert.

Die Grundidee ist genial-einfach und in unserem mathematischen
Modell gut nachzuverfolgen. Die technische Ausfihrung erfordert
die geeignete Kalibrierung der Parameter und ist eine eigene Kunst.

Das gesamte System ist in Wirklichkeit nicht-linear: Die Frequenz des
Schiffes und des Ballastwasser hangen von der Amplitude ab, dadurch
wird ihr Zusammenspiel recht kompliziert. Das Prinzip ist jedoch gleich.
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Newtons Himmelsmechanik: die Bewegungsgleichung

Aufgabe: Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen von n Kérpern
mit Masse m;, > 0, Position ux(t) € R? und Geschwindigkeit v (t) € R3.

Lésung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen
Uj — U

U = vk, Uk = fe(u):= Z#k ym

7 uy — ug

Vorgegeben sind die Anfangssdaten u(0) und v (0) zur Zeit ¢t = 0.

Als Losung gesucht ist die Bewegung (ug, v, . . ., Uy, vy) : [0, T[ — RO,
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Lésung? Ja, das ist
der zentrale 3&E-Satz! Kollision oder Expulsion nach oo sind méglich:
Eventuell existiert die L6sung nur flr eine kurze Zeit 7' > 0. Fir manche
Startwerte sind Lésungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Glick!
© Den Fall n = 2 I6sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
@ Firn > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen l6sen!
© Euler-Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 = tq < t; <ty <t3 < ...,

ug(tive) ~ up(ts) +op(ts) - (i — ),
vp(tiv1) ~ vg(ti) + fr(u) - (fiy1 — ti).
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Newtons Himmelsmechanik: der historische Triumph Erlauterung

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit.

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.
Neben den zahlreichen ,,Fixsternen* (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,,Wandelsterne*
(Planeten unseres Sonnensystems). Ihre Bewegung lédsst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zunichst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der groen Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus’ heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prizisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst Isaac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-Korper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkldiren, ja herleiten. Newtons revolutionire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erkldrt die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auBerirdische Phinomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Newtons Himmelsmechanik: die Herausforderung Ausfihrung

Allein schon das obige Differentialgleichungssystem zu formulieren, ist eine Meisterleistung der
Mathematik und Physik der Neuzeit. Wir nennen dies Himmelsmechanik und sind vollig zu
Recht stolz auf sie: Mathematische Sprache und Werkzeuge erleuchten die gesamte Entwicklung
und ebnen den Weg von Beobachtung iiber Erklérung und Berechnung bis zur Raumfahrt.

Auch nach tiber 300 Jahren sind Newtons Gleichungen immer noch niitzlich wie am ersten Tag!
Daten dndern sich, Methoden bleiben bestehen. Solide mathematische Arbeit hat eine extrem
lange Wirksamkeit. Daher lohnt es sich auch fiir Sie heute, in mathematische Grundlagen zu
investieren und diese wirksamen Werkzeuge zu erlernen, anzuwenden und fortzufiihren.

Die drei Fille n = 1 und n = 2 sowie n > 3 sind sehr verschieden! Fiir einen einzigen Korper
(n = 1) enthalten Newtons Gleichungen %1 = v; und ¥1 = 0 keine gravitative Wechselwirkung.
Thre Losung ist eine geradlinige Bewegung, namlich w1 (t) = u1(0) + v1t.

Ein Zwei-Korper-System (n = 2) wie Sonne-Erde oder Erde-Mond ist bereits ausgesprochen
interessant. Newton konnte seine Gleichungen hier gut 16sen, sie ergeben Ellipsenbahnen und
erkldren die Keplerschen Gesetze. Allgemeiner sind auch Parabeln und Hyperbeln als Losungen
moglich, je nach Anfangsdaten u1(0), v1(0), u2(0), v2(0). In allen Fillen gelingt die Losung
hier noch in geschlossener Form. Man nennt ein solches System vollstindig integrabel.

Newton betrachtete anschliefend das Drei-Korper-System Sonne-Erde-Mond. Dies entzog sich
jedoch hartnéckig einer Losung und wurde zum beriihmtesten offenen Problem der Mathematik.
Das Drei-Korper-Problem gilt bis heute als eines der schwierigsten Probleme, die zahlreichen
Anstrengungen zu seiner Losung erfordern und erzeugen immer wieder wichtige neue Methoden.
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Newtons Himmelsmechanik: mdgliche Lésungsmethoden  austinrung

Fiir kiinstliche Satelliten wird das zirkulére restringierte Drei-Korper-Problem (CR3BP) sehr
ausgiebig untersucht: Zwei massereiche Korper umrunden sich kreisférmig, wihrend der dritte
Korper nahezu masselos ist. Hier findet man die beriihmten fiinf Lagrange—Punkte.

Nur wenige und sehr spezielle Sonderfille des n—Korper-Problems sind geschlossen 16sbar.
Auch diese haben ihren eigenen Reiz: Seit 1994 wurden zahlreiche Choreographien entdeckt,
in denen n Korper symmetrisch angeordnet werden und dann periodische Bahnen durchlaufen.
Fiir generische Anfangsdaten hingegen ist die Bewegung chaotisch und kann nur numerisch
anndhernd berechnet werden. @ Solving the Three Body Problem, youtu.be/et7XvBenEo8.

Zum Kontrast untersuchen und vergleichen wir zwei klassische Anwendungen der Mechanik:
Einerseits gekoppelte lineare Systeme wie harmonische Oszillatoren [P101], andererseits
Planetenbewegung und dhnliche nicht-lineare Systeme. Nicht-lineare Systeme sind schwierig
und verhalten sich oft chaotisch. Lineare Systeme sind besonders gutartig und einfach zu 16sen.
Daher sollten Sie Linearitét erkennen und wertschitzen, verstehen und nutzen lernen!

Auch nicht-lineare Systeme lassen sich mitunter gut 16sen, wie einfache Beispiele zeigen. Dies
sind aber Ausnahmen und seltene Gliicksfille. Typischerweise sind nicht-lineare Systeme nicht
geschlossen 1osbar. Es bleibt dann nur die numerische Approximation mit Hilfe geeigneter
Niherungsverfahren, z.B. das Euler—Verfahren oder besser gleich das Runge—Kutta—Verfahren.
Mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik. Aufbauend auf den mathematischen Grundlagen
konnen Sie die Numerik von Differentialgleichungen nutzen und wo nétig vertiefen.

Allgemeine Grundlagen und konkrete Anwendungen ergiinzen sich wunderbar.


http://youtu.be/et7XvBenEo8
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Jedes Differentialgleichungssystem erster Ordnung hat die Form

yi(t) = filt, (@), ... yn(t)),

y%(t). = fa(t,y1(t), ., yn(2)).

Dies ist ein System von n gekoppelten Differentialgleichungen:
Die Anderungsrate y; () ist eine Funktion fi von ¢t und yi(t), ..., yn(t).

Mity = (y1,...,yn) und f = (f1,..., fn) bindeln wir dies klrzer
und Ubersichtlicher als eine vektorwertige Differentialgleichung:

Y (t) = ft,y())

Gegeben ist die stetige Funktion f:R x K” D G — K" als rechte Seite.
Als Lésung gesucht sind alle diff’baren Funktionen y:R O I — K"

auf einem (maximalen) Intervall I mit (¢,y(t)) € Gund /() = f(t,y(t))
fur alle t € 1. Meist ist zudem ein Anfangswert (¢o, y0) € G vorgegeben.
Der folgende Satz garantiert Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung.
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung Ausfiihrung

Beide hier gezeigten Schreibweisen sind nitzlich und Ublich:
Die erste ist explizit ausfihrlich, die zweite ist bequem komprimiert.

Ich verzichte meist auf Pfeile und sonstige Dekoration fir Vektoren.
Der Kontext gibt jeweils an, mit welchen Objekten (Skalaren, Vektoren,
Matrizen, ...) und mit welcher Dimension wir es genau zu tun haben.
Ohnehin sollte man dies eingangs klarstellen bzw. in Erinnerung rufen.

Die Funktion f:R x K™ O G — K" erklart die Differentialgleichung.
Sie ist im Allgemeinen nicht auf ganz R x K" definiert, sondern nur
auf einer geeigneten (offenen) Teilmenge G C R x K" gegeben.

Beispiel: Die Differentialgleichung der Planetenbewegung ist bei einer

Kollision u; = u;, nicht mehr definiert. Das Definitionsgebiet ist also
G={(t,u,v1,...,up,v,) ER x RO ‘ uj # uy flrj #k }.

Hierauf ist unsere Funktion f:R x R%" O G — R%" definiert durch

. . Uj — Uk
U = Vg, Vi — E ’ymj 7’71!‘_“’{‘3.
J
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Satz O1B: Cauchy Existenz- und Eindeutigkeitssatz, kurz 3&E
Sei f:R x K" O G — K" stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(t)) mit Anfangswert y(ty) = yo.

(1) Zu jedem Startpunkt (to, o) € G existieren Lésungen y: R D I — K"
Jede kann beidseitig bis zum Rand 0G (oder oo) fortgesetzt werden.

(2) Ist f(t,y) stetig diff'bar nach y, so ist die Lésung durch (to,yo) € G
eindeutig bestimmt. Sie héngt stetig differenzierbar von (¢, yo) ab.

© Wir kennen dieses Ergebnis aus Dimension n = 1. (Satz M1c)
Die mehrdimensionale Verallgemeinerung O1B gilt wortlich genauso.

Planetenbewegung: Zu gegebenen Startwerten y(0) € R existiert eine
eindeutige Losung y: [0, T — R%", zumindest eine gewisse Zeit 7' > 0.
Entweder gilt T = oo, d.h. die Lésung existiert fir alle Zeit t > 0, oder
aber sie verlasst den Definitionsbereich G, d.h. sie lauft in eine Polstelle,
u;j(T) = u,(T), oder entkommt nach unendlich, |uy(t)] — oo furt — 7.
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Differentialgleichungssysteme erster Ordnung Ausfihrung

Die Existenz einer Lésung iy : R O I — K™ bedeutet: Es gibt ein Intervall
I C R mit ¢y € I und eine differenzierbare Funktion y: I — K" mit

y(to) = yo sowie (t,y(t)) € Gund y/'(t) = f(t,y(t)) flr alle t € I.

Meist suchen wir maximale Lésungen y:R D I — K", also solche,
die sich auf kein gréBeres Intervall I* 2 I fortsetzen lassen.

/A Im Allgemeinen existieren Losungen y: R O I — K™ nicht auf ganz
R, sondern nur auf einem (evtl. endlichen) Intervall I C R. Die Lésung
lasst sich im Inneren G° des Definitionsbereichs zwar immer fortsetzen,
aber manche Ldsungen verlassen G, d.h. sie enden auf dem Rand 0G
oder entkommen nach co. Man denke an obige Planetenbewegung!

/\ Beispiele zeigen, dass es zum gegebenen Startwert (o, o) auch
mehrere Lésungen geben kann: Siehe Wasseruhr oder M325],
Das Problem ist dann schlecht gestellt. Dies gilt es zu vermeiden!

Eindeutigkeit bedeutet: Sind v: I — K" und v:J — K™ Losungen mit
w(t) = f(t,u(t)) fUr alle t € T und v'(t) = f(t,v(t)) fir alle t € J sowie
u(to) = v(to) = yo, SO gilt u = v auf dem gemeinsamen Intervall I N J.
Sind beide Lésungen u, v maximal, so gilt zudem I = J.



Das mathematische Pendel
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Welche Schwingungsdauer hat eine Schaukel bei 90° Auslenkung?
/\ Als eindriicklicher Kontrast vergleichen wir hier noch einmal
detailliert ein nicht-lineares DGSystem mit seiner Linearisierung.

‘ 7 Aufgabe: (1) Erstellen Sie die
Bewegungsgleichung ¢(t) =
(2) Nahern und I6sen Sie diese
far kleine Amplituden (|| < 5°)
(3) Formulieren und beweisen Sie
die Energieerhaltung fir £ = . ...

(4) Schreiben Sie die Bewegungs—
gleichung als DGSystem & =

o
]
|
)
~
.
o
e}
1
&
5
B
4]
5

(5) SklZZleren Sle das Vektorfeld f und Lésungskurven fir £ = 9.81m.

(6) Wenden Sie das Euler—Verfahren an auf die Anfangsdaten
©(0) = —m/2 und $(0) = 0 mit Schrittweite At = 0.1.

Kénnen Sie der so berechneten N&herung vertrauen?

Wie lange dauert ein Umlauf ungefahr?


http://www.rasti-land.de
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Das mathematische Pendel Ausfihrung

Die Ruckstellkraft ist hier nicht-linear:
F(t)=—m-g-siny(t)

m = Masse des Pendelkdrpers
g = 9.81m/s? Erdbeschleunigung
Fe = mg Gravitationskraft zur Masse m

¢ = Lange des Pendelstabes
©(t) = Winkelauslenkung
¢ p(t) = Auslenkung

(1) Newtons Gesetz F(t) = m ¢ $(t) fuhrt zur Differentialgleichung

B(t) = =5 sine(t).

/\ Wir vereinfachen hier: punktférmige Masse des Pendelkdrpers,
vernachlassigbare Masse des Stabes, reibungsfreie Aufhangung, etc.

© Fr kleine Auslenkungen gilt sin(¢) ~ . (Faustregel fur || < 5°)
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Das mathematische Pendel Ausfihrung

(2) Dies fuhrt uns zur linearisierten Differentialgleichung:

) =2 o(t)

Dies ist ein harmonischer Oszillator: 3(t) = —w?p(t) mitw = /g/!.
Lésung ¢(t) = ¢1 cos(wt) + casin(wt), Periodendauer T = 274/¢/g.
Beispiel Schiffsschaukel: Fiir £ = 9.81m finden wir T' = 27s &~ 6.28s.

© Die Schwingungsdauer ist unabhangig von der Pendelmasse m)/!
Bei kleinen Schwingungen ist sie auch unabhangig von der Amplitude.

/\ Fur groBe Auslenkungen brauchen wir eine genauere Rechnung!
(3) Kinetische Energie 1m(*¢?, potentielle Energie mgl(1 — cos ).
Die Gesamtenergie E = $m(?¢? + mgl(1 — cos ) bleibt erhalten:
dFE
i ml%pp + mglpsing = mb%p {—% sin @(t)} +mglpsing =0
Zum Vergleich der harmonische Ostzillator: E = $m#2? + 1mglp?
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Das mathematische Pendel Ausfihrung

(4) Zustand (1, z2) = (o(t), p(t)) € R2. Der Zustandsraum ist hier R2.
Das Bewegungsgesetz darauf lautet: &1 = x5 und 9 = —g/¢sin(z1).

(5) FUr £ = 9.81m erhalten wir (&1, %2) = f(x1,x2) = (x2, — sin(z1)).
Dieses Vektorfeld f:R? — R? ist in folgenden Graphiken dargestellt.
_@ Dank Energieerhaltung kénnen wir sofort die Lésungskurven als
Aquipotentiallinien £ = const einzeichnen! Leider sieht man diesen
Kurven ihre zeitliche Parametrisierung oder Periodendauer nicht an.

(6) Zeitlich parametrisierte Losungen [0, 7] — R? berechnen wir

naherungsweise durch das Euler—Verfahren und lesen die Zeit ab:
Ein Viertelumlauf bendtigt ~ 1.85s, eine ganze Periode also ~ 7.4s.
Das ist etwa 18% langer als die Periode des linearisierten Modells.

/\ Die Naherung akkumuliert Approximationsfehler und entfernt sich
von der Energieniveaulinie. FUr kleine Zeiten scheint die Abweichung
gerade noch akzeptabel. Fir eine ernsthafte Rechnung missen wir
die Schrittweite verkleinern oder das gesamte Verfahren verbessern:
Fehlerschranken, Effizienz und Prazision erfordern harte Arbeit!



Das mathematische Pendel: Energieflache o

Gesamtenergie E = im/(*¢?* — mgl cos

3 SSRSS==E==m===Er
2 — \ y
1
0
2\
SRR R 71\
W=¢ N\ N TR




Das mathematische Pendel: Lésungskurven
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Wir erkennen harmonische Oszillation um das untere Gleichgewicht A.
Der obere Scheitelpunkt B hingegen ist ein instabiles Gleichgewicht.
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Das mathematische Pendel: Trajektorien Ausfihrung
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Die Periode dauert etwa 4 - 1.85s = 7.4s: Langer als im linearen Modell!
Das ist physikalisch plausibel: Kraft und Beschleunigung sind geringer.
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Wir erkennen deutlich die Abweichungen der Euler—Approximation.
Wie erreichen wir mdglichst hohe Prazision bei geringem Aufwand?
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta Ausfihrung

Das Euler—Verfahren wird hier zu didaktischen Zwecken vorgestellt:
Es ist besonders einfach. Leider ist es wenig prazise, wie bereits obige
Experimente zeigen, und fiir ernsthafte Anwendungen nicht geeignet!

Auf zwei Weisen kénnen wir die Prazision der Naherung verbessern:

@ Wir kdnnen kleinere Schritte wéahlen und so feiner diskretisieren.
Das erhéht den Rechenaufwand, der Computer lauft langsamer.

@ Wir kdnnen ein Verfahren hdherer Konvergenzordnung wahlen.
Das erhéht den Theorieaufwand, der Computer rechnet schneller.

Die numerische Approximation von Differentialgleichungen ist in
naturwissenschaftlich-technischen Anwendungen allgegenwartig.

Es gibt hierzu zahlreiche Verfahren, standig werden weitere entwickelt,
auf spezielle Anwendungen angepasst, untersucht und verbessert.

Das bekannteste ist vermutlich das klassische Runge—Kutta—Verfahren
(der Ordnung 4, kurz ,RK4"). Es ist in der Praxis sehr weit verbreitet
und erfreut sich groBer Beliebtheit, denn es ist ebenso einfach zu
implementieren wie das Euler—Verfahren, aber wesentlich praziser!
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta Ausfiihrung

Bildquelle: wikimedia.org
Bildquelle: wikimedia.org

Carl Runge (1856—-1927) Wilhelm Kutta (1867—1944)

Entwickelt hat dieses Verfahren 1895 Carl Runge. Er war 1904—1925 in
Géttingen Deutschlands erster Professor flr angewandte Mathematik.
Weiterentwickelt hat es 1901 Wilhem Kutta, 1912—-1935 Professor fur
Mathematik in Stuttgart. Vor hundert Jahren hétten Sie lhre Mathematik
vermutlich bei ihm gehért. Viele Studierende erinnerten sich spater, so
hei3t es, mit groBer Bewunderung an seine einzigartigen Vorlesungen.
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta Ausfihrung

Numerisch zu lésen ist #(t) = f(¢, z(t)). Gegeben ist zur Zeit t der
Zustand x = z(t). Gesucht ist nach Zeitschritt h der Zustand x(¢ + h).

Zur Erinnerung das Euler—Verfahren (Ordnung 1):
x(t+ h) = x(t) + hky mit Zuwachs ki = f(¢,x)
Hier das Runge—Kutta—Verfahren (der Ordnung 4, kurz ,RK4*):

klzf(t,$),
ki 4+ 2k +2ks + ke .. ko= ft+1 2+ k),
2(t+h) ~z(t) +h U R e I ix ,ZLI)
6 k3:f(t+§,$+§k2),

k4 = f(t+ h,x + hkg).

Diese raffinierte Rechnung verringert den Approximationsfehler. Die Numerik erklért wie genau
das geht. Zunichst ist k1 der Zuwachs geméf3 des Tangentenvektors zur Zeit ¢ im Punkt = wie bei
Eulers Verfahren, dann ist k2 der Zuwachs zur Mitte des Zeitschritts im Punkt x + h/2 - k1,
sodann k3 der Zuwachs zur Mitte des Zeitschritts aber im Punkt x 4+ h/2 - k2, schlieBlich ist k4
der Zuwachs am Ende des Zeitschritts im Punkt « 4+ hks. Die vier Zuwichse werden gemittelt,
wobei die beiden mittleren doppelt zihlen. Wenn f (¢, =) nur von ¢ und nicht von x abhéngt,
dann ist dies die numerische Integration gemifl Simpson, auch Keplers Fassregel genannt.



0144

Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta Ausfihrung

Die nachfolgenden Graphiken vergleichen Euler und Runge—Kutta.
Das Euler-Verfahren, aka RK1, ist erster Ordnung, kurz O(h):

GlobalerFehler(Euler) < Cg(f) - h

Die Konstante héngt von der Funktion f und dem Zeitintervall ab.
Der Fehler O(h) sinkt fir h — 0 linear mit der Schrittweite:
Halbe Schrittweite bringt doppelte Genauigkeit.

Das Runge—Kutta—Verfahren ist vierter Ordnung, kurz O(h*):
GlobalerFehler(RK4) < Crk(f) - h*

Im Vergleich zu O(h) sinkt der Fehler O(h*) wesentlich schneller:
Halbe Schrittweite bringt sechzehnfache Genauigkeit! Das ist eine
dramatische Verbesserung. Die folgenden Graphiken illustrieren dies.

Das Runge—Kutta—Verfahren benétigt vier Auswertungen der Funktion f
fir jeden Schritt h. Zur Fairness gebe ich dem Euler—Verfahren seine
gerechte Schrittweite 1 /4. Dennoch ist Runge—Kutta weit Gberlegen!

@ Why Runge-Kutta is so much better than Euler’s method. youtu.be/dSht1M169kY


http://youtu.be/dShtlMl69kY
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Das Euler—Verfahren (rot) entfernt sich schnell von der exakten Lésung
(blau). Das Runge—Kutta—Verfahren (griin) ist bereits recht prazise!
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Halbierung der Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) wird besser.
Das Runge—Kutta—Verfahren (grtin) scheint weitgehend exakt (blau).
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Halbe Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) halbiert seinen Fehler.
Das Runge—Kutta—Verfahren (grtin) scheint weitgehend exakt (blau).
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta Ausfiihrung
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Halbe Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) halbiert seinen Fehler.
Das Runge—Kutta—Verfahren (grtin) scheint weitgehend exakt (blau).
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Reduktion eines DGSystems auf erste Ordnung Ausfiihrung

© Differentialgleichungen erster Ordnung sind universell: Wir kdnnen
jede DG n-ter Ordnung auf ein DGSystem erster Ordnung reduzieren!
Beispiel: Wir nutzen dies zur Formulierung der Planetenbewegung.

Reduktion: Vorgelegt sei eine Differentialgleichung n-ter Ordnung:

(1) y™ = fty, o, ..,y Y)

Diese kdnnen wir umformulieren in ein DGSystem erster Ordnung:

y() = U
v o= W
(2) :
y;172 = Yn-1
Yn—1 = FtY0,91, 5 Yn—1)

Ubung: Rechnen Sie diesen genial-einfachen Trick sorgsam nach:
Lost y: I — K die DG (1), so 18st (y,%/,...,y™ 1)) das DGSystem (2).
Lést (yo, ..., yn—1): I — K" das DGSystem (2), so l6st y, die DG (1).
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DGSysteme: entkoppelte Gleichungen Ausfihrung

© Es genligt daher, DGSysteme erster Ordnung zu untersuchen!
Diese Formulierung ist einfacher und erlaubt starke Werkzeuge:

© In jeder Dimension n gilt Existenz & Eindeutigkeit & Stabilitét.
© Der einfachste Fall sind entkoppelte Gleichungen:

Y (t) = fi(t,y(t))
ys(t) = falt, y2(t))

Yn(t) = fult, yn(t))
Hierzu I6sen wir n eindimensionale Differentialgleichungen.
Das kdénnen wir schon recht gut, wie zuvor in Kapitel M erklart.
Beispiel: Wir nutzen dies unten beim Massenwirkungsgesetz.

A\ Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
Flr dieses Problem bendtigen wir daher passende Rechenmethoden.
Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und der linearen Algebral
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Reduktion eines linearen DGSystems auf erste Ordnung Ausfihrung

Zu I6sen sei eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung:
(1) Y™ a1 () y" Y - ar(t) Y+ aolt) y = b(t)

Diese ist &quivalent zu einem linearen DGSystem erster Ordnung:

/

Yo = Y1
(2) ,
Yn—2 = Yn—1
Y1 = —ao®)yo —a1(®)yr ... —an—1(t)yn—1 +b(t)

Das entspricht ¢/(t) = A(t) y(t) + B(t) mit zugehdriger Systemmatrix

0 1 0 0
A(t) = 0 A (')' ) und B(t) = 6
“ao(t) —ar(t) ... —an_1(t) b(t)

Beispiel: Wir nutzen dies oben fiir die gekoppelten Oszillatoren.
Hierbei nennen wir A(t) die Begleitmatrix des Polynoms aus (1).
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Lineare DGSysteme: entkoppelte Gleichungen Ausfiihrung

© Besonders wichtig und gut zu l6sen sind lineare DGSysteme
y'(t) = Ay(t) + b(t) mit konstanter Koeffizientenmatrix A € K"*".
Diese behandeln wir ausfihrlich in diesem und im nachsten Kapitel.

© Der einfachste Fall sind auch hier entkoppelte Gleichungen:
Y1 () = A y(t)
Ya(t) = A2 ya(t)

y;z(t) = An Yn(t)
Die Lésungen y.(t) = ¢, eM! kdnnen wir sofort ausschreiben!
© Oft lassen sich komplexe Lésungen e(“+) |eichter berechnen
und dann in reelle Lésungen et cos(wt) und e?* sin(wt) umrechnen.
Beispiel: Wir nutzen dies oben fir die gekoppelten Oszillatoren.

/\ Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
Flr dieses Problem bendétigen wir daher passende Rechenmethoden.
Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und der linearen Algebral
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Massenwirkungsgesetz: entkoppeln! Ausfiihrung

Chemische Substanzen A und B reagieren zu C, kurz: A+ B 5.
Wir beobachten ihre Konzentrationen a(t), b(t), ¢(t) zur Zeit t > 0.

Fir ¢t = 0 sind Anfangswerte a(0) = ag, b(0) = b, ¢(0) = 0 gegeben.
Nach dem Massenwirkungsgesetz ist die Reaktionsrate & a b, also:

a'(t) = —ka(t)b(t)
V(t) = —ka(t)b(t)
d(t) = +ka(t)b(t)

a(t
Aufgabe: Gesucht ist die Losungskurve y:R>q — R3, y(t) = b((t;> :
/\ Dies ist ein nicht-lineares DGSystem! Gibt es Lésungen? )
mehrere oder nur genau eine? Wie findet man alle Lésungen?
Lésung: Glucklicherweise lasst sich dieses DGSystem explizit I6sen.
Entkoppeln, Trennung der Variablen und Partialbruchzerlegung ergibt:
aobo(eaokt _ ebokt)
ag 90kt — by ebokt

a(t) = ap —c(t), b(t) =0by—c(t), c(t)=
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/00%4 ;04'\.-%: 1‘2- /:—E/‘/
ag —
/ // ////(1‘( =0.8
W/
/// L ag = 0.6
/
/ Reaktionsverlauf ¢(¢) nach
//// e Anfangsdaten ag > by = 1:
_——asymptotisch gilt ¢(t) — by. ag =104
/////// — Fir ap < by symmetrisch:
// asymptotisch gilt ¢(t) — ap.
/|
/ E===ccess= ag = 0.2
1/k 2/k 3/k 4/k 5/k 6/k 7/k 8 9/k t
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Massenwirkungsgesetz: entkoppeln! Ausfiihrung

Lésung: Wir bemerken und nutzen [a + ¢/ =0 und [b + ¢|' = 0.
Demnach sind a(t) + ¢(t) = ap und b(t) + ¢(t) = by Konstanten.
Einsetzen entkoppelt das DGSystem zu ¢’ = k(ag — ¢)(by — ¢).
Dies entspricht der logistischen Differentialgleichung.

Trennung der Variablen und Partialbruchzerlegung:

_ t CI(T) _
it = /To [0 — ()]0 — ()]

¢ 1 d(r) d(r)
- /T:o ap — bo [bo —c(r)  ap— C(T):| dr

= i b [ln(ag — c(T)) - ln(bo — C(T))}t

ap =0
_ 1 ln{ao —c(t) 7 ap— c(O)}
agy — b() bo — C(t) bo — C(O)

Der Anfangswert ¢(0) = 0 vereinfacht dies zu

(a0 — bo)kt = ln[m / %ﬂ
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Massenwirkungsgesetz: entkoppeln! Ausfiihrung

Beidseitige Anwendung der Exponentialfunktion liefert:
@ e(aofbo)kt — ap — C(t)
bo by — c(t)
Wir I6sen nach ¢(t) auf und erhalten schlieBlich:
aobo(eaokt _ ebokt)
agp eaokt _ b() eb()k?t

c(t) =

Hieraus ergeben sich a(t) = ap — ¢(t) und b(t) = by — c(t).
© Damit haben wir unsere Differentialgleichung explizit gelést!

FlOr t — oo sehen wir den (asymptotischen) Endzustand der Reaktion:

@ Fiir ag > by gilt ¢(t) — bo, also a(t) — ag — by und b(t) — 0.
@ Fiir ag < by gilt c(t) — ap, also a(t) — 0 und b(t) — by — ay.
@ Der Sonderfall ag = by liefert analog c(t) = a2kt/(akt + 1).

© Plausibilitatspriifung: Die Reaktion verlauft gemaf unserer obigen
Formel bis schlie3lich eine der beiden Substanzen verbraucht ist.
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Ausfihrung

Zum J&E-Satz O1B erklaren wir eine allgemeine Lésungsmethode, um
1890 entwickelt von Picard und Lindeldf, fir das Anfangswertproblem

y'(t) = ft,y(t), yl(to) = o

Der folgende Satz garantiert (1) die Existenz und Eindeutigkeit einer
Lésung und zudem (2) ein Konstruktionsverfahren zur Approximation
dieser Lésung mit (3) expliziter Fehlerschranke. Was will man mehr?

Geometrische Voraussetzungen fir die Picard—Lindel6f—Iteration:

Sei I = [tp — a,to + b] C R ein Intervall um to mit a,b < T.
Sei K = B(yo,r) C K" der Ball um y, mit Radius r > 0.
Sei f: I x K — K" stetig, somit beschrankt, also |f| < M.
Hierbei gelte T - M < r, notfalls verkleinern wir 7" und 1.

Zudem erfllle f fir alle ¢t € I und u,v € K die Lipschitz—Bedingung

|f(t7u) —f(t,'U)| < L]u—v\.

Ist etwa f(¢,y) stetig differenzierbar nach y, so genigt |0f/dy| < L.

LN

>

T
I
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Lésung des AWP durch iterierte Integration Ausfiihrung

Satz O2A: Picard-Lindel6f-Iteration

Unter den oben erklarten geometrischen Voraussetzungen gilt:

(1) Das Anfangswertproblem hat genau eine Lésung y: I — K.

(2) Die Losung vy ist die Grenzfunktion der Picard—Lindel6f-Iteration

t
Uy = Yo, un_H(t):yo—l—/ f(ryup(r))dr furn=0,1,2,3,....
T=to

(3) Furalle n € Nund t € I qgilt die gleichméaBige Fehlerschranke

Lmn
‘y(t) = un(t)‘ < mlax}ul — uo{ elT . (n') — 0.

(4) Die Losung y héangt stetig vom Anfangswert y, ab: Ist §: I > K .

eine Lésung zum Startwert g(tg) = go auf einem Intervall I mit ¢y € I,

so laufen die Lésungen y und ¢ héchstens exponentiell auseinander:

ly(t) = G(1)] < |yo— Gl - """ furalleterni




Losung des AWP durch iterierte Integration g

Ausfihrung

Aufgabe: Losen Sie durch Picard-Lindel6éf—Iteration das AWP

y'(t) =y(t), y(0)=1

L8sung: Sukzessive Approximation gema Picard-Lindelsf:
up(t) =1
ur(t) =1+ [[_guo(r)dr =1+t
up(t) = 1+ [[_gua(r)dr =1+t + §¢*
ug(t) = 1+ [gua(r)dr = 1+t + 3% + 5t°
uy(t) = 1+f7:0u;; T)dr =1+t+ 32 + %t?’—i- Ly

Per Induktion und Grenzibergang n — oo finden wir die Lésung:

L >tk
:kz—ok! = y(t) =) 5 =exp(t)

k=0
© Probe! Dieselbe Lésung finden wir alternativ durch Separation M1A.
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Lésung des AWP durch iterierte Integration Ausfiihrung

Aufgabe: Losen Sie durch Picard-Lindel6éf—Iteration das AWP
y'(t)=—tyt), y(0)=L

Lésung: Sukzessive Approximation geman Picard—Lindel6f:

up(t) =1
4t 1
u(t) =1— [_gTuo(r)dr =1 -5t
U’Q(t) =1~ f:zOTU1<T) dr=1-— %tQ + %t4
u3(t) =1- f,:,OTUQ(T) dr=1-— %t2 + %t4 _ %8t6

ug(t) =1~ [*_ Tus(r)dr =1— L2 4 Lt — Lyb 4 148

Per Induktion und Grenzibergang n — oo finden wir die Lésung:

o 1\k42k 00 \k42k
=3 = B e
k=0 ) k=0 ’

© Probe! Dieselbe Lésung finden wir alternativ durch Separation M1A.
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Lésung des AWP durch iterierte Integration Ausfiihrung

Aufgabe: (A) Sei y: I — K stetig. Unsere Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t)) farallete Iundy(ty) =wo
ist Aquivalent zu folgender (fUr uns vorteilhaften) Integralgleichung:

—yo+/ f(ryy(r))dr furalletel

Somit sind Lésungen y: I — K genau die Fixpunkte der Abbildung

ViC(LK) > CLKY), Wu)®=w+ [ fru()dr

(B) Tatsachlich gilt ¥ : C(1, K) — C(I, K): Wir kbnnen ¥ also iterieren!
(C) Fur je zwei Funktionen u,v € C(I, K) qilt die Fehlerschranke

| W u(t) — \Ilnv(t)| < max‘u - U| Lot = tol” @

[to,t] n! = m}amx‘u—v’- n!

Fir n — oo gilt (LT)™/n! — 0. Demnach ist ¥" schlie3lich kontraktiv:
Zu 0 < o < 1 existiert n € N sodass [U"u — ¥"v|; < afu — v|; gilt.
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Lésung des AWP durch iterierte Integration Ausfiihrung

Lésung: (A) Dank HDI (B11). Die Integralgleichung besagt y = ¥y.
(B) Furu € C(I, K) zeigen wir ¥u € C(I, K) durch Nachrechnen:

()~ o] = /t:fwm)dr /t:MdT

:|t—t0|M <TM <r

(C) Fir n = 0 ist die Aussage trivial. Fir n > 1 folgt sie induktiv:
t
‘\I/"u(t) — \I/”v(t)‘ = f(r, \II”_lu(T)) — f(, \I/”_lv(T)) dr

to

< t ‘f(T,u(T)HdT <

/ L ‘\Il”_lu(T) - \I/”_lv(T)‘ dr

to

t LT — ¢t n—1
< /max‘u—v|-’70|d7‘
t

IN

o [to.t] (n—1)!
L™t — to|™ Lrmm
:max‘u—v|~M < max‘u—v‘- (LT)
[t0,t] n! I n!
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Lésung des AWP durch iterierte Integration Ausfihrung

Diese Rechnungen beweisen den Satz O2A von Picard—Lindel6f:
Der Raum C(1, K) ist vollstandig bezuglich der Supremumsnorm.
Daher kénnen wir auf ¥ den Fixpunktsatz von Banach anwenden:
(1) Die Abbildung ¥:C(I, K) — C(I, K) hat genau einen Fixpunkt y.
© Dank (A) hat unser AWP somit genau eine Losung y: I — K.

(2) Wir erhalten die Lésung y durch sukzessive Approximation.

© Fir jede Funktion uy € C(I, K) konvergiert u,, = U"ug gegen y.
FOr den Fixpunkt vy = y liefert die lteration v, = ¥"vy = y.

Dank der Fehlerschranke (D) erhalten wir also:

L7t — to|"
[y(t) —un(®)] < maxfy —ul - e

(LT)"
n!

< mlax‘y - u‘ ‘

© Die Konvergenz u,, — y der Approximationen u,, gegen die Losung y
ist demnach mindestens so schnell wie die Konvergenz (LT")"/n! — 0.

© Die in (3) angegebene Verscharfung nutzt nur die Schritte wg, u;:
Auf der rechten Seite stehen also nur bereits bekannte Daten.
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Lésung des AWP durch iterierte Integration Ausfiihrung

(3) Wir formulieren die Fehlerschranke nur mit ug und u;:

n n Ln|t - tO’n

|un () = tns1(t)] = [P uo(t) — U™uy (t)] < 1f[1t1at>]<|u0 — ] - —
0, .
’Un(t) - Uner(t)‘ < un(t) = wupgr (B)] + -+ + |un+p*1(t) - “ner(t)‘
(0.9}

LE|t — to|F L L™t —to|"
< _ Rl AL _ [t—to| , = 1©— 01
2 thaluo — |- = < e~ wle m

Fur p — oo erhalten wir die gewuinschte Ungleichung fur |u,,(t) — y(t)|.
(4) Ist §: I — K eine Lésung zum Startwert (o) = #jo, 0 gilt dank (A)
g(t) = go + ftto f(r,9(7)) dr. Wir beginnen die Picard-Lindel6f-lteration
mit der Funktion u¢ = ¢ und erhalten im ersten Schritt die Verschiebung

t
ui(t) = yo + t f(r,4(r)) d7 = yo — §o + uo(t), dank (3) also

3 = LF|t — to|* 5
ly(t) — 5] < |yo — 7o Z — - Yo — ol e
k=0
Diese nitzliche Fehlerschranke untersuchen wir im Folgenden genauer.

Lit—to|
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Fortsetzungen und maximale Lésungen Ausfihrung

Sei f:R x K" O G — K" stetig. Zu l6sen sei die Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t)) mit Anfangswert y(ty) = yo.

Euler—Polygonzlige und der Peano—Existenzsatz O1A zeigen allgemein
die Existenz von lokalen Lésungen. Wir verlangen meist zusétzlich,
dass die partielle Ableitung 9, f von f nach y existiert und stetig ist.

Die Picard—Lindel6f—lteration O2A 16st dann das AWP in einer kleinen
Umgebung (to,yo) € I x K C G mit I = [tg — a,to + b und K = B(yo, 7).

Satz O2B: Fortsetzungen und maximale Lésungen

Aus der lokalen folgt die globale Lésbarkeit im Inneren G°:

(1) Sei y: [a,b] = K" eine Lésung mit v/ (t) = f(¢,y(t)) fur alle ¢ € [a, ].
Verlauft y ganz in einer kompakten Menge A € G, so lasst sich y auf
das Intervall [a, b] eindeutig fortsetzen zu einer Lésung y : [a, b] — K".
(2) Sind w:[a,b] - K" und v: [b, c] — K™ Lésungen mit u(b) = v(b),

so lassen sie sich zusammensetzen zu einer Lésung y : [a, ¢] — K".
Jede Lésung kann so bis zum Rand 0G (oder oo) fortgesetzt werden.
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Fortsetzungen und maximale Lésungen Ausfihrung

Aufgabe: (1) Warum existiert fur t b ein Grenzwert y(t) — w?
Warum ist auch die Fortsetzung v : [a,b] — K" eine Lésung der DG?

(2) Wieist y : [a, c] — K™ definiert? Warum ist y eine Lésung der DG?
(3) Peano O1A und Picard—Lindeléf O2A I16sen das AWP zunéchst lokal.
Wie folgt hieraus die globale Formulierung des &E-Satzes O1B?

Lésung: (1) Die Funktion f:G — K" ist stetig. Auf jedem Kompaktum
A € G ist sie beschrankt, also | f|4 < M < oo. Fir t1,ts € [a, b] folgt:

to to
ly(tr) — y(t)] = / (1) dt
t=t1 t=t1

FUr (t,)nen st (y(tn))nen €ine Cauchy—Folge, somit konvergent.
Wir kénnen also y : [a, b] — K™ auf genau eine Weise stetig fortsetzen
zu y:[a,b] — K". Unser AWP ist &quivalent zur Integralgleichung

t

y(t) = yo + f(r,y())dt.

T=to
Sie gilt fur alle ¢ € [a, b] und per Grenzlbergang ¢t b auch fir t = b.
Somitist y: [a,b] — K™ auch in b differenzierbar mit y/(b) = f(b, y(b)).

f(t,y(t))dt‘ < Mt
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Fortsetzungen und maximale Lésungen Ausfihrung

(2) Aus Loésungen w: [a,b] — K™ und v: [b, ¢] — K" mit u(b) = v(b)
setzen wir die Lésung y : [a, ¢] — K™ zusammen durch Verkleben:

_Ju(t) farte[a,b],
y() = {v(t) fir ¢ € [b, .

Wegen u(b) = v(b) ist dies wohldefiniert. Wir miissen noch nachweisen,
dass y differenzierbar ist und y/'(t) = f(t, y(t)) fur alle ¢ € [a, ] erfillt.
Dies gilt fir t € [a,b], denn u: [a, b] — K™ |16st die Differentialgleichung.
Dies gilt fUr ¢ € ]b, ¢], denn v : [b, c] — K™ 16st die Differentialgleichung.
Die Ableitung in t = b ist linksseitig v/ (b—) = «/(b) = f(b,u(b)) und
rechtsseitig v/ (b+) = v'(b) = f(b,v(b)). Hurra, beide sind gleich!

(8) Wir lésen v/(t) = f(t,y(t)) mit y(to) = yo. Bei Start in (t9, yo) € G°
existiert eine lokale Lésung y : [to, t1] — K" mit ¢; > ¢y dank O1A / O2A.
Im glnstigsten Falle t; = oo existiert diese Lésung flr alle Zeit t > ;.
Andernfalls kdnnen wir y maximal fortsetzen mit Hilfe von (1) und (2),
mégliche Hindernisse sind nur Polstellen oder der Rand 0G. Genauer:
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Fortsetzungen und maximale Lésungen Ausfihrung

SeiI' = { (t,y(t)) | t € [to, 1] } € G der Graph unserer Losung y.
Wir betrachten seinen Abschluss A =T im Inneren G° C R x K".

Kompakter Fall: Ist A kompakt, so kénnen wir y dank (1) eindeutig

fortsetzen zu einer Lésung y : [to, t1] — K™. Wegen (t1,y(t1)) € A C G°
erlaubt das AWP zu (t1,y(t1)) eine Ldsung v : [t1, to[ — K™ mit to > t;.
Dank (2) kdnnen wir diese Lésung ankleben. Wir erreichen schlieBlich:

Nicht-kompakter Fall: Die folgenden drei Félle sind méglich:
1 t; = oo: Unsere Lésung y : [to, t1] — K" existiert fur alle Zeit t > .
2 limsup, ~, |y(t)| = oot Unsere Losung y entkommt nach Unendlich.
8 liminf; ~, dist(y(t), 0G) = 0: Unsere Lésung y lauft zum Rand 9G.

In diesen Féllen ist eine Fortsetzung zu y : [to, t1] — K™ in G° unmdglich.
Also ist unsere Ldsung v : [to, t1[ — K™ maximal nach rechts (fUr ¢ > t).
Entsprechend existiert eine maximale Fortsetzung nach links (fur ¢ < ¢).
© Jede gegebene Lésung der Differentialgleichung v/ (t) = f(t,y(t))
kann beidseitig bis zum Rand 0G (oder ~o) fortgesetzt werden.

© Aus lokaler Eindeutigkeit folgt zudem die globale Eindeutigkeit.
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Allgemeine L&sung einer Differentialgleichung Ausfihrung

Wir betrachten wie zuvor ein Anfangswertproblem der Form
y'(t) = f(t.y(®), y(r)=mn.

Wir untersuchen nun genauer die Abhangigkeit vom Startpunkt (7, 7).
Hierzu sei G C R x K" offenund f:R x K" O G — K": (t,y) — f(t,y)
stetig, zudem nach y stetig differenzierbar. Dank I&E-Satz O18B existiert
ein maximales Definitionsintervall I = I(7,n) C R und eine eindeutige
Lésung y: I — K™: ¢ — y(t). Um die Abhangigkeit von den Startwerten
(7,m) explizit zu notieren, schreiben wir nun genauer Y (t;7,7) := y(t).

Wir erhalten zusammenfassend die allgemeine Losung Y : B — K":

B={(t;7,n) eRxG|tel(r,n)}
Y:RxGDB—-K": (t;1,n) = Y(t;7,n)
oY (t;m,m) = f(t,Y(t;7,m)), Y(r;7,m) =1

Diese Bezeichnung ist leider etwas schwerfillig; sie ist aber notwendig, wenn wir alle Losungen
zugleich betrachten wollen. Insbesondere wollen wir Y (¢; 7, 7) auch nach 7 und 7 ableiten.
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Allgemeine L&sung einer Differentialgleichung Ausfihrung

Aufgabe: Finden Sie die allgemeine Lésung der Gleichung ¢’ = f(x,y):

(1) Fur f(z,y) = 2? auf dem Definitionsgebiet G = R2.
(2) Fur f(z,y) =y auf dem Definitionsgebiet G = R2. M1
(8) Fir f(z,y) = y? auf dem Definitionsgebiet G = R2.
(4) Fury = f(z,y) = —v/yauf G = { (z,y) €R? |y >0 }. Mi15

Lésung: (1) Die allgemeine Lésung zum AWP y(¢) = n und 3/ = 2?2 ist

Y(z;€,m) = (2* — €%)/3 +nauf ganz B = R x G. Machen Sie die Probe!

(2) Die allgemeine Lésung zum AWP y (&) = nund ¢/ = y ist

Y (x;€,m) = ne® ¢ auf ganz B = R x G. Machen Sie die Probe!

(3) Die allgemeine Lésung zum AWP y(¢) = nund ¢ = y? ist

Y(z;i&n) =n/(1—(z—=&n)auf B={(z;:{,n) eRXG|(z-&n<1}.

(4) Die allgemeine Lésung zum AWP y (&) = nund ¢/ = —z/y ist
Y(z;&n) = n? + € —a?auf B={ (z;&,n) e Rx G [2° <’ + € }.

© Immer ist B offen und hierauf Y stetig differenzierbar in (x; &, 7).

Das ist kein Zufall, sondern die Aussage des folgenden Satzes.
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Glatte Abhangigkeit von den Anfangsdaten Ausfiihrung

Satz O2c: glatte Abhangigkeit von den Anfangsdaten

Sei G C R x K" offen, f:G — K" stetig und nach y stetig diff’bar.
(1) Die allgemeine Lésung Y :R x G O B — K": (t;7,n) — Y (t;7,1)
zuy' = f(t,y), y(r) = nist stetig in (¢;7,n), und B C R x G ist offen.
(2) Zudem ist Y nicht nur nach ¢, sondern auch nach

den Startwerten 7 und n stetig partiell differenzierbar.

(3) Die Ableitungen W = 0, Y : B — K"*"und z = 0;Y : B — K"
erflllen die homogenen linearen Differentialgleichungen (§O3)

oW (t;m,m) = Oy f(t, Y (t;7,m)) W(t;T,m), W(T;7,1m) = Luxn,
Oz(t;T,m) = Oy f(t,Y (t;7,m)) 2(t;7,m),  2(137,m) = —f(T,7m).

Zu festen Startwerten (7, 7n) € G finden wir die Fundamentallésung
W(—;7,n):1(1,n) — K™ wie in Satz O31, kommutativ Satz O3J.
Insbesondere qilt z(¢; 7,n) = —W(t;7,n) f(r,n) fur alle t € I(,7n).




0216

Glatte Abhangigkeit von den Anfangsdaten Ausfiihrung

Aufgabe: Schreiben Sie die definierende Differentialgleichung fur Y als
Integralgleichung. Nutzen Sie (1) und (2), rechnen Sie damit (3) aus!

Lésung: Wir integrieren 0,Y (t;7,m) = f(t,Y (¢t;7,m)) ab Y (;7,n) = n:
Y(rimn) =Y(minn)+ [ oYEmn)dt=n+ [ f(&Y(E7n)dt

t=1 t=1
Wir setzen (1) und (2) voraus. Dank Leibniz—Regel D3B folgt dann (3):

877Y(7:;7_7 77) = 1n><n + ayf(tay(t,T’n)) 877}/(75, Ta 77) dt
t=1
oY (751,m) = —f(r,n) + Oy f(t,Y (t;1,1m)) 0-Y (t;7,1m)dt
t=1
Die partiellen Ableitungen W = 0,Y und z = 9;Y erfillen demnach
folgende lineare Differentialgleichungen mit speziellen Anfangswerten:

oW (t;r,m) =0, f(t,Y (t;7,m)) W(t;T,m), W(r;T,n) = luxn
Oz(t;m,n) = 0y f(t,Y (7)) 2(t;m,m),  2(157m) = —f(7,m)
Insbesondere gilt z(¢; 7,nm) = =W (t;7,n) f(r,n) fur alle t € I(7,n).
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Sensible Abhangigkeit von den Anfangsdaten Ausfiihrung

,Kann der Flligelschlag eines Schmetterlings
in Stuttgart einen Tornado in Texas auslésen?”

Der berlchtigte Schmetterlingseffekt besagt:
Kleine Abweichungen der Anfangsdaten kénnen
im weiteren Verlauf zu groBen Abweichungen fihren.

© Sie pflanzen sich jedoch héchstens exponentiell fort:

Satz O2D: Auseinanderdriften und Eindeutigkeit
Fur je zwei Lésungen y,¢: I — K" mity' = f(¢,y) und § = f(t, ) gilt

() — 5(t)| < |y(to) — ii(to)| - M0 firalle t,1o € 1.

Hier sei I C R ein Intervall. Sei f:R x K" O G — K" stetig und erfiille
die Lipschitz—Bedingung |f (¢, y(t)) — f(t,g5(t))| < L|y(t) — g(t)| fart € I.
Hierzu gentgt |0f/0y| < L auf jeder Strecke [(t,y(t)), (t,y(t))] furt € I.

/\ Die exponentielle Ungleichung ist optimal, wie v/(t) = Ly(t) zeigt:
Die Lésungen yo e“(t=%0) und g, e“(*—*0) Jaufen exponentiell auseinander.
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Sensible Abhangigkeit von den Anfangsdaten Ausfiihrung

Beweis: Die Funktion y erfullt v/'(t) = f(t,y(t)) fur alle t € I. Also
t

y(t) 2 y(to) + / y () dr 2 yto) + [ fry()dr.

to
Gleiches gilt fur g. Wir untersuchen ¢(t) := |y(t) — g(t)|. FUr ¢ > ¢, gilt:

0< lt) = ‘Z/(to)-i' it ar—ito) - [ s ar

< |y(to) — g(to)| + ) f(ry(r) = f(r, (7)) dr

< [y(to) — g(to)| + / F(ru(r) — Fr5(r)| dr
< [y(to) — i(to)| + / Lly(r) - §(r)| dr

= [y(to) — 3(to)| + L / p(r) dr

Der Satz folgt dann aus dem folgenden Lemma von Gronwall.
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Sensible Abhangigkeit von den Anfangsdaten Ausfihrung

Die obige Abschatzung fihrt uns von Differentialgleichungen zu
Ungleichungen. Erste wichtige Beispiele kennen Sie bereits gut:
y' > 0 heiBBt wachsend, 3’ < 0 fallend, y” > 0 konvex, y” < 0 konkav.

Wir bendétigen nun fiir ¢'(t) < L ¢(t) folgendes grundlegende Lemma:
Lemma O2E: Gronwall 1918
Sei p: [to, to + b] — R stetig. Aus der impliziten Ungleichung

t
0 < ot) < C’+L/ o(r)dr firalle t € [to, to + b]
to

mit Konstanten C, L € R folgt die explizite Ungleichung

0 < p(t) < CeFtt) firalle t € [to, to + b].

Im Grenzfall C = 0 gilt dann () = 0 fur alle t € [to, to + b].

© Die erste Ungleichung ist implizit, da die Funktion ¢ links und rechts
vorkommt. Die zweite Ungleichung liefert eine explizite Schranke fur ¢.
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Beweis: Zu 0 < C < D betrachten wir folgende Vergleichsfunktion:
W(t) = DeHto)

Sie erfiillt die Gleichung v (t) = D + L [, (r) dr fiir alle ¢ > t,.

Es qilt 0 < p(t) < 9 (¢) fr t = to, und wir zeigen dies nun fir alle ¢ > ¢.
Andernfalls gabe es einen ersten Zeitpunkt t1 > to mit p(t1) = ¥ (t1).
Andererseits gilt (t) < ¢(¢) far to <t < t; und somit:

o(h) < C+L/t1 o) dr < DAL [ v dr = wit)

to to
Demnach ist ¢(t1) = ¥ (t1) nicht méglich. Also gilt ¢(t) < (t) fur alle
t € [to, to + b]. Insbesondere gilt demnach die schwache Ungleichung:

0 < o(t) <Dl firalle t € [ty, to + b]
Diese Ungleichung bleibt beim Grenzibergang D \, C bestehen:
0<p(t) <CePt)  firallet e [to, to + b]

Damit ist die Ungleichung von Gronwalls Lemma O2E bewiesen.
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Fehlerschranke fir Naherungslésungen Ausfihrung

In praktischen Anwendungen stehen wir vor folgendem Problem:

Anfangsdaten sind oft zufélligen kleinen Schwankungen unterworfen,
etwa durch kleine duBBere Stérungen oder durch ungenaue Messdaten.

Statt der exakten Daten (¢, 30) kennen wir oft nur eine Naherung (%o, 7o)
sowie (hoffentlich gute) Fehlerschranken |ty — to| < § und |yo — o] < 1.

Auch das Vektorfeld f unserer Differentialgleichung ' = f(¢,y) ist oft
nicht exakt bekannt, etwa aufgrund ungenauer von Daten. Wir arbeiten
daher mit einer Ndherung f sowie einer Fehlerschranke |f — f| < e.

Manchmal ist die rechte Seite f auch schlicht zu kompliziert und wir
wollen sie durch eine Vereinfachung f ersetzen, also ,runden”.

Statt der richtigen Gleichung v/(t) = f(¢,y(t)), y(to) = yo l6sen wir die
benachbarte (etwas falsche) Gleichung 7/ (t) = f(t, §(t)), 4(fo) = Fo-
Unsere berechnete (etwas falsche) Naherungslésung ¢ weicht von der
richtigen (aber uns unbekannten) Lésung y ab. Es ist daher wichtig, den
maoglichen Fehler zu kontrollieren. Dies leistet die folgende Schranke!
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Fehlerschranke fir Naherungslésungen Ausfihrung

Satz O2r: Fehlerschranke flr Naherungslésungen

Wir vergleichen eine exakte Losung y mit einer Naherungslésung #:
y:I = K", ylto) =yo, y'(t)=f(t,y(t)) flrallete I,
:lj I — Kn7 g(f(]) = gOv ‘g,(t) - f(t,:lj(t)” < E(t)

Unter folgenden Voraussetzungen gilt fir alle ¢t € I die Fehlerschranke

ellt—tol_1
—

‘y(t) - Z'j(t)‘ < Uyo —Yo| + M |to — fo|] ellt=tol 4 e(t)

Die hierzu nétigen Daten ¢, L, M bestimmen wir nach folgenden Regeln:
(1) Sei I = [to —a,to+ b]. Sei f: I x K" O G — K" stetig und erfille die
Lipschitz—Bedingung | f (¢, y(t)) — f(t,5(t))| < L|y(t) — g(¢)| furt € I.
Hierzu gentgt |0f/0y| < L auf jeder Strecke [(t,y(t)), (t,g(t))] furt € I.
(2) Die Schranke ¢: I — R sei monoton fallend links, auf [ty — a, to],
und monoton wachsend rechts, auf [ty, ¢y + b]; etwa eine Konstante.

(3) Es gelte |§(to) — 5(to)| < M |to — to|; etwa |§| < M = max|f| + e.
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Bedeutung der Fehlerschranke Ausfihrung

Die umfassende Fehlerschranke O2F garantiert eine allgemeine und
quantitative Stetigkeitsaussage. Ich betone zwei wichtige Spezialfélle:

Aufgabe: Was besagt O2F fiir (1) e = 0 und (2) (to,v0) = (fo0,%0)?

Erster Spezialfall: Im Falle ¢ = 0 ist neben y auch g eine exakte
Lésung, allerdings statt (¢, yo) mit anderen Startwerten (%o, g ).
Die Lésungen y und ¢ laufen héchstens exponentiell auseinander:

[y(®) = 5] < [0 — ol + Mlto — fof] et

© Das zeigt insbesondere stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten:
Wenn die Startwerte (o, 30) und (%o, 7o) sich nur wenig unterscheiden,
so unterscheiden sich auch die zugehdrigen Lésungen y und g wenig.
© Bei gleichen Startzeitpunkten t = #, ist dies der obige Satz O2D.
Im Allgemeinen Fall gilt |5(to) — §(t0)| < M|ty — to|, SO dass umgekehrt
auch Satz O2D zur obigen, etwas allgemeineren Ungleichung fuhrt.

© Aus (tg,y0) = (to, o) folgt die wichtige Eindeutigkeitsaussage,

wie wir sie von Cauchy O1B und Picard—Lindel6f O2A bereits kennen.
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Zweiter Spezialfall: Bei gleichen Startwerten (¢o, o) = (fo, 7o) gilt:
_ ellt—tol_
ly(t) = g(t)] <e(t) =7
© Hier erfiillt j die Differentialgleichung v/(t) = f(t,y(t) nicht exakt,
sondern naherungsweise geman |7/ (t) — f (¢, g(t))| < e(t) fur alle t € I.
Glucklicherweise entfernt sich g auch hier h6chstens exponentiell von y.

© Fur exakte Ldsungen, e = 0, folgt erneut die Eindeutigkeitsaussage,
wie wir sie von Cauchy O1B und Picard—-Lindel6f O2A bereits kennen.
© Auch diese Ungleichung zeigt eine stetige Abhangigkeit: Wenn wir
y(to) = yo festhalten und die rechte Seite von ¢/(t) = f(¢,y(t)) wenig
andern zu f mit |f — f] < ¢, so andert sich auch die Lésung 3 nur wenig.

© Dies kdnnen wir zum ,Runden® der rechten Seite f nutzen. M44g

Allgemeiner Fall: Die umfassende Fehlerschranke aus Satz O2F
ist die Summe von zwei anschaulich leicht verstandlichen Beitragen:
der Fehler der Anfangsdaten (g, 7o) und der Fehler der rechten Seite f.

© Die Abschéatzungen ¢, L, M liefern unsere explizite Fehlerschranke!
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Aufgabe: (1) Finden Sie alle Funktionen y: [—1,1] — R mit
y'(t) = y(t)%, y(0) =0.25.

(2) Wie verlaufen Lésungen 3 : [—1, 1] — R der gestdrten Gleichung?

@) 7' (t) = §(t)? + 0.01sin(t? + 9000 y(t)), 7(0.05) = 0.27
(b) 7' (t) = j(t)*> — 0.08(t)>, 7(0.04) = 0.23
() §'(t)=g(t)* +g(t,4(1)), §(fo) = 7o

mit || < e = 0.01 sowie |ty — to| < d = 0.05 und |yo — 70| < 1 = 0.02.
Nutzen Sie die Schranke O2F mit méglichst guten Konstanten M, L.

Lésung: (1) Separation, Lésung y(t) = 1/(4 — t), Probe! Eindeutigkeit!
(2) Wir prufen bzw. schaffen die geometrischen Voraussetzungen:

Wir haben das Intervall I = [—1,1] um ¢, = 0 vom Radius 7' = 1.

Wir wahlen K = B(yo,r) = [0,0.5] um yo = 0.25 mit Radius r = 0.25.
Hierauf ist f: I x K — R beschrankt durch |f| < M := 0.25.

Dank 0f /0y = 2y ist f Lipschitz mit L = max;«x|0f/0y| = 1.
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ungestdrte Lésung y(t) /

(a/b/c) Fur Lésungen 3 : [—1, 1] — R gilt dank O2F die Fehlerschranke

gestorte Losungen g(t)

gestorte Anfangsdaten (%o, §io) t

[y(®) = 50| < [y — Gol + (M +e)lto — ol eHrtol 4- = o=l 1]
< [0.02 +0.26 - 0.05] e/l +0.01[ell — 1] = 0.043€l!l — 0.01.

Die Graphik zeigt die ungestérte Losung y und den méglichen Verlauf
gestorter Lésungen g. Probe: g verlauft tatséchlich ganz in K = [0,0.5].

© Meist kdnnen wir den Verlauf gestérter Lésungen §(t) nicht genau
bestimmen, aber wir kénnen ihn immerhin recht prazise eingrenzen!
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Beweis der Fehlerschranke Ausfihrung

Aufgabe: Beweisen Sie die Fehlerschranke O2F analog zu Satz O2D.

Lésung: Wir betrachten die Differenz ¢(t) := |y(t) — g(¢)|. Es gilt:
t t
0 < ol0) = |ytao) + [ (7Y dr = i) +56o) = it - [ r)ar

to to

t
< lyo — fo| + M |[to — o] +‘/ y' (1) =g (t)dr
L ] tO
= C
Wir nehmen nun ¢ > ¢y an. Flr das letzte Integral finden wir:

/ty’(T) —g(r)dr flry() = f(r,5(7) + f(r,5(7)) — 5 (7) dr

to

=/ |f(ry(1) = f(r ()] + [f(r,5(r)) = /()] d7

</t L‘y(T)—g](T)!—i-E(T)dT:/ Lo(r) +e(r)dr

to

Wir erhalten so die Ungleichung 0 < ¢(t) < C' + ftto Lo(1) +e(r)dr.
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Trick: Zu 0 < C < D betrachten wir folgende Vergleichsfunktion:
_ eLlt—tol_
P(t) = Dellt=tol 4 g(p) =L

Sie erfillt die Ungleichung ¥ (t) > D + j;'; Lyp(7) + e(7) dr far alle t > .

Es qilt 0 < p(t) < 9(t) fr t = to, und wir zeigen dies nun far alle ¢ > ¢.
Andernfalls gabe es einen ersten Zeitpunkt ¢; > to mit ©(t1) = ¥ (t1).
Andererseits gilt o(t) < ¥(t) fur to < t < t; und somit:

o(t) < C—l—/t1 Lo(r) +e(r)dr < D—f—/t1 Ly(r) +e(r)dr < ¥(t1)

to to
Demnach ist p(t1) = ¢ (t1) nicht méglich. Also gilt ¢(t) < «(t) fur alle
t € [to,to + b]. Insbesondere gilt demnach die schwache Ungleichung:

0 < p(t) < DeMttol ey 201 far alle ¢ € [to, to + b]
Diese Ungleichung bleibt beim Grenzibergang D \, C bestehen:

0 < p(t) < Celli=tol L o(t) Ll firalle t € [to, to + b]
Ebenso flr ¢ € [ty — a, tp]. Damit ist die Ungleichung O2F bewiesen.
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Verstandnisfragen zu Existenz und Eindeutigkeit Ausfiihrung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie u:R — R?: ¢+ (sin(t),sin(2t)). Kann dies
Lésung eines dynamischen Systems i = f(x) mit f € C°(R?,R?) sein?

T2

I

(2) Kénnen sich bei einem automomen dynamischen System & = f(x)
zwei Lésungen u, v kreuzen mit u(t;) = v(t2) und @ (t1) # 0(t2)?

(8) Kénnen sich bei einem System i = f(z) mit f € CY(R?,R?) zwei
verschiedene Lésungen kreuzen mit u(t1) = v(t2) und u(ty) = v(t2)?
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Lésung: (1) Fur ¢t = 0 gilt u(0) = (0, ) und @(0) = (1,2). Fir t = 7 gilt
ebenfalls u(7) = (0,0) aber u(7) = (—1,2). Demnach misste sowohl
f£(0,0) = (1,2) als auch f(0,0) = (-1 ) gelten, ein Widerspruch!

(2) Nein, das ist unméglich! Teil (1) zeigt ein Beispiel, nun allgemein:
Jede Losung u:R D I — R? erfillt u(t) = f(u(t)) furalle t € I,

auch die Lésung v: R D J — R? erflllt o(t) = f(v(t)) fur alle t € J.
Aus u(t1) = v(tg) folgt zwingend 4 (t1) = f(u(t1)) = f(v(ta)) = v(te).
© Der Eindeutigkeitssatz vereinfacht die Geometrie von Lésungen.

(3) Ja, solche Beispiele kennen wir von der Wasseruhr Mi123 oder [M325),

Das Vektorfeld f(z1,z2) = (1,3%/x3) definiert das System i = f(z).
Dieses Vektorfeld ist stetig aber nlcht stetig differenzierbar.

Unendlich viele Lésungen laufen durch den Startpunkt z(0) = (0, 0),
zum Beispiel u,v: R — R? mit u(t) = (¢,0) und v(t) = (¢,t3).
& Ohne Eindeutigkeit wird das Problem komplizierter.
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Verstandnisfragen zu Existenz und Eindeutigkeit Ausfiihrung

Aufgabe: (4) Skizzieren Sie u: R — R?: ¢+ (sin(¢)?,sin(2t)). Kann dies
Lésung eines dynamischen Systems i = f(x) mit f € C'(R?,R?) sein?

T2

I

(5) Wir betrachten ein System i = f(z) mit f € C*(R",R"). Erflllt eine
Lésung v zudem u(7) = w(0) flr ein 7 > 0, ist sie dann 7—periodisch?
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Lésung: (4) Fur 7 € {0, 7} gilt u(7) = (0,0) und @(7) = £(0,0) = (0, 2).
Laut Aufgabenstellung wird hier f stetig differenzierbar vorausgesetzt.
Wir kénnen daher den Eindeutigkeitssatz O1B nutzen:

Bei gleichen Startwerten muss der weitere Verlauf identisch sein;
im vorliegenden Fall bedeutet das u(t) = u(r +t) fur alle t € R.
Die vorgelegte Funktion w ist aber nicht m—periodisch!

A\ st f nur stetig (und nicht zudem stetig differenzierbar),
dann ist eine solche exotische Lésung durchaus moglich.

(5) Ja. Teil (4) zeigt ein Gegenbeispiel, allgemein gilt folgendes:
Seiu:R D I — R™ eine maximale Lésung mit 0,7 € I und 7 > 0.

Wir verschieben w: Hierzusei J =1 —7undv:J — R": ¢t — u(t + 7).
Die beiden Funktionen » und v sind Lésungen des autonomen Systems
i = f(z) mit f € C*(R*,R") zum selben Startpunkt «(0) = v(0).

Dank Eindeutigkeitssatz O1B sind sie gleich, also u(t) = v(t) = u(t + 7).
Insbesondere lasst sich « periodisch fortsetzen, also gilt 7 = R.



0233

Beispielfamilie zu Existenz und Eindeutigkeit Ubung

Aufgabe: Sei a € R+ (. Finden Sie alle maximalen Lésungen
(1) y:I—=Ryo mit y'(t) =y(t),
(2) y:I—=Rx mit ¢'(t) =y(t),
3) y:I—-R mit ' (t) = |y(¢)]*.

a) Ist die rechte Seite (stetig) differenzierbar? Ist sie (lokal) Lipschitz?
b) Zu welchen Anfangswerten y(ty) = yo ist die Lésung eindeutig?

¢) Quantitative Lésung: Berechnen Sie alle maximalen Lésungen.

(d) Diskutieren und zeichnen Sie insbesondere die Félle o« = 1/2,1, 2.

(
(
(

Der Fall o = 0 ist trivial. Bei « < 0 hatten wir eine Polstelle in y = 0.

Zur Vereinfachung nehmen wir im Folgenden kurzerhand « > 0 an.

Wir lassen auch gebrochene Exponenten zu, zum Beispiel y'/2 = /3.
Bei (3) mlssen wir den Absolutbetrag nehmen, denn /—1 ist nicht reel.
Wir setzen |y|* := exp(aIn|y|) fir y # 0 dabei stetig fort durch 0% := 0.
Aus Kapitel M kennen wir bereits die illustrativen Beispiele 3/ = y
und ¢/ = y? sowie y' = —2,/[y| und i/ = /2 325,
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Loésung: (1a) Die rechte Seite f(t,y) = y® ist stetig differenzierbar mit
af /0y = ay*1; sie erflllt demnach lokal eine Lipschitz—Bedingung.
(1b) Wir kdbnnen den 3&E-Satz M1c anwenden, sogar Separation M1A.
Zum Anfangswert y(tp) = yo > 0 ist die Losung y: I — R~ eindeutig.
Zwei verschiedene (maximale) Lésungen kénnen sich nicht schneiden.

(1c) Wir l16sen diese Gleichung durch Separation' y~ () y'(t) = 1.

a=1: lnylt)=t—c = ylt)=e"“=Ce", >0, tcR
R y<t>:[<a—1><c—t>]ﬁ, <
a<l: yl(t)_laa =t—c = y)= [(l—a)(t—c)]ﬁ, t>c

A\ Nur fir o = 1 existiert die Lésung y: R — R+ fir alle Zeit ¢ € R.
Fir « > 1 lauft jede Lésung in eine Polstelle: Fir ¢ 7 ¢ qilt y(¢) 7 oc.
Fir 0 < a < 1 lauft jede Losung y gegen Null: Fur ¢t ~\, ¢ gilt y(¢) ~\, 0.
FOr o # 1 ist deshalb das Lésungsintervall rechts / links beschranki.

© Dank (1b) sind dies die einzigen Lésungen; das vereinfacht enorm.
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(2a) Flur o > 1ist f(t,y) = y* stetig differenzierbar mit 9 f /0y = ay*1.
Demnach erfillt f in diesem Falle lokal eine Lipschitz—Bedingung.

(2b) Fir o > 1 kénnen wir den A&E-Satz anwenden dank (2a):
Zum Anfangswert y(ty) = yo > 0 ist die Lésung y: I — R>( eindeutig.

(2c) Fur y > 0 ist zudem die konstante Funktion y(¢) = 0 eine Lésung.
Flr o > 1 sind Null und die Funktionen aus (1c) die einzigen Lésungen.

FlOr 0 < o < 1 lasst sich jede Lésung aus (1c¢) maximal fortsetzen zu

0 far ¢ <,

Yo : R = R, yc(x):{[(l_a)(t_c)]lia fur ¢t > c.

Durch jeden Startpunkt (o, yo) mit yo > 0 l&uft genau eine Lésung.
Durch jeden Punkt (9, 0) hingegen laufen unendlich viele Lésungen!
A\ Jedes AWP y(to) = yo > 0 ist gut gestellt, aber y(¢y) = 0 schlecht.
/\ Den I&E-Satz kénnen wir fiir 0 < a < 1 nicht anwenden:

Die rechte Seite f(t,y) = y* ist differenzierbar mit 0f /0y = ay®~1,
doch die Ableitung hat in y = 0 eine Polstelle: f ist nicht Lipschitz!
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(8c) Wir finden weitere Lésungen y: I — R mit y/(t) = |y(¢)|“:

a=1: y(t) =0, teR
Yy (t) = —e T, teR
yj(t) =+el7c teR
a>1: yc_(t):—[(a—l)(t—c)]ﬁ, t>c
O =+la-De—n]7r, <

0 farb <t <cg,
a<l: ypet)=9-[1-a)b—t)]T= 1& fart <o,

+[1=-a)t—¢)]T= furt>ec.
(3b) FUr a > 1 bleiben die drei Lésungszweige > 0, = 0, < 0 getrennt.
Eindeutigkeit: Durch jeden Startpunkt (¢, yo) 1&uft genau eine Lésung.

FiOr 0 < a < 1 flgen sich die Lésungszweige differenzierbar zusammen.
(Hierbei lassen wir auch die Sonderfélle b = —oo und ¢ = +o00 zU.)
Durch jeden Startpunkt (¢, o) laufen unendlich viele Lésungen!

(3a) Fir0 < aw < 1ist f(t,y) = |y|* um y = 0 nicht Lipschitz!
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Ubung

A\ Auf o/ (t) = /|y(t)] kénnen wir den I&E-Satz nicht anwenden.
/\ Durch jeden Startpunkt (tg, o) verlaufen unendlich viele Lésungen!

Jh(t) = \yijfiiiEEifﬁﬂiyiii/iiZiiiiiffiiiiii

S LR AR AR AR A Sy =22 S
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© Auf y/(t) = |y(t)|? hingegen kdnnen wir den 3&E-Satz anwenden:

Die rechte Seite f(t,

Y

) = |y|? ist differenzierbar, also lokal Lipschitz.

Iﬁﬁ/ﬁf(fif/)1'/2IﬁIIﬁﬁﬁﬁIIﬁIﬁﬁyﬁﬁﬁﬁﬁﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
(normiert) A4 A4 A A A A4 A ML A4 4444 A Af 4 414 4 4 4 4|4 A A4 A4 4 444
A 44 A A4 4 4 4 4 A 44 4[4 4 4 4 4 y(t):ci—lt A 44 A4 4 44 4
e A i i sare e L b i i
""" e
fA A A A ]yt = S VY VSRS VTV
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© Auch auf 3/ (t) = |y(t)| kénnen wir den I&E-Satz anwenden:
Zwar ist f(t,y) = |y| nicht differenzierbar, aber Lipschitz mit L = 1.

) =Y A A i YRRV VR E
:,(r,‘(?rm'?f”,,:::::::::/::::::::::y<t):+efC i il iy
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© Der Existenz-und-Eindeutigkeits-Satz von Cauchy O1B oder genauer
Picard—Lindel6f O2A ist ein grundlegendes und machtiges Werkzeug.

© Die Lipschitz—Bedingung priifen wir am bequemsten durch ableiten:

Ist f(t,y) stetig diff’bar nach y, so genlgt f lokal auf [a, b] x B(yo, ) der
Lipschitz—Bedingung | f(¢,u) — f(t,v)| < L|u — v| mit L = max|0f/0y|.
Dies gilt fUr f(t,y) = |y|* mit a > 1: Hier greift der Eindeutigkeitssatz!

FUr 0 < a < 1 hingegen ist |y|* in y = 0 nicht diff’bar und nicht Lipschitz.
Wir kbnnen den Eindeutigkeitssatz hier also nicht anwenden. Tatsachlich
finden wir durch jeden Startpunkt (¢, yo) unendlich viele Lésungen!

Im kritischen Fall « = 1 haben wir die Differentialgleichung v’ = |y|.
Die rechte Seite f(¢,y) = |y| ist in y = 0 nicht differenzierbar. (Skizze!)
Dennoch erfiillt sie eine Lipschitz—Bedingung, sogar global mit L = 1,
denn es gilt ||u| — |v|| < |u — v| fir alle u, v € R. (Dreiecksungleichung)

© Beispiele wie dieses zeigen, dass die Lipschitz—Bedingung in y
etwas allgemeiner ist als die (sehr bequeme) Differenzierbarkeit in y.
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Aufgabe: (1a) Skizzieren Sie das Vektorfeld

FIRZSR2: (PN (T2
: iy o )
(1b) Finden Sie (durch Anschauung und Probe) eine Losung z: R — R?

des Systems &(t) = f(x(t)) zum Startwert z(0) = (ro cos tg, 7o sint).
(1c) Gibt es weitere Lésungen oder haben Sie damit alle gefunden?

(2a) Skizzieren Sie das Vektorfeld

1 T
LR {0} o B2 (>H< )
g ~ {0} . T \a
(2b) Finden Sie (durch Anschauung und Probe) eine Lésung z: R — R?

des Systems (t) = g(x(t)) zum Startwert x(0) = (ro cos tg, 79 sintp).
(2c) Gibt es weitere Lésungen oder haben Sie damit alle gefunden?

© In glnstigen Fallen finden wir leicht explizite Lésungen. Fiir f € C!
garantiert der Eindeutigkeitssatz, dass wir keine Lésungen Ubersehen.
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Aufgabe: (3a) Skizzieren Sie soweit mdglich das gestoérte Vektorfeld
f: R? {0} = R? : z— f(z)+ &/ (Jz| — 2)2 - g(x)

(3b) Nennen Sie eine periodische Lésung von &(t) = f(z(t)).

(3c) Finden Sie eine Lésung mit 2(0) = (1,0) und z(47) = (3,0).

Hinweis: Nutzen Sie den Ansatz z(t) = (r(t) + 2) - (cost,sint)

Ist die Losung eindeutig? Lasst sie sich flr alle Zeit t € R fortsetzen?

Bleibt sie fir immer beschrankt oder entkommt sie nach Unendlich?

Loésung: (3a) Diese Linearkombination ist graphisch sehr anschaulich!
(3b) Die Skizze suggeriert z(t) = (2cost, 2sint). Die Probe zeigt’s!
(3c) Wir finden die Lsung r(t) = (152)3 fir 3 — 3v/2 < ¢t < 3,
r(t)=0flr3 <t <d4r—3undr(t) = (Z2E2)3 furt > 4r — 3,

also r(t) — oo flr t — co. Machen Sie die Probe!

/\ Differentialgleichungen kénnen auch unerwartete Lésungen haben,
etwa so wie hier ,exotische” Lésungen neben den ,offensichtlichen®.
Diese Gefahrenquelle missen Sie kennen und beherrschen, besser:
soweit moglich ausschlieBen. Genau hierzu hilft Ihnen der 3&E-Satz!
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Aufgabe: (4a) Skizzieren Sie soweit mdglich das gestérte Vektorfeld
fR2=R?: f(x) = f(z)+ (|z)> —4) h(z1,20) mit he CHR2 R?)

(4b) Nennen Sie eine periodische Lésung von (t) = f(x(t)).
(4c) Existiert eine Lésung u zum Startwert «(0) = (1,0)?

Ist sie eindeutig? Lasst sie sich fir alle Zeit ¢ € R fortsetzen?
Bleibt sie beschrankt oder kann sie nach Unendlich entkommen?

© Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz hilft Innen auch / gerade dann,
wenn Sie (noch) keine explizite Lésung ausrechnen kénnen oder wollen.

© Sie kdnnen dann immerhin noch qualitative Vorhersagen machen,
hier etwa eine Stabilitatsgarantie. Solche Uberlegungen sind ein erster
wichtiger Schritt vor der numerischen Naherung, oder dienen danach als
Probe / Plausibilititscheck fur die berechneten Naherungslésungen.

© Die theoretischen Grundlagen leiten die konkreten Rechnungen und
sichern praktische Anwendungen. Ihr mathematisches Handwerkszeug
hilft Innen, lernen Sie mdglichst frih, es zu beherrschen und zu nutzen!
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Losung: (4a) Solche Vektorfelder ahneln sehr der vorigen Skizze,
doch schmiegen sie sich wesentlich glatter an den Kreis 95(0, 2).
Spezialfall: Ist das Vektorfeld i rotationssymmetrisch, so auch f.

(4b) Zum Vektorfeld fistz: R — R?:t + (2cost, 2sint) eine Losung.
Sie bleibt fiir die Stérung f erhalten, da sich auf 9B(0, 2) nichts andert.

(4c) Ja: Unser Vektorfeld f:R? — R? ist stetig differenzierbar.
Dank 3&E-Satz existiert zu jedem Startwert u(0) € R?
eine eindeutige maximale Lésung v:R O I — R2.

Bei Start in der Kreisscheibe B(0,2), also |u(0)| < 2, kann die Lésung «
die Kreisscheibe nicht verlassen: Hierzu misste sie die obige Lésung =
kreuzen, und das ist nach dem Eindeutigkeitssatz nicht mdglich!

Insbesondere kann die Lésung u nicht nach Unendlich entkommen.
(In der vorigen Aufgabe geschah tiberraschenderweise genau dies!)
Die Lésung u lasst sich daher flr alle Zeit ¢ € R fortsetzen;

die maximale Lésung ist von der Form u: R — R2.
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Aufgabe: (5a) Skizzieren Sie das Vektorfeld
f R = R3 . (x1,9,23) — (—x2,21,0).

(5b) Finden Sie (durch Anschauung und Probe) eine Losung z: R — R?
des Systems i(t) = f(x(t)) zum Startwert 2(0) = (r¢ cos tg, ro sin to, 2p)-
(5¢) Gibt es weitere Lésungen oder haben Sie damit alle gefunden?

(6) Wir untersuchen zu h € C'(R3, R3) das gestorte Vektorfeld
f(:cl, o, .733) = f(xl, xIo, 1‘3) + (LU% + JI% + x% — 4) h(wl, 9, 1‘3)

(6a) Nennen Sie periodische Lésungen von (t) = f(z(t)).
(6b) Existiert eine Losung v:R O I — R3 mit »(0) = (1,0,0)?
Ist sie eindeutig? Lasst sie sich fur alle Zeit ¢t € R fortsetzen?
Bleibt sie beschrankt oder entkommt sie nach Unendlich?

© Diese Beispiele entsprechen den vorigen —in Farbe und 3D.
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Anwendung zu Existenz und Eindeutigkeit Ubung

Loésung: (5a) Das Vektorfeld f ist in jeder z1—x9—Ebene wie zuvor.
(5b) Eine Lésung ist 7 : R — R3 : ¢+ (rg cos(t — tg), rosin(t — o), 20)-
Probe: Sie erflllt #(t) = f(z(¢)) und 2(0) = (rg cos to, o sin to, 2o).
(5¢) Dank J&E-Satz ist diese Lésung eindeutig: Wir haben sie alle!

(6a) Das Vektorfeld bleibt unverandert auf der Sphare vom Radius 2:
FUr 3 + 22 = 4 erhalten wir erneut genau die Lésungen aus (5b).

(6b) Ja: Unser Vektorfeld f: R? — R3 ist stetig differenzierbar.
Dank 3&E-Satz existiert zu jedem Startwert u(0) € R3
eine eindeutige maximale Lésung v:R D I — R3.

Bei Start in der Kugel B(0,2), also 72 + 22 < 4, kann die Lésung u die
Kugel nicht verlassen: Hierzu misste sie eine der obigen Lésungen x
kreuzen, und das ist nach dem Eindeutigkeitssatz nicht méglich!

Insbesondere kann die Lésung u nicht nach Unendlich entkommen.
Die Lésung u lasst sich daher fir alle Zeit ¢ € R fortsetzen;
die maximale Lésung ist von der Form u: R — R3.



Lineare Differentialgleichungssysteme o

Jedes lineare Differentialgleichungssystem hat die Form

i) = an(@®)ui(t) + ..+ aw(t) ya(t) + br(2),

y;L(t) = .CLnl (t) Y1 (t) + ...+ ann(t) yn(t) + bn<t)

Wir biindeln dies pragnant zu einer vektorwertigen Gleichung:

y'(t) = A(t) y(t) + b(t)

Gegeben sind hierzu stetige Funktionen A: 7 — K™*" und b: I — K",
dabei ist I C R ein reelles Intervall und K = R oder allgemeiner K = C.
Hier hei3t A Koeffizientenmatrix und b rechte Seite oder Storterm.
Gesucht sind alle Funktionen y: I — K", die ¢/ = Ay + b erflllen.

Die zugehérige homogene Gleichung erhalten wir fiir b = 0:
Y (t) = At)y(t)

© Sie lernen nun, lineare DGSysteme explizit und effizient zu l6sen!
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Affin/Lineare Struktur des Lésungsraumes

Beispiel: Unser einfihrendes Beispiel ist das homogene DGSystem

Y1 0 0 10 Y1
yé B 0 0 0 1 Y2
3| | — kﬁlkZ 5721 0 0] |wys
Yy ,% - Li;k?’ 0 0 Y4

Hier ist die Koeffizientenmatrix A konstant und der Stoérterm b = 0.

Lemma O3A: Linearkombination von Lésungen

Seien y1,y2: I — K" Lésungen zu yi = Ay1 + by und b = Ays + bo.
Ihre Linearkombination y = c;y1 + coy2 mit ¢, co € Kist dann eine
Lésung der Gleichung v/ = Ay + b mit rechter Seite b = ¢1b; + cobs.
(1) Im homogenen Fallist Lo = { y | v/ = Ay } ein Vektorraum Uber K:
Jede Linearkombination von Lésungen ist selbst wieder eine Lésung.

(2) Im inhomogenen Fallist L, = {y | ¥’ = Ay + b } ein affiner Raum:
FUr jede beliebige (,partikulare®) Lésung vy, € Ly Qilt Ly, = yp + Lo.

[[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.6.
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© Wie jeder Vektorraum enthélt Ly den Nullpunkt, der affine Raum L,
hingegen ist um y, verschoben. Diesen allgemeinen Sachverhalt kennen
Sie aus der linearen Algebra von linearen Gleichungssystemen in K"!

Nachrechnen: (1) Die Menge L ist ein Untervektorraum von C*(I, K"):
Es gl't 0 € Lo und aus Y1,Y2 € Lo, c1,c0 € K folgt c1y1 + coys € Ly.

(2) Die Menge L, ist ein affiner Unterraum: Lésen y, v, € C1(I,K")

das inhomogene DGSystem, dann lést y;, = y — y, das homogene.

Das bedeutet y = yp + yp, Mit y, € Lo, kurz Ly, C y, + Lo. Umgekehrt:
Far jede homogene Losung y;, € Lo gilt yp + yp, € Ly, kurz Ly 2 yp + L.

A\ Firy' = Ay haben wir immer die triviale Lésung 0. Denkbar wére
aber, dass dies die einzige Lésung ist, also Ly = {0}. Firy' = Ay +b
ware sogar zu befiirchten, dass es gar keine Losung gibt, also L, = (.
© Hier rettet uns der 3&E-Satz O18 mit der globalen Schranke O2D,
oder konkret ausgeflihrt die Konstruktion O31 und die Methode O3D.
Die Dimension ist immer n: Bei jeder konkreten Rechnung wissen wir,
wie viele Lésungen wir suchen, und wann wir alle gefunden haben!
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Satz O3B: Struktursatz fur lineare Differentialgleichungssysteme

Wie zuvor sei I C R ein Intervall, A: I — K"*™ und b: I — K" stetig.
Wir betrachten die Lésungsmenge L, = {y € CY{(I,K") |y = Ay + b }.
(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Zeitpunkt ¢ty € I
und Anfangsdatum gy, € K" existiert genau eine Lésung y € L, mit
y(to) = yo. Die Auswertung ¥ : L, — K" :y — y(