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Motivation: von Fourier—Reihe zu Fourier—Integral Uberblick

Die Funktion f:[—1/2,T/2] — C zerlegen wir in ihre Fourier—Reihe:

ot . T/2 )
f(.T) ~ Z Cr elmk~27r/T mit ¢, = 11—1/ e—lzkaW/Tf(x) dz

k=—o0 —T/2

Sei A¢ = 27/T = w. Wir betrachten £ = kA¢ als diskrete Variable:

T/2 . 1 .
o) = [ f@ds und f@)~ o 3 gle) A
x=—T/2 ™ ECTAE
FOr nicht-periodische Funktionen f:R — C betrachten wir T — oc.
Dann gilt A¢ — 0, und somit wird ¢ eine kontinuierliche Variable.

Heuristisch wird so aus der Fourier—Reihe das Fourier-Integral:

9O = [ e e wnd g~ [ e

=—00 =—00

Diese Formel mit 27 vor dem letzten Integral ist die Konvention der Physik, siche Laplace [L406].
Ich verwende in diesem Kapitel die symmetrische, in der Mathematik tibliche Normierung /2.
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Motivation: von Fourier—Reihe zu Fourier—Integral Uberblick

Das erklart Anschauung und Heuristik, Definitionen und Séatze folgen.
Die Fourier—Analyse hat zahlreiche wichtige technische Anwendungen:

@ Digitalisierung und Datenkompression (FFT, MP3, JPEG, MPEG).
@ Datenanalyse, Mustererkennung, z.B. Spracherkennung.

Sie ist zudem ein universelles Werkzeug der Mathematik:
@ Zerlegen von komplizierten Funktionen in einfache Basisfunktionen.
@ Optimale L?—Approximation, Lésung von Differentialgleichungen.

@ 3B1B: But what is the Fourier transform? youtu.be/spUNpyF58BY
D. Gabor, Nobelpreis 1971 fir Holographie! youtu.be/EmKQsSD1aa4

© Fourier—Integrale kdnnen wir oft ausrechnen dank Integralsatzen
wie dem Residuensatz. Hier zahlt sich unsere solide Vorbereitung aus!

/\ In der Literatur gibt es mindestens drei Konventionen fiir den Faktor
27 vor dem Integral oder im Exponenten. Beim sorgféltigen Vergleich
muss man jeweils nachschauen, welche Normierung zugrunde liegt.
Wir beginnen daher, wie es sich gehdért, mit einer prazisen Definition.


http://youtu.be/spUNpyF58BY
http://youtu.be/EmKQsSDlaa4
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Fourier—Transformation

Definition K1A: Fourier—Transformation
Die Fourier—Transformierte einer Funktion f:R — C ist

F:R>C, f&): v@n/.. e % f(z) dx

Wir nennen f Fourier-transformierbar, falls diese Integrale existieren.
Fir f € L', also [|f(z)]dz < oo, ist der Integrand absolut integrierbar.
Allgemein nutzen wir Cauchy—Hauptwert B219 und Residuenkalkil F4K.
Die so definierte Zuordnung .% : f — f heiBt Fourier-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation .% ! :fH f ist definiert durch

f:R=C, f(x) £) el€% de.

= T e

Auch hierzu fordern bzw. sichern wir die Transformierbarkeit von f
Dies kirzen wir ab als Transformationspaar f o—e szw. fo—o f-
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FOUrier—TranSformation Erlauterung

Periodische Funktionen f:R — C stellen wir als Fourier—Reihe dar,
also eine diskrete Uberlagerung von harmonischen Schwingungen.
Hier hingegen stellen wir f dar als ein Fourier—Integral, also eine
kontinuierliche Uberlagerung harmonischer Schwingungen f(f) elé?,
Somit ist f die Dichtefunktion der in f enthaltenen Harmonischen.

In der Signalverarbeitung zerlegt die Fourier—Transformation das Signal
f in sein Spektrum f. Man nennt dann = meist die Zeitvariable und
f(z) die Funktion im Zeitbereich. Als Gegenstlck hierzu heif3t £ die

~

Frequenzvariable und die Transformierte f(£) Spektralfunktion.

In (quanten-)physikalischen Anwendungen betrachtet man x als Ort
und ¢ als Impuls. Dies sind konjugierte Variablen in der klassischen,
hamiltonschen Mechanik (s. P2F). In der Quantenmechanik tGbersetzt
dann die Fourier—Transformation zwischen Orts- und Impulsdarstellung.

Hin- und Riicktransformation sind konjugiert geman .#—1(f) = .7 (f).

/\ Verschiedene Autoren verwenden hier verschiedene Konventionen.
Der obige Faktor 1/+/2x fihrt zu einer symmetrischen Umkehrformel.
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Fourier—Transformation und Cauchy—Hauptwert Erlauterung

Wir setzen stillschweigend voraus, dass f: R — C auf jedem endlichen

Intervall [—r, 7] integrierbar ist. Bei Polstellen, etwa f(x) = e!“*/(x

Als Integral Gber R vereinbaren wir hier den Cauchy—Hauptwert

rT—o0

/ e %% f(z)dz := lim e T f () dz

Dieses Integral existiert, wenn f auf ganz R absolut integrierbar ist,
also [p|f(x)|dz < oo erfiillt, aber auch noch in weiteren Fallen.

Als Beispiel betrachten wir unten die Spaltfunktion si: R — R mit

i(2) = sin(z)/x farz # 0,
R fur 2 = 0.

Diese ist liber R nicht absolut integrierbar, [;[si(x)|dz = co. B421]
Glucklicherweise existiert noch der obige Cauchy—Hauptwert [K107]
analog zur Summierbarkeit der Leibniz—Reihe > %, (1)1 /k.

—5)

in 2 = s, betrachten wir das uneigentliche Integral lim._ [* ° + f;g
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Linearitat der Fourier—Transformation Erlauterung

© Aus der Linearitat des Integrals folgt unmittelbar:

Satz K1B: Linearitat
Die Fourier—Transformation ist linear:

f[af—kbg} =aZ(f)+bZ(9)

fur alle #—transformierbaren Funktionen f,g:R — C und a,b € C.

fo—ef, go—eG =— af+bgo—eaf+bg

Nachrechnen: Dank Linearitat des Integrals gilt:

F(af +bg)(€) = (g f(a )+bg(x)] dz

A

~

=a f(§)+by(s)
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispel

Aufgabe: Wir betrachten ein reelles Intervall [a,b] = [c — r,c + 7].
(1) Fourier—transformieren Sie die Rechteckfunktion f(x) = Ij, 5 (z).
(2) Berechnen Sie aus der Transformierten f die Riicktransformierte.

Losung: (1) Im Punkt ¢ = 0 ist die Rechnung besonders leicht:

02 L [ a2
\/ﬂ \/ﬂ r=a " Vo Vr
Far £ # 0 rechnen wir geduldig und finden die Spaltfunktion :
~ b 1 efiéx b
Del —1§ac d Del —1§ac d HDI
1 \/ﬂ/ J(z)dz wﬁ e m[—ig]x:a

2 e—iﬁc eiﬁr_e—igr 9 .
~ V¢ i = R GOl

Verschiebung  Spaltfunktion

© Insbesondere ist fstetig, auch im Punkt ¢ = 0: Entwickeln Sie hierzu
sin(¢r) als Potenzreihe um ¢ = 0, nutzen die Regel von LHospital oder
direkt die Ableitung sin(¢r) /€ = (sin(ér) — sin(0r)) /(€ — 0) — r cos(0).
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispiel

Diese Fourier_ Transformierte ist lunser erstes Bei‘spi‘el, und ads
mathematischer Sicht konnen wir hieran bereits sehr viel lernen.
Auch physikalisch gesehen spielt sie eine recht wichtige Rolle:
Die Beugung (von Schall, Licht, Quanten, allgemein Wellen) an
einem Einzelspalt erzeugt genau dieses Interferenzmuster (in der
Messung meist als Betragsquadrat). Je schmaler der Spalt, desto
breiter das Beugungsbild! Diese Entdeckung ist theoretisch und
praktisch wichtig: So konnen Sie mikroskopisch kleine Lingen
messen, oder umgekehrt die Wellenlénge des Lichts bestimmen.
Die medizinische Bildgebung (CT/MRT) nutzt diese Techniken,

numerisch optimiert und freundlich verpackt, d.h. wegversteckt.
°

/\ fl@) =T 1(@) =L qy(2/1)
e \ o — —

N—— T T |

o~

Fe) = V2/msin(18) /¢

4

© Wir sehen hier die Unschéarferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.
Beugung am Einzelspalt erzeugt dieses Interferenzmuster (quadriert).
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispiel

Dieses Phinomen der Beu‘guﬁg ist éine universelle Eigéns&:haﬁ
von Wellen. Es widerspricht unserer Erfahrung, speziell unserer
naiven Vorstellung der Strahlenoptik, und ist deshalb zunichst
unanschaulich, gar paradox! Es ist jedoch allgegenwiértig und

fundamental fiir die Physik, insbesondere die Quantenphysik.

Sie konnen es als Haushaltsexperiment selbst ausprobieren: Es
gentigt ein Laserpointer und ein Schnitt in einem Stiick Papier.
Nicht nur im Labor, auch zum Feste im Kreise Ihrer Lieben. ..

| Dé:nnks évab‘or é:nt\LvicE(eﬂe &ies‘e chiee‘koﬁlsehue‘nt Lveiter ‘Zull

Holographie und erhielt dafiir 1971 den Physik-Nobelpreis.
}

f(x) = I[—-s,f]@) = I[—-1,]](v'3/ )

AAAY /\/\/\ /\/\/\ NI WNDNIPNIEWN
MRRAAATRTIRTATAA R A

€)= v2/msin(5¢) /¢

4

© Wir sehen hier die Unschérferelation: Ist fschmal, so ist f breit.
Anwendung: So kénnen Sie mikroskopisch kleine Strukturen messen.
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispiel

(2) Die Fourier—Transformierte von f = I}, ist
- 1 e—i{a _ e—ifb
o = 7= "
27 i§
Erinnerung an Seite F425: Mit dem Residuenkalkil bestimmen wir
1 oo eiﬁu e eiuz )
el g = sign(u) ge%< . ) = sign(u).

Zu fberechnen wir damit die inverse Fourier-Transformation:

R ) 1590 ol 1 o) efiﬁa _ efigb i
P E = [ Reerae o [ St deag

| > ei§($—a) 1 o0 eif(x_b) Res 0 fure ¢ [CL, b]’
T omi df—-/ d¢ = {1 firzela,b],
2mi o & 2 £ L
3 furz e {a,b}.
(—3) = (=3)=0 Lo=h=1 11y \

© Wir erhalten die urspriingliche Funktion f, aber sprungnormiert!
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Fourier—Transformation der Exponentialverteilung Beispiel

1 — f(x) fura =1
[ J
0 o
—2 -1 0 1 2 3 4
Aufgabe: Sei a > 0. Berechnen Sie folgende Fourier—Transformation:
0 firz <0 ) .
o f{r 0p= Fl&) = —
e~ flra>00 = flz) o—e fO) ==
1/2 farz =0

Lésung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es aus:

Var fle) & / e p () da / i g gy

—00

B /oo e—(a+i£)z dae HD! |:_ e(a+if)x:| 00 _ 1
=0

Bl1
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Fourier—Transformation der Exponentialverteilung Beispiel

Aufgabe: Berechnen Sie die Ricktransformation.

Lésung: Wir nutzen den Residuenkalkil, hier erneut Satz F4K:

00 ix
o jeitrge o L [Ty
fla) 2 o [ Reetag e [T S
TR ae = e” ™ furz >0 (Residuumin ¢ = ia),
Coom o € - w0 firz <0 (keine Sing. in Cryn<o)-
Den Fall z = 0 missen wir separat weiterrechnen:
e L1 bt 1 [ E+ia
== g Anteil
f(0) 5 _Oog—iad el = d¢ (gerader Anteil)
Lin HDI 1 © 1
Sl 27T/oo &1 a2 d§ = Dy {arctan(a;/a)}_oo =3

© Wir erhalten genau die Exponentialverteilung der vorigen Aufgabe!
Insbesondere gilt: In =z = 0 ist die Ruckiransformierte sprungnormiert.
Zur Bequemlichkeit haben wir deshalb auch f gleich so eingerichtet.
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Fourier—Transformation der Cauchy—Verteilung Beispiel

Aufgabe: Sei a > 0. Fourier—transformieren Sie g(z) = e~/

Lésung: Direkt ausrechnen. .. oder besser gleich Linearitat nutzen:

ax

e farz >0
0 flire<0p=f(x) o—e f(&)=
1/2 farz =0

1
o a+ i€

£l

~

= g(a) = f(2)+ f(-x) o—e G=F(&)+f(~¢)

1 1 1

_m<a+i§+a—i§>
1 2a \/5 a

:\/T?aQ—i-EQ: a4+ &2

© Die Rulcktransformation gelingt ebenso: Wir haben oben bereits

Z~1(f) = f ausgerechnet. Daraus folgt .# ~!(3) = ¢ dank Linearitét.

© Dies folgt ebenso aus jedem der beiden folgenden Umkehrsatze,
da die Funktion f und ihre Transformierte f alle Bedingungen erfullen.
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Fourier—Transformation der Cauchy—Verteilung Beispiel

© Wir sehen erneut die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.

— e 7l hiera=1 — ol hiera =2
— \/2/7 - a/(a® + a?) 1 —V/2/n-a/(a® +47)

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
— el hiera=3 — e hiera=5
1 —/2/7-a/(a® +2?%) 1 — \/2/7a/(a®+ a?)
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Eigenschaften der Fourier—Transformierten

© Unsere Beispiele illustrieren folgende allgemeine Regel:

Satz K1c: Eigenschaften der Fourier—Transformierten
Ist f:R — C absolut integrierbar, also [;|f(x)|dz < co, dann gilt:
(1) Die Fourier—Transformierte f: R — C ist stetig und beschrankt:

\f(g)\ < J%A}f(m)\dx firalle ¢ e R

(2) Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

1F(©)] —0 fir |¢] — oo

(3) Zudem qilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):

[ Jt@Pas= [ |fePa
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Eigenschaften der Fourier—Transformierten Erlauterung

Die Fourier—Transformierte haben wir oben sehr allgemein definiert:
Fir das Integral fordern wir nur die Existenz des Cauchy—Hauptwerts.
Das hat den Vorteil, auf méglichst viele Funktionen anwendbar zu sein;
genau das nutzen wir bereits in unseren ersten Beispielrechnungen.

Gute Eigenschaften hat die .#—Transformation aber erst fir absolut
integrierbare Funktionen, f € L'(R, C), also solche mit [ |f(z)|dz < oc.
Das ist eine Einschrankung, garantiert uns aber starke Folgerungen.
Meist werden wir uns also auf diesen besonders gutartigen Fall stitzen.

Im Satz ist die absolute Integrierbarkeit von f wesentlich, andernfalls
kann die Transformierte fauch unstetig sein, wie in obigen Beispielen:
Die Spaltfunktion f(¢) = \/2/x sin(¢)/¢ ist nicht absolut integrierbar,
f e L2~ L', und tatsachlich ist die (Rick)Transformierte nicht stetig.

(3) Die Plancherel-Gleichung erweitert die Fourier—Isometrie J1A.
Sie besagt: Genau dann ist f quadrat-integrierbar, wenn f dies ist,
und die Integrale Uber |f|? und | f|? sind gleich (Energiegleichung).
Wir zeigen dies etwas spater gegen Ende des Kapitels (Satz K3A).
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Beweis der Stetigkeit der Transformierten Ausfihrung

(1) Sei f absolut integrierbar. Die Beschranktheit von fist dann Kklar:

_ iz B T
[Fe)] = m/ fla sﬁ/R\e“ || £(2)| da

Zur gleichmaBigen Stetigkeit von f(g) betrachten wir

~

|F(&+m) — F(&) e iEMT _ o716 £(4) dar

~lo L

}e_lgx‘l-l‘e_m — 1} . }f(m)‘l dz.

=1 =: gn(x)

<7
T V271 JRri

In jedem Punkt € R gilt e7* — 1 fUr n — 0, demnach also g, (z) — 0.
Zudem ist g, : R — R beschrénkt durch die integrierbare Funktion 2| f|.
Dank majorisierter Konvergenz vertauschen Integral und Limes:

%12% Rgn(:v)da: /Rnl—%gn( )dx /R()dx 0

Somit gilt | £(€ +n) —

~

(5)\ — 0, also f(f +n) — f(f) firn — 0.
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Beweis des Riemann-Lebesgue-Lemmas Ausfihrung

(2) Die Transformierte von f(x) = I}, 4 (x) verschwindet im Unendlichen:
~ 1 : i elth — gléa
_ —iéx _
= —F e do = Ee—
fo-—= [ =
Dank Linearitat gilt dies somit fir alle Treppenfunktionen. Jede absolut
integrierbare Funktion f: R — C kénnen wir durch Treppenfunktionen
approximieren: Zu ¢ > 0 existiert eine Treppenfunktion g: R — C mit

Hf—gHLl _/R‘f(m)—g(m)‘dxga

Damit liegen auch die Transformierten fund g nahe beeinander:

~ R 1 .
F©)-30] = | 7= [ e r@) — gle)) de| < [ 17(0) — gl da <<
Aus |f(§)| < |9(&)| +eund |g(§)| — 0 erhalten wir

hmsup’f ‘ < hmsup‘g ‘ +e=c¢.

— 0 fir|¢| — o0

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgern wir lim supy|_, oo | f(€)| = 0.



K119

Der Umkehrsatz im Spezialfall L' o—e L! Ausfohrung

Satz K1D: Umkehrsatz im Spezialfall L' o—e L*
Sei f:R — C absolut integrierbar mit Fourier—Transformierter

J? \/ﬂ / e %% f(z) dx.

Dann ist die Funktion f stetig. Ist umgekehrt auch f:R — C absolut
integrierbar und f stetig, so gilt in jedem Punkt z € R die Umkehrformel

1 o ix
f(x)=\/§/_oof(£)e§ de.

/\ Der Satz fordert die strenge Voraussetzung, dass f, f € L' n C? gilt,
also beide Funktionen sowohl stetig als auch absolut integrierbar sind.
Als Gegenleistung garantiert er die Umkehrformel in jedem Punkt!

© Die Cauchy-Verteilung erfullt Voraussetzung und Folgerung.
@ Fur die Spaltfunktion giltnur f e L'~ C%und f € CO~ L.
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Der Umkehrsatz im Spezialfall L' o—e L! Ausfohrung

Wir sprechen von Fourier—Analyse und Fourier-Synthese:
@ Die Analyse .7 : f — f zerlegt das Signal f in sein Spektrum 7.
@ Die Synthese .7 ! .f — [ integriert das Spektrum f zum Signal f.

Dies ist analog zu Fourier—Reihen, dort mit diskretem Spektrum.
Fir die Ausdehnung .7 ,.# 1. L2(R,C) — L*(R, C) siehe Seite K301.

Beispiel: Die Umkehrformel fir Glockenkurven kdnnen wir explizit
nachrechnen [K128]. Hier sind f und f stetig und absolut integrierbar.

Beweisidee: Der Satz gilt fiir Glockenkurven [K128], also auch fir ihre
Linearkombination [K106l. Jede absolut integrierbare Funktion lasst sich
so approximieren. Durch Grenziibergang gilt er dann fiir alle f, f € L'.

Bemerkung: Dieser Umkehrsatz ist ein wichtiger erster Schritt. In vielen
Anwendungen jedoch ist f nicht stetig oder f nicht absolut integrierbar.
Wir méchten daher ein Kriterium, das auch Sprungstellen behandelt.
Der nachste Satz liefert diese praktische und bequeme Erweiterung.
Wir finden wieder die Sprungnormierung wie bei Fourier—Reihen.
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Der Umkehrsatz fir sprungnormierte Funktionen

Satz K1E: Umkehrformel fir sprungnormierte Funktionen
Sei f:R — C absolut integrierbar mit Fourier—Transformierter

/\

G 767 £(2) da.

\/ 27 /
Zudem sei f stickweise stetig differenzierbar und sprungnormiert,

oy = L)+ 1a)

Dann gilt fir jeden Punkt x € R die Umkehrformel

1 o ix
f(w)=m/_oof(£)e§ de.

Firr solche Funktionen ist die Transformation f o—e f also umkehrbar.

© Einfachster Fall: Ist f stetig in x, so ist f(z) = f(z+) sprungnormiert.
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Der Umkehrsatz fir sprungnormierte Funktionen Ausfiihrung

© Dies haben wir in unseren Beispielen beobachtet, etwa K107:
Die Umkehrformel gilt flr Indikatorfunktionen f =T, mita < bin R:
Hier kbnnen wir beide .#—Transformationen explizit nachrechnen!

© Dank Linearitat gilt der Satz somit fiir alle Treppenfunktionen.
Beweis: Eine Rechnung fir den allgemeinen Fall finden Sie bei
Meyberg—Vachenauer, Héhere Mathematik 2, §11.6, Satz 6.3.

Wir werden den Satz hier durch weitere Rechenbeispiele illustrieren.

Das ersetzt nicht den Beweis, trainiert aber unsere Rechentechniken.

Bemerkung: Der Satz entspricht dem Dirichlet—Kriterium I12A flr
Fourier—Reihen: Ist f: R — C periodisch, stliickweise stetig diff'bar
und sprungnormiert, so gilt fiir die Fourier—Koeffizienten f:7Z — C:

o 7 ikwt ny IR —ikwt
F0= 30 Fwet oe J=g [ s

k=—o00

Wir schreiben ,,f(¢) = ... " und nicht blo3 , f(¢) ~ ...*, denn die Reihe
konvergiert in jedem Punkt ¢ und hat als Grenzwert tatsachlich f(t).
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Die Standard-Normalverteilung Erinnerung

Wir erinnern an die Dichte der Standard-Normalverteilung

]. 7$2/2

p:R>R:x—

—2 —1
© Wahrscheinlichkeitsdichte: ¢ > 0 und fR p(z)der =1
© Hier gilt Schwerpunkt = Mittelwert = [, z ¢(z) dz = 0,
© Tragheitsmoment = Varianz = [, (z — p)%p(z) dz = 1.

Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.
Auch flr die Fourier—Transformation ist sie ein zentrales Beispiel.
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Wiederholung: das Gauf3sche Integral Erinnerung

Wiederholung: Berechnen Sie das GaufB3sche Integral

/ e_t2/2 dt = v2m.
R

Lésung: Wir nutzen Fubini und Transformation in Polarkoordinaten:

2
</ e~ t°/2 dt> = </ e=’/2 dx) . (/ e v’/ dy>
R R R
Sl / —z?/2, (/e y2/2dy>d = //er/z.eyQ/Qdydx
RJR
// ~@*4+°)/2 4y dg = / e~ (P2 (5, y)
RxR

00 21
Fol / P2 pd(p,p) 2 / / e P2 pdpdp
R0 x[0,27] p=0J¢=0

0 00
= 277/ pe’p2/2 dp = 27r[— e’p2/2] = 27
p=0 p=0

m
]
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Fourier—Transformation der Normalverteilung Erinnerung

Satz K1F: Fouriertransformierte der Standard-Normalverteilung

Fir die Normalverteilung gilt o o—e o, also e=**/2 o—e ¢757/2.

© Die Fourier-Transformierte der Standard-Normalverteilung ¢ ist. ..
sie selbst, also ¢ = ¢! Auch die Rucktransformation von ¢ ergibt .
Dies gelingt mit Cauchy—Integralsatz oder Ableitung [D415].

Aufgabe: (1) Berechnen Sie den Wert $(0) = 1/+/27 sowie
(2) @'(&) = —€ (&) durch Ableitung unter dem Integral.
(3) Berechnen Sie hieraus die Funktion 3(¢) = e=¢*/2/\/27.

Losung: (1) Die Fourier—Transformierte ist definiert durch
1 > : 1 > : 2
) = — —iéx — —ix —x°/2 )
o(&) o /_Oo e “To(r)dr o ) e e dz

Den Wert fiir ¢ = 0 kennen wir dank des GauBschen Integrals:
1 o 1

@(0):\/72? - W(x)di'?:m
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Fourier—Transformation der Normalverteilung Erinnerung

(2) Wir berechnen @' durch Differenzieren unter dem Integral:

,\/ 1d 7i§m —22/2 1 /oo 0 —iéx P 2/2
_ = d
P8 = o dé € dz 27 J e oo O |:e } *
1 o0 . . .
=5 (—iz) o—iz o=2%/2 g (... partielle Integration. . .)
T Jr=—00
1 { —itx —x2/2r° o1 = Eeiw —2%/2 4 — —£5(6)
B 27‘(‘| te © z——00 27 T——00 ¢ ¢ v 4

=0
(3) Demnach genligt ¢ der Differentialgleichung ¢'(§) = —£ @(§).
Wir trennen die Variablen geméaB ¢'(£) /(&) = —¢
und integrieren zu In $(¢) — In p(0) = —£2/2.
Wir erhalten so die Lésung 3(¢) = 3(0) e €72,
Mit 3(0) = 1/v/27 folgt 3(¢) = (1/v/2m) e=¢'/2.
© Diese Rechnung gelingt dank unserer Integrationswerkzeuge!

Mit Satz K2A wird diese Rechnung ein eleganter Vierzeiler.
Wir rechnen es nochmal alternativ mit dem Cauchy—Integralsatz.
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Ausfihrung

Aufgabe: Vergleichen Sie [ e

@120 g it [

(x—p+is)? /202 dr

dank des Cauchy—lntegralsatzes und zeigen Sie Glelchhelt far r — ooc.

—u—r—i—is‘ ‘ ‘ —iA1is ‘ Im ‘—u—i—rntis
G i £ Re
—p=r —u ot

Losung: Dies sind Wegintegrale der holomorphen Funktion e=#*/27";

0= / e #1207y — /r e~ (@=)?/20% 4 _ /r

OR T=—r =

+ / e /20" / e /20" 4,
a B

ﬁt”ewwwwm_/

e—(x—u+is)2/202 dx

-r

o0

e—(m—u+is)2/202 dx

=—00

© Die Wegintegrale langs o« und 3 verschwinden fir r — oo,

denn Ua e=F/2 dz| < fa}eizQ/QUQ‘ “|daf < se” Re(is—p+r)? /203

— 0.
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Fourier—Transformation der Normalverteilung Ausfiihrung

Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Normalverteilung

f(z) = 1so(“” = “) o—e (€)= e p(0t).

g (o2

Lésung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es aus:

f(f) Def 71§mf

\/ﬂ

ner 1 itz o~ (2—p)?/20% 4,
2o J_

il 1 - o (w—ptio?€)? /20 —ipg—c€?/2 4.
2o — quadratische ErgéﬂZUﬂg 3 Rest ohne = I

w1 g0z / (rmetie /207 g
V2T U\/ﬁ

g e _

e = HE—oTE2 = e THE (gg)

~

© Die Ruicktransformierte .# ~!(f) = f berechnen Sie ebenso leicht.
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Ausfihrung

— p(x) = e~ /2/\/or

— fA:B) = 2p(2z
— f(@) = ¢(3) 7[
L

N

5 | 4 d3 ] H2 | H

L \\\
5 H4TTH3 [H2 | H1 1 2 4 x
— o(z) = e /2/\/27 N
— f(z) = 3¢(3z
— flo)=o(2) EiiEs Rasa
1 ] 2 4 E

© Der Flacheninhalt [, ap(az)dz = 1 bleibt unverandert.

© Wir sehen die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.
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Ausfihrung

© Der Flacheninhalt [, ap(az)dz = 1 bleibt unverandert.
© Wir sehen die Unschérferelation: Ist f breit, so ist f schmal.

— o(z) =% /2/\ /21
— I@) = }e(3)
— f(x) = ¢(2x)

-5 H4TH3 [H2 | H1 1 2 3 4 x
— :E) 1] ()—x2/2 \/ﬂ
— f=) = 30(3)
T fa:) = ¢(3x)

REasaSEnec s NS CRREREEE
-5 o4 43 =2 1 12 3 4 x
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Grundlegende Rechenregeln

Fur die Transformation f(z) o—of(g \/ﬁfR e % f(z) dx gilt:

~

af(x) o—eaf(€), f(@) + g(a) o—e F(&) +5(€),
f(—z) o—e f(=6), f(z) o—e f(-¢),
¢ v N
/(az) o—e |a|f( ). W f(2) o flag).
f(z — a) o—ee 8 f(¢), el f (x) o—e f(€ — a),
0. f () 02w i f(€), z f(x) 0w 0 F(£),
(F+)@) oo Var- FI©) 56, 1(@)- a(o) oie =(F+D)E).

/\ Die letzten vier erfordern L'-Voraussetzungen, siehe K2A und K2B.
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von f
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von f
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Streckung und Verschiebung: Nachrechnen Ausfiihrung

Konjugation:

s e g [ o

Streckung: Substitution mit y = ax flr a # 0 liefert

7o | = o [ el

Ortsverschiebung: Substitution mit y = = — a liefert

e f(z —a)dr = e W+ £(y) dy.

vl vl

Phasenverschiebung: Multiplikation mit e!%* liefert

e Tl £ (1) do = ——

\/12?/_ e 69T £ (1) du.

7wl
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Streckung und Verschiebung: Anwendungsbeispiel Ausfihrung

Aufgabe: Wir wissen bereits

f(@) =1_11(z) o—e 7o) = \/Z Sinf(f)‘

Was erhalten Sie bei Streckung um a > 0 und Verschiebung um ¢ € R?

Lésung: Bei Streckung um a > 0 gilt

fa/a) = T_ou(z) o—s aﬂag):ﬂmja.

Bei Verschiebung um ¢ € R gilt

I[,(w}(:c — ) = I[c a c+a] o—e \/> —icg Sln

© Dies kdnnen Sie wie oben auch direkt nachrechnen: Wledgrholung!
Wir sehen erneut die Unscharferelation: Ist f schmal, so ist f breit.
Die Ortsverschiebung in = entspricht der Phasenverschiebung in &.
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Streckung und Verschiebung: Anwendungsbeispiel Ausfihrung

Aufgabe: Wir wissen bereits

]. 7‘%2/2 ]. 6762/2,

e o—e
V2T V2T

Was erhalten Sie bei Streckung um o > 0 und Verschiebung um p € R?

Lésung: Bei Streckung um o > 0 gilt

1 x 1 2 1 2.2
ol 2 = e 222 O—e o) = —— e 7E/2,
Us@(g) — p(0f) o

Bei Verschiebung um n € R gilt

1 fz—pu 1 _a=w)? _ 1 e 22
- — e 202 o—e e it — e HE—07ER/2.
0_@( - > o ¢(of) or
© Dies kdnnen Sie wie oben auch direkt nachrechnen: Wiederholung!
Wir sehen erneut die Unscharferelation: Ist f schmal, so ist f breit.
Die Ortsverschiebung in = entspricht der Phasenverschiebung in &.
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Ableitung und Multiplikation

Satz K2A: Ableitung und Multiplikation
Sei f:R — C absolut integrierbar mit Z—Transformierter f o—e f.
(1) Ist f absolut stetig und 9,. f Gber R absolut integrierbar, so gilt

~

Op f (x) O—0 i f(£).

(2) Ist z f(z) Uber R absolut integrierbar, so ist f stetig diff’bar und
z f(x) o— 10 (€).

Die .#—Transformation f o—e fverwandelt die Ableitung 9, in
die Multiplikation mit i§, und Multiplikation mit = in die Ableitung i0k.
Diese Formeln kdnnen wir mehrfach anwenden auf 9 f(x) und z™ f (z).

© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von f:

~

Ist 97 f (x) stetig und absolut integrierbar, so folgt " f(£) — 0.
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von .

X

Ist 2™ f () absolut integrierbar, so ist f(£) n-mal stetig differenzierbar.
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Ableitung und Multiplikation

Nachrechnen: (1) Fur f" = 0, f erhalten wir dank partieller Integration

ﬁ(f \/ﬂ / _lgmf ) Das schreit nach partieller Integration!
B2G 1 —i&x 1 > : —iéx Del
= @] - | G0e i@ ar 2 i o).

f(z) = O0firz — +oo

Fﬁrs,tza:gilt\f(s)—f(tﬂz|f:f/(u)du|§f:|f ) du < [ f' (u)| du. Fiir & — oo
geht Letzteres gegen 0, somit erfiillt f(z) die Cauchy—Bedingung und besitzt einen Grenzwert.
Ebenso fiir z — —oo. Beide Grenzwerte sind Null, andernfalls wire f nicht absolut integrierbar.

(2) Dank [ |z f(x)|dz < oo dlrfen wir 9 unters Integral ziehen:

m(§) = \/12? 3 e g flx)de = \/127/_ i0c e 717 f(2) da
D3E . 1 oo —ifx Def . y
= 185\/%/0063 S f(x)de = 0 f(€)

© Alles gelingt dank unserer starken Werkzeuge. A\ Die technischen Vorkehrungen sind
wirklich notig, sonst verwickelt sich die Rechnung in verheerende Widerspriiche.
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Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung Beispiel

Beispiel: Wir betrachten erneut die Standard-Normalverteilung:

—x2/2

o :RSR:z—px)= e

1
V2T
Die oben durchgefihrten Rechnungen fir @ = ¢ waren lehrreich, aber
eher mihsam. Die folgende Aufgabe macht es uns wesentlich leichter:

Aufgabe: Rechnen Sie folgende Schritte nach und begriinden Sie:

(1) Die Funktion ¢ erfullt die Differentialgleichung 0., ¢(x) + x ¢(x) = 0.
(2) Die .#—Transformierte erfullt somit ebenfalls £ p(&) + 0: (&) = 0.

(8) Wir trennen die Variablen gemaB ¢'(¢)/p(&) = —¢&, integrieren zu

In 3(€) — In $(0) = —¢€2/2 und erhalten die Losung $(¢) = 3(0) e=£/2.
(4) Mit dem Anfangswert 3(0) = 1/v/2x folgt 3(¢) = (1/v/27) e=5°/2,
Loésung: Die ausfuhrliche Aufgabenstellung enthalt bereits die Antwort:
Wir Gberprifen (1) durch Ableiten, damit folgt (2) mihelos aus Satz K2A.

(3) Diese Differentialgleichung haben wir bereits auf Seite K126 gel6st.
(4) Den Wert (0) = 1/+v/27 haben wir oben auf Seite K124 berechnet.
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Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung Beispiel

Aufgabe: Zu f(z) = e=""/2 kennen wir bereits (&) = e=€/2.
(5) Fourier-transformieren Sie g(z) = ze~**/2 und h(z) = 22 e~ 7"/2,

Bemerkung: Wir konnen die Fourier—Integrale direkt ausrechnen. ..
@ Das ist allerdings miihsam. Versuchen Sie es einmal als Ubung!
© Es ist viel leichter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:

Losung: (5a) Wir nutzen die Multiplikationsregel aus Satz K2A:
f@)y=e? o—e fl&)  =etP
g(x) =z fx) o—e 0 f(¢) =—ife &/
h(x) =2 f(z) o—e (i0)° J(§) = (1-€)e &7
(5b) Alternativ nutzen wir die Ableitungsregel aus Satz K2A:
fla)=e7*2 o—e f(¢) =t
9(x) = 0, f(w) o—e —it f(¢) = —ige ¢/
h(z) = 02 f(@) + fl@) o—e (&) () +F(§) =1-¢)e

Ubung: Sind die L'-Voraussetzungen von Satz K2A hier erfiillt?
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Faltung und Produkt

Satz K2B: Faltung und Produkt
(0)Sind f, g: R — C absolut integrierbar, so auch ihre Faltung

(f*g)(x / flx—1t)g(t)dt = / f(s)g(x —s)ds

(1) Unter Fourier—Transformation wird sie zum punktweisen Produkt:
(f % 9)(x) o—e V2 - f(£) - §(¢)

(2) Umgekehrt wird das punktweise Produkt zur Faltung:

f(@) - g(z) o— —=(F x g)(€)

1
V2T
A\ Den Faktor /27 empfinde ich hier als storend, aber er folgt aus unserer in Definition K1A
festgelegten Normierung. Andere Konventionen sind hier bequemer, dafiir andernorts lastiger.

Aufgabe: Rechnen Sie diese beiden Transformationsregeln nach!
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Faltu ng u nd PrOdUkt Erlauterung

Nachrechnen: (1) Dank Fubini und Substitution x = s + ¢ gilt:
a1

L ¢ I f(s) ds / —i&tg(t) dt
Li /eR/ER e 66+ £(5) g(t) ds dt

= / / (e —t) g(t) da dt
teR zGR

= / / e T f(x —t) g(t)dt dz
zeR JteR

flx—t)g(t)dt|dx

-~
I

£ -4(6)

S

7151 . |:
27r z€R teR
1 . .
el —iéx el
= — e (f*xg)(x)dzx =
(2) Die umgekehrte Formel zeigen Sie wortlich genauso: Ubung!
Zur Faltung setzen wir nun f und g als absolut integrierbar voraus.
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Faltung von Rechteck zu Dreieck Beispiel
1 - g= I[ 1,1]
0 ) e

0

© PFaltung glittet! Hier ist g unstetig, hingegen h = g * g stetig, g * g * g sogar stetig
differenzierbar, etc. Dies entspricht dem schnellen Abklingen der .7 -Transformierten:
G geht gegen Null wie 1/£, hingegen h = §2 wie 1/£2, dann §° sogar wie 1/£3, etc
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Faltung von Rechteck zu Dreieck Beispiel

Aufgabe: Zu g =I_, , bestimme man i = g * g und h sowie
> sin(£a)?
[ et

Losung: Hier ist g = I|_, , die Rechteckfunktion mit Breite 2a.
Die Faltung h = g g ist dann die Dreieckfunktion mit Breite 4a:

(g * g)(:z:) = /—oo I[—a,a} (:L' - t) ’ I[—a,a] (t) dit = / I[J:—a,ac—‘ra] (t) dt

—a

2a — far |z| < 2a,
:voh([x_a,ﬂam_a?a]):{ a2 fir|z] < 2a

0 far |z| > 2a.
Die .#—Transformierte der Faltung h = g * g ist das Produkt
~ . 2 sin(£a)? 2 sin(£a)?
2 _
he) = Vamge) = Var g =0
Dank Umkehrformel K1E von A zu h im Punkt z = 0 gilt

0o o0 o 2
a=h0) = —=[ hea-= [ e g
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Energiegleichung und Fourier—Isometrie

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den Vektorraum
L*=L*R,C)={ f:R=C| [plf(z)?dz < o0 }.
Auf diesem definieren wir Skalarprodukt und Norm durch

(fl9)e2 = [z f(z)g(x)dz, 1f172 = (f 1 f) = [plf(z)]*da.
Satz K3A: Plancherel 1910

Fir die Fourier—Transformation .% : f s f gilt allgemein || f||;2 = ||ﬂ|L2.
Speziell fir quadrat-integrierbare Funktionen erhalten wir die Isometrie

~

Z:L*R,C) = L*(R,C), (flg)=(F13) Ifl=Il

© Physikalisch bedeutet dies Energieerhaltung: Das Energieintegral
[|f(x)[? des Signals ist gleich dem Integral [|f(¢)[? der Energledlchte

© Fur Fourier—Reihen gilt entsprechend die Parseval-Gleichung [J
Z:17([0,27],C) = £(2,0), (flg)=(F1) Il =17l
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Energiegleichung und Fourier—Isometrie Erléuterung

Aufgabe: Beweisen Sie den Satz fiir f o—e f, go—e g mit f,§ € L.
Nachrechnen: Seien f und g absolut integrierbar. Fubini ergibt dann:

m/ 7@ ‘:/ @){/yeg( ) mydy}dx
/;UER/yeRf(x)e‘ 9ly) dy dz = /yeR/eRe izy f(z)g(y) dz dy

/R[/Rmd] away = [ Fwawa = (719

Speziell fir f = g erhalten wir die Energiegleichung || f||z2 = || f]| z2-
Demnach ist f genau dann quadrat-integrierbar, wenn f dies ist.

Fir alle Funktionen f,g € L' N L? ist damit der Satz bewiesen.

Im allgemeinen Fall f € L? wihlen wir eine approximierende Funktionenfolge f,, € L' N L?
mit || f — fnllz2 — O und definieren % (f) := lim .% (f,,). Dank Energiegleichung fiir alle f,
liegt das Ergebnis f wieder in L? und ist von der Wahl der Approximation ( f,, )nen unabhingig.
So setzen wir die Fourier—Transformation fort von .% : L N L' — L* N L*>®° zu % : L? — L°.
Diese Fortsetzung ist eine Isometrie, das heilit, die Energiegleichung bleibt dabei erhalten.
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Anwendung des Satzes von Plancherel Beispiel

Aufgabe: Wenden Sie Plancherel (K3A) an auf die Spaltfunktion

: 00 o 2
flx) =T_gq 0o 2 sin(€a) und berechnen Sie / Sm(ia)
’ T £ o €
Losung: Die linke Seite der Plancherel-Gleichung ist

112, = /Oolf(x)Ide _ /“mx _ 9

— 00 —a

d¢.

Die rechte Seite der Plancherel-Gleichung ist
N 0 2 [ sin(éa)?
A = [Cif@pa = 2 [T = ae
—0o0 ™ —0o0 5
Die Gleichung | f||2. = || f|2, liefert das gesuchte Integral:
> sin(€a)?
[ -
© Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus der Hutfunktion.
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Anwendung des Satzes von Plancherel Beispiel

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel (K3A) den Wert des Integrals

ab
I— dz fir a.b>o0.
/R(xQ—i-aQ)(:cQ—i—bQ) ¢ Hroe,b>

Lésung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierte

fa(z) =™ o—e \/zégiag = fu(€).

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

e K3n T TN
Y NIGRIGE Y P W ACTE
R
/ )l gy g / T elath)r gy
2 R =0

HDI 7T|: —1 —(a+b)a::|oo _ 4

a—i—be =0 a+b

© Dasselbe Ergebnis erhalten wir mit dem Residuensatz.

Iz
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Die Unscharferelation fir Fourier—Paare Ergéinzung

Sei g: R — C quadrat-integrierbar, also ||g||2, = [z|9(z)]* dz < co.
Division f = g/||g||1,2 durch die Norm normiert unsere Funktion zu

/|f(m)\2dx =1.

Wir interpretieren | f(z)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte auf R (Kapitel V).
Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert p:

= [alf@Pas, V)= [ @l
R
Dank Plancherel gilt fR\f )2 d¢ = 1, also ist auch | f(z)|? eine WDichte.
— [elf©Pa V(D= [ (€~ mIFOP i
R R
Nach Verschiebung darfen wir 4 = 0 und 4 = 0 annehmen.

Die Varianz ist ein bewédhrtes Maf3 fir die Breite der WVerteilung.
Diese wollen wir untersuchen und die Unschscharferelation verstehen.
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Die Unscharferelation fir Fourier—Paare Erganzung

Aufgabe: Fiihren Sie dies fir die Glockenkurve g(z) = e=**/2°” aus.
Berechnen Sie die Varianzen V() und V(f) sowie V(f) - V(f).

Losung: Wir normieren g und transformieren:

fo)im e e i o [T T g
)= e 20 — e 2 := .
o\ VT :
Das Absolutquadrat definiert jeweils eine Wahrscheinlichkeitsdichte:
1 _a? o 242
2 = o2 2 e o g
f@F == e IfOr= e
1@k de =1, JGIRE
[ els@P s =o, G

2
| #r@rar= . /5VPM—
© Fr die Varianzen gilt somit V(f) - V(f) = 1/4.
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Die Unscharferelation fir Fourier—Paare Ergnzung

In unseren Beispielen sehen wir explizit die Unscharferelation:
Ist die Funktion f schmal, so ist ihre Transformierte f breit.
Dies gilt immer und I&sst sich sogar quantitativ prazisieren:

Satz K3B: Unschérferelation
FUr jede quadrat-integrierbare Funktion f: R — C gilt

~

V() -V =

N

Gleichheit gilt genau dann, wenn f und somit feine Glockenkurve ist.

In der Quantenmechanik ist | f()|* die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthaltsort eines
Teilchens, und dual hierzu ist \f(f )|? die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls. Die obige
Ungleichung ist (bis auf Konstanten) Heisenbergs Unschirferelation. Sie besagt: Ist der Ort
scharf bestimmt, so ist der Impuls unscharf, und umgekehrt. Diese Unschirferelation riihrt nicht
von unvollkommenen Messinstrumenten her, sondern ist prinzipieller Natur. Sie wurde 1927 von
Werner Heisenberg in der von ihm (und anderen) entwickelten Quantenmechanik formuliert.
Wir erkennen sie hier als eine grundsitzliche Eigenschaft der Fourier—Transformation.
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Die Unscharferelation fir Fourier—Paare Ergnzung

Nachrechnen: Aus }7(5) = igf(g) und Plancherel-Gleichung folgt:

/IEf &) de = /’?’\(f)Pdﬁ:/R‘f'(x)}de.

Hierzu sei f absolut stetig und f’ absolut integrierbar.
Aus der Cauchy—Schwarz—Ungleichung erhalten wir:

= [las@Par- [ |7 [ o) s@ad > ]
Flr das letzte Integral nutzen wir partielle Integration:
| aT@) ) da = [:cf T T+ @

— 2Re/azf( /|f )P de = —1

Hierzu sei |z f(z)|*> — 0 flr |z| — oco. Mit beiden zusatzlichen Annahmen
gilt die Unscharferelation. Diese Funktionen liegen dicht in L?(R, C).
Per Grenziibergang gilt die Ungleichung daher fir alle f € L?(R, C).
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Die Unscharferelation in der Quantenmechanik Erganzung

Die Quantenmechanik war und ist eine bahnbrechende Entdeckung.
Rasant hat sie im Laufe des 20. Jahrhunderts die Physik revolutioniert.
Ihre Anwendungen reichen vom Laser bis zur Kernspinresonanz,

vom Transistor bis zum Computer, von Atomuhr bis Atombombe.

Sie pragt bis heute unsere technikbasierte Gesellschaft.

Far technisch gebildete Menschen gehéren daher die Grundideen

der Quantenmechanik zur Allgemeinbildung. Zur lllustration flige ich
deshalb ein paar Bemerkungen zur physikalischen Sichtweise an.
Wer in der Chemie oder der Physik der Quantenmechanik begegnet,
darf sich freuen, dies hier als grob vereinfachte Skizze wiederzufinden.

Im Rahmen Ihrer Ausbildung mdchte ich erneut betonen: Erfolgreiche
Entwicklung/ Anwendung ist engstens verwoben mit der erfolgreichen
Entwicklung/Anwendung passender mathematischer Werkzeuge.
Das hat sich in allen Bereichen als Erfahrungstatsache erhartet,

und genau deshalb lernen und nutzen Sie Héhere Mathematik.
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Die Unscharferelation in der Quantenmechanik Erganzung

Wir betrachten den Vektorraum L2(R, C) aller quadrat-integrierbaren
Funktionen ¢: R — C, also [|¢(z)|? dz < oo, mit Skalarprodukt

<%0|¢>=/R<p(w)w(x)dx.

Wie zuvor normieren wir ¢ durch die Bedingung [ |¢(z)[* dz = 1
und interpretieren die Funktion | (z)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte.
Der Ortsoperator ist die Multiplikation mit z. Bezlglich ¢ gilt dann

(z) 1:<¢|$¢>=/R$w(ﬂc)|2dm.

Dies ist der Erwartungswert der WVerteilung |+/|2, ihr Schwerpunkt.
Der Impulsoperator ist p = —ihd,. Dank Fourier—Isometrie K3A gilt

<p>:=<w}pw>£<$!h£$>=/Rhs|$<s>|2d5.

Dies ist der Erwartungswert des Impulses bzgl. der WVerteilung |zZ|2.
Im Experiment sind die gemessenen Observablen z und p zufallig!
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Die Unscharferelation in der Quantenmechanik Erganzung

Ort 2 und Impuls p wirken als Operatoren auf Funktionen ¢): R — C.
Beide Operatoren sind hermitesch bezlglich des Skalarprodukts:

(plzy) = (zp ), (@lpp)=(pp|P).

Sie haben reelle Eigenwerte und orthogonale Eigenfunktionen.
Ortsoperator x und Impulsoperator p kommutieren jedoch nicht, denn

xpp = —ihx 0y aber px = —ihd,(xy) = —ihy —ihx 0.
Wir schreiben dies kurz als Kommutator [z, p] := zp — px = ih.

Wir miissen voraussetzen, dass sowohl ¢ als auch x4 und 9,9 in L? (R, C) liegen. Um dies zu
iterieren nutzen wir den Schwartz—Raum . = .7 (R, C) C L*(R,C) N C*°(R, C): Er besteht
aus allen beliebig diff’baren Funktionen f: R — C mit sup|z™ 9" f| < oo fiir alle m,n € N.
Zum Beispiel erfiillen Glockenkurven f(z) = exp(—(z — p)?/20?) diese Bedingung, ebenso
jede glatte Funktion mit kompaktem Triger. Die Schwartz—Funktionen liegen dicht in L?(R, C).

Damit sind x, p: .¥ — . Operatoren auf .&. Gleiches gilt fiir die Transformation .% : . — .¥.
Fiir Schwarz—Funktionen sind alle Bedingungen erfiillt und alle Rechenregeln besonders einfach.
Zum Beispiel sind Wellenfunktionen e!“® Eigenfunktionen von p, denn p e*? = Jiw '“?,
Diese liegen leider nicht in L2, wir denken daher an ¢'*” exp(—x2/20?) fiir sehr grofes o.
Solche Diampfung wird stillschweigend verwendet, damit die nétigen Integrale konvergieren.
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Die Unscharferelation in der Quantenmechanik Erganzung

Seien A und B zwei hermitesche Operatoren, etwa A = z und B = p.

(A%) = (v | A%p) = (Ap | AY), (B*):=(¢|B*)=(By|By).

Die Cauchy—Schwarz—Ungleichung liefert dann

(Ap | Ap) (By | Bp) > [(Ay | BY)|P = |(v | AB)[? = |[(AB) %

Wir zerlegen AB = 1{A, B} + 1[A, B] in die Summanden
{A,B} =AB+BA und [A,B]=AB— BA.

Der Antikommutator { A, B} ist hermitesch, also ({A, B} ) reell,
der Kommutator [A, B] ist antihermitesch, also ([A, B]) imaginar.

(AB) = [5({4.BY) + 5(14.B)| = L(14.B])]

Zusammengefasst erhalten wir die allgemeine Unschérferelation:

(A2)(B%) > 11(14,B])P

Speziell fir = und p wissen wir [z, p] = ih, also {z?) (p*) > h%/4 > 0.
Das Produkt der beiden Streuungen ist demnach mindestens 7/2.



K401

Fourier—Transformation Fazit

Die Fourier—Transformierte von f:R — C ist definiert durch

f(f) e T f(g)dx fir € e R.

“ vl

Wir fordern hierzu, dass f auf jedem Intervall [—r, ] integrierbar ist.
Unter dem Integral Uber R verstehen wir hier den Cauchy—Hauptwert

/OO e € f(z) dx ;= lim ' e € f(z) dx

—00 r—oo [_.

Die Zuordnung .Z : f — f heiBt Fourier-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation .7 ! : f — f ist

f(z) := et de firz e R.

T o™

Dies kirzen wir ab als Fourier—Transformationspaar f o—e f
Die Fourier—Transformation ist linear, kurz a f + bgo—ea f + bg.
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Eigenschaften der Transformierten Fazit

Beispiele: o—2/2 oo o—42/2

el o—e /2] 0/ (a? +€?)
T_,(z) o—e v/2/7 sin(er) /¢

Ist f: R — C absolut integrierbar, also [;|f(z)|dz < oo, dann gilt:
Die Fourier—Transformierte f: R — C ist stetig und beschrankt:

o)) < \/12?/R|f(x)\dx fir alle £ € R

Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

~

[F(©)] =0 far ¢ = o0

Zudem gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):
[ r@ra= [ iRepe

—0o0 —00
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Grundlegende Rechenregeln Fazit

Fur die Transformation f(z) o—of(§ \/ﬁfR e % f(z) dx gilt:

~

af(x) o—eaf(€), f(@) + g(a) o—e F(&) +5(€),
f(—z) o—e f(=6), f(z) o—e f(-¢),
¢ v N
/(az) o—e |a|f( ). W f(2) o—e flag),
f(z — a) o—ee 8 f(¢), el f (x) o—e f(€ — a),
0. f () 02w i f(€), z f(x) 0w 0 F(£),
(F+)@) oo Var- FI©) 56, 1(@)- a(o) oie =(F+D)E).

/\ Die letzten vier erfordern L'-Voraussetzungen, siehe K2A und K2B.
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von f
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von f
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Umkehrséatze und Isometrie Fazit

Sind f, f: R — C absolut integrierbar und stetig, so gilt punktweise

~ 1 €Y

ei{a: — f(x) o—e —1{90
Hettde=flo)o—e fle) = 7= | M fl@)de

= /E R

Die linke Gleichung gilt, ebenso punktweise, wenn f:R — C absolut
integrierbar ist und stiickweise stetig differenzierbar und sprungnormiert.

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den C—Vektorraum
LQ:LQ(]R{,C)::{f ]R—HC’/ dt<oo}
Die Fourier—Transformation definiert eine Isometrie .# : L? — L2, also

/_07f<x>2dx:/_°7f<£>12d§ und (f | g) = (F|3) fir f.g € L%

Unscharfe ist anschaulich: Ist  schmal, so ist f breit, und umgekehrt.

Quantitativ: Fiir alle f € L? gilt die Unschérferelation V(f) - V(f) > 1.
Optimalfall: Gleichheit gilt genau dann, wenn f eine Glockenkurve ist.
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VersténdniSfragen Erlauterung

Aufgabe: Die Transformationen .# und .% ~! sind zueinander invers;
kleine Unebenheiten sind leider unvermeidbar, die sollten Sie kennen:

(1) Integrale: Nennen Sie absolut integrierbare Funktionen f:R — C
mit Fourier—Transformierter f, deren Rlcktransformation nicht in jedem
Punkt = € R gegen den urspringlichen Funktionswert f(x) konvergiert.

Unter welchen Voraussetzungen gilt’s in jedem Punkt z € R?

(2) Reihen: Nennen Sie 2r—periodische und absolut integrierbare
Funktionen f:R — C, deren Fourier—Reihe f(z) ~ Y72 cel*®
nicht in jedem Punkt € R gegen den Funktionswert f(z) konvergiert.
Unter welchen Voraussetzungen gilt’s in jedem Punkt = € R?
Losung: Rechteckfunktionen Iy, ; sind unvermeidliche Kandidaten:
Hin- und Ricktransformation liefert die sprungnormierte Funktion.

Allgemein kénnen wir jede Funktion f in einem Punkt x € R beliebig
abandern, Integral und Fourier—Transformierte andern sich dadurch
nicht, aber die Konvergenz in diesem Punkt gegen f(x) geht verloren.
(Das gilt allgemeiner fir alle x € N in einer Nullmenge, vol; (N) = 0.)
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VersténdniSfragen Erlauterung

Aufgabe: Wie verhalten sich die Transformationen .# und .# 1. ..
1 bei Linearkombinationen von Funktionen?
2 bei Streckung und Verschiebung?
3 bei Ableitung von Funktionen?
4 bei Produkten von Funktionen?
Welche Voraussetzungen werden jeweils benotigt?

5 Ist fir jede reelle Funktion f:R — R auch freell?
Welche zusatzliche Symmetrie garantiert dies?

6 Ist fir jede Funktion f:R — R die Transformierte f stetig?
Welche zusatzliche Voraussetzung garantiert dies?

7 Was besagt das Riemann—-Lebesgue-Lemma?
8 Was besagt der Satz von Plancherel? im Vergleich zu Parseval?
9 Was besagt die Unschéarferelation? Qualitativ? Quantitativ?

Losung: Lesen Sie das obige Fazit... und noch einmal das Kapitel!
Dort finden Sie die allgemeinen Regeln und zahlreiche Beispiele.
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VersténdniSfragen Erlauterung

Aufgabe: (1) Was genau besagt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung?
Wann genau gilt Gleichheit? Kénnen Sie lhre Antworten beweisen?
(2) Die Unscharferelation K3B beruht im Wesentlichen auf der
Cauchy—Schwarz—Ungleichung. Wann genau gilt hier Gleichheit?
Lésung: (1) Wir erinnern an Satz I1H: In jedem K—Vektorraum V' mit
Skalarprodukt (- |-) gilt [(u | v)]? < (u | u) (v |v) fur alle u,v € V.
Gleichheit gilt genau dann, wenn u, v Uber K linear abhangig sind.

(2) Die Unschérferelation V(f) - V(f) > 1 beruht auf der CSU (K3B):

: )= zf(z)]|*dz - F)|2
V(f)-V(f) /R 2 f(x)]*d /R £F(6)|7 ¢

, o a 1
= [ef@P e [ |f@far> || of@ - @l =2 5

Bei Gleichheit miissen z f () und f/(z) linear abhéngig sein, also
f(x) = Xxf(x) fir ein X € C gelten. Wir integrieren f'(z)/f(z) = Az
zu In f(z) = ¢+ Az2/2 und erhalten f(z) = C ¢***/2. Dies ist quadrat-
integrierbar fir A < 0. Gleichheit gilt daher nur fir Glockenkurven!
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Verstandnisfragen: komplexe Potenzen Ubung

Aufgabe: Die folgende Rechnung beweist 0 = 1. Wo stecken Fehler?
Fir alle k € Z gilt: ik =1 1
2

(1)
(2)
(3)
e—4w2k2+27rik -1 (4)
(5)
(6)
(7)

eQTrlk—f—l

Multiplikation von (1) mit e =e

Einsetzen von (2) in (1) (e2mikt1y2mik -
Potenzgesetz (e”)* = e"*
e—47r2k2 L e2mik _ q 5
6

7

Potenzgesetz e ™* = % . ¢*

Anwendung von (1) o dmK =1

el

Grenzwert fir k — oo 0 =1
N\ Das ist eine lehrreiche Ubung, bitte versuchen Sie zuerst selbst, den Fehler einzugrenzen!
Die Gleichungen (1) und (2) sind tatsdchlich giiltig, auch (3) 1* = 1 scheint noch in Ordnung,
obschon die Bedeutung von o~ fiir a, z € C unklar ist. Die letzte Gleichung (7) ist offensichtlich
falsch, ebenso (6), (5), (4). Die Implikationen (4) = (5) = (6) = (7) sind alle einwandftrei,

sie starten leider bei einer falschen Aussage (4). Der einzige Fehler liegt also bei (3) = (4).

In C sind Logarithmen und Potenzen nicht eindeutig, daher ist extreme Vorsicht geboten!



Anwendung der grundlegenden Rechenregeln
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Ubung

Aufgabe: Stimmen die folgenden Rechnungen? Wo stecken Fehler?

S
—  —af(x) = f'(x) o—e
== f(z) o—e
(2) ek =g(x) o—e
— el =g'(x) o—e
- g(z) o—e

-~ 1 1

1O =V avie

7 _ 1 i
1 i/a

N 2
9@ = \/;Jrf

N2 2 —at?
990 = 2 75,
2 —£2/a

Whaaa? -
T a2 + 52

A\ Unsere Ableitungsregel K2A verlangt absolute Stetigkeit, diese ist links jedoch nicht erfiillt.
Umgekehrt verlangt die Multiplikationsregel absolute Integrierbarkeit, diese ist rechts verletzt.

Tatséchlich fithren die obigen, allzu naiven Rechnungen zu dramatisch falschen Ergebnissen!
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Anwendung der grundlegenden Rechenregeln Ubung

Aufgabe: Fourier—transformieren Sie die Funktionen

— x| || — ||
) ) *

e xe —sign(x)e

Bemerkung: Sie kénnen die Fourier—Integrale direkt ausrechnen. ..
@ Das ist allerdings mithsam. Versuchen Sie es einmal als Ubung!
© Es ist viel leichter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:

Losung: Die erste kennen wir bereits, die anderen folgern wir:
Zur Anwendung von Satz K2A sind hier alle Voraussetzungen erfullt.

e 1l = f(x) o—e J?(f) = \/21—1—152
ze =af(z) o—e 0 f(¢)= \/Z (1;252)2

—sign(z)e "l = 0, f(x) o—e if(§) = \/Z 1 ng

© Allgemein fiir g(z) = p(z) f(z) finden wir ebenso §(¢) = p(id;) f(£),
wobei p(z) = ap + a1z + a2x® + - - - + a,z™ ein beliebiges Polynom ist.
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Anwendung zu Multiplikation und Ableitung Ubung

Aufgabe: Fourier—transformieren Sie die Funktionen g, h: R — R mit
g(z) = x und h(z) = 22 fir |z| < a, fortgesetzt durch Null fur |z| > a.

Bemerkung: Wir kénnen die Fourier—Integrale miihsam ausrechnen. ..
© Es ist viel effizienter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:
Wie / Kénnen Sie hier die Multiplikations/Ableitungsregel anwenden?

Losung: Wir kdnnen Satz K2A(2) auf f = I|_, , anwenden:

f(@) =1 _4q(x) o0—e (&) = ism(;g) = ZZO:U k€,
o) =afle) o cfle =20 ()

~ a’¢?—2)sin(a a& cos(a.
M) = S) o 0 fle) = o 2L G a0k eos(e

© Firr jedes m € N ist das Produkt 2™ f(z) tiber R absolut integrierbar.
Die rechte Seite f ist beliebig oft differenzierbar, gar analytisch, genauer:
darstellbar als eine auf R konvergente Potenzreihe. Versuchen Sie es!
Sie finden ca, = (—1)"/2/ma®"*1/(2n + 1)! und copyq = O flir n € N.
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Anwendung des Satzes von Plancherel Ubung

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel (K3A) den Wert des Integrals

7 = /eix sin(x) de — /ei” sin(z) 1 do.
r T+ a3 R T 1+ 22

Lésung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierten

) =Toa@) o—e (258 g

g(z) =e 7 o—e \/71""62 =9(§

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

def T Py ~ 34 T —_
= Q/e—lﬁf(g)-g(g)dg = 5 | fle=1)-g(z)dz
R R
2
per T —lz Def  T0 —z
= Q/RI[O,Q]($)‘G el de = 2/J:0e dz
Hpr T _21? T —9 . o -
= |_eZ = —|1— = 35821 ...
2[ e L:O 2[1 e } 1.35821
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Fourier—Transformation der Hutfunktion {bung

Aufgabe: Fourier—transformieren Sie die folgende Hutfunktion H,:

a

—a +a T

(1) Nutzen Sie die Ableitung H/, und deren .#—Transformierte.

(2) Alternativ hilft die Faltung H, = g+ g mitg =I_a ).

(3) Alternativ setzen Sie die Definition ein und rechnen es geduldig aus.
Plausibilitatscheck: Gilt Haq () = Hy(z + a) + 2H,(z) + Ho(z — a)?
Durch Riicktransformation bestimmen Sie [~ _sin(£a)?/&% d€.

Der direkte Ansatz (3) liegt am néchsten, fiihrt aber zu einer etwas mithsamen Igtegration.

Als Training sollten Sie dies einmal durchrechnen: Das ist eine sehr lehrreiche Ubung.

Wenn einem nichts besseres einfillt, dann ist dies auch die einzig gangbare Methode.

Meist ist es giinstiger wie in (1) oder (2), neue Funktionen auf alte zuriickzufiihren.
Das geht oft schneller. Genau hierfiir haben wir die Rechenregeln entwickelt!
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Fourier—Transformation der Hutfunktion {bung

Lésung: (1) AuBer in den Punkten {—a,0,a} ist H, differenzierbar:
Hy(2) = I_q(2) — Ijpq(2)

() = 5= ¢[(1= ) — (e - )
1 i 4 (ag\?
:EE[Q—QCOS(CLQ} \/ﬂgSIIl( >

Dank Ableitungsregel 0,H,(z)o—e i{H (&) erhalten wir:

e =2 Bn(%5) = [T L7t

© Dasselbe Ergebnis erhalten wir durch Faltung oder direkt.
Plausibilitat: Es gilt Ho,(x) = Hu(x 4+ a) + 2H,(x) + Hy(x — a) und

Haa(€) = Ha(€) (€€ + 2+ e71%¢)  nach Verschiebungsregel

2 ;2 S1H<a§> (2 + 2 cos( aﬁ \/7 e sin(a&)?
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Fourier—Transformation der Trapezfunktion Ubung
Aufgabe: Fourier—transformieren Sie die Trapezfunktion 7,:
—2a a +a +2a x

(1) Nutzen Sie die Ableitung 77, und deren .#—Transformierte.

(2) Alternativ hilft die Summe T,,(z) = Hy(x + a) + Ho(z) + Ho(z — a).
(8) Alternativ setzen Sie die Definition ein und rechnen es geduldig aus.

Der direkte Ansatz (3) liegt am néchsten, fiihrt aber zu einer etwas mithsamen Integration.
Als Training sollten Sie dies einmal durchrechnen: Das ist eine sehr lehrreiche Ubung.
Wenn einem nichts besseres einfillt, dann ist dies auch die einzig gangbare Methode.
Meist ist es giinstiger wie in (1) oder (2), neue Funktionen auf alte zuriickzufiihren.

Das geht oft schneller. Genau hierfiir haben wir die Rechenregeln entwickelt!

© Es ist effizienter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen!

Je mehr Werkzeuge Sie beherrschen und nutzen kénnen, desto besser.
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Fourier—Transformation der Trapezfunktion Ubung

Loésung: (1) AuBer in den Punkten {+2a, +a} ist T, differenzierbar:

To(x) = Tog—a)(®) = Tjg0q (%)
Tie) = = g |( =) = (8 - o)
_ \} é [2cos(ag) — 2cos(2a)]
Dank Ableitungsregel 0,7, (z) o—ei¢ /T;(g) erhalten wir:
T2(6) = /7 g cos(a6) — cos(2a¢)]

(2) Aus der Summe T,(x) = Hy(x 4+ a) + Hy(z) + Ho(z — a) folgt
2
To(€) = Hy(€) (¢ + 1+ e71%) = % ;sin<a§> (1 + 2cos(a&))

© Beide Ldsungen aus (1) und (2) sehen zunachst verschieden aus.
Beide Funktionen sind aber tatsachlich gleich dank Additionstheorem.



Faltung von Normalverteilungen
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Ubung

Die Normalverteilung ¢ = N(u, o?) ist gegeben durch

p:R=>R:z—

Aufgabe: Fur die Faltung von Normalverteilungen gilt:

1 _(m—w)?
e 202

oV 2T

N(p1,07) * N(u2,03) = N(u1 + p2, 07 + 03)

Zeigen Sie dies (1) durch Fourier—Transformation und (2) direkt.
Lésung: (1) Wir kennen die Fourier—Transformierten [K201]:

-

f=N(u1,07) o—e
N

9 =N(u2,03) o—e
-

o—e

h = N(u1 + pa, 0% + 03)

N 1 —ié—o

fle) = S emeeiete

-~ 1 —ipg—o

g = 7% o 28 562/2

h(¢) = 127r o~ i(k1tu2)é— (07 +03)€% /2

Wir nutzen hierzu dankend die Faltung K2B und die Umkehrung K1D.
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Ubung

(2) Wir rechnen alles direkt aus. Zur Vereinfachung sei 11 = ps = 0.

o 1 00 W2 (w—w)?
h(z) = / flw)g(x —u)du = / e 27 292 du

o 210102 Jy——oco

Zum Vergleich figen wir den erhofften Faktor ein:

22

_2(02+o'2) 7&7(1_“)2
h(x) — € v Y Ul + 02 / 2(01+02) 2] 205y
\/27r(0% + 02 0109V 2T Ju=—oo

. . . . . o2z
Dies vereinfachen wir weiter mit o2 := Zf% und p = %}kag'
172
h(z) o i / - q
xXr) = . u
V2 (o] + 03) V2T Ju=—oo

=1
© Zu dieser Rechnung benétigen Sie vor allem Mut und Geduld.
@ 3Blue1Brown betont und nutzt die Rotationssymmetrie: A pretty

reason why Gaussian + Gaussian = Gaussian. youtu.be/d_qvLDhkg00.


http://youtu.be/d_qvLDhkg00
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Transformation von Differentialgleichungen Ubung

Wir untersuchen die homogene Warmeleitungsgleichung
u(t,z) = k02 u(t,r) firt>oundz € R,
u(0,x) = up(x) firt =0und z € R.

Aufgabe: Lésen Sie dies durch Fourier—Transformation beziglich x.

Hierzu gibt es Voraussetzungen: Satz K2A erfordert, dass u zweimal stetig nach x differenzierbar
ist und 92u absolut integrierbar. Das ist am Ende noch zu iiberpriifen, siehe hierzu Satz D5D.

Lésung: Die .#—Transformierte u(t, &) erfullt 0,u(t, €) = —k £27(t, €).
Dies ist eine gewoéhnliche Differentialgleichung in ¢ mit Parameter &.
Wir trennen die Variablen geméan [91(t, £)]/u(t, &) = —k&?

und integrieren von 0 bis ¢ zu In(t, &) — Inw(0, &) = —k&>2t.

Wir erhalten so die Lésung u(t,&) = e—re% uo(€) fur alle t > 0.
Ruicktransformation e=#¢*t e—o e~*/4%t /\ /2t und Faltung ergibt:

e_(x_y)2/4’§t d f
t,z) = A — irt > 0.
w(t, 2) / L ) dy
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Transformation von Differentialgleichungen Ubung

© Das Ergebnis entspricht unserer in Satz D5D prasentierten Lésung:
Die Warmeleitungsgleichung d;u = x 9?u hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

H:RooxR—=>R: H(t,z) =

1 |
ex — ).

VAarkt P\ 4wt
Die Konstanten sichern die Normierung [ H(t,z)dx = 1. (GauB3 C2G)

Fir t = 0 sei die Warmeverteilung ug : R — R vorgegeben, mit ug € Cj.
Far ¢ > 0 erhalten wir die L6sung durch Superposition (Faltung D5E):

u(t,x) = /ER uo(z —y) H(t,y)dy = /ERuo(z) H(t,z — 2z)dz.

© Stehen die Formeln schon da, so geniigt geduldiges Nachrechnen:
Machen Sie die Probe und zeigen Sie d;u = x 9%u durch Ableiten.
© Die Fourier-Transformation bietet eine elegant-effiziente Herleitung.
AnschlieBend sammeln und prifen wir die Voraussetzungen (D5D, D5uU).
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Transformation von Differentialgleichungen Ubung

Aufgabe: Finden Sie eine quadrat-integrierbare Funktion

w:R—R mit u(z)—u(z)=e

Lésen Sie diese Gleichung durch Fourier—Transformation:

(1) Zu welcher Gleichung fir u wird diese DG transformiert?

(2) Lésen Sie nach u auf und berechnen die Ricktransformierte w.
(3) Probe: Erflllt die gefundene Funktion v die Gleichung?

(4) Ist die gefundene Funktion « die einzige Lésung?

e_|x|
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Transformation von Differentialgleichungen Ubung

Lésung: (1) Wir fourier—transformieren die Summanden:
u(z) o—e ()
u'(x) o—e  (i€)*a(€)

fly =l o—e Flo =42

Die transformierte Gleichung fir u lautet also

~ ~ 2 1
(e) + € (e) = \/; e

Diese koénnen wir leicht nach u aufldésen:

ﬁ<5>=\/31+1§2-1+152=\/;f<5>'f<€>

© Integraltransformationen (hier Fourier, spater Laplace) machen aus
Differentialgleichungen einfache algebraische Gleichungen. Wunderbar!
Diese kdnnen wir leicht I6sen. Dann bleibt noch die Ricktransformation.
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Transformation von Differentialgleichungen Ubung

(2) Dank Faltungsformel finden wir u = %f « f. FOr x > 0 gilt:

(f*f)(x)—/ e Ite~l*= 4 _/ e—tl—$+tdt+/ o lt+a—t g

x o0
=e® / eIttt qt 4 &® / e 2dt
— o x

Flr die letzten beiden Integrale gilt:

T 0 1
/ S T / e dt + / ddt == +2
—00 —00 0 2
oo —_—
= 2 x 2

Far x > 0 erhalten wir somit folgendes Ergebnis:

1 1 1 1
u(z) = = [e_x (5 + 1:) +e“”§ e_%] = 5(1 +x)e .

Da die Funktion u = %f x f gerade ist, folgt schlieBlich

7290

u(z) = %(1 + |z) el
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(3) Wir machen die Probe. Fur z > 0 gilt

_ 1 —x / _ ;]‘ —T " _ ;]‘ _ —T
u(x)—2(1+x)e , u(z) = 5 Te u'(z) = 2(1 x)e "
Hier gilt u(z) — v’ (z) = e~ ® = e~ 1l. Fir z < 0 gilt
1 -1 -1
u(x) = 5(1 —x)e”, u(z)= -2 e”, u'(x) = 7(1 + x)e”.

Hier gilt u(z) — u”(x) = * = e~1*l. Somit ist u quadrat-integrierbar,
zweimal stetig differenzierbar und erfillt die Differentialgleichung.

(4) Die homogene Gleichung v — u” = 0 hat die allgemeine Lésung
up(x) =ae®+ B mit o, R
Allgemeine Lésung der Gleichung u(z) — u”(z) = e~1*l ist demnach
1
u(z) +un(z) = 5 (1+|z)) el +ae® +ge.

Quadrat-integrierbar ist diese Funktion nur fir o = g = 0.
© Die Laplace—Transformation (Kapitel L) geht hier weiter!
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