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Motivation und Zielsetzung Uberblick

Nahezu jedes naturwissenschaftlich-technische Gebiet nutzt Integrale
und Integralsatze. Im ersten Teil dieses Kapitels wenden wir sie zur
lllustration auf vier zentrale und physikalisch relevante Probleme an:

1 Eulers Kontinuitatsgleichung:
Wie verhalten sich stromende Flissigkeiten?

2 Fouriers Warmeleitungsgleichung:
Wie berechnet man den Warmefluss in einem Korper?

3 Newtons Gravitationsgesetz:
Wie berechnet man das Gravitationsfeld einer Masse?

4 Maxwells Elektrodynamik:
Wie breiten sich elektromagnetische Wellen aus?

Diese Problemstellungen sind auch mathematisch von zentraler
Bedeutung, denn sie fihren uns zu den drei Grundtypen partieller
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Diese werden wir mit weiteren
Werkzeugen in spateren Kapiteln immer besser behandeln kdnnen.

Mit unseren bisherigen Techniken wollen dies jetzt vorbereiten.
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Motivation und Zielsetzung Uberblick

Im zweiten Teil dieses Kapitels greifen wir das Potentialproblem auf,
das Sie bereits aus der HM2 kennen: Sei U C R” offen. Unter welchen
Bedingungen erlaubt ein Vektorfeld f: R™ O U — R™ ein Potential?

Wir suchen also zu f eine Stammfunktion F: U — R mit grad F = f.
Wenn dies mdglich ist, so nennen wir f exakt (oder ein Gradientenfeld).

Nicht jedes Vektorfeld f kommt solcherart von einem Potential.
Wir fragen daher: Wie kbnnen wir feststellen, ob f exakt ist?
Und wenn ja, wie kdnnen wir ein Potential berechnen?

Die Antwort hangt, wie Sie aus der HM2 wissen, zunachst vom
Vektorfeld f ab: die lokale Integrabilitdtsbedingung rot(f) = 0 ist
notwendig. Uberraschenderweise ist sie noch nicht hinreichend: Die
Antwort hangt zudem von der globalen Gestalt des Gebiets U C R™ ab!

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes kdnnen wir dieses Problem nun
vollstandig 16sen fur konvexe Gebiete U C R™ und allgemeiner fur alle
einfach zusammenhangenden Gebiete. Potentiale nitzen uns Uberall,
etwa in Kapitel M zur Losung von exakten Differentialgleichungen.
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Differentialoperatoren und Integralsatze

Wir nutzen hier zur Ubung die dekorative Schreibweise der Physik.
Als Abkilrzung nltzlich ist der Nabla-Operator V = (91, 02, 03).
dg 99 9y )
85171 ’ 8@ ’ (9583
- 2 »_(0fs 0fs Ofi Ofs 90fa Oh
F% . = — — _ _
otation rot f =V xf <8:U2 Oxs’ Oxrs Oz Oxy 6:1:2)
0f1 , Ofa | 0fs
8331 + 3332 + 8333
0% 0%¢ 0%
Laplace: Ag=V?%qg =
aplace g=V-g 922 + 922 + 92
Unsere Integralsatze schreiben wir dann in folgender Form:

HDI: / g) + d5 = g(pziel) — 9(Pstart)

Gradient: gradg =Vg = <

Divergenz: divf=V-.f =

Stokes: / fo -ndS = %f - ds
83

Gaul3: // V-de:# fendS
1% oV
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Differentialoperatoren und Integralsatze Ausfihrung

Wer serids arbeitet, gibt immer auch Definitions- und Wertebereich an:
Sei ) C R? ein Gebiet, also eine offene zusammenhangende Menge.
Wir betrachten hier die Ortsvariable & = (z1, 22, z3) € © und ein stetig
diff bares Skalarfeld g: Q — R bzw. Vektorfeld f = (f1, f2, f3) : 2 — R3.
Das heif3t, jedem Punkt & € 2 wird eine Zahl g(¥) € R bzw. ein Vektor
f(#) € R? zugeordnet. Die oben definierten Ableitungen sind demnach
Skalarfelder V- f, Ag:Q — R bzw. Vektorfelder V x f, Vg:Q — R3.

Far den HDI sei I' C Q eine stiickweise glatte Kurve vom Startpunkt

7 € Q zum Zielpunkt 7 € Q mit vektoriellem Wegelement d5 = tds, also
Einheitstangente ¢ € R3 und skalarem Wegelement ds. Fiir Stokes sei
S C Q) eine stlckweise glatte Flache mit vektoriellem Flachenelement
dS = 7 dS, also Einheitsnormale 7 und skalarem Flachenelement ds.
FUr Gauf3 schlieBlich sei V' C Q2 ein Kompaktum mit stickweise glatter
Randflache 0V und dem ublichen Volumenelement dV = d(x1, z2, z3).

Dekoration als Gedachtnisstitze: Mehrfache Integralsymbole erinnern
an die Dimension, der Kringel an geschlossene Kurven bzw. Flachen.
Unabhéangig von der Schreibweise ist das Integral dasselbe wie zuvor.
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Differentialoperatoren und Integralsatze Ausfihrung

Wir nutzen in diesem Abschnitt §H1 diese dekorative Schreibweise,

da sie insbesondere in der Physik gerne verwendet wird. In der Literatur
finden Sie beide Notationen, daher sollten Sie beide problemlos lesen
und verstehen — und gegebenenfalls ineinander tGbersetzen konnen.

Die eindimensionale Differential- und Integralrechnung flhrt wie
gesehen direkt zur zwei- und dreidimensionalen Vektoranalysis.
Die hier betonte Dimension 3 ist vor allem physikalisch motiviert;
analoge Satze und Rechentechniken gelten in jeder Dimension.

Integralsatze erlauben und erklaren die nétigen Umrechnungen.

In den vorigen Kapiteln haben wir die hierzu nétigen Kurven-, Flachen-
und Volumenintegrale und hierbei geltenden Integralsatze diskutiert.

In diesem Kapitel stelle ich einige klassische Anwendungen vor.

Nahezu alle GesetzmaBigkeiten in Naturwissenschaft und Technik
formuliert man Ublicherweise als Integral- und Differentialgleichungen.
Die in obigen Formeln zusammengefassten Rechentechniken sind daher
Grundwerkzeuge fir Ingenieur:innen und Naturwissenschaftler:innen.
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Differentialoperatoren und Integralsatze Ausfilhrung

Unsere drei Differentialoperatoren auf 2 C R? bilden folgende Sequenz:

0 — C=(Q,R) E2% 0(Q, R3) 2% 0°(Q,R3) 2% ¢°(Q,R) — 0

Folgende ldentitaten nitzen bei Potentialproblemen und Umformungen:

rot grad g = 0 d.h. V x(Vg)=0
divrot f =0 dh. V-(Vxf)=0
divgrad g = Ag d.h. V. (Vg) =Ag

rotrotf: graddivf— Af d.h. V x (V x f) :V(V-f)—vzf

Aufgabe: Rechnen Sie dies nach flir zweimal stetig diff’bare Felder.
Warum und wo genau bendtigen Sie hier den Satz von Schwarz (D4A)?

Losung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es sorgsam aus:
rot grad g = (02039 — 03029, 03019 — 01039, 01029 — 02019 )

Wenn g: Q) — R zweimal stetig differenzierbar ist, so kbnnen wir den
Satz von Schwarz anwenden: Es gilt 9;0,9 = 9;0;g, also rot grad g = 0.
Die anderen Gleichungen rechnet man ebenso geduldig nach. Ubung!
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Ziel: Wie verhalten sich Stromungen? Welche Gleichungen gelten hier?

Bildquelle: wikimedia

(0) Wie beschreiben Sie eine Strdmung in einem Gebiet 2 C R3 Uber ein
Zeitintervall I = [to,t1]? Geschwindigkeit 7: 1 x Q — R3: (¢, Z) — ¥(t, T)
und Massendichte o: I x Q — R: (¢, %) — o(t, Z) und evtl. weitere Daten.
Die Massenstromdichte o7: I x Q — R3 beschreibt den Massenfluss.
Im Strémungsbereich 2 werde Masse weder erzeugt noch vernichtet.
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Die Kontinuitatsgleichung der Stromungslehre Ausfihrung

Die Strémungsmechanik untersucht die Bewegung von fluiden Medien.
Sie ist grundlegend fur die Meteorologie, beim Bau von Flugzeugen,
Schiffen, Autos, ... bis hin zu Verbrennungsmotoren: Alles flief3t!

Strémungslehre:

Fluiddynamik
e ~
inkompressibel: kompressibel:
Hydrodynamik Aerodynamik
e ~
mit Reibung: ohne Reibung:
Navier—Stokes Euler—Gleichung

Ein Fluid heit inkompressibel, wenn seine Dichte nicht vom Druck abhiingt. Zum Beispiel ist
dies bei Wasser eine gute Nédherung fiir die meisten Anwendungen. Noch einfacher ist zunichst,
iberall konstante Dichte anzunehmen. Anders als Fliissigkeiten sind Gase leicht komprimierbar,
ihre Dichte ist etwa 1000mal geringer, ihre thermische Ausdehnung groBer. Fiir ihre Bewegung
aber gelten weitgehend die gleichen Gesetze, zumindest bei nicht allzu groB3en Driicken und
Geschwindigkeiten. Wir wenden uns hier der allgemein giiltigen Kontinuititsgleichung zu.
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Die Kontinuitatsgleichung der Strémungslehre

Aufgabe: Welche Beziehung folgt aus der Massenerhaltung?

(1) Sei K e Q) C R? kompakt, etwa ein Wirfel. Formulieren Sie
die Massenbilanz fir K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehdrige Differentialgleichung.
(4) Was folgt fir inkompressible Strdmungen, also flr ¢ = const?

Losung: (1) Die Uber die Randflache S = 0K ausstrdmende Masse
geht der Gesamtmasse in K verloren. Als Integralgleichung formuliert:

i/// gdK+# (07 +7)dS = 0
dt JJ/k S—oK

(2) Wir durfen die Ableitung unters Integral ziehen dank Kompaktheit
des Integrationsbereichs K und Stetigkeit der Ableitung dp/0t:

A par 2 o dK
dt K D3¢
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Die Kontinuitatsgleichung der Stromungslehre

Wir wollen auch das Flussintegral in diese Form bringen und dann
beides zusammenfassen. Dies gelingt mit dem Satz von Gaul3 (G3G):

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

/// [ + div( Qv)] dK =0

(3) Diese lokale Massenbilanz gilt flir jedes Kompaktum K & Q.
Das gilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet:
0

a—f + div(g?) = 0

Diese Kontinuitatsgleichung ist grundlegend fir die Strémungslehre.

(4) Far inkompressible Strdémungen gilt o = const und somit div 7 = 0.
Anschaulich: In jedes Volumen K flief3t ebensoviel hinein wie heraus.
Hierzu gentgt allgemein bereits 0;0 + v - grad o = 0. Sehen Sie warum?
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Von Integral- zu Differentialgleichungen Ausfiihrung

Wir haben oben aus einer Integralgleichung (der Massenerhaltung)
eine Differentialgleichung abgeleitet (die Kontinuitatsgleichung).
Dahinter steckt folgendes einfache und sehr nutzliche Prinzip:

Lemma H1A: Verschwindungslemma fur Skalarfelder

Sei 2 C R™ offen und f: Q2 — R stetig. Gilt [, f(z)dz =0
far jeden (kleinen) kompakten Wirfel K € €2, so folgt f=0.

Aufgabe: Begriinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Losung: Wir wollen f = 0 zeigen.
Nehmen wir im Gegenteil an, es galte f # 0.
Das bedeutet, es existiert ein Punkt a € 2 mit f(a) # 0.

Wir kénnen f(a) > 0 annehmen; der Fall f(a) < 0 ist analog.

Sei also f(a) = 2b > 0. Da f stetig ist, existiert um a ein kleiner Wiirfel
K € Q mit Kantenl&nge € > 0, sodass f(x) > b fur alle z € K gilt.
Hieraus folgt die Abschatzung [, f(x)dz > bvol,(K) = be™ > 0.

© Wenn also [ f(x)dz = 0 fir alle Wurfel K e Q qilt, so folgt f = 0.
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Von Integral- zu Differentialgleichungen Ausfihrung

Dieses Prinzip gilt ebenso fur Flussintegrale von Vektorfeldern:

Lemma H1B: Verschwindungslemma ftr Vektorfelder

Sei © C R? offen und f:Q — R? stetig. Gilt [¢ f(2)-7dS =0
fur jedes (kleine) achsenparallele Quadrat S € €2, so folgt f = 0.

Aufgabe: Begriinden Sie dies mit Hilfe der Stetigkeit von f.

Losung: Wir wollen f = 0 zeigen.
Nehmen wir im Gegenteil an, es galte f # 0.
Das heif3t, es existiert ein Punkt a € Q mit f;(a) # 0 flr ein ¢ € {1,2, 3}.

Wir konnen i = 3 annehmen; die Falle : = 1, 2 sind analog.

Wir kénnen f3(a) > 0 annehmen; der Fall f3(a) < 0 ist analog.

Sei also f3(a) = 2b > 0. Da f und somit f1, fo, f3: Q — R stetig sind,
existiert um « ein kleines Quadrat S € 2 parallel zur (x1, z2)—Ebene
mit Kantenlange ¢ > 0, sodass h|erauf f3( ) > bfaralle x € S gilt.
Hieraus folgt d|e Abschatzung [o f(z)+71dS > bvoly(S) =be? > 0.

© Wenn [, f(x)-7dS = 0 fur alle Quadrate S € Q gilt, so folgt f = 0.
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Die Navier—Stokes—Gleichungen flr inkompressible Fluide  austinrung

FOr inkompressible Stromungen gilt o = const und somit div ' = 0.
Es handelt sich um eine grundlegende Erhaltungsgleichung.

Diese beschreibt allerdings die Bewegung keineswegs vollstandig.
Dazu werden weitere Erhaltungsgro3en wie Impuls / Energie bendtigt.

Die Impulserhaltung fihrt zu den Navier—Stokes—Gleichungen:
Sei 7(t) die Bahn eines Teilchens der Stromung, d.h. ¥(t) = ¥(t, ().
Newtons Gesetz ,Kraft = Masse x Beschleunigung“ besagt hier:

07(t) = F(t,7(t))

Einsetzen und ausrechnen der linken Seite nach Kettenregel:

d?yi(t)  dy(t)  dui(t, (1)) Z ov; Oy Z avz
de2  dt dt < Ozj, Ot N axk
Dies heif3t substantielle Ableitung oder auch konvektive Ableitung.

Auf der rechten Seite setzt sich die Kraft F zusammen aus der Reibung,
dem inneren Druck und auBeren Kraften, zum Beispiel der Schwerkraft.
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Die Navier—Stokes—Gleichungen flr inkompressible Fluide  austinrung

n
. Ov
Massenerhaltung: divey = E =t =
Oxp,
k=1
ov; "L O 1 Jp
Impulserhaltung: c + Y e = vAy,— —=— + f;
P 9 ot Z oxy, 0 Ox; /
L 1 (L= 1 L 1 L 1 L 1
Anderung Konvektion Diffusion interne Kraft extern

Diese 1 + n Gleichungen beschreiben die Stromungsgeschwindigkeit v: I x 2 — R"™ einer
Fliissigkeit zur Zeitt € I C Ram Ort £ € 2 C R"™ in der Ebene (n=2) oder im Raum (n=3),
mit konstanter Massendichte p € R und Viskositit v € R, Druck p: I x 2 — R und duBlerer
Kraft f : I x 0 — R"™. Sie sind zweiter Ordnung und nicht-linear in ¢. Die Impulserhaltung ist
Newtons Bewegungsgesetz: Links steht die Beschleunigung, als konvektive Ableitung.
Rechts stehen die Krifte durch Reibung v, Druck p und f Gegeben sind hierzu die duflere Kraft
f sowie die Anfangsgeschwindigkeiten (0, &) fiir & € 2. Gesucht sind die Funktionen ¢ und p.
Im zweidimensionalen Falle ist die Losbarkeit bewiesen, im dreidimensionalen Falle noch nicht!
Die Navier—Stokes—Gleichungen illustrieren die Schwierigkeit partieller Differentialgleichungen:
Uber dreidimensionale Losungen weil man allgemein wenig, z.B. sind Existenz und Regularitiit
ungeklirt — trotz grofter Anstrengungen. Das Clay Mathematics Institute hat dies im Jahr 2000
als eines von sieben Millenium-Problemen ausgelobt, mit einem Preisgeld von 1 Million Dollar.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Ziel: Wie berechnen wir den Warmefluss in einem Korper?

Bild- und Warmequelle: Momo

Warmebilanz fir K = Kaninchen bei t € Winter

Wir betrachten ein Gebiet Q C R? und ein Zeitintervall I = [t(, ;] und
suchen eine Beziehung zwischen Warmeleistungsdichte ¢: I x 2 — R,
Warmedichte uw: I x © — R und Warmefluss f:1 x Q — R3.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

Aufgabe: (1) Sei K € 2 C R? kompakt, etwa ein Wirfel. Formulieren
Sie die Warmebilanz far K in Worten und als Volumen-/Flussintegrale.

(2) Formen Sie dies um zu einem einzigen Volumenintegral.
(3) Folgern Sie hieraus die zugehorige Differentialgleichung.
(4) Vereinfachen Sie schlieBlich durch die Annahme f = —x V.

Losung: (1) Fir jedes Kompaktum K & () gilt die Warmebilanz:

Von den Warmequellen in K zugeflhrte Energie
= Zuwachs der in K enthaltenen Warmeenergie
+ Warmefluss Uber den Rand von K nach auf3en

Als Integralgleichung formuliert bedeutet dies:

///Kq(t’x)dx:%///Ku(t’m)der#gzaKﬂt’x)°ﬁdS

Alle Funktionen seien so oft stetig differenzierbar wie in der folgenden Rechnung benotigt.
Ich greife hier schon mal vor: ¢ sei stetig, f einmal stetig diff’bar, u zweimal stetig diff bar.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

(2) Mit GauB3 (G3G) verwandeln wir Flussintegrale in Volumenintegrale:

# f(t,x)-ﬁds Cé[ // V-f(t,at)dx
S=0K 30 K

Durfen wir die Ableitung unters Integral ziehen? K kompakt, d;u stetig!

i/// u(t,z)de = // —uta: dz
t K D3c

Dank Linearitat des Integrals erhalten wir ein einziges Volumenintegral:

///[ u(t, @) + V- f(t2) = q(t,w)]dxzo.

(3) Diese lokale Warmebilanz gilt fiir jedes Kompaktum K € 2 C R3.
Das qilt genau dann, wenn der (stetige!) Integrand verschwindet (H1A):

du(t,z) + V- f(t,z) = q(t, z)

Diese Gleichung gilt iiberall dort, wo etwas entsteht (q), gespeichert wird (u) und flie3t ( f)
Die Wirmeleitungsgleichung heil3t deshalb auch Diffusionsgleichung und tritt in vielfiltigen
Anwendungen auf. Wir werden sie am Ende des Semesters mit Fourier—Theorie 16sen konnen.
Spezialfall: Fiir ¢ = 0 sowie ©u = p und f = ov erhalten wir erneut die Kontinuititsgleichung.
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Fouriers Warmeleitungsgleichung

(4) Warme flieBt von warm nach kalt, genauer f = —x Vu. Einsetzen:
du(t,z) + V+ |[—c Vu(t,z)] = q(t, z)
Mit dem Laplace—Operator A = V - V schreiben wir dies kurz
ou—rkAu=gq mit A=07+05+03

Physikalische Begriindung: Wirme ist (vereinfacht) proportional zur Temperatur 7', genauer

u = ocT' mit Dichte ¢ und Wirmekapazitit c. Sie flielit proportional zur Temperaturdlfferenz
also f = —\ VT mit Wirmeleitfihigkeit A. Demnach gilt f = —x Vu mit 5 := A /(oc).
Zur Vereinfachung sei hier die Temperaturleitfahigkeit (¢, ) rdumlich konstant und 1sotr0p.

Wir erhalten so Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung (1822):

ou 0? 0? 0?
E—/{Au g mit A_ax 8x2+

2
Oxs

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u (links) mit Inhomogenitit g (rechts).
Sie beschreibt, wie sich die Wirme in einem Korper ausbreitet. Joseph Fourier (1768—1830)
hat sie in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur 1822 erstmals eingehend untersucht
und hierzu die nach thm benannte Fourier—Theorie entwickelt, mit der wir uns dieses Semester
beschiftigen. Gesucht ist u, gegeben sind Anfangswerte und q. Wie sehen die Losungen aus?
Im homogenen Fall ohne Quellen (¢ = 0) konnen wir die Fundamentallosung angeben!
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Losungen der Warmeleitungsgleichung

Was nlitzen uns solche Gleichungen? Welche Probleme I6sen sie?
Typische Anwendungen verlaufen nach dem obigen Muster:

] Integralsatze ] . ]
2. Integralgleichungen N —— 3. Differentialgleichungen
phys. Messungen, mathematische .
Naturgesetze ﬂ Bilanzgleichungen Lésungsmethoden U, exakt / numerisch
Vorhersage?

1. physikalisches Modell

4. technische Anwendung

Planung?

In einigen Paradebeispielen gelingt uns eine explizite Losung:
© exakt, Ubersichtlich, leicht zu verstehen, zu prifen und zu nutzen!
) Solche Lésungen sind leider meist auf einfache Falle beschrankt.

In komplizierteren Fallen bleibt (nur) die numerische Approximation:
) unibersichtlich, schwerer zu verstehen, zu prifen und zu nutzen.
) Naherungen sind mit Computerhilfe in vielen Fallen durchfiihrbar!

Auf beiden Wegen leisten Differentialgleichungen die Formulierung und
anschlieBende Losung des urspringlichen (physikalischen) Problems.
Meist geschieht dies eingebettet in einem Modellierungskreislauf.
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Losungen der Warmeleitungsgleichung

H(t,x) = e % /4t |\ [Axxt
| — Maximum H (t,0) ~ const/+/t

Die Gleichung 8;u = x 02u hat als Fundamentalldsung
H(t,z) = exp(—2?/4kt)/\/4rkt. Zu jedem festen
Zeitpunkt ¢ > 0 ist dies die GauB3sche Glockenkurve

um den Mittelwert 4 = 0 mit der Varianz o = 2xt.
Firt 7 oo flieit die Verteilung immer mehr auseinander.
Fiir ¢ ™\ 0 konzentriert sich die Wiarme im Punkt = = 0.
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Losungen der Warmeleitungsgleichung

| u(t,z) => c;H(t,x — &)

endl. Linearkombination

Wenn zur Startzeit t = 0 die Warme ¢y, .. ., ck
in den Punkten &1, . . ., & konzentriert ist, dann
erhalten wir zur Zeit ¢ > 0 die Superposition /
Linearkombination von Fundamentallosungen.
Bei kontinuierlicher Startverteilung wird dies zu
einem Integral, wie im folgenden Satz erklirt.

H120

Losungen der Warmeleitungsgleichung

¢ Satz D5D: Lésungen der Warmeleitungsgleichung

(1) Die Warmeleitungsgleichung 0;u = x Au hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

1 |
H E§:>O x R" - R : .E{(t,lﬂ) = E:;EI;?;;ﬁ;;‘EXJD (:——{Iggi> .

Die Konstanten sichern die Normierung [ .. H(t,z)dz = 1 firt > 0.

(2) FOr t = 0 sei die Warmeverteilung ug : R™ — R vorgegeben, ug € C,.
Far ¢ > 0 erhalten wir die Losung durch Superposition (Faltung D5E):

u: RogxR" =R :u(t,z) = H(t,x —&)up(€)dE.
£ER™

Sie erflllt ;u = xk Au flr t > 0 sowie limp o u(t, ) = uo(x).

(3) Aus u(0, x) = sin(kx) fir t = 0 folgt u(t, x) = g kent sin(kx) far ¢ > 0.
Aus u(0,x) = ), cpsin(kzx) folgt u(t,z) = >, ck e~ **rt sin(kz) fur t > 0.
Die Warmeleitung glattet: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab.
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Finite-Differenzen-Methode: Approximation Ausfiihrung

FOrw:R>9 x R — R untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung
ou(t,x) = k 0%u(t,z) firallet>0undz € R,
u(0,x) = up(x) Anfangswerte fir ¢t = 0.

Aufgabe: Approximieren Sie die Differentialquotienten 9, sowie 90, und
02 durch Differenzenquotienten zwecks numerischer Losung. Losung:
u(t,z+Ax/2) — u(t,x—Ax/2)
Ax
Opu(t, z+Ax/2) — Oyu(t,x—Ax/2)
Ax

_u(t,x—Ax) — 2u(t, ) + u(t, z+Ax)

- (Az)?
Hier sind Az > 0 und At > 0 Schrittweiten, nicht der Laplace—Operator.
Die Warmeleitungsgleichung d;u = x 9%u besagt dann naherungsweise:

Opu(t,x) ~

O*u(t, z) ~

kAt
u(t+At, z) ~ u(t,z) + Ao) [u(t, x—Ax) — 2u(t, x) + u(t, x+Ax)
Finite-Differenzen-Methode: Diskretisierung Ausfohrung

Gegeben sei flr t = 0 die (diskretisierte) Startverteilung
v(0,z) =vo(x) mit wvy:ZAx — R.

Wir berechnen die (diskretisierte) Verteilung v: NAt x ZAx — R durch

Kk At
v(t+At, ) == v(t,T) + (A2 {v(t, r—Azx) —2v(t,z) + v(t, a:—|—Aac)]
Schema: . . .
o (]71{7_1) (]7k) (]7k+1) T
o o o >
o I o o
t (J+1,k)

Mit dieser einfachen Methode konnen Sie den Wirmefluss fiir ¢ > 0 niherungsweise bestimmen:
Aus der Startverteilung vo zur Zeit t = 0 berechnen Sie die Verteilung v; zur Zeit t = 1At,
daraus vo zur Zeit t = 2At usw. Die Methode ist wenig aufwindig, auBerdem direkt und explizit,
das heif3t, es miissen keine Gleichungssysteme gelost werden. Sie ist leicht zu implementieren
und wird héufig auf die Wirmeleitungsgleichung und dhnliche Diffusionsprobleme angewendet.
In der Numerik lernen Sie noch weit bessere Verfahren, diese sind raffinierter, aber aufwéndiger.
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Finite-Differenzen-Methode: kreisformiger Kupferdraht Ausfiihrung

Aufgabe: Simulieren Sie den Warmefluss auf einem kreisférmigen
Kupferdraht der Lange L = 1 mit x = 0.02 und At = 0.1 und Az = 0.1
Zur Zeit t = 0 sei die Warmemenge 1 im Punkt x = 0.5 konzentriert.

(1) Programmieren Sie die Rechnung. (Tabellenkalkulation genlgt;

Sie finden dieses Beispiel unter eiserm.de/lehre/HM3/Irrfahrt.ods.)
(2) Erwarten Sie die Erhaltung der Gesamtwarmemenge? Gilt dies?
(3) Welche Verteilung erwarten Sie fir gro3e Werte von t? Gilt dies?

Losung: (1) Sie finden die Tabelle auf der nachsten Seite. (2) Das ist
physikalisch plausibel. Gltcklicherweise erhalt unser Algorithmus in
jedem Schritt die Gesamtwarme! (3) Wir erwarten die Gleichverteilung:
In jedem Punkt = € {0.0,0.1,...,0.9} gilt v(¢,2) — 0.1 flr t — oc.

&) Die Rechnung lasst sich auch stochastisch interpretieren als
zuféllige Irrfahrt (engl. random walk) mit Parameter p := x At/(Ax)?.
Zur Zeit t befinden Sie sich im Punkt = mit Wkt v(t, ). Im Zeitschritt At
gehen Sie jeweils mit Wkt p einen Schritt =Ax nach rechts / links, mit
Wkt 1 — 2p bleiben Sie stehen. Die Diffusion der Wahrscheinlichkeiten
folgt dann genau der obigen diskreten Gleichung. Siehe die Tabelle!
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Finite-Differenzen-Methode: kreisformiger Kupferdraht Ausfiihrung

x=10.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

t=0.0 ] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 ]0.000 0.000 0.000 0.000 0.200 0.600 0.200 0.000 0.000 0.000
0.2 | 0.000 0.000 0.000 0.040 0.240 0.440 0.240 0.040 0.000 0.000
0.3 | 0.000 0.000 0.008 0.072 0.240 0.360 0.240 0.072 0.008 0.000
0.4 | 0.000 0.002 0.019 0.093 0.230 0.312 0.230 0.093 0.019 0.002
0.5]0.001 0.005 0.030 0.106 0.219 0.279 0.219 0.106 0.030 0.005
0.6 | 0.002 0.009 0.040 0.113 0.209 0.255 0.209 0.113 0.040 0.009
0.7 10.005 0.014 0.049 0.118 0.199 0.237 0.199 0.118 0.049 0.014
0.8 10.009 0.019 0.056 0.120 0.190 0.221 0.190 0.120 0.056 0.019
0.9]0.013 0.024 0.061 0.121 0.182 0.209 0.182 0.121 0.061 0.024
1.0 1 0.017 0.029 0.066 0.121 0.175 0.198 0.175 0.121 0.066 0.029
1.1]0.022 0.034 0.070 0.121 0.169 0.189 0.169 0.121 0.070 0.034
1.2 10.027 0.039 0.073 0.120 0.164 0.181 0.164 0.120 0.073 0.039
1.310.032 0.043 0.076 0.120 0.159 0.174 0.159 0.120 0.076 0.043
1.410.036 0.047 0.078 0.119 0.154 0.168 0.154 0.119 0.078 0.047
1.5]0.041 0.051 0.080 0.117 0.150 0.162 0.150 0.117 0.080 0.051
1.6 1 0.045 0.055 0.082 0.116 0.146 0.157 0.146 0.116 0.082 0.055
1.710.049 0.058 0.083 0.115 0.142 0.153 0.142 0.115 0.083 0.058
1.810.053 0.061 0.085 0.114 0.139 0.148 0.139 0.114 0.085 0.061
1.910.056 0.064 0.086 0.113 0.136 0.145 0.136 0.113 0.086 0.064
2.010.059 0.067 0.087 0.112 0.133 0.141 0.133 0.112 0.087 0.067



http://eiserm.de/lehre/HM3/Irrfahrt.ods
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte
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Wir betrachten ein Bauteil 2 C R? aus warmeleitendem Material.
An den Randern liegen die Temperaturen 0°C, 100°C, 200°C an.

Aufgabe: (1) Diskretisieren Sie wie oben die Warmeleitungsgleichung

Ou(t,z,y) = k[OFu(t, x,y) + 8§u(t, z,9)], w0,z,y) =uo(z,y).

(2) Lésen Sie die Gleichung numerisch! Was ist der stationare Zustand?
Hierzu sei Ax = Ay, und At wahlen wir so, dass « At/(Ax)? = 1/4 gilt.
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte

Losung: (1) Wir diskretisieren und nahern die partiellen Ableitungen:

Az/2,y) — —Az/2
Spult. z.y) ~ UL EFAT/2y) —ult,z=Ar/2,y)

Ax
u(t, e+Ax/2,y) — Opu(t, t—Ax /2,
aiu(t7x7y) ~ 0 u( T+ 113/ ?J)A 0 U( L CB/ y)
x
_u(t,z—Ar,y) — 2u(t, z,y) +u(t, v+Az, y)
® (Ac)?

Diese Naherungen kennen wir bereits. Ebenso verfahren wir flr 85.
Die Warmeleitungsgleichung d,u = x[02u + 8§u] nahern wir durch v:

v(t+At, x,y) = v(t,z,y) + At Oww(t, z,y)
At T
=v(t,z,y) + &—x)g v(¢, z—Az,y) — 2v(t, z,y) + v(t, z+Ax, y)]
kAL T
=+ AN U(ta x, y_Ay) o 2’0(t, x, y) =+ U(t7 x, y+Ay):|
(Ay)2 L

Hier sind At, Az, Ay > 0 Schrittweiten, nicht der Laplace—Operator.
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte

Im konkreten Beispiel arbeiten wir mit (x,y) € {1,...,12} x {1,...,7},
Zeitschritt At = 1 und « = 1/4. Wir erhalten die Mittelwerteigenschaft:
v(t, z—1,y) + vt a+1y) + vt 2, y—1) + v(t, z, y+1)

v(t+1,z,y) = 1

Stationare ,
Lésung: / /

200

100
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Finite-Differenzen-Methode: beheizte Kupferplatte Erléuterung

© Ausgehend vom gegebenem Startzustand v (0, z, y) konnen wir so die zeitliche Entwicklung
berechnen. Nochmal zur Betonung: Die diskrete Losung v (¢, x, y) ist nur eine grobe Néherung
der kontinuierlichen Losung u(t, x, y). In der Numerik erfahren Sie mehr zu Fehlerschranken
und noch besseren Methoden. Viele davon stehen als Softwarebibliotheken zur Verfiigung.

© Unsere Niherung ist auf den folgenden Seiten numerisch illustriert. Die Rechnung beginnt
mit einer (beliebigen!) Startverteilung zur Zeit ¢ = 0 und konvergiert recht schnell gegen die
(eindeutige!) stationdre Losung: Zwischen ¢ = 50 und ¢ = 80 ist kaum noch ein Unterschied.
Das ist fiir den Computer einfach und schnell zu rechnen; eine Tabellenkalkulation geniigt.

© Die stationire Losung befindet sich im Gleichgewicht, erfiillt also die Mittelwerteigenschaft

v(z—1,y) +v(z+1,y) + 0(z,y—1) + v(z,y+1)
4

v(z,y) =

© Der stationére Zustand @ lédsst sich auch stochastisch interpretieren als Ergebnis einer
zufilligen Irrfahrt (engl. random walk): Auf einem Spielfeld 2 C Z? ziehen Sie jeweils mit Wkt
p =k At/(Ax)?, hier p = 1/4, nach links / rechts / oben / unten. Das Spiel endet mit den
Gewinnen am Rand. Die Gewinnerwartung auf jedem Feld (x, y) ist der Wert o(z, y).

© Dieses einfache Beispiel illustriert das allgemeine und iiberall wichtige Dirichlet-Problem.
Die Berechnung von v fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem mit 7 x 12 = 84 Unbekannten!
Fiir diese finden wir genau 84 Gleichungen. Die Gleichgewichtslosung o ist tatsdchlich eindeutig,
und die iterative Berechnung als Warmefluss liefert eine erstaunlich gute numerische Methode.




Zeitliche Entwicklung zum stationaren Zustand
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t=0
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Zeitliche Entwicklung zum stationaren Zustand
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t=2
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Zeitliche Entwicklung zum stationaren Zustand

t=50 | 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 | 099 138 156 164 169 171 171 169 164 156 138 099 | 000
000 | 060 098 121 134 141 145 145 141 134 121 098 060 | 000
000 | 042 074 097 111 119 123 123 119 111 097 074 042 | 000
000 | 034 061 082 096 104 108 108 104 096 082 061 034 | 000
000 | 032 057 076 088 095 099 099 095 088 076 057 032 | 000
000 | 036 061 077 087 093 096 096 093 087 077 061 036 | 000
000 | 053 075 086 092 095 097 097 095 092 086 075 053 | 000

100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

t=80 | 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200
000 | 100 140 158 167 172 174 174 172 167 158 140 100 | 000
000 | 061 101 125 139 147 151 151 147 139 125 101 061 | 000
000 | 044 078 102 118 127 132 132 127 118 102 078 044 | 000
000 | 036 066 088 103 113 117 117 113 103 088 066 036 | 000
000 | 034 061 081 095 103 107 107 103 095 081 061 034 | 000
000 | 038 064 082 093 099 102 102 099 093 082 064 038 | 000
000 | 054 076 088 095 098 100 100 098 095 088 076 054 | 000

100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
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Zeitliche Entwicklung zum stationaren Zustand

Gegeben sind meist Anfangswerte (0, z) = up(z) firt =0 und = €
sowie Randwerte u(t, x) fur alle t > 0 und = € 052, kurz ARWProblem.

Warmeleitungsgleichung d,u(t, ) = k Au(t,z) far alle ¢ > 0 und x € €.
Stationar o,u =0 < harmonisch Au =0 <« Mittelwerteigenschaft

Wir kdnnen die stationare Verteilung exakt bestimmen dank Trennung
der Variablen und Fourier—Theorie, siehe R201 und die Graphik R408.

Anfangs- und Randwertprobleme (kurz ARWP) werden wir in Kapitel S
ausfuhrlich diskutieren und mit Fourier—Theorie 16sen, siehe Satz S3D.

Die Warmeleitung glattet: Hohe Frequenzen klingen extrem schnell ab.
Lasst sich die Warmeleitungsgleichung umkehren, also zurtckrechnen?
Theoretisch ja, praktisch nein. Gegeben ist statt uy zur Zeit t = 0 nun urp
zu einem Zeitpunkt 7" > 0, und gesucht ist die/eine Startverteilung uy.

Die riickwartslaufende Warmeleitungsgleichung d;u = —x 92u entsteht
durch Zeitumkehr ¢t — —t. Sie glattet nicht, sie raut auf: Winzig kleine
Stérungen in up flhren zu explosionsartigen Stérungen in ug. Dieses
Umkehrproblem ist daher schlecht gestellt (engl. ill posed), siehe R221.




H133

Harmonische Funktionen: Mittelwerteigenschaft Ausfihrung

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung ohne Quellen:
Ou=rAu mit A=07+---+02

FUr stationare Losungen gilt 9,u = 0, also Au = 0.

Definition H1c: harmonische Funktion

Sei 2 C R" offen. Eine (zweimal stetig differenzierbare) Funktion
u: Q) — R heit harmonisch, wenn sie die Gleichung Au = 0 erfullt.

Dies ist die homogene Potentialgleichung oder Laplace—Gleichung.
Sie wird in vielen technisch-physikalischen Anwendungen genutzt.

Bei mangelnder Differenzierbarkeit gentigt v € L;- _(£2); wir interpretieren

loc

die Ableitung A = 9% + - - - 4+ 92 dann im Distributionensinne.

Diskretisiert erhalten wir fur v : Z™ — R die Mittelwerteigenschaft
v(z) = 5= > op_qg v(z + e) + v(z — ey), flir n = 2 ausgeschrieben:
v(z—1,y) + v(z+l,y) + v(z,y—1) + v(z,y+1)

4

fv(x,y) —
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Harmonische Funktionen: Kraftegleichgewicht Ausfiihrung

Zur lllustration skizziere ich hier eine Anwendung aus der Mechanik:
Wir betrachten Massenpunkte in (x,y) € (Zh)? mit Hohe u(z,y) € R.
Jeder ist durch gleich starke Federn mit seinen Nachbarn verbunden.
Bei kleinen Auslenkungen ist die Ruckstellkraft jeder Feder proportional
zur Differenz der beiden Héhen. In der Summe erhalten wir also:

m Ofult, z,y) =+ k [u(t.2—h, y) = 2u(t,,y) + ult,a+h,y)]
+ K [u(t, x,y—h) —2u(t,z,y) + u(t, x, y+h)}

Es gilt: Ruhelage = Kraftegleichgewicht ~ Mittelwerteigenschaft!
Stationare Lésungen sind demnach harmonisch (hier diskret).

Im Grenzilbergang h — oo erhalten wir die Wellengleichung:

O*u=c*Au mit A=0?+-.-40°

Auch hier gilt: Stationare Lésungen sind harmonisch. Aligemeiner flhrt
Kraftegleichgewicht zu Minimalflachen, wie im Folgenden illustriert.
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Minimalflachen in der Architektur Pl

Das Zeltdach des Olympiastadions in Miinchen ist eine Minimalfldache. Es beruht auf Ideen von
Frei Paul Otto (1925-2015) vom Institut fiir Leichte Flachentragwerke der Universitidt Stuttgart.
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Minimalflachen in der Architektur Ausfihrung

Ein halbes Jahrhundert spéter werden solche Konstruktionen auf dem Computer berechnet:
Von der Seifenblase zur Kelchstiitze, nach Ideen von Frei Otto. @ youtu.be/_LpP6bdxFPU



http://www.wernersobek.com
http://youtu.be/_LpP6bdxFPU
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Gravitationsfeld einer Punktmasse Ausfiihrung

Ziel: Wie berechnet man das
) Gravitationsfeld eines Planeten?

Wir betrachten das Gravitationsfeld
einer Masse m = 1 im Punkt ¢ € R3:

fiR N {y} — R?,

—

flay =m

— —

X

[y —*
Das Feld f ist radial auf den Punkt ¢

gerichtet und klingt ab mit 1 /72.

Das bringt bemerkenswerte
Eigenschaften mit sich!

Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f
(2) das Flussintegral von f iber die Sphare S = 0B(y,r) und
(3) Uber den Rand 0D eines beliebigen Kompaktums D.

Wie lasst sich der Integralsatz von Gauf3 hier nutzen?

. . . H138
Gravitationsfeld einer Punktmasse Ausfihrung

Losung: (1) Auf ganz R3 < {7} finden wir div f = 0, denn

8]2 . 0 Yo — Ly —1 3(3/2' —SUZ')z 8f1 8f2 8f3 .
Ox; Ox;ly —zxP3 |y — o3 i ly — x| ~ 8x1+8x2+8x3 =0
(2) Den Fluss Uber die Sphare 0B(y/,r) berechnen wir dank Symmetrie:

q q 1
0B(y,r) 0B(y,r) 0B(y,r) r

(3) FUr jedes Kompaktum D mit stiickweise glattem Rand 0D folgt

/ de 0 far y ¢ D Ar L ()
. — ° = —4amlp
oD _dr firgeD DY

Nachrechnen dank GauB: (1) Das Feld f{ (Z) ist divergenzfrei, nur der Pol im Punkt Z = ¢/
wirkt als Quelle bzw. Senke. Das ist die raumliche Entsprechung des ebenen Residuensatzes.

(2) Dank Kugelsymmetrie gelingt die Integration miihelos, sogar ohne Parametrisierung!
(3)ImFalle 7 ¢ D gilt [, f-dS = [, div(f) dZ = 0 dank (1). Im Falle § € D wihlen wir
eine kleine Kugel B(%,7) C D. Mit D ist auch E = D ~. B(#/, ) kompakt mit stiickweise
glattem Rand OF = 0D U —0B(ij,r). Wegen i ¢ E gilt [, f+dS = [, div(f)dZ =0
dank (1) und somit [, f+dS = faB(g,r) f+dS = —47 dank (2).
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Newton—Potential und Gravitationsfeld Erinnerung

Das Newton-Potential einer Masse m im Punkt ¢ € R3 ist

u: RNy} >R w(d) = —0——.

(Gravitationskonstante und etwaige Vorzeichen lasse ich hier weg.)

Ein Planet ist keine Punkimasse: Wir betrachten eine Massendichte
o: K — R auf einem Kompaktum K C R3. AuBerhalb ist das Potential

u:Rg\K%R:u(f):/ _?(y)_,dﬂ’
ek |y — &

Das ist die kontinuierliche Superposition (Faltung) von Punktpotentialen.
Gleiches qilt fur das elektrische Potential einer Ladungsverteilung und
ebenso in zahlreichen ahnlichen Anwendungen der Potentialtheorie.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie jeweils das Gravitationsfeld f = grad u.
(2) Ist das Potential v auf R ~. K harmonisch, gilt hier also Au = 0?
(3) Warum / Durfen Sie hier die Ableitungen unters Integral ziehen?
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Newton—Potential und Gravitationsfeld Erinnerung

Losung: Fur eine Punktmasse rechnen wir Au wie oben explizit aus:

m . . y—x
= f(¥) =gradu(®) =m =——=3
= = @ (7)

(1) Far eine kontinuierliche Dichte o: K — R erhalten wir

u(f) = = Au=divf=0.

g -z

jer |J — |

Das zugehorige Gravitationsfeld f = grad u ist dann (dank Satz D3C)

u:R3\K—>R:u(f>:/ o(¥)

—

IR o\y 1 _, D3c )/ - —Z N ] —
f(Z) Zgrad/ () dy = / rad 29 dy:/ %—ﬂg(y) dy.
K |7 — 7| |y — K | — 7
(2) Somit ist das Newton—Potential « auf R? \. K harmonisch, denn
Au() = A 0(F) g7 2 / A 2W) dg:/ 0dj = 0.
K | — 7 |y — K

(3) Ableitungen und Integral vertauschen, da der Integrationsbereich K
kompakt ist und der Integrand in # € R? \. K stetig differenzierbar (D3c).




H141

Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

Wir betrachten die Kugelschale
K={geR|[ro<|yl<r}

mit den Radien 0 < r¢ < r; und
konstanter Massendichte ¢ € R.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie das
Gravitationspotential «(z) im Punkt
= (0,0, R) mittels Kugelkoordinaten
Y = (rsinfcos p, rsinfsin g, r cosb).

(2) Welches Gravitationsfeld f = grad u herrscht auBerhalb (|2 > r1)?
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Potential einer Punktmasse!

(3) Welches Gravitationsfeld f = grad u herrscht innerhalb (12| <1o)?
Wie interpretieren Sie dieses bemerkenswerte Ergebnis geometrisch?

Hinweis: Der Ansaiz ist klar, die Rechnung ist aber nicht leicht. Man
berechne |7 — #|? = > — 2rRcos § + R? und substituiere t = — cos 6.
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Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

Losung: (1) Zu berechnen ist das Integral

u(f):/ LIS
geK | — |

FUr die Integration Uber i € K nutzen wir Kugelkoordinaten

v = (y1,Y2,y3) = (rsinfcosp,rsinfsin p,rcosf) =: ®(r, 0, ).
Wir kennen die Funktionaldeterminante det ® = r2sin 6, also

d<y17 Y2, y3) - T2 sin ¢ d(’l“, 97 90)

Wegen Rotationssymmetrie hangt «(z) nur vom Radius |z| ab.
Es genligt daher, u (%) etwa langs der z—Achse zu berechnen.
Wir fixieren deshalb den Punkt # = (0,0, R) mit R = || € R>y.

Der Abstand |y — 7| ist in dieser Parametrisierung

% sin? @ sin” o + r? sin? § cos® ¢ + (rcosf — R)?

— r28in’ 0 + r° cos® @ — 2rRcos 0 + R?
—r2 —2rRcosf + R2.

-7 =r
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Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

Damit berechnen wir unser Integral in Kugelkoordinaten:
u(%) :/ — 0 — dy
jeK |y —

1 ™ 27 2 43
:/ / / or<sinf dpdf dr
r=ro J6=0 Joo=0 V72 + R% — 2rRcos
1

T : 0
= / 21 or? / i dé dr
r=rg o—0 V12 + R? — 2rRcos 0

Das innere Integral berechnen wir mit ¢t = — cos 6 und dt = sin6df zu
1 1 1 \/ 1
dt = |—=Vr? + R? + 2rRt]
/t:—l Vr2 + R2 4+ 2rRt L”R t=—1

1
= 5 [\/r2+R2—|—27‘R— \/r2+R2—27°R]
.

2/r  fOrr > R,

1
= —(r+Rl—-|r—R]) =
T’R(‘T - |) {Q/R far r < R.
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Gravitationspotential einer Kugelschale Ubung

(2) AuBBerhalb der Kugelschale K gilt R > r; und somit
1

T1 M
u(f):E/ 47rgr2dr:§.

Dies ist das Potential einer punktférmigen Masse M im Ursprung.
AuBerhalb K herrscht das Gravitationsfeld f = gradu = MZ/|7|>.

(3) Innerhalb der Kugelschale K qilt R < rg und somit

:’)"0

1
u(¥) = / Ao rdr = const.
=70

Dieses Potential hangt hier nicht weiter von & ab. Somit verschwindet
das Gravitationsfeld f = grad u = 0 im Inneren der Kugelschale.

Geometrische Erklarung: Auf jeden inneren Punkt wirken entgegen-
gesetzte Krafte gegentberliegender kleiner Flachenstlcke im Abstand a
bzw. b. Die Flache wachst mit a? bzw. b2, die Kraft nimmt ab mit 1/a?
bzw. 1/b%, also sind beide Krafte gleich groB und heben sich auf.

Bemerkung: Fur den verbleibenden Fall ro < R < rq zahlt nur die
Masse m = 3mo(R? — r3) der Kugelschale vom Radius r, bis zu R.
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Die Massendichte o: R? — R erzeugt das Gravitationsfeld
FReow mt f@ L [ Tamag
geRrR3 |Y 7 — T

Zwecks Integrierbarkeit sei p beschrankt und absolut integrierbar (H1D).

Aufgabe: Berechnen Sie den Fluss von f durch den Rand S = 9D
eines Kompaktums D C R3 (mit Fubini und der vorigen Aufgabe).

Losung: Der Fluss aus D ist proportional zur Gesamtmasse in D:

/ f-ds / / 2 o(5)dg) -dS
oD £€dD \JgeR3 17— x|3
/ / V=T 45 ) o) di
geR3 \JzedD \y - CU’?’

(

/ (—4m) 1, () o) df = —dr / o) g
JERS yeD

Hierzu muss p ausreichend gutartig sein, sodass in (1) absolute Integrierbarkeit gilt. Gleichung
(2) ist dann Fubini und (3) haben wir zuvor ausgerechnet. Ist zudem f stetig differenzierbar, so
folgt div f = —4mo nach Gaul}. Der Regularititssatz H1D prizisiert die Voraussetzungen.

)

Ik

95)
—
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Gravitationsfeld einer Vollkugel / Kugelschale Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie das Gravitationsfeld f einer Kugelschale
K={7ecR|rg<lyl <r;}mit0<rg<r; und konstanter Dichte o.
Erste Losung: direkt durch Integration, mihsam aber lehrreich.
Zweite Losung: Mit dem Integralsatz von Gaul3 geht es viel leichter.
Das Feld f ist kugelsymmetrisch, das heiBt f(z) = ¢(|7]) - Z/|Z|.

Aus B(0,r) {wER3’|x\<r}f|IeB’[faB(o fedS = 4mr2g(r).

Dank GauB gilt andererseits [ ., f+dS = —4r JB@6. W) dy.

r2

Gravitationstarke: g(r) = - /_ oy dy
B(0,r)

Far r > 7y gilt g(r) = —m/r?: Wie eine Punktmasse im Ursprung.

Flr r < rg gilt g(r) = 0: Hier heben sich entgegengesetzte Krafte auf.
Farrg <r <ryqilt g(r) = —p glr (r3 —rd): Wie Punktmasse aufgeteilt.
Spezialfall Vollkugel: Fir 0 = ry < r < ry ist g(r) = —o*r linear.

© Der Integralsatz von Gauf3 vereinfacht die Rechnung erheblich!




H147

Gravitationsfeld einer Vollkugel / Kugelschale Ubung

N
—

g(r) = | F(r)] Gravitationsfeld einer Vollkugel bzw.
Kugelschale bei homogener Masse
/N

Vollkugel
/ \\\
Kugelschale \
:::::::::::=====:==========
To ™ ?“>

Wir sehen in diesem Beispiel sehr schon, dass f stetig ist, wie im folgenden Satz H1D erklart, und
sogar stetig diff’bar wo p dies ist. Wir sehen aber auch, dass f nicht iiberall differenzierbar ist.
Um realistische Beispiele wie dieses technisch korrekt zu behandeln, lohnt sich unsere Miihe!
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Gravitationsfeld der Erde (bung

Gravitationsfeld der Erde gemaf Preliminary Reference Earth Model.

12 Innerer  AuBerer Unterer Ob‘erar Weltraum
Kern Kern Mantel Mantel
®
€10 /ﬁh, -
i = PREM
5 o / lineare Dichte
U) ——
< / / \ - konstante Dichte
Q0
§ot—A \ .
8 g
g / :
S 4- £
s / :
S o
5 E
=
0
0 2 4 6 8 10 12 14

Abstand zum Erdmittelpunkt in 1000km
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Gravitationsfeld einer Massendichte Ausfiihrung

Satz H1D: Regularitat des Gravitationsfeldes

(1) Die Dichte o: R? — R sei beschrankt und absolut integrierbar,
zum Beispiel stetig mit kompaktem Trager. Dann definiert sie ein
Gravitationsfeld f:R3 — R3 durch das absolut konvergente Integral

@)= [ 2mmay

y€R3 |y

(2) Das Vektorfeld f ist stetig und fiir jedes Kompaktum D C R? gilt

fedS = —47T/D o(y) dy.

oD

(3) Ist ¢ auf B(xg, r) stetig differenzierbar, so auch f, und dort gilt

div f = —4mo.

(4) Ist insbesondere ¢ = 0 auf B(xg,r), so gilt dort div f = 0.

y
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Gravitationsfeld einer Massendichte Ausfihrung

/\ Der Integrand hat einen Pol fiir y = z. Es ist ein Wunder, dass das
Integral dennoch konvergiert und f sogar stetig bzw. stetig diff’bar ist.

© Die Aussage (4) ist leicht, wie oben gesehen: Liegt « auBerhalb
des Tragers von g, so treten im Integranden keine Polstellen auf.

Regularititsbeweise (zu Stetigkeit, Differenzierbarkeit, etc.) wie der folgende sind meist subtil.
Physikalisch relevante Anwendungsbeispiele wie das Gravitationsfeld eines Planeten sind aber
ein hervorragender Test, um unsere Techniken daran zu erproben. Nur fiir Unerschrockene!

Beweis des Satzes: (1) Die Dichte p: R®> — R sei beschriinkt und absolut integrierbar:
Es gibt Konstanten L, M € R, sodass |o(z)| < L fiir alle z € R” sowie [5]o(z)|dz < M.
Fiir alle z € R® garantiert dies die absolute Integrierbarkeit, denn fiir jeden Radius R > 0 gilt:

/ o(y)] 2d </ / / — T sm@dcpd@dr <4nLR < o0
|y— :c|<R|y_x| r=0 J6=0 o’

oWl 4, < le@)l 4, < dy <M/R® < oo
[ savs | 5 [ Jewlay <M/R <

y—:n|ZR ‘y_x‘ y—leR R2 - R2

Damit ist das Faltungsintegral f(x) = fy crs (Y — ) /ly — x| - o(y) dy absolut konvergent.

(4) Gilt o = 0 auf einem kleinen Ball B(xo, ), so konnen wir dort unter dem Integral ableiten:
Das Vektorfeld f ist auf B(xo, r) beliebig oft differenzierbar, und es gilt div f = 0.




H151

Gravitationsfeld einer Massendichte Ausfiihrung

(2) Wir beweisen die Stetigkeit von f in o € R®. Sei € > 0 beliebig vorgegeben.

Hierzu finden wir 6 > 0, sodass fiir |[x — xo| < J stets | f(z) — f(xo)| < € gilt:

Wir zerlegen ¢ = go + 01 mit 9o = ¢ - Ip(4,,s,)» also g1 = 0 auf B(xo, do).

Hierzu gehort die Zerlegung f = fo + f1 der zugehorigen Vektorfelder.

Dank (1) haben wir die Schranke | fo| < 4wLdo + L4735 /05 = €/3 fiir 6o = /(167 L).
Das verbleibende Vektorfeld f; ist stetig auf B(xo, do), sogar C>° wie oben fiir (4) erklrt;
daher existiert 61 > 0, sodass fiir |x — x| < 01 stets |f1(x) — fi(xo)| < €/3 gilt.

Wir setzen § := min{do, 61} > 0. Fiir jedes x € R® mit |z — z0| < § gilt dann

|f(z) = f(zo)| = |fo(x) — fo(zo) + fi(z) — fi(zo)|
< I|fo(z)| + |folzo)| + | f1(x) — fi(zo)| <e/3+¢€/3+¢€/3 <e.

(3) Zur Differenzierbarkeit: Sei o auf B(zo, r) stetig differenzierbar und 0 < v’ < r.

Wir kénnen die Dichte o = 0o + 01 so zerlegen, dass oo stetig differenzierbar ist

mit oo = 0 auBerhalb B(xo,r) sowie go = g auf B(xo,7"), also g1 = 0 auf B(xzo,r").
Hierzu gehort die Zerlegung f = fo + f1, und fi ist C* auf B(xo,r") dank (4). Zudem gilt

y—x z
fo(z Z/ 00(y dy:/ ——oo0(x + 2z)dz.
D= foTy—ap @O W= f ppe@

Das Gebiet B(xo, r) ist beschriankt, zudem ist 9o /Ox; stetig und beschrinkt:
Dank Ableitung unter dem Integral ist fo auf B(xo, ) stetig differenzierbar.
Demnach ist f auf B(xo,r’) stetig differenzierbar, und dies gilt fiir alle ' < 7.
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Satz H1E: Losungen der Potentialgleichung

Die dreidimensionale Laplace—Gleichung Au = 0 auf R? . {0}
hat als sogenannte Fundamentallosung das Newton—Potential:
—1

N R {0})>R:z———
~ 10 ST

Dies entspricht der Gravitation einer Punktmasse im Ursprung;
die Konstanten wahlen wir zur Normierung faB(o ") grad N «-dS = 1.

Die Massendichte o: R? — R sei beschrankt und absolut integrierbar.
Die Poisson—Gleichung Au = ¢ wird geldst durch Superposition:

u:R SRz IR{?)N(ac—y)g(y)dy

Das Potential « ist dann stetig differenzierbar. Fir sein Gradientenfeld
f = grad v und jedes Kompaktum D C R? gilt Jop f+dS = [ o(y) dy.
Ist 0 auf B(xq, r) stetig differenzierbar, so auch f, und Au = div f = p.
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Elektrostatik: elektrisches Feld einer Punktladung Erganzung

Die Elektrostatik untersucht ruhende elektrische
Ladungen und das von ihnen erzeugte, zeitlich
konstante elektrische Feld F(x,y, z).

Fundamentales Beispiel: Die Ladung g € R sei
konzentriert auf den Nullpunkt, den wir uns als
unendlich kleines, geladenes Teilchen vorstellen.

TS Das elektrische Feld ist dann radial mit Stirke
|El| = const/r? und hat einen Pol im Ursprung.
Das Flussintegral berechnen wir etwa fiir eine
Kugel V = B(0, r) vom Radius 7 um 0.

Das entspricht dem Gravitationsfeld einer
Punktmasse. Die Anwendungen dndern
sich, die mathematischen Methoden bleiben.

Beispiel: Elektrisches Feld einer Punktladung ¢ im Ursprung:

E(x,y,z) = d (r,y,2) — E-7dS = 4mq

(Va2 o+ 22)3 oV

© AuBerhalb des Ursprungs (0,0,0) gilt Quellenfreiheit, div E = 0, und
Rotationsfreiheit, rot £ = 0. Erinnerung: Rechnen Sie dies erneut nach!
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Magnetostatik: magnetisches Feld eines Stromes Ergéinzung

Die Magnetostatik untersucht zeitlich konstante
elektrische Strome und das von ihnen erzeugte,

@ zeitlich konstante Magnetfeld B(x, vy, z). z.B.

Dauermagnet, Erdmagnetfeld und Kompass, etc.

Einfaches Beispiel: Der konstante Strom 7 € R

@ sei konzentriert auf die z—Achse, die wir uns als

unendlich diinnen und langen Leiter vorstellen.
Das magnetische Feld ist dann zirkuldr um die

@ z—Achse (gemif} der Rechte-Hand-Regel) mit

Stiirke | B| = const/r und wird singulir auf der
z—Achse. Das Randintegral berechnen wir fiir
eine Kreisscheibe S um die z—Achse.

Beispiel: Magnetisches Feld eines Stroms j entlang der z—Achse:
S 2j/c -, Ar
B(xayaz>:m(_y7x70> = GSB.dS:?]
© AuBerhalb der z—Achse (0, 0, z) gilt Rotationsfreiheit, rot B = 0, und
Quellenfreiheit, div B = 0. Erinnerung: Rechnen Sie dies erneut nach!
Ubung: Dies sind die beiden zentralen Beispiele! Rechnen Sie nach,
dass diese beiden Felder die folgenden Maxwell-Gleichungen erfllen.
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Maxwell-Gleichungen (im Vakuum) als Integralgleichungen  erqnzung

Coulomb Ladungsgesetz # E-ﬁdS:/// drodV
1% 1%

. — 1
Faraday Induktionsgesetz 95 E-ds=—-=
oS

GauB Quellenfreiheit # B-idS =0
oV

Ampere Durchflutungsgesetz §1§ -ds // (47rf+ —) -ndS
as

Hier ist & das elektrische Feld, B das magnetische, o die Ladungsdichte, J die Stromdichte.
Dies sind lineare Integralgleichungen, dquivalent hierzu sind lineare Differentialgleichungen

in E und B mit Quelltermen p und J auf der rechten Seite. Sie besagen: (1) Die Quellen des
FE—Feldes sind die Ladungen p. (2) Die Wirbeldichte des E—Feldes entspricht der zeitlichen
Anderung des B-Feldes. (3) Das B-Feld ist quellenfrei, es gibt keine magnetischen Monopole.
(4) Die Wirbeldichte des B—Feldes entspricht der Stromdichte J plus der zeitlichen Anderung
des E—Feldes. Fiir zeitlich konstante Felder entkoppeln die Gleichungen wie oben gesehen.
[[]Zum Einstieg konsultiere man de .wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen,

zur Vertiefung etwa Jackson: Klassische Elektrodynamik, de Gruyter, 4. Auflage 2006.

@ Up and Atom: Maxwell’s Equations — Beginner’s Guide. youtu.be/F3QHUvr8d8I
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Maxwell-Gleichungen als Differentialgleichungen Erganzung

Aufgabe: (1) Folgern Sie die zugehorigen Differentialgleichungen.
Losung: Wir formen um mit Hilfe unserer Integralsatze:

# E-iidS = ///(v
oV G3G Vv
§£ E.ds "= /(VXE)-ﬁdS
oS Gla S
# B-iidS = ///(v
oV G3G Vv

55 B.ds "= /(VXE)-ﬁdS
oS o S

FUr jedes kompakte Volumen V und Flachenstick S gilt demnach

///{V-E—zlwg_dvzo, // VxEJrla—B].ﬁds_o,
Vv . s L c Ot
///[Voﬁ_dV:O, // Vxé—la—E—él—ﬂJ] 7dS = 0.
v | g c O c

Dies gilt genau dann, wenn die Integranden verschwinden (H1A, H1B).



http://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen
http://youtu.be/F3QHUvr8d8I
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Elektrodynamik: Maxwellsche Gleichungen Erganzung

Wir erhalten die Maxwell-Gleichungen als Differentialgleichungen:

. . 10B
V. FE = 4rmp, V><E+—a—:O,
c Ot
. . 10E 4m -
V.B=0, vxB_19E _d4ry
c Ot C

Die integrale und die differentielle Formulierung sind dquivalent! Je nach Anwendungen ist die
eine oder die andere geschickter. Das spiiren Sie sehr deutlich beim Nachrechnen der beiden
zentralen Beispiele: Auf R? . {0} bzw. R® \ {z—Achse} ist die differentielle Form bequemer.
(Warum?) Um den Nullpunkt bzw. die Achse nutzen Sie besser die integrale Form. (Warum?)

Aufgabe: (2) Folgern Sie die Ladungserhaltung (Kontinuitatsgleichung):

0o -
EJrVoJ—O

Nachrechnen: Wir nutzen Schwarz, divrot = 0, hier V+ (V x B) = 0,
angewendet auf die erste und vierte Gleichung (Coulomb und Ampeére):

( — D4A E 4) — — D4A —
4w@ = 2V-E Z v.a— Yv. vXcB—W] 2 _AnV e J
ot ot ot
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Elektrodynamik: Maxwellsche Gleichungen Erganzung

Aufgabe: (3) Folgern Sie die elektromagnetischen Wellengleichungen:

. 10%E Ar 0J
2
E-2_ —4 ol
v c2 Ot? mVeo+ c2 Ot’
L 102B .
"7213 — 2;5'2525— = ——47T‘7 %:g].

Fiir o = 0 und J = 0 bleiben demnach die freien Wellengleichungen:

1 9%E  _, - 1 9°B _
S -VE=0, =— -VB=0.
c2 Ot2 v ’ c? Ot? v

Nachrechnen: Wir nutzen V x (V x F) = V(V + F) — V2F:

1 O°E n 4w 8T
2 ot2 2 ot
Ebenso erhalten wir die magnetische Wellengleichung.

— 47V — V2E +
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Elektrodynamik: Maxwellsche Gleichungen Erganzung

Die Wellengleichung (¢7203 — 0% — - -- — 92)u = 0 wird geldst durch
Wellenfunktionen u(t, @) = f(c|€|t — £+ &) mit f € C2(R,R) und £ € R".
Aufgabe: (4) Rechnen Sie nach, dass w tatsachlich eine Losung ist.
Losung: (4) Nun genlgt sorgsames Ableiten mit der Kettenregel.

sin(t — x)
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Elektrodynamik: Maxwellsche Gleichungen Erganzung

Die Maxwellschen Gleichungen sind lineare partielle Differentialgleichung in E und B mit
Inhomogenititen in o und J auf der rechten Seite. Die hieraus abgeleiteten Wellengleichungen
beschreiben, wie sich elektromagnetische Wellen in Raum und Zeit ausbreiten, sieche Seite D533.

Viele berithmte Wissenschaftler des 19. Jahrhunderts waren an der spektakulidren Erforschung des
Elektromagnetismus beteiligt und haben Teile dieser Gleichungen experimentell und theoretisch
untersucht. Doch erst James Clerk Maxwell (A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field,
1865) konnte sie zu einem konsistenten Gesamtsystem von acht Gleichungen zusammenfiigen;
diese haben wir oben ausgeschrieben als zwei skalare und zwei vektorielle Gleichungen.

Damit brachte Maxwell die intuitiv-qualitativen Beschreibungen in die mathematisch-quantitative
Form der Vektorfelder und eroffnete so theoretische wie praktische Berechnungen. Maxwells
mathematische Theorie gab alle zuvor gefundenen Phinomene prizise wieder, zudem konnte sie
vollig neue vorhersagen: elektromagnetische Wellen! Diese waren 1865 experimentell noch lange
nicht zuginglich; dies gelang Heinrich Hertz 1886. Erst Maxwells theoretischer Durchbruch
ermoglichte den technologischen Fortschritt, von dem wir bis heute profitieren!

Jede Losung u(t, Z) = f(c|€|t — €+ T) ist eine Welle, in Form der Funktion £, die sich mit
Lichtgeschwindigkeit ¢ in Richtung £ ausbreitet. (Klassisch sollte f mindestens zweimal stetig
differenzierbar sein, etwa f = sin, notfalls nutzen wie die Ableitung im Distributionensinne.)

Maxwells Gleichungen haben eine besondere Symmetrie: Sie beinhalten die Invarianz der
Lichtgeschwindigkeit c unabhéngig vom Betrachter, auch in bewegten Bezugssystemen.
Diese erstaunliche Tatsache fiihrte direkt zu Einsteins Spezieller Relativitétstheorie (1905).
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Potentiale und Gradientenfelder

Wir fihren die Diskussion von Feldern und Potentialen fort (E341).
Wiederholung: Sei U C R" ein Gebiet. Was versteht man unter. ..
(1) einem Skalarfeld F auf U? (2) einem Vektorfeld f auf U?
) dem Gradienten von F'? (4) einem Potential zu f?

) Was besagt der HDI flr ein Vektorfeld f mit Potential F'?

) Was qilt demnach fir Arbeitsintegrale geschlossener Wege?

)

)

)

Ein Skalarfeld auf U ist eine stetige Abbildung F:R" O U — R,
Ein Vektorfeld auf U ist eine stetige Abbildung f:R" O U — R"™.

(3
(
(
(
(
(3) Zu jedem stetig diff’baren Skalarfeld F': U — R ist der Gradient

5
6
1
2
3

dr1’  Oxy

(4) Ein Potential zu f: U — R" ist ein Skalarfeld F: U — R mit F’ = f.
5) Far jeden stlckweise stetig diff’baren Weg ~: [a, b] — U gilt dann:

/ rean2 [ ey ywarz [ OO g2 ) - o)

6) Ist f = F’ und ~ geschlossen, also v(a) = (b), so folgt gS7 fedy=0.

f:U —R"™ gegebendurch f=F =gradF = <8F 8F>‘
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Potentiale und Gradientenfelder Erlauterung

(1—2) Jedem Punkt = € U aus dem Definitionsgebiet U wird eine reelle
Zahl F(z) € R bzw. ein Vektor f(x) € R" zugeordnet. Wir nehmen meist
stillschweigend an, dass diese Zuordnungen stetig / stetig diff’bar sind.

(3—4) In Dimension n = 1 ist f = F’ Ableitung und F' Stammfunktion.
Potentiale sind nur bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

(5) Das Arbeitsintegral eines Gradientenfeldes f = F’ hangt nur vom
Start p = v(a) und Ziel ¢ = (b) ab, ansonsten aber nicht vom Weg ~.

Physikalisch entspricht dies der Energieerhaltung: Die zur Bewegung
entlang ~ aufgebrachte Arbeit wird als Lageenergie gespeichert.

(6) So kann man feststellen, ob ein Vektorfeld f ein Potential hat:
Aus 567 f-dvy # 0 folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.

Wir nennen ein Vektorfeld f konservativ, wenn ¢ f-dvy = 0 gilt.

Das bedeutet, langs geschlossener Wege wird keine Arbeit verrichtet.
Jede an einer Stelle des Weges aufgewandte Energie wird an anderer
Stelle zurickgewonnen, die Gesamtenergie bleibt schlief3lich erhalten.

[ 1 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5. Das Potentialproblem 16sen wir
in Kapitel E und hier allgemein. Wir nutzen es in Kapitel M fiir exakte Differentialgleichungen.
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Exakte und konservative Vektorfelder

Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es
ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F: U — R mit F’ = f existiert.

Das ist das Potentialproblem. Wie kdnnen wir es konkret anpacken?

Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn @ f+dy = 0 far jeden geschlossenen Weg ~: [a, b] — U qilt.

U q U q
B

Q Lasso!
p p ’}/:(XU—B

Konservativ: Das Arbeitsintegral hangt nur von Start p und Ziel ¢ ab,
nicht vom Integrationsweg, denn [, f-da — [, f-d8 = ¢ f-dy =0.
Satz H2A: Hauptsatz: exakt < konservativ

(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R™ ein Potential SO ist f konservativ.
(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(x fs pf - ds ein Potential.
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Exakte und konservative Vektorfelder

Nachrechnen: (1) Aus f = F" folgt § f-dy = F(v(b)) — F(y(a)) = 0.
(2) Wir kbnnen und werden U als wegzusammenhangend annehmen.
Wir wahlen einen FuBpunkt p € U und definieren F': U — R durch

@)= [ f ds—/f da—tof(()) o/ (1) dt.

Hier ist «: [0,1] — U von «(0) = p nach «(1) = z ein beliebiger (!) Weg.
& Der Wert F(x) ist wohldefiniert, also unabhangig vom willkdrlich
gewahlten Weg «, da wir unser Vektorfeld f konservativ voraussetzen.

Ist F' ein Potential zu f? Gilt wirklich 9;F = f; furallei =1,...,n?
Fur jeden Punkt € U und h > 0 mit [z, z + he;] C U finden wir:

h

F(x+he;) =2 F(z)+ fi(x +te;) dt
t=0

Def d HDl
0F(z) = S Fx+he) = fix)

© Somit gilt I’ = f wie gewlnscht, das heiBt, F ist ein Potential zu f.




Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld
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Ubung

Aufgabe: (1) Sei a € R. Skizzieren Sie das zirkulare Vektorfeld

F:U=R*\{0} = R® mit f(z,y) = (—y,2)/(2* + )"

x\_i -
f(y ra(

r=yat+y

Lar
M

1ge/s
ax 2

Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld
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Ubung

Aufgabe: Wir betrachten f(z,y) = (—y,z)/r® mitr = /22 + y2.
(2) Berechnen Sie |f(x,y)| und das Arbeitsintegral langs 0B(0, ).
(3) Berechnen Sie rot(f). Fur welche a ist rot(f) konstant? Null?

(4) FUr welche a existiert zu f ein Potential F': R? < {0} — R?

Lésung: (2) Wir finden |f(z,y)| = r172. Da f Uberall tangential ist:

% f(s)+ds = ;5 f(s)«typ|ds| = §l€ pl=o |ds| = 27 r2=e
0B(0,r) oB(0,r) oB(0,r)

®

(3) Wir finden rot(f) = 01 fo — 02f1 = .. / =(2—a)/r
Die Rotation ist konstant fir a € {0, 2}, und Null nur fir a = 2.

(4) Das Feld f erlaubt kein Potential auf R? \. {0}, denn es gilt

§l§ f(s)«ds # 0.
oB(0,r)

) Das Vektorfeld ist nicht konservativ, also auch kein Gradientenfeld.
/\ Fir a = 2 ist das Feld f rotationsfrei, besitzt dennoch kein Potentiall
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ausfiihrung

Wie kann das sein? Das Vektorfeld f rotiert offensichtlich um den
Nullpunkt, aber fir a = 2 verschwindet die Rotation rot(f) Uberall.

/\ Im Nullpunkt (z,y) = (0,0) hat das Vektorfeld f eine Polstelle!

Die Zirkulation konzentriert sich im Nullpunkt; dort sind f und rot(f)
nicht definiert, aber wir kdnnen und werden drumherum integrieren!

© Unsere Rechnung nutzt die Symmetrie und kommt ohne explizite
Parametrisierung aus. Alternativ kbnnen wir die Kreislinie 0B(0, r)
explizit parametrisieren, etwa durch den Weg ~: [0, 2] — R? mit
v(t) = (rcost,rsint). Damit berechnen wir das Arbeitsintegral:

/ ds = / fedy= (v(t)) A (t) dt
8B(0, r)

1 . . 27
:/ 1 ( rsmt) . ( 7“81nt> dt:/ 1270 qp _ 9 p2-a
t—o T \ rcost 7 Ccost =0
Fir a = 0 gilt rot(f) = 2 und das Arbeitsintegral ist gleich 2 vols B(0, r).

Fir a = 2 gilt rot(f) = 0 und das Arbeitsintegral ist unabhangig von r.
) Beide Phanomene erklaren sich durch den Satz von Green.
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Rotationsfreie Vektorfelder und Potentiale Dl

Wiederholung: [ || Stroppel, Hohere Mathematik 2, Satz 4.3.10.

(1) Wann heif3t ein C'-Vektorfeld f:R" D U — R" rotationsfrei?

(2) Was besagt der Satz von Schwarz (D4A) fur partielle Ableitungen?
(3) Ist Rotationsfreiheit fir Exaktheit notwendig? (4) hinreichend?

(5) Auf welchen Gebieten U C R™ qilt ,rotationsfrei = exakt“?

(1) Ein C'—Vektorfeld f heiBt rotationsfrei, wenn 9, f; = 9, f; gilt.

Das bedeutet, die Jacobi—Matrix (9; f;); ; ist symmetrisch.

In Dimension n = 2, 3 ist dies gleichbedeutend mit rot(f) = 0.

(2) Jede C*—Funktion F': U — R erfillt 9,0, F = 9,0, F fur alle i, j.
Jedes C'-Gradientenfeld f = (0, F,...,0,F) ist somit rotationsfrei.

(3) Fir jedes C'-Vektorfeld f gilt: Exaktheit impliziert Rotationsfreiheit.
Existiert namlich ein Potential F* mit 9;F = f;, so folgt 8, f; = 9, f;.

(4) Aus 0, f; # 0, f; folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.
Aber allein aus 9; f; = 0; f; folgt noch nicht, dass f ein Potential hat!

(5) Ist das Gebiet U C R" einfach zusammenhangend, so erlaubt
jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R™ ein Potential £': U — R.
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Homotopie von Integrationswegen

Sei f:R™ O U — R"™ ein Vektorfeld.
Wir integrieren entlang der Wege

a, 8 ]a,b] — U von p nach q.

Die Ergebnisse sind i.A. verschieden!
Hat f ein Potential F, so ist jedes
Arbeitsintegral gleich F'(q) — F(p).

Aus rot(f) =0und a U —3 = 0D folgt
Jo f+da= [, f-dB dank Stokes.
© In dieser gliicklichen Situation
mussen wir viel weniger rechnen!

Wege « und  heil3en homotop in U, wenn sie sich stetig ineinander
deformieren lassen — innerhalb von U und bei festen Endpunkien.

Satz H2B: Rotationsfreiheit impliziert Homotopieinvarianz.

Ist das Vektorfeld f:R™ O U — R" rotationsfrei, so liefern homotope
Wege o, 5:[a,b] — U dasselbe Arbeitsintegral [ f-da = fﬂ fdp.
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Homotopie von Integrationswegen Ausfiihrung

Zwei Wege sind homotop, wenn sie sich stetig ineinander deformieren
lassen. Um damit auch rechnen zu kdnnen, definieren wir es genauer:

Definition H2C: Homotopie mit festen Endpunkten

Eine Homotopie ist eine stetige Abbildung H : [0,1] X [a,b] — U.

Fir jedes s € [0, 1] definiert H,(t) := H(s,t) einen Weg H,: [a,b] — U.
FUr eine Homotopie von « nach 3 verlangen wir Hy = aund Hy; = (3
sowie selben Start Hs(a) = p und selbes Ziel H,(b) = ¢ fur alle s € [0,1].]

Somit ist H, fUr s € [0, 1] eine Familie von Wegen, die Hy = « stetig in
H, =  deformiert, innerhalb des Gebietes U, bei festen Endpunkten.

Die Homotpie H parametrisiert H ein Flachenstick mit Rand o U — £,
die anderen Kanten [0, 1] x {a, b} des Rechtecks sind konstante Wege.
Das Flachenstick muss dabei nicht regular oder injektiv sein.

Im obigen Beispiel sind o und § in U homotop, aber nicht 5 und ~.
Warum? Wir sehen S +¢ v an den unterschiedlichen Integralen!
Diese Beobachtungen prazisieren wir durch Satz H2B.
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Homotopieinvarianz des Arbeitsintegrals Ausfilhrung

Wir kdnnen nun die behauptete Homotopieinvarianz nachrechnen:

Beweis des Satzes H2B: Die Wege «, 5: [a, b] — R" seien homotop,

das heif3t, es existiert eine Homotopie H : [0, 1] x [a,b] — U. Dies ist ein
parametrisiertes Flachenstick mit parametrisiertem Rand 0H = a U —£.
Die anderen Kanten [0, 1] x {a, b} des Rechtecks sind konstante Wege.
Wir dirfen H als stiickweise C? annehmen. Dank Stokes (G1A) gilt dann

205 [ 00— [ s =0

Diese Rechnung gelingt fiir n = 2 und n = 3 mit Stokes. In beliebiger Dimension verlduft das
Argument im Prinzip genauso, wir haben aber unsere Integralsitze nur fiir n < 3 formuliert.

Beispiel: Fiir Wege 7 : [a, b] — U = R* ~ {0} messen wir den Winkelzuwachs durch
rdy —ydx
w = | —.
0= T
Dieses Arbeitsintegral ist homotopieinvariant, bei festem Start und Ziel, da unser Vektorfeld
rotationsfrei ist. Nicht-homotope Weg unterscheiden wir hier leicht durch ihre Integrale!

Variante: Fiir die Homotopie geschlossener Wege geniigt H (s, a) = H (s, b) fur alle s € [0, 1].

. . . . . H212
Homotopie von Wegen in einem Kreisring Ausfiihrung

Satz H2D: Homotopie von Wegen in einem Kreisring

Sei U ={(z,y) e R?| 0% < 2% + y? < p? } ein Kreisring, 0 < o < p.

Je zwei Wege vy, 71 : [a,b] — U mit gleichem Start p = vy(a) = 71(a)
und Ziel ¢ = ~v0(b) = ~1(b) sind genau dann homotop im Kreisring U,
wenn sie die gleiche Umlaufzahl haben, also W (vg) = W (v1) gilt.

Beweis: ,=": Die Invarianz von W (~4) haben wir eben nachgerechnet.
FOr die Umkehrung ,<" schreiben wir die Wege in Polarkoordinaten:

o(t) = ro(t) €90 und 41 (t) = ri(¢) 1@

Wegen vy (a) = v1(a) kdbnnen wir gleiche Startwinkel pg(a) = ¢1(a)
wahlen, und W () = W (1) impliziert dann gleiche Zielwinkel:

wo(b) = @o(a) + W(v) = wil(a)+W(n)=p1(b)
Wir erhalten eine Homotopie H von ~y nach ~; innerhalb U durch
Ho(t) = [(1 = )ro(t) + sri ()] 079200 Fsp1(0)

Was ist hierzu zu priifen? Dies ist eine stetig Abbildung H : [0, 1] X [a, b] — C mit Hy = 7o
und H; = ~;. Ihr Bild liegt in U, denn die Radien bleiben zwischen den Grenzen o und p.
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Einfach zusammenhangende Gebiete

Wir verstehen Kreisringe und gehen nun zu allgemeineren Gebieten:

/ p
m > > sternférmig zu p <

<( 5 mehrfach (nicht einfach)
einfach @
zusammenhangend zusammenhangend

Will man prifen, ob ein Vektorfeld f: R™ O U — R"™ konservativ ist, so
muss man @ f «d~y = 0 nachweisen fur alle geschlossenen Wege in U!

Ist f rotationsfrei, so gentgt jeweils ein Weg in jeder Homotopieklasse.
Hier spielt die Form des Gebietes U eine entscheidende Rolle!

Ganz einfach wird es, wenn alle Wege untereinander homotop sind.

H214

Einfach zusammenhangende Gebiete Erlauterung

Eine Menge U C R" heil3t konvex, wenn zu je zwei Punkten p,q € U
ihre Verbindungsstrecke [p,q] ={ (1 —s)p+sq|0<s<1}inU liegt.
Wir nennen U sternformig bezuglich eines festen Zentrums p € U,
wenn zu jedem Punkt ¢ € U die Verbindungsstrecke [p, q] in U liegt,
Wir nennen U (weg)zusammenhangend, wenn zu je zwei Punkten
p,q € U ein Weg «:[0,1] — U von a(0) = p nach «(1) = ¢ existiert.
Zudem heil3t U einfach zusammenhangend, wenn zudem je zwei
Wege a, 5:1]0,1] — U mit gleichem Start und Ziel homotop in U sind.

Aquivalent als Lasso: Jeder geschlossene Weg ~: [0, 1] — U I&sst sich
auf einen Punkt zusammenziehen (durch eine Homotopie in U).

Aufgabe: Zeigen Sie fir jedes Gebiet U C R” die Implikationen
U konvex = U sternférmig =— U einfach zusammenhangend.

Losung: (1) Ist U konvex, so eignet sich jeder Punkt p € U als Zentrum.

(2) Sei U sternférmig zu p und ~v: [0, 1] — U ein geschlossener Weg.
Wir kénnen ~(0) = ~(1) = p annehmen, notfalls dorthin verschieben.
Wir finden die Homotopie Hs(t) = (1 — s)p + svy(t). Skizzieren Sie’s!




H215

L6sung des Potentialproblems

Satz H2E: Potentiale auf einfach zusammenhangenden Gebieten

Unser Gebiet U C R” sei einfach zusammenhangend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'-Vektorfeld f: U — R™ erlaubt genau dann ein

Potential F': U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erfullt.
In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral
b

fla(t)) -/ (t)dt mit {

a:|a,b] = U und

F(z) = f(s)+ds = ala) = p, a(b) = x.

S=p Jt=a

f:U — R" ist exakt, f stetig diff bar f ist rotationsfrei,

JF:U - R: F' = 822@ cauf U
/ U einfach zshgd i Ji

HDIH ﬂArbeitsintegral f stetig diff’barﬂ HStokeS

£ ist konservativ, Immer .| fist lokal konservativ,

gﬁvf-dVZOinU ¢7f-d7:OIokaI

U einfach zshgd
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Losung des Potentialproblems Erléuterung

Gegeben sei U C R™ offen und f:U — R™ ein stetiges Vektorfeld.
Problem: Wie prifen Sie, ob f exakt ist? Wie finden Sie ein Potential?
© Notwendiges Kriterium, flr f € C1, ist Rotationsfreiheit 9; f; = 0; f;-
© Auf jedem einfach zusammenhéngenden Gebiet ist sie hinreichend!
©) Das Arbeitsintegral F(z) = ¢+ [;_ f(s)-ds liefert uns ein Potential
F:R"™ O U — R. Die Eichung F'(p) = c legt das Potential eindeutig fest.
& Die Wahl des Integrationsweges o vom FuBpunkt p zum Ziel z in U
ist beliebig: Je zwei sind homotop und ergeben dasselbe Integral (H2B).
&) Zwecks leichterer Integration wahlt man o méglichst geschickt,
etwa a:[0,1] — U mit a(t) = (1 — t)p + tz falls U sternfdrmig zu p ist.
& Speziell flir Quader kann man auch ein Hakenintegral nutzen:

Z1 Z2 x3

F(x) = fi(t,p2,p3) dt + fa(z1,t,p3) dt + fa(x1, zo,t) dt
t=p1 t=p2o t=ps3

/\ Nach der Rechnung die Probe nicht vergessen: Gilt F/ = £?

Fiir die Rotationsfreiheit verlangen wir, dass f stetig differenzierbar ist. Alle anderen Begriffe
und Implikationen gelten fiir stetige Vektorfelder; sie bendtigen keine Ableitung, nur Integrale.
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Kreisring, Kugelschale und Torus Ubung

Aufgabe: Skizzieren Sie zu Radien 0 < 0 < p < ¢
1 den Kreisring A={zecR?|o<|z|<p},
2 die Kugelschale K={zcR’|o<|z|<p}.
8 einen Volltorus V' C R? und seinen AuBenraum U = R3 V.
Sind diese Gebiete konvex? sternférmig? zshgd? einfach zshgd?
Unter welchen Voraussetzungen hat ein Vektorfeld hierauf ein Potential?

Die Kugelschale ist einfach zusammenhangend, der Kreisring nicht!
Jeder geschlossene Weg ~:[0,1] — K istin K zusammenziehbar!
A\ Einfach zusammenhangend bedeutet nicht unbedingt ,ohne Lécher*.
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Anwendung auf Kugelschalen Ausfihrung

Die Kugelschale ist nicht konvex oder sternformig, aber einfach zshgd.
(Anschaulich ist das klar, die Konstruktion von Homotopien ist trickreich.)

Gegeben sei hierauf ein stetig differenzierbares Vektorfeld f: K — R3.
Zum Feld f: K — R3 suchen wir ein Potential F: K — R mit I’ = f.

Wann existiert ein Potential? Genau dann, wenn rot(f) = 0.

Die Bedingung rot(f) = 0 ist immer notwendig nach dem Satz von Schwarz. Die Kugelschale
K ist einfach zusammenhingend, dank Satz H2E ist somit rot(f) = 0 hier auch hinreichend!

Wie berechnen Sie ein Potential? Durch das Arbeitsintegral

F(z) = ’ f(S)'dS:/f1d$+f2dy+f3dZ
o

s=p
langs eines Weges ~v: [a, b] — K vom FuBpunkt v(a) = p nach ~(b) = .

Hierbei ist der FuBpunkt p € K einmal fre1 wihlbar und wird dann im Folgenden festgehalten.
Ebenso ist der Integrationsweg v in K frei wihlbar, z.B. ein Hakenintegral in Kugelkoordinaten:
Hier ist es leicht, der Parameterbereich fiir (r, 0, ) € [0, p] X [0, 7] X [0, 27] ist ein Quader!

Nach der Rechnung die Probe nicht vergessen! Gilt F’' = f?
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Anwendung auf Kreisringe Ausfiihrung

Der Kreisring A ist zusammenhangend, aber nicht einfach zshgd:
Der Weg ~:[0,27] — A:t+— (rcost,rsint) ist nicht zusammenziehbar.
(Anschaulich ist das klar, Beweis durch Integral Gber das Wirbelfeld!)

Gegeben sei hierauf ein stetig differenzierbares Vektorfeld f: A — R2.
Zum Feld f: A — R? suchen wir ein Potential F': A — R mit F’ = f.

Wann existiert ein Potential? Notwendig ist wie immer rot(f) = 0.
Hinreichend ist rot(f) = 0 und gS7 f+dy = 0 fOr den obigen Weg ~.

Wir miissen hier also nicht alle (unendliche viele) Wege nachpriifen, sondern nur einen.
Verschwindet das Arbeitsintegral 1ings v, dann auch fiir alle anderen geschlossenen Wege:
Unser Vektorfeld f : A — R? ist dann konservativ und somit exakt dank Satz H2A!

Wie berechnen Sie ein Potential? Durch das Arbeitsintegral

F)= [ 5)ds= [ fide+ fody
Y

S=p
langs eines Weges ~: [a, b] — A vom FuBpunkt v(a) = p nach ~(b) = .
Hierbei ist der FuBpunkt p € A einmal frei wihlbar und wird dann im Folgenden festgehalten.

Ebenso ist der Integrationsweg - in A frei wihlbar, z.B. ein Hakenintegral in Polarkoordinaten:
Hier ist es leicht, denn der Parameterbereich fiir (r, ¢) € [0, p| x [0, 27] ist ein Rechteck!
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Volltorus und Auf3enraum Obung

Der Volltorus V' C R?3 ist zusammenhangend, aber nicht einfach zshgd.
Seine Seele (die blaue Kreislinie) ist in V' nicht zusammenziehbar.
Dasselbe gilt, dual hierzu, fiir den AuBenraum U = R3 \ V.

Anwendung / Anschauung: Wir stellen uns den Torus V" als einen stromdurchflossenen Leiter vor,
etwa als eine Spule mit Wicklung um die z—Achse. Der Au3enraum U ist leer, insbesondere
flieSt hier keinerlei Strom. Wir untersuchen die Maxwell-Gleichungen im statischen Fall
0+FE = 0B = 0: Es gilt div B = 0 und auf U zudem rot B = 0, dennoch gilt 95[3 B(s)ds # 0;
genau dies beobachtet man bei Gleichstrommagneten. Bei Wechselstrom (dynamischer Fall)
nutzt man rot £ = —0; B/c zur Induktion in einer zweiten Spule (Transformator).




Notwendige und hinreichende Kriterien
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Ubung

Gegeben ist ein C'-Vektorfeld f:R™ D U — R™ gesucht ist ein Potential.

Aufgabe: Formulieren Sie lhren Algorithmus zur Nutzung der Kriterien
(1) ,Auf U gilt rot f = 0.“ und (2) ,U ist einfach zusammenhangend.”
sowie (3) ,Es gilt ¢ f-dvy = 0 fir jeden geschlossenen Weg ~ in U .*

Wie kOnnen Sie im positiven Falle ein solches Potential F' berechnen?
Warum sind Potentiale zu f nicht eindeutig? Wie finden Sie alle?

Kriterien U einfach U nicht einfach
an fund U zusammenhangend | zusammenhangend
rot f # 0 Auf U erlaubt f Auf U erlaubt f
J(f) asymmetrisch kein Potential. kein Potential.
rot f =0 Auf U erlaubt f Beides ist moglich.
J(f) symmetrisch ein Potential F. Priife ¢ f - dy = 0.

A\ Die vollstéandige Losung des Problems erfordert mehrere Kriterien,
einige notwendig, andere hinreichend. Diese Zusammenfassung hilft.

Notwendige und hinreichende Kriterien
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Ubung

Aufgabe: Gegeben ist

ein C'1-Vektorfeld
f:R" DU — R™

Gesucht ist ein Potential,
F:U — Rmitgrad F = f.

Ja

Homotopie H2E

Auf U erlaubt f
ein Potential F'.

rot f =0
?

U einfach zshgd

¢ fedy=0
far alle [v]?

Nein

Schwarz D4A

Auf U erlaubt f
kein Potential.
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Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfiihrung

Zur Vereinfachung nehmen wir an, die Menge U ist offen und zshgd.
Hierauf ist unser Vektorfeld f: U — R" stetig differenzierbar, kurz C*.
Wir wollen klaren, ob f ein Potential erlaubt, £': U — R mit grad F’ = f.
Notwendig ist rot f = 0: Aus f = grad F folgt rot f = rotgrad F =0
dank Schwarz (D4A). Gilt also rot f # 0, so kann f kein Potential haben.
Nach diesem ersten Hindernis kommt das zweite: Wir nehmen nun

rot f = 0 an; hinreichend ist dann U einfach zusammenhangend (H2E).
&) Damit lassen sich viele Falle schnell und einfach entscheiden:
Notwendig ist rot f = 0, hinreichend ist rot f = 0 und U einfach zshgd.
© Giltrot f = 0, aber U ist nicht einfach zshgd, so prifen wir genauer.
Wir testen aus jeder Homotopieklasse [v] einen geschlossennen Weg ~.
Gilt 957 f+v # 0, so kann f kein Potential haben (H2A). Gilt 957 fey=0far
jeden geschlossenen Weg ~ in U, so hat f ein Potential (H2A), namlich:

Fa)= [ f(s)-ds

s=p

& Der Wert F(x) ist wohldefiniert, unabhangig vom gewéhlten Weg.

H224

Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfiihrung

Wie beweisen Sie, dass f kein Potential haben kann? Ganz einfach:
Sie zeigen rot f #£ 0, oder % f «~ # 0 flr einen geschlossenen Weg ~.
Wie beweisen Sie, dass f ein Potential hat? Es gibt drei Méglichkeiten:
(1) Sie legen ein Potential F' explizit vor und weisen F’ = f nach.

(2) Es genulgt, rot f = 0 auszurechnen und nachzuweisen, dass das
Gebiet U einfach zusammenhangend ist, etwa konvex oder sternférmig.

(3) Gelingt dies nicht, so missen Sie schlimmstenfalls nachrechnen,
dass hier 567 f -~ = 0 gilt fir jeden geschlossenen Weg ~:[0,1] — U.
Bei rot f = 0 genugt ein Reprasentant ~ aus jeder Homotopieklasse.

Angenommen, es qilt @ f+~ = 0 flr jeden geschlossenen Weg ~ in U.
Wie konstruieren Sie dann zu f ein Potential F'? Als Arbeitsintegral:

F@ = fs)-ds

S=Pp

Wie prufen Sie, ob eine gegebene Funktion F: U — R ein Potential ist?
© Die direkte Probe gentigt: grad F' ausrechnen und mit f vergleichen.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung
Fortsetzung & Schluss: Wir betrachten das zirkulare Vektorfeld
. _ 2 2 ; 2 2 2
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Inwiefern liegt das Problem am Definitionsgebiet U = R? < {0}?

/\ Das Gebiet U ist nicht einfach zusammenhéngend. (Loch in 0)
Lasst sich Gre.en anwenden: f@B(o,r) f(s)- d:s = fg(o,r). rot(f) .d(.a:,y)?
/\ Offenbar nicht: Im Punkt 0 ist f und somit rot(f) nicht definiert!
Der punktierte Integrationsbereich B(0,r) ~. {0} ist nicht kompakt.

Aufgabe: Statt U = R? \ {0} betrachten wir vier offene Halbebenen:

A

Uyt =

A

Us
{y 3

N

>O}

A

A

Us =

{:13>0}>

~N

{z < 0}

~N

~N

U=
{y € 0}

(5) Fur welche a erlaubt f; = f|y, : U; — R? ein Potential F;: U; — R?
(6) Bestimmen Sie jeweils zu f;: U; — R? alle Potentiale F;: U; — R.

(7) Existieren Potentiale Fi5: U1 UUs — R? Fio3: U1 U U U U3 — R?
Warum konstruieren wir so nicht auch ein Potential 7': U — R?
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

(5) Wir finden rot(f) = (2 — a)/(z? + y?)¥/2.

Zur Exaktheit ist rot(f) = 0 notwendig, also a = 2.

Das ist die notwendige lokale Bedingung, unabhangig vom Gebiet.
Zudem ist U; konvex (H2E): FUr a = 2 existiert ein Potential F;: U; — R.

Ist ein Potential F' zu f vorgelegt, so ist die Probe leicht: Es genlgt,
geduldig nachzurechnen, ob 0;F = f; qgilt. Aber wie finden wir F'?

(6) Wir bestimmen ein Potential F; : U; — R dank Arbeitsintegral (H2A):

(z,0) (z,y) Y
F1<x,y>=/ f(s)-ds+/ Fs)eds =0+ [ flz.t)-(0,1)dt

=(1,0) s=(2,0) =0
Yy T Yy 1 vlr
_ — "~ _dt= e dt/x) = d
/t:O x? 4 t? /t:O 1+ (t/z)? (/) /u=0 T
y/x
= [arctan(u)} o arctan(y/z)

Probe: 0, arctan(y/z) = —y/(2? + y?), Oy arctan(y/z) = z/(z* + y?).
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Ebenso finden wir F5(x,y) = — arctan(z/y) 4 const auf Us und weiter
Fs3(z,y) = arctan(y/x) + const sowie Fy(z,y) = — arctan(z/y) + const.
Auf jedem dieser (konvexen!) Gebiete U; erlaubt f ein Potential F;.

(7) Die folgenden Abbildungen skizzieren diese Potentiale F; : U; — R.
Je drei dieser Potentiale lassen sich verkleben, aber nicht alle vier!

Wir beginnen mit F} = arctan(y/x) und Fy = — arctan(x/y) + c.
Diese stimmen auf U; N U, Uberein flr ¢ = 7/2: Punktprobe in (1, 1).
Ebenso F; = arctan(y/z) + . Wir erhalten F: U; UU; U Us — R.

Im letzten Schritt finden wir ebenso F, = — arctan(z/y) + 37/2.
Dies schlief3t sich nicht: Auf U, N U; bleibt die Differenz F, — F} = 27!
Das entspricht dem Integral %B(O » f(s)«ds = 27, wie zuvor gesehen.

Das Bild von M.C. Escher illustriert diese bemerkenswerte Situation: Das
Gravitationsfeld ist konservativ: Sie kdnnen nicht standig bergab laufen,
auch nicht standig bergauf! Denken Sie etwa ans Wandern im Gebirge.
In einer kreisférmigen Gegenstromanlage hingegen kdnnen Sie stets
gegen den Strom schwimmen, so wie hier im Wirbelfeld.
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Potential F;

Unser Vektorfeld f: U = R? \ {0} — R? erfillt rot(f) = 0 auf ganz U.
Die offene Halbebene U, ist konvex, hierauf hat f also ein Potential Fj.
Die obige Rechnung zeigt alle Lésungen: F(x,y) = arctan(y/x) + const
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Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

— Potential /7 U F5

Unser Vektorfeld f: U = R? < {0} — R? erfillt rot(f) = 0 auf ganz U.
Die Vereinigung U; U U, ist sternformig, hierauf hat f ein Potential.
Wir passen die Integrationskonstanten an und verkleben F; und Fb.




H231

Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ubung

Potential F; U 5 U F3

o
=

27(- e e e e e ) e Y

Auch U; U Uy U Us ist sternférmig: Wir erhalten die Ebene R? minus
eine Halbgerade. Auch hierauf hat f ein Potential: die Wendelflache!
Diese schlief3t sich nicht, daher erhalten wir kein Potential F': U — R.
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M.C. Escher: Ascending and Descending Ubung
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Ruckblick: Die drei Aspekte des Integrals Erinnerung

1. Uber jedem Intervall [a,b] C R haben wir das unorientierte Integral

b
f(x)dx = / f(x)dx fira <binR.
[a,b] a

2. FUr das orientierte Integral vereinbaren wir zudem

a b
/ f(a:)d:c:—/ f(x)dx flra,beR.
b a
3. Das unbestimmte Integral ist eine Stammfunktion (Potential):
F = /f(:c) dz bedeutet F'=f.

In Dimension 1 leistet der HDI die Ubersetzung dieser drei Konzepte.
In Dimension > 2 laufen diese drei Aspekte zunédchst auseinander:

1. Volumen und mehrdimensionales Integral (unorientiert, Kapitel A—D)
2. Wegintegral und Fldchenintegral (orientiert, siche die vorigen Kapitel E-G)
3. Vektorfelder und Potentiale: Diesen Punkt haben wir in diesem Kapitel H geklért.

Differentialformen fiigen diese drei Sichtweisen wieder zu einer einheitlichen Theorie, siehe
Burg—Haf-Meister—Wille, Vektoranalysis aus ihrer Reihe HM fiir Ingenieur:innen. Wir gehen
hier nicht darauf ein, sondern 16sen bescheiden aber konkret lediglich das Potentialproblem (3).
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Zentrales Beispiel: das Newton—Potential Erinnerung

Wichtige Beispiele und Anwendungen von Potentialen liefert die Physik.
Das Newton-Potential einer Masse m im Punkt y € R3 ist

o m
ly — |
(bis auf Konstanten&Vorzeichen). Das zugehdrige Gravitationsfeld ist

F:RP~ {y} =R mit F(z)

FRP {y} = R® mit f(z)=grad F(z) = mﬁ.

FUr jede beschrankte Massenverteilung ¢: R? — R haben wir

F:R3 R mit F(g;):/ W) 4y,
yeK |y_33|

Das zugehdrige Gravitationsfeld ist dann die Superposition (Faltung)
f:RP =R mit f(z) = grad F(z) = / Lx?) o(y) dy.
yeK ly — x|

Hier nutzen wir das Ableiten unter dem Integral, genauer Satz H1D.




H235

Radialsymmetrische Felder und Potentiale Ausfiihrung

Aufgabe: Zu x € R" sei |z| = /2% + - - - + 22 die euklidische Norm.

(1) Berechnen Sie grad F' zur Funktion F':R™ \ {0} — R:z — |z| sowie
F(x) =1/|xz|* und F(z) = G(|z]) mit G: R~y — R stetig diff’bar.

(2) Skizzieren Sie f:R"” \ {0} = R": 2 — z/|x| sowie f(x) = z/|x|?
und allgemein f(x) = g(|x|) - /|z| mit g: R~y — R stetig.

(3) Berechnen Sie die Rotation 9; f; — 0; f; des Vektorfeldes f.

(4) Wann hat f ein Potential? (5) Finden Sie ein Potential F' zu f.

Losung: (1) Wir schreiben alles geduldig aus und leiten ab:
2l = (@} - +a2)2, Bl =wiflel,  gradle = /||
Dank Kettenregel folgt grad G(|x|) = G'(|z|) - «/|z|. Speziell im Beispiel:
F(z) = |z|™%, 0;F(z) = —ax;|z|~* 2%, grad F(z) = —ax|z|~*2

(2) Skizzen! Fiir n = a = 2ist f(x) = z/|z|? das ebene Quellenfeld.
Der dreidimensionale Fall n = a = 3 entspricht einer Punktladung.
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Radialsymmetrische Felder und Potentiale Ausfiihrung

(3) Sei g stetig differenzierbar und i #£ j. Aus f;(x) = g(|z|) - z;/|z| folgt

031i(w) = f a4 2 = glal) - T = o e - 215D T,

\x| || ]

also 8sz — 8ij = 0. Far f(LE) = ZC/‘$|CL gllt 8sz(:c) = —CLLEZ'ZUj/‘ZC‘a_'_z.

(4) Wie immer ist rot(f) = 0 notwendig fUr die Existenz eines Potentials.
Fir n > 3 ist R3 \ {0} einfach zusammenhangend, also ist rot(f) = 0
auch hinreichend. Auf R? \ {0} mlssen wir noch genauer hinschauen:
Dank 9533(0,1) f(s) «ds = 0 verschwindet auch das zweite Hindernis!

(5) Zu f( ) = g(|az|) x/|z| finden wir mit (1) das Potential F'(x) = G(|z|)
mit G(r) = J| g(p) dp. Das beantwortet zugleich (4) und (3). Speziell:

+a_ far 2
F(r) = (2=a) fz]*~* ) a7 —> grad F(z) = ZE
In|z| far a = 2 ||

Im Beispiel n = a = 3 finden wir das Newton—Potential F(x) = —1/||.
Unsere allgemeine Rechnung gilt in jeder Dimension, siehe Satz R1B.
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Radialsymmetrische Felder und Potentiale Ausfiihrung

Aufgabe: Wir setzen die vorige Aufgabe fort.

(6) Berechnen Sie div(f) zu f:R" ~\ {0} — R” mit f(z) = x/|z|%
FOr welche n € Nund a € R ist dieses Feld f divergenzfrei?

(7) Berechnen Sie zu f das Flussintegral Uber die Sphéare rS™ 1.

(8) Allgemeiner sei g: R~g — R stetigund f:R™ \ {0} — R"™ gegeben
durch f(z) = g(|z|) - «/|x|. FUr welche g ist das Feld f divergenzfrei?

(9) Sei schlieB3lich G : R~y — R stetig differenzierbar. Fir welche G
ist die Funktion F': R"” \ {0} —» R:x — F(z) = G(|z|) harmonisch?

Losung: (6a) Wie immer leiten wir geduldig ab und berechnen div( f):

filz) = (2T + -+ 27)
Bfi(s) = (12 4+ 22)% — a2(@? 4 - +a22)"F

a

div f(z) = (0 — a)(af + -+ +a2) 8

o
2

(6b) Dies verschwindet genau fir a = n. In jeder Dimension n finden wir
das uns vertraute Quellenfeld f:R" \ {0} - R": 2 — f(z) = a/|z|™.
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Radialsymmetrische Felder und Potentiale Ausfiihrung

(7a) Im Raum R" betrachten wir die Sphare »S"~! vom Radius r > 0.
In jedem Punkt s € »S"~! ist die Einheitsnormale n(s) = s/|s|.
Der Fluss des Vektorfeldes f(z) = x/|z|* ist demnach:

/ f(s)+n(s)dS :/ F L7 4s :rl_a/ dsS
rSn—1 rSn—1 ‘S|a |S‘ rSn—1

=17 vol, _1(rS" 1) = 174" vol,_(S" 1) = "% vol,,_1(S" 1)
(7b) Damit beantworten wir erneut die Frage nach der Divergenzfreiheit:
Wir nehmen div(f) = 0 an. Auf der Kugelschale K (0, r1,r2) gilt:

/ f(s)+n(s)dS — f(s)en(s)dS = / div f(x)dx =0
roSn—1 K(0,r1,m2)

TlSn—l

Die Funktion r — r™~% ist demnach konstant, folglich muss a = n gelten.
Umgekehrt erflillt f(z) = «/|x|™ tats&chlich div(f) = 0, dank (6).

© Die Rechnung in (6) gelingt durch sorgféltiges Ableiten,
die Rechnung in (7) geometrisch durch das Flussintegral.
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Radialsymmetrische Felder und Potentiale Ausfiihrung

(8a) Der Fluss des Vektorfeldes f(x) = g(|x|) - 2/|z| Goer rS*~1 ist

S

[ f@enas= [ o) S Zds=o0) [ as

rSn—1 ‘S’
= g(r) vol,_1(rS™ 1) = g(r)r" ! vol,_1(S"1)
(8b) Wir nehmen nun div(f) = 0 an. Auf der Kugelschale K (0, rq,r2) gilt:

[ . f(s)+n(s)dS — / - f(s)+n(s)dS = /K (Omm)div flx)de =

Die Funktion r +— g(r) r"~! ist demnach konstant, also g(r) = ¢/r" 1
Wenn f(x) = g(|z|) - z/|x| divergenzfrei ist, dann gilt f(x) = c¢- x/|z|™.
Umgekehrt erfiillt f(z) = ¢ - «/|z|™ tatsachlich div(f) = 0, siehe (6).
& Diein (6,7) gefundenen Losungen f(z) = c- z/|z|" sind demnach
die einzigen radialsymmetrischen Vektorfelder mit div(f) = 0!

Wir haben also tatsachlich alle solchen Losungen gefunden.

© Dies sind genau die physikalisch beobachteten Felder.
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Radialsymmetrische Felder und Potentiale Ausfiihrung

(9) Der Laplace—Operator ist A = V2 = divograd = 97 + - - - + 2.
Wir berechnen zu F' zunachst den Gradienten f = grad F' wie in (1):
Aus F(z) = G(|x|) folgt f(x) = g(|z|) - x/|z| mit g = G.

Dank (8) wissen wir, dass div(f) = 0 genau fur g(r) = ¢/r"1 gilt.
Im Falle n # 2 finden wir G(r) = 1/r"* 2 mit G'(z) = (2 — n)/r" L.
Im Falle n = 2 finden wir G(r) = lnr mit G'(r) = 1/r.

Zusammenfassend halten wir folgendes Ergebnis fest:

Satz H2F: radialsymmetrische harmonische Funktionen

Sei F':R" \ {0} — R radialsymmetrisch, also F'(z) = G(|z|). Genau
dann ist F harmonisch, AF' = 0, wenn fUr geeignete a,b € R gilt:
b/|z|"2  flrn # 2,

bln|z| far n = 2.

F(x):a+{

Sei f:R"” \ {0} — R"” radialsymmetrisch, also f(z) = g(|z|) - =/|z].
Genau dann ist f divergenzfrei, div f = 0, wenn f(x) = const - z/|x|™.
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Physikalische Anwendungen der Integralsatze Fazit

Stromungslehre: Die Massenbilanz als Integralgleichung:

i/// gdK—l—# (07 +7)dS = 0
dt JlJ k S—dK

Hieraus erhalten wir dank Gauf3 die Kontinuitatsgleichung:

0 .
a—f + div(pv) =0, bei p = const also dive' =0

Warmeleitung: Die Warmebilanz als Integralgleichung:

/// (t,z)d :—/// txdx+#9afgf<t’x>.ﬁds

Hieraus erhalten wir Fouriers berihmte Warmeleitungsgleichung:

B 2 2 o
G0 _ oy = A=
gy ~mAu=g mi 02 " 822 T B

© Diese Differentialgleichung kénnen wir I16sen, exakt oder numerisch.
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Physikalische Anwendungen der Integralsatze Fazit

Elektrodynamik: Die Maxwell-Gleichungen als Integralgleichungen:

Coulomb Ladungsgesetz # E-ﬁdS:/// dmodV
1%

Faraday Induktionsgesetz yf E.ds=—= / — «nndS
as
Gauf3 Quellenfreiheit # B-idS =0
Rl
Ampeére Durchflutungsgesetz 5]5 // (47rf + —) -ndS
Dank Gauf3 und Stokes erhalten wir hieraus Differentialgleichungen:
q L1
V. E = 4rp, V><E+—a—B—0
c Ot
v.B=0, vx5_L0E 4y
c Ot c

) Daraus folgen insbesondere Ladungserhaltung und Wellengleichung.
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Exakte und konservative Vektorfelder Fazit

Ein Vektorfeld f: U — R™ heif3t exakt, oder Gradientenfeld, wenn es
ein Potential erlaubt, also ein Skalarfeld F: U — R mit F’ = f existiert.

or . or
dx1’ Oz )

© Fur jeden stiickweise stetig diff’baren Weg +: [a, b] — U gilt dann:

f=F =gradF = (O\F,...,0,F) = (

b
[ 1= [ Pawvwa= [ EOD a—rom) - Fow)

Ist der Weg ~ geschlossen, v(a) = ~(b), so folgt demnach 957 fedy=0.

Ein Vektorfeld f: U — R"™ heif3t konservativ, oder global wirbelfrei,
wenn 56 f+dvy = 0 fOr jeden geschlossenen Weg ~: [a,b] — U gilt.
© Das garantiert: Arbeitsintegrale hangen nur von Start und Ziel ab.

Diese beiden Begriffe erweisen sich als aquivalent (Hauptsatz H2A):

(1) Besitzt das Vektorfeld f: U — R" ein Potential SO ist f konservativ.

(2) Ist umgekehrt f konservativ, so ist F'(x f f - ds ein Potential.
& Der Wert F(x) ist wohldefiniert, unabhanglg vom gewéhlten Weg ~.

. . H304
Konstruktion von Potentialen Fazit

L6sung des Potentialproblems bei einfachem Zusammenhang (H2E):

Unser Gebiet U C R” sei einfach zusammenhangend, z.B. konvex oder
sternférmig zu p. Ein C'-Vektorfeld f: U — R™ erlaubt genau dann ein
Potential F': U — R, wenn f rotationsfrei ist, also 9; f; = 0; f; erfullt.

In diesem Fall erhalten wir ein Potential durch das Arbeitsintegral
v:la,b] = U,

x b
rw) = [ feas= [ snr@ami 0008

S=p t=a

f:U — R™ ist exakt, f stetig diff'bar £ ist rotationsfrei,

JF:U - R: F' = 8-2-:81;-aufU
/ U einfach zshgd i /i

HDIM ﬂArbeitsintegral f stetig diff’barﬂ MStokes

£ ist konservativ, MmMer . | fist lokal konservativ,

gﬁyf-dyz()inU gﬁvf-dy:()lokal

U einfach zshgd




H305

Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Unter welchen Voraussetzungen qilt. .. ?

1) /f F(b) - F(a)

(2) //fxydydx—//fxydxdy

3) /f dy—/f ) |det @ (2)| d
(4) LZ@ M—Z/m

k=0
(5) /Zh s =3 /h
=0
(6) / lim fi(z)dz = lim /fk(x) dz
Qk:—)oo k—o0
7) & [ fewar=[ ey
Zusammenfassung und Verstandnisfragen =

(1) Voraussetzungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung [B123], kurz HDI:
Die Funktion F': [a, b] — C sei stetig differenzierbar mit Ableitung f = F’. (Es geniigt I stetig
und stiickweise stetig differenzierbar [B213], oder noch allgemeiner F' absolut stetig [B214].)

(2) Gegenbeispiele [C414]: Vertauschbarkeit gilt nicht immer! Voraussetzungen des Satzes von
Fubini [C121]: f: X x Y — [0, co| sei messbar oder f: X x Y — C absolut integrierbar.

(3) Voraussetzungen des Transformationssatzes [C209: Die Mengen X, Y C R"™ seien messbar,
f:Y — [0, 0] messbar oder f:Y — C absolut integrierbar, ® : X — Y stetig differenzierbar
und bijektiv (zumindest injektiv und surjektiv bis auf Ausnahmemengen vom Volumen Null).

(4) Das Integral ist linear! Die Behauptung gilt unter den iiblichen VorsichtsmaBBnahmen:
fr : 2 — [0, 00| messbar oder f : 2 — C absolut integrierbar.

(5) Gegenbeispiele [D101]: Fiir Reihen, also unendliche Summen, gilt Vertauschung nicht immer!
Hinreichend ist f : © — [0, oo] messbar oder L'~Konvergenz Y52 [,,| /x| < oc.

(6) Fiir Grenzwerte und Integrale gilt Vertauschung nicht immer! Voraussetzungen fiir den
Satz der majorisierten Konvergenz [D209]: Hinreichend ist punktweise Konvergenz f;, — f (fast
tiberall) und eine absolut integrierbare Majorante g mit | fx| < g (fast tiberall) fiir alle k.

(7) Gegenbeispiele [D409]: [.eider kann man nicht immer die Ableitung unter das Integral ziehen!
Hinreichend ist insb. Y kompakt und f: X X Y — C stetig und stetig nach z differenzierbar.
Allgemein wie bei der majorisierten Konvergenz [D309]: Fiir jedes x ist y — f(x,y) integrierbar
tiber y, fiir fast jedes y ist x — f(x, y) stetig differenzierbar nach x, und zudem existiert eine
integrierbare Majorante g(y | (Ofy/0x) (2, y)| < g(y) fiir alle 2 und fast alle y.
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H307
Fazit

Aufgabe: Was ist ein Skalarfeld ¢? ein Vektorfeld f?
Unter welchen Voraussetzungen gilt. .. ?

(1) 05059 = 0;0ig
(2) rot gradg = 0
(3) divrot f =0

@ [ eedg(s)-ds =3 as)n(s)
(5) /esrot f(s)-dS = / f(s)«ds

s€0S
(6) /UGV div f(v)dV = /568V f(s)«dS

Erklaren Sie Bedeutung, Definition und Funktionsweise dieser Formeln.
Welche physikalischen und mathematischen Anwendungen kennen Sie?
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen

Sei  C R? ein Gebiet, also eine offene zusammenhingende Teilmenge. Hierauf betrachten wir
ein Skalarfeld g, also eine stetige Abbildung g : {2 — R, sowie ein Vektorfeld f, also eine stetige
Abbildung f: 2 — R?. Sind diese zudem stetig differenzierbar, so definieren wir wie iiblich die
Ableitungen grad, rot, div, sieche zum Beispiel die Wiederholung zu Beginn von Kapitel H.

Aussage (1) gilt fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen g : {2 — R: Das ist der Satz
von Schwarz (D4A). Damit rechnet man die angegebenen Identitéiten (2) und (3) leicht nach.

Die Gleichungen (4-6) sind unsere Integralsétze. Hierzu seien f und g stetig differenzierbar.
(Etwas weniger geniigt, zum Beispiel Lipschitz—stetig und somit fast iiberall differenzierbar.)

Fiir den HDI (4) sei I' C  C R? eine stiickweise glatte Kurve vom Startpunkt p zum Zielpunkt
q mit vektoriellem Wegelement ds. Hierzu sei I' orientiert; genau wie beim eindimensionalen
HDI werten wir Startpunkte negativ, n(p) = —1, und Zielpunkte positiv, n(q) = +1. Allgemein
kann eine solche Kurve I' mehrere Komponenten und mehrere Randpunkte s € OI" haben.

Fiir Stokes (5) sei S C 2 C R? eine orientierte, stiickweise glatte Fldche mit vektoriellem
Flichenelement dS = n |dS|, also Einheitsnormale 7 : S — R® und skalarem Flichenelement
|dS|. Die Randkurve I = 95 ist dann ebenfalls stiickweise glatt und wird positiv orientiert
gemifl der Rechte-Hand-Regel. (Fiir ebene Flichen S C R? entspricht der Satz von Stokes im
Raum R* dem Satz von Green in der Ebene R?, siehe Kapitel E. Beide sind #quivalent.)

Fiir Gauf} (6) schlieBlich sei V' C 2 ein Kompaktum mit stiickweise glatter Randfliche 0V und
dem tiblichen euklidischen Volumenelement dV' = d(x1, z2, x3). Die Randfliche S = 0V wird
orientiert durch die nach aufen weisende Einheitsnormale n : S — R?, so dass d.S = n |dS).

Fazit
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Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Sei A C R? eine Gerade, D eine Kreisscheibe um 0
sowie K eine Kugel um 0. Begriinden oder widerlegen Sie:

(1) Jeder stetige Weg ~: [a, b] — R hat endliche Lange.

(2) Jeder stetig diff'bare Weg ~: [a,b] — R"™ hat endliche Lange.
(3) Fir f:R*\ {0} — R? mit div(f) = 0gilt [, f(s) x ds = 0.
(4) Fir f:R*\ {0} — R? mitrot(f) = 0gilt [, f(s)-ds = 0.

(5) Flr f:R3 ~ {0} — R3 mit rot(f) = 0 gilt faD -ds:O.

(6) Fir f: 3\A—>R3mitrot( f)=0qilt [, f(s)+-ds =0.

(7) Flr f:R3 ~ {0} — R3 mit div(f) = 0 gilt faK -dS = 0.

(8) Fur f:R™ ~ {0} — R™ mit f(x) = const - x/|z|" gllt div(f) = 0.
(9) Far f:R™ {0} — R™ mit div(f) = 0 gilt f(x) = const - x/|z|™.

(0) Wikipedia zu Konservative Kraft (aufgerufen 11.11.2024):
,Aquivalent sind: 1. Die Arbeit entlang jeder beliebigen geschlossenen
Kurve innerhalb des Feldes ist gleich Null. [...] 4. Das Feld ist auf einem
einfach zusammenhangenden Gebiet definiert und [dort rotationsfrei].*

o . H310
Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aussage (1) gilt nicht. Die Kochkurve ist eln beliebtes Gegenbeispiel. [E104]
Aussage (2) gilt dank der Integralformel £(~y f 17" (t)| dt fiir die Weglinge. [E107]

Aussage (3) gilt nicht immer! Gegenbelsplel ist das Quellenfeld f (a: y) == (x,9)/ (x> + ).
[E317] Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R® . {0} und dennoch Jop f(8) x ds = 2.

Aussage (4) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld f (x y) = (—y,z)/(x* +9*).
[E317] Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R? \. {0} und dennoch [,  f(s)+ds = 2.

Aussage (5) gilt dank Stokes und der Geometne des Raumes: Wir haben 8D 0SS fiir eine
Hemisphire S C R \ {0}, also [, f(s)+ds = [, f(s)+ds = [grot(f)-dS = 0.
Allgemein: Das Gebiet R? . {0} ist zwar mcht konvex oder sternférmig, aber dennoch einfach
zusammenhingend! Das bedeutet, jede geschlossene Kurve I' in R? ~ {0} ist zusammenziehbar,
somit verschwindet lings I' das Arbeitsintegral jedes rotationsfreien Vektorfeldes.

Aussage (6) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z, vy, z) = (—y, z,0)/(z* + y*) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R® \. A und dennoch [}, f(s) - ds = 2.

Aussage (7) gilt nicht immer! Gegenbeispiel ist das Feld emer im Ursprung konzentrierten Masse
oder Ladung, also das Quellenfeld f(z,y, z) = (z,y,2)/(z* + y* + 2%)3/2.
Hier gilt div(f) = 0 auf ganz R ~. {0} und dennoch Jox f(5)+dS = 4.

Aussage (8) rechnet man leicht nach. [H237] Die Umkehrung (9) ist falsch, zum Beispiel erfiillt
jedes konstante Vektorfeld f auch div(f) = 0. Wenn wir jedoch verlangen, dass f divergenzfrei
und zudem radialsymmetrisch ist, so folgt tatséchlich f(z) = ", siehe Satz H2F.




o . H311
Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aufgabe: Begrinden Sie durch ein Ergebnis Ihrer Vorlesung oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel aus Ihrem Fundus:

(1) Jedes Vektorfeld f:R! — R! hat ein Potential.

(2) Jedes Vektorfeld f:R? — R? hat ein Potential.

(3) Jedes Vektorfeld f:R? — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.

(4) Jedes Vektorfeld f:R™ — R™ mit 0; f; = 0; f; hat ein Potential.

(5) Jedes Vektorfeld f:R? \ {0} — R? mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(6) Jedes Vektorfeld f:R3 \ {0} — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
(7) Jedes Vektorfeld f:R3 . A — R3 mit rot(f) = 0 hat ein Potential.
Hierbei sei A C R? eine Gerade, etwa die z—Achse.

(8) Jedes Feld f:R" ~ {0} — R”: f(z) = g¢(|z|) - /|z| hat ein Potential.
(9) Wikipedia zu Rotation eines Vektorfeldes (aufgerufen 11.11.2021):
,Die Divergenz der Rotation eines Vektorfeldes ist gleich null. Umgekehrt

ist in einfach zusammenhangenden Gebieten [im R3] ein Feld, dessen
Divergenz gleich null ist, die Rotation eines anderen Vektorfeldes.*

o . H312
Zusammenfassung und Verstandnisfragen Fazit

Aussage (1) gilt immer: Dank HDI ist F'(z) = [, f(t) dt eine Stammfunktion, also F”’ = f.

Aussage (2) gilt nicht immer: Notwendiges Kriterium ist rot(f) = 0. Beispiel: Das Vektorfeld
f:R* = R® mit f(z,y) = (—y, ) erfiillt rot(f) = 2 # 0. Demnach erlaubt f kein Potential,
das heif}t, es gibt keine Funktion F': R* — R mit grad F' = f. Unnétig danach zu suchen!

Aussagen (3) und (4) gelten immer: Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten (wie R™) ist fiir
C'—Vektorfelder f:R"™ — R” das notwendige Kriterium rot(f) = 0 auch hinreichend.

Aussage (5) gilt nicht immer. Unser zentrales Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R* \. {0}, aber dennoch 9588(0 " f(s)+ds = 2m.

Aussage (6) gilt immer, denn im Gegensatz zur punktierten Ebene R? ~. {0} ist der punktierte
Raum R® . {0} einfach zusammenhingend. Hier ist rot(f) = 0 hinreichend.

Aussage (7) gilt nicht immer. Gegenbeispiel ist das Magnetfeld eines stromdurchflossenen
Leiters A, etwa das Wirbelfeld f(z,v, z) = (—y, z,0)/(z® + y*) um die z—Achse A.
Hier gilt rot(f) = 0 auf ganz R \. A, aber dennoch ¢, f(s)+ds =2m.

(8) Zu f(x) = g(|z|) - =/|x| mit g stetig finden wir explizit das Potential F'(x) = G(|z|) mit
G(r) = [| g(p) dp: Leiten Sie es geduldig ab, Sie finden grad F' = f. Somit rot f = 0.

9) Ja. Nein! Prominentes Gegenbeispiel: Das Gebiet U = R> \. {0} ist einfach zshgd.
Das (Gravitations-)Vektorfeld f: U — R?:x — x/|x|? erfiillt div(f) = 0 auf ganz U.
Fiir jede Sphire S um 0 gilt [, f-dS = 47 > 0. Somit ist f = rot(g) unmoglich!
Dank S = ) und dem Satz von Stokes (G3E) gilt namlich [, rot(g)+dS = [,,g+ds = 0.




H313

Homotopieinvarianz: zweidimensional Ausfiihrung

H314
Ausfuhrung

Homotopieinvarianz: zweidimensional

Aufgabe: Berechnen Sie mit Hilfe der Homotopieinvarianz das Integral

2 ab
——dt
i—0 a2 cos?t 4 b?sin“t
Was erhalten Sie speziell fir a = b = 1?7 Was qilt allgemein fir a,b > 07?

Losung: Dies ist das Arbeitsintegral des rotationsfreien Vektorfeldes
f(z,y) = (—y,x)/(x* + y?) langs der Ellipse a(t) = (acost,bsint).

Der Integrationsweg « ist im Definitionsgebiet U = R? \ {0} homotop
zum kreisférmigen Integrationsweg 3(t) = (cost, sint). Damit finden wir:

dt= [ feda= [ f-d 1dt =2
/toCLQCOSQt—{—stm t /f @ = /f B = /t T

& Die Homotopieinvarianz vereinfacht die Rechnung erheblich!
Unter allen homotopen Wegen suchen wir uns den leichtesten aus.

&) Geometrisches Verstandnis ermdglicht & vereinfacht die Rechnung.
Das ist die Starke und typische Anwendung der Integralsatze!

© Genau dieser Trick und ganz speziell dieses Beispiel liegen dem
Residuenkalktl zu Grunde, dessen erstaunliche Kraft wir schatzen.




. . . g . H315
Homotopieinvarianz: dreidimensional Ausfiihrung

A

Ein elektrischer Strom langs der
z—Achse erzeugt das Magnetfeld
=20 |
I tf(ajazlaz) — ;;fi;ji;j(__Z/aa% 0)'

@ Das Definitionsgebiet ist hier

U= (R*~{(0,00}) xR

@ Ein geschlossener Weg a: [0, 1] — U

verlaufe dreimal rechtshandig um die
z—Achse. (Machen Sie eine Skizze!)

Aufgabe: Berechnen Sie rot(f) und das Arbeitsintegral von f I&ngs «.
Warum ist die grobe Verlaufsskizze von « hierzu ausreichend genau?

Lésung: Es gilt rot(f) = 0. Daher ist ¢, f - do homotopieinvariant.
Wir ersetzen « durch den hierzu homotopen Weg 3: [0, 1] — U mit

B(t) = (cos(6mt),sin(67t)). Esfolgt ¢ f-da = 55/3 f+dpg = 6m.

H316

Anwendung des Satzes von Stokes Ausfilhrung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie L = { (z,y,2) € R3 | 22y + 22 =0 }.

(2) Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U = R3 <. L — R? ein Potential?
(8) Beranden a, 3,7, 6 : [0, 27] — R3 mit a(t), v(t) = (£3, cost,sint)

und 3(t),d(t) = (sint, £3, cost) eine orientierte Flache S C R3 \ L?

(4) Sei f:U = R3 ~. L — R3 ein rotationsfreies Feld. Angenommen es
gilt ¢, f =3, 9, f =7, ¢ f=6.Was folgt flir das vierte Integral ¢; /7

Losung: (1) Die Menge L ist die Vereinigung der x— und y—Achse.
(2) Nein. Gegenbeispiele erhalten wir wie in der vorigen Aufgabe.

(2) (3)
5
B

T IR

(4) Wir sehen 95 = a U U (—v) U (—6). Dank Stokes gilt demnach
b f+dsf— gS,Yf — ¢ f = [qrot(f)-dS = 0. Hieraus folgt §; f = 4.
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Potentialproblem auf R? Obung

Aufgabe: Gegeben sei f:R? — R? mit f(z,y,2) = (ay,z — Bz, 2 — y).
(1) FOr welche Konstanten «, 5 € R ist dieses Vektorfeld f exakt?
(2) Falls existent, finden Sie F': R? — R mit I’ = f und F(2,2,2) = 0.

Losung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:
rot(f)1 =0yfs —0.fo =p8-1
rot(f)o =0.f1 —0zfs =0
rot(f)s =0, fo—0yfi =1—-«

Demnach ist f rotationsfrei nur fiir o = 8 = 1. Das Gebiet R? ist konvex,
dank Satz H2E ist das Vektorfeld f(z,y, 2) = (y,x — 2,z — y) exakt.

(2) Wir integrieren f koordinatenweise zu einem Potential F': R? — R:
0 F(x,y,
OyF'(,y,
. F(r,yz)=2—y = F(r,y,2)=xy—yz+ %z2+c

z) =y = F(z,y,2) = 2y + aly, 2)

2)=x—2 = F(x,y,2) =2y —yz+0b(z)

Probe: Die Funktion F: R — R mit F(z,y,2) = 2y — yz + %22 —2
erfallt £(2,2,2) =0 sowie 0,F =yund O, F =x —zund 0,F =z — y.

H318

Potentialproblem auf R x R.y x Ry Ubung

Aufgabe: Auf U = { (z,y,2z) € R* | y > 0,z > 0 } betrachten wir
fRPDU =R f(x,y,2) = (In(y/2), ax/y, bx/z).

(1) FOr welche Konstanten a, b € R ist dieses Vektorfeld f exakt?
(2) Bestimmen Sie in diesen Féllen ein Potential F' mit F/(1,1,1) = 1.

Losung: (1) Als notwendiges Kriterium berechnen wir die Rotation:
rot(f)1 = Oy fz — 0. f2 = 0y(bx/z) — 0,(ax/y) = 0,
rot(f)e = 0, f1 — Oufs = 05(In(y/2)) — dy(bx/2) = —1/2 —b/z =0,
rot(f)s = Opfo — Oy f1 = Oz(ax/y) — O0y(In(y/2)) =a/y —1/y =0.

Demnach ist f rotationsfrei nur fir (a,b) = (+1,—1). Das Gebiet U ist
konvex, dank Satz H2E ist f(z,y, z) = (In(y/z), +x/y, —x/z) exakt.

(2) Als Potential finden wir durch koordinatenweise Integration
F(z,y,z) = xn(y/z) + c.

Machen Sie die Probe! Um F(1,1,1) = 1 zu erhalten, wahlen wir ¢ = 1.
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Potentialproblem auf Kreisring und Kreisscheibe Ubung

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Potentiale des ebenen Vektorfeldes

f T\ 2 T\ | a —y
y) 224+y?—-1\y) 22+y*\z )’
Lésung: Wir berechnen zunéchst die Rotation. .. Uberall gilt rot(f) = 0.
Wir sehen 9533(0 »y f(8) +ds = 2ma. FUr a # 0 existiert kein Potential!

Im Folgenden sei daher a = 0. Auf der Kreislinie 2 + y? = 1 wird der
erste Nenner Null. Der Definitionsbereich zerfallt somit in zwei Gebiete

A={(z,y) eR*|2*+y*>1}, B={(z,y) eR*|2*+y° <1}

Das Gebiet A ist ein Kreisring (hier mit Radien 1 und o).

Das Integral langs Kreisen um 0 verschwindet, da f radial ist.

Auf A finden wir das Potential F4(z,y) = In(2? + 2 — 1) + c4. Probe!
Das Gebiet B ist eine Kreisscheibe, auch hierauf hat f ein Potential.
Auf B finden wir das Potential Fg(z,y) = In(1 — 2% — 4?) + cp. Probe!

Insgesamt erhalten wir also F(z,y) = In|z? + y? — 1| + ca 14 +cp1p.

H320

Potentialproblem auf Kreisring und Kreisscheibe Ubung

Die beiden Zweige des Potentials F(x,y) = In|z? + 32 — 1| auf den
beiden Gebieten A und B sehen etwa wie folgt aus. Wir haben eine
Singularitat F(z,y) — —oo entlang der Kreislinie 22 + y? = 1.
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Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfiihrung

Aufgabe: (Ausfuhrung zur Klausur vom Februar 2018)
(0) Skizzieren Sie U = { (z,y,2) € R? | 2% +y?> > 1+ 22 }.
(1) Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R3 ein Potential?

SeiV ={(z,y,2) € R®| 22+ y? < 1+ 22 } das Komplement von U.
(2) Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:V — R3 ein Potential?

Geben Sie explizit ein Gegenbeispiel, falls es eines gibt,
andernfalls erklaren Sie die Konstruktion eines Potentials.

Losung: (0) Eine Skizze hilft wie immer enorm:

e
\ o /

Zur Vereinfachung zeigt

die Skizze den Querschnitt; \ / U

alles rotiert um die z—Achse.

Ao N 7“

~

o N\

Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfiihrung

(1) Nein. Ein konkretes Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld

um die z—Achse, explizit etwa f(z,y,2) = (—y,x,0)/(z* + 1?).

Auf ganz U qilt rot f = 0, aber dennoch gilt 567 f(s)+ds # 0 entlang
v:10,21] - U:t— (2cost,2sint,0). Demnach hat f kein Potential!
Die Bedingung rot f = 0 ist zwar immer notwendig fir ein Potential,
aber hinreichend erst auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet.
© Unser Gebiet U ist nicht einfach zusammenhangend:

Die beiden Rechnungen rot f = 0 und ¢ f(s) - ds # 0 beweisen,
dass sich der Weg ~ in U nicht zusammenziehen lasst! (Satz H2B)

(2) Ja. Die Menge V ist zwar nicht konvex, aber immerhin sternférmig
zum Ursprung (0,0, 0) und somit einfach zusammenh&ngend.

Zu jedem vorgelegten Vektorfeld f:V — R3 mit rot f = 0 erhalten wir
ein Potential F': V' — R als Arbeitsintegral, am einfachsten direkt von
(0,0,0) nach (z,y, z), oder von (0,0, 0) Uber (0,0, z) nach (z,y, z).

& Dank Rotationsfreiheit von f und einfachem Zusammenhang von U
ist das Ergebnis F(z,y, z) vom gewahlten Integrationsweg unabhangig.
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Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfiihrung

Aufgabe: (Ausfiihrung zur Klausur vom September 2018)

(1) Im Raum R3 betrachten wir £ = { (0,y,2) € R? | |y| > 1},
eine Ebene mit Einzelspalt, und ihr Komplement U = R3 \ E.
Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f: U — R3 ein Potential?

(2) Wir betrachten D = { (0,y,2) € R? | |y| <1 oder |y| > 3},
eine Ebene mit Doppelspalt, und ihr Komplement V' = R3 < D.
Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:V — R? ein Potential?

Losung: Eine Skizze hilft wie immer enorm:
| |

~
~

H324

Notwendige und hinreichende Kriterien Ausfiihrung

(1) Ja. Die Menge U ist zwar nicht konvex, aber immerhin sternfGrmig
zum Ursprung (0,0, 0), und somit ist U einfach zusammenhangend.

Zu jedem vorgelegten Vektorfeld f: U — R3 mit rot f = 0 erhalten wir
ein Potential F': U — R als Arbeitsintegral, am einfachsten direkt von
(0,0,0) nach (z,y, z), oder von (0,0, 0) Uber (0,0, z) nach (z,y, z).

& Dank Rotationsfreiheit von f und einfachem Zusammenhang von U
ist das Ergebnis F'(z,y, z) vom gewahlten Integrationsweg unabhangig.

(2) Nein. Ein konkretes Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld

um die z—Achse, also explizit f(z,y, z) = (—y,z,0)/(z? + 3?).

Auf ganz V gilt rot f = 0, aber dennoch gilt 567 f(s)«ds # 0 entlang
v:10,27] - V :t— (2cost,2sint,0). Demnach hat f kein Potentiall
) Das lasst sich physikalisch messen im Aharanov-Bohm-Effekt,
laut New Scientist eines der ,sieben Wunder der Quantenmechanik®.
© Unser Gebiet V ist also nicht einfach zusammenhangend.

Die Bedingung rot f = 0 ist zwar immer notwendig fir ein Potential,
aber hinreichend erst auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet.
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Ubung

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder

Aufgabe: Auf dem Gebiet U = R? \ ([—1,1] x {0}) betrachten wir
—1

/()= e ) o) = errmre (),

(1) Skizzieren Sie die Felder f, g und ihre Superposition h = f + g.
(2) Bestimmen Sie die Rotation. (3) Besitzt f ein Potential? ¢? und h?
(4) Bestimmen Sie mdglichst explizit ein Potential, falls existent.

Losung: (1) Das Feld f ist das rechtsdrehende Wirbelfeld um (1,0).
Entsprechend ist g das linksdrehende Wirbelfeld um den Pol (—1,0).
Ihre Superposition h = f + g ergibt sich durch punktweise Addition.

(Beispiele: Wirbelschleppe eines Flugzeugs, Magnetfeld einer Spule)

(2) Wir wissen bereits rot(f) = 0 und rot(g) = 0 und somit rot(h) = 0.
Wir nutzen die Linearitat der Ableitung: rot(f + g) = rot(f) + rot(g).

(3) Das Feld f hat auf U kein Potential, denn 9303(0 2) f(s)+ds = 2w # 0.
Ebenso hat g auf U kein Potential, denn %B(O 2 9(s)+ds = =2 # 0.

& Das Feld h hingegen hat auf unserem Gebiet U ein Potential!

H326
Ubung

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder

Das rechtsdrehende Wirbelfeld f um den Punkt (1,0).
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Ubung

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder

Das linksdrehende Wirbelfeld g um den Punkt (—1,0).
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Ubung

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder

Die Superposition h = f + g.
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Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder Ubung

Wie kann man zu h: U — R? ein Potential H : U — R konstruieren?
FUr f und g kennen wir jeweils Potentiale F; und G; auf Halbebenen.
Hieraus erhalten wir jeweils Potentiale H; = F; + G; zu h = f + g¢:

Ui ={x>+1}: Hi(x,y) = arctan(x = 1) — arctan(aC :J_ 1) + const
1 —1
Us={y>0}: Hyz,y) = arctan(x T ) — arctan(x ) + const
Y Y
Us ={x < —1}: Hjz(z,y) = arctan(x g 1) — arctaurl(aC _y'_ 1) + const
1 —1
Uy={y<0}: Hylz,y) = arctan(x T ) — arctan(x ) + const
Y Y

Wir versuchen, diese zusammenzukleben. .. und erleben ein Wunder:
Setzt man alle Konstanten Null, so passen Hy, Hy, H3, Hy zusammen!
Die Sprungstelle [—1, 1] x {0} ist hier aus U ausgenommen.

Wir machen die Punktprobe: Es gilt H1(2,0) = 0 sowie Hs(2,y) — 0 fUr
y \ 0und Hy(2,y) — 0 fary 7 0. Ebenso gilt H3(—2,0) = 0 sowie
Hy(—2,y) — 0flry \,0und Hy(—2,y) — 0 fary 0. Alles wird gut!

Potentialproblem flr gegenlaufige Wirbelfelder i

' Potential
\\

Das Wirbelfeld f: U — R? hat kein Potential auf U, ebensowenig das
gegenlaufige Wirbelfeld g: U — R?. Erstaunlicherweise hat fur a,b € R
ihre Superposition h = a f 4+ bg genau dann ein Potential, wenn a = b gilt.
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Aufgabe: Welche der folgenden Gebiete in U = |2, 2[* < {(£1,0)}
sind konvex? sternférmig? einfach zusammenhangend?

U Vi Va V3

I 2

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternformig, nicht einmal einfach zusammenhingend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Die Gebiete V7, Va2, V3 sind konvex, W1, Wa, W3
sind nicht konvex aber sternformig, und Z nicht sternférmig aber einfach zusammenhingend.
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Einfach zusammenhangende Gebiete Ubung

Aufgabe: Wir betrachten das Gebiet U = B(0,2) ~. {(0,0)}.
(1) Ist U konvex? sternférmig? einfach zusammenhangend?

Finden Sie, jeweils maximal, (2) ein konvexes Gebiet V' C U,
(3) ein sternférmiges Gebiet W C U, sowie (4) ein einfach
zusammenhangendes Gebiet Z C U, das nicht sternférmig ist.

Losung: Fur U = B(0,2) \ {(0,0)} betrachte man folgende Skizzen:

OINUSICISE

Das Gebiet U ist weder konvex noch sternférmig, nicht einmal einfach zusammenhéngend, wie
wir aus unserem zentralen Beispiel wissen! Offensichtlich ist V' konvex und sogar maximal mit
dieser Eigenschaft. Entsprechend ist W nicht konvex aber sternférmig beziiglich (1, 0), zudem
maximal mit dieser Eigenschaft. Die Gebiete Z und Z’ sind nicht sternférmig, aber immerhin
einfach zusammenhingend. Zudem ist Z maximal mit dieser Eigenschaft, aber Z’ nicht.
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Quadrupolis Austirung

Aufgabe: Auf dem Gebiet U = R? \ {(&1,£1)} untersuchen wir

fiRI2U-R: @ > E TP (fiiéiiiii)-

(1) Seien z,y € R. Berechnen Sie das Arbeitsintegral | f(s) - ds

(a) fur den geraden Weg « von (0, y) nach (x,y), wobei y # +1,

(b) fir den geraden Weg g von (z,0) nach (z,y), wobei x # +1.

(2) Sei Q C R? das Quadrat mit den Ecken (0, 0), (2,0), (2,2), (0,2).
Berechnen Sie das Arbeitsintegral gﬁaQ f(s) «ds. Nutzen Sie hierzu

1 {—|—7r/2 —arctanx falls x > 0,
arctan(—) =

T —7/2 —arctanz falls x < 0.

(3) Berechnen Sie die Jacobi—Matrix f’. (a) Ist unser Vektorfeld f
divergenzfrei? und rotationsfrei? (b) Besitzt f ein Potential auf U?
(c) Berechnen Sie das Arbeitsintegral 9533((1,1),@ f(s)+dsflro<r<2.

(4) Besitzt f ein Potential auf V =R? \ { (z,y) € R? | 2 = &1, |y| > 1}?
Falls ja, berechnen Sie dies als Arbeitsintegral von (0,0) nach (x,y).
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Die Lésung dieser Aufgabe sollen Sie berechnen und dann bewundern.
Zur Unterstltzung lhrer Anschauung, als Ermutigung und zur Probe der
sorgsamen Rechnung skizziere ich nachfolgend die Potentialflachen.

Die ersten beiden Graphiken zeigen die Funktionen

4 arct (962—1) und ¢ (92—1)
arctan — arctan .
y? —1 2 — 1

Die roten Linien markieren die Definitionslicken y = £1 bzw. x = +£1:
Unsere Losungsfunktion kann hier nicht stetig fortgesetzt werden!

Die letzten Graphiken zeigen eine hieraus zusammengesetzte Flache;
die Verschiebungen entstehen durch geeignete additive Konstanten.
Hierdurch kdnnen wir die zuvor konstruierten Flachenstlicke glatt

zu einem Gesamtkunstwerk verkleben. Das Ergebnis ist sensationell,
erhellend und schén anzuschauen. Sie dirfen stolz darauf sein.

Die so entstehende Potentialflache Uber U = R? ~ {(&1, 1)} ist aber
leider keine Funktion! Die gesuchte Potentialfunktion Gber V" ist nur ein
Teil dieser Flache: Welcher Teil? Das hangt von der ,,Aufschneidung“ ab.
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Beispiele: Auf folgenden Gebieten erlaubt das Vektorfeld f ein Potential.
Die letzten sechs Beispiele sind dabei nicht einfach zusammenhangend!

~ ~ ~ ~
l l — L —— o——oh—>o — *~—
> > > >
I I —_— — —e L — [ ——)
A~ A~ A~ A~
- SRR |
R Co l

Es gibt unzéhlige weitere Beispiele geeigneter Gebiete U C R?, auf
denen das Vektorfeld f|y ein Potential Fy; erlaubt, mit grad Fyy = f|y.
Obacht! Es gibt ebenso unzahlige Beispiele ungeeigneter Gebiete.
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Y

Die Funktion arctan springt bei |z| = 1 zwischen q:g.
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