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Klassische Anwendung: archimedisches Prinzip Ma\uberdﬁ'k Erinnerung: Integralsatze in Dimension 1 und 2 Operdick

Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft eines Korpers K
gleicht dem Gewicht go vols(K') des verdrangten Mediums.

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand OK (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdrangt das Fluid). Solche GesetzmiafBigkeiten begegnen

Thnen héufig in Naturwissenschaft und Technik und sind ungemein niitzlich: Es handelt sich um
eine typische Anwendung unserer Integralsitze. Diese wollen wir nun kennen und nutzen lernen!

Archimedes von Syrakus (287-212 v. Chr.) war ein genialer Mathematiker, Physiker, Ingenieur.
Fiir Konig Hieron sollte er priifen, ob dessen Krone aus reinem Gold bestand oder gestreckt war,
ohne sie zu beschidigen! Das archimedische Prinzip soll er beim Bade entdeckt haben. In seiner
Begeisterung sprang er aus dem Wasser und rannte nackt durch Syrakus (yuuvog [gymnos],
‘nackt’, siche Gymnasium). Sein Ausruf gilt bis heute als Sinnbild fiir plétzliche Erkenntnis:
eVpnxa [heurékal, ‘Ich habe es gefunden!”, frei ibersetzt: ‘Verflixt, wo ist mein Handtuch?

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fur jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

b
HDI: ./: f(z)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit: Das Integral liber das
Intervall [a, b] 1&sst sich entlang des Randes dla, b] = {a, b} bestimmen!
Ebenso in der Ebene R? kennen wir bereits zwei solche Integralsatze;
auch hier lassen sich Flachenintegrale durch Randintegrale bestimmen:

Satz von GauB3: / div f(z,y) d(z,y) = / f(s) x ds,
(zy)eD s€0D

Satz von Green: / rot g(z,y) d(z,y) = / g(s)+ds.
J(zy)eD JscoD

Dasselbe gilt sinngeman im Raum R?, allgemein in jeder Dimension.
Hier lassen sich Volumenintegrale durch Randintegrale bestimmen.
Die hierzu nétigen Flachenintegrale erklaren wir in diesem Kapitel.

Integralsétze im Raum: GauB3 und Stokes e
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Integralsatze im Raum: der Satz von Stokes
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Sei V C R? kompakt mit stiickweise glatter Randflache S = V.

div f(v)dV = /es?av f(s)+dS

Satz von Gauf3:

veV

Sei S C R? eine stiickw. glatte Flache, orientiert mit Randkurve I' = 95S.

Satz von Stokes: / rot f(s)+dS = f(s)-dl
s€S

sel'=0S

© Dies ist die 3dim. Fortsetzung der 2dim. Satze von Gauf3 & Green.
Die Orientierungen von S und I' sind wie in der Skizze angegeben.

Hierbei sei f:R3 D Q — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Jedem Punkt v € Q wird ein Vektor f(v) € R3 zugeordnet. Dies kénnen
wir uns z.B. als Strémungsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit vorstellen.
Die Integralsétze haben dann folgende anschauliche Bedeutung:

Die Divergenz div f(v) ist die Quelldichte des Feldes f im Punkt v € Q.
Das Volumenintegral [, _,- div f(v) dV misst die Quellstérke von f auf V.
Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randflache S = oV

Die Quellbilanz im Volumen V flieBt liber die Randflache 0V

Die Rotation rot f(s) ist die Wirbeldichte des Feldes f im Punkt s € Q.
Das Flachenintegral [, . rot f(s) dS misst die Zirkulation von f auf S.
Rechts steht das Arbeitsintegral von f l1angs der Randkurve I" = 9S.
Die Rotation auf der Flache S zirkuliert langs der Randkurve 0S.

Es ist recht leicht und sehr hilfreich, eine Anschauung zu entwickeln.
Um zudem die Integralsatze wie oben prazise formulieren zu kénnen,
mussen wir Kurven- und Flachenintegral einflihren und verstehen:
Sie sollen schlieBlich nicht nur anschauen, sondern auch rechnen!

- . G
Kurven- und Flachenintegrale "
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Kurven- und Flachenintegrale

Kurven I' C R? parametrisieren wir (stiickw. C1) durch v:R D [a,b] — T.
Am Punkt s = ~(¢) heftet das infinitesimale Wegelement dT" = +/(¢) d¢.
Kurven- und Arbeitsintegral Uber das Kurvenstiick I" sind dann:

b
[ swlari= [ st) prafaae
sel’ t=a
g b
[ s [ ) vwa
sel’ t=a

J2. Art”

fir (C°) Skalarfelder g:R® D T' — R bzw. Vektorfelder f:R* D T' — R3.
Flachen S C R? parametrisieren wir (stiickw. C') durch ®:R?> > D — S.
Hierbei ist D C R? ein ebenes Kompaktum mit stiickweise glattem Rand.
An s = ®(xz,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (9,® x 0,®) d(=,y).
Flachen- und Flussintegral Uber das Flachenstiick S sind dann:

/' 4(5)]dS] == / o(B(,9) - 0.8, ) x 0,8 ()| d(z, )
s€S (z,y)eD

(s)-dS = / (@) - (:(z,y) x 0,8(x,)) d(z,)
seS (z,y)eD

Ist g:I" — R eine Massendichte (Masse pro Lénge), so ist [, g|dI'| die
Gesamtmasse. Im Spezialfall ¢ = 1 erhalten wir die Gesamtlange ¢(T").
Das Kurvenelement dT" = +/(t) dt interpretieren wir als kleines Wegsttick.
Seine Lange ist |dI'|, und der Vektor dT" liegt im Punkt s tangential an T
Das Skalarprodukt f(s)-dl’ = f(v(t)) -7/ (¢) dt ist der tangentiale Anteil
von f langs der Kurve (,Kraft mal Weg“). Wir integrieren alle Beitrage.

Ist g: S — R eine Massendichte (Masse pro Flache), so ist [ g|dS| die
Gesamtmasse. Im Fall g = 1 erhalten wir den Flacheninhalt voly(S).
Das Flachenelement d.S stellen wir uns als ein kleines Flachenstulck vor.
Sein Flacheninhalt ist |dS|, und der zugehdrige Vektor d.S' steht im Punkt
s senkrecht auf der Flache S. Im Flussintegral ist das Skalarprodukt
f(s) - dS somit der normale Anteil von f senkrecht zur Flache S.

Wozu dient ®? Meist interessiert uns letztlich nur die Flache S C R?,
aber nur Parametrisierungen kdnnen wir differenzieren und integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung @ ist unentbehrliche Rechentechnik;
das Ergebnis ist unabhéngig von der gewéahlten Parametrisierung!
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Von Green in der Ebene zu Stokes im Raum Ubung
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Einflihrendes Beispiel zum Satz von Stokes Ubung

Aufgabe: Erkldren Sie, warum/wie Green ein Spezialfall von Stokes ist.
Green: Fir S C R? kompakt mit stiickw. glatter Randkurve T = 95 gilt

/es rot f(s)+-dS = f(s)-dr.

sel’

Stokes: Diese Gleichung gilt genauso fiir orientierte Flachen S C R3.
Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s)+n(s)|dS| = f(s)+dl.
s€S sel’

Erinnerung: Fir jedes C'—Vektorfeld f:R? D Q — R? definieren wir

01 fi Oaf3 — O3 fo
rot(f)= (0| x [ fo] = |Dsfr—Oifs .
03 f3 O1fa — 02 f1

Die Ebene betten wir ein als R? = R? x {0} C R3 und erhalten demnach
rot(f1, f2,0) = (0,0, 01 f2 — d2f1) und das Flachenelement (0,0, dS).
© Der Satz von Green ist der ebene Spezialfall des Satzes von Stokes.

© Der Stokesche Satz (ibertragt den Greenschen Satz von R? auf R?:

Aufgabe: Sei 5 C R? die nérdliche Hemisphare vom Radius  mit
dem Aquator I' = 95 als Randkurve. Berechnen Sie [ rot(f)-dS
und [ f - dI fiir das Vektorfeld f(xz,y,2) = (z —y,z + 2, —x — y).

Lésung: Wir berechnen zunéchst die Rotation des Vektorfeldes

x z—y 0 fi -2
IR
z —r—y 03 f3 2
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Einflihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
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Die nérdliche Hemisphére ist S = { (z,y,2) | 22 + 32 + 22 =72, 2> 0}.
Diese Flache parametrisieren wir durch Kugelkoordinaten & : D — R3:

T rsin 0 cos ¢
Param . . <0<
s=[y| "2 [ rsinfsing :¢><6l>’ D—{<0> 0_9_7r/2}
z rcosf ® P

0<p<2rm
Wir berechnen die Tangentialvektoren und den Normalenvektor:
o 0 rcos @ cos ¢ —rsinfsin r2sin” @ cos
50 X 9, = | Teos fsing | x rsinfcosp | = | r2sin®fsingp
4 —rsin 6 0 r2sin cos §

Fir die gesuchte Zirkulation von f auf der Flache .S erhalten wir somit:

. P f 0® 0P
-/SES RHEREES /(9,59)ED rot f(®(0,¢)) - (W x %) d(0,¢)

/2 27w
= / / —2r2sin? 0 cos ¢ + 2r? sin? O sin ¢ + 2r? sin 6 cos 0 dyp df
0=0 Jp=0

. /2
4arr? [% sin(6')2] — =

) W/2 ) |
= 4 / sinfeosfdf = "
0

—0 311

BI1

Einflihrendes Beispiel zum Satz von Stokes
Die Randkurve I' = 95 ist der Aquator, S = { (z,y,0) | 22 + y*> =12 }.
Diese Kurve parametrisieren wir durch den Weg ~: [0, 27r] — R3 mit

L) () o)

Fur das gesuchte Arbeitsintegral 1angs I" erhalten wir somit

27
(s)dl = FOy(®) -~ (t)dt
sel t=0
o —rsint —rsint
= / rcost . rcost | dt
t=0 \ —pcost —rsint 0
2 . .
= / r?dt = 2w
t=0

© Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Stokes:

/ rot f(s)+dS = f(s)+dll
s€S

sel’
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Der Integralsatz von Stokes
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Der Integralsatz von Stokes Ausfiihrung

Das Ergebnis der vorigen Aufgabe ist kein Zufall, sondern illustriert
einen allgemeinen Sachverhalt: den Integralsatz von Stokes im R3.
Wir kénnen ihn nun in voller Schénheit formulieren und nachrechnen:
Satz G1A: Integralsatz von Stokes

Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glatter Randkurve 9D.
Sei ®: D — S C R? eine (zweimal) stetig differenzierbare Abbildung.
Die Einschrankung v = ®|5p parametrisiert die Randkurve ®(9D).

Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O S — R3 gilt dann

[ setn@ey-de= [ 60
seD sedD

Hierbei nutzen wir die oben vereinbarten sinnfélligen Abkirzungen:
Am Punkt (s) heftet das infinitesimale Wegelement dy = +/(s) ds,
an ®(s) heftet das inf. Flachenelement d® = (0,® x 0,®) d(z, y).
Die Randkurve 9D wird hierbei wie immer positiv orientiert,

sodass beim Umlauf D stets links von 0D liegt.

«dy.

Das ist eine bemerkenswerte Gleichheit: Links steht das Flussintegral
der Rotation rot(f) Uber das parametrisierte Flachenstiick ®: D — R3,
rechts das Arbeitsintegral von f langs des Randweges v: 9D — R®.
Hierzu muss & nicht regulér sein, stetig differenzierbar reicht.

Ist die Parametrisierung ® zudem regular, also injektiv und Uberall

0,® x 9,® # 0, so ist das Bild S = ®(D) ein glattes Flachenstiick und
alle regularen Parametrisierungen von S sind untereinander &quivalent
durch Umparametrisierung. (Wir setzen gleiche Orientierung voraus.)

Wie wir spater nachrechnen werden, ergeben dann alle regularen
Parametrisierungen @ : D — S dasselbe Ergebnis, sowohl beim
Flachenintegral Gber S als auch beim Randintegral Gber I' = 9.

Dies kiirzen wir ab durch die parameterunabhéngigen Schreibweise

/65 rot f(s)+dS = f(s)-dr.

sel’

So formulieren wir es in Satz G3E, kurz und bequem. Satz G1A ist etwas
allgemeiner, da wir hier noch keine Injektivitat oder Regularitat fordern.
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Der Integralsatz von Stokes
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Der Integralsatz von Stokes

Den Satz von Green in der Ebene R? haben wir nachgerechnet.
Aufgabe: Der Satz von Stokes im R? folgt aus dem von Green im R?!

Nachrechnen: Das 3dim. Vektorfeld f:R3 D S — R? auf der Flache
S C R? ziehen wir mittels der Parametrisierung ®:R? > D — S C R?
zuriick zu einem 2dim. Vektorfeld g: R? O D — R2. Hierzu setzen wir

g=({(fo®|0®), (fo®|0D)).
Fur die beiden Vektorfelder f und g gilt dank Kettenregel
[ pan-dy= [ gts-ds
SE&D I—I SE@D I—I‘
Wegintegral im R Wegintegral im R?

Wir berechnen sogleich rot(g) = (rot(f) o ® | 91® x 929 ), also

[ soun@E)de= [ g de).
J(zy)eD b—r———-—-"rn—"~~ J(zy)eD ————

Flachenintegral im R3 Flachenintegral im B2

© Damit folgt der Satz von Stokes aus dem Satz von Green!

Zur Vereinfachung setzen wir ® als zweimal stetig differenzierbar voraus.
Wir kénnen dann den Satz von Schwarz (D4A) nutzen: 9,0, ®; = 010>®;.

Die Umrechnung von rot(g) in rot(f) gelingt uns nun dank Kettenregel.
Wir missen dabei allerdings Uber alle Indizes sorgféltig buchfiihren:

rot(g) = 0192 — a1
=01(fo®|0a®)—0x(fod|n®)
=01, fio® 0P —D2) ,; fio® - 01D;
=+3,2;0ifio® 012;- 022 + 3, fio ® - 010:2;

> Z]» 0jfio® - 00®;-01P; — 3, fio® 0201P;

=, 050 ® - 1D, - sy — By fj 0 - ;- Dby
= Y (O — 03f3) 0 B - (D1, - Do) — DD - Do)
= (rot(f)o® | P x 52P)

Ubung: Wer dieser Kurzschreibweise nicht traut, kann mit etwas Flei$ alle Summen sorgfiltig
ausschreiben und die behaupteten Gleichungen nachpriifen. Rechnen reinigt die Seele!
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie zu gegebenem r > 0 den Kdrper

V={(zy2)eR |2?+y"+2"<r* 220}

(2) Beschreiben Sie den Kérper V explizit durch Parametrisierungen als
Normalbereich in z—Richtung, in Zylinder- und in Kugelkoordinaten.

(3) Berechnen Sie den Rauminhalt vol;(V') je nach Parametrisierung.
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

© Diese Aufgabe bietet Gelegenheit, die bisherigen Integrations-
techniken zu wiederholen und die neuen Flachenintegrale einzuliben.

(1) Zu r > 0 betrachten wir die nérdliche Halbkugel V:

v « *

<
pSS S 4 e “‘:.. - AP
(2) Wir kdnnen V auf verschiedene Weisen parametrisieren:
. <p<
T\ a2y 422 <2 peosy 0<psr
V= y >0 = psin @ 0<ep<2r
z = z 0<2<\r2—p?
pcos e 0<z<r psinf cos ¢ 0<p<r
= psing | |0< p<Vr2—22) = psinfsing | |0<0 <7/
z 0<ep<2rm pcosf 0<p<2r
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

G118
Ausfiihrung

Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(8a) Parametrisierung @ :R?* O D — V C R? als z—Normalbereich:

z p pCos @ P 0<p<r
yl|=2|e|=|psing], D=J1|¢ 0<p<2m
z z z z 0<2z</r2—p?

Wir berechnen Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

“0sp  —psi 0
oz, cosp —psing
d)/:%: sing  pcosp 0 = det® =p
T 0 0 1

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

volg(V) = / 1d(z,y,2) = / |det ®'| d(p, p, 2)
‘ JD
2m ; T
Ll:‘ / / / p dzdepdp ‘]i‘:‘[ / 27rp\/7fp2 dp
p=0 z= p=0
HDI 22 o 3/2} _ 271 3
Bl [ 3 (, P ) p=0 - 3

© Das Ergebnis ist unabhangig von der gewahlten Parametrisierung!

(3b) Alternativ, Parametrisierung ® : D — V in Zylinderkoordinaten:

T p pCos @ p 0<z<r
y| =2 (¢ | =|psing|, D=<S|e||0<p<VrE-22
z z z z 0<p <27

Jacobi—Matrix &' und Funktionaldeterminante det ' = p wie zuvor.
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

/1d(x T /Idet@/\d(p%d

Vr2=z2  por Vr2=z2
/ / / pdedpdz / / 2rpdpdz
2=0 2=0

vols(V)

HDI

) Nt
= / ™ [p2] dz = / n(r? — 2%)dz
Bl z2=0 p=0 2=0
3
R _
ool 310 3

© Das Ergebnis ist unabhingig von der gewéhlten Parametrisierung!
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Ausfihrliches Beispiel zum Satz von Gaul3
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Ausfihrliches Beispiel zum Satz von Gaul3

(3¢c) Zum Vergleich, Parametrisierung @ : D — V' in Kugelkoordinaten:

T p psiné cos ¢ p 0<p<r
y|=®|0 ] =|psinfsing |, D= 0 0<6< )2
z %) pcost ® 0<p<2m

Jacobi-Matrix ®' und Funktionaldeterminante det &’ = p?sin 6:
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

volz(V) = / 1d(z,y,2) /\dot ®'|d(p,0, )

/2 2w ;
= / / / Z / / 2mp?sin @ df dp
' p=0J6=0 Jq p=0J6=0
r 7—/ HDI T
2| —p? cos O dp = /
/p:O [ ]0:0 B p=0

31" 27 3
14
3[]

i
© Das Ergebnis ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung!

2 sin @ de d dp

2mp? dp

p=0 3

Aufgabe:

(4) Beschreiben Sie die Randflache S = 9V implizit / explizit wie in (2).
(5) Bestimmen Sie in jedem Randpunkt s den nach auB3en zeigenden
Einheitsnormalenvektor ngy (s) sowie dS je nach Parametrisierung.

(6) Berechnen Sie den Flacheninhalt vol(S) je nach Parametrisierung.
Ist das Ergebnis unabhéngig von der gewéahlten Parametrisierung?

(7) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f(z,y, z) = (z, v, 2),
das Volumenintegral [, div(f) d(z,y, z) und das Flussintegral [ f - dS.

© Diese Aufgabe bietet Gelegenheit, die bisherigen Integrations-
techniken zu wiederholen und die neuen Flachenintegrale einzuliben.
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(4) Zur Halbkugel V' besteht die Randflache S = 0V = AU B aus
der quatorialen Kreisscheibe A und der nérdlichen Hemisphére B.

x pCos @
. 0<p<r
_ 2242 < 2 _ 5 RS
A yl |z +y*<r psin 0<p<or
0 0
z 2 2 2_ 2 pCcos e 0<p<r
B= y| ¥ +yzi;7’ = psin 0<yp<2r
z - z z:m
pCos 0<z<r psiné cos ¢ p=r
= psing | | p=vr2—-22, = psinfsing | |0< 6 <7f
z 0<p<2m pcos b 0<p<2m

© Im Inneren des Kérpers haben wir drei Freiheitsgrade, z.B. p, 9, ¢,
auf der Randflache entsprechend nur noch zwei, z.B. 6, ¢.

Das entspricht dem Unterschied zwischen dreidimensionalen Kérpern
(Volumen) und zweidimensionalen Objekten (Flachen). Hinschauen!

(5a) In jedem Punkt s € A sehen wir die duBere Einheitsnormale
nav(s) = (0,0,—1) (senkrecht auf A4, Lange 1, aus V heraus).
Wir nutzen die Parametrisierung @ : D — A in Polarkoordinaten:

()= (). o-{0) o2z

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:
—psin g 0

= pcosp |, 0].

0 p

(6a) Hieraus erhalten wir erneut den wohlbekannten Flacheninhalt:

" baram P [
vola(A) :/ |d4| "= / 9 d d(p, ) / / pdpdp = mr?
A 8/7 p=0Jp=

© Die Formel fiir dA beinhaltet die 2d|m. Funktionaldeterminante.
Die Norm |d®| = p ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung ®.

0<p<r
0<p<2r

o
O

0P 6(I>

dp

“ e "

Der Vektor d® steht senkrecht auf der Flache A, hier in V hinein.
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3

(7a) Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Kreisscheibe A ist:

Joaroran = [ s (-5 ) an)

pCOS @ 0
/ psing | | 0 | d(p,»)
D 0 —p

© Anschauung: Das Feld f ist tangential zu A, daher f(s)+dA = 0.
(7) Das Vektorfeld f:R?* — R? und seine Divergenz:

0

© In diesem Beispiel ist div(f) konstant und daher das Integral
besonders leicht: Die Quellstarke von f auf dem Bereich V ist

/div(f) d(z,y,2) /Bd(x,y, z) = 3volg(V) = 2mr.
% v

Wo flieBt dieser Uberschuss hin? Uber A sicher nicht! Also tber B. ..

= 0

z

x
(y) = div(f)=1+1+1=3

(5b) In jedem Punkt s € B sehen wir die duBere Einheitsnormale

nav(s) = s/|s| = s/r

Wir nutzen obige Parametrisierung ® : D — B in Polarkoordinaten:
pCos

oft)-(FE2). o-{(o)]ozez)
P m ® SS9

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

(senkrecht auf B, Lange 1, aus V heraus).

0P cos ¢ 9% —psing
5 = sin @ 95 = | Peose
P —p/\/1% — p? 4 0
oo oo (" COW/”Q’p P
N/~ - 5
o 8 P bln(p/ r2 — p? ey <\p>

© Dieser Normalenvektor zelgt nach auBBen, aber mit variabler Lange.
Die Norm |d®]| ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung @.
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(6b) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Hemisphéare B:
0<I> 8<I) rp
dB X — = / ———d(p,
[ jaz 50|09 = [ )
_ / /Z7r rp omr [_ fz — pQ} r
p=0Jp=0 v/ r2 — p2 p=0

(7b) Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Hemisphére B ist:

/ can = [ @) (5

0P
87/) X %) d(p,¢)
p
/- NeEys

vola(B)

dpdp = = 2772

pCOS
p sin go

preosp/\/r2 = p?
P Smso/\/rtp

d(p,¢) = 2mr® (wie 6b)

V2= p?

© Anschauung: Das Vektorfeld f steht lberall senkrecht auf B und hat
dort Lange r. Hieraus folgt das Flussintegral direkt und miihelos:

/. fedB= / f(s) = nav(s) \dB\:/r\dB\:r-VOIQ(B):r-QM’Q
JB JseB JB

Bilanz zur Halbkugel V' und ihrer Randflache S = 0V = AU B:

volg(V /|dV\ m 3 / div(f)dV = 2mr®,
%
voly(A) = / dA| = 72, f(s)-dA=0,
A s€A
volp(B) = / [dA| = 2772, f(s)+dB = 271,
A sEB

© Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Gauf3:

div f(v)dV =
veV

£(s)+dS

ses
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© Wir kdnnen die Hemisphare B auf viele Weisen parametrisieren!
(5¢) Alternativ die Parametrisierung ® : D — B in Zylinderkoordinaten:

; Vr? — 2% cosp R 0<z<r
= V12 — 22 sin — Szs
s (I)<<p> r2—2z2sing |, D {(99) 0<<p<27r}'

z
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

9% —2z/Vr? — 2% cosp 9% —Vr2 —22singp
— = 7z/m sin — = V2 — 22 cos ¢
0z 1 0 0
—V/r? — 22 cosp
o d@
5 84,9 (\/7‘2 — 22 sin Lp) = —P(z,9)
—z

/\ Der Normalenvektor d® zeigt in V hinein, Rechte-Hand-Regel.
Die Norm |d®| = r ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung &.

(6¢) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Hemisphare B:

ob 0P
[zt =[5« d@\d(z o) = [ raip
2

T 27 T
/ / rdedz = / 2mrdz
2=0 J p=0 2=0

(7c) Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Hemisphare B ist:
n od 0P
[ gm0 (5 52) e
V2 — 22 cos —Vr2 — 22 cosp
/ V2 — 22 sing V71?2 —22sing | d(z,¢)
JD

/ = /[.)77‘2d(z,go)

/\ Der Normalenvektor d® zeigt in V hinein; Rechte-Hand-Regel.
Der Flacheninhalt [|d®| ist von der Orientierung unabhangig.
Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

V012 (B)

2mr

= = —2m®  (wie 6¢)
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© Wir kénnen die Hemisphare B auf viele Weisen parametrisieren!
(5d) Zum Vergleich schlieBlich in Kugelkoordinaten ®: D — B:

rsin 6 cos ¢
<6<
5:11)<9>: rsinfsing |, D{<0> %29_<ﬂ'2/2}.
¥ rcos ¥ Spsem

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

o rcosf cosp o —r §111 fsin ¢
0= rcosfsiny |, 90 = rsin 6 cos ¢
—rsinf @ 0
2 2 0 cos
o o 7 sin” 6 cos @
{;—9 X g— = | r2sin?fsing = rsinf-®(0,p)
@ r2sin cos 0

© Der Normalenvektor d® zeigt aus V heraus, Rechte-Hand-Regel.
Die Norm |d®| = r2sin ¢ ist wie immer die Flachenverzerrung.

(6d) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Hemisphéare B:

. 0P 6@ 2.
/\dB| AR 8 d(8, ¢) /D7 sin@d(6, ¢)

n/2 2w /2
/ / r?sinfdedd = 2172 [cos 0]
0= =0

V012 (B)

= 27172

(7d) Das Flussintegral des Vektorfeldes f tber die Hemisphére B ist:

[ aw-a = [ f@o.0)- (55 < 52 a0

. [rsinfcos r2sin? 0 cos ¢
/ rsin@sing | « [ r2sin?@sinp | d(8, )
JD 7 cos 6 r2sin 6 cos
/ = / r3sin 6 d(6, )
D
© Der Normalenvektor d® zeigt aus V heraus; Rechte-Hand-Regel.

Der Flacheninhalt [|d®| ist von der Orientierung unabhangig.
Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

- = 2m®  (wie 6d)
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. - G202
Tangentialvektoren und Flachenelemente

w Erinnerung: Das Kreuzprodukt
zweier Vektoren u, v € R? ist

v
U1 1 UQV3 — UV
«
Uy | X {v2 | = | usvy —uivs | .
u u3 U3 U1V — UV1

Der Vektor w = u x v steht senkrecht auf den Vektoren u, v.
Die Orientierung von (u, v, w) entspricht der Rechte-Hand-Regel.

Die Norm |w]| ist der Flacheninhalt des von den Vektoren v und v
aufgespannten Parallelogramms, also |w| = |u/ - |v] - sin <(u, v).

Daher gilt w = 0 genau dann, wenn u und v linear abhéngig sind, und
umgekehrt w # 0 genau dann, wenn u und v linear unabhangig sind.

Die Abbildung (u,v) — u x v ist antisymmetrisch, v X u = —(u x v),
und bilinear, also u x (av + ') = a(u x v) + b(u x v'), ebenso in .

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §3.10.

Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine stetig diff'bare Abbildung
®:R2DD — SCRS.

s =0(z,y)
Tidz €9 Tody

oS

oD

(z.y)
erdz <> eady

Am Punkt s = ®(z, y) heften die Tangentialvektoren
oP oP
Tl = a(x7y) und T2 = %(T*y)
Der zugehdrige Normalenvektor ist das Kreuzprodukt N = T} x T5.
Der Flacheninhalt eines kleinen Flachenelements dS ist daher

0P 0P
VOquD([I,.’E+dI] X [y,y+dy]) & %(ly) X a—y(az,y) dz dy
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Glatte Flachenstlicke

Hier sei der Definitionsbereich D C R? kompakt mit stiickweise glattem
Rand, z.B. ein Rechteck D = [a1, b1] X [a2, be], €ine Kreisscheibe, etc.
Zur Vereinfachung werden wir D als zusammenhangend annehmen.
Die Abbildung ®: D — R? sei stetig diff’'bar, wo nétig sogar zweimal.

Die Flachenparametrisierung ®:R? O D — R3 heiBt reguldr, wenn sie
injektiv ist und 92 (z,y) x §2(z,y) # 0 in jedem Punkt (z,y) € D erfill.
Das Bild S = ®(D) C R? nennen wir dann ein glattes Flachenstiick.
Der Rand 95 := ®(9D) ist somit eine stlickweise glatte Kurve im R3.

Beispiel: Jede stetig diff’bare Funktion f:R? O D — R definiert
ein reguléres Flachenstiick @ : D — R3 mit ®(z,y) = (z,y, f(z,y)).
Tangentialvektoren sind 0,® = (1,0,9, f) und 9,® = (0,1, 0y f),
sie ergeben den Normalenvektor 9, x 9,® = (-9, f, -0, f,1).

Beispiel: Sei ¢ : R2 O D — R? injektiv und stetig diff’bar mit det ¢’ > 0.
Sei ®:R? D D — R? gegeben durch ®(x,y) = (¢1(z,y), p2(z,y), ¢).
Die Tangentialvektoren 0,® = (0,1, 0z¢2,0), 0y® = (9y¢1, Oyp2,0)
ergeben den senkrechten Normalenvektor 9,® x 9,® = (0,0, det ¢').

Reguléare Parametrisierungen haben besonders gute geometrische
Eigenschaften und entsprechen unserer Anschauung: Die Regularitat
stellt sicher, dass die Bildmenge S = ®(D) C R? eine glatte Flache ist.
Die Forderung 9, ® x 0,® # 0 bedeutet, dass die Tangentialvektoren
0, und 9, ® linear unabhéngig sind, also eine Tangentialebene an S
aufspannen, und somit S Uberall eine eindeutige Normalenrichtung hat.

Diese Forderung ist streng, in vielen Rechnungen gentigt weniger:
Wir nennen ® semiregulir, wenn & regular auf dem Inneren D ist.
Wir fordern Injektivitt und 9,® x 9,® # 0 dann nur im Inneren D,

auf dem Rand 0D benétigen und fordern wir dies dann nicht mehr.

Aufgabe: In der vorigen Aufgabe nutzen wir drei Parametrisierungen der
Hemisphare. Welche sind regulér? Welche sind semiregular?

Lésung: Keine ist regular: (5b) ist injektiv, aber auf 9D divergiert 9,%.
Anschaulich plausibel: Die Flachenverzerrung wird hier beliebig grof3.
Hingegen sind (5¢) und (5d) stetig diff’bar, aber auf 9D nicht injektiv.
© Alle drei sind jedoch semireguldr, und das geniigt zur Integration!
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Differenzierbarkeit und Knicke

Aufgabe: Uber dem Quadrat D = [-1,1] x [-1,1] liegt der Graph
S={(zy.2) R’ ||z| <1, |yl <1, 2=yl }.

Skizzieren Sie S und geben Sie eine stetige Bijektion ®: D — S an.
und stetig differenzierbar? Wird S C R?® somit zu einer glatten Flache?

Lésung: Die Flache S kann C%—parametrisiert werden, etwa durch

U:R2DD S SCR® mit U(x,y)=(z, vy |y|)-

Dies ist eine Bijektion von D auf S, aber nicht differenzierbar (in y = 0).
Die Flache S kann ebenso C'—parametrisiert werden, etwa durch
O:R2DD = SCRY mit &(x,t) = (z, tt], t2).

Auch @ ist eine Bijektion des Definitionsbereichs D auf die Flache S.
Sie ist offensichtlich stetig und zudem stetig differenzierbar mit

Der Tangentialvektor %—f verschwindet fur ¢ = 0, entlang der z—Achse.

/\ Erstaunlich: Ein stetig differenzierbar parametrisiertes Flachenstiick
®:R? D D — S kann also, wie hier gesehen, durchaus Knicke haben!

© Glattheit verlangt lberall linear unabhéngige Tangentialvektoren!

0 _
or

00

oo NI
ot

Oxxﬁi

G207
Ausfiihrung

Differenzierbarkeit und Ecken

G208
Ausfiihrung

Differenzierbarkeit und Ecken

Aufgabe: Uber dem Quadrat D = [~1,1] x [~1, 1] liegt der Graph
S={(zy.2) €eR*||a| <1, [yl <1, 2 = |2| + [yl }.

Skizzieren Sie S und geben Sie eine stetige Bijektion ®: D — S an.
und stetig differenzierbar? Wird S C R? somit zu einer glatten Flache?

Lésung: Die Flache S kann C%—parametrisiert werden, etwa durch

U:R2DD = SCR? mit U(z,y)=(z ¥ |z|+]|y)

Die Flache S kann ebenso C'—parametrisiert werden, etwa durch
:R2DD— SCR® mit U(s,t)=(s|s|, t|t], s2+12).

Dies ist eine Bijektion des Definitionsbereichs D auf die Flache S.
Sie ist offensichtlich stetig und zudem stetig differenzierbar mit

2|s] 0 +4slt|
P
0|, %ﬁ =2/, —4s|t] .
2s 2t +4|st|

Der Tangentialvektor g—f verschwindet firr s = 0, entlang der y—Achse.
Der Tangentialvektor % verschwindet flir ¢ = 0, entlang der z—Achse.

/\ Erstaunlich: Ein stetig differenzierbar parametrisiertes Flachenstiick
®:R? D D — S C R? kann durchaus Knicke und sogar Ecken haben!

© Glattheit verlangt tiberall linear unabhéngige Tangentialvektoren!

o _
ds

o0 ov _
ds ot
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Weiterhin sei ®:R? D D — S C R? ein parametrisiertes Flachenstlick.
Flr das vektorielle bzw. skalare Flachenelement schreiben wir

o® 0P o® 0P

de = (a X 87y> d(z,y) und [d®|= 2 < Em d(z,y).

Der Flacheninhalt des parametrisierten Flachenstiicks @ ist

vola () ::/D\d(ﬁ\:/( e o0
x,y)E

oD
%(z,y) 2 [Ty(l’y)
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R? D S — R ist

0P 0P
do| .= P(x,1 —(z,y) X — (2,1
fomei= [ @) |G < G

Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 D § — R? ist

[ (r0@n)|Gen < Gen) e,

d(z,y).

d(z,y).

Links steht die bequeme Kurzschreibweise, rechts steht, wie Sie dies
explizit ausrechnen mit dem Flachenelement d® = (9,® x 9,®) d(z,y):

Das Flachenelement d® = n |d®| steht fir ein kleines Flachenstlick;
sein Flacheninhalt ist |d®|, der Vektor n steht senkrecht zur Flache.
So kommen wir, wie oben erklart, von der Geometrie zum Integral.

Einfachstes Beispiel flr ein Flachenintegral ist der Flacheninhalt
Jpld®|: Anschaulich summiert dieses Integral alle Fl&chenelemente.

Allgemein ist das Integral [;, ¢|d®| ein durch g: S — R gewichteter
Flacheninhalt. Wir kdnnen uns g als Massendichte vorstellen (Masse pro
Flache); das Flachenintegral tber S ergibt so die Gesamtmasse auf S.

Das Flussintegral [, f - d® misst, wieviel f durch @ flieBt: Der Vektor
d® steht senkrecht zur Flache, somit ist das Skalarprodukt f - d® der

normale Anteil von f senkrecht zur Flache. Sind f und d® parallel, so
multipliziert man die Lange | f| mit |d®|. Im Allgemeinen sind f und d®
nicht parallel; es zahlt dann nur der Anteil von f in Normalenrichtung:

Die oben erklarte Zerlegung d® = n |d®| ergibt f +d® = (f - n) |dP|.
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Flachenintegrale formulieren wir wie oben zunachst fur parametrisierte
Flachenstlcke @ : R? O D — R3. Wir wollen nun nachrechnen, dass sie
invariant sind unter (orientierungstreuer) Umparametrisierung.

Beispiel: Zur Parametrisierung ® : D — R3 erhalten wir die umgekehrte
Parametrisierung @ : D — R® durch Vertauschung der Variablen:
D={(x,y) €R’|(y.x) €D}
©:D R mit &(x,y) = &y, x)
Beide parametrisieren dieselbe Menge S = ®(D) = &(D), aber mit
umgekehrter Orientierung: Das Kreuzprodukt wechselt sein Vorzeichen!
Flachenintegrale bleiben bei Orientierungsumkehr unverandert:

| gtaa= [ glaal
D D

Flussintegrale hingegen wechseln das Vorzeichen:

/Df-dci):f/Df-d@.

Als Beispiel betrachten wir Kugelkoordinaten ® :R? D D — S C R*:

rsinf cos ¢
(] (9) = [ rsinfsingp |, D= {(9) %ie <<7T2/2}
¥ rcosf ¥ SPpsem
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:
o 0P rcosGCf)sgo —r §in9sin<p rz s%n§9c9s<p
20 X 90 = rcosfsing | x [ rsinfcose | = [ r“sin®fsinyp
g —rsinf 0 2 sin 6 cos 0

Durch Vertauschung erhalten wir ®:R? O D — S C R? mit

7 8in 6 cos ¢
_ — <p<
(%) = rsinfsing |, D= P | Uspsam .
0 [4
rcosf

0<6<7/2
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind nun

—rsinfsin @ rcos 0 cos ¢ r2sin? @ cos
rsinfcosp | x [ rcosfsing | = — | r?sin®fsing | .
0 —rsinf 2 sin 6 cos 0

08 o _
dp 00
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Wir onIerJ verschiedene Parametrisierungen ®:R? D D — S C R3 und
®:R?2 D D — S C R3 derselben Flache S miteinander vergleichen.

Eine Umparametrisierung ist eine stetige Bijektion H: D — D.
Fur eine regulére Umparametrisierung verlangen wir zudem,
dass sowohl H als auch H~': D — D stetig differenzierbar sind.

Wir nennen @: D — R* und ®: D — R? aquivalent vermoge einer
Umparametrisierung H, wenn & = ® o H gilt, also ® o H~! = ®.

Satz G2A: Transformationssatz fur Flachenintegrale

Aquivalente Flachenparametrisierungen ® = ® o H haben dieselbe
Bildmenge S = ®(D) = ®(D) und denselben Flacheninhalt. Es gilt

0D x By® = (1P x Do®) o H - det H'.

Daher sind Flachenintegrale invariant unter Umparametrisierung:

/g\d&)\:/ g|d®|, /f-d&::sign(dctH’)/ fed®
D D D D

Aufgabe: Rechnen Sie dies nach mit Hilfe des Transformationssatzes!
Nachrechnen der ersten Koordinate von 9,% x 9,® dank Kettenregel:
(01D x 3r®)1 = 81Dy - Dad3 — 1By - D2 Py
=01(Pro H) 02(P3o H) — (P30 H) - O2(P20 H)
=+(01P20 H - 01Hy + 9,®3 0 H - 01 H)
(81®@30 H - 92Hy + 0:®3 0 H - Do Hy)
— (01®30 H - 01 Hy + 9,®3 0 H - 01 H)
(01®2 0 H - 2Hy + 92®2 0 H - 05Hy)
= (0192 - 02 @3 — O1P3- 0,P2) o H
- (81Hy - 92Hy — 0o Hy - 01H3)
= (819 x 32®)1 0 H - det H'

Gleiches gilt fiir die Koordinaten (9;® x 9,®), und (91 ® x 9,)s.
Hieraus folgt die Behauptung 9;® x 9;® = (01® x 02®) o H - det H'.
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Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R? 2 .S — R ilber & = ® o H:
[onal & [ (god) b x arbla(z. )
D D

@ / (go®o H)- (|0® x 8y®| o H) - |det H'|d(Z, )
JD

¢ [ wewy o <oy £ [ glas)
D D

Gleichunggn (1) und (4) sind die Definition des Flachenintegrals
bezuglich ¢ und @, (2) folgt aus der Kettenregel wie oben erklart,
und (3) ist der Transformationssatz C2B angewendet auf H : D — D.

© Zur Berechnung des Integrals miissen wir eine Parametrisierung
wéhlen, doch das Ergebnis ist von dieser willkirlich Wahl unabhéngig.
Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.

© Statt Regularitat der gesamten Umparametrisierung H : D—D
genlgt es, dies im Inneren zu fordern: Dank voly(0D) = voly(0D) =0
tragen die Rénder nichts zu den Flachenintegralen bei, siehe Satz C2B.

Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 D S — R? (iber & = & o H:

/;<fo<i>‘81<i>><82<i>>d(i,g)

JD
(fo®oH | (0P x 3®)oH )-det H d(%,7)
IS | )

g sign(dctH')/

D

= sign(detH')/ f-d®
D

<fo<I> ‘ 81<I>><82<I>>d(.7;,y)

/\ Das hier auftretende Vorzeichen sign(det H') = +1 gilt, je nachdem
ob die Parametrisierungen @ und & gleichsinnig oder gegensinnig sind.
© Das Ergebnis ist ansonsten von der Parametrisierung unabhangig.
Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.
© Statt Regularitit der gesamten Umparametrisierung H: D — D
geniigt es, dies im Inneren zu fordern: Dank voly (D) = voly(dD) = 0
tragen die Rander nichts zu den Flachenintegralen bei, siehe Satz C2B.




G217
Ausfihrung

Kugelsegment und Kugelkappe

G218
Ausfiihrung
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Aufgabe: (1) Skizzieren Sie zu 0 < h < r das Kugelsegment
V={(zy,2) eRg‘x2+y2+22§r2, r—h<z<r}

(2) Beschreiben Sie den Kérper V' explizit durch Parametrisierungen

in Zylinderkoordinaten sowie als Normalbereich in z—Richtung.

(3) Berechnen Sie den Rauminhalt vol3 (V') je nach Parametrisierung.

Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

(4) Beschreiben Sie ebenso explizit wie in (2) die Kugelkappe

S = { (z,y,2) eRr? ‘ 24y +22=r r—h<z< 7'}
(5) Bestimmen Sie in jedem Punkt s € S den nach auB3en zeigenden
Einheitsnormalenvektor n(s) sowie d.S je nach Parametrisierung.
(6) Berechnen Sie den Flacheninhalt vol(S) je nach Parametrisierung.
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

© Diese Aufgaben bieten Gelegenheit, die bisherigen Volumen-
Integrale zu wiederholen und die neuen Flachenintegrale einzutiben.
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(2) Der Korper V ist implizit durch Un/Gleichungen gegeben:

R

Wir kénnen ihn explizit in Zylinderkoordinaten parametrisieren:

pCos
psinp
z

Wir kénnen ihn ebenso als Normalbereich in z—Richtung beschreiben:

22yt 422 <o?
r—h<z<r

w

r—h<z<r
0<p<Vr2—22

0<p<2m

|4

P COS @ 0<p<a
V= psing | |[r—h<z</r2—p?
z 0<p <27

© Das Ergebnis ist unabhangig von der gewahlten Parametrisierung:
Jede andere Parametrisierungen geht evtl. einen anderen Rechenweg,
endet aber beim selben Ergebnis. Wir wahlen geschickte Parameter!

(3a) Parametrisierung @ : D — V in Zylinderkoordinaten:
r—h<z<r
0 < P < /2 _ 32

T P pcosyp 14
Yy Qle|=|psing|, D=q1|e
z z z z 0<p< 27

Jacobi—Matrix &' und Funktionaldeterminante det ' = p wie zuvor.
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

() = [ldeps) 2 [ e
14 - D

rT=ZZ p2r o r VrZ=22
/ = / / 2rpdpdz
J =0 Bl Jz=r—h Jp=0

h? (r — g)

© lIst das plausibel? Das Ergebnis stimmt zumindest fiir h = 0,7, 2r.

pdedpdz

n(r? — 2% dz

HDI

z=r—h
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© Wir kdnnen den Kérper V auf viele Weisen parametrisieren!
(3b) Alternativ, Parametrisierung @ : D — V als z—Normalbereich:
0<p<2r

x p peos p
y| =2 |=|psing], D=(|¢
z z z z) lr—h<z<\r?—p?

Jacobi—Matrix &' und Funktionaldeterminante det ' = p wie zuvor.
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

[ raeen 2 [ aewlapes 2
N

a2
/p:O/’p:O/Z:Ph / = TI'}LQ(’I‘—g)

© Das Ergebnis ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung!
Jede:r darf den eigenen Rechenweg wahlen: sorgféaltig und korrekt,
und nach Méglichkeit auch geschickt und bequem.

0<p<a

V013 (V)

pdzdedp

(4) Die Kugelkappe S ist implizit durch Un/Gleichungen gegeben:

z 2 2 2 _ .2
9= y Tty +2=r
z

r—h<z<r
Wir kénnen S explizit in Zylinderkoordinaten parametrisieren:

pcosp\ |[T—h<z<r
S = psing | | p=+vr2 — 22
z 0<p<2rm

Wir kénnen S ebenso als Graph einer Funktion f(x,y) beschreiben:

pCos
S = psin g
z

© Im Inneren des Kérpers haben wir drei Freiheitsgrade, z.B. z, p, ¢,
auf der Randflache entsprechend nur noch zwei, z.B. z, ¢ oder p, ¢.

0<p<a

0<p<2m
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Flacheninhalt der Kugelkappe

(5a) Parametrisierung ®:R? O D — S C R3 in Zylinderkoordinaten:

o (2)= (V). o= {() L

z
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

r—h<z<r
0<p <27

0P —2/V/r? — 2% cosp 0P —Vr2 — 22 singp
— = | —z/Vr?—2%sinep |, — = | Vr2—22cosp
0z 1 Op 0

o0 0B _ ’ﬁ”zfzchw _ o)

2 o, |V ij sin = 2z,

/\ Der Normalenvektor d® zeigt in V hinein, Rechte-Hand-Regel.
Die Norm |d®| = r ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung &.

(6a) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Kugelkappe S:

o® 0P
Jiasi =[5 x 2o = [ rae

r 27 r
/ / rdedz / 2rrdz = 2mrh
z=r—h Jp=0 z=r—h

© Das ist eine bemerkenswert einfache Formel! Ist Sie plausibel?
Das Ergebnis stimmt zumindest fiir h = 0, r, 2rr (Hemi-/Sphéare).

© Das Ergebnis ist unabhangig von der gewahlten Parametrisierung:
Jede andere Parametrisierungen geht evil. einen anderen Rechenweg,
endet aber beim selben Ergebnis. Wir wahlen geschickte Parameter!
© Den Spezialfall der Hemisphére haben wir oben schon gerechnet
[G127]. Statt Uber 0 < z < r integrieren wir nur Uber r — h < z <r.

Die alternativen Rechnungen (5b,6b) in der zweiten Parametrisierung

fuhre ich hier nicht aus. Sie verlaufen wie oben fur die Hemisphére
vorgeflhrt [G124: Statt ber 0 < p < r integrieren wir nur tber 0 < p < a.

VOlQ(S)
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Volltorus und Torusflache Ubung
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Volltorus und Torusflache Obung

Aufgabe: Sei 0 < r < R. Wir betrachten den Volltorus V' mit

(R + psinf)cos ¢ 0<p<r
V= (R+psinf)sing | [0<6 <27 ».
pcosf 0<p<2r

(1) Parametrisieren Sie die Torusflache T' = 9V und skizzieren Sie
die Teilflache 7" C T fir die Werte T < ¢ < 3rund 0 < 0 < %w.

(2) Bestimmen Sie den Flacheninhalt voly(T) der Torusflache T

Lésung:

Fir p = 0 erhalten wir die blaue Kreislinie K vom Radius R, und der
Volltorus V besteht aus allen Punkten mit Abstand héchstens r zu K.
© Im Sonderfall R = 0 und » > 0 erhalten wir Kugelkoordinaten.

Die Randflache T = 9V des Volltorus erhalten wir fiir p = r:

(R+rsind)cos ¢
. . 0<6< 2
T—@V—{ ((R+r81119)5111<p 0<p<or
rcos 0
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Flacheninhalt der Torusflache

© Im Inneren des Kérpers haben wir drei Freiheitsgrade, hier p, 6, ¢,
auf der Randflache {p = r} entsprechend nur noch zwei, hier 6, ¢.

arametrisierung : o) — C : in Toruskoordinaten:
2)P trisi ®:R2D D — T C R? in Toruskoordinat
0<0<2r

o (R+rsiné)cosg 0 0
y| =] (R+rsinf)sing :<I><,)-, D {( ) }
z rcos 6 7 o |0sesa

© Wir parametrisieren hier die gesamte Torusflache. Wenn die
Problemstellung anderes verlangt, dann passen Sie die Parameter
entsprechend an, etwa = < ¢ < 27 und 0 < # < Zx in obiger Skizze.
Tangentialvektoren, Normalenvektor, Flachenelement:

0% 7’cos€c95ap 0% 7(R+r:%in0)sincp
— = |rcosfsing |, — = (R+rsinf)cosp =
00 . op
—rsinf 0
R+ rsinf)sinf cos ¢

) ( P )

2—9 g (R + rsiné) sin@sin ¢ ?99 g =7(R+rsinf)
r(R+ rsind) cos 6 ¢

Das Flachenelement |d®| = (R + rsin #) misst die durch ® bewirkte
Flachenverzerrung. lhre Berechnung ist hier etwas langlich, aber leicht.

Hiermit berechnen wir den Flacheninhalt:

2 [ el = / o
(0,0)eD

%(97 99) X

27
/ / r(R+rsind)dedé
C 0— _

HDI

2 6,0)| d(6.¢)

0
vola(T') 79

27r/ r(R+ rsind) dé
6=0

2 9rr.27R

© Dies illustriert die Guldinsche Flachenregel G2B
fur die Mantelflache M eines Rotationskérpers:

vola(M) = voly (T') - 2w d(T")

G229

Volumen des Volltorus Ubung

G230

Volumen des Volltorus Obung

Aufgabe: (3) Bestimmen Sie das Volumen vols (V') des Volltorus.
Hierzu missen Sie fir V zunéchst geeignete Koordinaten wahlen.
Hinweis und Prazisierung: Wahlen Sie zunachst Toruskoordinaten.

Lésung: Parametrisierung @ :R3 D> D — V C R? in Toruskoordinaten:

x (R + psinf)cos ¢ p p
y| = (R+psinf)sing | =260, D= 0
z pcost © ©

Jacobi—Matrix ® und Funktionaldeterminante det ®':

0<p<r
0<0<2r
0<p<2rm

Az, y,z) sinfcosp pcosfcosgp —(R+ psind)sing
@/:ﬁ— sinfsing pcosfsing (R + psind)cosp
(00, ¢) cos @ —psinf 0

det @' = .. / .=p(R+psinf)  (plausibel, rechtshandig)

Diese Determinante misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Rechnen Sie diese Determinante zur Ubung sorgféltig aus.

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

de

voly(V) = /1duww)¥ /M%@M@ﬁw)
C2B D
:‘t / / / o (R + psin @) dedfdp
C 0
HDI / / (R+ psinf)dodp
0Jo=

= pRdp

Bl1

r
47 /
p=0

mr? - 2nR

HDI

© Dies illustriert die Guldinsche Volumenregel G28
far den Rauminhalt eines Rotationskérpers K

volg(K) = vola(A) - 27 d(A)
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Volumen des Volltorus

Aufgabe: (4) Parametrisieren Sie den Volltorus in Zylinderkoordinaten.
Bestimmen Sie so erneut das Volumen vol3(V') des Volltorus und
vergleichen Sie das Ergebnis mit der vorigen Rechnung aus (3).

Lésung: Die Parametrisierung ®:R3 O D — V C R3 ist nun:

T P pCos @
(y =9 (so = psinv) )
z z z
p —r<z<r
D= (so 0<p<2m
z V=2 < p < RAVIZ- 2

Jacobi—Matrix &' und Funktionaldeterminante det ®' = p wie immer.
Die Determinante misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Ihre Berechnung ist hier besonders leicht und wohlbekannt von Polar-
und Zylinderkoordinaten. Daflr ist die Integration etwas langer.

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

voly(V) = / 1d(z,y,2) (‘:‘ /ldetCD [d(p, ¢, 2)

R+VrT—=2%  r2m
/ / / p dpdpdz
—r J p=R—r2—22 J =0

RAVr2—22
27r/ /
—r Jp=R—v/r2—22

T R+Vr?=2%
™ [p2] z
ey U Jp=R—vr7=22
-
i /
z=—r

pdpdz

4R\ r? — 22dz

27R - wr?

HDI

Bl

© Dies illustriert die Guldinsche Volumenregel G28.
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Guldinsche Regeln fiir Rotationskdrper

Die folgenden Rechenregeln sind besonders einfach und haufig nitzlich.
Sie sind benannt nach Paul Guldin (1577-1643), waren aber bereits in
der Antike bekannt, etwa Pappos von Alexandria (um 300 n. Chr.).

Satz G2B: Guldinsche Regeln fur Rotationskdrper

Der Korper R C R? entstehe durch Rotation einer ebenen Flache A um
eine disjunkte Achse in derselben Ebene. Fir sein Volumen gilt dann:

‘ vols(R) = vola(A) - 27 d(A) ‘

Hierbei ist vola(A) der Flacheninhalt der rotierten Flache A
und d(A) der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.

Die Mantelflache M = OR hat den Flacheninhalt
‘ voly (M) = voly(T') - 2 d(T). ‘

Hierbei ist vol; (I") die Lange der rotierten Randkurve I = 9A
und d(T") der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.

Aufgabe: Parametrisieren Sie R und M in Zylinderkoordinaten und
beweisen Sie die Guldinschen Regeln durch explizites Nachrechnen.

Nachrechnen der Guldinschen Volumenformel:
Wir parametrisieren den Kérper R durch @: [0, 27] x A — R3 mit

T ) 7 COS o —rsing cose 0
y|l =@ r ] =|rsine], M = | rcosp singp 0
z z z

0(¢ 7 Z) 0 0 1

Die Funktionaldeterminante ist det ® = —r und das Volumen somit

2m
vol(R) = / / rded(r,z) = 27r/ rd(r, z).
(r,2)€A Jp=0 (r2)€A

Der Abstand des Flachenschwerpunkts von der Drehachse ist
1
d(A) = 7/ rd(r, z).
) volo(A4) Jirzyea (r.2)
Daraus erhalten wir die Guldinsche Volumenformel:
volsg(R) = vola(A) - 2w d(A)
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Nachrechnen der Guldinschen Flachenformel:
Die Kurve I C R+ x R parametrisieren wir durch einen Weg

vila,b] = Rog x R, (t) = (r(t), 2(1))
Die rotierte Mantelflache M parametrisieren wir durch
r(t) cosp
®:D = [0,2n] x [a,b] = R, d (f) = | r(t)sing | .
2(t)

Tangentialvektoren, Normalenvektor, Flachenelement:

—r(t)sinp r'(t)cos
b 0P PPN s
90~ ( e ) | o ( K @> |

r(t)2'(t) cos
L RS 0B OB e
& ( (“ré?if(tf) B

Als Flacheninhalt der Mantelflache M erhalten wir:

vola(M) :/D\dq)| :/( : Dr(t)\/r/(t)z+z’(t)2d(<,9,t)
p,t)e

2T b b
[ [ ra@lae =2 [ oo
p=0Jt=a t=a

Der Abstand des Kurvenschwerpunkts von der Drehachse ist

b
A0 = i | O 0L

Daraus erhalten wir die Guldinsche Flachenformel:
volg(M) = voly (T') - 2w d(T).

© Besonders einfach werden die Guldinschen Regeln, wenn A und T
symmetrisch sind, wie etwa der Kreis (G225) oder die Herzkurve (G425),
bezlglich einer Achse im Abstand d parallel zur Rotationsachse.
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Gerader Kegel und Kegelstumpf

Aufgabe: Bestimmen Sie mit den Guldinschen Regeln das Volumen
volz(V') des Volltorus sowie den Flacheninhalt voly(7") der Torusflache.

Lésung: (1) Mit vola(A) = mr? und d(A) = R gilt

volz(V)) = vola(A) - 2w d(A) = 7r? - 2nR = 27°r2R
(2) Mit vol; (T') = 277 und d(A) = R gilt

volg(T) = voly (T) - 27 d(T) = 277 - 27 R = 47°rR

Sei I' die Kreislinie vom Radius r um (R, 0,0) in der z—z—Ebene.
Diese rotieren wir um die z—Achse und erhalten die Torusfléche 7.
Die Kurve I' hat Lange 27 und den Schwerpunkt (R, 0,0).

Somit hat die Torusflache T den Flacheninhalt voly(T) = 47rR.
Die von T berandete Kreisflache A hat den Flacheninhalt 7r2.

Ihr Schwerpunkt ist der Kreismittelpunkt, also ebenfalls (R, 0,0).
Somit hat der Volltorus V den Rauminhalt vol3(V) = 27%r2R.

© So kann man sich Torusvolumen und Flacheninhalt leicht merken!

M

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen eines geraden Kegels bzw.
eines Kegelstumpfes sowie den Flacheninhalt seiner Mantelflache.

Loésung: Dank der Guldinschen Flachenformel finden wir:

vola(M) = 7rv/h2 4+ 12 bzw.

Dank der Guldinschen Volumenformel und Erganzung finden wir:

VOIQ(]\'J) = 71'(7“() + 7’1) h2 + (7’1 - 7’0)2

1
volg(R) = ihr . 2#% = gth bzw. vol3(R) = gh(r% + 170 +73)
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Vollkugel und Kugelflache

Aufgabe: Sei (0,a) der Schwerpunkt der Halbkreisflache
A={(z,y) eR* |2 +* <1? y>0}

und (0, b) der Schwerpunkt der Halbkreislinie
r={(zy) 6R2‘x2+y2:r2, y>0}.

Berechnen Sie diese (1) mit Guldin sowie (2) direkt durch Integration.

Losung: (1) Aus voly(4) = Zr2 und voly (I") = r folgt dank Guldin:

4. 4 .4
g’rQ S2ra = gﬂ"r"5 — a= 377" wobei 3. ~ 0.42441
‘ ) 2 .2
7r - 2mb = drr? =  b=>r wobei Z~0.63662
™ ™

(2) Zum Vergleich berechnen wir die beiden Schwerpunkte direkt durch
Integration und nutzen Polarkoordinaten. (Fir A kénnen wir alternativ
auch die Greensche Schwerpunktformel nutzen, siehe E305.)

. o T
avoly(A) = / yd(z,y) o / / psing - pdedp
(z,y)€A  Jp=0Jp=0
3

T T S 2 .
2 P 3

- ~ cos dp = 2[7} i
/p:op [ o8 ¢] =0 r 3 1p=0 3

us

bvoll(F):/ ydl = / rsing-rde
(z,y)er “ Jo=0

= 272

=72 [f cos cp]w

Daraus erhalten wir erneut die Koordinaten a = sLr und b = Zr.

T

© Die Guldinschen Regeln kénnen wir in beide Richtungen lesen:
Sobald wir zwei der drei GréBen kennen, erhalten wir daraus die dritte.

»=0
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Stiickweise glatte Flachen

Glatte Flachen sind schén, aber oft zu restriktiv. Typisches Beispiel und
Modell ist die Oberflache eines Quaders @ = [a1, b1] X [ag, ba] X [as, b3].

Die Oberflache eines Quaders.

Dies ist eine stiickweise glatte Fldche S = 0Q C R3,
zusammengesetzt aus sechs regulidren Flichenstiicken.
Sie hat keinen Rand, geschrieben .S = (), und ist
orientierbar durch die nach auen zeigende Normale.

Die Quaderflache ohne Deckel.

Diese Teilfliiche S’ C S lisst sich zusammensetzen aus
fiinf reguldren Flidchenstiicken. Sie ist orientierbar durch
die nach auflen zeigende Normale. Ihre Randkurve

I' = 95’ sind die vier Kanten des oben entstehenden
Rechtecks mit der gezeigten positiven Orientierung.

Rechte-Hand-Regel: Die Orientierung der Flache S definiert
eine zugehdrige positive Orientierung der Randkurve I' = 95S.

Eine Teilmenge S C R® nennen wir stiickweise glatte Flache, wenn es
glatte Flachenstiicke Si, ..., S, C R? gibt, sodass S = S; U ---U S, gilt.
Wie im obigen Modell verlangen wir dabei geometrische Vorkehrungen:
Die Flachenstiicke schneiden sich héchstens langs ihrer Randkurven.
Im Inneren jeder Kante schneiden sich hdchstens zwei Flachenstlcke.
Nur in Eckpunkten kénnen mehrere Fldchenstilicke zusammenstoBen.

Innere Kanten treten also stets doppelt auf und heben sich auf.
Die verbleibenden einzelnen Kanten bilden den Rand 05S.

Im Falle &S = 0 nennen wir die Flache S geschlossen.

Jede geschlossene Flache ist kompakt und ohne Rand.

Ein Orientierung von S besteht aus Orientierungen der Flédchenstiicke
Sy,..., S, die wie gezeigt in gemeinsamen Kanten gegenlaufig sind.
Dies definiert die Orientierung des Randes 9S im Satz von Stokes:
Beim Zusammensetzen einer stiickweise glatten Flache heben sich
innere Kanten paarweise auf, denn sie sind gegenlaufig orientiert.

Es bleibt die positiv orientierte Randkurve " = 0S.
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Eine Hemisphére.

Die Hemisphire lisst sich als ein reguldres Flichenstiick
parametrisieren, zum Beispiel durch stereographische
Projektion vom Siidpol auf die Aquatorebene.

Die Hemisphiire ist orientierbar durch die nach aufien
zeigende Normale. Sie hat den Aquator als Rand, und die
Rechte-Hand-Regel definiert seine Orientierung.

Die Oberflache einer Kugel.

Die Sphire S ldsst sich nicht als ein einziges regulires
Flachenstiick parametrisieren, aber sie ldsst sich aus zwei
reguliren Flichenstiicken zusammensetzen, z.B. aus zwei
Hemisphiren. Sie ist orientierbar durch die nach auflen
zeigende Normale. Sie hat keinen Rand, 95 = 0.

Dies nennen wir eine ,,geschlossene Fliche*:
Die Sphire ist kompakt und ohne Rand.

Der Mantel eines Zylinders.

Der Zylindermantel ist ein regulires Flichenstiick,
zum Beispiel parametrisiert durch einen Kreisring.
Er ldsst sich ebenso durch zwei Rechtecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Zylindermantel ist orientierbar durch die nach aufien
zeigende Normale. Er hat zwei Kreislinien als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierungen.

Der Mantel eines Kegels.

Der Kegelmantel lisst sich durch zwei Dreiecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Kegelmantel ist orientierbar durch die nach auflen

zeigende Normale. Er hat eine Kreislinie als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierung.

Das Moébius—Band ist nicht orientierbar. 68
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Das Mdébius—Band ist nicht orientierbar. Ausfihrung

Es gibt auch nicht-orientierbare Flachen. Hier das einfachste Beispiel:

~qin £
M= Egiv‘s'l'n%))cew O=p=zr
= 7SI 299 snup 71§7§1
T’COSi

/\ Auf solche Flachen lasst sich der Satz von Stokes nicht anwenden!

Das Mébius—Band ist eine simple, aber bemerkenswerte Flache!
Sie zeigt Eigenschaften, die man zuerst fir unmdglich halten wirde.
Es erlaubt uns, eine bessere Vorstellung von Flachen zu entwickeln.

Die Mittelachse (r = 0) besteht aus einer Kreislinie, hier vom Radius 3.
Um diese windet sich das Mébius—Band in halber Drehung, also 180°.
Aus Papier hergestellt erhalten wir eine Flache mit nur einer Seite!

Sie lasst sich aus zwei regularen Flachenstliicken zusammensetzen,
je durch Rechtecke parametrisiert, etwa 0 < ¢ < rund 7 < ¢ < 27,
doch die Orientierungen passen nicht zusammen. Das bedeutet:
Das Mébius—Band ist eine glatte Flache, aber nicht orientierbar!

Dieses Band wurde 1858 unabhéangig voneinander von dem Gottinger
Mathematiker und Physiker Johann Benedict Listing und dem Leipziger
Mathematiker und Astronomen August Ferdinand Moébius beschrieben.
Das Mébius—Band ist das universelle Modell einer nicht-orientierbaren
Flache: Eine beliebige Flache S ist genau dann nicht-orientierbar,
wenn sie ein Mdbius—Band enthalt (als eingebettete Teilflache).
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Das Mobius—Band, entdeckt oder erfunden?

("9 DE 20 2004 005 763 U1 2004.08.19

(19)
Bundesrepubllk Deutschland
Patent- und

(12) Gebrauchsmusterschrift

(22) Anmeldetag: 13.04.2004 s1ymtct: F16F 1/00
(47) Eintragungstag: 15.07.2004

)

)
(43) Bekanntmachung im Patentblatt: 19.08.2004
(71)

Name und Wohnsitz des Inhabers:
Haitovs, Leopolds, 60385 Frankfurt, DE

(74) Name und Wohnsuz des Vertreters:
86150 A b

Die folgenden Angaben sind den vom A 1d

Unterlagen
(54) Bezeichnung: Antriebsriemen

(57) Hauptanspruch: Antriebsriemen, der als ein Ring aus
einem Band gemacht ist, dessen Oberflache fiir ein Zusam-
menwirken mit einigen Antriebsscheiben bestimmt ist, da-
durch gekennzeichnet, dass der genannte Ring als Mobi-
us-Band (einseitige Flache) gemacht ist.

Ist Mathematik eine Tatigkeit des Erfindens oder des Entdeckens?
Diese uralte Debatte ist nicht nur philosophisch bedeutsam, sondern
auch 6konomisch: Technische Erfindungen kénnen patentiert werden,
nicht aber Entdeckungen. Daher sind wissenschaftliche Theorien
grundsatzlich nicht patentierbar. Das betrifft auch mathematische
Methoden bis hin zu Algorithmen und Computerprogrammen.

Das Mébius-Band zeigt eine erstaunliche mathematische Anwendung:
Die elfseitige Gebrauchsmusterschrift findet man beim Deutschen
Patent- und Markenamt unter register.dpma.de/DPMAregister/pat/
PatSchrifteneinsicht?docId=DE202004005763U1. Sie beginnt so:

.Beschreibung: Die Erfindung gehdért zum Maschinenbau, insb. zu den
Antriebsriemen. [...] Der Nachteil der bekannten Antriebsriemen ist eine
geringe Betriebszeit durch den Verschleif3 der Arbeitsflachen. [...] Um
den genannten Nachteil zu beseitigen ware es zweckdienlich, nicht nur
eine Oberflache des Riemens als Arbeitsoberflache zu benutzen,
sondern maglichst alle Oberflachen des Riemens. Dafiir sollte man
den Riemen nach Art des Moébius-Bandes verdrehen. [...]"



http://register.dpma.de/DPMAregister/pat/PatSchrifteneinsicht?docId=DE202004005763U1
http://register.dpma.de/DPMAregister/pat/PatSchrifteneinsicht?docId=DE202004005763U1
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Aquivalente Parametrisierungen und Orientierung

®(z,y)
T T,

Sei ®:R? D D — S C R? eine regulare Parametrisierung. An jedem
Bildpunkt s = ®(z, y) heften linear unabhé&ngige Tangentialvektoren
0P 0P
T ="z, Ty = —(z,y).
1= 5 (z,y) und T oy (z,y)

Der zugehdérige Normalenvektor N = T; x T5 ist daher nicht Null.
Dies definiert das Einheitsnormalenfeld n: .S — R3 durch
N(z,y)
n(s) = ——-
)= N, )]
Die Vektoren T, T, N andern sich je nach Wahl der Parametrisierung!
Die Einheitsnormale n bleibt jedoch gleich — bis auf das Vorzeichen.

Satz G3A: Umparametrisierung, gleichsinnig vs gegensinnig

Je zwei regulére Parametrisierungen ®: D — R* und &: D — R?
mit demselben Bild S sind &quivalent vermoge H = &' o .

Ihre Orientierung ist entweder gleichsinnig oder gegensinnig,
also entweder 7(y) = n(y) in jedem Punkt y = ®(z) = ()
oder aber 71(y) = —n(y) in jedem Punkt y = ®(z) = ®(&).

Beispiel: Die Kugelflache (Sphére) kdnnen wir parametrisieren durch

ERIGE

Hier gilt d® = —d®, die Parametrisierungen sind also gegensinnig.

rsin  cos ¢
rsin fsin ¢
rcosf

D = [0,7] x [0, 27],
D = [0,2x] x [0, 7).

Definition G3B: Orientierung eines glatten Flachenstiicks

Eine glattes Flachenstiick S C R3 wird orientiert durch die Wahl
eines der beiden méglichen Einheitsnormalenfelder n: S — R3.
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Integration Uber glatte Flachenstlcke
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Integration Uber glatte Flachenstlcke

Definition G3c: Flachen- und Flussintegral

Sei S C R? ein glattes Flachenstiick (noch ohne Parametrisierung).
Wir wahlen eine (semi)reguléare Parametrisierung ®:R? O D — S.
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R?* D S — R ist

o® 0P

/Sg\ds\ ZZ/L)!J\di’I:/DgUI’(:E,y)) 5 % By

Im Spezialfall g = 1 erhalten wir den Flacheninhalt vol;(.S).

Fur Flussintegrale sei die Flache S zusétzlich orientiert.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 D S — R3 ist

[reasi= [ rean= [ (@] 525w

Dies ist wohldefiniert (G2A), unabhéngig von der Parametrisierung &.

d(z,y).

© Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.

Wir vollziehen damit fiir Fléichen dieselbe Abstraktion wie fiir Kurven: Zunichst ist $ C R®
nur eine nackte Menge ohne Struktur. Fiir diese hat es keinen Sinn nach Differenzierbarkeit
oder Flicheninhalt zu fragen: Diesen Fragen miissen wir erst durch eine Parametrisierung
&:R?D D — S C R einen Sinn geben! Hierzu verlangen wir, dass ® (semi)regulir ist.

In der praktischen Anwendung interessieren wir uns meist nur fiir die Fldche S. Fiir ihre
Handhabung und die Berechnung von Integralen jedoch ist zusitzlich eine Parametrisierung &
notwendig. Die Wahl von ® ist willkiirlich, doch gliicklicherweise ist das Endergebnis von
der Parametrisierung unabhéingig: Je zwei (semi)regulire Parametrisierungen ¢ : D —> S

und ®: D — S derselben Fliiche S sind (semi)reguliir diquivalent vermoge H = &~ o @

Sie liefern somit dieselben Flichen- und Flussintegrale, wie oben austfiihrlich nachgerechnet.

Bei Flichen wie bei Kurven muss bei Integralen 2. Art die Orientierung angegeben werden.
Wir benutzen hier die stillschweigende Voraussetzung, dass die Parameterbereiche D und D
wegzusammenhingend sind. Zwei Parametrisierungen ¢ : D — S und &:D — S sind dann
entweder iiberall gleichsinnig oder iiberall gegensinnig. (Gibt es mehrere Wegkomponenten,
so kann man auf jeder Komponente eine der beiden moglichen Orientierungen wihlen.)

Jede regulire Parametrisierung von S liefert eine regulire Parametrisierung des Randes 9.S.
In der Praxis nutzen wir neben regulidren Parametrisierungen héufig auch semiregulire
Parametrisierungen: Diese sind allgemeiner und flexibler, und daher meist bequemer.

Sie kénnen am Rand 9D irregulir sein, aber das Innere D=D~dD geniigt fiir die
Berechnung von Flichenintegralen: Wegen volz(9D) = 0 triigt der Rand hierzu nichts bei.

Integration Uber stlickweise glatte Flachen pusiing Integration Uber stlickweise glatte Flachen pusiimng
. e . Aufgabe: Vorgelegt sei eine stiickweise glatte Flache S C R3 mit

Definition G3b: Flachen- und Flussintegral stiickweise (semi)regulérer Parametrisierung ®; : D; — R? fiir

Sei S C R? eine stiickweise glatte Flache. Wir wahlen (semi)regulére i=1,...,k sowie eine zweite ¥;: E; - R3*furj = 1,...,¢.

Parametrisierung ®; : R* D D; — R?, ..., &4 :R*> O Dy — R, sodass Warum liefern beide dasselbe Ergebnis fiir das Flachenlntegral?

S:‘I)l(Dl)U U(bk(Dk)glltundt‘I)z( )Q(I)( ')—V)fur77éj )

Das Flichenintegral eines Skalarfeldes g:R3 D § — R ist /Dlg\dth +ot /Dkg\d<1>k| = /E g|dw| +---+/ g]du,]

Losung: Auf den paarweisen Schnitten S;; = (D) N, ( ') erhalten

/g\dS\ ::/ g\d¢1\+~~+/ g1d®s|.
S Dy Dy,

Fur Flussintegrale sei die Flache S zusétzlich orientiert.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 D S — R? ist

/Sf-dS::/le-d@l+---+/Dkf-d<1>k.

© Dies ist wohldefiniert, das heiBt, das Ergebnis ist unabhangig
von der Wahl der Zerlegung von S und der Parametrisierungen ®y.

wir stlickweise Parametrisierungen ®;;: D;; — S;; und Wy : E;; — Sj5.
Diese sind jeweils semiregulér aquivalent. Wir haben die Zerlegungen

S = |_|‘I’ |_| <I>,j U |_| \I’Jl u |_|].\IIJ(E])

jeweils bis auf Nullmengen (vom Flachenlnhalt 0). Hieraus folgt:
> [ alaw =35 [ glawi| =35 [ glavy = Y [ glia
i D i g 7Py i@ B i

© Gleiches gilt firr Flussintegrale: Das Ergebnis ist also wohldefiniert.
Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.
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Spezialfall: geschlossene Flachen

Satz G3E: Integralsatz von Stokes

Sei S C R? eine stiickweise glatte, orientierte Flache. Ihre Randkurve
I" = 95 ist dann ebenso stlickweise glatt und werde positiv orientiert.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? D S — R3 gilt dann

/ rot f(s)+dS =
ses sel

Die Zerlegung dS = n(s) |dS] ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s)+n(s)|dS| =
ses

f(s)+dl

f(s)-dl.
er

Beweis: Die Gleichung gilt fiir jedes regulére Flachenstiick S € R3 und
folgt aus dem entsprechenden Satz von Green in der Ebene, siehe G1A.
Far stickweise glatte Flachen addieren sich die Fldchenintegrale. Die
Kurvenintegrale langs innerer Kanten heben sich paarweise auf, da sie
gegenlaufig orientiert sind. Bleibt der positiv orientierte Rand I' = 95.

Beispiel: Ist die Flache S C R? geschlossen, also 95 = f), so gilt

/ rot f(s)+ds "= / f(s)-ds =" 0
ses o s€aS

© Dies qilt fiir die Randflache S = 9V jedes Kompaktums V C R3.
© Integralsatze kdnnen Rechnungen dramatisch vereinfachen!

Das Flussintegral links kann beliebig kompliziert sein; rechts beim Randintegral sehen wir das
Ergebnis auf einen Blick! Einfaches Beispiel: Die (dreidim.) Vollkugel K hat als (zweidim.)

Randfliche die Sphire S = 0K Die (zweidim.) Sphire S wiederum hat als (eindim.) Randkurve
die leere Menge, 3S = (. Ebenso fiir den Volltorus V' C R?* und die Torusfliche S = dV.
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Kompakta mit stlickweise glattem Rand

. G318
Der Integralsatz von Gauf3 im Raum

Typisches Beispiel ist ein Quader V' = [a1,b1] X [az, ba] X [as, b3].

T nov

. g — sy

Definition G3F: Kompaktum mit stlickweise glattem Rand
V' C R? heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ V ist kompakt und der Rand 9V ist eine stlickweise glatte Flache.

@ In jedem regularen Punkt s € 9V’ liegt das Innere von V auf der
einen Seite von 9V und das AuBere von V auf der anderen Seite.

Der Rand 9V ist positiv orientiert, wenn nyy stets nach auBBen zeigt.

Satz G3G: Integralsatz von Gau3 im Raum

Sei V C R? kompakt mit stiickweise glatter Randflache S = 9V,
orientiert durch den von V' nach auBBen weisenden Normalenvektor.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: V — R? gilt dann

/ div f(v)dV = f(s)-dS
veV ses

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ div f(v)dV = / f(s

Links steht das Volumenintegral der Quelldichte div(f) tber V.

Wie Ublich bezeichnet dV = d(z,y, z) das Volumenelement.
Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randflache S = oV
Das Flachenelement dS = (01® x 9®) d(z, y) sei positiv orientiert:
Der Normalenvektor dS senkrecht auf 0V zeigt stets aus V' heraus.

5) |dS].
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Der Satz von Gauf3 fir Normalbereiche

Den Satz von Gauf3 rechnen wir nach wie in der Ebene (Seite E145):
Aufgabe: Rechnen Sie die Gleichung des GauBschen Satzes nach. ..
(1) Fur f = (0,0, f3) und jeden Normalbereich in z—Richtung
V= { (z,y,2) € R ‘ (z,y) € A, g(z,y) < z < h(x,y) }
Hierbei sei A C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand
sowie g, h: A — R stetig differenzierbare Funktionen mit g < h.
(2) Ebenso flr (0, f2,0) in y—Richtung und (f1,0, 0) in z—Richtung.

(8) FUr f = (f1, fa, f3) und jeden Trinormalbereich V' C R3.
Z.B. ein Quader, eine Kugel, oder jedes konvexe Kompaktum.

(4) Gilt die Gleichung fiir jeden Bereich V' C R? zerlegt wie in (3)?
Z.B. eine Kugelschale oder ein Quader mit mehreren Léchern.
Lésung: Zum Flussintegral tragen nur oberer und unterer Deckel bei:
0= { (z,y, h(z,y)) ‘ (z,y) € A }, no = (=0zh, —0yh, +1),
U={(zy9=y)|(@y) €A}, ny=(+0g,+0yh,—1).

(1) Far f = (0,0, f3) folgt GauB3 aus Fubini und HDI (wie auf Seite E145):

h(z,y)
/ div f(v)dV 2 / / af 3
veV o (z,y)eA Jz=g(z,y)

E‘AleAﬁ@wW@wD—ﬁwwﬂWWﬂd%w

f)-av = [ feas
se0 seU sES=0V

(3) Somit gilt der Satz von GauB fir jedes Vektorfeld f = (f1, f2, f3),
wenn V ein Trinormalbereich ist, also in z— und y— und z—Richtung:

/Vdiv(f) dv ‘\:‘ /Vdiv(fl,(),()) dv +/Vdiv(0,f2,0) dv +/Vdiv(0,0., f3)dV
<[ 00-ast [ Opo-ast [ 00.f-as s [ feas

(4) Der allgemeine Fall folgt durch Zerlegung von V' in Normalbereiche.
Alle Volumenintegrale addieren sich, und ebenso alle Flachenintegrale.
Innere Flachen heben sich paarweise auf, es bleibt nur der Rand V.

(z,y,z)dzd(x,y)

= £(s)+dO +
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie die Auftriebskraft, die auf den Kérper K wirkt.

zT ——

0K

Folgern Sie daraus den Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft des
Korpers K gleicht dem Gewicht go vols(K') des verdréangten Mediums.

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand OK (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdringt das Fluid). Wir kénnen dies nun exakt berechnen!
Zur Vereinfachung nehmen wir an, die Fliissigkeit habe konstante Dichte ¢ > 0. Die Schwerkraft
wirkt nach unten in negativer z—Richtung, wie in der Skizze angedeutet. Der Korper liege ganz in
der Fliissigkeit; ihre Oberfliiche sei z = 0. Lings des Randes OK iibt die Fliissigkeit einen Druck
aus. Dieser nimmt linear mit der Tiefe z zu, entsprechend der dariiber liegenden Wassersiule.
Der Absolutbetrag des Drucks in Tiefe z ist demnach |P| = go\z\ Konkrete Werte sind in
unserem Beispiel owasser = 1000kg/m® und ggre = 9.81m/s?, somit go = 9810N /m?.

Lésung: In jedem Randpunkt s = (z,y, z) € OK sei n(s) die auBere

Einheitsnormale. Hier herrscht folgender Druck (= Kraft pro Flache):
skalar |P(s)| =golz|, vektoriell P(s) = goz-n(s)

Die Vektoren P und n sind entgegengesetzt; das Vorzeichen steckt im
Faktor z < 0. Dadurch erfahrt der Kérper K die folgende Auftriebskraft:

F:/ P(s)\dS\:g,g/ z
s€COK s€OK

Ihre Komponenten F' = (F,, Fy, F,) berechnen wir mit GauB3:

/{)Kznz|dS\:/aK<§)-n|dS| i:‘ /Kdiv(é)d(x,ym')zo
/(?Kzny\dS\:/aK(O>-n|dS| (%‘:/Kdiv(%>d(z,y,z):0

/ znZ\dS\:/ (8)-7l,|dS| kg"/div(8>d(m,y,z):volg(K)
0K OK N oo K z

n(s)|dsS|

no
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz g

Ubung

Das archimedische Prinzip gilt auch fiir Kérper, die nur teilweise in die
Fllssigkeit eintauchen: Es zahlt das eingetauchte Volumen. (Warum?)
Ein Schiff verdrangt Wasser, erhalt dadurch Auftrieb und schwimmt!

Der hier angenommene Druckverlauf gilt bei konstanter Dichte,

in einem inkompressiblen Medium. Er gilt annahernd auch in Luft
(und anderen Gasen) bei nicht allzu groBen Héhenunterschieden.
Er gilt insbesondere fir realistisch groBe Luftschiffe oder Ballone.

SchlieBlich I16ste Archimedes mit Hilfe der Wasserverdrangung das
Problem der Dichtemessung und konnte den Goldschmied des Kénigs
als Betrliger entlarven. Gibt es eine schodnere historische Anwendung
der HMS3 flr Materialwissenschaftler und Luft- und Raumfahrttechniker?

Damit sind wir schlieBlich zum Ausgangsbeispiel zurlickgekehrt:

dem archimedischen Prinzip, das wir nun mathematisch verstehen.

Die Anordnung der Themen gleicht somit einem geschlossenen Weg.
Das Wegintegral (iber dieses Kapitel ist aber nicht Null, denn wir haben
sehr wohl wertvolle Arbeit verrichtet und neue Erkenntnisse gewonnen!

Aufgabe: Wieviel Prozent eines Eisberges liegen unter Wasser?
Speziell fir ogis = 918kg/m? und owasser = 1025kg/m?3? Allgemein?
Wie hangt das Ergebnis von der Form des Eisberges ab?

Lésung: Sei E der Eisberg, unter Wasser liege der Teil U C E.
Wir nehmen Gleichgewicht an, d.h. der Eisberg sinkt oder steigt nicht.
Das Gewicht vol3(E) ggis g gleicht dem Auftrieb vols(U) owasser g- AlSO

vols3(U) _ omis

V013 (E) OWasser
Mit anderen Worten, etwa 90% des Eisberges liegen unter Wasser,
nur die verbleibenden 10% sind Uber Wasser sichtbar. Daher der
sprichwdrtliche Ausdruck: ,Wir sehen nur die Spitze des Eisberges.”
Der genaue Wert hangt nur von den Materialkonstanten ab, also der
Massendichte des Eises ggis und des Wassers pwasser- Hingegen ist
die Form des Eisberges unerheblich. Alles ist schén und einfach!
© Der Integralsatz von GauB und somit auch der archimedische Satz
sind auf alle Kérper mit stlickweise glatter Randflache anwendbar!

~ 0.90
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Linearisierung und Approximation

Nur wenige, extrem einfache Werkstiicke
haben elementar-geometrische Formen.

<

© Komplizierte Werkstiicke
kann man triangulieren, das heif3t
né&herungsweise darstellen durch
Ecken, Kanten, Dreiecke und Tetraeder.
© Diese Darstellung ist eine sehr effiziente Datenstruktur und eignet

sich besonders gut zu numerischen Berechnungen auf einem Computer.

Das Flachenstiick S C R? liege ganz in einer Ebene E,
wie etwa jedes Dreieck S = [P, Q, R] einer Triangulierung.

Zudem sei das Vektorfeld f:R3 — R3 affin-linear, das heif3t

1 T a1171 + a1222 + a1323 + by
flz] = Alz2 | +b = [ a21z1 +agxs +aszz +bs | .
T3 T3 a3121 + a2 + azzws + b3

Dann gelten folgende nitzliche Vereinfachungen:

(1) Ebene Integration liefert den Flacheninhalt voly(S).

(2) Der Schwerpunkt s von S liegt in derselben Ebene E.

(3) Die Einheitsnormale n: S — R3 ist konstant und senkrecht auf E.
(4) Das Flussintegral von f durch S schlieBlich vereinfacht sich zu

/SES f(s)+n(s)|dS| = f(3)+n vola(S).

(5) Dank Linearitat von f ist div(f) = a11 + a2 + ass konstant.
© Statt Integralen bendtigen wir hier also nur Grundrechenarten!
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Linearisierung und Approximation

Aufgabe: Rechnen Sie diese vereinfachenden Formeln nach.

Lésung: (1-3) Wir kdnnen unser Koordinatensystem so wahlen,
dass S ganz in der x—y—Ebene liegt, also S C { (z,y,0) € R? }.
Die Parametrisierung ®:R? D D — S C R?: (2,y) ~ (z,v,0) ergibt

oo L oo (° o0 oo [
o\ e ey T\
r 0 Y 0 rooy 1

Flachenintegrale liber S C R? sind demnach genau dasselbe
wie gewdhnliche zweidimensionale Integrale Gber D C R2.

(4) In unseren geschickt gewahlten Koordinaten gilt schlieBlich:

f(s)+n(s)|dS]
seS

De|

/( b [a;ﬂx + asoy + bg} d(z,y)
x,y)E

[%1?@ + a32Sy + bg] vola(D)

F(8) *n vola(S)

© Fir jede ebene Fliache S und jedes affin-lineare Vektorfeld f
gilt die vereinfachte Formel (4) exakt, ohne jeden N&herungsfehler.
Die vorige Aufgabe rechnet diese erfreuliche Vereinfachung nach.

Warum haben wir Flachenintegrale dann nicht gleich so definiert?

Die vereinfachte Rechnung benétigt die genannten Voraussetzung!
Nicht jede Flache S C R? ist eben. Nicht jedes Vektorfeld f: S — R? ist
affin-linear; allgemein ist die exakte Rechnung daher nicht so einfach.

Ist das Flachenstiick S klein genug, so weicht das Vektorfeld f auf der
Flache S nur wenig von der Linearisierung um den Schwerpunkt s ab.
Fir f(z) = Az + b ist unsere Formel (4) dann eine einfache Naherung.
In der Taylor—Entwicklung treten im Allgemeinen héhere Terme auf:
Die Formel (4) ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist 2. Ordnung.

© Die Flachensummen Y, f(5x) - ni vola(Sk) konvergieren bei immer
feineren Unterteilungen gegen das Flachenintegral [, ¢ f(s) - n(s) [dS)].
Die Numerik entwickelt hierzu Methoden, wie man N&herungsfehler
kontrolliert, und méglichst kostenglnstig moglichst klein bekommt.
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die folgenden Kérper:
W= {(2,y,2) €R®| x| <1, |y <1, |2 <1}
O:{(x,y,z)€R3 | |z + |y| + |2 SZ}
K ={(z,y,2) € R | al,lyl, |2 <1, || + |yl + |2 < 2}
P = { (z,y,2) € [0,1]3 ‘ x+y+z§2}

(2) Bestimmen Sie den Rauminhalt vols(P) des Korpers P.

(3) Bestimmen Sie fiir jede Seite Sy, ..., S7 von P den Fluss

des Vektorfeldes f(z,y,2) = (3z + 1, 12y + 4, 36z + 6 ) durch Sj.

(4) Berechnen und vergleichen Sie [, div(f)d(z,y,2) und [, f-dS.
(5) Fihren Sie alle Rechnungen ebenso fiir W und O und K aus.

Das ist der diskrete Charme dieser Aufgabe: Sie konnen dies ohne komplizierte Integrale direkt
mit elementarer Geometrie 16sen. Auch diesen Spezialfall sollten Sie kennen und beherrschen.
Fun fact: Der Wiirfel W (Hexaeder, Sechsflichner) und das Oktaeder O (Achtflichner) sind
regulir, also vollkommen symmetrisch. Es gibt nur drei weitere Korper dieser Art: das Tetraeder

(Vierflachner), das Dodekaeder (Zwolfflachner) und das Ikosaeder (Zwanzigflachner). Kénnen
Sie diese ebenfalls so konkret angeben, durch Koordinaten ihrer Eckpunkte? Das ist knifflig!

i B

.
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lllustration anhand einfacher Polyeder

Lésung: (1) Die obige Skizze zeigt die Polyeder W, O, K und P.

(2) Fir das Polyeder P gilt vols(P) = 5/6 und voly(OP) = (9 + v/3)/2.
(3) Wir bestimmen fir jede Seite Sy, ...,S7 von P den Fluss

des Vektorfeldes f(x,y,2) = (3z + 1, 12y + 4, 362 + 6 ) durch Sj.

Flachenstlck / Typ | Schwerpunkt 5, | Normale ny | Inhalt | Fluss
S Quadrat (0,1/2,1/2) (~1,0,0) 1 -1
Sy Quadrat (1/2,0,1/2) (0,-1,0) 1 —4
S3 Quadrat (1/2,1/2,0) (0,0,—1) 1 —6
Sy | rechtw. Dreieck | (1,1/3,1/3) (+1,0,0) | 1/2 2
Ss | rechtw. Dreieck (1/3,1,1/3) (0,+1,0) 1/2 8
Se | rechtw. Dreieck (1/3,1/3,1) (0,0,+1) 1/2 21
S; | gleichs. Dreieck | (2/3,2/3,2/3) | (1,1,1)/V/3 | V/3/2 | 45/2

(4) Wir finden f, div(f) d(z, y, 2) = 51vol3(P) = 42.5 = [, f - dS.
(5) Fur W, O, K verlaufen alle Rechnung genauso (etwas langlich).

Polyeder faszinieren immer wieder: Der Wiirfel W und das Oktaeder O
gehdren zu den funf platonischen, das Kuboktaeder K zu den dreizehn
archimedischen Koérpern. Unser Polyeder P ist weniger regelmaBig.

© Wir kommen ohne Integrale aus, weil das Vektorfeld f affin-linear ist.
Ist f hingegen nicht linear, aber die Flachenstlcke sind klein genug, so
erhalten wir auf diese Weise wenigstens eine brauchbare Naherung.

© Auch extrem komplizierte Kérper wie z.B.
Maschinenteile kénnen Sie so triangulieren,
das heift, Sie konstruieren sie explizit aus
Ecken, Kanten, Dreiecken und Tetraedern.

© Diese Datenstruktur ist flir Computer ideal.
(Das Beispiel zeigt ein Pumpengehause, fiir
das der Warmefluss berechnet werden soll.)

Hieraus lassen sich nun Wegléngen, Flachen- und Rauminhalte sowie
Flussintegrale bestimmen, zumindest ndherungsweise. Die Rechnung
verlauft genau wie im obigen Beispiel, nur die Datenmenge ist gréBer.
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Glatte Flachenstiicke

Ein Weg ist eine stetige Abbildung ~: [a, b] — R", hier meist n € {2, 3}.
Er parametrisiert die Kurve I' = { y(t) | a < ¢ < b} C R™ als Bildmenge.
Der Weg heiB3t regulér, wenn ~ injektiv ist und stetig differenzierbar mit
+'(t) # 0 fur alle t € [a, b]. Seine Bildmenge I heif3t dann glatte Kurve.

Am Punkt s = () heftet das infinitesimale Wegelement ds = ~/(t) dt.
Das Kurvenintegral eines Skalarfeldes g: R" O I" — R entlang ~ ist

b
/F g1dT| = / a(s)1ds] = /t:ag(m) Y@t

s€

Speziell fir g = 1 erhalten wir so die L&nge vol; (") = ¢(+) der Kurve I.
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:R™ D IT' — R" entlang ~ ist

Das Arbeitsintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung
und somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stickweise glatte Kurve I'.

fF(r®) -~ @) dt.

D C R? heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt und der Rand 0D ist eine stlickweise glatte Kurve.
@ In jedem regularen Randpunkt s € 0D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 9D und das AuBBere auf der anderen Seite.
Beispiele: Rechtecke, Polygone, Kreisscheiben, Kreisringe, ...
Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 0D liegt.
Die Einheitstangente t5p : D — R? zeigt in Richtung der Orientierung,
die Einheitsnormale ngp = Otgp : 0D — R? zeigt liberall aus D heraus.
Sei D C R? zusammenhéngend kompakt mit stiickweise glattem Rand.
Ein parametrisiertes Flachenstiick ist eine C'—Abbildung ®: D — R3.
Senkrecht auf den Tangentenvektoren 0,®(z, y) und 9,®(z, y)
steht der Normalenvektor 0,9 (z,y) x 9,®(x,y) fir (x,y) € D.
Die Parametrisierung @ heif3t regulér, wenn sie injektiv ist und
zudem 9, ®(z,y) x 9y®(x,y) # 0in jedem Punkt (z,y) € D erfillt.
Das Bild S = ®(D) C R? heiBt dann glattes Flachenstiick.
Der Rand S := ®(9D) ist dann eine stlickweise glatte Kurve.
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Kompakta mit stiickweise glattem Rand

Flachen S C R3 parametrisieren wir (stiickweise) durch ®:R> D> D — S.
An s = ®(z,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (9,® x 0,®) d(z,y).
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R* D S — R entlang ® ist

seS (z,y)eD

Speziell flir g = 1 erhalten wir den Inhalt voly(®) = voly(S) der Flache S.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 O S — R? entlang ® ist

()48 = [ f(@(e.0)) - (0.8(0,1) % 0,(z.9)) d(o.).
JseS (z,y)eD

Der Normalenvektor 9, ® x 9, im Punkt ®(z,y) steht senkrecht auf S.
Fir das Flussintegral z&hlt daher nur der Anteil von f senkrecht zu S.

Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung,
somit wohldefiniert fir jede (orientierte) stlickweise glatte Flache S.

Hier ist |dS| = |d®| = |0, P x 9,®|d(z, y) das skalare Flachenelement
und dS = d® = (9,® x 9,®) d(z, y) das vektorielle Flichenelement.
Die Zerlegung d.S = n(s) |dS| definiert die Einheitsnormale n:.S — R3.
Diese definiert fiir jedes Flachenstiick eine der beiden Orientierungen.
Fur stlickweise glatte Flachen verlangen wir, dass die Orientierungen
einzelner Flachenstlicke am gemeinsamen Rand zusammenpassen.

© Zur numerischen Approximation kénnen wir die Kurve / Flache
triangulieren und das Vektorfeld linearisieren / Taylor—entwickeln. Fir
Polygone oder Polyeder und lineare Vektorfelder ist dies exakt.
V C R? heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:

@ V ist kompakt und der Rand 0V ist eine stlickweise glatte Flache.

@ In jedem reguldren Punkt s € 9V’ liegt das Innere von V auf der
einen Seite von 9V und das AuB3ere von V' auf der anderen Seite.

Beispiele: Quader, Polyeder, Vollkugeln, Kugelschalen, Volltori, . ..

Der Rand 9V ist positiv orientiert, wenn nyy stets nach auBBen zeigt.
Die Einheitsnormale ist der Einheitsvektor in Richtung d® = ngy|d®|.
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Der Integralsatz von Gaul3

Unsere Integralsétze beruhen alle auf dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI, Satz B11) und verallgemeinern diesen:
1dim: Jedes kompakte Intervall [a,b] C R hat als Rand 9[a, b] = {a, b}.
Der Startpunkt zahlt negativ, n(a) = —1, der Zielpunkt positiv, n(b) = +1.
Fur jede stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R gilt dann

/E[ @8 2T fon) = 10) - f@.

se{a,b}
Allgemein: Sei 2 C R" offen und f:Q — R stetig differenzierbar.
Zudem sei I' C Q eine stiickweise glatte und orientierte Kurve.
Fur das Arbeitsintegral von f’ = grad f entlang T gilt dann:

> f(s)ns)

sedl’

Ps)-ds 2

sel’

Die Orientierung teilt die Randpunkte s € JT" in Start- und Zielpunkte;
Startpunkte z&hlen negativ, n(s) = —1, Zielpunkte positiv, n(s) = +1.

Ist die Kurve I" geschlossen, also 0T = 0, so folgt . f'(s) - ds = 0.

sel’

© Der Satz von GauB in der Ebene R? und im Raum R? besagt:
Das Volumenintegral der Divergenz div(f) Uber das Kompaktum V ist
gleich dem Flussintegral von f nach auB3en lber die Randflache oV.

2dim: Sei D C R? kompakt mit stiickweise glatter Randkurve T' = 9D.
Sein:T' — R2: s+ n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O D — R? gilt dann

[ avi@paen @ [ oaeal = [ fs)xs
(z,y)eD sel sel

3dim: Sei V C R? kompakt mit stlickweise glatter Randflache S = V.
Sein:S — R3: s~ n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? D V — R3 gilt dann

/ div f(@,9,2)d(,1,2) 2 [ f(s)+n(s)(dS| = [ f(s)-dS.
(z,y,2)eV ses s€S

Gleichwertige Schreibweise mit n(s) |ds| = O ds bzw. dS = n(s) |dS].
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Zusammenfassung und Ruckblick

© Der Satz von Green in der Ebene bzw. von Stokes im Raum:
Das Flachenintegral der Rotation rot(f) tber die Flache S ist
gleich dem Arbeitsintegral von f entlang der Randkurve 95S.

2dim: Sei S C R? kompakt mit stiickweise glatter Randkurve T' = 05S.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O S — R? gilt dann

/ rot f(s)-ds =
seS

3dim: Allgemeiner gilt dies fur jede stlickweise glatte, orientierte Flache
S C R® und jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 O S — R3.

Die Zerlegung dS = n(s)|dS| ergibt das gleichwertige Flachenintegral

f(s)-ds.

sel’

/ rot f(s) «n(s)|dS| "= (s)-ds.
s€S

!
sel’

Die stiickweise glatte Randkurve I = 95 sei hierbei positiv orientiert.
Liegt die Flache S in einer Ebene, so reduziert sich Stokes zu Green.

Diese Integralsatze sind gut und schon! Geht es auch einfacher?
Nein, denn Sie sollen nicht nur fiihlen, sondern auch rechnen kénnen!
Zur prazisen Formulierung und konkreten Berechnung benétigen Sie
daher alle Werkzeuge fiir Kurven-, Flachen- und Volumenintegrale.
Hierzu brauchen Sie solide Grundlagen und effiziente Methoden:
Definitionen & Sétze, Beispiele & Rechentricks. .. sowie Ubung!

Nochmal die Lernziele laut Modulhandbuch:

@ Die Studierenden verfligen Uber grundlegende Kenntnisse zur
Integralrechnung fir Funktionen mehrerer Verénderlicher. [.. ]

@ Sie sind in der Lage, die behandelten Methoden selbststéndig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anzuwenden.

@ Sie besitzen die mathematische Grundlage fiir das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften.

@ Sie kbénnen sich mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und
naturwissenschaftlichen Umfeld Uber die benutzten mathematischen
Methoden versténdigen.
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Aufgabe: (0) Rezitieren Sie mdglichst prézise unsere Integralsatze.
Wie bestimmen Sie méglichst allgemein div rot(g) und rot grad(h)?

(1) Skizzieren Sie V = { (z,y,2) € [~4,4]3 | 2?2 +y?+22<25 }
(2) Schatzen und bestimmen Sie das Volumen vols(V') des Kérpers V/
sowie den Flacheninhalt vol»(S) seiner Randflache S = oV

(3) In welchen Punkten s € S ist die Randflache S = 0V nicht glatt?
Geben Sie Uberall sonst den duBeren Einheitsnormalenvektor an.

(4) Berechnen Sie zu f(z,y, z) = (z,2y,e™) das Flussintegral fs feds.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?

(5) Wir betrachten das Vektorfeld g(z,y, 2) = (z,y, 2)/(x? + y* + 29).
Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [ f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?

(6) Wir betrachten g(z,y, z) = (cos(zyz), sin(zyz), exp(z? + y* + 25)).
Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [ f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?

Lésung: (1)

19), Kugellampe UFO
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(2) Der Korper V ist eine sechsseitig abgestumpfte Vollkugel vom
Radius r = 5; ihr fehlen sechs Kugelsegmente der Hohe h = 1:

i 4 ‘ h 416
volg(V) = §7TT3 —6-7h? (r - g) = 5= 436
volg(S) = 4mr? —6-27rh +6-73%2 = 947w~ 295
© Plausibel? volz([—4,4]) = 8 = 512, vola(9][—4,4]?) = 6 - 82 = 384.

(3) Die Randflache S = 9V ist nicht glatt in den sechs Kreislinien
Fi7{27i41+y *9}undFif{y*:|:4x+z =9 }und
If={aw=+4, 4> +22=9}. Uberall sonst ist die Flache S glatt.

Ins€{z=44, 22 +y% < 9 } ist die Einheitsnormale n(s) = (0,0, £1).
Inse{y==+4, 2%+ 2% <9} ist die Einheitsnormale n(s) = (0,=£1,0).
Ins e {x==+4, y> + 2% < 9 } ist die Einheitsnormale n(s) = (+1,0,0).

In jedem anderen Punkt s € 95 ist die Einheitsnormale n(s) = s/5.

Hier gilt |s|? = 22 + 2 + 22 = 25 und —4 < x,y, z < 4. In einer kleinen
Umgebung eines solchen Punktes s sieht die Flache S genauso aus wie
die Sphére vom Radius 5, daher ist der Einheitsnormale hier s/|s| = s/5.

(4) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist méglich. .. aber miihsam.
© Dank GauB gilt [ f-dS = [,, div(f)dV = 3volg(V) = 416 7.
/\ Stokes ist hier nicht anwendbar, denn uns fehlt g mit f = rot(g).

(5) Die direkte Berechnung von fs fe dS ist méglich. .. aber mihsam.
© Dank Stokes gilt [ f+dS = [yrot(g)-dS = [;4g-ds =0dads = 0.
/\ GauB ist hier nicht anwendbar, denn f ist nicht auf ganz V' definiert.

(6) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist moglich. .. aber mihsam.
© Dank Stokes gilt [ f-dS = [grot(g)-dS = [,gg-ds=0dadsS = 0.
© Auch GauB lasst sich anwenden: fs fedS = [, div(f)dV =0.

© Diese Beispiele illustrieren erneut den Nutzen unserer Integralsatze:
Manche Rechnung 16st man besser mit Anschauung und Versténdnis!
© Wer eindimensional integrieren will, der sollte den Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung (HDI) kennen und nutzen!

Wer mehrdimensional integrieren will, der sollte die entsprechenden
Integralsatze von Gauf3, Green und Stokes kennen und nutzen!
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Aufgabe: Ein bewohnter Iglu werde beschrieben durch die Menge
I:{(z,y,z)ERs|12+y2+z2§4, 220}.
Der Warmefluss im Iglu sei gegeben durch das Vektorfeld
f(z,y,2) = (z,y,42 + 22 + > — 4).
(1) Wieviel Warme entsteht im Iglu I insgesamt?

(2) Wieviel Warme flie3t durch den Boden B nach unten?
(3) Wieviel Warme flie3t durch die Kuppel K nach auBBen?

Lésung: (1) Das Vektorfeld f hat konstante Quelldichte div(f) = 6.
Dies entspricht homogener Warmeerzeugung im Inneren des Iglu.
Die Gesamtmenge der im Iglu entstehenden Warme ist demnach

/ div(f)dI =

I
(2) Der Boden des Iglu ist die Kreisscheibe

B:{(w,y,O)ER3‘3;2+y2§4}.

Die auBere Einheitsnormale ist hier konstant np = (0,0, —1). Also

/f-an(z‘,y) = /4—x2—y2d(x7y)
B B

2
6-volg(I) = 6-§7r23 = 327

Flussintegral Gber B

2
:‘ / / —p*) pdpdy  Polarkoordinaten
p=0

4.2

© Hierist ,B C R?* bereits eben, dies nutzen wir zur Parametrisierung.

= o2r(8—4) = 8.
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(3a) Die Kuppel des Iglu ist die obere Hemisphéare
K:{(:L'.,y,z) e R? ‘:v2+y2+22:4, ZZO}.
Wir sparen uns viel Arbeit durch den Satz von Gauf3:

/Idiv(f)dl = /Ssz-dS = /Bf-dB+/Kf°dK

Hieraus lesen wir ab: [}, f + dK = 32 — 87 = 24x. (Dieser Iglu verliert
demnach dreimal mehr Warme Uber die Kuppel als tiber den Boden.)
(3b) Alternativ integrieren wir, etwa in Kugelkoordinaten ®: D — K:

7 sin 0 cos @
s:¢<9>: rsinfsing |, D—{<6> OSGSF/Q}‘
v rcosf v

0<p<2rm
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

7 cos 6 cos o —7rsinfsin ¢ 2 sin® 0 cos ¢
= | rcosfsing | x | rsinfcose | = [ ?sin?fsine
—rsinf 0 72 sin 6 cos @

© Der Normalenvektor d® zeigt aus V heraus, Rechte-Hand-Regel.

ov o0
00 Jy

|g|U Ubung
Das Flussintegral des Vektorfeldes f iber die Kuppel K ist demnach:
oe 9P
s)+dK = / B0, ¢)) - (= x — ) d(8,
| e [ 100.0)- (55 % 5) d0.0)

. rsin 6 cos p 2 sin? 0 cos ¢
= / rsin 6 sm 4,9 | r2sin?@sing | d(6, )
D \4rcosf +r?sin®f — 4 r2sinf cos
/ / 3 sin0 + 473 sin 0 cos?0 + 1* sin0 cos 0 — 472 sin 0 cos O d dy
©=0 J6=0
Spétestens hier verfluchen wir unsere Wahl dieses Rechenweges. ..
Umso mehr preisen wir den wunderbar nitzlichen Satz von GauB3!
Zum Gliick sind dies Standardintegrale der Form ‘[9":/5 sin? 6 cos? 0 d6.

Geduldiges Ausrechnen / Nachschlagen ergibt (fiir den Radius r» = 2):
f(s)+dK = / = gT?(T‘Z

seK
© Diese Beispiel illustriert erneut den Nutzen unserer Integralséatze.

+8r—8) = 2Ur
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Skizze eines Dreiviertel-Torus:

Aufgabe: Sei V C R? der oben skizzierte Dreiviertel-Volltorus.

(1) Parametrisieren Sie den Kérper V' in Toruskoordinaten,
sowie die Kreisscheiben A und B und die Mantelflache C.

(2) Bestimmen Sie Volumen vol3(V') und Oberflacheninhalt voly (V).

(3) Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation des Vektorfeldes
f(:I;7 y? Z) =

(4) Berechnen Sie den Fluss von f durch S = 9V nach auB3en.

(2,9, 2+ 4y +2)°).

(5a) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch A nach auB3en.
(5b) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch B nach auBBen.
(5¢) Folgern Sie den Fluss von rot(f) durch C nach auBBen

© Diese Aufgabe iibt, Flachen- und Volumenintegrale méglichst
effizient einzusetzen. Zur Vereinfachung nutzen wir womaglich die
Integralsatze und fiir Rotationskérper auch die Guldinschen Regeln.
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(1) In Toruskoordinaten mit R = 2 und r = 1 wird V' beschrieben durch

(R+ psinf) cos ¢ 0<p<r
V= (R+ psinf)sing 0<f<2m ,.

pcosf 0<¢p<3m/2

Die Randflache S = 9V besteht aus der Kreisscheibe A fir ¢ = 0,
der Kreisscheibe B fiir ¢ = 37 /2, sowie der Mantelflache C fiir p = r:

W R+gsin0 0<p<r
- 0<0<2rm
pcost
0
- . 0<p<r
B-{(Rpsm@) 0<9<2ﬂ}
pcosf
C=

rcosf

(Berinfes) | g<y<on
7 sin f) sin ¢ 0< o< 3m/2

(2) Nach den Guldinschen Regeln G2B finden wir:

volg(V) = z ~mr? - 27R = 372

5 3 .
volg(8V) = 7 +mr? + i 2nr-2rR = 2mr? + 37%rR

(3) Wir berechnen div(f) = 2 und rot(f) = (12(y + 2)?, —2z,0).
4) Das Flussintegral gelingt am einfachsten mit dem Satz von GauB3:

/f .ds /Vdiv(f)dV = /ngv -

Wir kénnten das Flussintegral [ f - d.S auch direkt ausrechnen,
indem wir tber A und B und C integrieren. Das ist aber miihsamer.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!

2volz(V) = 6x2.

© Leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.
Wir lassen die Integralsatze einen groB3en Teil der Arbeit erledigen.
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(5a) Hier hilft kein Trick, wir missen einfach die Definition nutzen und
ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,0) = (2 + psiné,0, pcos6):

9% 9D pcosf sin 0 0
% X = 0 X 0 =1|-p
P —psinf cos @ 0

Plausibilitdtscheck: Dies ist die &uBere Einheitsnormale (0, —1,0) mal
der Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

/rot(f)-dA = /21|<1A\ / / 2(2+ psinf)pdodp
A A 6=

1
/ 8tpdp = [47rp } = 47
p=0
(5b) Hier hilft kein Trick, wir miissen einfach die Definition nutzen und

p=0

ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,0) = (0, —2 — psiné, pcosf):
o0 00 0 0 p
FX%: —sinf | x [ —pcos@ | =10
r cos @ —psin@ 0

Plausibilitdtscheck: Dies ist die auBere Einheitsnormale (1,0, 0) mal der
Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

/ / 12p%sin? 0 d6 dp
0=

1
= / 12rp2dp = {dﬂp} = 3
Jp=0 =0

/rot(f)-dB = /12(y+2 [dB| =
B

(5¢) Mantelflache C? Nach dem Integralsatz von Stokes gilt

/Arot(f)-dA+/Brot(f)-dB+/rot(f) .dC = /Srot(f)-dS

c

Stoke

= f eds =

© Ohne weitere Miihe folgt Jorot(f)+dC = —77. Dies folgt ebenso
aus dem Integralsatz von GauB3, denn divrot(f) = 0. Das Flussintegral
Jorot(f) - dC kann man auch direkt ausrechnen, das ist aber miihsamer.

G423
Ubung

Divergenz und Flussintegral

G424
Ubung

Divergenz und Flussintegral

Aufgabe: (1) Seien r, h > 0 reelle Zahlen. Skizzieren Sie den Kérper
V C R3, der begrenzt wird durch z = 0 und z = h und 22 + 3% = r2.

(2) Berechnen Sie zum Vektorfeld f(z,y, 2) = (vty, —223y?, 2?) die
Divergenz und den Fluss von f durch den Rand 9V nach auBBen.

Lésung: (1) Der angegebene Kérper V ist ein Zylinder der Hohe
Uber einer Kreisscheibe D vom Radius r als Grundflache:
a? +y? <

T 2 pCos 0<p<r
= 1 = sin ¢ <p<
\%4 g; 0<z<h pslzny; 0<yp<2r

0<z<h
(2) Die Divergenz ist leicht auszurechnen:

div f(z,y, z) = 423y — dady 4 22 = 22

Wir kdnnten das Flussintegral fW f +dS direkt ausrechnen, indem wir
die Randflache S = 0V in Mantel, Deckel und Boden zerlegen, usw.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!

Alternativ kénnen wir den Satz von Gau3 anwenden: Die Divergenz ist
hier leicht, und der Rotationskérper V ist einfach zu beschreiben!
Das Volumenintegral gelingt leicht in Zylinderkoordinaten:

Gaul . Trafo T 27r h
fedS = div(f)dvV = 2z -
oV o v e p=0Jo=0Jz=0
. r 21 9 h T T 9
= / / [z p} dpdp = / / hepdedp
B p=0 J =0 2=0 Jp=0Jp=0

-
ey / 27rh2p dp % 7h?r?
Jp=0 ’
Ebenso leicht gelingt das Integral in kartesischen Koordinaten:

h
/ feds = / div(f / / 2zdzd(x,y)
Jov R (z.y)ED
12l / [22] d(a: y) — / hZ d( )
M J@yept 12=0 (z9)eD

h2/ d(z,y) = wh*?
(z,y)€D

pdzdedp
2
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Rotationskdrper zur Herzflache

Die folgende Aufgabe bt den sicheren Umgang mit Rotationskérpern.
Sie kennen bereits den Torus (G225), wir variieren nun dieses Thema:

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie in der x—z—Ebene die Herzkurve

2 cost
y:[0,27] = R3 it [0 +(1—sint) | O |.
0 sint

Wie berechnen Sie hieraus die Lénge der durchlaufenen Kurve I" und
den Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs H in der z—z—Ebene?

(2) Zeichnen und parametrisieren Sie den Rotationskérper R, der aus H
durch Rotation um die z—Achse entsteht, sowie seine Mantelflache M.
(3) Bestimmen Sie das Volumen vols(R) und den Flacheninhalt vols (M).
Welche Rechenwege kennen Sie? Welcher scheint am effizientesten?
(4) Berechnen Sie zum Vektorfeld f:R3 — R3: (z,y,2) — (0,0, 2)

das Flussintegral durch die Mantelflache M = dR nach auB3en:

(a) direkt durch Einsetzen in die Definition und (b) per Integralsatz.

Lésung: (1) Die Herzkurve kennen wir aus Kapitel E (Seite E217).

CE e

v:[0,27] — R3
2 cost
F@#)=|0] +(1—sint) | 0
0 sin ¢
Flacheninhalt voly(H) = 37

Lange vol;(T') = 8
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8

Wir lieben Integralsatze!

(2) Dank (1) sind Zeichnung und Parametrisierungen leicht:

Z COoSs
T sin @
z

(t) cos
®:0,27]x[0,27] > M :  ® <f> = (%tgsmi)
73(t

() Mit (2) kénnen wir das Volumen und den Flacheninhalt ausrechnen.
Wesentlich leichter gelingt dies mit den Guldinschen Regeln (G2B):

@
U:RID[0,27] x H— R : \p(x) =
z

3
volz(R) = voly(H) - 2nd(H) = o7 Am = 62
volg(M) =voly(T') - 2md(I") =8-4n =327
‘Warum geht das so einfach? Hier helfen geometrisches Verstindnis und die passenden Sitze!
Wir kennen aus Kapitel E die Lange vol; (I') = 8 der Herzkurve I" und den Flicheninhalt
volp(H) = %w der so umlaufenen Herzfliche H, siehe Seite E217. Aufgrund der Symmetrie
von I' und H miissen wir ihre Schwerpunkte nicht mithsam berechnen, sondern konnen aus
unserer Skizze sofort ihren Abstand zur Rotationsachse ablesen: d(I") = d(H) = 2.
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(4) Physikalische Interpretation: Das Vektorfeld f(x,y, z) = (0,0, z)
entspricht der Auftriebskraft (genauer dem Druck, also Kraft pro Flache)
in einem homogenen Medium konstanter Dichte, etwa Wasser oder Luft.

Wir haben also genau die Situation des archimedischen Prinzips!

Daher stehen wir im Folgenden vor zwei mdglichen Rechnungen.

Wir verstehen beide sowohl mathematisch als auch physikalisch:

(a) Wir kdnnen direkt die Definition des Flussintegrals einsetzen;

wir erhalten dann den Fluss, hier interpretiert als Gesamtkraft.

(b) Wir kdnnen den Integralsatz von Gaul3 zur Umrechnung nutzen;
wir erhalten dann die Auftriebskraft des verdréangten Volumens.

Die Sichtweise (a) ist physikalisch motiviert: Der Wert interessiert uns!
Die Sichweise (b) ist leichter auszurechnen und zu verstehen: Das hilft!

© Leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.
Wir lassen die Integralsatze einen groBen Teil der Arbeit erledigen.

(4a) Zunachst die direkte Lésung durch Einsetzen in die Definition.
Wir berechnen die Tangentialvektoren und den Normalenvektor:

o 0P —71(t)sing 75 (t) cos p .
a0 o T M(t)cose | x | i(t)sing | =
C 0 %(1) M)

Damit erhalten wir das Flussintegral

T T 0
[ [T ( 0 )( >dtd¢
M #=0 7120\ 3(t) (M)
27

=2 [ (500 e

Jt=l

Wir setzen nun die Parametrisierung des Randes ein:
~1(t) =2+ cost +sintcost

v3(t) = sint + sin®¢
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Wir erhalten einen etwas langlichen Integranden:

27
[ 1 (8) 74 () ()l

=0
2T
= / [2 + cost — sint cos t} . [7 sint — cos? t + sin? t] . [sint — sin? t} dt
t=0
Hier hilft sorgsames Ausmultiplizieren und geduldiges Integrieren. ..
Versuchen Sie es! Es ist vielleicht nicht spaBig, aber doch lehrreich. ..
Einige Integrale sind Null aus Symmetriegriinden. Es bleibt schlieBlich:

=37

2T
l’m@%m%ma

=0
© Fur das gesuchte Flussintegral erhalten wir so [, f - dM = 672
® Das war leider mithsam. Gibt es einen leichteren Weg? Ja!

(4b) Das Integral gelingt am einfachsten mit dem Satz von Gauf3:

Mf-d]\/[ = /Rdiv(f)d(a:,y,z) = /Rld(:z:,y,z) =

In Worten: Das Flussintegral von f (ber die Randflache M = dR nach
auB3en ist gleich dem Volumenintegral von div f Gber den Kérper R.
Wegen div f = 1 ist Letzteres hier einfach nur das Volumen vol3(R).

volz(R) = 6m?

© Diese Umformung vereinfacht erheblich unsere Rechnung.
© Sie illustriert zudem nochmal das archimedische Prinzip.

Damit endet dieses Kapitel wie es begann, namlich mit anschaulichen,
konkreten, handfesten physikalischen Anwendungen. Die Integralsatze
von Gauf und Stokes sind grundlegende Rechenregeln und Hilfsmittel.
Sie werden Uberall in den Natur- und Ingenieurwissenschaften genutzt.
Zur lllustration und zur Einlbung gebe ich hierzu im néchsten Kapitel
weitere physikalisch-technische Anwendungsbeispiele.
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Die Gramsche Determinante

Aufgabe: Fiir je zwei Vektoren u,v € R? gilt

veu
vev

Zeigen Sie dies (1) durch geduldiges Ausrechnen sowie (2) geometrisch.

lu x v|* = det <u v

U-v

Losung: (1) Wir rechnen in kartesischen Koordinaten:

uy U1 U2V3 — U3V2
U Xv= U2 | X {v2 | = | uzvy —uvs
u3 U3 U1V2 — U201

|u X ’U|2 =+ u§U§ + u§v§ — 2uv2u3v3
+ udv} + ulvi — 2uiviuzvs

+ ufv% + uév% — 2u1v1Ugvy

2 2 2

UU VU uy + usy + us

det = det 1 2 3
UV VU U1V1 + Uvg + u3zv3

© Ausmultiplizieren und vereinfachen: Beide stimmen Gberein!

U1V1 + UV + U3V3
v? + 03 + U%

(2) Ausrechnen ist gut, zudem wollen wir geometrisches Verstandnis:

w Das Kreuzprodukt w = u x v steht

senkrecht auf den Vektoren u, v.
Seine Norm |w| = |u] - |v| - sin <(u, v)
ist der Flacheninhalt des von u, v
u aufgespannten Parallelogramms.

<

Q

Stehen v und v senkrecht, also v+ v = 0, so folgt |w| = |u] - |v|, somit

2 wew 0
Ju x v| 7det< 0 ’U.,U>‘

Andernfalls orthogonalisieren wir v bezliglich v durch v = v — Au mit

A = (veu)/(u-u). Dadurch wird die Matrix diagonal, denn u «v" = 0;
Kreuzprodukt und Determinante bleiben unverandert erhalten.

© Das Kreuzprodukt niitzt uns nur fir Flachen im R3. Die Gramsche
Determinante hingegen niitzt in jeder Dimension. Anwendung / Ausblick:
So integrieren wir im R™ auf k—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten.
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Die erste Fundamentalform

Sei ®:R? D D — S C R? ein parametrisiertes Flachenstiick.
Die erste Fundamentalform von @ ist die folgende Matrix:

o 2x2 @ g g2 0p®+ 0, P 8y<I>-8I<I>>
D — R**4) = =
g g (921 922) (&E‘I) <P 0y®-09yP

Sie gibt an, wie die Tangentialebene an (z,y) in D C R? abgebildet wird
auf die Tangentialebene am Punkt s = ®(z, ) in der Bildflache S C R3.
Wir nennen g® auch den metrischen Tensor der Parametrisierung ®.
Er beschreibt vollstandig die innere Geometrie der Flache S C R3.

Aufgabe: Wie liest man der ersten Fundamentalform ¢® ab, (1) ob ®
flachentreu ist? (2) winkeltreu? (3) langentreu? Welche Beziehung gilt?

Lésung: (1) Flachentreue folgt aus der (Gramschen) Determinante:

@ ist flachentreu = det(g®) = 1 \

Genauer und allgemeiner: Der Faktor /det(¢®) = |0,® x 9,®| ist die
Flachenverzerrung, wie wir in der vorigen Aufgabe ausgerechnet haben.

(2) Fur Winkeltreue missen 9, ® und 9,® senkrecht stehen und gleiche
Lénge A haben (sonst stehen die Diagonalen nicht mehr senkrecht):

2
® ist winkeltreu (konform) <« ¢® = ()(‘) /\02>

(3) Die Lange eines Weges ~: [a,b] — D C R2 mit v(¢) = (x(t),y(t)) ist
b b
() = / 4 (0)] dt = / NEOEETOE
Die Lange des Weges ® o v: [a,b] — S C R? ist entsprechend

b b
(Do) = / [@/(4(8)) 4()| dt = / VIE O T 29128 (05(0) + grag ()2 dt.

Gleichheit fur alle Wege ~ gilt nur, falls g11 = g22 = 1 und g12 = g21 = 0:

10
— g¢:<0 1)

<= & ist winkel- und flachentreu

 ist langentreu (isometrisch)
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Die Abwicklung des Zylinders ist Iangentreu.

Lambert—Projektion (1772)
flachentreu, aber nicht winkeltreu

Mercator—Projektion (1569)

winkeltreu, aber nicht flachentreu

Fun fact: Grénland (2.2 Mio km?) passt 14mal in Afrika (30.3 Mio km?).

Aufgabe: Wir wickeln das Rechteck D = [0, 27] x [-1,1] C R? auf
den Zylinder Z = { (z,y,2) € R® ‘ ?4y?=1-1<2<1}CRS
(1) Formulieren Sie explizit diese Parametrisierung ®: D — Z.

(2) Ist @ flachentreu? oder winkeltreu? oder gar langentreu?

Lésung: (1) Wir bestimmen Parametrisierung und Tangentialvektoren:

®:D =[0,27] x [-1,1] = Z, ®(p,z) = (cosp,singp, z)

0,® = (—singp, cos,0), 9,® = (0,0,1)
(2) Die erste Fundamentalform beschreibt die geometrische Verzerrung:

<g11 gu) _ <8¢¢-8¢¢ 8Z<I>-8¢<I>> _ (1 0)
921 g2 0, ®:0.® 0.9-0,P 0 1

Daher ist @ langentreu, somit insbesondere winkel- und flachentreu.
Zum Vergleich nochmal die Flachenverzerrung Ubers Kreuzprodukt:
[0,® x 0,®| =1

Intrinsisch gesehen ist der Zylinder Z flach, seine Geometrie ist lokal
dieselbe wie die des ebenen Rechtecks D, nicht aber seine Lage im R3.

0,® x 0.® = (cosp,singp,0) =
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Mercators Zylinderprojektion ist winkeltreu.

Aufgabe: (Lambert—Projektion) Wir projizieren den Zylinder Z axial
auf die Einheitssphére S = { (z,y,2) € R® |22 + 32+ 22 =1} C R,
(1) Formulieren Sie diese Abbildung ®: D = [0, 2n] x [-1,1] — S.
(2) Ist @ flachentreu? oder winkeltreu? oder gar langentreu?

Lésung: (1) Wir bestimmen Parametrisierung und Tangentialvektoren:
D(p, z) = (MCOS v, V1 — 22sin ©,2)

0,P(p,2) = (7\/1 — 22sinp, V1 — 22 cos p, 0)

0,P(p, 2) = (—z/ﬂcos 0, —2/\/1— 2sino, 1)
(2) Die erste Fundamentalform beschreibt die geometrische Verzerrung:

<g11 gm) B <a¢<1> <0, 0,0 a&) B <1 — 22 0 )
g1 go2)  \0,8-0,® 9,9-9,%) ~\ 0 1/(1-2?)

Daher ist ® flaichentreu, aber nicht winkeltreu (auch nicht langentreu).

Intrinsisch gesehen ist der Zylinder Z flach, die Sphére S gekrimmt.
Keine Abbildung Z — S ist sowohl flachen- als auch winkeltreu.

Aufgabe: (Mercator—Projektion) Wir projizieren den unendlichen
Zylinder Z' = { (z,y, 2) € R® | 22 + y? = 1 } zentral auf die Sphére S.
(1) Formulieren Sie diese Abbildung ®: D = [0,27] x R — S.

(2) Ist @ flachentreu? oder winkeltreu? oder gar langentreu?

Lésung: (1) Wir bestimmen Parametrisierung und Tangentialvektoren:
D(p,z) = (cos p,sin ¢, z)/\/l—i-iz2
0,P(p, 2) = (—sing, cos Lp,(])/\/l#»;z2
0.®(p,2) = (—zcos g, —zsing, 1)/(1 + 22)*?

(2) Die erste Fundamentalform beschreibt die geometrische Verzerrung:

g1 g2\ _ (0,0, 0.2-0,0\  [(1/(1+2?) 0
@1 g22) \9p®:0.® 0.9-0.0 0 1/(1+ 2%)

Daher ist q?.winkeltreu, aber nicht flachentreu (auch nicht langentreu).
Nahe des Aquators ist ® nahezu isometrisch, also auch flachentreu.
Nahe den Polen wird die Flachenverzerrung dramatisch (siehe Skizze).
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Das Viviani—Fenster

Die vorigen Aufgaben Uben die Schritte von Un/Gleichungen zum Bild
und zur Parametrisierung. In dieser Aufgabe beginnen wir mit dem Bild.
Sie ist eine Variante einer architektonisch-geometrischen Fragestellung,
die Vincenzo Viviani, ein Schiler Galileos, 1692 vorschlug und I6ste.

Aufgabe: (1) Beschreiben Sie geman obiger Skizze den Zylinder Z
und die Hemisphare H in R? durch geeignete Un/Gleichungen.

(2) Parametrisieren Sie die Schnittkurve I' = Z N H und berechnen Sie
ihre Lange vol; (T") soweit mdglich (bis zu einem elliptischen Integral).
(3) Die Kurve T zerlegt die Flache Z: Parametrisieren Sie jedes der drei
Flachenstiicke Z1, Z», Z3 und berechnen Sie den Flacheninhalt voly(Z;).
Erstes Wunder: Der Flacheninhalt voly(Z3) ist rational, sogar ganzzahlig.

(4) Berechnen Sie ebenso H; (in z—z—Polarkoordinaten) und damit Hs.
Zweites Wunder: Es gilt vola(Z1) = vola(Hy) und vola(Z3) = 2vola(Hs).
(5) Das zweite Wunder folgt geometrisch aus der Lambert—Projektion.
© Geometrisches Verstandnis tiberpriift bzw. ersetzt die Rechnung.

Losung: (1) Der vorgelegten Skizze entnehmen wir:
Z:{(w,y,z)eRS|—2§y§2, x2+(z—1)2:1}
H:{(m,y,z)eRg|m2+y2+z2:4, 220}

(2) Wir wéhlen z = 1 + cos(t) und z = sin(t) auf Z. Auf H erhalten wir:

y? =4 — 2% — 2% =2 —2cos(t) = 4sin(t/2)?
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Das Viviani—Fenster

Der Weg v: [0, 47] — R3 mit y(t) = (sin(¢), 2sin(¢/2), 1 + cos(t))
durchlauft ' = Z N H einmal komplett, tatséchlich beide Schleifen.
7' (t) = (cos(t), cos(t/2), — sin(t))
!'y/(t)|2 = cos(t)? + cos(t/2)? +sin(t)? =1+ cos(t/2)?
4
V14 cos(t/2)2dt
Ji=o0

Dieses elliptische Integral kénnen wir leider nur numerisch auswerten.
Plausibilitdtscheck: Schraubenlinie (klirzester Weg) 4v/72 + 22 ~ 14.897.

(3) Wir berechnen den Flacheninhalt des rechten Flachenstiicks:
Zy = { ('Tv Y, Z)

27 o
voly(Z1) = / 2 — 2sin(t/2) dt = {2t+4cos(t/2)L .
t=0 =

=4n —4 -4 =41 — 8 = 4.566
Ebenso erhalten wir fiir das linke und mittlere Flachenstiick Z, und Z3
die Flacheninhalte voly(Z;) = 4(m — 2) und voly(Z3) = 16. Rational!

vol; (T') = ~ 15.2808

ER |22+ (2-1)2=1 Vd—-a2-22<y<2}

(plausibel nach Skizze)

(4) Wir berechnen den Flacheninhalt des rechten Flachenstiicks:
Hi={(2,y,2) eR | 2>+ (2 -1)*<1, 2 +y* + 22 =4}

()(ﬁ) wi o= { () ex|P505 )

psin 0<p<2sinp

—psing cos 02/ /4 — p? cosp
0,® x 0,0 = 0 x| =p/\/A—=p*| = P
+pcosp sin ¢ 2/\/4—/)2 sin ¢

2sin @
voly(Hy) = / |0,® x 8,@| d(¢, p) = / / dpdgp
=0 J p=

0
2sin T
:/7 [ 2¢/4 — p] - dep = / 4 — 4|cos p| dp

/2 /2
:8/ 1fcosapd¢:8[<pfsin<p]
»=0 »=0

=41 — 8 ~ 4.566

Aus voly(H) = 87 = 2vola(H1) + 2 volp(Hs) folgt voly (H3) = 8. Rational!
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Durchdringung zweier Zylinder

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die beiden Zylinder
Zi={(z,y,2) eR* |2 +y* <1, —2< 2 <2},
ZZ:{(x,y,z)€R3|:c2+22§1, —2<y<2}.

(2) Berechnen Sie das Volumen der Schnittmenge K = Z; N Zs.

Beschreiben Sie K hierzu mdglichst explizit als Normalbereich.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Randflache 0K.

Parametrisieren Sie 0K hierzu stlickweise als Graph.

(4) In welchen Punkten ist die betrachtete Randflache 0K nicht glatt?

Geometrisch: Wo erlaubt 0K keine eindeutige Tangentialebene?

(5) Welche Form haben die beiden Schnittkurven 7, N 92Z,?

Finden Sie implizite Gleichungen bzw. explizite Parametrisierungen.

© Dieser Durchdringungskérper ist nicht leicht zu visualisieren.
Mit unseren Methoden gelingt die Rechnung dennoch leicht!

Das ist ein halbwegs realistisches Beispiel eines Werkstlicks:
nicht ganz trivial aber noch gut mit Stift und Papier zu berechnen.
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Durchdringung zweier Zylinder

Lésung: (1) Die Skizze gibt einen Uberblick, was zu beachten ist.
(2) Fur K missen wir nur 22 + 42 < 1 und 22 + 22 < 1 erflillen, also:

—-1<z<1, 7\/17x2§y§\/17x2, 7\/17x2§z§\/17x2

Hieraus erhalten wir das Volumen ganz leicht als iteriertes Integral:

vol3(K):/ 1d(z,y,2) = / 1/ . 2/ . 21dzdydx
z=—1Jy=—V1-22 J2=—V/1-2

A A

16

_ _ .3 _Q_ 2 _ =

- [4""5 37 ]1:71 373

Plausibilititscheck: Das ist groBer als das Kugelvolumen 713 ~ 4.189.
(3) Wir parametrisieren das obere der vier Flachenstlicke als Graph:

x
@:{(I)ERQ m2+y2§1}:D—>SgR3, ¢<I>: y
Yy ) 1— 22

1
l—deydx:/ 4(1 — 2% dz
r=-1

(rational, ohne )

Zur Flachenparametrisierung ® berechnen wir den Normalenvektor:

1 0 z/V1—a?
i‘)z‘bxayd)_( 0 )x(l —( 0 )
—x/V1—22 0 1

Seine Lange (euklidische Norm) ist das Flachenelement:

22 2 1— a2 1
—+ 02412 = , = ‘
-2t 2t 12

Den Flacheninhalt von S erhalten wir hieraus durch Integration:

|0x'1> X 8,_,,(1)‘2 =

voly(S5) /\a¢x6q>|dry

x

/ _1/ —\/ﬁ\/lfﬂ dyd

/ 2dz =4 Am Ende geht’s (iberraschend leicht!
z=—1

Dank Symmetrie erhalten wir schlieBlich voly(0K) = 4 vola(S) = 16.
Plausibilitdtscheck: Das ist groBer als die Kugelflache 4rr? ~ 12.567.
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