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Uberblick

Klassische Anwendung: archimedisches Prinzip

Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft eines Korpers K
gleicht dem Gewicht go vols(K') des verdradngten Mediums.

A
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Bildquelle: wikimedia.org

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand O K (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdriangt das Fluid). Solche GesetzmiBigkeiten begegnen

Thnen hiufig in Naturwissenschaft und Technik und sind ungemein niitzlich: Es handelt sich um
eine typische Anwendung unserer Integralsitze. Diese wollen wir nun kennen und nutzen lernen!

Archimedes von Syrakus (287-212 v. Chr.) war ein genialer Mathematiker, Physiker, Ingenieur.
Fiir Konig Hieron sollte er priifen, ob dessen Krone aus reinem Gold bestand oder gestreckt war,
ohne sie zu beschiddigen! Das archimedische Prinzip soll er beim Bade entdeckt haben. In seiner
Begeisterung sprang er aus dem Wasser und rannte nackt durch Syrakus (yuuvoc [gymnos],
‘nackt’, siche Gymnasium). Sein Ausruf gilt bis heute als Sinnbild fiir plotzliche Erkenntnis:
eLpnxa [heureka], ‘Ich habe es gefunden!’, frei iibersetzt: ‘Verflixt, wo ist mein Handtuch?’
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Erinnerung: Integralsatze in Dimension 1 und 2 Uberblick

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fir jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

b
HDI: /: f(@)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte Gesetzmafigkeit: Das Integral Gber das
Intervall [a, b] |&sst sich entlang des Randes 0la, b] = {a, b} bestimmen!

Ebenso in der Ebene R? kennen wir bereits zwei solche Integralsatze;
auch hier lassen sich Flachenintegrale durch Randintegrale bestimmen:

div f(z, ) d(, y) = / F(s) x ds,

s€dD

Satz von Gauf3: /

(z,y)€D

Satz von Green: /

rot g(z, y) d(, y) =/ g(s) - ds.
(z,y)€D

scoD

Dasselbe gilt sinngeman im Raum R3, allgemein in jeder Dimension.
Hier lassen sich Volumenintegrale durch Randintegrale bestimmen.
Die hierzu notigen Flachenintegrale erklaren wir in diesem Kapitel.
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Integralsatze im Raum: Gauf3 und Stokes

<

Sei V C R3 kompakt mit stiickweise glatter Randflache S = 0V

Satz von Gauf3: / div f(v)dV = / f(s)+dS
veV seS=0V

Sei S C R3 eine stiickw. glatte Flache, orientiert mit Randkurve I = 9S.

Satz von Stokes: / rot f(s)+dS = / f(s)+dl’
s€S sel'=0S

© Dies ist die 3dim. Fortsetzung der 2dim. Satze von GauB & Green.
Die Orientierungen von S und I' sind wie in der Skizze angegeben.
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Integralsatze im Raum: der Satz von Stokes Erlauterung

Hierbei sei f:R3 D Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Jedem Punkt v € Q wird ein Vektor f(v) € R? zugeordnet. Dies konnen
wir uns z.B. als Strdomungsgeschwindigkeit einer Fllssigkeit vorstellen.
Die Integralsatze haben dann folgende anschauliche Bedeutung:

Die Divergenz div f(v) ist die Quelldichte des Feldes f im Punkt v € €.
Das Volumenintegral [ _, div f(v) dV misst die Quellstarke von f auf V.
Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randflache S = oV

Die Quellbilanz im Volumen V flieBt Gber die Randflache oV '.

Die Rotation rot f(s) ist die Wirbeldichte des Feldes f im Punkt s € €.
Das Flachenintegral [ _grot f(s)dS misst die Zirkulation von f auf S.
Rechts steht das Arbeitsintegral von f langs der Randkurve I' = 0S.
Die Rotation auf der Flache S zirkuliert langs der Randkurve 05S.

Es ist recht leicht und sehr hilfreich, eine Anschauung zu entwickeln.
Um zudem die Integralsatze wie oben prazise formulieren zu kbnnen,
muassen wir Kurven- und Flachenintegral einflhren und verstehen:
Sie sollen schlieBlich nicht nur anschauen, sondern auch rechnen!
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Kurven- und Flachenintegrale

Kurven I' C R? parametrisieren wir (stiickw. C!) durch v:R D [a, b] — T.
Am Punkt s = ~(t) heftet das infinitesimale Wegelement dI" = ~/(t) dt.

Kurven- und Arbeitsintegral Uber das Kurvensttck I" sind dann:

b
/g<8>|dr| ::/ g(v@®) Y@ dt 1A
sel’

t=a

b
(s)-dl' = / F) A (0t 2 At
sel’ t

fur (C°) Skalarfelder g:R3 O T' — R bzw. Vektorfelder f:R3 D T' — R3.

Flachen S C R? parametrisieren wir (stiickw. C!) durch ®:R?> D D — S.
Hierbei ist D C R? ein ebenes Kompaktum mit stiickweise glattem Rand.
An s = ®(z,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (0,® x 9,®) d(z,y).
Flachen- und Flussintegral Uber das Flachenstiick S sind dann:

/ g(s)|dS| ::/ 9(®(z,y)) - [0:®(z,y) x 8,®(z,y)| d(z,y)
seS (z,y)€D

(s)«dS := /( . f(CI)(ac,y)) . (8x<1>(x,y) X @fﬁ(m,y)) d(z,y)

seS
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Kurven- und Flachenintegrale Erlauterung

Ist g:I' — R eine Massendichte (Masse pro Lange), so ist [.. ¢ |dT'| die
Gesamtmasse. Im Spezialfall ¢ = 1 erhalten wir die Gesamtlange ¢(T").

Das Kurvenelement dI" = ~/(t) dt interpretieren wir als kleines Wegstuick.
Seine Lange ist |dI'|, und der Vektor dI' liegt im Punkt s tangential an I
Das Skalarprodukt f(s)-dI’ = f(~(t)) «+/(t) dt ist der tangentiale Anteil
von f langs der Kurve (,Kraft mal Weg*). Wir integrieren alle Beitrage.

Ist g: S — R eine Massendichte (Masse pro Flache), so ist [ g |dS| die
Gesamtmasse. Im Fall g = 1 erhalten wir den Flacheninhalt voly(S).

Das Flachenelement d.S stellen wir uns als ein kleines Flachenstlck vor.
Sein Flacheninhalt ist |dS|, und der zugehérige Vektor d.S steht im Punkt
s senkrecht auf der Flache S. Im Flussintegral ist das Skalarprodukt
f(s)+dS somit der normale Anteil von f senkrecht zur Flache S.

Wozu dient &? Meist interessiert uns letztlich nur die Flache S C R?,
aber nur Parametrisierungen kOnnen wir differenzieren und integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung ® ist unentbehrliche Rechentechnik;
das Ergebnis ist unabhangig von der gewahlten Parametrisierung!




. . G107
Von Green in der Ebene zu Stokes im Raum (bung

Aufgabe: Erklaren Sie, warum/wie Green ein Spezialfall von Stokes ist.
Green: Fir S C R? kompakt mit stlickw. glatter Randkurve I' = 95 gilt

/eS rot f(s)+dS = f(s)-dr.

sel’

Stokes: Diese Gleichung gilt genauso fur orientierte Flachen S C R3,
Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s)+n(s)|dS| = f(s)-dI.
seS sel’
Erinnerung: Fir jedes C'—Vektorfeld f:R3 D Q — R3 definieren wir
o1 f1 O2f3 — 05 f2
rot(f) = || x| fo|=|0s/1—0ifs
O3 f3 O1f2 — a2 fr

Die Ebene betten wir ein als R? = R? x {0} C R? und erhalten demnach
rot(f1, f2,0) = (0,0, 01 fo2 — J2 f1) und das Flachenelement (0,0, dS).

&) Der Satz von Green ist der ebene Spezialfall des Satzes von Stokes.

Einflhrendes Beispiel zum Satz von Stokes it

) Der Stokesche Satz Uibertragt den Greenschen Satz von R? auf R?:

Aufgabe: Sei S C R3 die nordliche Hemisphéare vom Radius r mit
dem Aquator I' = 95 als Randkurve. Berechnen Sie [, rot(f)-dS
und [ f - dI flr das Vektorfeld f(z,y,2) = (z —y,z + z,—x — y).

Losung: Wir berechnen zunachst die Rotation des Vektorfeldes

T z— O J1 —2
flyl = x4+ z — rot(f)=|h|x|fo] =] 2
2 —x —y 03 /3 2




EinfUhrendes Beispiel zum Satz von Stokes G

Die nordliche Hemisphére ist S = { (z,y,2) | 22 +y? + 22 =72, 2 >0 }.
Diese Flache parametrisieren wir durch Kugelkoordinaten & : D — R3:

x rsin 6 cos ¢
aram . . < <
=) = (rmene ) <o (). D—{(e) %2912/3}
z r cos 0 ¥ ¥ S <

Wir berechnen die Tangentialvektoren und den Normalenvektor:

7 cos 6 cos ¢ —rsinfsin @ 2 sin? 6 cos

od 09 , . 2 . 2,
%Xa_: rcosfsinp | x rsinfcosp | = | r°sin“fsinyp
14 —7rsin 6 0 2 sin 0 cos 6

FUr die gesuchte Zirkulation von f auf der Flache S erhalten wir somit:

Param a@ a@
/ rot f(s)-dS "= /(9 ot £(®(0,0)) - (% x %) (9, )
P

lub 7T/2 2 2 2 2 2
= / / —2r“sin” 0 cos ¢ + 2r° sin” 0 sin ¢ + 2r° sin 6 cos 0 dp df
0=0 Jp=

CIE

1 /2
= dnr / sinfcosfdf = 4dnr? [— sin(@)ﬂ = 27r?
Bl 6—0 Bl 9 6—=0

Einflhrendes Beispiel zum Satz von Stokes Ghurg

Die Randkurve T' = 95 ist der Aquator, 05 = { (z,y,0) | 2> + 3% =72 L.
Diese Kurve parametrisieren wir durch den Weg ~: [0, 27] — R3 mit

x rcost 7r/2
s=1y]| =" | rsint :(I>< )zfy(t).

z 0 t
FUr das gesuchte Arbeitsintegral langs I' erhalten wir somit
27
f(s)-dr = F(y(8)) +~/(t) dt
sel’ t=0
o —rsint —rsint
= / rcost . rcost | dt
t=0 \ —rcost — rsint 0
2T
= / r’dt = 2mri
t=0

) Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Stokes:

/esrotf(s)-dS: f(s)+dl’

sel’
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Der Integralsatz von Stokes Ausfiihrung

Das Ergebnis der vorigen Aufgabe ist kein Zufall, sondern illustriert
einen allgemeinen Sachverhalt: den Integralsatz von Stokes im RR3.
Wir kdnnen ihn nun in voller Schénheit formulieren und nachrechnen:

Satz G1A: Integralsatz von Stokes

Sei D C R? ein Kompaktum mit stlickweise glatter Randkurve 0D.
Sei ®: D — S C R? eine (zweimal) stetig differenzierbare Abbildung.
Die Einschréankung v = ®|5p parametrisiert die Randkurve ®(0D).

FUr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 O S — R3 gilt dann

/ rot(£)(®(s)) - d® = / F(r(s)) - d.
seD

s€edD

Hierbei nutzen wir die oben vereinbarten sinnfalligen Abkirzungen:
Am Punkt v(s) heftet das infinitesimale Wegelement dy = +/(s) ds,
an ®(s) heftet das inf. Flachenelement d® = (0,® x 0,®) d(x, y).

Die Randkurve 0D wird hierbei wie immer positiv orientiert,
sodass beim Umlauf D stets links von 0D liegt.
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Der Integralsatz von Stokes Ausfilhrung

Das ist eine bemerkenswerte Gleichheit: Links steht das Flussintegral
der Rotation rot(f) Uber das parametrisierte Flachenstlick ® : D — R3,
rechts das Arbeitsintegral von f langs des Randweges ~:9D — R3.
Hierzu muss @ nicht reguléar sein, stetig differenzierbar reicht.

Ist die Parametrisierung ® zudem regular, also injektiv und Uberall

0, ® x 0,® # 0, so ist das Bild S = ®(D) ein glattes Flachenstick und
alle regularen Parametrisierungen von S sind untereinander aquivalent
durch Umparametrisierung. (Wir setzen gleiche Orientierung voraus.)

Wie wir spater nachrechnen werden, ergeben dann alle regularen
Parametrisierungen ®: D — S dasselbe Ergebnis, sowohl beim
Flachenintegral Gber S als auch beim Randintegral Gber I" = 05S.

Dies kirzen wir ab durch die parameterunabhangigen Schreibweise

/GS rot f(s)«dS = f(s)-drl.

sel

So formulieren wir es in Satz G3E, kurz und bequem. Satz G1A ist etwas
allgemeiner, da wir hier noch keine Injektivitat oder Regularitat fordern.
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Der Integralsatz von Stokes Ausfiihrung

Den Satz von Green in der Ebene R? haben wir nachgerechnet.
Aufgabe: Der Satz von Stokes im R? folgt aus dem von Green im R?!

Nachrechnen: Das 3dim. Vektorfeld f:R3 O S — R3 auf der Flache
S C R3 ziehen wir mittels der Parametrisierung ®:R? D D — S C R?
zuriick zu einem 2dim. Vektorfeld g : R? O D — R2. Hierzu setzen wir

gi=((fo®|0®), (fod|0P)).
Far die beiden Vektorfelder f und g gilt dank Kettenregel

/seap'f(v(s)).d%: /SeaD |g(8)_dsn ’

Wegintegral im R3 Wegintegral im R?

Wir berechnen sogleich rot(g) = (rot(f) o ® | 8;® x 9@ ), also

/ ot (£)((x, y)) - AP = / rot(g) d(z, y) .
(z,y)eDt l l

(z,y)eD !

Flachenintegral im R3 Flachenintegral im R?

&) Damit folgt der Satz von Stokes aus dem Satz von Green!
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Der Integralsatz von Stokes Ausfilhrung

Zur Vereinfachung setzen wir ® als zweimal stetig differenzierbar voraus.
Wir kbnnen dann den Satz von Schwarz (D4A) nutzen: 020, ®; = 01029;.

Die Umrechnung von rot(g) in rot(f) gelingt uns nun dank Kettenregel.
Wir miUssen dabei allerdings Uber alle Indizes sorgfaltig buchflhren:

rot(g) = 0192 — Oag1
O fod | 0pD)—Do(fod|DD)
=01) i fio® -0a®; —02) ; fio® 0¥,
=+2.,2.;0ifio® - ®; - 2Pi+ ) _; fio P 010:P;

—2.2.j0ifio® 020 - 1P — >, fio P 001D,

=2.2.;0jfio® 01D -02®; — 0;fj o @ - 01D - D2,
=3 (0if; = 0jfi) 0 ® - (01D - Ba®j — D1 B - D2 ®;)
— (rot(f) 0 ® | D x Dr®)

Ubung: Wer dieser Kurzschreibweise nicht traut, kann mit etwas Fleif alle Summen sorgfiltig
ausschreiben und die behaupteten Gleichungen nachpriifen. Rechnen reinigt die Seele!




Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 i

Ausfihrung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie zu gegebenem r > 0 den Korper
V:{(aj,y,z) c R? ‘ 22+ %+ 22 <r?, zZO}

(2) Beschreiben Sie den Koérper V' explizit durch Parametrisierungen als
Normalbereich in z—Richtung, in Zylinder- und in Kugelkoordinaten.

(3) Berechnen Sie den Rauminhalt vol;(V') je nach Parametrisierung.
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewéahlten Parametrisierung?

© Diese Aufgabe bietet Gelegenheit, die bisherigen Integrations-
techniken zu wiederholen und die neuen Flachenintegrale einzutben.

Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 e

Ausfuhrung

(1) Zu r > 0 betrachten wir die nérdliche Halbkugel V':

' ‘
A 4 £ o A

L
<~ I
~l L

>
-

(2) Wir kdnnen V" auf verschiedene Weisen parametrisieren:

2 2 2 o2 p COS O0<p<r
V = x+yzi_8 A psin @ 0<p<2n
z - z 0<2z<\/r?2—p?
P COS 0<z<r psin 6 cos ¢ 0<p<r
= psing | [0< p<Vr2—225 = psinfsing | |0<60 <7/
2z 0< <27 pcosf 0< <27
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Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gaul3 Ausfiihrung

(3a) Parametrisierung ® : R? O D — V C R? als z—Normalbereich:

T p p COS ¢ p 0<p<r
yl=2|p]=|psing], D=4 0<p<2rm
Z z Z z 0<z< /7’2—,02

Wir berechnen Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:
_ ] 0
9 COS psin
@’:M: sing  pcosp O —  det® =p
A(p, ¢, 2) 0 0 1

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

voly(V) = / @y 2 [ [det®ld(p.2)

| 2—p? r
?:i / / / ; pdzdpdp %)1[ / 2wp\/ 12 — p2dp
0=0J z=

HDI 2 2\3/2 _ 2T 3
Bl [ 3 (7” P ) L_o R
© Das Ergebnis ist unabhangig von der gewéahlten Parametrisierung!
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 Ausfihrung

(3b) Alternativ, Parametrisierung ®: D — V in Zylinderkoordinaten:

T P P COS P 0<z<r
yl|=@|¢|=|psing ], D=q|e||0<p<vir?—2z?
z z z z 0< <27

Jacobi—Matrix ®' und Funktionaldeterminante det ®' = p wie zuvor.
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

wa(V) = [ 1d@ys 2 [ @)

Fub 7‘2—2 IIDI 7'2—25
= / / / pdpdpdz / / 2rpdpdz
ClE BII
z=0 p= z=0
Vr2—z2
= / T [pz} dz = / m(r? — 2%) dz
I - p=0 2=0

HDI [ 2 23}7“ 2T 5
— mwI\rz—— e —_—r
Bl 3 1z=0 3

&) Das Ergebnis ist unabhangig von der gewéahlten Parametrisierung!
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gaul3 Ausfiihrung

(3c) Zum Vergleich, Parametrisierung ® : D — V in Kugelkoordinaten:

T 0 psin 6 cos ¢ p O<p<r
y|l =® 60| = | psinfsinp |, D= 0 0<6 <7/
2 © pcos b 0 0<¢p<2rm

Jacobi—Matrix ®" und Funktionaldeterminante det ® = p? sin 0:
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

wh(V) = [ 1ays 2 [ edlap.)
. /2 ,
(il / / / p?sinf de dd dp %l / / 2mp® sin @ df dp
g p 0J60= p= : p=0 J6=0
HDI 5 9 /2 d HDI " 9 2d
i 7T[ p? cos ]020 p i p-dp
HDI 2_7{ 3]’" _ 2_7TT3
ST Ll P R

& Das Ergebnis ist unabhéngig von der gewahlten Parametrisierung!
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 Ausfihrung

Aufgabe:

(4) Beschreiben Sie die Randflache S = 0V implizit / explizit wie in (2).

(5) Bestimmen Sie in jedem Randpunkt s den nach auf3en zeigenden
Einheitsnormalenvektor ngy (s) sowie dS je nach Parametrisierung.

(6) Berechnen Sie den Flacheninhalt volz(S) je nach Parametrisierung.
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewéahlten Parametrisierung?

(7) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes f(z,y, z) = (z,y, 2),
das Volumenintegral [;, div(f)d(z,y, z) und das Flussintegral [ f - dS.

© Diese Aufgabe bietet Gelegenheit, die bisherigen Integrations-
techniken zu wiederholen und die neuen Flachenintegrale einzulben.
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gaul3 Ausfiihrung

(4) Zur Halbkugel V' besteht die Randflache S = 0V = AU B aus
der aquatorialen Kreisscheibe A und der nordlichen Hemisphare B.

y

x p COS

. 0<p<r
_ 2 .2 & .2 _ <p<
A=< |y ]| |z+y*<r =< | psingy 0<p<or
( \U \ 0
( (
r 2 .2, .2 _ .2 p COS O<p=<r
B =« v +yzi8 -7 =< | psiny 0<¢<2r
[ \# - L\ 2 z=/12 - p?
( [pcosp 0<z<r ( [psin6 cos p p=r
= | psing | |p=vVr2—22} =< | psinfsiny 0<6<7h
\ z 0< <21 \ pcosf 0<p<2m

© Im Inneren des Kérpers haben wir drei Freiheitsgrade, z.B. p, 8, ¢,
auf der Randflache entsprechend nur noch zwei, z.B. 0, ¢.

Das entspricht dem Unterschied zwischen dreidimensionalen Kérpern
(Volumen) und zweidimensionalen Objekten (Flachen). Hinschauen!
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 Ausfihrung

(5a) In jedem Punkt s € A sehen wir die au3ere Einheitsnormale
nav(s) = (0,0,—1) (senkrecht auf A, Lange 1, aus V heraus).
Wir nutzen die Parametrisierung @ : D — A in Polarkoordinaten:

0 COS
_a(P) = : _)(r)Y| 0Zp=r
s@((p) pst)ngp : D{(@) OSSOSQW}'

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

T A WY S B L A NPT 0o 8
— = | SIn — = COS — X — =
0 0
(6a) Hieraus erhalten wir erneut den wohlbekannten Flacheninhalt:

Yaram @ @
volp(A) = / dA| "= / oo X 8_ / / pdpdp = mr?
A ap p=

) Die Formel fiir dA beinhaltet die 2d|m. Funktionaldeterminante.
Die Norm |d®| = p ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung .
Der Vektor d® steht senkrecht auf der Flache A, hier in V' hinein.
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gaul3 Ausfiihrung

(7a) Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Kreisscheibe A ist:

f(s)-dA "= /Df(<1>(p,<,0))°(—g—i><g—i) d(p, ¢)

p COS 0
= / psing [+ 0 | d(py) = 0
D 0 —p

© Anschauung: Das Feld f ist tangential zu A, daher f(s)-dA = 0.
(7) Das Vektorfeld f:R3 — R3 und seine Divergenz:

xr XT
flyv]l =1y — div(f)=1+1+1=3
4 <

© In diesem Beispiel ist div(f) konstant und daher das Integral
besonders leicht: Die Quellstarke von f auf dem Bereich V ist

/div(f) d(z,y,2) = /Sd(:c,y,z) = 3vol3(V) = 2mr.
% 1%

Wo flieBt dieser Uberschuss hin? Uber A sicher nicht! Also lber B. . .

sCcA
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 Ausfihrung

(5b) In jedem Punkt s € B sehen wir die &u3ere Einheitsnormale
nov(s) = s/|s| = s/r (senkrecht auf B, Lange 1, aus V' heraus).
Wir nutzen obige Parametrisierung ® : D — B in Polarkoordinaten:
5= (fp) - ( 22?552) . D= {(g) OOSSSOpSSQTW}.
re—p
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

oD CO8 P op [ PSY
5, = sin : 90 = p COS
T \ep/ =P v 0
2 2 2
o0 on (PSP
— X — = (pzsingp/\/ﬂp? _L@(fO)
P

Op Oy r2 — p2

& Dieser Normalenvektor zeigt nach auB3en, aber mit variabler Lange.
Die Norm |d®| ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung &.




Ausflhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 o125

Ausfihrung

(6b) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Hemisphare B:

o = [Jon= |22l

d(p, ¢
=

_ _ S22t 2
—/ ¢—oﬁd¢dp = 27r7“[ \/ T p]pzo 27r

(7b) Das Flussintegral des Vektorfeldes f tUber die Hemisphéare B ist:

Param od 0o
[ 1wean = [ p(@G)- (G0 % 5) i)

0 COS p? cosp/\/1?% — p?
:/ psing || p’sing/\/12 —p? | d
DAV = p? p

?”2

\
= ... .. = —d
/ D /Tz_pz

= 2mrs (wie 6b)

Ausfihrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 oh2e

Ausfuhrung

© Anschauung: Das Vektorfeld f steht tberall senkrecht auf B und hat
dort Lange r. Hieraus folgt das Flussintegral direkt und mihelos:

/ f+dB = f(s)+nay(s) |[dB| = / r|dB| = r - voly(B) = r - 272
B seB B

Bilanz zur Halbkugel V' und ihrer Randflache S = 0V = AU B:

2
volz(V) = /\dV| ; r /div(f) dV = 2713,
Vv
voly(A) :/\dA| 3 £(s)+dA =0,
A SEA
voly(B) = / dA| = 202, F(s)+dB = 2.
A seB

) Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von GauB:

/ div f(w)dV = [ f(s)-dS
veV seS
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gaul3 Ausfiihrung

© Wir kdnnen die Hemisphare B auf viele Weisen parametrisieren!
(5c) Alternativ die Parametrisierung ® : D — B in Zylinderkoordinaten:

2 _ 2
< — B zZ\ T2 Z2C98¢ D_ Z 0<z<r
— o) = ré —z2siny |, = o 0<p<2r("

Z
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

9P —z/\Vr? — 22 cosp 9P —V/r?2 — 22 sinp
— = | —z/Vr?2 —2z2sinyp |, - = Vr2 — 22 cos
0z | O 0

X = r2 — 22 sin = —P(z2,0)

I AN LT
0z 0Oy .

/\ Der Normalenvektor d® zeigt in V' hinein, Rechte-Hand-Regel.
Die Norm |d®| = r ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung .
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 Ausfihrung

(6¢) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Hemisphare B:

od 00
vola(B) = /B\dB\ — /D 5 oy d(z,¢) = /Drd(z,@)

T 27 T
= / / rdpdz = / orrdz = 2mr?
z=0 J p=0 z=0

(7c) Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Hemisphare B ist:
Param a¢ a¢
948 "= [ F@(0)- (57 x5 o)
V12 — 22 cos g —V1r?2 — 22 cosp
= / Vr2 —22singp |« | —Vr2 —22sinp | d(z,¢)
D

seB

z —Z

= . = /D—rzd(z,go) = —2m®  (wie 6c)

/A\ Der Normalenvektor d® zeigt in V' hinein; Rechte-Hand-Regel.
Der Flacheninhalt [|d®| ist von der Orientierung unabhangig.
Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gaul3 Ausfiihrung

©) Wir kdnnen die Hemisphare B auf viele Weisen parametrisieren!
(5d) Zum Vergleich schlie3lich in Kugelkoordinaten ®: D — B:

0 rsin 6 cos ¢ 0
S:(I)(): rsinfsingp |, Dz{()
y r cos 6 y

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

0<p<2n

ogegwm}

9 rcos@c'osgo 9% —r§in9sincp
% = | rcosfsiny |, a— = rsin @ cos
—rsinf ? 0
2 43 28
9% 9 r*sin” 6 cos
%Xa_: r2 sin? @ sin ¢ = rsinf - ®(6, )
¥ 72 sin @ cos 6

& Der Normalenvektor d® zeigt aus V heraus, Rechte-Hand-Regel.
Die Norm |d®| = r?sin § ist wie immer die Flachenverzerrung.
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Ausfuhrliches Beispiel zum Satz von Gauf3 Ausfihrung

(6d) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Hemisphare B:

volo (B /\dB| - / 0r 02

d(f = /rzsiné’d 0,
9 (0, ¢) i, (6, ¢)

/2 /2
/ / r?sinfdpdd = 27r? [COS 9] o = 2mr?
0 =

(7d) Das Flussintegral des Vektorfeldes f Uber die Hemisphare B ist:
od 09

[ swean = [ () (G5 50) d0.0)

rsin 6 cos ¢ r2 sin? 6 cos ¢
= / rsinfsing | - | r?sin?@sine | d(6, )
D r cos 0 2 sin @ cos 6

= / = /r3sin0d(9,g0) = 273 (wie 6d)
D

) Der Normalenvektor d® zeigt aus V heraus; Rechte-Hand-Regel.
Der Flacheninhalt [|d®| ist von der Orientierung unabhangig.
Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.
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Das Kreuzprodukt von Vektoren im R?

w Erinnerung: Das Kreuzprodukt
zweier Vektoren u, v € R3 ist

v
Ul V1 U2V3 — U3V
«
U2 X |v2 | = | ugvy —uivsg | .
u us U3 U1V9 — ULV

Der Vektor w = u x v steht senkrecht auf den Vektoren u, v.
Die Orientierung von (u, v, w) entspricht der Rechte-Hand-Regel.

Die Norm |w| ist der Flacheninhalt des von den Vektoren v und v
aufgespannten Parallelogramms, also |w| = |u| - |v| - sin <t(u, v).

Daher gilt w = 0 genau dann, wenn u und v linear abh&ngig sind, und
umgekehrt w # 0 genau dann, wenn u und v linear unabhangig sind.

Die Abbildung (u,v) — u x v ist antisymmetrisch, v x u = —(u x v),
und bilinear, also u x (av 4+ bv') = a(u X v) + b(u x v'), ebenso in w.

[ [ ] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §3.10.
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Tangentialvektoren und Flachenelemente

Ein parametrisiertes Flachenstuck ist eine stetig diff’bare Abbildung
®:R*DD — S CR3.

s = O(x,y)
Ty dx 9 Tody

(z,v)
e;dx <> eady

Am Punkt s = ®(z, y) heften die Tangentialvektoren

0P 0P
Ty := %(x,y) und 715 := 8—y($,y)

Der zugehorige Normalenvektor ist das Kreuzprodukt N = T x T5.
Der Flacheninhalt eines kleinen Flachenelements dS ist daher
od 0P

%(m,y) X a—y(w,y) dx dy

voly @([m,x—i—dx] X [y,y+dy]) ~
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Glatte Flachenst(icke Ausfiihrung

Hier sei der Definitionsbereich D C R? kompakt mit stiickweise glattem
Rand, z.B. ein Rechteck D = [a1,b1] X [a2, bo], €ine Kreisscheibe, etc.
Zur Vereinfachung werden wir D als zusammenhangend annehmen.
Die Abbildung ® : D — R? sei stetig diff’bar, wo nétig sogar zweimal.

Die Flachenparametrisierung ® : R? O D — R3 heiB3t regular, wenn sie
injektiv ist und 92 (z,y) x 52 (x,y) # 0 in jedem Punkt (z,y) € D erfillt.
Das Bild S = ®(D) C R? nennen wir dann ein glattes Flachenstiick.
Der Rand 9S := ®(9D) ist somit eine stiickweise glatte Kurve im R3.

Beispiel: Jede stetig diff'bare Funktion f:R? O D — R definiert
ein regulares Flachenstlick ® : D — R3 mit ®(z,y) = (z,y, f(z,7)).
Tangentialvektoren sind 9,® = (1,0, 0, f) und 0,® = (0,1, 9, f),
sie ergeben den Normalenvektor 0,® x 9,® = (=0, f, —0,f,1).

Beispiel: Sei ¢ : R? O D — R? injektiv und stetig diff’bar mit det ¢’ > 0.
Sei ®:R? D D — R? gegeben durch ®(x,y) = (¢1(x,y), v2(x,y), ).
Die Tangentialvektoren 9,® = (9,1, 0zp2,0), 9,® = (9yp1, Oyp2,0)
ergeben den senkrechten Normalenvektor 0,® x 9,® = (0,0, det ¢').
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Glatte FlaChenStUCke Ausfuhrung

Regulare Parametrisierungen haben besonders gute geometrische
Eigenschaften und entsprechen unserer Anschauung: Die Regularitat
stellt sicher, dass die Bildmenge S = ®(D) C R? eine glatte Flache ist.

Die Forderung 9,® x 9,® # 0 bedeutet, dass die Tangentialvektoren
0,® und 0, linear unabhangig sind, also eine Tangentialebene an S
aufspannen, und somit .S tGberall eine eindeutige Normalenrichtung hat.

Diese Forderung ist streng, in vielen Rechnungen genugt weniger:
Wir nennen ® semiregulir, wenn & reguldr auf dem Inneren D ist.
Wir fordern Injektivitat und 0,® x 9,® # 0 dann nur im Inneren D,

auf dem Rand 0D benotigen und fordern wir dies dann nicht mehr.

Aufgabe: In der vorigen Aufgabe nutzen wir drei Parametrisierungen der
Hemisphare. Welche sind regular? Welche sind semiregular?

Losung: Keine ist reguléar: (5b) ist injektiv, aber auf 0D divergiert 0,®.
Anschaulich plausibel: Die Flachenverzerrung wird hier beliebig grof3.
Hingegen sind (5¢) und (5d) stetig diff’bar, aber auf 0D nicht injektiv.
© Alle drei sind jedoch semiregulér, und das genligt zur Integration!
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Differenzierbarkeit und Knicke Ausfihrung

Aufgabe: Uber dem Quadrat D = [—1,1] x [—1, 1] liegt der Graph
S={(z,y,2) eR*||z| <1, [y <1, 2=yl }.

Skizzieren Sie S und geben Sie eine stetige Bijektion ®: D — S an.
und stetig differenzierbar? Wird S C R3 somit zu einer glatten Flache?

G206

Differenzierbarkeit und Knicke Ausfiihrung

Losung: Die Flache S kann C°—parametrisiert werden, etwa durch
U:R2DD S SCRP mit U(z,y)=(z vy, |yl).

Dies ist eine Bijektion von D auf S, aber nicht differenzierbar (in y = 0).
Die Flache S kann ebenso C'—parametrisiert werden, etwa durch

®:R°DD % SCRY mit &(x,t) = (=, tt], t7).

Auch @ ist eine Bijektion des Definitionsbereichs D auf die Flache S.
Sie ist offensichtlich stetig und zudem stetig differenzierbar mit

oo _ () oo _(p) oo oe (9
ox ot ot Oox Ot 2]

Der Tangentialvektor %—f verschwindet fur ¢ = 0, entlang der z—Achse.

/\ Erstaunlich: Ein stetig differenzierbar parametrisiertes Flachenstiick
®:R? O D — S kann also, wie hier gesehen, durchaus Knicke haben!

© Glattheit verlangt tiberall linear unabhéngige Tangentialvektoren!

o O =
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Differenzierbarkeit und Ecken Ausfiihrung

Aufgabe: Uber dem Quadrat D = [—1,1] x [—1, 1] liegt der Graph
S={(z,y,2) eR?*| x| <1, |y| <1, z =[] + ]yl }.

Skizzieren Sie S und geben Sie eine stetige Bijektion ®: D — S an.
und stetig differenzierbar? Wird S C R3 somit zu einer glatten Flache?

== =

i
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Differenzierbarkeit und Ecken Ausfiihrung

Losung: Die Flache S kann C%—parametrisiert werden, etwa durch
U:R2DD - SCR mit U(z,y)= (=, v, |z|+y).

Die Flache S kann ebenso C'—parametrisiert werden, etwa durch
®:R2DD—SCR> mit U(s,t)=(s|s|, t|t], s*+t%).

Dies ist eine Bijektion des Definitionsbereichs D auf die Flache S.
Sie ist offensichtlich stetig und zudem stetig differenzierbar mit

oo (2N ae [0 oo oo [Tl
> 25 2t iy +4|st|

Der Tangentialvektor %—f verschwindet fir s = 0, entlang der y—Achse.
Der Tangentialvektor %—‘f verschwindet fur ¢t = 0, entlang der x—Achse.

/\ Erstaunlich: Ein stetig differenzierbar parametrisiertes Flachenstiick
®:R? D D — S C R? kann durchaus Knicke und sogar Ecken haben!

© Glattheit verlangt tiberall linear unabhéngige Tangentialvektoren!




Integration Uber parametrisierte Flachenstlicke o

Weiterhin sei ®:R? O D — S C R? ein parametrisiertes Flachenstiick.
FUr das vektorielle bzw. skalare Flachenelement schreiben wir

od 0P od 0P
d(z,y).

o= (| —— - b - __
do (09&' X ay)d(aj,y) und |d®| = 5 9

Der Flacheninhalt des parametrisierten Flachensticks @ ist

/|d<I>] / 0P 0P
)eD

5. (&y) % y —(z,y)
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R3 O S — R ist

V012

i

od
g |d®| :=/ g(®(z,y)
/D (z,y)€D ( ) oz

(z,y) %

0P

oy

(2.9)| d(z,1).

Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 O S — R3 ist

0P

0P

[ rrae= | (@)

5 (= y)Xa—y(ﬂ:,y)>d(w,y>-

G210
Erlauterung

Integration Uber parametrisierte Flachensticke

Links steht die bequeme Kurzschreibweise, rechts steht, wie Sie dies
explizit ausrechnen mit dem Flachenelement d® = (0, ® x 9,®) d(x, y):

Das Flachenelement d® = n |d®| steht fir ein kleines Flachenstlck;
sein Flacheninhalt ist |d®|, der Vektor n steht senkrecht zur Flache.
So kommen wir, wie oben erklart, von der Geometrie zum Integral.

Einfachstes Beispiel fir ein Flachenintegral ist der Flacheninhalt
[1d®|: Anschaulich summiert dieses Integral alle Flachenelemente.

Allgemein ist das Integral [, g|d®| ein durch g: S — R gewichteter
Flacheninhalt. Wir kbnnen uns ¢ als Massendichte vorstellen (Masse pro
Flache); das Flachenintegral Gber S ergibt so die Gesamtmasse auf S.

Das Flussintegral [, f - d® misst, wieviel f durch @ flieBt: Der Vektor
d® steht senkrecht zur Flache, somit ist das Skalarprodukt f - d® der

normale Anteil von f senkrecht zur Flache. Sind f und d® parallel, so
multipliziert man die Lange |f| mit |d®|. Im Allgemeinen sind f und d®
nicht parallel; es zahlt dann nur der Anteil von f in Normalenrichtung:

Die oben erklarte Zerlegung d® = n |[d®| ergibt f +d® = (f - n) |dD|.




. . . e - G211
Orientierungsumkehr einer parametrisierten Flache Ausfiihrung

Flachenintegrale formulieren wir wie oben zunachst flr parametrisierte
Flachenstiicke ® : R? O D — R3. Wir wollen nun nachrechnen, dass sie
invariant sind unter (orientierungstreuer) Umparametrisierung.

Beispiel: Zur Parametrisierung ® : D — R3 erhalten wir die umgekehrte
Parametrisierung ® : D — R? durch Vertauschung der Variablen:

D={(z,y) eR*|(y,z) € D}

®:D R mit ®(x,y) = d(y, )
Beide parametrisieren dieselbe Menge S = ®(D) = ®(D), aber mit
umgekehrter Orientierung: Das Kreuzprodukt wechselt sein Vorzeichen!

Flachenintegrale bleiben bei Orientierungsumkehr unverandert:

/_g|d<i>|:/g\d<1>|
D D

Flussintegrale hingegen wechseln das Vorzeichen:

/Df-dci:—/Df-d@.

Orientierungsumkehr einer parametrisierten Flache Ausfiihrung

Als Beispiel betrachten wir Kugelkoordinaten ®:R? D D — S C R3:

rsin @ cos
<0<
@(9>: rsinfsine |, DZ{(9> %_<0_<7T2/2}
y 7 cos 6 ? =¥ =47

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

9% 9 r cos 6 cos ¢ —rsinfsin @ 2 sin? 6 cos
%Xﬁ_: rcosfsinp | X | rsinfcosp | = r2sin2ﬁsing0
© _rsinf 0 72 sin 6 cos

Durch Vertauschung erhalten wir :R? O D — S C R3? mit

rsin 6 cos
®(£>: rsinfsinp |, Dz{(?)

r cos 6

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind nun

9% 0d —rsinfsin @ r cos 6 cos ¢ r2 sin? 0 cos ¢

— X — = | rsinfcosy | x | rcosfsing | = — [ r?sin®fsiny

O 00 0 —rsinf r2sin 6 cos @




. . G213
Invarianz unter Umparametrisierung Ausfihrung

Wir wollen verschiedene Parametrisierungen :R* > D — S C R® und
®:R? O D — S C R3 derselben Flache S miteinander vergleichen.

Eine Umparametrisierung ist eine stetige Bijektion H: D — D.
Far eine regulare Umparametrisierung verlangen wir zudem,
dass sowohl H als auch H~': D — D stetig differenzierbar sind.

Wir nennen ®: D — R3 und & : D — R? &quivalent vermoge einer
Umparametrisierung H, wenn ® = ® o H gilt, also ® o H~ ! = ®.

Satz G2A: Transformationssatz fur Flachenintegrale

Aquivalente Flachenparametrisierungen ® = ® o H haben dieselbe
Bildmenge S = ®(D) = ®(D) und denselben Flacheninhalt. Es gilt

DD X 0y® = (1P x 0y®) o H - det H'.

Daher sind Flachenintegrale invariant unter Umparametrisierung:

/9|di’\=/g\dq>!, /f-di):Sign(detH’)/f-dCD
D D D D
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Invarianz unter Umparametrisierung Ausfilhrung

Aufgabe: Rechnen Sie dies nach mit Hilfe des Transformationssatzes!
Nachrechnen der ersten Koordinate von 8;® x 8,® dank Kettenregel:
(01D x Do®); = 01Dy - DoP3 — O P3 - Dy Py
= 01(P20 H) - 02(P30 H) — 01(P30 H) - O2(P20 H)

= +(01®20 H - 01Hy + 092 0 H - 01 H>)
- (01®30 H - 2 Hy + 02P3 0 H - 02 H>)

— (01P3 0 H - 01Hy + 02P3 0 H - 01 Hy)
- (01®20 H - 2 Hy + 92P9 0 H - 02 H>)

— (61(1)2 : 62@3 - (91(1)3 . 62(132) oH
- (O1Hy - O2Hy — OoHy - D1 Hy)

= (01® x 02®)1 0 H - det H'

Gleiches gilt fir die Koordinaten (8;® x 9,®)2 und (819 x 92P)s.
Hieraus folgt die Behauptung 01 ® x 02® = (01D x 92P) o H - det H'.
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Invarianz unter Umparametrisierung Ausfohrung

Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R3 O S — R iiber ® = & o H:

[ g|dd| L [<goi>>-|ali>xazi>\d<zz,g>
D

[|

/(go BoH)-(|1® x 9B o H) - |det H'| d(#, §)
D

(8]

/ (g0®) - |01 x D d(x,y) 2 / g|do|
D D

Gleichungen (1) und (4) sind die Definition des Flachenintegrals
beziglich ® und @, (2) folgt aus der Kettenregel wie oben erklart,
und (3) ist der Transformationssatz C2B angewendet auf H : D — D.

&) Zur Berechnung des Integrals miissen wir eine Parametrisierung
wahlen, doch das Ergebnis ist von dieser willkirlich Wahl unabhangig.
Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.

) Statt Regularitat der gesamten Umparametrisierung H : D — D
genugt es, dies im Inneren zu fordern: Dank voly(0D) = voly(0D) = 0
tragen die Rander nichts zu den Flachenintegralen bei, siehe Satz C2B.
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Invarianz unter Umparametrisierung Ausfihrung

Flussintegral eines Vektorfeldes f:R? D S — R3 {iber ® = ® o H:

/ﬁf-di) ® [<fo&>‘81&>x62&>>d(f,g)

D

||'u

/D<fo<I>oH (01 % 0,2) 0 H ) - det H' (i, 7)

||Lu

sign (det H’)/ (fod|ai®x a0 )d(e.y)

D

1=

sign(det H') / fed®
D

/\ Das hier auftretende Vorzeichen sign(det H') = £1 gilt, je nachdem
ob die Parametrisierungen ® und ¢ gleichsinnig oder gegensinnig sind.

&) Das Ergebnis ist ansonsten von der Parametrisierung unabhéngig.
Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.

&) Statt Regularitat der gesamten Umparametrisierung H : D — D
genugt es, dies im Inneren zu fordern: Dank voly(0D) = voly(0D) =0
tragen die Rander nichts zu den Flachenintegralen bei, siehe Satz C2B.
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Kugelsegment und Kugelkappe Ausfilhrung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie zu 0 < h < r das Kugelsegment
V:{(:U,y,z)ERg‘$2+y2+z2§r2, r—h<z<r}

(2) Beschreiben Sie den Koérper V' explizit durch Parametrisierungen
in Zylinderkoordinaten sowie als Normalbereich in z—Richtung.

(3) Berechnen Sie den Rauminhalt vol3(V') je nach Parametrisierung.
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

(4) Beschreiben Sie ebenso explizit wie in (2) die Kugelkappe
S={(z,y,2) ER3}x2+y2—|—z2:r2, r—h<z<r}

(5) Bestimmen Sie in jedem Punkt s € S den nach auf3en zeigenden
Einheitsnormalenvektor n(s) sowie d.S je nach Parametrisierung.

(6) Berechnen Sie den Flacheninhalt volz(S) je nach Parametrisierung.
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

© Diese Aufgaben bieten Gelegenheit, die bisherigen Volumen-
Integrale zu wiederholen und die neuen Flachenintegrale einzutben.
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Kugelsegment und Kugelkappe Ausfilhrung
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Volumen eines Kugelsegments

Ausfihrung

(2) Der Korper V ist implizit durch Un/Gleichungen gegeben:

P COS @ r—h<z<r
V= psing | |0 <p<Vr2— 22
z 0<p<2m

Wir kdnnen ihn ebenso als Normalbereich in z—Richtung beschreiben:

p COS ¢ 0<p<a
V= psinp | [r—h<z</r2—p2
z 0< p< 27

& Das Ergebnis ist unabhéngig von der gewahlten Parametrisierung:
Jede andere Parametrisierungen geht evil. einen anderen Rechenweg,
endet aber beim selben Ergebnis. Wir wahlen geschickte Parameter!
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Volumen eines Kugelsegments

Ausfuhrung

(3a) Parametrisierung @ : D — V in Zylinderkoordinaten:

x 0 0 COS p r—h<z<r
y| =2 e =|psing], D=q|ev] |0<p<VrE-22
Z z z z 0< <27

Jacobi—Matrix ®' und Funktionaldeterminante det ®' = p wie zuvor.
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

wa(V) = [1desn 2 [ ed|dpe:)

. r Vr2—z2  p2r - T Vr2—z2
= /_ h/— /_ pdpdpdz = /_ /_ 2rpdpdz

z=r—h J p=0 p=0 z=r—h J p=0

T Vr2—2z2 r

= 7| p? dz = m(r? — 2%) dz
B11 —

z=r—h p=0 z=r—h

3

HDI 2 Z_]r _ h2( _ E)
Bl n [T c 3 lz=r—h " g 3

©) Ist das plausibel? Das Ergebnis stimmt zumindest fiir h = 0, r, 2r.
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Volumen eines Kugelsegments Ausfiihrung

© Wir kdnnen den Koérper V' auf viele Weisen parametrisieren!
(3b) Alternativ, Parametrisierung ® : D — V als z—Normalbereich:

x P p COS P 0<p<a
y|l=® || =|psinp|, D= © 0<¢<2m
z z z Z r—h<z<\/r2—p?

Jacobi—Matrix ®' und Funktionaldeterminante det ®' = p wie zuvor.
Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

wa(V) = [1dpz) 2 [ edldpes =

C2B

/ / / Ve pdzdedp = / = th(r—ﬁ)
=0 J 2= 3

) Das Ergebnis ist unabhéngig von der gewahlten Parametrisierung!
Jede:r darf den eigenen Rechenweg wahlen: sorgfaltig und korrekt,
und nach Mdoglichkeit auch geschickt und bequem.
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Flacheninhalt der Kugelkappe Ausfiihrung

(4) Die Kugelkappe S ist implizit durch Un/Gleichungen gegeben:

22 + 42 + 22 = 12

5= r—h<z<r

z

Wir konnen S explizit in Zylinderkoordinaten parametrisieren:

pcosp\ |[r—h<z<r
S = psin @ 0= \Vr2— 22
2z

0<¢p<2n
Wir kénnen S ebenso als Graph einer Funktion f(z,y) beschreiben:

0 COS 0<p<a
S = psing | | 2 =+/r2— p?
z 0<p <27

© Im Inneren des Koérpers haben wir drei Freiheitsgrade, z.B. z, p, ¢,
auf der Randflache entsprechend nur noch zwei, z.B. z, ¢ oder p, ¢.
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Flacheninhalt der Kugelkappe Ausfiihrung

(5a) Parametrisierung ®:R? O D — S C R3 in Zylinderkoordinaten:

Vr2 — 22 cosp
s=d (") = r2 — 22 sing D=¢("
© 3 ’ © 0<¢p<2rm

r—hgzgr}

Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

9% —z/\Vr? — 22 cosp 9% —V12 — 22 sinp
— = | —2/Vr?2 —22singp |, — = Vr2—22 cosyp
0z ! O 0

9% 9D —V/r?2 — 22 cosp

— X m— = | —Vr2—22siny = —®(z,9)

0z  Op .

/\ Der Normalenvektor d® zeigt in V' hinein, Rechte-Hand-Regel.
Die Norm |d®| = r ist die Flachenverzerrung der Parametrisierung ®.
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Flacheninhalt der Kugelkappe Ausfiihrung

(6a) Hieraus erhalten wir den Flacheninhalt der Kugelkappe S:

o0 0P
VOlQ(S) = /S|dS| — /D 5 X % d(Z,QO) — LTd(Z,@)

r 2T T
= / / rdedz = / 2rrdz = 2nrh
z=r—h J p=0 z=r—h

© Das ist eine bemerkenswert einfache Formel! Ist Sie plausibel?
Das Ergebnis stimmt zumindest fir h = 0, r, 2r (Hemi-/Sphare).

& Das Ergebnis ist unabhangig von der gewahlten Parametrisierung:
Jede andere Parametrisierungen geht evil. einen anderen Rechenweg,
endet aber beim selben Ergebnis. Wir wahlen geschickte Parameter!

& Den Spezialfall der Hemisphare haben wir oben schon gerechnet
[G127]. Statt Gber 0 < z < r integrieren wir nur Uberr — h < z < 7.

Die alternativen Rechnungen (5b,6b) in der zweiten Parametrisierung
fuhre ich hier nicht aus. Sie verlaufen wie oben flr die Hemisphare
vorgeflhrt [Gi124: Statt Gber 0 < p < r integrieren wir nur tber 0 < p < a.
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Ubung

Volltorus und Torusflache

Aufgabe: Sei 0 < r < R. Wir betrachten den Volltorus V' mit

(R+ psin®) cos ¢ 0<p<r
V= (R + psinf)sin p 0<60<2rm
pcosf 0< <27

(1) Parametrisieren Sie die Torusflache T' = 0V und skizzieren Sie
die Teilflache 7" C T fir die Werte Z < o < 27 und 0 < 0 < In.

(2) Bestimmen Sie den Flacheninhalt voly(7T") der Torusflache T'.

G226
Ubung

Volltorus und Torusflache

Losung:

Flr p = 0 erhalten wir die blaue Kreislinie K vom Radius R, und der
Volltorus V' besteht aus allen Punkien mit Abstand hochstens r zu K.
© Im Sonderfall R = 0 und » > 0 erhalten wir Kugelkoordinaten.

Die Randflache T' = 0V des Volltorus erhalten wir fir p = r:
(R + rsinf)cos ¢ 0<0<2m

T =0V = (R4 rsinf)sin ¢ 0<op<or
r cos 6
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Flacheninhalt der Torusflache Clowng

© Im Inneren des Kérpers haben wir drei Freiheitsgrade, hier p, 6, ¢,
auf der Randflache {p = r} entsprechend nur noch zwei, hier 6, ¢.

(2) Parametrisierung ® : R? O D — T C R3 in Toruskoordinaten:

x (R + rsinf)cos ¢ 9 9
y| = (R+rsinfd)siny —<I><>, D_{(ng)

z rcos 6 ¥

0<6<2r
0<p<2m

& Wir parametrisieren hier die gesamte Torusflache. Wenn die
Problemstellung anderes verlangt dann passen Sie die Parameter
entsprechend an, etwa 7 < ¢ < <3 smund 0 <6 < 1T 17 in obiger Skizze.

Tangentialvektoren, Normalenvektor, Flachenelement.

1 cos f cos —(R + rsinf) sin ¢
0P ) 0P :
— = | rcosfsiny |, = (R—I—rsm@)cosgo —
00 : Ao
—7rsinf
R+ rsinf)sin cos ¢
) ) r(
g—exg—: r(R+ rsinf)sinfsing |, ‘—x— =7r(R + rsinf)
14 r(R+ rsinf)cosf
Flacheninhalt der Torusflache Onung

Das Flachenelement |d®| = r(R + rsin #) misst die durch ¢ bewirkte
Flachenverzerrung. lhre Berechnung ist hier etwas langlich, aber leicht.

Hiermit berechnen wir den Flacheninhalt:

volo(T) = / dd| = / 00 00
(0,p)ED

59 (0, %) X 5-(0,0)| d(B, ¢)
= / / r(R+ rsinf)dedd
CIlE 9 o=

= 27r/ r(R+ rsinf)dé
0=0

B11

HDI
= 2mr - 2R

Bl1

© Dies illustriert die Guldinsche Flachenregel G2B
fur die Mantelflache M eines Rotationskorpers:

vola (M) = voly (I') - 2m d(T)
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Volumen des Volltorus Flaurs

Aufgabe: (3) Bestimmen Sie das Volumen vols (V') des Volltorus.
Hierzu mUssen Sie flr V' zunachst geeignete Koordinaten wahlen.
Hinweis und Prazisierung: Wéahlen Sie zunachst Toruskoordinaten.

Losung: Parametrisierung ® : R? O D — V C R? in Toruskoordinaten:

x (R + psinf)cos ¢ p p 0<p<r
y|l = (R+psinf)sinp | = (0|, D= 0 0<6<2r
z pcos 6 © v) 10< <27

Jacobi—Matrix ®’ und Funktionaldeterminante det ®’:

o(z,y, ) sinfcosp pcosfcosp —(R+ psinf)sing
CID’:a’—;J’: sinfsingp pcosfsing (R + psinf)cosp
(0,9, ) cos f —psin 6 0

det® = ... .. = p(R+psinf)  (plausibel, rechtshéndig)

Diese Determinante misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Rechnen Sie diese Determinante zur Ubung sorgfaltig aus.
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Volumen des Volltorus Obung

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

voly(V) 2 / Ld(z,y,2) = / det @ d(p, 0, ¢)

= / / / p(R+ psinf)dpdfdp
ClE O— (10_0

HDI

B11

21 /
= 42 /
p:

/ (R+ psinf)dfdp
0=

pRdp

B11 0

HDI
2 . 2R

B11

© Dies illustriert die Guldinsche Volumenregel G2B
fir den Rauminhalt eines Rotationskorpers K.

volz(K) = vola(A) - 2w d(A)
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Volumen des Volltorus Ausfiihrung

Aufgabe: (4) Parametrisieren Sie den Volltorus in Zylinderkoordinaten.
Bestimmen Sie so erneut das Volumen vols (V') des Volltorus und
vergleichen Sie das Ergebnis mit der vorigen Rechnung aus (3).

Losung: Die Parametrisierung @ :R? O D — V C R3 ist nun:

x p 0 COS (P
y|l=2|¢|=|psine|,
z z z
p —r<z<r
D = %) 0< p <27
2 —Vr2 —22<p< R+ +vVr2— 22

Jacobi—Matrix ®' und Funktionaldeterminante det ®' = p wie immer.

Die Determinante misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Ihre Berechnung ist hier besonders leicht und wohlbekannt von Polar-
und Zylinderkoordinaten. Daflr ist die Integration etwas langer.
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Volumen des Volltorus Ausfiihrung

Volumenberechnung dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

volg(V) = /1d(x y,z) = /|det<1>\d(p,so, z)

. R+Vr2—22  por
= / / / p dpdpdz
i —r R—V12—22 Jp=0

HDI Rtvre—z2
= 27‘(’/ / p dpdz
—r R—V/r?2—22

HDI " RA-Vr?—z2
2
= T {p ] dz
JUR— p=R—+/r?—22

— 7r/ AR/ 1?2 — 22dz

HDI
=2 2R - wr?

Bl1

© Dies illustriert die Guldinsche Volumenregel G2B.




Guldinsche Regeln flr Rotationskorper 6238

Die folgenden Rechenregeln sind besonders einfach und haufig natzlich.
Sie sind benannt nach Paul Guldin (1577-1643), waren aber bereits in
der Antike bekannt, etwa Pappos von Alexandria (um 300 n. Chr.).

Satz G2B: Guldinsche Regeln flr Rotationskorper

Der Korper R C R? entstehe durch Rotation einer ebenen Flache A um
eine disjunkte Achse in derselben Ebene. Fir sein Volumen gilt dann:

V013(R) = VOIQ(A) - 2T d(A)

Hierbei ist vols(A) der Flacheninhalt der rotierten Flache A
und d(A) der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.

Die Mantelflache M = OR hat den Flacheninhalt
vola(M) = voly (T') - 2w d(T").

Hierbei ist vol; (I") die Lange der rotierten Randkurve I' = 0 A
und d(I') der Abstand ihres Schwerpunktes zur Drehachse.
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Guldinsche Regeln fir Rotationskdrper Ausfihrung

Aufgabe: Parametrisieren Sie R und M in Zylinderkoordinaten und
beweisen Sie die Guldinschen Regeln durch explizites Nachrechnen.

Nachrechnen der Guldinschen Volumenformel:
Wir parametrisieren den Korper R durch ®:[0,27] x A — R3 mit

€T T COS —7sin Ccos 0

yl =2 f = rsin:j M: rcosgpgp sin:j 0
’ (e, 2)

z z 0 0 1

Die Funktionaldeterminante ist det ®’ = —r und das Volumen somit

vols(R / / rded(r, z) = 277/ rd(r, z).
(r,z)eA J = (r,z)eA

Der Abstand des Flachenschwerpunkts von der Drehachse ist
)
rd(r, z).
vola(A) Jir2)ea (r.2)
Daraus erhalten wir die Guldinsche Volumenformel:
VOlg(R) = VOlQ(A) - 2T d(A)

N

d(A) =
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Guldinsche Regeln fur Rotationskdrper Ausfilhrung

Nachrechnen der Guldinschen Flachenformel:
Die Kurve I' C R+ x R parametrisieren wir durch einen Weg

vila, b = Roo xR, 4(t) = (r(t), 2(2))

Die rotierte Mantelflache M parametrisieren wir durch

®:D = [0,27] x [a,b] — R3, o (f) = (r(t singp) :

9% —r(t) sin ¢ 9% r’/(t) Co8
90 T(t)gow : rrial (Z)/(S;)nso :
r(t)z'(t) cos ¢
0% 0P '(t) sin oe 92| _ r r! 4

G236

Guldinsche Regeln fir Rotationskdrper Ausfihrung

Als Flacheninhalt der Mantelflache M erhalten wir:

vola(M) = /D 4| = /( TV P At

— / 2_7; /:ar(t) [dy(t)|dp = 27 /:ar(t) |dy ()]

Der Abstand des Kurvenschwerpunkts von der Drehachse ist

b
i) = s [ O 0]

=a

Daraus erhalten wir die Guldinsche Flachenformel:
volg (M) = voly (T') - 2m d(T).

) Besonders einfach werden die Guldinschen Regeln, wenn A und I’
symmetrisch sind, wie etwa der Kreis (G225) oder die Herzkurve (G425),
bezlglich einer Achse im Abstand d parallel zur Rotationsachse.
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Volltorus und Torusflache Beispiel

Aufgabe: Bestimmen Sie mit den Guldinschen Regeln das Volumen
vols (V') des Volltorus sowie den Flacheninhalt voly(7") der Torusflache.

Losung: (1) Mit voly(A) = mr? und d(A) = R gilt

volg(V) = voly(A) - 2w d(A) = 7r? - 27 R = 27°r*R
(2) Mit vol; (T') = 27r und d(A) = R gilt

voly(T) = voly (') - 2w d(I") = 277 - 20 R = 4n*rR

Sei I' die Kreislinie vom Radius » um (R, 0,0) in der z—2—Ebene.
Diese rotieren wir um die z—Achse und erhalten die Torusflache T'.
Die Kurve I hat La&nge 27r und den Schwerpunkt (R, 0,0).

Somit hat die Torusflache T den Flacheninhalt voly(T) = 472rR.

Die von I' berandete Kreisflache A hat den Flacheninhalt 772,
Ihr Schwerpunkt ist der Kreismittelpunkt, also ebenfalls (R, 0,0).
Somit hat der Volltorus V' den Rauminhalt vol3(V) = 27%r2R.

) So kann man sich Torusvolumen und Flacheninhalt leicht merken!

G238

Gerader Kegel und Kegelstumpf Ausfihrung

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen eines geraden Kegels bzw.
eines Kegelstumpfes sowie den Flacheninhalt seiner Mantelflache.

Losung: Dank der Guldinschen Flachenformel finden wir:

voly(M) = mrv/h2 +712  bzw. voly(M) = 7(rg 4+ 11)\/h2 + (11 — 10)2
Dank der Guldinschen Volumenformel und Erganzung finden wir:

1
vol3(R) = §hr : 2#% = ghrg bzw. vol3(R) = gh(r% + rirg + 12)
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Vollkugel und Kugelflache Ausfiihrung

A A

\
4

~N

Aufgabe: Sei (0, a) der Schwerpunkt der Halbkreisflache
A:{(x,y)€R2’x2—l—y2§7“2, y >0}

und (0, b) der Schwerpunkt der Halbkreislinie
F:{(x,y)ERz‘szry?:rQ, y>0}.

Berechnen Sie diese (1) mit Guldin sowie (2) direkt durch Integration.

Losung: (1) Aus voly(A) = Zr? und voly (I') = 7r folgt dank Guldin:

! 4 4 . 4
grz 2ma = §7T7“3 — a = 3—7T7’ wobei 3—7T ~ 0.42441
. 2 . 2
mr - 2mh = 4mr? S b=>r wobei = ~0.63662
7T T
- G240
Vollkugel und Kugelflache Ausfilhrung

(2) Zum Vergleich berechnen wir die beiden Schwerpunkte direkt durch
Integration und nutzen Polarkoordinaten. (Fir A kdnnen wir alternativ
auch die Greensche Schwerpunktformel nutzen, siehe E305.)

avoly(A) = / yd(z,y) i% / / psiny - pdedp
(z,y)€A - Jp=0Jp=0
r 3
2 T P 2 3
/p—O ’ [ o 90} =0 P 3 1p=0 BT
bvoli(I') = / ydl’ ]:%” / rsing - rde
(z,y)€T 7 Je=0
= 72 [— coS go] = 22
=0

Daraus erhalten wir erneut die Koordinaten a = 3%7“ und b = 2r.

© Die Guldinschen Regeln kénnen wir in beide Richtungen lesen:
Sobald wir zwei der drei Gro3en kennen, erhalten wir daraus die dritte.




Stlckweise glatte Flachen G301

Glatte Flachen sind schén, aber oft zu restriktiv. Typisches Beispiel und
Modell ist die Oberflache eines Quaders Q = [a1, b1] X [ag, b2] X [as, bs].

| Die Oberflache eines Quaders.
} Dies ist eine stiickweise glatte Fliche S = 0Q) C R3,

zusammengesetzt aus sechs regulidren Flachenstiicken.
P R o Sie hat keinen Rand, geschrieben 9S = (), und ist
' orientierbar durch die nach aulen zeigende Normale.

['=05 Die Quaderflache ohne Deckel.

‘ Diese Teilfliche S’ C S ldsst sich zusammensetzen aus
| ) fiinf reguldren Flidchenstiicken. Sie ist orientierbar durch
| S die nach auBen zeigende Normale. Ihre Randkurve

,L - 7{ 77777777777 - I' = 05’ sind die vier Kanten des oben entstehenden
Rechtecks mit der gezeigten positiven Orientierung.

Rechte-Hand-Regel: Die Orientierung der Flache S definiert
eine zugehorige positive Orientierung der Randkurve I' = 95.

G302

Stlckweise glatte Flachen Ausfilhrung

Eine Teilmenge S C R3 nennen wir stiickweise glatte Flache, wenn es
glatte Flachenstiicke S, ..., S, C R3 gibt, sodass S = S, U --- U S}, qilt.

Wie im obigen Modell verlangen wir dabei geometrische Vorkehrungen:
Die Flachenstiicke schneiden sich héchstens langs ihrer Randkurven.
Im Inneren jeder Kante schneiden sich hochstens zwei Flachenstlcke.
Nur in Eckpunkten konnen mehrere Flachenstlicke zusammenstol3en.

Innere Kanten treten also stets doppelt auf und heben sich auf.
Die verbleibenden einzelnen Kanten bilden den Rand 05S.

Im Falle 95 = () nennen wir die Flache S geschlossen.

Jede geschlossene Flache ist kompakt und ohne Rand.

Ein Orientierung von S besteht aus Orientierungen der Flachenstlicke
S1, ..., S, die wie gezeigt in gemeinsamen Kanten gegenlaufig sind.

Dies definiert die Orientierung des Randes 05 im Satz von Stokes:
Beim Zusammensetzen einer stickweise glatten Flache heben sich
innere Kanten paarweise auf, denn sie sind gegenlaufig orientiert.
Es bleibt die positiv orientierte Randkurve I' = 05.




Stlckweise glatte Flachen

G303

-

Eine Hemisphare.

Die Hemisphire ldsst sich als ein regulires Fldchenstiick
parametrisieren, zum Beispiel durch stereographische
Projektion vom Siidpol auf die Aquatorebene.

Die Hemisphire ist orientierbar durch die nach au3en
zeigende Normale. Sie hat den Aquator als Rand, und die
Rechte-Hand-Regel definiert seine Orientierung.

Die Oberflache einer Kugel.

Die Sphire S lésst sich nicht als ein einziges regulires
Fliachenstiick parametrisieren, aber sie ldsst sich aus zwei
regulédren Flichenstiicken zusammensetzen, z.B. aus zwei
Hemisphéren. Sie ist orientierbar durch die nach au3en
zeigende Normale. Sie hat keinen Rand, 8.5 = ().

Dies nennen wir eine ,,geschlossene Fliche*:
Die Sphire ist kompakt und ohne Rand.

Stlckweise glatte Flachen

G304

Der Mantel eines Zylinders.

Der Zylindermantel ist ein regulidres Flachenstiick,
zum Beispiel parametrisiert durch einen Kreisring.
Er lasst sich ebenso durch zwei Rechtecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Zylindermantel ist orientierbar durch die nach au3en
zeigende Normale. Er hat zwei Kreislinien als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierungen.

Der Mantel eines Kegels.

Der Kegelmantel ldsst sich durch zwei Dreiecke regulir
parametrisieren, wie in der Skizze angedeutet.

Der Kegelmantel ist orientierbar durch die nach auflen
zeigende Normale. Er hat eine Kreislinie als Rand, und
die Rechte-Hand-Regel definiert ihre Orientierung.




Das Mobius—Band ist nicht orientierbar. G305

Es gibt auch nicht-orientierbare Flachen. Hier das einfachste Beispiel:

(3 + rsin £)cos

f)
2 0< <2
_ CAgE Ses
M = (3—|—7“81n2(p)81n<p l<r<i
r COS &

2
/\ Auf solche Flachen lasst sich der Satz von Stokes nicht anwenden!

G306

Das Mobius—Band ist nicht orientierbar. Ausfiihrung

Das Mobius—Band ist eine simple, aber bemerkenswerte Flache!
Sie zeigt Eigenschaften, die man zuerst fir unmdéglich halten wirde.
Es erlaubt uns, eine bessere Vorstellung von Flachen zu entwickeln.

Die Mittelachse (r = 0) besteht aus einer Kreislinie, hier vom Radius 3.
Um diese windet sich das Mobius—Band in halber Drehung, also 180°.
Aus Papier hergestellt erhalten wir eine Flache mit nur einer Seite!

Sie lasst sich aus zwei regularen Flachenstliicken zusammensetzen,
je durch Rechtecke parametrisiert, etwa 0 < o < 7 und 7 < ¢ < 2m,
doch die Orientierungen passen nicht zusammen. Das bedeutet:
Das Mobius—Band ist eine glatte Flache, aber nicht orientierbar!

Dieses Band wurde 1858 unabhangig voneinander von dem Goéttinger
Mathematiker und Physiker Johann Benedict Listing und dem Leipziger
Mathematiker und Astronomen August Ferdinand Mobius beschrieben.

Das Mdbius—Band ist das universelle Modell einer nicht-orientierbaren
Flache: Eine beliebige Flache S ist genau dann nicht-orientierbar,
wenn sie ein Moébius—Band enthélt (als eingebettete Teilflache).
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Das Mobius—Band als Antriebsriemen Ausfiihrung
o) : (10 DE 20 2004 005 763 U1 2004.08.19
undesrepublik Deutschland

Deutsches Patent- und Markenamt

(12) Gebrauchsmusterschrift

(22) Anmeldetag: 13.04.2004 ahmtel”: F16F 1/00

(47) Eintragungstag: 15.07.2004

(43) Bekanntmachung im Patentblatt: 19.08.2004

(71) Name und Wohnsitz des Inhabers: (74) Name und Wohnsitz des Vertreters:

Haitovs, Leopolds, 60385 Frankfurt, DE Schweizer, P., Rechtsanw., 86150 Augsburg

Die folgenden Angaben sind den vom Anmelder eingereichten Unterlagen entnommen
(54) Bezeichnung: Antriebsriemen

(57) Hauptanspruch: Antriebsriemen, der als ein Ring aus
einem Band gemacht ist, dessen Oberfléache fir ein Zusam-
menwirken mit einigen Antriebsscheiben bestimmt ist, da-
durch gekennzeichnet, dass der genannte Ring als M&bi-
us-Band (einseitige Flache) gemacht ist.

G308

Das Mobius—Band, entdeckt oder erfunden? Ausfiihrung

Ist Mathematik eine Tatigkeit des Erfindens oder des Entdeckens?
Diese uralte Debatte ist nicht nur philosophisch bedeutsam, sondern
auch okonomisch: Technische Erfindungen konnen patentiert werden,
nicht aber Entdeckungen. Daher sind wissenschaftliche Theorien
grundsatzlich nicht patentierbar. Das betrifft auch mathematische
Methoden bis hin zu Algorithmen und Computerprogrammen.

Das Mobius-Band zeigt eine erstaunliche mathematische Anwendung:
Die elfseitige Gebrauchsmusterschrift findet man beim Deutschen
Patent- und Markenamt unter register.dpma.de/DPMAregister/pat/
PatSchrifteneinsicht?docId=DE202004005763U1. Sie beginnt so:

,Beschreibung: Die Erfindung gehért zum Maschinenbau, insb. zu den
Antriebsriemen. [...] Der Nachteil der bekannten Antriebsriemen ist eine
geringe Betriebszeit durch den Verschleil3 der Arbeitsflachen. [...] Um
den genannten Nachteil zu beseitigen ware es zweckdienlich, nicht nur
eine Oberflache des Riemens als Arbeitsoberflache zu benutzen,
sondern mdglichst alle Oberflachen des Riemens. Daflr sollte man
den Riemen nach Art des Mobius-Bandes verdrehen. [.. .]*
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Tangentialvektoren und Normalenvektoren Ausfiihrung

®(z,y)
T1 Q T2

Sei ®:R? D D — S C R? eine regulare Parametrisierung. An jedem
Bildpunkt s = ®(x, y) heften linear unabhangige Tangentialvektoren

0P 0P
Tl — %<x7y> Und T2 - a_y<x7y>

Der zugehorige Normalenvektor N = T x T ist daher nicht Null.
Dies definiert das Einheitsnormalenfeld »n: S — R3 durch

N(z,y)
ns) = r——=
)= IN(z,y)
Die Vektoren 77,15, N andern sich je nach Wahl der Parametrisierung!
Die Einheitsnormale n bleibt jedoch gleich — bis auf das Vorzeichen.

ry . - . . G310
Aquivalente Parametrisierungen und Orientierung Ausfiihrung

Satz G3A: Umparametrisierung, gleichsinnig vs gegensinnig

Je zwei regulare Parametrisierungen ®: D — R3 und &: D — R3
mit demselben Bild S sind aquivalent vermoge H = ! o &.

Ihre Orientierung ist entweder gleichsinnig oder gegensinnig,
also entweder n(y) = n(y) in jedem Punkt y = ®(z) = ®(z)
oder aber n(y) = —n(y) in jedem Punkt y = ®(z) = ®(2).

Beispiel: Die Kugelflache (Sphare) kdnnen wir parametrisieren durch
rsin 6 cos
0 - 90) o D =1[0,7] x [0, 2],
o = = | rsinfsin : ~
(90) (9 ( o8 0 90) D =[0,27] x [0, 7].

Hier gilt d® = —d®, die Parametrisierungen sind also gegensinnig.

Definition G3B: Orientierung eines glatten Flachenstlcks

Eine glattes Flachenstiick S C R? wird orientiert durch die Wahl
eines der beiden mdéglichen Einheitsnormalenfelder n: S — R3.
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Integration Uber glatte Flachenstlcke Ausfiihrung

Definition G3c: Flachen- und Flussintegral

Sei S C R? ein glattes Flachenstlck (noch ohne Parametrisierung).
Wir wahlen eine (semi)reguléare Parametrisierung ®:R? D D — S.
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R3 O S — R ist

od 09
dS::/ dq):/ b (x, ‘—x—dx, :
[o181= [ glavl= [ g(@@.0) |5 < 5| dley

Im Spezialfall ¢ = 1 erhalten wir den Flacheninhalt vols(S).

FUr Flussintegrale sei die Flache S zusatzlich orientiert.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R? O S — R3 ist

[reasi= [ fae= [ (s@ew)| G x G )de)

Dies ist wohldefiniert (G2A), unabhangig von der Parametrisierung &.

y

© Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.
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Integration Uber glatte Flachenstlcke Ausfiihrung

Wir vollziehen damit fiir Flichen dieselbe Abstraktion wie fiir Kurven: Zunichst ist S C R3
nur eine nackte Menge ohne Struktur. Fiir diese hat es keinen Sinn nach Differenzierbarkeit
oder Fldcheninhalt zu fragen: Diesen Fragen miissen wir erst durch eine Parametrisierung
®:R? O D — S C R? einen Sinn geben! Hierzu verlangen wir, dass ® (semi)reguldr ist.

In der praktischen Anwendung interessieren wir uns meist nur fiir die Fliche S. Fiir ihre
Handhabung und die Berechnung von Integralen jedoch ist zusétzlich eine Parametrisierung ®
notwendig. Die Wahl von @ ist willkiirlich, doch gliicklicherweise ist das Endergebnis von
der Parametrisierung unabhéngig: Je zwei (semi)reguldre Parametrisierungen ® : D — S

und ®: D — S derselben Fliiche S sind (semi)regulir dquivalent vermoge H = P lod

Sie liefern somit dieselben Fldachen- und Flussintegrale, wie oben ausfiihrlich nachgerechnet.

Bei Flichen wie bei Kurven muss bei Integralen 2. Art die Orientierung angegeben werden.
Wir benutzen hier die stillschweigende Voraussetzung, dass die Parameterbereiche D und D
wegzusammenhingend sind. Zwei Parametrisierungen ® : D — S und ®: D — S sind dann
entweder iiberall gleichsinnig oder iiberall gegensinnig. (Gibt es mehrere Wegkomponenten,
so kann man auf jeder Komponente eine der beiden moglichen Orientierungen wihlen.)

Jede regulidre Parametrisierung von S liefert eine reguldre Parametrisierung des Randes 05S.
In der Praxis nutzen wir neben regulédren Parametrisierungen hdufig auch semiregulére
Parametrisierungen: Diese sind allgemeiner und flexibler, und daher meist bequemer.

Sie konnen am Rand 0D irregulir sein, aber das Innere D =D~ 8D geniigt fiir die
Berechnung von Flichenintegralen: Wegen vols(0D) = 0 trigt der Rand hierzu nichts bei.
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Integration Uber stlickweise glatte Flachen Ausfiihrung

Definition G3D: Flachen- und Flussintegral

Sei S C R? eine stlickweise glatte Flache. Wir wahlen (semi)regulare
Parametrisierung ®; :R?> O D; — R3, ..., ®,:R? D D;, — R3, sodass
S = (Dl(Dl) U---u (I)k(Dk) gilt und (I)z(Dz) M (I)j(Dj) = () fOr ¢ = 7.
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes g:R> O S — R ist

/g\dS\ ::/ g\dCI)lH—---—I—/ g |dPy|.
S Dy Dy,

FUr Flussintegrale sei die Flache S zusatzlich orientiert.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 O S — R3 ist

/f.dS:: Fed®y+--+ | feodd,.
S D4 Dy,

& Dies ist wohldefiniert, das heiBt, das Ergebnis ist unabhangig
von der Wahl der Zerlegung von S und der Parametrisierungen ®,.
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Integration Gber stlckweise glatte Flachen Ausfiihrung

Aufgabe: Vorgelegt sei eine stiickweise glatte Flache S C R3 mit
stiickweise (semi)regularer Parametrisierung ®; : D; — R3 fur
i=1,...,k sowie eine zweite ¥;: E; — R3fur j =1,...,¢.
Warum liefern beide dasselbe Ergebnis flr das Flachenintegral?

/ g‘dq)l‘+"'+/ g[dq)k\:,/ g\d\Ill\—l—---—F/ g’d\lfg‘
D+ Dk; Er E@

o o

Losung: Auf den paarweisen Schnitten S;; = ®;(D;) N V;(E;) erhalten
wir stickweise Parametrisierungen ®;;: D;; — S;; und U, : E;; — S;5.
Diese sind jeweils semiregular aquivalent. Wir haben die Zerlegungen

S = |_|Z ®,(D;) = |_|w D (Dyj) = |_|J,L Uji(Eij) = |_|j W;(E;)

jeweils bis auf Nullmengen (vom Flacheninhalt 0). Hieraus folgt:
> [ gl =33 [ glavg| =33 [ glawy =Y [ glas
— JD; .5 /Dy T By T JE;

© Gleiches gilt fiir Flussintegrale: Das Ergebnis ist also wohldefiniert.
Jede:r darf sich die jeweils bequemste Parametrisierung aussuchen.




Der Integralsatz von Stokes sl

Satz G3E: Integralsatz von Stokes |

Sei S C R? eine stlickweise glatte, orientierte Flache. lhre Randkurve
' = 0§ ist dann ebenso stickweise glatt und werde positiv orientiert.
FUr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: R3 O S — R3 gilt dann

/GS rot f(s)«dS = f(s)-dl.

sel

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

/ rot f(s)+n(s)|dS| = f(s)-dI.

ses sel’ |
Beweis: Die Gleichung gilt fiir jedes regulare Flachenstlick S C R? und
folgt aus dem entsprechenden Satz von Green in der Ebene, siehe G1A.

Flr stickweise glatte Flachen addieren sich die Flachenintegrale. Die
Kurvenintegrale l1angs innerer Kanten heben sich paarweise auf, da sie
gegenlaufig orientiert sind. Bleibt der positiv orientierte Rand I' = 95.
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Spezialfall: geschlossene Flachen

Beispiel: Ist die Flache S C R3 geschlossen, also 95 = 0, so gilt

/ rot f(s)+dS Sr:l / f(s)-ds ="
s€S G s€dS

© Dies gilt fur die Randflache S = 9V jedes Kompaktums V' C R3.
© Integralsatze kdnnen Rechnungen dramatisch vereinfachen!

Das Flussintegral links kann beliebig kompliziert sein; rechts beim Randintegral sehen wir das
Ergebnis auf einen Blick! Einfaches Beispiel: Die (dreidim.) Vollkugel K hat als (zweidim.)
Randfldche die Sphire S = 0K. Die (zweidim.) Sphire .S wiederum hat als (eindim.) Randkurve
die leere Menge, S = (). Ebenso fiir den Volltorus V' C R? und die Torusfliche S = V.

=
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Kompakta mit stickweise glattem Rand Erléuterung

Typisches Beispiel ist ein Quader V' = [a1, b1] X [ag, ba] X [as, bs].
Tnav

. ¢ — g1

Definition G3F: Kompaktum mit stiickweise glattem Rand

V C R3 hei3t Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ V ist kompakt und der Rand 9V ist eine stickweise glatte Flache.

@ In jedem regularen Punkt s € 9V liegt das Innere von V' auf der

einen Seite von 9V und das AuBere von V auf der anderen Seite.
Der Rand 0V ist positiv orientiert, wenn ngy stets nach auf3en zeigt.

Der Integralsatz von Gauf3 im Raum
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Satz G3G: Integralsatz von Gaul3 im Raum

Sei V' C R3? kompakt mit stlickweise glatter Randflache S = oV,
orientiert durch den von V' nach auf3en weisenden Normalenvektor.
FUr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: 1V — R?3 gilt dann

/ div f(v)dV = f(s)-dS.
veV

sesS

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt die gleichwertige Formulierung

,/ div fw)dv = | £(s)+n(s)|dS|.
veV seS

Links steht das Volumenintegral der Quelldichte div(f) Uber V.
Wie Ublich bezeichnet dV = d(z,y, z) das Volumenelement.

Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randflache S = oV
Das Flachenelement dS = (01 ® x d,®) d(x,y) sei positiv orientiert:

Der Normalenvektor d.S senkrecht auf 0V zeigt stets aus V' heraus.
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Der Satz von Gauf3 fur Normalbereiche Ausfiihrung

Den Satz von Gauf3 rechnen wir nach wie in der Ebene (Seite E145):
Aufgabe: Rechnen Sie die Gleichung des Gauf3schen Satzes nach. ..
(1) Far f = (0,0, f3) und jeden Normalbereich in z—Richtung
V={(2,y,2) ER®| (z,9) € A, g(z,y) <2< h(z,y) }.
Hierbei sei A C R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand
sowie g, h: A — R stetig differenzierbare Funktionen mit g < h.
(2) Ebenso fiir (0, f2,0) in y—Richtung und (£, 0,0) in z—Richtung.

(8) FUr f = (f1, fo, f3) und jeden Trinormalbereich V' C R3.
Z.B. ein Quader, eine Kugel, oder jedes konvexe Kompaktum.

(4) Gilt die Gleichung fur jeden Bereich V C R? zerlegt wie in (3)?
Z.B. eine Kugelschale oder ein Quader mit mehreren Lochern.

Losung: Zum Flussintegral tragen nur oberer und unterer Deckel bei:

O ={(z,y.h(z,y)) | (z,y) € A}, no = (=0zh,—0yh,+1),
U={(z,y,9(x,9) | (x,y) € A}, ny = (+0.9,+0yh,—1).
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Der Satz von Gauf fiir Normalbereiche Ausfiihrung

(1) Fir f = (0,0, f3) folgt Gauf3 aus Fubini und HDI (wie auf Seite E145):

/ div f(v)dV 2 / / ) dzdley)

UGV CI1E xyGA P gwy

gl/ f3(3;7y7h(x7y))—fg(x,y,g(ﬂf,y))d(xay)
(z,y)EA

Bl11

= f(s)+dO + f(s)-dU = /S avf-ds
EISIvES

se0 seU

(3) Somit gilt der Satz von Gauf3 fur jedes Vektorfeld f = (f1, fo, f3),
wenn V' ein Trinormalbereich ist, also in z— und y— und z—Richtung:

/ div(f)dv 2 / div(f1,0,0)dV + / div(0, fo,0)dV + / div(0,0, f5) dV
ASL V

1% 1% 1%
= / (f1,0,0) - dS+/ (0,f2,0).d5+/ (0,0, f3)+dS = [ f-dS
1% Gl G1% M Jav
(4) Der allgemeine Fall folgt durch Zerlegung von V' in Normalbereiche.
Alle Volumenintegrale addieren sich, und ebenso alle Flachenintegrale.
Innere Flachen heben sich paarweise auf, es bleibt nur der Rand oV
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Aufgabe: Integrieren Sie die Auftriebskraft, die auf den Kérper K wirkt.

“ z=cEcciREE

-
0K n |

Folgern Sie daraus den Satz des Archimedes: Die Auftriebskraft des
Korpers K gleicht dem Gewicht gp vols(K') des verdrangten Mediums.

Es besteht eine bemerkenswerte Beziehung zwischen dem Rand O K (nur hier wirkt der Druck)
und dem Inneren von K (nur dieses verdrdngt das Fluid). Wir konnen dies nun exakt berechnen!
Zur Vereinfachung nehmen wir an, die Fliissigkeit habe konstante Dichte o > 0. Die Schwerkraft
wirkt nach unten in negativer z—Richtung, wie in der Skizze angedeutet. Der Korper liege ganz in
der Fliissigkeit; ihre Oberfldche sei z = 0. Lings des Randes 0K iibt die Fliissigkeit einen Druck
aus. Dieser nimmt linear mit der Tiefe z zu, entsprechend der dariiber liegenden Wassersiule.
Der Absolutbetrag des Drucks in Tiefe z ist demnach |P| = gp|z|. Konkrete Werte sind in
unserem Beispiel owasser = 1000kg/m? und gpe = 9.81m/s?, somit go = 9810N/m>.
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Losung: In jedem Randpunkt s = (x,y, z) € 0K sei n(s) die auBBere
Einheitsnormale. Hier herrscht folgender Druck (= Kraft pro Flache):

skalar |P(s)| = g 0]z|, vektoriell P(s) = goz-n(s)

Die Vektoren P und n sind entgegengesetzt; das Vorzeichen steckt im
Faktor z < 0. Dadurch erfahrt der Kérper K die folgende Auftriebskraft:

F= / P(s)[dS| = g o / 2n(s)[dS
se0K se0K

lhre Komponenten F' = (F}, F,, F.) berechnen wir mit Gauf3:

G3G
/ 2, |dS\:/ <0)-n\d5| = / div(g)d(a;,y,z):volg(K)
oK OK \* @K z

oo

o
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Das archimedische Prinzip gilt auch flr Korper, die nur teilweise in die
FlUssigkeit eintauchen: Es zahlt das eingetauchte Volumen. (Warum?)
Ein Schiff verdrangt Wasser, erhalt dadurch Auftrieb und schwimmt!

Der hier angenommene Druckverlauf gilt bei konstanter Dichte,

in einem inkompressiblen Medium. Er gilt annadhernd auch in Luft
(und anderen Gasen) bei nicht allzu gro3en Hohenunterschieden.
Er gilt insbesondere fur realistisch groBe Luftschiffe oder Ballone.

SchlieB3lich I16ste Archimedes mit Hilfe der Wasserverdrangung das
Problem der Dichtemessung und konnte den Goldschmied des Konigs
als Betrlger entlarven. Gibt es eine schdnere historische Anwendung
der HM3 far Materialwissenschaftler und Luft- und Raumfahrttechniker?

Damit sind wir schlief3lich zum Ausgangsbeispiel zurlickgekehrt:

dem archimedischen Prinzip, das wir nun mathematisch verstehen.

Die Anordnung der Themen gleicht somit einem geschlossenen Weg.
Das Wegintegral Gber dieses Kapitel ist aber nicht Null, denn wir haben
sehr wohl wertvolle Arbeit verrichtet und neue Erkenntnisse gewonnen!
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Das archimedische Prinzip als Integralsatz Ubung

Aufgabe: Wieviel Prozent eines Eisberges liegen unter Wasser?
Speziell flr op;s = 918kg/m> UNd owasser = 1025kg/m3? Allgemein?
Wie hangt das Ergebnis von der Form des Eisberges ab?

Losung: Sei E der Eisberg, unter Wasser liege der Teil U C E.
Wir nehmen Gleichgewicht an, d.h. der Eisberg sinkt oder steigt nicht.
Das Gewicht vols(FE) oris g gleicht dem Auftrieb vols(U) owasser g- AlSO

volz(U) __ OFis
vols (E ) OWasser

Mit anderen Worten, etwa 90% des Eisberges liegen unter Wasser,
nur die verbleibenden 10% sind Gber Wasser sichtbar. Daher der
sprichwortliche Ausdruck: ,Wir sehen nur die Spitze des Eisberges.*

Der genaue Wert hangt nur von den Materialkonstanten ab, also der
Massendichte des Eises ogis und des Wassers owasser- Hingegen ist
die Form des Eisberges unerheblich. Alles ist schon und einfach!

© Der Integralsatz von Gauf3 und somit auch der archimedische Satz
sind auf alle Korper mit stiickweise glatter Randflache anwendbar!

~ 0.90
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Numerik: Triangulierung und Linearisierung Ubung

Nur wenige, extrem einfache Werkstticke
haben elementar-geometrische Formen.

© Komplizierte Werkstlicke
kann man triangulieren, das heif3t
naherungsweise darstellen durch
Ecken, Kanten, Dreiecke und Tetraeder.

&) Diese Darstellung ist eine sehr effiziente Datenstruktur und eignet
sich besonders gut zu numerischen Berechnungen auf einem Computer.

. . . . G326
Linearisierung und Approximation Ausfihrung

Das Flachenstiick S C R? liege ganz in einer Ebene E,
wie etwa jedes Dreieck S = [P, Q, R] einer Triangulierung.

Zudem sei das Vektorfeld f:R3 — R? affin-linear, das heif3t

x1 x1 a1171 + a19x2 + a13x3 + by
flax] = Alxa | +b = | a2121 + agexs + azxs + by
T3 T3 a31x1 + azax2 + ag3x3 + b3

Dann gelten folgende nitzliche Vereinfachungen:
(1) Ebene Integration liefert den Flacheninhalt voly(.5).
(2) Der Schwerpunkt 5 von S liegt in derselben Ebene E.
(3) Die Einheitsnormale n: S — R3 ist konstant und senkrecht auf E.
(4) Das Flussintegral von f durch S schlieB3lich vereinfacht sich zu
f(s)en(s)|dS| = f(5)+n vola(S).
seS
(5) Dank Linearitat von f ist div(f) = a11 + ag2 + ass konstant.
) Statt Integralen bendtigen wir hier also nur Grundrechenarten!
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Linearisierung und Approximation Ausfiihrung

Aufgabe: Rechnen Sie diese vereinfachenden Formeln nach.

Losung: (1-3) Wir kdnnen unser Koordinatensystem so wahlen,
dass S ganz in der z—y—Ebene liegt, also S C { (z,y,0) € R3 }.

Die Parametrisierung ®:R? D D — S C R3: (x,y) — (x,y,0) ergibt

oo (1 oo [ oo oo [V
—=1(0], — =111, —x—=10].
ox 0 oy 0 or Oy |

Flachenintegrale Uber S C R? sind demnach genau dasselbe
wie gewohnliche zweidimensionale Integrale tber D C R2,

(4) In unseren geschickt gewahlten Koordinaten gilt schlieflich:

©)-n(=)[as] = [ [ase+asmy+ b (o
(z,y)eD

seS
= [a31§x + as2Sy + bg] VO]Q(D)
= f(3)-n voly(S)
. . . . G328
Linearisierung und Approximation Ausfilhrung

© Fur jede ebene Flache S und jedes affin-lineare Vektorfeld f
gilt die vereinfachte Formel (4) exakt, ohne jeden Naherungsfehler.
Die vorige Aufgabe rechnet diese erfreuliche Vereinfachung nach.

Warum haben wir Flachenintegrale dann nicht gleich so definiert?

Die vereinfachte Rechnung bendtigt die genannten Voraussetzung!
Nicht jede Flache S C R3 ist eben. Nicht jedes Vektorfeld f:5 — R3 ist
affin-linear; allgemein ist die exakte Rechnung daher nicht so einfach.

Ist das Flachenstiuck S klein genug, so weicht das Vektorfeld f auf der
Flache S nur wenig von der Linearisierung um den Schwerpunkt s ab.
Fir f(x) ~ Az + b ist unsere Formel (4) dann eine einfache Naherung.
In der Taylor—Entwicklung treten im Allgemeinen hohere Terme auf:
Die Formel (4) ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist 2. Ordnung.

& Die Flachensummen >~ f(3x) - nx vola(Sk) konvergieren bei immer
feineren Unterteilungen gegen das Flachenintegral [, _. f(s) - n(s) |dS|.
Die Numerik entwickelt hierzu Methoden, wie man Naherungsfehler
kontrolliert, und moglichst kostenglnstig moglichst klein bekommt.




0 c G329
lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die folgenden Korper:

(2,y,2) €R? | 2| <1, [y <1, || < 1}

(2, 9,2) €R® | [a| + |y +]2] < 2 }

(2,y,2) € R | |z], [yl [2] < 1, ||+ [y| +[2] < 2}
(

(2) Bestimmen Sie den Rauminhalt vols(P) des Koérpers P.

(3) Bestimmen Sie fur jede Seite Sq,...,57 von P den Fluss
des Vektorfeldes f(x,y,2) = (3x + 1, 12y 4+ 4, 36z + 6 ) durch S.

(4) Berechnen und vergleichen Sie [, div(f)d(z,y,z) und [, f+dS.
(5) FUhren Sie alle Rechnungen ebenso fir W und O und K aus.

Das ist der diskrete Charme dieser Aufgabe: Sie konnen dies ohne komplizierte Integrale direkt
mit elementarer Geometrie 16sen. Auch diesen Spezialfall sollten Sie kennen und beherrschen.

Fun fact: Der Wiirfel W (Hexaeder, Sechsflichner) und das Oktaeder O (Achtflachner) sind
regulér, also vollkommen symmetrisch. Es gibt nur drei weitere Korper dieser Art: das Tetraeder
(Vierflichner), das Dodekaeder (Zwolfflichner) und das Ikosaeder (Zwanzigflichner). Konnen
Sie diese ebenfalls so konkret angeben, durch Koordinaten ihrer Eckpunkte? Das ist knifflig!
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung
T 4
BR /W = | O
K Y
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ubung

Losung: (1) Die obige Skizze zeigt die Polyeder W, O, K und P.
(2) Fur das Polyeder P gilt vol3(P) = 5/6 und vola(0P) = (9 4+ v/3) /2.

(3) Wir bestimmen fir jede Seite S, ...,.S57 von P den Fluss
des Vektorfeldes f(x,y,2) = (3x + 1, 12y + 4, 36z + 6 ) durch S.

Flachenstick / Typ | Schwerpunkt s, | Normale n; | Inhalt | Fluss
S Quadrat (0,1/2,1/2) (—1,0,0) 1 —1
Ss Quadrat (1/2,0,1/2) (0,—-1,0) 1 —4
Ss3 Quadrat (1/2,1/2,0) (0,0,-1) 1 —6
Sy | rechtw. Dreieck (1,1/3,1/3) (4+1,0,0) 1/2 2
Ss | rechtw. Dreieck (1/3,1,1/3) (0,+1,0) 1/2
Se | rechtw. Dreieck (1/3,1/3,1) (0,0,+1) 1/2 21
S | gleichs. Dreieck | (2/3,2/3,2/3) | (1,1,1)//3 | v/3/2 | 45/2

(4) Wir finden [, div(f)d(z,y,2) = 51vol3(P) =42.5 = [, f-dS.
(5) Fur W, O, K verlaufen alle Rechnung genauso (etwas langlich).
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lllustration anhand einfacher Polyeder Ausfihrung

Polyeder faszinieren immer wieder: Der Wirfel W und das Oktaeder O
gehoren zu den fanf platonischen, das Kuboktaeder K zu den dreizehn
archimedischen Kérpern. Unser Polyeder P ist weniger regelmanig.

& Wir kommen ohne Integrale aus, weil das Vektorfeld f affin-linear ist.
Ist f hingegen nicht linear, aber die Flachenstiicke sind klein genug, so
erhalten wir auf diese Weise wenigstens eine brauchbare Naherung.

& Auch extrem komplizierte Korper wie z.B.
Maschinenteile kénnen Sie so triangulieren,
das heif3t, Sie konstruieren sie explizit aus
Ecken, Kanten, Dreiecken und Tetraedern.

© Diese Datenstruktur ist fir Computer ideal.
(Das Beispiel zeigt ein Pumpengehause, fur
das der Warmefluss berechnet werden soll.)

Hieraus lassen sich nun Weglangen, Flachen- und Rauminhalte sowie
Flussintegrale bestimmen, zumindest naherungsweise. Die Rechnung
verlauft genau wie im obigen Beispiel, nur die Datenmenge ist grof3er.
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Kurvenintegrale Fazit

Ein Weq ist eine stetige Abbildung ~: [a, b] — R™, hier meist n € {2, 3}.
Er parametrisiert die Kurve I' = { v(¢) | a <t < b} C R" als Bildmenge.

Der Weg heif3t regular, wenn ~ injektiv ist und stetig differenzierbar mit
v (t) # 0 fur alle ¢ € [a,b]. Seine Bildmenge T heif3t dann glatte Kurve.

Am Punkt s = ~(t) heftet das infinitesimale Wegelement ds = ~/(¢) d¢.
Das Kurvenintegral eines Skalarfeldes g: R” DO I' — R entlang ~ ist

b
/Fg |dT'| = /sEFg<S) |ds| := /t:ag<f>/(t)) |y ()| dt.

Speziell fir g = 1 erhalten wir so die Lange vol; (I') = ¢() der Kurve T'.
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:R" O I' — R" entlang ~ ist

b
/f-dF: £(s) - ds ;:/ F((D) - (0) dt.
r sel’ t

=a

Das Arbeitsintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung
und somit wohldefiniert flr jede (orientierte) stickweise glatte Kurve I'.

G402

Glatte Flachenstlicke Fazit

D C R? hei3t Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt und der Rand 0D ist eine stlickweise glatte Kurve.

@ In jedem regularen Randpunkt s € 9D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 0D und das Aul3ere auf der anderen Seite.

Beispiele: Rechtecke, Polygone, Kreisscheiben, Kreisringe, ...

Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 9D liegt.
Die Einheitstangente ty5p : 0D — R? zeigt in Richtung der Orientierung,
die Einheitsnormale ngp = O tgp : 0D — R? zeigt tberall aus D heraus.

Sei D C R? zusammenhangend kompakt mit stlickweise glattem Rand.
Ein parametrisiertes Flachenstlick ist eine C'—Abbildung ®: D — R3.

Senkrecht auf den Tangentenvektoren 0, (x,y) und 9,®(z, y)
steht der Normalenvektor 0, ®(x,y) x 0,®(x,y) fur (z,y) € D.

Die Parametrisierung ® heif3t regular, wenn sie injektiv ist und
zudem 0, (z,y) x 9,®(x,y) # 0in jedem Punkt (z,y) € D erfillt.

Das Bild S = ®(D) C R? hei3t dann glattes Flachenstiick.
Der Rand 0S := ®(9D) ist dann eine stlickweise glatte Kurve.
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Flachen S C R3 parametrisieren wir (stlickweise) durch ®:R? D D — S.
An s = ®(z,y) heftet das inf. Flachenelement dS = (0,® x 9,®) d(x,y).
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes ¢: R? O S — R entlang & ist

/ o(s) 45| = / 9(B(2,9)) - [0:8(z, ) x 8,B(z,9)| d(z,3).
seS (

x,y)ED

Speziell fir g = 1 erhalten wir den Inhalt voly(®) = vola(S) der Flache S.
Das Flussintegral eines Vektorfeldes f:R3 O S — R? entlang ® ist

(s)-dS ;:/ f(@(2,9)) + (0:®(x,y) x 9y®(x,y)) d(z,y).
seS (

z,y)€D

Der Normalenvektor 0,® x d,® im Punkt ®(z, y) steht senkrecht auf S.
FUr das Flussintegral zahlt daher nur der Anteil von f senkrecht zu S.

Das Flussintegral wechselt das Vorzeichen bei Orientierungsumkehr.

© Diese Integrale sind invariant bei (positiver) Umparametrisierung,
somit wohldefiniert fur jede (orientierte) stickweise glatte Flache S.
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Kompakta mit stickweise glattem Rand Fazit

Hier ist |dS| = |d®| = |0, x 0,®|d(z,y) das skalare Flachenelement
und dS = d® = (0,® x 9,®) d(z,y) das vektorielle Flachenelement.

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| definiert die Einheitsnormale n: S — R3.
Diese definiert fir jedes Flachenstlick eine der beiden Orientierungen.
FOr stickweise glatte Flachen verlangen wir, dass die Orientierungen
einzelner Flachenstlicke am gemeinsamen Rand zusammenpassen.

&) Zur numerischen Approximation kénnen wir die Kurve / Flache
triangulieren und das Vektorfeld linearisieren / Taylor—entwickeln. Fir
Polygone oder Polyeder und lineare Vektorfelder ist dies exakt.
V C R3 heiBt Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:

@ V ist kompakt und der Rand 9V ist eine stuckweise glatte Flache.

@ In jedem regularen Punkt s € 0V’ liegt das Innere von V' auf der
einen Seite von 9V und das Auf3ere von V auf der anderen Seite.

Beispiele: Quader, Polyeder, Vollkugeln, Kugelschalen, Volltori, . ..

Der Rand 0V ist positiv orientiert, wenn ngy stets nach auf3en zeigt.
Die Einheitsnormale ist der Einheitsvektor in Richtung d® = ngy |d®|.
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Der HDI als eindimensionaler Integralsatz Fazi

Unsere Integralsatze beruhen alle auf dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI, Satz B11) und verallgemeinern diesen:

1dim: Jedes kompakte Intervall [a,b] C R hat als Rand 9la, b] = {a, b}.
Der Startpunkt zahlt negativ, n(a) = —1, der Zielpunkt positiv, n(b) = +1.
Flr jede stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] — R gilt dann

/6[ . f/(s) ds Z Z f(s)n(s) = f(b) — f(a).

s€{a,b}

Allgemein: Sei 2 C R” offen und f: 2 — R stetig differenzierbar.
Zudem sei I' C () eine stuckweise glatte und orientierte Kurve.
Fir das Arbeitsintegral von f’ = grad f entlang T gilt dann:

fl(s)+ds = ) f(s)n(s)

SGF Sear

Die Orientierung teilt die Randpunkte s € OI" in Start- und Zielpunkte;
Startpunkte zéhlen negativ, n(s) = —1, Zielpunkte positiv, n(s) = +1.
Ist die Kurve T" geschlossen, also oI" = (), so folgt §S€F f'(s)+ds = 0.
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Der Integralsatz von Gauf3 Fazit

& Der Satz von Gauf3 in der Ebene R? und im Raum R? besagt:
Das Volumenintegral der Divergenz div(f) Gber das Kompaktum V ist
gleich dem Flussintegral von f nach auf3en Uber die Randflache oV

2dim: Sei D C R? kompakt mit stlickweise glatter Randkurve I' = D.
Sein:T' — R%: s +— n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
FUr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: R? O D — R? gilt dann

/ div f(z,y)d(z,y) 2 [ f(s)-n(s)|ds| = [ f(s) x ds.
(x,y)eD sel

sel’

3dim: Sei V C R? kompakt mit stlickweise glatter Randflache S = oV
Sein:S — R3:s s n(s) die nach auBen weisende Einheitsnormale.
FUr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 O V — R3 gilt dann

/ div f(z,y,2)d(z,y,2) = f(s)en(s)|dS| = f(s)-dsS.
( seS seS

z,y,z)eV

Gleichwertige Schreibweise mit n(s) |ds| = O ds bzw. dS = n(s) |[dS|.
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Der Integralsatz von Green und Stokes Fazit

&) Der Satz von Green in der Ebene bzw. von Stokes im Raum:
Das Flachenintegral der Rotation rot(f) Uber die Flache S ist
gleich dem Arbeitsintegral von f entlang der Randkurve 05S.

2dim: Sei S C R? kompakt mit stlickweise glatter Randkurve I' = 9S.
FUr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O S — R? gilt dann

/ rot f(s)-dS = f(s)«ds.
s€S

sel’

3dim: Allgemeiner qilt dies fur jede stlickweise glatte, orientierte Flache
S C R3 und jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R3 O S — R3,

Die Zerlegung dS = n(s) |dS| ergibt das gleichwertige Flachenintegral

/ rot f(s)+n(s)|dS| =" f(s)-ds.
s€S

sel’

Die stickweise glatte Randkurve I' = 0SS sei hierbei positiv orientiert.
Liegt die Flache S in einer Ebene, so reduziert sich Stokes zu Green.
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Zusammenfassung und Ruckblick Fazit

Diese Integralsatze sind gut und schdn! Geht es auch einfacher?
Nein, denn Sie sollen nicht nur fuhlen, sondern auch rechnen kénnen!

Zur prazisen Formulierung und konkreten Berechnung bendétigen Sie
daher alle Werkzeuge fur Kurven-, Flachen- und Volumenintegrale.

Hierzu brauchen Sie solide Grundlagen und effiziente Methoden:
Definitionen & Satze, Beispiele & Rechentricks. .. sowie Ubung!
Nochmal die Lernziele laut Modulhandbuch:

@ Die Studierenden verfigen Uber grundlegende Kenntnisse zur
Integralrechnung far Funktionen mehrerer Veranderlicher. [. . ]

@ Sie sind in der Lage, die behandelten Methoden selbststandig,
sicher, kritisch, korrekt und kreativ anzuwenden.

@ Sie besitzen die mathematische Grundlage flr das Verstandnis
quantitativer Modelle aus den Ingenieurwissenschaften.

@ Sie kdnnen sich mit Spezialist:innen aus dem ingenieurs- und
naturwissenschaftlichen Umfeld Uber die benutzten mathematischen
Methoden verstandigen.
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Gaul3 vs Stokes — integral battle Ubung

Aufgabe: (0) Rezitieren Sie mdglichst prazise unsere Integralsatze.
Wie bestimmen Sie mdglichst allgemein div rot(g) und rot grad(h)?

(1) Skizzieren Sie V = { (z,y, z) € [—4,4] ’ 2 +y*+ 2% <25}

(2) Schatzen und bestimmen Sie das Volumen vols (V') des Kérpers V
sowie den Flacheninhalt vola(S) seiner Randflache S = oV'.

(3) In welchen Punkten s € S ist die Randflache S = 9V nicht glatt?
Geben Sie Uberall sonst den duf3eren Einheitsnormalenvektor an.

(4) Berechnen Sie zu f(x,y, z) = (x, 2y, e") das Flussintegral fs fedS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gaul3?

(5) Wir betrachten das Vektorfeld g(z, v, z) = (x,y, 2)/(z? + y* + 29).
Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [ f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gauf3?

(6) Wir betrachten g(z,y, 2) = (cos(zyz), sin(zyz), exp(z? +y* + 2°) ).
Bestimmen Sie zum Vektorfeld f = rot(g) das Flussintegral [, f - dS.
Lasst sich der Satz von Stokes anwenden? der Satz von Gauf3?
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Gaul3 vs Stokes — integral battle Ubung

Losung: (1

>

\
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S
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Luigi Colani (1928-2019), Kugellampe UFO
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Gaul3 vs Stokes — integral battle Ubung

(2) Der Korper V ist eine sechsseitig abgestumpfte Vollkugel vom
Radius r = 5; ihr fehlen sechs Kugelsegmente der Héhe h = 1:

2 h 416
volg(V) = §7T7’3 —6-7h? (r — §) = 5T~ 436

volo(S) ‘= 4mr? —6-27rh+6-732 = 947w~ 295
© Plausibel? volz([—4,4]%) = 8% = 512, voly(9[—4,4]?) = 6 - 82 = 384.

(3) Die Randfléche S = 9V ist nicht glatt in den sechs Kreislinien
't ={z=44, 22 —|—y =9}undT; ={y==44, 2+ 22 =9 } und
It ={z=+4, > +22=9}. UberaII sonst ist die Flache S glatt.

Ins € {z=244, 22 +y*? <9} ist die Einheitsnormale n(s) = (0,0, £1).
Ins € {y=+4, 22+ 22 <9} ist die Einheitsnormale n(s) = (0, %1, 0).
Ins € {z=+4, y>+ 22 <9 } ist die Einheitsnormale n(s) = (£1,0,0).

In jedem anderen Punkt s € 055 ist die Einheitsnormale n(s) = s/5.

Hier gilt |s]? = 22 + 3% + 22 =25 und —4 < x,y, z < 4. In einer kleinen
Umgebung eines solchen Punkies s sieht die Flache S genauso aus wie
die Sphare vom Radius 5, daher ist der Einheitsnormale hier s/|s| = s/5.
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Gaul3 vs Stokes — integral battle Ubung

(4) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist méglich. .. aber miihsam.
©) Dank GauB gilt [ f+dS = [;, div(f)dV = 3volg(V) = 416 7.
/\ Stokes ist hier nicht anwendbar, denn uns fehlt g mit f = rot(g).

(5) Die direkte Berechnung von fs fe dS ist moglich. .. aber mihsam.
&) Dank Stokes gilt Jg f+dS = [grot(g)+dS = [,qg-ds=0dadS =0.
/\ GauB ist hier nicht anwendbar, denn f ist nicht auf ganz V definiert.

(6) Die direkte Berechnung von [ f - dS ist moglich. .. aber mihsam.
© Dank Stokes gilt [ f+dS = [qrot(g)+dS = [,5g+-ds =0dads = 0.
© Auch GaunB Iasst sich anwenden: fS fedS = [, div(f)dV = 0.

& Diese Beispiele illustrieren erneut den Nutzen unserer Integralsatze:
Manche Rechnung 16st man besser mit Anschauung und Verstandnis!

& Wer eindimensional integrieren will, der sollte den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung (HDI) kennen und nutzen!
Wer mehrdimensional integrieren will, der sollte die entsprechenden
Integralsatze von Gauf3, Green und Stokes kennen und nutzen!
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Aufgabe: Ein bewohnter Iglu werde beschrieben durch die Menge
I:{(x,y,z)ER?"a:2+y2—|—z2§4, z>0}.
Der Warmefluss im Iglu sei gegeben durch das Vektorfeld
flz,y,2) = (z,y,42 + z° + y* — 4).
(1) Wieviel Warme entsteht im Iglu I insgesamt?

(2) Wieviel Warme flie3t durch den Boden B nach unten?
(3) Wieviel Warme flief3t durch die Kuppel K nach auf3en?
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Losung: (1) Das Vektorfeld f hat konstante Quelldichte div(f) = 6.
Dies entspricht homogener Warmeerzeugung im Inneren des Iglu.
Die Gesamtmenge der im Iglu entstehenden Warme ist demnach

2
/div(f)d[ = 6-volg(I) = 6-§7T23 = 327.
1

(2) Der Boden des Iglu ist die Kreisscheibe
B={(z,y,0) eR’ | 2 +y*> <4 }.

Die auBere Einheitsnormale ist hier konstant ng = (0,0, —1). Also

/f-an(a:,y = /4—:13 —y d(x,y) Flussintegral Uber B
B
:L / / (4—p*) pdpdy  Polarkoordinaten
o=

HDI P 2 o o
= 2m [2p —ZL:O = 2n(8—4) = 8m.

) Hierist ,B C R?“ bereits eben, dies nutzen wir zur Parametrisierung.
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(3a) Die Kuppel des Iglu ist die obere Hemisphéare
K:{(:U,y,z) €R3|x2+y2+z2:4, zZO}.
Wir sparen uns viel Arbeit durch den Satz von Gauf3:

/div(f)d[ :/ feds = /f-dB+/f-dK
I e Js=a1 B K

Hieraus lesen wir ab: [, f «dK = 327 — 87 = 24r. (Dieser Iglu verliert
demnach dreimal mehr Warme tber die Kuppel als Gber den Boden.)

(3b) Alternativ integrieren wir, etwa in Kugelkoordinaten ®: D — K:

rsin @ cos
<0<
S:CI)(H): rsinfsing |, D:{(0> O_G_W/Q}.
? T cos 0 ?

0<¢p<2n
Die beiden Tangentialvektoren und der Normalenvektor sind:

r cos f cos —rsin fsin ¢ r2 sin? 6 cos ¢

oP 09 , . 2 . 2,
%X@_: rcosfsinp | X | rsinfcosy | = | r*sin“fsinp
14 —7rsin 6 0 2 sin @ cos 0

) Der Normalenvektor d® zeigt aus V' heraus, Rechte-Hand-Regel.
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Das Flussintegral des Vektorfeldes f Gber die Kuppel K ist demnach:

foax = [ p(a.0)- (G5 < 52) 0.

seK

rsin 6 cos ¢ r2 sin? 6 cos ¢
:/ rsin @ sin ¢ « | r?sin?fsing | d(6,¢)
D

Ar cos O + r?sin® 0 — 4 r2 sin 0 cos 6

2m w/2
= / / 3 sin30 + 472 sin 0 cos?0 + r* sin®6 cos @ — 4r% sin O cos 6 df dy
=0 J6=0

Spatestens hier verfluchen wir unsere Wahl dieses Rechenweges. . .
Umso mehr preisen wir den wunderbar nttzlichen Satz von Gauf3!

Zum Glick sind dies Standardintegrale der Form f(f:/g sin? 6 cos? 0 d6.
Geduldiges Ausrechnen / Nachschlagen ergibt (fir den Radius r = 2):

T
f(s)sdK = ... = 1224+ 8 —8) = 24r
1) L= o )

© Diese Beispiel illustriert erneut den Nutzen unserer Integralsétze.
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Divergenz, Rotation und Flussintegrale Ubung

Skizze eines Dreiviertel-Torus:
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Divergenz, Rotation und Flussintegrale Ubung

Aufgabe: Sei V C R? der oben skizzierte Dreiviertel-Volltorus.

(1) Parametrisieren Sie den Kérper V' in Toruskoordinaten,
sowie die Kreisscheiben A und B und die Mantelflache C.

(2) Bestimmen Sie Volumen volz (V') und Oberflacheninhalt voly(0V).
(3) Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation des Vektorfeldes

flz,y,2) = (z,y, 2> +4(y +2)%).

(4) Berechnen Sie den Fluss von f durch S = 0V nach auf3en.

(5a) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch A nach auf3en.
(5b) Berechnen Sie den Fluss von rot(f) durch B nach auf3en.
(5c) Folgern Sie den Fluss von rot(f) durch C' nach auf3en

© Diese Aufgabe Uibt, Flachen- und Volumenintegrale mdglichst
effizient einzusetzen. Zur Vereinfachung nutzen wir womaoglich die
Integralsatze und flr Rotationskérper auch die Guldinschen Regeln.
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(1) In Toruskoordinaten mit R = 2 und » = 1 wird V' beschrieben durch

(R + psinf)cos 0<p<r
V= (R + psinf)sin ¢ 0<f<2m ;.

p cos 6 0<¢<3m/2

Die Randflache S = 0V besteht aus der Kreisscheibe A flr ¢ = 0,
der Kreisscheibe B fir ¢ = 37/2, sowie der Mantelflache C fur p = r:

( [R+ psind 0<p<r
4= 0 0<0<2r
\ p cos 6

( 0
_ : O<p<r
B =< (Rpsm@) O<9<27r}
\ pcos 6

f .
o [ (ErrsmOesa | g g,
= rsimd) s e 0< o< 3m/2
\ r cos 6
; 3 2 G420
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(2) Nach den Guldinschen Regeln G2B finden wir:

3
volg(V) = 1 . . 27 R = 37°

3
voly(OV) = mr? +7r? + 1 2nr - 2R = 2mr? 4 31°rR

(3) Wir berechnen div(f) = 2 und rot(f) = (12(y + 2)?, —2z,0).
(4) Das Flussintegral gelingt am einfachsten mit dem Satz von Gauf3:

/f -dS = /dw(f)dv = /VQdV = 2vol3(V) = 672

Wir kénnten das Flussintegral [, f - dS auch direkt ausrechnen,
indem wir Gber A und B und C integrieren. Das ist aber miuhsamer.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!

© Leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.
Wir lassen die Integralsatze einen grof3en Teil der Arbeit erledigen.
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(5a) Hier hilft kein Trick, wir missen einfach die Definition nutzen und
ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,6) = (2 + psiné,0, pcos§):

9% Od p cos 6 sin 0 0
p —psin 6 cos 6 0

Plausibilitdtscheck: Dies ist die du3ere Einheitsnormale (0, —1,0) mal
der Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

/rot(f)-dA = /2:13\dA| / / 2(2 4+ psinf)pdbdp
A A 0=

1
= / 8rpdp = [47Tp] = A4r
p=0 p=0

(5b) Hier hilft kein Trick, wir missen einfach die Definition nutzen und
ausrechnen. .. Normalenvektor zu ®(p,6) = (0, —2 — psiné, pcos):

oo 9P 0 0 p

G_X%_ —sinf | x | —pcosf | = |0

p cos 6 —psinf 0
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Plausibilitatscheck: Dies ist die &uf3ere Einheitsnormale (1,0,0) mal der
Funktionaldeterminante p. Als Flussintegral erhalten wir demnach:

/rot(f)-dB = /12(y—|—2 dB| = / / 12p° sin? 0 d6 dp
B B 0=

1
= / 12rp3dp = [Bﬂ'p} = 37
p=0 p=0

(5¢) Mantelflache C'? Nach dem Integralsatz von Stokes gilt

/Arot(f)-dA+/Brot(f)-dB+/Crot(f)-dC’ = /Srot(f)-dS

Stokes f d ()S (/J

( 3E oS
© Ohne weitere Mihe folgt [, rot(f)+-dC = —7r. Dies folgt ebenso
aus dem Integralsatz von Gauf3, denn divrot(f) = 0. Das Flussintegral
Jo rot(f) -dC kann man auch direkt ausrechnen, das ist aber miihsamer.
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Aufgabe: (1) Seien r, h > 0 reelle Zahlen. Skizzieren Sie den Kdrper
V C R3, der begrenzt wird durch z = 0 und z = h und z? + y? =12,

(2) Berechnen Sie zum Vektorfeld f(z,y, z) = (z*y, —223y2, 2?) die
Divergenz und den Fluss von f durch den Rand oV nach auBen.

Losung: (1) Der angegebene Kdérper V ist ein Zylinder der Hohe h
tber einer Kreisscheibe D vom Radius r als Grundflache:

22 42 < 12 p COS O<p<r
V = Y 0 < <_h = psin @ 0< <27
z =F= z 0<z<h

(2) Die Divergenz ist leicht auszurechnen:
div f(z,y, 2) = 42’y — 42’y + 22 = 22

Wir kénnten das Flussintegral [, f - dS direkt ausrechnen, indem wir
die Randflache S = 9V in Mantel, Deckel und Boden zerlegen, usw.
Wer keine langlichen Rechnungen scheut, versuche dies als Ubung!
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Alternativ kbnnen wir den Satz von Gauf3 anwenden: Die Divergenz ist
hier leicht, und der Rotationskorper V' ist einfach zu beschreiben!
Das Volumenintegral gelingt leicht in Zylinderkoordinaten:

/ fedS = / div(f)dV (_ / / / 2z - pdzdpdp
oV o =0 J 2=0
= / / dedp = / / h?pdedp
p=0 J o= p=0 J =0

e / orh?pdp =  wh?r?
p=0

B11 Bl11

Ebenso leicht gelingt das Integral in kartesischen Koordinaten:
fedS (f‘é"’ /div(f) v = / / 2zdzd(z,y)
oV G3G 1% (11 ’y GD 2—0
h
) / 2" @y = / B2 d(z,y)
o (z,y)€D z=0 (z,y)€D

S / d(z,y) = =h*’
A3L (I,y)ED
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Die folgende Aufgabe Ubt den sicheren Umgang mit Rotationskorpern.
Sie kennen bereits den Torus (G225), wir variieren nun dieses Thema:

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie in der x—z—Ebene die Herzkurve

2 cost
y:[0,27] 2R3 :t O] +(1—sint)| 0 |.
0 sin t

Wie berechnen Sie hieraus die Lange der durchlaufenen Kurve I'" und
den Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs H in der x—z—Ebene?

(2) Zeichnen und parametrisieren Sie den Rotationskérper R, der aus H
durch Rotation um die z—Achse entsteht, sowie seine Mantelflache M.

(3) Bestimmen Sie das Volumen vols(R) und den Flacheninhalt vola(M).
Welche Rechenwege kennen Sie? Welcher scheint am effizientesten?
(4) Berechnen Sie zum Vektorfeld f:R? — R3: (z,y, z) — (0,0, 2)

das Flussintegral durch die Mantelflache M = OR nach auf3en:

(a) direkt durch Einsetzen in die Definition und (b) per Integralsatz.
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Losung: (1) Die Herzkurve kennen wir aus Kapitel E (Seite E217).

/\Z
T

v:[0,27] — R3

~

2 cost
¥t)=10] +(1—sint)| O

0 sin ¢
Flacheninhalt voly(H) = 37

-
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Y

Wir lieben Integralsatze!
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(2) Dank (1) sind Zeichnung und Parametrisierungen leicht:

© T COS (P
U:RD[0,27] x H—-R: VU|z|=/|zsing
2 z
v1(t) cos ¢
¢ : (0,27 x [0,27] — M o (f) = [ v1(¢)sinp
73(t)

(3) Mit (2) kdbnnen wir das Volumen und den Flacheninhalt ausrechnen.
Wesentlich leichter gelingt dies mit den Guldinschen Regeln (G2B):

volg(R) =voly(H) - 2w d(H) = gw -4 = 67

volo(M) =voly(I') - 2w d(I') =8-47 =327

Warum geht das so einfach? Hier helfen geometrisches Verstindnis und die passenden Sitze!
Wir kennen aus Kapitel E die Linge vol; (I') = 8 der Herzkurve I" und den Fldcheninhalt
vola(H) = %ﬂ' der so umlaufenen Herzflache H, siehe Seite E217. Aufgrund der Symmetrie
von [' und H miissen wir ithre Schwerpunkte nicht mithsam berechnen, sondern kdnnen aus
unserer Skizze sofort ihren Abstand zur Rotationsachse ablesen: d(I') = d(H ) = 2.
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(4) Physikalische Interpretation: Das Vektorfeld f(z,y, z) = (0,0, z)
entspricht der Auftriebskraft (genauer dem Druck, also Kraft pro Flache)
in einem homogenen Medium konstanter Dichte, etwa Wasser oder Luft.

Wir haben also genau die Situation des archimedischen Prinzips!

Daher stehen wir im Folgenden vor zwei moglichen Rechnungen.
Wir verstehen beide sowohl mathematisch als auch physikalisch:

(a) Wir kdnnen direkt die Definition des Flussintegrals einsetzen;
wir erhalten dann den Fluss, hier interpretiert als Gesamtkraft.

(b) Wir kbnnen den Integralsatz von Gaul3 zur Umrechnung nutzen;
wir erhalten dann die Auftriebskraft des verdrangten Volumens.

Die Sichtweise (a) ist physikalisch motiviert: Der Wert interessiert uns!
Die Sichweise (b) ist leichter auszurechnen und zu verstehen: Das hilft!

© Leistungsstarke Theorie ermdglicht effiziente Berechnung.
Wir lassen die Integralsatze einen grof3en Teil der Arbeit erledigen.
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(4a) Zunachst die direkte Losung durch Einsetzen in die Definition.
Wir berechnen die Tangentialvektoren und den Normalenvektor:

ob  Hd —71(t) sinp ! (t) cos ¢ L
90 g = | m@eose | x| m(t)sing | =
’ | 73(t) — B (t)

Damit erhalten wir das Flussintegral

o por [0
/f-dM: ( 0 )( )dtdgp
M P=071=0 \ 43(1) —1 () ()
2

=2 [ @O nO

Wir setzen nun die Parametrisierung des Randes ein:

v1(t) = 2+ cost +sint cost
v3(t) = sint + sin® ¢
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Wir erhalten einen etwas langlichen Integranden:

27
/t 1 (£) 74 (8) 3(t) i

=0
27
= / [2 + cost — Sintcost} : [— sint — cos® t + sin? t] : [sint — sin? t] dt
t=0
Hier hilft sorgsames Ausmultiplizieren und geduldiges Integrieren. ..
Versuchen Sie es! Es ist vielleicht nicht spaf3ig, aber doch lehrreich. ..
Einige Integrale sind Null aus Symmetriegriinden. Es bleibt schlieflich:

2T
[ n@r ol = -sn
t=0

& Fur das gesuchte Flussintegral erhalten wir so Jop fedM = 672,
&) Das war leider miihsam. Gibt es einen leichteren Weg? Jal!
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(4b) Das Integral gelingt am einfachsten mit dem Satz von Gauf3:

/ fedM = /dlv d(z,y,2) = /Rld(:c,y,z) = volz(R) = 67°

In Worten: Das Flussintegral von f tber die Randflache M = dR nach
auf3en ist gleich dem Volumenintegral von div f Gber den Korper R.
Wegen div f = 1 ist Letzteres hier einfach nur das Volumen vols(R).

& Diese Umformung vereinfacht erheblich unsere Rechnung.
© Sie illustriert zudem nochmal das archimedische Prinzip.

Damit endet dieses Kapitel wie es begann, namlich mit anschaulichen,
konkreten, handfesten physikalischen Anwendungen. Die Integralsatze
von Gaul3 und Stokes sind grundlegende Rechenregeln und Hilfsmittel.
Sie werden Uberall in den Natur- und Ingenieurwissenschaften genutzt.
Zur lllustration und zur Einlbung gebe ich hierzu im nachsten Kapitel
weitere physikalisch-technische Anwendungsbeispiele.
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Aufgabe: Fir je zwei Vektoren u, v € R? gilt

u x vf* = det (uu v-u)

Uv V-V

Zeigen Sie dies (1) durch geduldiges Ausrechnen sowie (2) geometrisch.

Losung: (1) Wir rechnen in kartesischen Koordinaten:

ui U1 U2V3 — U3v2
U X v = U9 X 1v2 ] = | usgvy — u1v3
us v3 U1v2 — U2V

‘u X ,0‘2 = + u%v% + u%v% — 2Uv2u3V3
2,2 2,2

+ uzv] + ujvy — 2u1v1U3v3
2,2 2,2

+ ujvy + ujv] — 2u1v1U202

det U VU — det u%—l—u%—ku% uU1v1 + u2v2 + usvs
UV VU U1V + U2V + U3V3 v%+v§+v§

& Ausmultiplizieren und vereinfachen: Beide stimmen Uberein!

. . G434
Die Gramsche Determinante Ergéinzung

(2) Ausrechnen ist gut, zudem wollen wir geometrisches Verstandnis:

w Das Kreuzprodukt w = u x v steht

senkrecht auf den Vektoren u, v.
Seine Norm |w| = |u] - |v]| - sin <(u, v)
@ ist der Flacheninhalt des von u, v

U aufgespannten Parallelogramms.

Stehen u und v senkrecht, also u - v = 0, so folgt |w| = |u] - |v|, somit

lu x v|* = det (uu 0 )
0 Vev

Andernfalls orthogonalisieren wir v bezlglich v durch v' = v — Au mit
A= (veu)/(u-u). Dadurch wird die Matrix diagonal, denn v« v' = 0;
Kreuzprodukt und Determinante bleiben unverandert erhalten.

& Das Kreuzprodukt nltzt uns nur fir Flachen im R2. Die Gramsche

Determinante hingegen nutzt in jeder Dimension. Anwendung / Ausblick:
So integrieren wir im R™ auf k—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten.




. G435
Die erste Fundamentalform Erganzung

Sei ®:R? O D — S C R? ein parametrisiertes Flachenstlck.
Die erste Fundamentalform von & ist die folgende Matrix:

o ox2 o (911 g12) . (0:P-0, P 0,P-0,P
gD R _(921 922) o (3:[;(1)'33,(1) 0y® - 0, P

Sie gibt an, wie die Tangentialebene an (z,y) in D C R? abgebildet wird
auf die Tangentialebene am Punkt s = ®(x, y) in der Bildflache S C R3.
Wir nennen ¢ auch den metrischen Tensor der Parametrisierung ®.
Er beschreibt vollstandig die innere Geometrie der Flache S C R3.

Aufgabe: Wie liest man der ersten Fundamentalform ¢® ab, (1) ob @
flachentreu ist? (2) winkeltreu? (3) langentreu? Welche Beziehung gilt?

Losung: (1) Flachentreue folgt aus der (Gramschen) Determinante:

® ist flachentreu <= det(g®*) =1

Genauer und allgemeiner: Der Faktor \/det(g®) = |0, ® x 9,P| ist die
Flachenverzerrung, wie wir in der vorigen Aufgabe ausgerechnet haben.
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(2) Fur Winkeltreue mussen 9, ® und 9,® senkrecht stehen und gleiche
Lange A haben (sonst stehen die Diagonalen nicht mehr senkrecht):

0 M2

2
® ist winkeltreu (konform) «— ¢% = ()\ O)

(3) Die Lange eines Weges v: [a,b] — D C R? mit v(t) = (x(t), y(t)) ist
/!7 )| dt = / V()2 + g(t)2 dt.
Die Lange des Weges ® o v: [a,b] — S C R? ist entsprechend

b b
0@ o7) = [ [8/0)5(0)| dt = | Vond@P + 22 O9(0) + 9223 (0P

Gleichheit far alle Wege ~ gilt nur, falls g1 = g2 = 1 und g12 = g21 = 0:

® ist langentreu (isometrisch) <« g¢=<(1) ?)

<~ & ist winkel- und flachentreu
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Kartographie und Projektionen der Sphare Erganzung

Lambert—Projektion (1772)
flachentreu, aber nicht winkeltreu

Mercator—Projektion (1569)

winkeltreu, aber nicht flachentreu

Fun fact: Grénland (2.2 Mio km?) passt 14mal in Afrika (30.3 Mio km?).
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Die Abwicklung des Zylinders ist langentreu. Erganzung

Aufgabe: Wir wickeln das Rechteck D = [0,27] x [—1,1] C R? auf
den Zylinder Z = { (z,y,2) e R® | z* +y* =1, -1 <2 <1} CR%
(1) Formulieren Sie explizit diese Parametrisierung ®: D — Z.

(2) Ist @ flachentreu? oder winkeltreu? oder gar langentreu?

Losung: (1) Wir bestimmen Parametrisierung und Tangentialvektoren:
®:D=10,27] x [-1,1] = Z, ®(p,2) = (cosp,siny, z)
0, P = (—sin g, cos ¢, 0), 0,9 =(0,0,1)
(2) Die erste Fundamentalform beschreibt die geometrische Verzerrung:
(g11 912> B (agpcb «0,® 0, agocb) B (1 0)
go1 22 0, -0, 0,9-0,® 0 1
Daher ist ® langentreu, somit insbesondere winkel- und flachentreu.
Zum Vergleich nochmal die Flachenverzerrung Ubers Kreuzproduki:
0, ® X 0,P = (cosp,sinp,0) = [0, x0,P| =1

Intrinsisch gesehen ist der Zylinder Z flach, seine Geometrie ist lokal
dieselbe wie die des ebenen Rechtecks D, nicht aber seine Lage im R3.




Lamberts Zylinderprojektion ist flachentreu. Erganmung

Aufgabe: (Lambert—Projektion) Wir projizieren den Zylinder Z axial
auf die Einheitssphare S = { (z,y,2) e R® | 22 + y* + 22 =1} CR3.
(1) Formulieren Sie diese Abbildung ®: D = [0,27] x [-1,1] — S.
(2) Ist ® flachentreu? oder winkeltreu? oder gar langentreu?

Losung: (1) Wir bestimmen Parametrisierung und Tangentialvektoren:
D(p, z) = (MCOS ©, mgin ©, %)

0, P(p, 2) = (—Msin 0, MCOS ©,0)

0.P(p,2) = (—z/ﬂcos ©, —z/ﬂsin p, 1)
(2) Die erste Fundamentalform beschreibt die geometrische Verzerrung:

<911 912) _ (@;(I)-QO(I) 8,2@.890(1)) B (1 — 22 0 )
g1 g22) \0,®:0,®2 0,0:0.2) 0 1/(1— 2%)

Daher ist ® flachentreu, aber nicht winkeltreu (auch nicht langentreu).

Intrinsisch gesehen ist der Zylinder Z flach, die Sphare S gekrimmit.
Keine Abbildung Z — S ist sowohl flachen- als auch winkeltreu.
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Mercators Zylinderprojektion ist winkeltreu. Erganzung

Aufgabe: (Mercator—Projektion) Wir projizieren den unendlichen
Zylinder Z' = { (z,y,2) € R | 22 + y? = 1 } zentral auf die Sphare S.
(1) Formulieren Sie diese Abbildung ®: D = [0,27] x R — S.

(2) Ist @ flachentreu? oder winkeltreu? oder gar langentreu?

Losung: (1) Wir bestimmen Parametrisierung und Tangentialvektoren:

(I)(S07 Z) - (COS SDaSiHSD,Z)/ V 1+ 22
0, (p, z) = (—sinp,cosp,0)/v/ 1+ 22
0,P(p,2) = (—zcosp,—zsinp,1)/(1+ 22)3/2

(2) Die erste Fundamentalform beschreibt die geometrische Verzerrung:

g1 g12\ _ (0,80, 0.9-0,®\  [1/(1+ 2?) 0
g1 g22) \0,®:0.® 0,9.0,2) 0 1/(1+ 22)

Daher ist ¢ winkeltreu, aber nicht flachentreu (auch nicht langentreu).
Nahe des Aquators ist ® nahezu isometrisch, also auch flachentreu.
Nahe den Polen wird die Flachenverzerrung dramatisch (siehe Skizze).
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2
1 i
—1
- 0
0 ° 1 x
y 1

Die vorigen Aufgaben lben die Schritte von Un/Gleichungen zum Bild
und zur Parametrisierung. In dieser Aufgabe beginnen wir mit dem Bild.
Sie ist eine Variante einer architektonisch-geometrischen Fragestellung,
die Vincenzo Viviani, ein Schiler Galileos, 1692 vorschlug und I&ste.

. . . G442
DaS V|V|an|—FenSter Erganzung

Aufgabe: (1) Beschreiben Sie gemal obiger Skizze den Zylinder Z
und die Hemisphare H in R? durch geeignete Un/Gleichungen.

(2) Parametrisieren Sie die Schnittkurve I' = Z N H und berechnen Sie
ihre Lange vol; (I') soweit moglich (bis zu einem elliptischen Integral).

(3) Die Kurve I" zerlegt die Flache Z: Parametrisieren Sie jedes der drei
Flachenstlcke 7, Zs, Z3 und berechnen Sie den Flacheninhalt vols(Z;).
Erstes Wunder: Der Flacheninhalt voly(Z3) ist rational, sogar ganzzahlig.

(4) Berechnen Sie ebenso H; (in x—z—Polarkoordinaten) und damit Hs.
Zweites Wunder: Es gilt voly(Z1) = voly(H1) und voly(Z3) = 2 voly(Hs).
(5) Das zweite Wunder folgt geometrisch aus der Lambert—Projektion.
& Geometrisches Verstandnis Uberpriift bzw. ersetzt die Rechnung.

Losung: (1) Der vorgelegten Skizze entnehmen wir:
Z={(z,y,2) eR®| 2<y<2 2*+(2-1)*=1}
H={(zy,z2) €R3|a:2—|—y2+z2:4, z>0}

(2) Wir wahlen z = 1 + cos(t) und « = sin(t) auf Z. Auf H erhalten wir:

y? =4 — 2% — 2% =2 —2cos(t) = 4sin(t/2)?
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Der Weg ~: [0, 47r] — R3 mit y(t) = (sin(¢), 2sin(¢/2), 1 + cos(t))
durchlauft I' = Z N H einmal komplett, tatsachlich beide Schleifen.
v'(t) = (cos(t), cos(t/2), —sin(t))
h’(t)‘z = cos(t)? + cos(t/2)? +sin(t)? =1+ cos(t/2)?
4m

vol; (T') = V1 + cos(t/2)2dt ~ 15.2808
t=0

Dieses elliptische Integral kbnnen wir leider nur numerisch auswerten.
Plausibilitdtscheck: Schraubenlinie (kiirzester Weg) 4v/72 + 22 =~ 14.897.

(3) Wir berechnen den Flacheninhalt des rechten Flachenstlicks:

le{(az,y,z)ER?"x2—|—(z—1)2:1, \/4—x2—22§y§2}

27

2m
voly(Z1) = /t—O 2 — 2sin(t/2)dt = [2?5 + 4003(75/2)} =0

—4r —4—4 =41 — 8 ~ 4.566 (plausibel nach Skizze)

Ebenso erhalten wir fir das linke und mittlere Flachenstick Z; und Z3
die Flacheninhalte voly(Z3) = 4(m — 2) und vola(Z3) = 16. Rational!
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(4) Wir berechnen den Flacheninhalt des rechten Flachenstlicks:

le{(x,y,z)ER?"x2+(z—1)2§1, 2yt =4

P COS 0< o<
@(Sp): V4 — p? auf D:{<¢>€R2 =e=T }

P psin o P 0<p<2siny
—psin @ COS p%/\/4 — p? cosp

0, P x 0, = 0 X | —p/\/4—p*| = p
+pcos p sin ¢ p?/\/4 — p? singp

T 2sin 2p
volo (Hy :/8<I>><8<I>dg0,p:/ / ————dpdyp
() = | 10,2 % 8,®|d(¢, p) ol T

n 2sin n
:/ [—2 4—p2] de :/ 4 — 4|cos p|dy
=0 p=0 =0

/2 /2
:8/ 1—cosg0dg0:8[g0—singp} =47 — 8 = 4.566
=0 p=0

Aus V012<H) = 81 = 2voly (Hl) + 2V012(H3) fOIgt vols (Hg) — 8. Rational!
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Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die beiden Zylinder
le{(x,y,z)ERg‘xQerzgl, —2§z§2},
Zgz{(x,y,z)€R3‘x2+z2§1, —2§y§2}.

(2) Berechnen Sie das Volumen der Schnittmenge K = Z; N Zs.

Beschreiben Sie K hierzu moglichst explizit als Normalbereich.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Randflache 0K .
Parametrisieren Sie 0K hierzu stickweise als Graph.

(4) In welchen Punkten ist die betrachtete Randflache 0K nicht glatt?
Geometrisch: Wo erlaubt 0K keine eindeutige Tangentialebene?

(5) Welche Form haben die beiden Schnittkurven 021 N 0Z5?
Finden Sie implizite Gleichungen bzw. explizite Parametrisierungen.

&) Dieser Durchdringungskdrper ist nicht leicht zu visualisieren.
Mit unseren Methoden gelingt die Rechnung dennoch leicht!

Das ist ein halbwegs realistisches Beispiel eines Werkstlucks:
nicht ganz trivial aber noch gut mit Stift und Papier zu berechnen.
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Lésung: (1) Die Skizze gibt einen Uberblick, was zu beachten ist.
(2) Fur K missen wir nur 22 + y? < 1 und z? + 22 < 1 erfillen, also:

—1<z<1, —V1-22<y<+vV1—-22 —V1-22<2<+v1-—2?2

Hieraus erhalten wir das Volumen ganz leicht als iteriertes Integral:

1 V1—2? V1—22
volg(K) = / 1d(z,y, 2 )—/ 1/ : 2/ : 21dzdyd9&
r—— ’y:—\/ —X =\ 1—X

1

/ / 2\/1—x2dydx:/ 4(1 — 2%) dx
=—1 —/1-22 x

=—1

3 8 16 .
{4:13 — 37 L;——1 =8 — 3= 3 (rational, ohne )
Plausibilitatscheck: Das ist gro3er als das Kugelvolumen %wr?’ ~ 4.189.
(3) Wir parametrisieren das obere der vier Flachenstlcke als Graph:
i
x2+y2§1}:D—>S§R3, @(i): Y
1—=x

q):{ (x> € R2
y
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Zur Flachenparametrisierung ® berechnen wir den Normalenvektor:

1 0 xr/vV1— 2
Oy ® x 0y® = 0 x|11] = 0
—x/v1— x? 0 1
Seine Lange (euklidische Norm) ist das Flachenelement:
2 2
9 o T -2 1
0:® % 0,0 = 5 L A s R g

Den Flacheninhalt von S erhalten wir hieraus durch Integration:

vola (S /’8@x8®’dxy ——dydx

/__1/ _VitzZ V1 — 22
= / 2dx =14 Am Ende geht’s Uberraschend leicht!
r=—1

Dank Symmetrie erhalten wir schlie3lich vola(0K) = 4 voly(S) = 16.
Plausibilitatscheck: Das ist groBer als die Kugelflache 472 ~ 12.567.
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