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Kapitel E

Integralsatze in der Ebene

Wahrlich es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen,
nicht das Besitzen, sondern das Erwerben,
nicht das Da-Seyn, sondern das Hinkommen,
was den grossten Genuss gewdhrt.

Carl Friedrich GauB} (1777-1855)
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Vorgehensweise Uberblick

Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fur jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R und f = F’ gilt

b
HDI: /: f(x)dz = F(b) — F(a).

Das ist eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit: Das Integral tiber das
Intervall [a, b] l&sst sich entlang des Randes 0[a, b] = {a, b} bestimmen!

Der HDI vereinfacht enorm die Berechnung bestimmter Integrale,
oft ermdglicht er sogar explizite Integrale in geschlossener Form.
Der HDI (B11) ist daher zentral fir die eindimensionale Integration;
zusammen mit Fubini (C1E) und Transformationssatz (C2B) liefert er
die Grundtechniken zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale.

Der HDI Iasst sich verallgemeinern von Dimension 1 auf 2 und 3 usw.
Die so entstehenden Integralsatze von Green, Gauf3 und Stokes
ermoglichen die Umformung und Berechnung von Integralen.

Wir beginnen dieses Kapitel E mit Kurvenintegralen, als Wiederholung
und Vertiefung dieser wichtigen Integrationstechnik aus der HM2.

Wir erklaren insbesondere die Unabhangigkeit von Parametrisierungen,
sodass wir von Wegintegralen zu Kurvenintegralen Ubergehen kénnen.

AnschlieBend werden wir in diesem Kapitel die Integralsatze von Green
und GauB fiir ebene Vektorfelder f:R? — R? kennen und nutzen lernen.

Das Prinzip ist genial einfach, doch wie immer erfordert es Ubung.

Im folgenden Kapitel F werden wir dies auf komplexe Funktionen
f:C — C anwenden. Ziel ist dabei der Residuensatz von Cauchy.

Im anschlieBenden dritten Kapitel G diskutieren wir die Integralsatze
von GauB und Stokes fur raumliche Vektorfelder f:R3 — R3.

Das abschlie3ende vierte Kapitel H der Reihe diskutiert physikalische
Anwendungen: die Kontinuitatsgleichung in der Strémungslehre,
Fouriers Warmeleitungsgleichung, Newtons Gravitationsgesetz

und Maxwells Gleichungen der Elektrodynamik.
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Erinnerung

Was sind Kurven und Flachen im R"*?

E006
Erinnerung

Skalarprodukt, Norm, Abstand im R”

Der Zahlengerade R! = R betrachten wir als (reell) eindimensional,
die euklidische Ebene R? = R x R betrachten wir als zweidimensional,
den euklidischen Raum R™ = R x - - - x R entsprechend n—dimensional.

Der fundamentale Begriff der Dimension entspringt hier der linearen
Algebra, genauer gesagt der linearen Unabhangigkeit von Vektoren:
Im R™ ist e, eq,. .., e, die Standardbasis, und jede Basis hat Lange n.
Dies setzen wir in Geometrie, Differential- und Integralrechnung fort:

Eine Kurve ist eine ,eindimensionale” Teilmenge I C R",

eine Flache ist eine ,zweidimensionale” Teilmenge S C R™, usw.
Anschaulich mag das klar scheinen, aber wir wollen explizit rechnen!
Wie das genau funktioniert, werden wir im Folgenden ausfihren.

Unser Ziel ist insbesondere, Uber Kurven und Flachen zu integrieren.
Die hierzu benétigten Grundlagen behandeln wir zunachst fur Kurven.
Die hier geltenden Integralsatze sind Gegenstand dieses Kapitels E.
In Kapitel G wenden wir uns dann Flachenintegralen im Raum zu.

[[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §4-5.

Das euklidische Skalarprodukt von zwei Vektoren u,v € R™ ist
UV = UV + -+ UpUp.
Ubliche Schreibweisen: w-v = u-v = uTv = (u|v)=(u,v)y=...

Flr jeden Vektor v € R™ gilt somit (u | u) = u? +--- +u2 > 0.
Die euklidische Norm des Vektors v € R"™ ist definiert durch

ful = /Tu ) = \Jud + -+ u2.

Ubliche Schreibweisen: |u| = |ulz = |lu]| = [[ull2 = ...
Der euklidische Abstand zwischen zwei Punkten u,v € R™ ist

lu —v| = \/(ul—vl)Q—i—---—l—(un—vn)z.
Beispiel: Der Weg v: [a,b] — R" : t — u + tv hat die Geschwindigkeit
¥/(t) = v und die Lange " |v/(t)] dt = (b —a) - [v] = |4(b) = 7(a)].

Alternative Schreibweisen fir Vektoren «» € R™ und ihre Lange |u| € R:
Vektorpfeil @ und u = || oder Unterstrich v und u = |u|, oder Fettdruck.
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Erinnerung

Skalarprodukt und Kreuzprodukt in der Ebene
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Erinnerung

Skalarprodukt und Kreuzprodukt in der Ebene

Die Geometrie der Ebene ist verhdltnismasig einfach und Ubersichtlich.
Fir u,v € R? sind Skalarprodukt und Kreuzprodukt gegeben durch

uev = uvy +ugvy = |ul-|v| - cos<t(u,v),

uXv = uvy —ugvr = |uf-|v|-sin<(u,v).

Geometrische Erklarung: N ¥ ‘
A
) U
Far u = (uy,0) l1&ngs der z—Achse ist die cos—sin—Formel klar.

Allgemein kdnnen wir jedes vorgegebene Paar von Vektoren u,v € R?
so drehen, dass u = (u1,0) l&ngs der z—Achse liegt: Beide Produkte
sind invariant unter Drehungen, das heif3t, es gilt (Au) « (Av) = u-v
und (Au) x (Av) = u x v fir jede orthogonale Matrix A € SO2R.

Die vier Falle <«(u, v) € {0°,90°,180°,270°} sind besonders wichtig:
parallel:
senkrecht:

ullv <<= w-v==£u|l-|Jv] <= uxv=0

u Ll v
Beziglich u zerlegen wir den Vektor v = v + v, in seinen tangentialen
Anteil v, parallel zu u und seinen normalen Anteil v, senkrecht zu w.

Diese orthogonale Zerlegung von v bezlglich « ist (fir u # 0) eindeutig;
sie ist der Anfang des berihmten Gram—-Schmidt—Verfahrens, geman

— wu-v=0 < uxv==ul-|v|

U :
vy = und v; =v—wv, somit wev; =0.

Damit erhalten wir allgemein folgende geometrische Umformulierung:
(positiv / negativ parallel)
(positiv / negativ orthogonal)

u-v=x£|ul [y
uXxXv==lul-|vg]

© Das Skalarprodukt « - v misst von v nur den tangentialen Anteil v,
parallel zu u (bzw. symmetrisch hierzu den Anteil von u parallel zu v).

© Das Kreuzprodukt « x v misst von v nur den normalen Anteil v
senkrecht zu u (bzw. symmetrisch hierzu von u senkrecht zu v).
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Skalarfelder und Vektorfelder

Skalarfelder und Vektorfelder
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Erlauterung

Skalarfeld g: R? D Q — R: (z,y) — g(z,y), z.B. Temperatur, Luftdruck.
Vektorfeld f:R2 D Q — R2: (z,y) — (fi(x,y), f2(z,v)), z.B. Wind, etc.

Vektorfelder treten in vielen naturwissenschaftlichen Modellen auf.
Hierbei gelten gewisse Gesetze, die wir verstehen und nutzen wollen.

EO11
Erlauterung

Skalarfelder, Gradient, Taylor—Entwicklung

Vektorfelder, Jacobi—Matrix, Divergenz, Rotation

Erlauterung

E012

Wir betrachten zunachst ein ebenes Skalarfeld
g :RZDOQ =R : (z,y)— g(z,y).

Jedem Punkt (z,y) € Q wird eine Zahl g(z,y) € R zugeordnet;
der Definitionsbereich 2 C R? sei hierbei eine offene Teilmenge.
Unser Skalarfeld g ist dann nichts weiter als eine reelle Funktion.
Wir kénnen die Funktion g als eine Flache Uber €2 veranschaulichen:
Der Wert z = g(x, y) ist dann die H6he Gber dem Punkt (z,y).
Wir nehmen an, dass g stetig partiell differenzierbar ist, kurz C*.
Die Ableitung 01 g(x,y) = %(w, y) ist die Steigung in z—Richtung.
Die Ableitung d»2g(z,y) = %(m, y) ist die Steigung in y—Richtung.
Dies definiert zwei neue Funktionen d,¢, 0>g: Q2 — R. Der Gradient

g =gradg = (019,029) : Q=R : (2,9) = (Dig(,y), D2g(z.y))
weist in Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion g.
Der Gradient ist der Iineare Term der Taonr—EntwickIung

-l-z&g al+zza 0ig(x)aza; +

g(x +a) =

Jj=11i=1

Wir betrachten nun ein ebenes Vektorfeld

f : ]RQ QQ%RZ : (:c,y) Hf(way) = (fl(x,y),f2(-'13,y))-

Jedem Punkt (z,y) € Q wird ein Vektor f(z,y) € R? zugeordnet, mit
Komponenten fi(z,y) € R und f2(z,y) € R. Seine Jacobi—Matrix ist

. O(f1, fa) _ (3f1/3$ 8f1/8y) _ (31f1 32f1)
O(x,y) dfa/0x 0f2/0y O1fa Oafa)”

Wir definieren die Quelldichte oder Divergenz div f: 2 — R durch

0 0
div f = 01 fi + Oafy = 2L+ 92
ox oy
Wir definieren die Wirbeldichte oder Rotation rot f: 2 — R durch
0 0
rot f = D1 fy — oy = 2 - 9L
Y

[[[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.2.
In diesem Kapitel E geht es zun&chst nur um ebene Vektorfelder.
Dreidimensionale Vektorfelder behandeln wir spater in Kapitel G.
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Ausfiihrung

Die Rotation rot(f) misst die Wirbeldichte.

E014
Ausflihrung

Die Rotation rot(f) misst die Wirbeldichte.

Wir betrachten ein C''—Vektorfeld f:R? O Q — R? auf einem Rechteck
D = [x—p, z+p] X [y—0,y+0o] C Q mit den (kleinen) Radien p, o > 0.

(m,y—l—a) D1 Dz
#

B

*([E—,) P (‘T_‘_’)’
P Y 6(%3}) P Y

«

(z,y—0) D,

Aufgabe: ( ) Berechnen Sie (in erster Naherung) das Arbeitsintegral
Ip = [,p f(s)+ds von f langs des Randes 0D, als Summe der Kanten.

(2) Erklaren Sle far (p,o) — 0 den Grenzwert Ip/ vola(D) — rot f(x,y).
Die Rotation rot(f) misst also die lokale Wirbeldichte des Feldes f.

(3) Erklaren Sie durch Zerlegung und Grenzibergang: Die Zirkulation
von f auf jedem beliebigen Rechteck D erhalten wir durch die Integrale

- f(s)-ds = /Drot f(z,y)d(z,y).

Loésung: (1) Wir nutzen die Taylor—Entwicklung bis zur ersten Ordnung:

[ f(s)+ds = +fi(z,y—0)-2p =~ +[fi(z,y) + Oafi(z,y) - (—0)] - 2p
J5f(s)-ds = +fo(v+p,y) 20 ~ +[fo(z, y) + 01 fo(z,y) - (+p)] - 20
fv f(s)+ds =~ —fi(z,y+0)-2p ~ [fl(x y) + 02 f1(zx,y) - (+a)] 2p
[5f(s)+ds = —falaz—p,y)-20 ~ —[fa(z,y) + O fo(z,y) - (—p)] - 20

Die Summe ergibt das Arbeitsintegral I von f entlang des Randes 0D:
Ip = faD «ds ~ [alfg(a: y) — 82f1(:1:,y)] -4po = rot f(x,y) - vola(D).
(2) Fur (p, ) — 0 gilt Ip/ voly(D) — rot f(x,y); der Fehler in obiger
Naherung ist héherer Ordnung in p, o und verschwindet flr (p, o) — 0.

(8) Wir zerlegen D = Dy U --- U D,, in Teilrechtecke und summieren:
Links erhalten wir das Arbeitsintegral von f entlang 0D; Arbeitsintegrale
langs innerer Kanten sind gegenlaufig und heben sich paarweise auf!
Rechts erhalten wir >~ rot f(zx, yx) vola(Dy) — [ rot f(z,y)d(z,y).

© Diese erste Naherung hilft zur Anschauung und erklart die Intuition.
Die genaue Rechnung (ohne N&herung) fihren wir auf Seite E141 aus.
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Ausfiihrung

Die Divergenz div(f) misst die Quelldichte.
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Ausfiihrung

Die Divergenz div(f) misst die Quelldichte.

Aufgabe: (4 ) Berechnen Sie (in erster Naherung) das Flussintegral
Jp = [5p f(s) x ds von f lber den Rand 9D, als Summe der Kanten.

(5) Erklaren Sle fir (p,0) — 0 den Grenzwert Jp/ vola(D) — div f(x,y).
Die Divergenz div(f) misst also die lokale Quelldichte des Feldes f.

(6) Erklaren Sie durch Zerlegung und Grenzlbergang: Die Quellstarke
von f auf jedem beliebigen Rechteck D erhalten wir durch die Integrale

f(s) xds = / div f(z,y)d(z,y).
oD D

© Die hier anschaulich gefundenen Integralsatze von Green (3) und
GauB (6) gelten nicht nur fur jedes Rechteck D, sondern allgemein fir
jedes Kompaktum D C R? mit stlickweise glattem Rand, zum Beispiel
Polygone, Kreise, Ellipsen, sogar mit Léchern. .. kurzum: nahezu immer.

/\ Wichtig ist, dass D kompakt ist. Andernfalls existieren eventuell die
Integrale Uber D oder 0D nicht, oder die Bilanzgleichungen (3) und (6)
sind verletzt. Eine genauere Analyse solcher Falle folgt in Kapitel F

im Rahmen des Residuensatzes fir komplexe Funktionen.

Loésung: (4) Wir nutzen die Taylor—Entwicklung bis zur ersten Ordnung:

[, f(s) xds = —fa(x,y—0)-2p = [fg(a: y) + 02 fa(z, ) (— o)] 2p
Js f(s) xds = +fi(ztp,y) 20 = +[fi(z,y) + 01 fi(z,y) - (+p)] - 20
f f ) xds = +fo(x,y+0)-2p ~ —|—[f2 x,y) + O fa(z, (+a)} 2p
[5f(s) xds = —fi(z—p,y) 20 =~ [f x,y) + o fi1(x,y) p)] 20

Die Summe ergibt das Flussintegral ./, von f Uber den Rand 9D:

Ip = [5p F(s)xds = [0 fi(x,y) + Oz fa(z,y)] - 4po = div f(x,y) - vola(D)

(5) Fur (p,0) — 0 qilt Jp/vola(D) — div f(x,y); der Fehler in obiger
N&herung ist héherer Ordnung in p, o und verschwindet fir (p, o) — 0.
(6) Wir zerlegen D = D; U --- U D, in Teilrechtecke und summieren:
Links erhalten wir das Flussintegral von f tGber 0D; Flussintegrale
Uber innere Kanten sind gegenlaufig und heben sich paarweise auf!
Rechts erhalten wir 3~ div f(zx, yx) vola(Dy) — [, div f(z,y) d(z,y).
© Diese erste Naherung hilft zur Anschauung und erklart die Intuition.
Die genaue Rechnung (ohne N&herung) fihren wir auf Seite E145 aus.
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Ubung

Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral
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Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral
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Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck D = [(0,—-1), (2,-1), (2,1)].
und skizzieren Sie hierauf das Vektorfeld f(x,y) = (z — 2y, 3z — y).

(2) Berechnen Sie die Wirbelstérke [}, rot(f)d(z,y) auf D sowie
(3) das Arbeitsintegral [, f(s) - ds entlang des Randes 0D.
Was schatzen Sie vorab: Vorzeichen? GréBenordnung? exakte Werte?

Ausflihrung

Vektorfelder und Arbeitsintegrale kennen Sie bereits aus der HM2.
Dies wollen wir anschaulich verstehen und prazise berechnen lernen.
AnschlieBend wollen und werden wir damit komplexere Probleme Iésen.
Ich beginne hier ganz bewusst mit einem besonders simplen Beispiel.
Es ist stark vereinfacht und soll zunachst nur das Prinzip erlautern:
Wir kénnen die Lésung hier gut visualisieren und direkt ausrechnen.

Anschauliche Beschreibung: Sie beobachten die Strémung einer
dinnen Flussigkeitsschicht auf einer Platte. Die Geschwindigkeit in
jedem Punkt wird dann beschrieben durch das Vektorfeld f:R? — R2.
Alternativ: Sie beobachten ein ebenes Kraftfeld f:R? — R?, etwa

ein elektrisches Feld in der Ebene R?. Die Kraft in jedem Punkt

wird dann beschrieben durch das Vektorfeld f:R? — R2.

Wieviel Arbeit wird gewonnen bzw. verrichtet, wenn Sie ein
Probeteilchen in diesem Feld bewegen entlang des Randes 0D?

© Das Ergebnis hangt von der Wirbeldichte rot(f) = 9y fo — do.f1 ab.
Wir kdnnen sie in jedem Punkt durch ein kleines Schaufelrad messen.

E019
Ubung

Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral
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Ausfiihrung

Rotation, Wirbelstarke und Arbeitsintegral

Lésung: (2) Die Wirbeldichte rot(f) und die Wirbelstarke auf D sind:
rot(f) = O1fa—afi = 3—-(-2) =5
/ rot(f)d(z,y) = 5vola(D) = 5-2
D

(3) Die Kurve I = 9D ist polygonal und das Vektorfeld f ist linear in z, y.
In diesem Spezialfall kbnnen wir das Arbeitsintegral einfach summieren:

10

Schwerpunkt sj. | Vektor f(si) | Tangente t; | Lange |T'x| | Arbeit
Iy (1,-1) (3,4) (1,0) 2 6
Iy (2,0) (2,6) (0,1) 2 12
I's (1,0) (1,3) (—1,-1)/v2 2v/2 -8
Wir erhalten so:
f(s) Zf si)+ b [Tk = 10

oD

Die Gesamtsumme ist 10: Beim Umlauf um 0D wird Arbeit verrichtet.
© GemaB Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!

© Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Green!

/ rot f(z,y) d(z,y) = / f(s)-ds
(w,y)eD s€dD

Links steht das Flachenintegral der Wirbeldichte von f auf D.
Rechts steht das Arbeitsintegral von f entlang der Randkurve 0D.
Integralsatz von Green: Beide Integrale ergeben denselben Wert!

© Die obige Summenformel ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist 2.
Ordnung. In unserem Beispiel verschwindet der Fehler vollkommen,
da wir ein lineares Vektorfeld Gber einen polygonalen Weg integrieren.

© Allgemein nutzen wir den Grenziibergang von Summe zu Integral:

D FCsk) ot Tkl =D flsk)+ As —
K K

f(s)-ds = t(s) |ds|
sel’

f(s)-
sel’

© Solche Kurvenintegrale kennen Sie bereits aus lhrer Vorlesung HM2.

Diese Begriffe und Techniken werden wir nun fortsetzen und ausbauen.
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Divergenz, Quellstarke und Flussintegral o

Ausflihrung
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Aufgabe: (1) Zeichnen Sie das Dreieck [(0,—-1), (2,-1), (2,1)]

und skizzieren Sie das Vektorfeld f(z,y) = (x —y+ 1,3y — 2z — 1).

(2) Berechnen Sie die Quellstarke [}, div(f)d(z,y) auf D sowie
(3) das Flussintegral [}, f(s) x ds entlang des Randes 9D.

Was schatzen Sie vorab: Vorzeichen? GréBenordnung? exakte Werte?

Strémungen haben im allgemeinen Wirbel, auch Quellen und Senken.
Dies wollen wir anschaulich verstehen und prazise berechnen lernen.
AnschlieBend wollen und werden wir damit komplexere Probleme Iésen.

Ich beginne auch hier bewusst mit einem besonders simplen Beispiel.
Es ist stark vereinfacht und soll zunachst nur das Prinzip erlautern:
Wir kénnen die Lésung hier gut visualisieren und direkt ausrechnen.

Anschauliche Beschreibung: Sie beobachten die Strémung einer
dinnen Flussigkeitsschicht auf einer Platte. Die Geschwindigkeit in
jedem Punkt wird dann beschrieben durch das Vektorfeld f:R? — R2.

Die Platte ist porés, an manchen Stellen quillt Flissigkeit heraus,

dies entspricht Quellen mit div(f) > 0. An anderen Stellen dringt
FlUssigkeit in die Platte ein, dies entspricht Senken mit div(f) < 0.

Wieviel FlUssigkeit entsteht insgesamt im Dreieck D?
Wieviel flie3t insgesamt Gber den Rand 0D?

© Das Ergebnis hangt von der Quelldichte div(f) = 0y f1 + d2.f- ab.
Wir messen sie in jedem Punkt als Fluss aus einem kleinen Gefaf.

(3) Die Kurve 9D ist polygonal und das Vektorfeld f affin-linear in z, y.
In diesem Spezialfall kénnen wir das Flussintegral einfach summieren:

Schwerpunkt s, | Vektor f(sx) | Normale ny | Lange |T'y| | Fluss
I (1,-1) (3,-5) (0,—1) 2 10
T, (2,0) (3,—3) (1,0) 2 6
I's (1,0) (2,-2) (-1,1)/v2 2v/2 -8

Wir erhalten so:
fs)xds = Y fsg)me Tkl = 8
k

Die Gesamtsumme des Flusses ist 8: Aus D flie3t mehr raus als rein.
© GemaB Skizze ist dies plausibel, insb. stimmen die Vorzeichen!

oD

Divergenz, Quellstarke und Flussintegral smng| | Divergenz, Quellstarke und Flussintegral Ausfoong
Losung: (2) Die Quelldichte div(f) und die Quellstarke auf D sind: ) Die Gleichheit ist kein Zufall, sondern illustriert den Satz von Gauf!
div(f) = O1fi+ofs =1+3 =4 /
div (o g)dley) = [ f(s) xds
/ div(f)d(z,y) = 4vola(D) = 4-2 = 8 (z,y)€D s€dD
D

Links steht das Flachenintegral der Quelldichte von f auf D.
Rechts steht das Flussintegral von f Uber die Randkurve 0D.
Integralsatz von Gauf3: Beide Integrale ergeben denselben Wert!

© Die obige Summenformel ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist
2. Ordnung. In unserem Beispiel verschwindet der Fehler, da wir
ein affin-lineares Vektorfeld Gber einen polygonalen Weg integrieren.

© Allgemein nutzen wir den Grenziibergang von Summe zu Integral:
D f(sk) e [Tl =) flsi)xAsp — [ f(s)xds= [ f(s)-n(s)|ds]
& L sel’ sel’

© Solche Kurvenintegrale kennen Sie bereits aus lhrer Vorlesung HM2.

Diese Begriffe und Techniken werden wir nun fortsetzen und ausbauen.
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Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene
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Erlauterung

Kurvenintegrale und Integralsatze in der Ebene

Kurven T’ C R? parametrisieren wir (stiickweise C*') durch ~:[a, b] — T.
Am Punkt s = v(t) heftet das infinitesimale Wegelement ds = +/(¢) dt.

b
Kurvenlange /ydr| :/ ds| ::/ (1)) dt
r sel t=a

b
Kurvenintegral /g|dF\ :/ g(s)|ds| ::/ g(y() 1Y (#)| dt
I sel’ t=a

b
Arbeitsintegral /Ff-dr = Ff(s) «ds = fiy@) -~ (t)dt
se€

t=a

b
(s)xds:= [ f(y(t)) x+'(t)dt

t=a

Flussintegral / fxdl' =
r sel’

Sei D C R? eine kompakte Flache mit stiickw. glatter Randkurve oD.
Fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f:R? O D — R? gilt dann

Satz von Green: / rot f(z,y)d(x,y) = / f(s)«ds,
(z.y)eD s€dD

Satz von Gaul3: / div f(z,y) d(z,y) = / f(s) x ds.
(z,y)eD s€dD

© Diese Satze sind die zweidimensionale Fortsetzung des HDI:
Der Integralsatz von Green / Gaul3 Ubersetzt zweidimensionale Integrale
Uber eine kompakte Flache D C R? in eindimensionale Integrale entlang
der Randkurve dD. Diese Integrationstechnik ist sehr oft ntzlich!

Die Randkurve 0D parametrisieren wir (stlickweise) durch regulare
Wege 7 : [a, b] — R2. Das Kurvenelement ds = ~/(t) dt stellen wir uns als
ein kleines Wegsttick vor und |ds| als seine Lange. Der Vektor ds liegt
tangential an der Kurve. Das Skalarprodukt f(s)-ds = f(v(t)) «+/(¢) dt
misst den tangentialen Anteil von f l1angs der Kurve, das Kreuzprodukt
f(s) x ds = f(y(t)) x +/(t) dt den normalen Anteil senkrecht hierzu.
Wir integrieren langs ~ und addieren alle Beitrdge. Links steht die
bequeme, parameterfreie Abklrzung fir das Integral Uber die Kurve I.

Warum so kompliziert? Wir interessieren uns letztlich fir die Kurve T,
aber nur mit Wegen ~ kénnen wir rechnen: differenzieren / integrieren.
Die Wahl einer Parametrisierung - ist unentbehrliche Rechentechnik.
Die Rechenwege sind verschieden, alle fihren zum selben Ergebnis!
Erst diese Gewissheit rechtfertigt die abklrzende Schreibweise links.

E027
Ausfiihrung

Linearisierung und Approximation
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Linearisierung und Approximation

Wir wollen die Linearisierung der vorigen Aufgaben rechtfertigen.
Jedes Geradenstiick I" von p nach ¢ im R? kénnen wir parametrisieren
durch einen affin-linearen Weg ~: [0, 1] — R? mit y(¢) = (1 — t)p + tq.
Zudem sei auch das Vektorfeld f:R? — R? affin-linear, das heif3t

T Ty aj1r1 +ajpzs + by
—A = .
/ <9€2> (332) o <a21x1 + agows + 52>
Ubung: In diesem Falle gelten folgende niitzliche Vereinfachungen:
(1) Die Lange ist vol; (I') = |¢ — p| und der Schwerpunkt s = 1(p + ).

(2) Einheitstangente istt = (¢ — p)/|q — p|, Normale n = Ot = (t2, —t1).
(3) Arbeits- und Flussintegral von f Uber I vereinfachen sich zu

/Ff-dF = f(3)-tvoh(T) = £(5)-(q—p).
/fodl“ _ £(5) % (g - p).

(4) SchlieBlich sind rot(f) = as; — ai2 und div(f) = a1 + ags konstant.
© Statt Integralen bendtigen wir hier also nur die Grundrechenarten!

f3)en vol1(I') =

© Fir jedes Geradenstiick I und jedes affin-lineare Vektorfeld f
gelten die vereinfachten Formeln (3) exakt, d.h. ohne Naherungsfehler.
Durch Summation gilt die Gleichung (3) auch fir Polygonziige T'.

Warum haben wir Kurvenintegrale dann nicht gleich so definiert?

Die vereinfachte Rechnung bendtigt die spezielle Voraussetzung!
Nicht jede Kurve I C R? ist polygonal, und nicht jedes Vektorfeld

f:T — RZist linear. Im Allgemeinen ist die exakte Rechnung nicht so
einfach; hier nutzen wir gewinnbringend unsere Integrationsmethoden!

Numerik: Ist das Kurvenstlck I" klein, so weicht das Vektorfeld f

auf T nur wenig von der Linearisierung um den Schwerpunkt s ab.
Fur f(z) = Az + b ist Formel (3) dann eine brauchbare Naherung.

In der Taylor—-Entwicklung treten im Allgemeinen héhere Terme auf:
Die Formel (3) ist exakt bis zu 1. Ordnung, der Fehler ist 2. Ordnung.

© Die Kurvensummen 3", f(3x) - ti. voli(T'x) konvergieren bei immer
feineren Unterteilungen gegen das Kurvenintegral fser f(s)«t(s)|ds|.
Ebenso konvergiert 3, f(5x) « ni, voli(T'x) gegen [, . f(s) «n(s)|ds|.
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Grundbegriffe: Wege und Kurven
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Differenzierbare und regulare Wege

Ein Weg im Raum R" ist eine stetige Abbildung
71 (t)
v a, b = R™ () = :
'Yn(t)
Die von ~ parametrisierte Kurve ist die Menge aller Bildpunkte,
P=9(la.b]) = {7(#t) |a<t<b} < R
/\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.3-5.4.

Jedem Parameterwert ¢ € [a, b] wird ein Bildpunkt v(¢) € R™ zugeordnet. Durchliuft ¢ das
Intervall [a, b], so durchléuft y(¢) die Kurve I'. Stetigkeit bedeutet hierbei: Fiir ¢t — ¢o gilt
|v(t) — v(to)| — 0. Aquivalent hierzu: Jede Koordinate 71, . . ., ¥ : [a, b] — R ist stetig.

Physikalische Interpretation: Der Weg ~ : [a, b] — R”™ beschreibt die Bahn (Trajektorie) eines
Teilchens in der Ebene R?, im Raum R?, oder allgemein in einem Zustandsraum R™. Zur Zeit
t € [a, b] befindet es sich im Punkt v(¢) € R™. Beispiel: Which way did the bicycle go?

Jeder Weg + ist eine Abbildung, die so beschriebene Kurve I ist nur eine Menge. Beide Begriffe
miissen wir fein sduberlich auseinanderhalten! Wir interessieren uns meist fiir die Kurve T,
aber nur mit dem Weg -y konnen wir rechnen, zum Beispiel differenzieren und integrieren.

Der Weg v: [a,b] — R":t — ~(t) heiB3t stetig differenzierbar, kurz C*,
wenn jede Koordinatenfunktion ~1, ..., v, : [a, b] — R stetig diff’bar ist.

Die Ableitung 7' : [a, b] — R™ ist dann der Geschwindigkeitsvektor
71+ h) —n(t) 71(t)

1y i YEHR) =) 1 _
7 (1) = fim B =g : |
Yn(t +h) —n(t) Yo (t)
Die euklidische Norm |7/(¢)| € R ist die Absolutgeschwindigkeit.

Der Weg 7 : [a, b] — R™ hei3t doppelpunktfrei, wenn flr s # ¢
stets v(s) # ~(t) gilt. Anders gesagt, die Abbildung ~ ist injektiv.

Der Weg ~ heif3t regular, wenn ~ injektiv ist und stetig diff’bar mit
~'(t) # 0 fur alle t € [a,b]. Seine Bildmenge T hei3t dann glatte Kurve.

Ein parametrisiertes Kurvensttick (I, v) ist eine glatte Kurve T" C R™
mit einer Parametrisierung durch einen reguléaren Weg ~: [a, b] = T.

Regulidre Wege sind die beste Wahl zur Parametrisierung von Kurven. Die Forderung ist streng,
in vielen Rechnungen geniigt etwas weniger: Der Weg « : [a, b] — R™ heifit semiregulir, wenn
er regulér auf |a, b[ ist. Im folgenden Beispiel sind 3 und ~ regulér, aber o nur semiregulér.
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Beispiel: Funktionsgraphen

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R definiert den zugehdrigen Weg
v i fa,b) = R? b (8, f(1)).
Die zugehorige Kurve I = { (¢, f(t)) | t € [a,b] } ist der Graph von f.

Beispiel: Die stetige Funktion f:[—1,1] = R:¢t — 1 — ¢2
liefert den zugehérigen Weg v:[—1,1] — R?: ¢ — (¢, V1 — t2).

Yy

Die Menge aller Bildpunkte von ~
ist hier der obere Halbkreis I' ¢ R2.

/\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!
Zur Berechnung wéhlen wir eine méglichst geschickte Parametrisierung.

Manchmal verwenden wir als Variable statt = besser y:
o [a,b] = R? : s+ (g(s),s)

Die beiden Koordinaten = und y tauschen hier inre Rollen.

Wir zeichnen das Beispiel ov: [~1,1] = R?: s (V1 — 82, s):

)

ie Menge aller

ildpunkte von «
5t hier der rechte x
albkreis A ¢ R2.

syl

I

-

A\ Dieselbe Kurve lasst sich durch mehrere Wege beschreiben!
Zur Berechnung wéhlen wir eine moglichst geschickte Parametrisierung.
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Einfihrendes Beispiel: Lange eines Halbkreises Ubung

Wir betrachten folgenden Halbkreis I' vom Radius 1 um den Nullpunkt:

Y

Aufgabe: Beschreiben Sie I' implizit als L6sungsmenge sowie explizit
durch drei verschiedene Parametrisierungen. Berechnen Sie die Lange.

Lésung: (0) Implizite Beschreibung als Lésung von Un/Gleichungen:
I'={(z,y) eR*|2®+y*=1,2>0}

Welche Parametrisierungen sind geeignet? Welche sind geschickt?
Ist das Ergebnis unabhangig von der gewahlten Parametrisierung?

(1) Algebraische Parametrisierung durch Auflésen der Gleichung:

a(s) = (V1—1s%s), d(s)= (\/1__8732,1)

a:[-1,1] = R%
+1 , +1 dS +1
604:/ o' (s)|ds = 7:[arcsins} =
(a) s:_l\ (s)] Y ()|,
(2) Polarkoordinaten liefern eine weitere Parametrisierung von T":

B:[=mf2,7R] = R?,  B(t) = (cost,sint), ['(t) = (—sint,cost),
((B) = o "(t)] dt = o 1dt =
@=[  p@la= [ ra=s

t=—7/2
(3) Rationale Parametrisierung durch WeierstraB—Substitution [B137]:
1-u? 2u —du  2(1—u?)
:1—1,1 R? =\—s,— ! =
P11 B 20 = (g s )+ 70 = (et A )

+1 +1 2du +1
— ! — = -
(y) = /u__lh (w)| du = /u__l T [2 arctan(u)]u:_l =

© Die Wahl einer Parametrisierung ist nétig zur konkreten Rechnung.
Die Rechenwege sind verschieden. Alle fihren zum selben Ergebnis!

E035
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Einfihrendes Beispiel: Arbeitsintegral wung| | Einflhrendes Beispiel: Flussintegral Ubung
= = Aufgabe: Berechnen Sie das Arbeitsintegral v A e d 4 Aufgabe: Berechnen Sie das Flussintegral
7 ;M:Q\E\ [ £ - dT" des Vektorfeldes f(z,y) = (~y,z) S LA i f x dT des Vektorfeldes f(z,y) = (z,y)
) Ve Y, h\ langs des positiv orientierten Halbkreises T, i ‘\“‘i»“ Wja ".X,  Uber den positiv orientierten Halbkreis I und
LT PR A, } des Durchmessers A, sowie [, rot(f) d(z,y). =<7 P WD T) den Durchmesser A, sowie [;, div(f)d(z, y).
VWV AT/ A/ )T st das Ergebnis unabhangig von der fiir << i3« £ 2~ Istdas Ergebnis unabhangig von der fiir
\\\\\:ﬂ L die Kurve I' gewéhlten Parametrisierung? 1= ‘»,:'4‘::* * A0 die Kurve T gewahlten Parametrisierung?
4 \\$”:,f; e Kann man es ohne Rechnung direkt sehen? 2y /»‘ Yy by > Kann man es ohne Rechnung direkt sehen?
N Was &ndert sich mit der Orientierung? SREER Was andert sich mit der Orientierung?

Lésung: Fir I wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

/2 , TR sint —sint
/Ff'dFZ/t:mf(ﬁ(t))'ﬁ(t)dt:/m(Cost>-<COSt )dt:w

Ebenso [, f+dA = 0. Esgilt rot(f) = 2, also [, rot(f)d(z,y) = 7.

Das Vektorfeld f konnen wir uns als Kraftfeld vorstellen. Der Weg (3 beschreibt die Bewegung
eines Probeteilchens. Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir gemil Arbeit = Kraft - Weg.
Wir verwenden das Skalarprodukt, da nur der tangentiale Anteil der Kraft in Wegrichtung zihlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

/A Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)

Lésung: Far I wahlen wir eine Parametrisierung und rechnen es aus:

/2 , "2 (cost —sint
/fodl“ = /t:wf(ﬁ(t))xﬁ (t)dt = /W/2 <sint> X < cost )dt =7

Ebenso [, f x dA = 0. Es gilt div(f) = 2, also [, div(f)d(z,y) = 7.

Das Vektorfeld f konnen wir uns als Stromungsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit vorstellen.
Der Weg 3 beschreibt eine Kurve. Das Integral ergibt die hieriiber flieBende Fliissigkeitsmenge.
Wir verwenden das Kreuzprodukt, da nur der normale Anteil senkrecht zur Wegrichtung zéhlt.
© Jede andere Parametrisierung der Kurve I' C R? fiihrt zum selben Ergebnis! (Ubung)

/A Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um! (Anschauung)
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Reelle Quadriken in der Ebene R?
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nustinung| | Belispiel: Kreis und Ellipse Ausfihrung
Kreis / Ellipse Punkt Beispiel: Die Ellipse um (a,b) mit Radien (r, s) ist die Menge
—a\?2 — b\ 2
T = R?| (=2 Y —1 .
2?4+ 4y2 =1 22 4+9y2=0 {(x,y)e ( r > +< S )
LT Im besonders einfachen Spezialfall » = s erhalten wir einen Kreis.
schneidendes
Hyperbel Geradenpaar Y
4$2_3y2:1 $2_y2:0 /—_8\
paralleles
leere Menge Geradenpaar
b r
2?4 y? =1 A2 — 1 (a,0)
Parabel SESEEP Gerade T x
e - /\ Dieselbe Kurve T' C R? I3sst sich durch mehrere Wege beschreiben!
Beispiel: Kreis und Ellipse Ausforong Beispiel: Kreis und Ellipse Ausforvung

Aufgabe: Wir betrachten die oben angegebene Ellipse I' C R2.
Man parametrisiere sie (1) algebraisch durch Auflésung der Gleichung,
(2) trigonometrisch in Polarkoordinaten, (3) rational nach Weierstraf3.

Losung: (1) Auflésen nach = (alternativ nach y) liefert zwei Zweige:

ar L4 5 R* it (a+rt, bEsy/1—12)
Das Bild jedes Weges .+ liegt in der Menge I, denn (z, y) = a4 () erfiillt die Gleichung!

Jede der beiden Abbildungen a4+ ist injektiv; um ganz I" zu durchlaufen brauchen wir beide!
(2) In Polarkoordinaten gelingt es in einem Stick:

B:[-ma] =Rt (a+rcost, b—l—ssint)
Das Bild des Weges (3 liegt in der Menge I, denn (z, y) = () erfiillt die Gleichung!
Die Abbildung £ ist zudem surjektiv und fast injektiv, bis auf den Doppelpunkt S(—7) = B(7).
(3) Rationale Parametrisierung durch WeierstraB—Substitution:

1— ¢ 2t
:R—R? ¢t <a+r7 b+87)
7 1+ 1+
Das Bild des Weges -y liegt in der Menge I, denn (x, y) = (¢) erfiillt die Gleichung!
Die Abbildung +y ist zudem injektiv und fast surjektiv, bis auf den fehlenden Punkt (—1, 0).

Die Kurvenlange der Ellipse T ist gegeben durch folgendes Integral:

27
voli (T) = / /r2sin(t)2 + s2 cos(t)? dt
t=0

=2r i Vsin(t)2 + (s/r)2 cos(t)2 dt
=0

= 27“/ V1 —¢e2cos(t)?dt
t=0
Der Wert ¢ := /1 — s2/r? hei3t Exzentrizitat der Ellipse T.

© Furr = s gilt ¢ = 0 und wir erhalten die Lange der Kreislinie 27

/\ Firr > s hingegen gilt 0 < £ < 1, und das obige Integral fir vol (T

I&sst sich nicht geschlossen durch elementare Funktionen ausdriicken!

© Den Integranden kénnen wir in eine Potenzreihe in e entwickeln.

Hieraus erhalten wir (nach langerer Rechnung) die Reihenentwicklung
12, 12324 123252 6 12325272 &8

T92° T a3 924262 5 2426282 7

voly (T') = 277 |1
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Beispiel: Parabel nstinng | | Beispiel: Parabel Ausfihrung

Aufgabe: Beschreiben Sie die Parabel I implizit als L6sungsmenge
sowie explizit durch (mind. zwei) verschiedene Parametrisierungen.

Losung: Wir lesen 2 = 3 — y? ab. Das gezeigte Parabelstiick ist also

\

F:{(Jj,y)ERQ‘x—I—yQZ& -1<y<2}.

Diese Kurve kénnen wir bequem parametrisieren durch den Weg
a: [-1,2] 5 R* : t (3—121).
Muhsamer aber moglich ist die Parametrisierung beider Zweige:

B:[0,1] »R? : t (2+t,—V1—1),
v :[0,1] = R? : t (3—4¢t,2V1).

A\ Dieselbe Kurve I' C R" I&sst sich durch mehrere Wege beschreiben!
Zur Berechnung wéhlen wir eine méglichst geschickte Parametrisierung.

© Das Ergebnis (wie Kurvenlange und Integrale) ist davon unabhéngig.
Jede/r darf sich die fir sie/ihn bequemste Parametrisierung aussuchen.

E043 E044

Beispiel: Hyperbel nustinng | | Belispiel: Hyperbel Ausfilhrung

Aufgabe: Beschreiben Sie die Hyperbel I" implizit als L6sungsmenge

Yy Ebene Quadriken sind Kegelschnitte: ; o i . . ="
‘ sowie explizit durch (mind. zwei) verschiedene Parametrisierungen.

b=(e? —e72)/2 /

Losung: Wir lesen 22 = 1 + 32 ab. Das gezeigte Hyperbelstiick ist also
F:{(x,y)ERQ‘xQ— 21, a<y<b}.
Diese Kurve kénnen wir bequem parametrisieren durch den Weg
a:la,b] > R? : s (m,s).

In vielen Fallen sind hier Hyperbelfunktionen bequemer:

r
B:[-1,2] > R? : t s (cosht,sinht)
Alternativ kbnnen wir auch hier eine rationale Parametrisierung finden:
T
1+u?  2u
. /AN 2 .
v ol [a 7b] — HQ LU <;1—4L2,];—1f2)
(oL a=1Y/9 Zur Berechnung wéhlen wir eine mdglichst geschickte Parametrisierung.
N\ =\ Ve

© Das Ergebnis (wie Kurvenlange und Integrale) ist davon unabhéngig.
Jede/r darf sich die fur sie/ihn bequemste Parametrisierung aussuchen.
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Beispiel: Lissajous—Kurven
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Beispiel: Lissajous—Kurven

Lissajous—Kurven werden parametrisiert durch Wege der Form
v :[0,27] 5 R3 : t— (asin(kt + o), bsin(lt + 3)).
Solch ein Weg ~ hat i.A. Doppelpunkte, ist also nicht injektiv.

e

= (4 cos(3t),2sin

[ A/ e
VAR

ERm==E sl

Lissajous—Kurven und ihre Verwandten sind recht hdufig anzutreffen.
Sie entstehen aus harmonischen Schwingungen in xz— und y—Richtung.
Einfachste Spezialfalle sind der gute alte Kreis und zudem die Ellipsen:

,

~(t) = (3 cos(t), sin(2t))

A@hh
AN/

\7( = (4 cos(t), QSin_t))/

E047
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Beispiel: archimedische Spirale
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Beispiel: logarithmische Spirale

Jede stetige Radiusfunktion r: [a, b] — R definiert einen spiralférmigen
Weg in Polarkoordinaten durch ~: [a, b] — R?:¢ — 7(t)(cost,sint).

. J . / [T 11
Beispiel: v:[0,57] = R /
] 4
Y(T) =1(cost,sint) ~ N
— ~
/
/
\
II |
N
| |
Aufgabe: Wie lar
ist diese K ?
“Losung: Allgemein '\
L / \2 / IND 14
ey VT ()2 (t)

Dank B411 gilt [ V1 + 2dt = §[tv/I + 2 + arsinh()] " ~ 125.34.

Aufgabe: Zeichnen Sie v(t) = e *(cost,sint) fir A = 1/10 und [t| < 5.
Wie lang ist der Weg von ¢ = 0 bis ¢ — co? Warum ist das erstaunlich?

7Lésul;g: Vir finden Y - \“/,_
= [ZhOld
222 ~0Yel pPun ,
VIT A 3 VY #o
< 10.05 & /—\\ 4%
Gl
~
- s [ (GN%\ 5
D s & &
& S eC / ) S
\ Q% \n\ge—!R &
N 3
N &/ :
0/7 V\vleg Um(\) Z

|
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Beispiel: Herzkurve / Kardioide

E049
Ausfiihrung

Beispiel: Limagon

Ausflihrung

Y

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] — R? : ¢t~ (1 —sint)(cost,sint).

Sie kennen Pola

rkoordinaten:

Zeichnen Sie Zwischenpunkte

flr geeignete Zgi

tent € [0, 27],

dann verbinden Sie diese!

Welche Werte schétzen Sie fir Ldnge und

Flacheninhalt? Rechn

ung ab Seite E217. ..

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] — R? : ¢+ (1 — 2sint)(cost,sint).

Y

E052

Beispiel: Limagon

EO051
Ausfiihrung

Beispiel: Limagon

Ausfiihrung

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] - R? : ¢t — (1 — Jsint)(cost,sint).

)

et BRE

Aufgabe: Zeichnen Sie v : [0,27] — R? : ¢+ (1 — asint)(cost,sint).

)

a=2
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Beispiel: Lemniscate

Beispiel: Lemniscate

Ausflihrung

E054

Aufgabe: Zeichnen Sie 7 : [0, 7] — R2 mit v(¢) = cos(t)(cost,sint).

Y

Sie kennen Polarkoordinaten:
Zeichnen Sie Zwischenpunkte x

Aufgabe: Zeichnen Sie 7 : [0, 27r] — R? mit (¢) = cos(2t)(cost,sint).
Y

flr geeignete Zeiten t € [0, x], r
dann verbinden Sie diese!
Kdnnen Sie diese lberraschende Graphik auch rechnerisch erklaren?
Add'theoreme: cos?(t) = 1/2 + cos(2t)/2 und cos(t) sin(t) = sin(2t)/2
Beispiel: Lemniscate Ausforong Beispiel: Lemniscate Ausfoivung
Aufgabe: Zeichnen Sie 7 : [0, 7] — R? mit v(¢) = cos(3t)(cost, sint). Aufgabe: Zeichnen Sie v: [0, 27r] — R? mit +(¢) = cos(4t)(cost,sint).
Yy Y
T
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Wie misst man die Lange eines Weges?

E102

Polygonziige und ihre Weglange

Erlauterung Erlauterung
Rektifizieren bedeutet gerade machen: Anschaulich messen wir den Gegeben seien Zeitpunkte a =t < t; <ta <--- <ty =binR
Weg v mit einem Faden, den wir anschlieBend gerade ausstrecken. sowie eine Folge von Bildpunkten pg, p1, po, ..., pny im Raum R™.
Beispiele begegen uns lberall, etwa in Geoinformationssystemen: [
: ; DN Eamum
o Pk
i A/“”J,- LN p.O\J
% Diese Daten definieren den Polygonzug v = [ [0 1 T2 - Iv ],
; Dies ist der Weg ~: [a, b] — R™, der ~(tx) = pi, affin-linear verbindet:
ty —t t—ty_ N
‘ : ) () =~ Pro1 + Ly flrt € [tp_1,ty).
. 0 . . . . . tk B tkil t - tkil
Wegintegrale spielen in Theorie und Anwendung eine wichtige Rolle. Seine Weglinge definieren wir als Summe der Schrittlangen:
Hierzu missen wir zuerst klaren, wie man die Lange von Wegen misst. N
Dies geschieht in drei Schritten: Durch Summation flr polygonale Wege, () = Z\pk — Pi—1|
durch Grenzlibergang flr beliebige stetige Wege, und schlieBlich durch k=1
Integration dank Weglangenformel E1B flr stetig differenzierbare Wege. Dies ist wohldefiniert, zuséatzliche Teilungspunkte dndern nichts.
Stetige Wege und ihre Weglange eavenng| | Stetige Wege und ihre Weglange Edauterung

/ V(tN)

(ke
01

EIN R

v(to /
N —

Seiv:[a,b] > R"einWeg. ZuP ={a=ty <ty <ty < - <ty=>b}

gehdren die Punkte pg = v(to), p1 = v(t1), p2 = y(t2), - .., pn = Y(tN).

Die Lange des approximierenden Polygonzuges [ [t 12 - I¥ ] ist

N
Uy, P) = Zh(tk) — Y(te—1)|-
k=1
Fir jede Verfeinerung P’ O P gilt die Ungleichung ¢(v, P') > ¢(~, P).
Die Weglange von v : [a, b] — R™ definieren wir als den Grenzwert
{(v) == sup{ (v, P) | P Partition von [a,d] }.

Der Weg ~ heif3t rektifizierbar, wenn er endliche Lénge hat, /() < cc.

Ein beliebtes und erstaunliches Beispiel ist die Koch—Kurve:

i " YU B
v 8(7) > Z(Vn)

Der so als Limes ~,, — 7:[0,1] — R? entstehende Weg ist injektiv, stetig,
aber nirgends differenzierbar. .. und dieser Weg hat unendliche Lange!
Wir kdnnen dies nun nachrechnen und bestaunen: Um die Koch—Kurve
abzumessen, gentigt kein endlicher Faden, egal wie lang er sein moge.

© Technische Anwendung z.B. als fraktale Antenne, Multiresonanz.




. N E105 . .. E106
Eigenschaften der Weglénge esavenng| | Eigenschaften der Weglange Ausfihrung
Beweis: Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg ~ : [a, b] — R"™ zeigen wir s'(t) = |7/ (t)].
Satz E1A: Eigenschaften der Weglénge Sei P={a=to <t <<ty =b}. Dank HDI gilt fiir jedes k = 1,..., N:
Die Lange eines Weges ~ : [a, b] — R" ist definiert durch o, L
g ges 7:a, b] [y(tr) — Y(tr-1)| = / v (t) dt‘ < / |7 (t)] dt.
U(~) := sup{ £(v, P) | P Partition von [a,}] }.
Durch Summation iiber £ erhalten wir:
Positivitat: Fur jeden Weg ~ qilt £(v) > |v(a) — v(b)| > 0. N N .
Definitheit: Genau dann gilt £(y) = 0, wenn ~ konstant ist. Uy, P) = |r(te) = y(te-1)] < Z/t [V (#)] dt 2/ |7/ (1) dt
k=1 k=1"tk—1 a
Additivitat: Far alle a <t < b qilt 5(’7‘[(1 b]) = E(ﬂ{a t]) + £(7|[t b}) )
. . . e ' . L v ’ . Es gilt also ¢ < ()| dt < oo, somit ist der Weg ~ rektifizierbar.
Stetigkeit: Fur jeden rektifizierbaren Weg ist die Weglangenfunktion ‘g (V)‘ f“h”( ) oo gi, .
Wir betrachten die Weglingenfunktion s(t) = £(v|(a,4)). Firallea <t <t 4 h < bgilt
s+ [a,8] = Ryo ¢ £(Y]pa,1) s(t+h) — () = 62l rm) = |y(E+B) —A(D)]-
stetig und monoton wachsend. Ist v injektiv, so ist s streng wachsend. Zusammen mit obiger Abschitzung erhalten wir die doppelte Ungleichung
Ableitung: Ist der Weg ~ stetig differenzierbar, so auch s, und es gilt V(t+h) = (1)) _ st+h) —s(t) _ 1 t+h’ )
= D vy (T T.
; h h h /T=
$(t)=/(1)] also s(t) = [;1(7)|dr .. R s st i |
Fiir i — 0 geht die linke Seite gegen |y'(t)|. Dank HDI gilt dies auch fiir die rechte Seite.
Hieraus lasst sich die Lange /() bequem als Integral gewinnen (E1B). Somit ist s differenzierbar mit s'(t) = |7/ (t)|. Wegen s(a) = 0 folgt s(t) = [|/()| dr.
Dasselbe gilt, falls v stiickweise stetig differenzierbar oder auch nur absolut stetig ist.
N Ef07 .. E108
Weglange als Integral eavenung| | VWeEglange als Integral Ausfiihrung

Satz E1B: Weglangenintegral
Fir jeden stlickweise stetig differenzierbaren Weg ~: [a, b] — R" gilt

o[

Insbesondere qilt fir die Weglange die einfache Abschatzung

1/ (8)| dt.

0 < |y(b) —v(@)] < £y) < (b—a) max]y| < co.

a,b

Diese Integralformel ist in jedes Auto eingebaut: Das Tachometer zeigt
die Momentangeschwindigkeit |7/(¢)| zum Zeitpunkt ¢; integriert Gber das
Zeitintervall [ty, t] wird hieraus die zurlickgelegte Wegléange ffoh’(r)] dr.

Auch die Ungleichungen entsprechen unmittelbarer Erfahrung:
Wenn Sie drei Stunden lang héchstens 130km/h fahren, dann legen
Sie héchstens die Weglange 390km zurlick, eventuell auch weniger.

Mutig haben wir die Weglinge fiir alle stetigen Wege ~ : [a, b] — R" definiert. Diese Definition
ist schon und gut, doch zunichst verrit sie uns noch nicht, wie man die Lénge effizient berechnet.
Fiir Polygonziige ist es leicht, fiir krummlinige Wege aber keineswegs. Hier helfen uns die obigen
Sitze: Fiir stetig differenzierbare Wege konnen wir damit die Weglédnge als Integral schreiben.

So wird die Berechnung der Weglidnge unseren allgemeinen Integrationswerkzeugen zugénglich.

Parametrisierung nach Weglinge: Jeden injektiven Weg - : [a, b] — R™ endlicher Lénge £
konnen wir nach Weglinge parametrisieren: Die Weglidngenfunktion s(t) = £(7|[4,s]) ist dann
nidmlich eine stetige Bijektion s : [a, b] — [0, £]. Der durch seine Linge parametrisierte Weg
c:[0,4] = R™ mit ¢(\) := (s~ () erfiillt dann £(c|[p,5)) = A fiir alle A € [0, 4].

Ist zudem ~ stetig differenzierbar, so gilt |’ (¢)| = 1, das heiBt, der Punkt c¢(t) € R™ bewegt sich
mit konstanter Absolutgeschwindigkeit, nur die Bewegungsrichtung ¢’ (¢) ist noch variabel.

Absolut stetige Wege: Im obigen Beweis haben wir den HDI in beide Richtungen angewendet.
Hierzu haben wir vereinfachend angenommen, dass 7 : [a, b] — R" stetig differenzierbar ist;
es geniigt bereits stiickweise stetig differenzierbar (B2C) oder auch nur absolut stetig (B2E):

Ist jede Koordinatenfunktion 1, ..., yx : [a, b] — R stiickweise C* / absolut stetig, so existieren
ihre Ableitungen 7y, . .., in fast allen Punkten ¢ € [a, b], sie sind absolut integrierbar, somit
auch die Norm |v/|. Damit gilt v(t) = v(a) + j; ~'(7)d7 und £(~y) = j:|’y'(t)| dt < .

Ist umgekehrt -y rektifizierbar, so ist die Wegldangenfunktion absolut stetig. Ist v zudem injektiv,
so konnen wir nach Weglidnge parametrisieren und erhalten einen absolut stetigen Weg c.




Beispiel einer Umparametrisierung Ausfotrung Umparametrisierung und &quivalente Wege Eviuterung
Verschiedene Wege kdnnen dieselbe Kurve parametrisieren! Eine Umparametrisierung ist eine stetige B|Jekt|on ®:[a,b] — [a,b].
Wir betrachten nochmals den Halbkreis des einfiihrenden Beispiels: Dank Kompaktheit ist die Umkehrfunktion ' : [a, b] — [a, D] stetig.

F:{(x,y)€R2’x2+y2:l,m20}

Wir vergleichen unsere drei Parametrisierungen

. [-1,1] — R? :5!—)@(5):(@,5),
B -5, 5] —R?:te B(t) = (cost,sint),
: [—1,1] %Rzztu(u):(%,%).

Die ersten beiden sind aquivalent vermége der Umparametrisierungen
B(t) = a(sint), a(s) =

Die letzten beiden sind aquivalent vermége der Umparametrisierungen
B(t) = ~y(tan(t/2)),

Ubung: Priifen Sie diese vier Gleichungen durch Einsetzen!

B(arcsin s).

~v(u) = B(2arctan(u)).

Fir eine regulare Umparametrisierung verlangen wir zudem,
dass beide Bijektionen ® und ! stetig differenzierbar sind.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.3. Genau dann ist ® regulir,
wenn & stetig diff bar ist mit ®’ (x) # 0 fiir alle € [a, b]. Dank Kettenregel ist dann
auch &~ stetig diff’bar mit (1) (%) = ®'(x) ™" fiir alle 2 € [a,b] und 7 = &(x).

Wege ~:[a,b] — R™ und 7 : [a, b] — R" heiBen dquivalent vermdge
einer Umparametrisierung ®, wenn v = 7 o ® gilt, also yo @~ = 7.
Im Beispiel sind «, 8, ~ aquivalent und g, v sogar regular aquivalent.

Satz E1c: Invarianz der Lange bei Umparametrisierung
Aquivalente Wege haben dieselbe Bildmenge und dieselbe Lange. J

Beweis: Jede Umparametrisierung @ : [a, b] — [a, b] ist strikt wachsend oder strikt fallend.
Zur Partition P von [a, b] gehort die Partition P = &(P) von [, b] mit £(v, P) = 7, P).
Ebenso von P zu P = ®~*(P). Hieraus folgt £(y) = sup{l(v, P)} = sup{{(%, P)} = £(%).
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Beispiel: Lange der Neilschen Parabel

Je zwei injektive Wege ~ : [a,b] — R" und 7 : [@, b] — R

mit demselben Bild T sind Aquivalent vermoge ® = 51 o .

Satz E1c garantiert die Gleichheit /() = ¢(7) der Weglangen.
Wir kdnnen somit die Lange vol; (I') der Kurve I' C R"™ definieren:
Definition E1D: Lange einer Kurve

Wir definieren die Lange der Kurve T' C R™ durch

voly (T) := £(v)

mit 7 : [a, b] — I stetig und bijektiv.

Das Ergebnis ist unabhangig von unserer Wahl der Parametrisierung ~:
Die Lénge vol; (T") ist eine wohldefinierte Eigenschaft der Kurve I' C R™.

Zunichst ist I' € R™ nur eine nackte Menge ohne jede Struktur. Fiir I' hat es daher keinen Sinn
nach Stetigkeit oder Differenzierbarkeit oder Lange zu fragen: Diesen Fragen miissen wir erst
durch die Wahl einer Parametrisierung - : [a, b] — I einen Sinn geben! Hierzu verlangen wir,
dass es eine stetige und bijektive Parametrisierung «y : [a, b] — T" gibt. Diese ist dann eindeutig
bis auf Aquivalenz, und somit £(-y) unabhingig von der Wahl von . Somit ist die Linge eine
Eigenschaft der Kurve I" und nicht blof des zur Parametrisierung genutzten Weges ~y.

y / Aufgabe: Man zeichne und messe die Neilsche Parabel
I={(z,y)

/ Loésung: Wir parametrisieren I', zum Beispiel durch

€R2|x3:y2§64}.

v [=2,2] = R? : tes (£2,89).

2. Diese Abbildung ist stetig, injektiv, mit Bildmenge I". Also
=) = / [ (8)]| dt = / |(2¢,3t%)] dt
\ :/ \/4t2+9t4dt:/ V4+9t2-2tdt

-2 0

4
\ 2 [ virsa 2
Blc [ BlI 27

VO]l (F

[(4+ 9 )3/2}2 - ;g(mx/ﬁ— 1).

© Jede andere Parametrisierung liefert genau dasselbe Ergebnis!
Sie muss nur bijektiv und stetig sein, flrs Integral zudem stetig diff’bar.




Lange einer Kettenlinie (Katenoide) oung Lange einer Kettenlinie (Katenoide) Obung
Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Potenzreihen der Funktionen (2) Skizze des Funktionsgraphen I" zu g(x) = cosh(z) — 1:
et +e7 " ) et —e™ "
cosh(z) = — und sinh(x) = — romn y cosh(z) — 1
. . . g =
Zeigen Sie cosh? — sinh? = 1 sowie cosh’ = sinh und sinh’ = cosh. NP r
(2) Skizzieren Sie die Funktion g(z) = cosh(z) — 1 fir -2 < z < 2. e A i Bl i /() = 122
(3) Der Graph T ist eine ebene Kurve. Berechnen Sie die Lange vol; (T'). 9(2) ~ 3.76 '
Losung: (1) Wir setzen e* = Z;o o " /k! ein und rechnen’s aus: g(z) = g(—z)
.’]2 $4
00 2 2 gt g@) =%+ 5 +...
cosh(z (Z ! Z ! ) =2 27)! =ttt Dies ist keine Parabel! \ /
Jj=0 x
h(z —<) e © Lz 3) Die P trisi 2,2] = R2 mit v(t) = (t, g(t)) ergibt
=) — — e Parametrisierung ~v: [— m = er
sin (Z kzo ) St At a e || @0 sierung :[2.2) = B (1) = (1g(1) erg
Def Satz / — : —
© Dies sind elementare mathematische Funktionen: cosh heiBt voli(l) = €(v) = /_2|’Y (t)ldt = /_2 1+ sinh(¢)? dt = /_2 cosh(¢) dt
Kettenlinie, Katenoide oder Seilkurve: Sie entsteht, wenn man eine HDI [, 2 .
Kette an ihren Enden aufhangt unter Einfluss der Schwerkraft. o [sinh(t)]Z, = 2sinh(2) A 7.25372
Umgekehrt ist sie die optimale Form eines selbstragenden Bogens. © Vergleich mit der Skizze: Dieser Wert flir vol (T) ist plausibel.
a . E115 . . E116
Lange einer Parabel uung| | LANQe einer Parabel Ubung
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion h(x) = 22/2 fir -2 < z < 2. (2) Die Parametrisierung ~: [—2, 2] — R? mit v(¢) = (¢, h(t)) ergibt

(2) Der Graph T" ist eine ebene Kurve. Berechnen Sie die Lange vol; (T").
Lésung: (1) Skizze des Funktionsgraphen I zu h(z) = x2/2:

Y
/ cosh(x) —1

/) h(z) = 22/2

S :

© Das ist die gute alte Parabel, die jeder aus seiner Schulzeit kennt.
Nun wollen und kénnen wir endlich ihre Lange berechnen.

/\ Man beachte Ahnlichkeiten und Unterschiede zu cosh(z) —

Der Fehler /4! + ... macht sich flr groBe x immer starker bemerkbar.

ElB

vol; (I') : W/ |7/ (t)| dt = / V1+t2dt (Subst = sinhu)

HDI 1 2 1 . 2
= bt 1+1t2+ B arsmh(t)] .

- [%t 1+t2+%ln(t+ \/1+t2)]22

= 25+ In(2+V5) =~ 5.91577

/\ Die Funktion h(z) = z%/2 ist viel einfacher als g(z) = cosh(z) — 1,

(siehe B41

(Probe: ableiten!)

(Plausibilitatscheck!)

1)

aber die Integration der Weglange ist tatsachlich etwas schwieriger.

Unverhofft treten auch hier die Hyperbelfunktionen sinh und cosh auf,
nicht in der Aufgabenstellung, aber anschlieBend durch Substitution.

© Vergleich mit der Skizze: Dieser Wert fir vol (T) ist plausibel.
Die Diagonale von (0,0) nach (2, 2) hat die Lange 2v/2 ~ 2.82843.
Der Parabelbogen hat die etwas gréBere Lange 1 vol; (I') ~ 2.95788.
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Geometrisch-physikalische Interpretation

Definition E1E: Wegléange und Wegintegral
Sei v:[a,b] — R ein stetig diff’barer Weg mit Bildkurve T" C R™.
Die Weglange ist (wie oben erklart) gegeben durch

awzlwwzlgﬂmw

Wir definieren das Wegintegral einer Funktion g:T" — R durch

b
/@M:AQMWWW%

Zur Abkilrzung schreiben wir hier dy = +/(¢) dt und |dv| = |7/ (¢)| dt.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.3-5.4. Anschaulich stellen wir
uns g :I' — R als Massenverteilung auf der Kurve I' vor; das Integral ergibt die Gesamtmasse.
Die Abkiirzungen links dient der bequemen und iibersichtlichen Schreibweise, die ausfiihrliche
Formel rechts erklirt, wie Sie es explizit ausrechnen. Das ist der Sinn dieser Definition.

Beispiel: Sei v:[a,b] — [a,b]:z — x,und g: [a, b] — R stetig.
Dann misst fyg |dvy| = f[a’b] g(x) dx die Flache unter g Uber [a, b].

Im allgemeinen Fall y: [a,b] — ' CR™und ¢g:T" — R gilt ebenso:
Das Integral fvg |dy| misst die Flache unter g Gber dem Weg ~.
Man nennt dy anschaulich ein ,infinitesimales Wegelement*:

Das Integral fvg |dy| summiert die Beitrdge g |d~y| Gber den Weg ~.

Vektorielles Wegelement (mit Richtung) 7/(t)dt =dy=ds =....
Skalares Wegelement (nur Lange) |/ ()| dt = |dy| = |ds| = ....

E119
Ausfiihrung

Beispiel: Schraubenlinie

E120
Ausfiihrung

Beispiel: Schraubenlinie

Aufgabe: Rektifizieren Sie die Schraubenlinie
v:R—R?® mit ~(t) = (rcos(2nt), rsin(2nt), ht).
Hierbei ist » der Radius und i die Ganghdhe.
Losung: Der Geschwindigkeitsvektor ist

v (t) = (=2mrsin(27t), 277 cos(27t), h).
h Seine Norm ist die absolute Geschwindigkeit
Y ()] =

Die Weglange der Schraubenlinie (nach » Umlaufen) ist demnach

£(7|[0,u]) = /t_oh'(t)] dt = uy/(27r)2 + h2.

(27r)2 + h2.

© Wir konnen diese Formel ohne Integration auch leicht geometrisch verstehen, indem wir
einen Umlauf auf dem Zylindermantel auf das Rechteck [0, 277 x [0, h] abrollen. (Skizze!)
Das Abrollen des Zylinders ist lokal isometrisch, bewahrt also Abstinde ohne Verzerrung.

Aufgabe: Ein Draht I folgt der obigen Schraubenlinie ~: [0, 3] — R3.
Die Temperaturverteilung sei T:R? — R: (x,y,2) + 300 + 2 — y + 52.
Berechnen Sie die mittlere Temperatur entlang des Drahtes.

Lésung: Wir berechnen zunéchst das Wegintegral:

3
[ reas = [rma [ rae) e
sel’ ¥ t=0
3
= / (300 + 7 cos(2nt) — rsin(27t) + 5ht> Vv (27r)?2 4+ h2dt
t

=0

3
— 2 2 A
=3y (2mr)2+h (300+5h 2)
Geteilt durch die Weglange erhalten wir die mittlere Temperatur:

1 3
T(s)ds =300 + 5h - —
@ J, T s =000

© Auch dieses Ergebnis kénnen wir leicht iiberpriifen: Das hier als Beispiel betrachtete
Temperaturfeld T : R® — R ist affin-linear in den Koordinaten x, i, z. Daher ist die mittlere
Temperatur entlang 7y gleich der Temperatur im Schwerpunkt (0, 0, & - 3/2) der Kurve.
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Geometrisch-physikalische Interpretation

Definition E1F: Arbeitsintegral und Flussintegral
Sei v: [a,b] — R™ ein stetig diff’barer Weg mit Bildkurve I' C R".
Das Arbeitsintegral eines Vektorfeldes f:T" — R" ist

b
/f«w:: F(v() -+ (2) dt.

t=a

Speziell in der Ebene (n = 2) definieren wir zudem das Flussintegral

b
[exavi= [ 160y xv @
v t=a

Zur Abkilrzung schreiben wir dy = +/(t) d¢. Ist der Weg ~ geschlossen,
also (a) = 7(b), so schreiben wir statt [ auch dekorativ betonend ¢, .

Die Abkiirzungen links dient der bequemen und iibersichtlichen Schreibweise, die ausfiihrliche
Formel rechts erklirt Thnen, wie Sie es explizit ausrechnen. Das ist der Sinn dieser Definition.

Das Vektorfeld f:R™ — R™ kénnen wir uns als Kraftfeld vorstellen.
Der Weg ~: [a, b] — R™ beschreibt die Bewegung eines Teilchens.

Die dabei geleistete Arbeit berechnen wir geman Arbeit = Kraft - Weg.
Das Skalarprodukt z&hlt nur den tangentialen Anteil in Wegrichtung.

— T~ N o4
// LTTTEND \\ LI e A
X
¥ ¥ il R AN X% ALY A
s ’xkl44<<vy ‘\ X § Ry \\ . i AAA i x /)r
J ¥ AN v\ \ N ~ v}p 4<v T\~
% ¥ ;f N A f - < x ¥ y 5V
O SR
- - >
i%*"t\.,,,xfff” P P S N
& N A A ff w T PRGN
o 4 “« Fyy gyt ~
X A ok Yy LW
NN T T “ x "y N
NN e =7 Yyt
X e SN /'/ / » \\
NS \k\‘—>»>—7/y o Y 2 Y \
e e o Yy B

Das Vektorfeld f kdnnen wir uns auch als Strdmungsgeschwindigkeit
einer FlUssigkeit vorstellen. In der Ebene ergibt das Flussintegral die
Uber ~ (von links nach rechts) flieBende Flissigkeitsmenge. Das
Kreuzprodukt zahlt den normalen Anteil senkrecht zur Wegrichtung.
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Beispiel: Schraubenlinie

Aufgabe: Wir betrachten erneut die obige Schraubenlinie
r cos(2mt)
rsin(27t)

ht

v:la,b] — R  mit ~y(t) =

(1) Berechnen Sie langs ~ das Arbeitsintegral des Wirbelfeldes

‘R =y=0} >R’ mit - o
fRRN{z=y=0} — mt fly|=-=5—35 x
z Y 0

(2) Berechnen Sie rot(f). Besitzt f auf R? \ {z = y = 0} ein Potential?

© Potentiale und Arbeitsintegrale sind zentrale Techniken fiir viele
physikalisch-technische Anwendungen. Sie kennen diese Themen aus
Ihrer Vorlesung HM2. Wir diskutieren das Potentialproblem ab Seite
E341 und l6sen es im R? fiir Kreisscheiben, Rechtecke und sternférmige
Gebiete. Den allgemeinen Fall im R™ behandeln wir in Kapitel H.

Lésung: (1) Wir berechnen das Arbeitsintegral von f langs ~:

(
/Ff(s) cds = /fm .

p [ —sin(2nt)/r —27r sin(27t)
= / cos(2mt)/r | « | 2mrcos(2nt) | dt
t=a 0 h

b
:/ 2rdt =
t=a

© Dieses Arbeitsintegral z&hlt die Umlaufe von ~ um die z—Achse.
Das Ergebnis ist unabhangig vom Radius r und von der Ganghdhe h.

b
fy(®) -+ (8) dt

t=a

27(b—a)

(2) Unser £ ist die dreidimensionale Version des Wirbelfeldes.
Die Rotation rot(f) = 0 kennen wir bereits bzw. berechnen sie erneut.

/\ Dennoch hat f kein Potential, denn das Arbeitsintegral l&ngs
geschlossener Kurven ist nicht Null, wie (1) fir h = 0 zeigt.
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Invarianz unter Umparametrisierung

Bisher haben wir Uber explizit gegebene Wege ~: [a, b] — R"™ integriert.
Wir wissen: Je zwei regulare Wege v : [a, b] — R™ und 7 : [a, b] — R”
mit selbem Bild I" C R” sind regulér dquivalent vermdge ® =y~ 0 4.
Somit kénnen wir das Kurvenintegral von ¢g:I" — R definieren durch

gldll = [ g(s)[ds| = [ gldy| = bg(v(t))h'(t)ldt-
Jooli01 = [ o0t = [ ot = |

FUr Arbeits- und Flussintegrale sei die Kurve I' zusatzlich orientiert.
Dann kénnen wir diese Integrale fir f:R™ O I" — R" definieren durch

b
[rear = [ e ::/Wf-d'y - [ e o,

/rf <ar = [ f(s)xas = /Wf by = /abf(q/(t)) N

© Diese Integrale sind invariant unter Umparametrisierung von ~
und somit wohldefiniert fir die (orientierte) glatte Kurve T'.
Links steht die bequeme, parameterfreie Abklrzung.

Aufgabe: Zur Berechnung eines Kurvenintegrals Uber I wahlen wir eine
Parametrisierung ~: [a, ] = T', regular aber ansonsten beliebig. Ist das
Ergebnis dasselbe flr jede Parametrisierung 7 : [a, b] = I'? Warum?

Losung: Fir das Integral Uber den Weg 4 = v o ® rechnen wir nach:
; ;
e / G 15 (1) dt = / (@) |7 (@) - [ (1)]
v =a =@

‘ b
o / gv@) Y (W) du = / gldy| Substitution u = B(#)
) u=a Y

© Das hatten wir erhofft! Fiir Arbeitsintegrale gilt entsprechend:

b b
[rai= [ sGerioa= [ o).y @) e

Sut QD(B)
= [ e e = sig@) [ e
u=®(a) 5

/\ Das Vorzeichen sign(®') = +1 gilt, je nachdem ob die Wege v und 7
gleichsinnig oder gegensinnig verlaufen. Gleiches gilt fir Flussintegrale.
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Nochmal zur Betonung: Weg # Kurve

Zu jedem Weg v : [a, b] — R™ ist der umgekehrte Weg 7 : [a,b] — R"
definiert durch 4(t) := v(a + b — t). Anschaulich ist das die Zeitumkehr:
Der Weg 7 verlauft vom Ziel 74(a) = ~(b) zurick zum Start 5(b) = v(a).
Mit ~ ist auch 7 stetig bzw. stetig diff’bar, es gilt ' = T" und £(3) = £(v).
Beispiel: Zum positiven Umlauf v: [0, 27r] — R?:y(t) = (cost,sint)
finden wir den umgekehrten Weg 7 : [0, 27r] — R?:4(¢) = (cost, —sint).

Aufgabe: Wie veréndern sich Weg-, Arbeits- und Flussintegrale?
Lésung: Wegintegrale bleiben bei Wegumkehr unveréandert:

[gw Z/gldvl-
Yy Y

Arbeits- und Flussintegrale hingegen andern ihr Vorzeichen:

feay=— [ feay,
v Y

fodvz—fody.

Leci nest pas une fifee . Dies ist Kein Weyg, sondern eine Kurve.

René Magritte (1898—1967), La trahison des images (Der Verrat der Bilder)

Jeder Weg ist eine stetige Abbildung + : [a, b] — R"™. Die so beschriebene Kurve ist die Menge
P={~()|a<t<b} CR" Beide Begriffe miissen wir fein sduberlich auseinanderhalten!
Ein erster wichtiger Teil unserer Arbeit war es, diesen Unterschied zu verstehen und zu nutzen.

Der Grund: Fiir die Abbildung « haben wir passende Werkzeuge. Wir fragen und beantworten:
Ist die Abbildung ~ stetig? Ist die Abbildung ~ differenzierbar? Ist die Abbildung ~ injektiv?

Hingegen ist ' C R™ eine nackte Menge, zunéchst ohne Struktur. Fiir I hat es keinen Sinn nach
Stetigkeit, Differenzierbarkeit oder Injektivitit zu fragen: Dem miissen wir erst durch die Wahl
einer Parametrisierung - : [a, b] — T einen Sinn geben! Erst mit dem Weg ~ kénnen wir rechnen.

In der Anwendung interessieren wir uns meist nur fiir die Kurve I'. Fiir die Berechnung von
Integralen jedoch ist zusétzlich eine Parametrisierung + notwendig. Thre Wahl ist willkiirlich,
doch das Endergebnis ist gliicklicherweise von der Wahl der Parametrisierung unabhéngig.
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Stickweise glatte Kurven
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Integration Uber stiickweise glatte Kurven

Fir jede glatte Kurve T' = ~([a, b]) C R™ entspricht die Wahl einer
Orientierung einer Durchlaufungsrichtung. Gleichwertig hierzu ist
die Angabe von Startpunkt p = v(a) und Zielpunkt ¢ = v(b).

Ihr Rand OT besteht dann aus 0_T' = {p} und 9, T = {q}.

(<> + X
Eine Teilmenge I' C R™ nennen wir stiickweise glatte Kurve,

wenn es glatte Kurven T'y, ... T gibt, sodass I' =T; U - -- U T} gilt.
Eine Orientierung von I" besteht aus Orientierungen von I'y, ..., T'.

Zudem verlangen wir: Liegt ein s € ' in mehreren Kurven I'y, dann nur
in zweien und zwar einmal als Zielpunkt und einmal als Startpunkt.

Innere Randpunkte treten also stets doppelt auf und heben sich auf.
Die verbleibenden einzelnen Randpunkte bilden den Rand or'.

Im Falle o' = () nennen wir die Kurve I" geschlossen, siehe Skizze.
Fir das Integral [ schreiben wir dann auch dekorativ betonend ¢;..

Definition E1G: Kurvenintegrale

Sei I' C R" eine stiickweise glatte Kurve, stlickweise parametrisiert
durch regulare Wege v, : Iy — I'y, ..., v : [ — 'y, wie oben erklart.
Dann kénnen wir das Kurvenintegral von ¢g:I" — R definieren durch

/g\dF! r=/ gld71!+---+/ g |dyk].
r 7 Vi

Far Arbeits- und Flussintegral sei die Kurve I" zusatzlich orientiert.
Dann kdénnen wir diese Integrale fur f:R™ O I" — R definieren durch

[reari= [ geanss [ gean,
r gl Yk

/fxdF:: fxdy+---+ f < dvg.
r Y1 Tk

© Dies ist wohldefiniert, das heiBt, das Ergebnis ist unabhangig von
der Wahl der Unterteilung von T" und der Parametrisierungen ~; . . ., vx.
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Unterteilung von Kurven

Sei v:[a,b] — R ein stlickweise stetig differenzierbarer Weg.
Jeder Punkt z € [a, b] definiert eine Unterteilung des Weges ~
in zwei Teilwege v1 = 7|[q,.) UNd 72 = Y|, 5}, KUrZ v = 71 U 7o.
Lange, Weg-, Arbeits- und Flussintegrale sind hierbei additiv:

/ g\dv\z/ grdw/ g1,

Y1U7y2 71 Y2

[ rar=[ pas [ ran
Y1U7y2 Y1 Y2

/ fxdyz/fxdqw—/fxdy.
Y1Uvy2 Y1 2

© Diese einfache Beobachtung niitzt oft in konkreten Rechnungen:
Je nach Bedarf konnen wir den Integrationsweg in Teilwege zerlegen.
So wird das Gesamtproblem in mehrere kleinere Teilprobleme zerlegt.

© Diese Invarianz unter Verfeinerung erklart auch, warum die oben
definierten Kurvenintegrale (E1G) tGberhaupt wohldefiniert sind, also
unabhangig von unserer (meist willktrlichen) Wahl einer Unterteilung.

Aufgabe: Vorgelegt sei eine stiickweise glatte Kurve I' mit stlickweise
regularer Parametrisierung a1, . . ., o sowie eine zweite 31, ..., 5.
Liefern beide dasselbe Ergebnis fir das Kurvenintegral? Warum?

/g|da1|+~-+/ g|dakr:’/g|d51|+.--+/g|dﬁe|
aq Qg B1 Bé

Losung: Durch Einflgen von Teilungspunkten gelangen wir zu einer
gemeinsamen Unterteilung a1, ..., &, und gy, ..., 5. Hierbei gilt:

/g’da1|+"'+/ g‘dak|:/~g‘dd1‘+"'+[ g‘ddm’

a1 g aq Qm

[ atsiles [ glasd = [ glddil+eo+ [ glddn
61 BZ Bl 5771

Nun sind zudem je zwei Wege &; und §; regular &quivalent: Dank
stimmen die Integrale Uberein, und somit auch das Gesamtergebnis.

© Entsprechendes gilt fir Arbeits- und Flussintegrale, siehe [E128].
Man beachte hierbei: Bei Orientierungsumkehr wechselt das Vorzeichen!
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Ebene Kompakta mit stiickweise glattem Rand Erléuterung

Typisches Beispiel und Modell ist
ein Rechteck D = [al, bl] X [az, bg]

Definition E1H: Kompaktum mit stickweise glattem Rand

D C R? hei3t Kompaktum mit stiickweise glattem Rand, wenn gilt:
@ D ist kompakt, und der Rand 0D ist eine stlickweise glatte Kurve.

@ In jedem regularen Randpunkt s € 9D liegt das Innere von D auf
der einen Seite von 9D und das Auf3ere auf der anderen Seite.

Der Rand ist positiv orientiert, wenn D stets links von 0D liegt.

Die freundliche Stimme in der S-Bahn sagt: ,,on the left in the direction of travel*.

Erinnerung: D C R™ kompakt bedeutet beschrankt und abgeschlossen.

Halbebene { (z,y) € R? | y > 0} und Quadrant { (z,y) € R? | 2,y >0}
haben zwar jeweils stiickweise glatten Rand, sind aber nicht kompakt.

Es gibt auch ebene Kompakta, deren Rand nicht stlickweise glatt ist:

S

Die Koch—Kurve und die Mandelbrot-Menge sind als Fraktale zu populdrem Ruhm gelangt.
Diese Objekte sind faszinierend, aber mangels Differenzierbarkeit schwierig zu behandeln;
unsere Methoden reichen hierzu noch nicht. Wir konzentrieren uns daher auf Kompakta mit
stiickweise glattem Rand: Diese sind flexibel genug, um in Anwendungen als realistisches
Modell zu dienen, aber noch einfach genug, um bequem und effizient rechnen zu koénnen.

Die Erfahrung zeigt: Als vereinfachte Niherung an eine komplexe Realitt reichen sie oft aus.

Tangente und Normale
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Tangente und Normale Ausfilhrung

Sei v:[a,b] — 0D regulére Parametrisierung eines Randstlcks.

Ihre Orientierung sei so gewahlt, dass D links von ~ liegt.
Im Punkt s = v(¢t) mit a < t < b definieren wir den

ds _ 7'(®)

Einheitstangentenvektor tsp(s) = | = —=
S

@O

Geometrische Charakterisierung: In s € 9D ist der Vektor t5p(s)

tangential zum Rand 0D, hat Norm 1 und positive Umlaufrichtung.

Zu (z,y) € R?*ist O(z,y) := (y, —x) der um 90° gedrehte Vektor.
Aus dem Einheitstangentenvektor gewinnen wir so den

/
Einheitsnormalenvektor ngp(s) = Otap(s) = ﬁ)d(ir = %7@(;).

Geometrische Charakterisierung: In s € 9D steht der Vektor ngp(s)
senkrecht auf den Rand 0D, hat Norm 1 und zeigt von D nach auf3en.

Tangente und -normale definieren auf dem Rand 0D zwei Vektorfelder

top,nap = 0D ~ {Ecken} — R?.

Diese sind wohldefiniert, d.h. von der Parametrisierung v unabhangig.
Das Arbeitsintegral und das Flussintegral von f Gber 9D sind damit

/ £(s)-ds = / £(5)~ top(s) |dsl,

s€dD s€0D

/ f(s) xds:/ f(s)*nap(s)|ds|.
s€edD s€0D
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Die Integralsétze von Green und Gauf3

Zur Erinnerung: Sei Q C R? offen und f: Q — R? ein C'-Vektorfeld.
Wir definieren seine Quelldichte oder Divergenz div f : 2 — R
sowie seine Wirbeldichte oder Rotation rot f: 2 — R durch

0 0 0 0
divf:=01f1+02f2 = 8{51 + 822’ rot f:=01fo — 0o f1 = (£ - éfyl
[[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.2.
Dreidimensionale Vektorfelder behandeln wir spater in Kapitel G.

Nach unseren Vorarbeiten kénnen wir nun folgenden Satz aussprechen:

Satz E11: Integralsatze von Green und Gauf3

Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand 0D.
Flr jedes stetig differenzierbare Vektorfeld f: D — R? gilt dann

Satz von Green: / rot f(z,y)d(z,y) = / f(s)-ds,
(z,y)eD s€dD

Satz von Gauf3: / div f(z,y) d(z,y) = / f(s) x ds.
(z,y)eD s€dD

Diese Gleichungen nutzen alle bisher bereitgestellten Integralbegriffe:
Sie vergleichen Flachenintegrale (links) und Kurvenintegrale (rechts).
Die Gleichheit dieser beiden ist ebenso erstaunlich wie nitzlich.

Wir kénnen uns f als Geschwindigkeitsfeld einer Flissigkeit vorstellen.
Im Punkt (z,y) beschreibt die Quelldichte div f(z,y), wie viel Flissigkeit
entsteht; das Flachenintegral ist somit die Quellstarke von f auf ganz D.
Das Flussintegral von f Uber den Rand 0D misst, wieviel herausflief3t.

© Beide ergeben dank GauB denselben Wert!

Im Punkt (z,y) beschreibt rot f(z,y), mit welcher Winkelgeschwindigkeit
eine mitschwimmende Probe rotiert. Anschaulich kann man dies durch
ein kleines Schaufelrad messen. Das Flachenintegral tber D ist somit
die Wirbelstarke von f auf ganz D, und das Arbeitsintegral Uber 0D ist
die Zirkulation des Vektorfeldes f entlang des Randes 0D.

© Beide ergeben dank Green denselben Wert!

Wir kdnnen diese Gleichungen nun durch Beispiele illustrieren
und durch direktes Nachrechnen sogar allgemein beweisen!
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Satz von Green: Rotation gleich Wirbeldichte

© Der Satz von GauB gibt der Divergenz eine anschauliche Deutung,
eine koordinatenfreie Formulierung und eine intrinsische Interpretation:

Aufgabe: Die Divergenz div(f) heif3t auch Quelldichte von f. Warum?

Wir betrachten eine Kreisscheibe D = B(a, <) um a € R? mit Radius

e > 0 und Flacheninhalt voly(D) = 72, oder zum Beispiel ein Quadrat
D= [a1 —5/2,@1 —I—E/Q] X [CLQ — 6/2,@2 —|—€/2]

mit Mittelpunkt a € R?, Seitenlange ¢ > 0, Flacheninhalt voly (D) = 2.
Die Quellstérke des Feldes f auf D ist das Flussintegral [, f(s) x ds.
Dies misst, wieviel f Gber 0D herausflieB3t. Fir ¢ — 0 erhalten wir

1 1 .
vola(D) Jao (D) J e

Die Divergenz div(f) im Punkt a« misst also die lokale Quelldichte.
Die globale Quellstarke von f auf D erhalten wir durch Integration:

/Ddivf(x,y)d(a:,y) = /aD f(s) x ds

© Was in dieser Gesamtbilanz entsteht, flieRt (iber den Rand.

f(s) xds = —  div f(a).

© Der Satz von Green gibt der Rotation eine anschauliche Deutung,
eine koordinatenfreie Formulierung und eine intrinsische Interpretation:
Aufgabe: Die Rotation rot(f) heif3t auch Wirbeldichte von f. Warum?
Wir betrachten eine Kreisscheibe D = B(a, ) um a € R? mit Radius

e > 0 und Flacheninhalt voly(D) = <2, oder zum Beispiel ein Quadrat

D =la1 —¢€/2,a1 +¢/2] X [ag —€/2,a2 + /2]
mit Mittelpunkt a € R?, Seitenlange ¢ > 0, Flacheninhalt voly(D) = 2.
Die Zirkulation des Feldes f auf D ist das Arbeitsintegral [, f(s) « ds.
Dies misst, wieviel f entlang 9D zirkuliert. Fir ¢ — 0 erhalten wir
1 1
—_— s§)eds = ———— [ rot f(x,y)d(x, — rot f(a).
o7 o [ = s [ ot @y day) f(a)

Die Rotation rot(f) im Punkt a misst also die lokale Wirbeldichte.
Die globale Zirkulation von f auf D erhalten wir durch Integration:

/ rot f(zy)d(z,y) = | f(s)-ds
D

oD
© Was in dieser Gesamtbilanz entsteht, zirkuliert entlang des Randes.
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Der Integralsatz von Green

Fur D C R? kompakt mit stiickweise glattem Rand 9D besagt Green:

/ ot £z, y) d(z,3) = / £(s) - ds.
(z,y)eD s€dD

Waren unsere wenigen Beispiele bisher nur Zufall? Haben wir vielleicht Ausnahmen oder notige
Voraussetzungen vergessen? Wie konnen wir sicher sein, dass die Gleichung wirklich immer und
iiberall anwendbar ist? Um hierbei sicher zu gehen, sollten wir sie einmal explizit nachrechnen!

Aufgabe: Rechnen Sie die Greensche Gleichung nach. ..

(1) Fir f = (f1,0) horizontal und jeden Normalbereich in y—Richtung
D:{(J;,y)GRQ‘anSb, g(z) <y < h(z) }.
(2) Fur f = (0, f2) vertikal und jeden Normalbereich in z—Richtung

D={(zx,y) eR*|a<y<b, gy) <z <h(y) }.
(3) Allgemein fiir f = (f1, fo) und jeden Binormalbereich D C R2.
Z.B. ein Rechteck, eine Kreisscheibe, jedes konvexe Kompaktum.
(4) Gilt Green fiir jedes Kompaktum D C R?, zerlegt wie in (3)?
Z.B. einen Kreisring oder eine Kreisscheibe mit mehreren Léchern.

v Losung: (1) Horizontales Vektorfeld;

zum Arbeitsintegral entlang 9D tragen
hier nur unterer und oberer Rand bei.

a:la,b] = R?%  a(t) = (t,g(t)),
o/(t) = (1,4'()).

C Bilal R, A = (A(),

a bl x B(t) = (1,K(t)).

Fur f = (f1,0):R? O D — R* folgt Green aus Fubini und dem HDI:
dfs  0fr

/ ot f(z,y)d(z.y) = / / T‘*( Y
(z,y)eD " Ja=a (x) OF

HDI

b
o f1<w 9(z)) — fi(z, h(z)) dz

/f da—/f a8 = [ ge-as

) dy dx
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Ubung
1 /AARARARARARARARARAL (2) Ebenso fiur jedes vertikale Vektorfeld;
K ; zum Arbeitsintegral entlang 0D tragen
ARAR h ' hier nur linker und rechter Rand bei.
Y
j a:la,b] = R at) = (g(t),1),
o/(t) = (g'(t),1)
9(y)
a i B:la,b] = R?, B(t) = (h(t),1),
TR A A A 4 B(t) = (W (t),1).
Fur f = (0, f2): R? O D — R folgt Green aus Fubini und dem HDI:
Fub 0fy  Of
rot f(z,y)d(z,y) = / / == = (z,y)dzdy
/(I,y)ED o aJo=g(y) 9T Oy
= Fa2(h(y),y) = f2(9(y), ) dy
y=a
2 [pedse [ feda B[ fs)-ds
B a D

(3) Fur Binormalbereiche folgt aus den Rechnungen (1) und (2):
/ rot(f1, f2) d(z,y) % / rot(f1,0)d(z,y) +/ rot(0, f2) d(z, y)
D D D
= noedss [ opas = [ (nu-as

4) Sei D C R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand oD.

' Wir zerlegen D in Binormalbereiche Dy:

rot
il Z =

8Dk oD

A\ Arbeitsintegrale langs innerer Kanten sind
gegenlaufig und heben sich paarweise auf!

© Somit gilt der Satz von Green auch fiir D.
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Fir D C R? kompakt mit stiickweise glattem Rand 9D besagt GauB3:

/ div f(z,y)d(z,y) = / f(s) x ds.
(z,y)eD s€dD

Waren unsere wenigen Beispiele bisher nur Zufall? Haben wir vielleicht Ausnahmen oder notige
Voraussetzungen vergessen? Wie konnen wir sicher sein, dass die Gleichung wirklich immer und
iiberall anwendbar ist? Um hierbei sicher zu gehen, sollten wir sie einmal explizit nachrechnen!

Aufgabe: Rechnen Sie die Gauf3sche Gleichung nach. ..

(1) Far f = (0, f2) vertikal und jeden Normalbereich in y—Richtung
D:{(J;,y)GRQ‘anSb, g(z) <y < h(z) }.
(2) Fr f = (f1,0) horizontal und jeden Normalbereich in z—Richtung

D={(z,y) eR*|a<y<b, gly) <z <h(y)}.
(3) Allgemein fiir f = (f1, fo) und jeden Binormalbereich D C R2.
Z.B. ein Rechteck, eine Kreisscheibe, jedes konvexe Kompaktum.
(4) Gilt GauB fiir jedes Kompaktum D C R?, zerlegt wie in (3)?
Z.B. einen Kreisring oder eine Kreisscheibe mit mehreren Léchern.

U Losung: (1) Vertikales Vektorfeld;

zum Flussintegral Gber 0D tragen
hier nur unterer und oberer Rand bei.

a:la,b] = R?%  a(t) = (t,g(t)),
o (t) = (1,4'(t)).
B(t) = (&, h(t)),
B'(t) = (1,h'(t)).
(0, fo) : R? O D — & folgt Gauf aus Fubini und dem HDI:

h(z)
[ vy ey / /- on 9
(z,y)eD T=a g(z)

.t 7(3; y)dydx
o /: fo(z, h(z)) — fa(z, g(x)) dz

o
/afxda—/ﬁfxdﬂ“:'

B:lab] — R?,

a b :1;

Far f =

Fm

C]H

oD

f(s) x ds
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L/t et et _ (2) Ebenso fur jedes horizontale Vektorfeld;
B~ . zum Flussintegral von f Gber 0D tragen
o e h( hier nur linker und rechter Rand bei.
Y
| a:la,b] = R at) = (g(t),1),
o/(t) = (g'(t),1)
9(y) )
a ; Bila,b] = R B(t) = (h(t),1),
z B'(t) = (H(t),1).
Fur f = (f1,0): R O D — [R? folgt Gauf aus Fubini und dem HDI:
h(y) ,
[ dvsya / / Dy eay
(xzy)EID a
= fi(h(y),y) = Fi(9(y), ) dy
y=a

/fxdﬁ—/fxda”:” f(s) x ds
B a aD

(3) Fur Binormalbereiche folgt aus den Rechnungen (1) und (2):
/ div(f1, fo) d(z,y) = / div(f1,0)d(z,y) +/ div(0, f2) d(z,y)
D D D

w /(fl,o)xder/aD - /(fl,fz)xds

(0, f2) x ds =
4) Sei D C R? ein Kompaktum mit stlickweise glattem Rand oD.

' Wir zerlegen D in Binormalbereiche Dy:

d1V
A Flussmtegrale l&angs innerer Kanten sind
gegenlaufig und heben sich paarweise auf!

8Dk

© Somit gilt der Satz von GauB auch fir D.




Anwendungsbeispiel zu Gauf3 und Green bung

wung| | Anwendungsbeispiel zu GauB3 und Green Gbung

777?‘ ‘:/’/://t, e« <Py~ i : ; Q ,{ »{ \\ X 1 *‘ % k t Lésung: Wir wahlen eine Parametrisierung fiir die Ellipse T, etwa

/////////i/:/;/ j: pap o P \ k A ; 1 y ﬁ !& v:[0,27] = T, ~(t) = (2cost,sint), ~'(t) = (—2sint,cost).

4 < |y *» X
//////?»j i ’: ’: s s <[~ A mi | f f / /1/‘ (Transformationssatz: Streckung um den Faktor 2 in x—Richtung.)
/Av//v////////44*"‘*“*f1taffl‘fff/
//'//ny[[ ,j ’ 2 2 1 oo Lo e [ [ AT /f /f // ! ////7//*/ FurdasFlussmtegralvonfuberFnachauBenerhaItenww
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Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das ebene Vektorfeld f:R? — R2 mit = /t_OZCOS(t)er?SiH(t)Z+17Sint€05tdt = Arm

f(x,y):(:lc—?)y,5x+y)

Leichter mit Gauf3: Dank konstanter Divergenz div(f) = 2 erhalten wir
sowie die Kurve I' = { (z,y) € R? | 2% + 4y? = 4 }. Berechnen Sie

xds ‘= [ div(f)d(z,y) = 2voly(D) = 4.

(2) das Flussintegral sowie (3) das Arbeitsintegral von f Uber T'. oD fs) x ds o /D (f)d(.v) vol(D) "
Anwendungsbeispiel zu Gaul3 und Green G Anwendungsbeispiel zu Gaul3 und Green oung
(3) FUr das Arbeitsintegral von f langs I" erhalten wir

© Dank der Integralsatze kdnnen wir uns jeweils aussuchen, ob wir

o lieber ein Flachenintegral oder ein Kurvenintegral ausrechnen wollen.
/ fedl = /f cdy = F(y(@) -~/ (t) dt Je nach Anwendung kann das eine oder das andere vorteilhaft sein.
7% f=0 . Das ist die Starke und der Nutzen unserer Integralsatze!
=4 / (218(:); f:;gf) . ( CQOSSI? t) t © Plausibilitatspriifung: Den exakten Wert des Integrals kénnen wir
o jeweils nur durch Ausrechnen gewinnen, aber das richtige Vorzeichen
_ / 6sin(t)? + 10cos(t)? — 3sintcostdt = 167 kdénnen wir in diesem Beispiel bereits an der obigen Skizze erkennen!
=0

Bitte nutzen Sie dies, um Rechenfehler zu erkennen und zu vermeiden.
© Erinnerung ff:’ro sin(t)? = fz”o cos(t)? = 7 und f sin(t) cos(t) = 0.
/\ Hierbei orientieren wir die Kurve I positiv, das umlaufene Gebiet
liegt also stets links der Kurve. Bei umgekehrter Durchlaufung wechselt

das Arbeitsintegral sein Vorzeichen, statt +167 erhielten wir also —16.
Leichter mit Green: Dank konstanter Rotation rot(f) = 8 erhalten wir

© Das Ergebnis der Kurvenintegrale (iber die Kurve T ist unabhéngig
von der gewahlten Parametrisierung ~: [a, b] — I'. Das ist wesentlich:
Andere Parametrisierungen 7 : [a, b] — I sind ebenso méglich, gehen
andere Rechenwege, doch enden alle schlie3lich beim selben Ergebnis.

/\ Bitte beachten Sie, dass wir I' = 9D stets positiv orientieren!

) Nur so erhalten wir das Flussintegral Gber I nach auf3en und passend
f(s)-ds (121 / rot(f)d(z,y) = 8voly(D) = 167. dazu das Arbeitsintegral Iangs T in positivem Umlaufsinn, wie vereinbart.
aD " Jb

Umgekehrte Orientierung / Durchlaufung kehrt das Vorzeichen um!
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Schreibweise als Differentialform

Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand 0D.
Fir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder f,g: D — R? gilt:

Satz von Green: /

ot ) ) = / o(s) - ds,
(z,y)eD €oD

Satz von Gauf3: /

(z,y)€D

div f(z,y)d(z,y) = /eaD f(s) x ds.

Den Rand 9D parametrisieren wir (stiickweise) durch ~: [a,b] — 9D.

Fir s = (z,y) = (71(t),72(t)) gilt ds = (dz, dy) = (71 () dt, 75(t) di).
Wir erhalten so die &quivalente Schreibweise als Differentialform:

Green: / 992 _ 991 d(z,y) = / g1dx + g2 dy,
(zyep 0 Oy (x,4)€D

GauB: / %—F%d(flf y):/ fidy — fodz.
(x,y)eD Ox dy (x,y)€0D

© Beide Satze sind aquivalent mittels (g1, g2) = O(f1, f2) = (—fa, f1).

Die Integralsétze sind eine bemerkenswerte GesetzmaBigkeit:
Das Flachenintegral Gber den gesamten Bereich D l&asst sich durch
das entsprechende Wegintegral entlang des Randes 0D bestimmen!

Zur Berechnung von Integralen kénnen wir daher beide ausspielen:
Ist das Flachenintegral einfacher, so nutzen wir ersteres.
Ist das Randintegral einfacher, so nutzen wir zweiteres.

Die Schreibweise als Differentialform ist haufig bequem und wird daher
in vielen Anwendungen verwendet, wie z.B. in der Thermodynamik.
Wir nutzen hierbei die Konvention ds = (dz, dy) = (¥4 (¢) dt, v4(t) dt).
Das ergibt sich ganz natlrlich aus s = (z,y) = (71(t),y2(t)).

Die Schreiweise dx und dy ist daher bequem und Gblich.

In der Ebene sind beide Satze offensichtlich aquivalent. Die Satze von
GauB und Stokes im Raum behandeln wir im Ubernachsten Kapitel G.
Im R3 unterscheiden sich Arbeitsintegrale tber Kurven (Dimension 1)
deutlich von Flussintegralen Uber Flachen (Wande, Codimension 1).
In der Ebene R? hingegen fallen beide Sichtweisen zusammen.
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Anwendungsbeispiel zu Differentialformen Ubung

Aufgabe: Fir D = { (z,y) € R? | 2? + y> < 1 } berechne man

/ (22 —y?) dz + (z —y) dy
(z,y)€0D ———H pm——

Skizze: Zwei Interpretationen, als Arbeitsintegral und als Flussintegral:

'{///// ARk NN TAVANE R
R A A R e AN AN

|/ ./ (kange/10)+

Randintegral: Wir wahlen ~: [—7, 7] — 0D mit y(t) = (cost,sint).
Hieraus folgt +/(t) = (—sint, cost), also dz = —sint d¢, dy = cost dt.

J
-/

— /7T _Icos(t)Q sin(t)l+Isin(t)3l—i-cos(t)2 —sin(t)cos(t) dt = =

—T

(z* —y?) dz 4+ (z—y) dy

(cos(t)? —sin(t)?) (—sint) + (cost—sint) cost dt

ungerade ungerade ungerade

Rechentrick: Ungerade Integranden liefern Uber [—m, 7] das Integral Null.
Auch [™ cos(t)*dt = [”_sin(t)* dt = 7 kénnen Sie geometrisch sehen.

FIachenlntegraI: Mit Green / Gauf3 und Polarkoordinaten erhalten wir
/ («? —y)dw+(sv—y)dy=/ 1+2y  d(z,y)
(z.y)€0D ' ——H — pl—-

=~/ =92 =11

27r 1
:/ / (14+2psing) pdedp :27r/
p=0J =0 p=0

=rotg =div f

pdp = =
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Flacheninhalt messen entlang der Randkurve

Aufgabe: (1) Berechnen Sie die Rotation der ebenen Vektorfelder

1
f(sc,y) = (O,SU), h(ﬁ,y) = 7(—y,x).
(2) Wie berechnen Sie hiermit zu einem (einfach geschlossenen) Weg

9(z,y) = (=y,0), 5
7 [a, b] — R? den Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs D C R2?

Lésung: (1) Wir finden rot(f) = 1. (2) Dank des Satzes von Green folgt:

b
voly(D) = /D rot(f) day) = [ f(5)-ds - /a rdy = / T (8) 7 (8) dt

D =a

Hierist s = (z,y) = (71(¢t),72(¢)) und ds = (dz,dy) = (71 (¢) dt,v4(t) dt).
Ebenso rot(g) = 1 und rot(h) = 1. Wir erhalten folgende drei Formeln:

Satz E2A: Greensche Flachenformeln
Fir jedes Kompaktum D C R? mit stiickweise glattem Rand 0D gilt

1
VOIQ(D):/ xdy:/ —ydx:/ xdy —ydax.
oD oD 2 Jop

Greens Flachenformeln sind ein schéner und bemerkenswerter Satz:
Die umlaufene Flache lasst sich bestimmen allein aus der Randkurve!

Bildquelle: wikimedia.org

Ein Planimeter ermittelt Flacheninhalte, z.B. auf einer Landkarte, indem
man den Rand der zu messenden Flache mit einem Fahrstift abfahrt.
Dabei integriert eine geeignete Mechanik prazise den Flacheninhalt!
Sie kdnnen es sogar selbst bauen, siehe YouTube > lego planimeter
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Algorithmus: die Flachenformel fir Polygone

CAD-Programme nutzen die Greenschen Flachenformeln ebenfalls:
Hierzu betrachten wir den Polygonzug v = [ 5, = 4% | mit Eckpunkten
P1,D2, - - -, Pn = po € R?, einfach geschlossenen und positiv orientiert.

Fir den umschlossenen Flacheninhalt suchen wir einfache Formeln.

D3 yal D3 yal

Po Po
P4 P4

\

Aufgabe: Ubersetzen Sie Greens Flachenintegrale in Summen.
Lasst sich das Ergebnis elementar-geometrisch begriinden?

5 5

Lésung: Der Flacheninhalt des umschlossenen Bereichs D ist [E027):

1

vola(D) = 2/ rxdy —yder =
oD

= / xdy =
oD
oD

(1) Die orientierte Flache des Dreiecks [0, py, px+1] ist %pk X (Pk+1 — Pk)-
Positiv orientierte Dreiecke liefern einen positiven Flacheninhalt (gelb),
Negativ orientierte Dreiecke liefern einen negativen Flacheninhalt (rot).

(2) Dies erhalt man durch Integration langs des Weges ~, oder direkt:
Hierbei ist 5 (), + 2k+1) - (Yr+1 — yx) N@mlich die orientierte Flache
des Trapezes mit Eckpunkten (zx, vk ), (x+1, Yk+1), (Tk+1,0), (zk,0).

(8) Dies ist Fall (2) mit Trapezen Uber der y—Achse statt der z—Achse.

[+
N | —

Pi X (Pk+1 — D) (1)

i
I

(T + Trg1) - (Yre1 — ) (2)

]+
N | —

b
Il
—_

[+
N | —

(Yk + Yrt1) - (Tx — 2R41) ()

o~
Il
—_
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Arbeitsintegrale in der Thermodynamik

P B . :
Kreisprozess eines

idealen
(Viertaktmotor)

Bei einer Volumenénderung dV wird die Arbeit diWW = pdV verrichtet.
Beim Prozess «: [to, t1] — R™:t — (p(t), V(t),...) also insgesamt

W:AdW:/WpdV:/ttZOp(t) V(1) dt.

Bei einem Kreisprozess gilt v(¢1) = (to). Die dabei geleistete Arbeit
W ist der Flacheninhalt des umlaufenen Bereichs in der V—p—Ebene.

Der Kreisprozess eines Otto—Motors verlauft idealisiert wie skizziert:
Verdichten: Der Kolben komprimiert Kraftstoff-Luft-Gemisch von D bis A.
Arbeitstakt: Bei A wird das Gas gezilindet, der Druck steigt schlagartig
bis B an, dadurch dehnt sich der Kolben bis C' aus und verrichtet Arbeit.
Zwei weitere Takte: Ausstol3 des Abgases, Ansaugen des Gemisches.
Der Wirkungsgrad des Motors ist die geleistete Arbeit dividiert durch
die eingesetzte Verbrennungsenergie, also den Treibstoffverbrauch.

Den Zustand des Systems zur Zeit ¢ € [to, t1] beschreiben wir dabei
durch den Druck p(t), das Volumen V (¢) und evtl. weitere Gré3en.
Eine Zustandsfunktion hangt nur vom Zustand des Systems ab, nicht
jedoch von der Historie, also dem durchlaufenen Weg: Zum Beispiel ist
die Warmeenergie eines idealen Gases gleich U = 3pV = 3vRT.

Hier ist U = Warmemenge, p = Druck, V' = Volumen, v = Stoffmenge,
R = universelle Gaskonstante, 7' = absolute Temperatur. Der Faktor 3/2
entspricht der mikroskopischen Struktur eines einatomigen Gases.
Eine Prozessfunktion hingegen hangt vom durchlaufenen Weg ab,
wie zum Beispiel die geleistete Arbeit W in der obigen Formel.
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Schwerpunkt des umlaufenen Bereichs

Die Schreibweise des Punktes s = (x,y) € T und des infinitesimalen
Kurvenelementes ds = (dx, dy) als Differentialform langs der Kurve I'
ist in Anwendungen wie der Thermodynamik bequem und ndtzlich.

Dies hat einen einfachen aber wichtigen Grund. Prof. Hermann Karcher
(Universitat Bonn) erklarte das Problem und seine Lésung sehr treffend
in seiner Notiz Differentialformen flir die Thermodynamik:

Die Vektoranalysis lebt davon, dass wir den Raum R3 nicht blof als
Vektorraum, sondern als euklidischen Raum, mit einem Skalarprodukt,
betrachten und nutzen konnen. In der Thermodynamik gibt es jedoch kein
Skalarprodukt, das eine physikalische Bedeutung héitte. Deshalb kénnen
Kurvenintegrale nicht Integranden haben, die Skalarprodukt aus einem
Vektorfeld mit dem Tangentialvektor der Kurve sind. Wir miissen daher lernen,
die Ableitung von Funktionen und deren Anwendung auf Tangentialvektoren
von Kurven ohne ein bequemes Skalarprodukt zu beschreiben.

Genau hierzu dienen Differentialformen.

© Darum ist diese Notation so beliebt: Sie ist prézise und bequem.

Aufgabe: Sei D C R? ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand.
Fur seinen Schwerpunkt sp = (zp, yp) zeige man mit Green (E11):

— _ b

B Volg(lD)/anyd Vob(lD)/t_ M () 12(t) 71 (t) dt,
b

Volgl(D)/anydy = VOlQl(l))/t: (1) 72(t) 72 (t) dt.

Losung: Dank des Satzes von Green finden wir

~ [ wyae - / (~a1.0)- (o, dy) = [ rot(-2y.0)d(z,)
oD )b

Yp =

= D ‘VOIQ(D),
D
/ xydy—/aD (0,zy) - (dz, dy) (}%"/Drot(O,xy)d(x,y)
/yd = yp - vola(D).
D
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Aufgabe: (1) Zeichnen Sie v:[0,27] — R?:¢ + (1 — sint)(cost, sint).
Welche Werte schatzen Sie hieraus fur Lange und Flacheninhalt?

(1) y

Heutzutage nutzt man Computer zur
numerischen Approximation. Frither

1 10ste man solche Quadraturaufgaben

v:[0,27] — R?

v(t) = (1 — sint)(cost, sint)

Flache: 4 <|vola(H) < 5

Lange: ¢(v) ~ 8

niherungsweise so: Man zeichne die
Figur, schneide sie aus und wiege sie
sorgfiltig. Das Gewicht ist dann der
gesuchte Flacheninhalt mal Gewicht
pro Einheitsfliiche (iiblich 80g/m?).

g

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie v:[0,27] — R?: ¢+ (1 — sint)(cost, sint).
(2) Berechnen Sie die Lange der Kurve I' = { y(¢) | 0 <t < 27 }.
(3) Ist der umlaufene Bereich H C R? ein Normalbereich?

(4) Berechnen Sie den Flacheninhalt voly(H ). Welche Methode
ist hierzu am geschicktesten: Fubini? Transformation? Green?

Hinweis: Sie kénnen 1 — sin(t) = 2sin(t/2 — 7 /4)? zeigen und nutzen.

% = sin(e) N
// \
sin(t/2 - 1/4) | _— T~y

Wie findet man diese Gleichung? Die Skizze zu 1 — sin(t) lisst sie erahnen. Wie priift man sie?
Sie finden 2 sin(z) sin(y) = cos(x — y) — cos(z + y) in Ihrer Liste der trigonometrischen
Additionstheoreme und erhalten so 2sin(t/2 — w/4)® = 1 — cos(t — 7/2) = 1 — sin(¢).

Herzkurve / Kardioide
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(2) Lange des Weges v : [0, 27] — R?:t > ~(t) —sint) <C.OS t):

sint

v (t) = — cos(t) (ZTE;) + (1—sint) ( sin §)> (Produktregel)

v (t) =4/ (t) = cos(t)? + (1 —sin(t))? = cos(t)®> + 1 — 2sin(t) + sin(t)?

IV (t)] = V2(1 —sin(t)) = \/4sin(t/2 — 7/4)2 =2 [sin(t/2 — 7w /4)|

27 s 3m/4
) :/t /()] dt = 2/t_0‘sin(t/2 /)| dt = 4/ Isin(u)| du

=0

u=—m/4

0 3m/4
= —4/ sin(u) du + 4/ sin(u) du (Negativ- & Positivteil)

=—7/4 u=0

— 4[cos(u)} e 4(

u=0

=4 {cos(u)] "

u=—m/4

Zur Berechnung von |/ (t)]?

1= ) - [-4-1]) =

nutzen wir Pythagoras, oder entdecken ihn hier erneut, denn die

Vektoren (cos t,sin t) und (— sin(t), cos(t)) sind orthonormal! Diese Abkiirzung nutzen wir

gleich noch einmal im Integral (4). Den Flicheninhalt |
oben ausrechnen oder graphisch ablesen: Skizzieren Sie

33_47r ,Isin(u)] du = 2 kénnen Sie wie

|sm(u)| und schauen Sie scharf hin!

(3) Der umlaufene Bereich H ist ein Normalbereich in y—Richtung, also
H={(z,y) eR?|a<x<b, g(x) <y < h(z)}. Diese Darstellung ist
jedoch miihsam: Sie mussten a, b sowie g(x), h(z) explizit ausrechnen.
Die Flachenberechnung mittels Fubini scheint daher eher umstandlich.
Wir versuchen es auf einem leichteren Weg mit dem Satz von Green!

(4) Fur f(x,y) = 1(— ,x) gilt rot f = 1. Dank Green erhalten wir:

volo(H) = /rot( /f dy = f(’Y(t))'”)/(t)dt

t=0

1 [ sint cost . —sint
—Q/t_o(l—smt ( ost) [ < t>+(1—smt)<cost>]dt

1 [ 1 1
—/ (1—sint)?dt = / 1 —2sint +sin(t)?dt = —(27 + )
2 Jizs 2 2

3
:§7r ~ 4.7124

© Plausibilitatsprifung: Aus der Skizze schatzen wir 4 < voly(H) < 5.
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Herzkurve / Kardioide

Gegeben sei eine stetige Radiusfunktion r: [0, 27] — Rx>q:t — r(¢),
etwa r(t) = 1 — sint wie oben flr die Kardioide. Dies definiert den Weg
v:[0,27] = R%:t + v(t) = 7(t)(cost,sint) und den umlaufenen Bereich

A={py)

Aufgabe: (5) Formulieren Sie allgemein den Fléacheninhalt vols(A) mit
(a) dem Satz von Green und alternativ (b) dem Transformationssatz.

l0<t<2m, 0<p<1}.

Losung: (5a) Wir nutzen f(z,y) = 1(—y,z) mitrot f = 1 wie zuvor:

21

volp(A4) = /A rot(f) d(z,y) = / feay = [ -y
v t=

=5 Lo () [ (Gnf) o (ot o

1 2 5
== r(t)*dt
2 Ji=o

© Dieses Integral haben wir in (4) fir r(t) = 1 — sint ausgerechnet.

(t)dt

(5b) Wir nutzen fiir den Bereich A C R? die Parametrisierung

O (0,1 x [0,27] = D > R? : <£> — <‘T> ( r(e ))Coj(g;)
o <p> _O@y) <r(so) cos(¢) D

r(
_ p[r' () cos(p) — r(¢) sin(p)
P r(p) sin(ep) ()
det @’ (Z) = pr(p)?  Funktionaldeterminante der Jacobi—Matrix

A(p, ») p[r' () sin(p) + 7(p) cos(p

Nach Konstruktion ist diese Abbildung ¢ surjektiv auf A, kurz (D) = A.
Sie ist im Wesentlichen injektiv, flrs Integral ist der Fehler unerheblich.
Dank Transformationssatz C2B erhalten wir daraus den Flacheninhalt:

vola(A) = /A 1d(ey) = /D det @ (p, )| d(p, )
B 27 1 ) Do de — 1 27 5 d
B /<p_0 /p_o or(e) dpdy = 2 /t_O (o) dy

© Das ist genau das Integral, das wir bereits in (5a) erhalten haben.
Zu gegebener Radiusfunktion ¢ — () rechnet man dies weiter aus.
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Alternative: Dasselbe Ergebnis erhalten wir direkt in Polarkoordinaten
U:E — R?:(p, @) — (pcosp, psin ¢), aber mit dem Parameterbereich
E={(p,p) €eR?|0<p<2m 0<p<r(p)}: einfach nachrechnen!

Aufgabe: (6) Formulieren Sie den Schwerpunkt (z4,y4) des Bereichs A
mit (a) dem Transformationssatz und alternativ (b) dem Satz von Green.
Losung: (6a) Wir nutzen die Parametrisierung ®: D — A und erhalten:

2.4 vola(A) = / rd(z,y) = / () cos() - pr(e)? d(p. o)

= Fu'det

- / P 1l cos(ip) dpdip = / " ) conle) dp

0

2m
yavoly(4) = /A vy =3 [ (e sin(e) g

(6b) Die Greenschen Schwerpunktformeln ergeben dasselbe,
aber erst nach partieller Integration und geeigneter Vereinfachung.
In diesem Falle scheint der Transformationssatz etwas direkter.

Aufgabe: (7) Berechnen Sie den Schwerpunkt (x5, yz) der Herzflache.

Losung: (7) Es gilt xzy = 0, denn H ist symmetrisch bezuglich x — —x.
Alternativ kbnnen Sie auch (6) nutzen und es ausfuhrlich nachrechnen.

FUr y nutzen wir unsere Vorarbeit (6) und setzen r(¢) =1 — sin ¢ ein:

2m 2m
yp - 3vola(H) = / r(¢)3sin pdp = / (1 —sing)3sinpdyp
=0 =0

T
:/ (1 — 3sin + 3sin? ¢ —sin® ) sin p dyp
p=—T

s
= / —3sin? ¢ —sinf o dy  (nur gerade Terme!)
p=—T

_ g3 _ _15

= T 47T = 4 v

__ L 9 _ 5
yH - 27 T T

© Plausibilitatspriifung: Das passt recht gut zu unserer Skizze.
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Wir lieben Wegintegrale! (Scheinklausur 2017/18)

Haufig missen Sie zwischen Formel und Bild Gbersetzen, zwischen
algebraischer und geometrischer Beschreibung. So auch hier:

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das Bild des Weges
v i [=m, ] = R? : t s y(t) = |t] - (cost,sint).
Schatzen Sie die Weglange und den umschlossenen Flacheninhalt.

(2) Berechnen Sie zum Vektorfeld f(z,y) = (—y, x)
das Arbeitsintegral fv f(s)«ds entlang des Weges ~.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt der vom Weg ~
umschlossenen Flache H C R2. Ist Ihr Ergebnis plausibel?

(4) Berechnen Sie schlieBlich das Arbeitsintegral f,y g(s)+ds
des Vektorfeldes g(x,y) = (22 + 4y, 10x + eY) langs 7.

(5) Berechnen Sie die Weglange ¢(vy). Ist Ihr Ergebnis plausibel?
Formelsammlung: Die folgende Stammfunktion (B411) ist hilfreich.

/\/a2+x2dx =

a? 4+ x? + —ln(fc—i— a? —|—ac2) + const

Lésung: (1) Wir beginnen mit der Skizze, das hilft zur Anschauung!

—- <
S0 = N®»
g o S24a
5 3 x
(I) /’,—————————-\\ II Eg_ || 3 gg
(@) / \ 9:30(-1)(:3
— / L= nl
- =05 o g
= / T»m A NO
m \ — |(DN’§;Q)
- PR
«Q \ OIS B
— LS = (@)
) I.:j\‘ -
Q \ / &,“:3?%9—.
~_ 7 o)
® T S2gs5B
N I &S %= ®
p=dt 283532

Der Weg ~ hat Lange ¢(~) ~ 12. Die vom Weg  umschlossene Flache
H ={p-(cosp,siny) ’ —m < <m, 0<p<|pl} hat Flacheninhalt
voly(H) = 10. Die genauen Werte berechnen wir in (3) bzw. (5).

Wir lieben Wegintegrale! (Scheinklausur 2017/18)
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(2) Wir nutzen direkt die Definition des Arbeitsintegrals:

[1as= [ sow)-vma
() o) e
[ = B = 5

Die Betragsfunktion ¢ — [¢| im Punkt ¢ # 0 erfiillt < |¢| = sign(t) € {£1}.

:TW = ji?ﬂ'_% J}T'

Wer den Betrag vermeiden will, zerlegt das Integral in |

(8) Wir nutzen den Satz von Green, hier als Flachenformel dank (2):

Volg(H):/Hld(x,y)dx:;/Hrot( /f :%

Alternativ konnen Sie den Flicheninhalt vola (H) ebenso mit dem Transformationssatz in
Polarkoordinaten ausrechnen. Dies wurde in der vorigen Aufgabe zur Kardioide ausgefiihrt.

(4) Wir nutzen wieder den Satz von Green, diesmal umgekehrt zu (3):

/g «ds = / rot(g) d(z,y) = / 6d(x,y) = 6voly(H) = 27 ~ 62
2l H

(5) Wir berechnen schlieBlich die Weglange (mittels B411):

t)\dt:Q/ Vi4t2de

t=0

= [t\/1+t2+ln<t+ \/1+t2>}
t=0

:7r\/1—|—7r2—|—1n<7r+ 1—|—7r2>

~ 12.2198
© Das Ergebnis ist anschaulich plausibel, es entspricht der Skizze.
Die genauen Werte hingegen kann man nicht raten, nur berechnen.

© Mit den geeigneten Werkzeugen gelingt Ihnen die Lésung leicht.
Ihre Integrationstechniken bieten Ihnen extrem effiziente Methoden.
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Aufgabe: Berechnen Sie den Schwerpunkt (0, a) der Halbkreisscheibe
A={(z,y) eR*|2*+y* <1’ y>0}.

(1) direkt mit Fubini und Transformationssatz sowie (2) mit Green.
(3) Plausibilitatscheck: Versuchen Sie zuerst, den Wert a zu schatzen!

Losung: (1) Wir wissen voly(A) = Zr? und berechnen a:

avolg(A):/ yd(z,y) / / psinp - pdedp
(zy)eA

T T 2
= 2[—005 } d —2[ ] = r3
/p_op ol o, =23] 3"

Der Schwerpunkt (0, a) hat also Abstand a = 57 vom Durchmesser.

(2) Wir parametrisieren die Halbkreislinie I' durch +: [0, 7] — R? mit
~(t) = (rcost,rsint) und nutzen die Greensche Schwerpunktsformel:

2
avolz(A) =/ xydy:/:cydy+/ xydy:/ Y1 ()2 (t)v5(t) dt
0A T A t=0

27 2m
= / rcos(t) rsin(t) reos(t)dt  =r? sin(t) cos(t)? dt
t=0 t=0
1 @ 2
=73 [_§ cos(t)?’L:O =3 3

&) Wir erhalten auch hier den Abstand a = %rr vom Durchmesser.

Der Rand 0 A der Halbkreisscheibe besteht aus der Halbkreislinie I' und
dem Durchmesser A. Der Integrationsweg Uber den Durchmesser tragt
wegen y = 0 (dy = 0) nichts bei. Daher haben wir nur tGber I" integriert.

© Plausibilitatsprifung: Der Wert a = % ~ 0.424 entspricht der Skizze
flr einen Halbkreis vom Radius » = 1; anschaulich ist das plausibel.
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Flacheninhalt und Schwerpunkt nach Green

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie den beschrankten Bereich D C R,
der von den Kurven y = x und y = 1/x und y = z/4 begrenzt wird.
(2) Bestimmen Sie den Flacheninhalt sowie den Schwerpunkt von D
mit Hilfe der Greenschen Flachen- und Schwerpunktsformeln.
(3) Plausibilitatscheck: Versuchen Sie zuerst, die Werte zu schatzen!

Lésung: (1) y ‘

EARe==auiill

| T

Das Gebiet D wird von den folgenden drei Wegen begrenzt:

a:[0,2] = R?, a(t) = (t,t/4)
B:[1,2] = R%, B(t) = (t,1/t)
v:00,1] = R?, ~(t) = (t,1)

Der positiv orientierte Rand 0D wird parametrisiert durch a U —g U —~.

(2) Flacheninhalt und Schwerpunkt von D berechnen wir nach Green:

2 2 4 1
vola(D) = xdy = [ t-odt— [ t-—dt— [ t-1dt
4 t2
oD 0 1 0

_ [ZTJF [mtﬁ _ [t;}; — In2 ~ 0.693

2 1 1
tdt—/ tdt—/ t2dt>
4 1t 0
372 2 rg3q1 2
L t] _[7] 2 ~0.962
[1 }0 { 1 3 0) 3ln2
1 1 2 1 211 1
= dy = — t——dt — | t-=—dt— [ ttdt
YD volg(D)/aDwy L) /0 44 /1 t 2 /0 >

3 3
[ig} mj - [t?)r)) - 31112 ~ 0481

erte entsprechen recht gut der Skizze.

éw

© Plausibilitatspriifung: Die
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Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?

Beispiel

S

Lésung

Vorderrad 5(t)

L

Mnterr

Die orientie

ad «(t)

rte Hinterra

dkurve besqimmt die Vorderradkurve.

Das folgende geometrische Ratsel geht zurlick auf eine Kurzgeschichte
von Sir Arthur Conan Doyle: The Adventure of the Priory School (1904).

Sherlock Holmes und Dr. Watson untersuchen Spuren eines Fahrrads.
,Leider wissen wir nicht einmal, in welche Richtung das Fahrrad fuhr.* —
~Elementary, my dear Watson.“ Kann der Meisterdetektiv allein aus den
beiden Radkurven die Fahrtrichtung rekonstruieren? Wie geht das?

Aufgabe: (1) Angenommen die Wege a, 3: [a, b] — R? beschreiben
die Position des Hinter- und Vorderrads zu jedem Zeitpunkt ¢ € [a, b].
Welche Beziehung besteht dann zwischen den Wegen « und 5?

(2) Nachtraglich sehen wir nicht die zeitlich parametrisierte Bewegung,
sondern nur deren Spuren, also die Menge a([a, b]) U B([a, b]) C R2.
Diese enthalten viel weniger Information, wie Watson richtig bemerkt,
zum Beispiel nicht die Zeit, die Geschwindigkeit, die Orientierung, etc.
Kann Holmes dennoch die Fahrtrichtung rekonstruieren? Wie geht das?
(8) Implizit werden hier einige vereinfachende Annahmen gemacht.
Formulieren Sie die Annahmen mdglichst explizit. Ist die Lésung in den
Beispielen eindeutig? Wann ist sie es nicht? Kommt das praktisch vor?

Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?
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Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?

Beispiel 1
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Beispiel 2
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Sherlock Holmes: Which way did the bicycle go?

Losung: (1) Die Hinterradkurve o bestimmt die Vorderradkurve
gemaln ,Vorderrad = Hinterrad + Radstand - Einheitstangente*:

o/(t)

|/ (2)]

(2) Auch ohne Parametrisierung lasst sich die Orientierung (meistens)
allein aus den Kurven A = a([a, b]) und B = 3([a, b]) rekonstruieren.
Die entscheidende Erkenntnis ist, dass die Einheitstangente £t 4(p)
nur von der Kurve A abhangt, und nicht von ihrer Parametrisierung «.
Im Punkt p € A betrachten wir die beiden Einheitstangenten +¢4(p):
Liegt p £ L - ta(p) nicht auf B, so scheidet diese Orientierung aus.
Entsprechend fiir ¢ € B mit den beiden Einheitstangenten ¢z (q):
Liegt ¢ +£ L - tp(q) nicht auf A, so scheidet diese Orientierung aus.

© Meist muss man nur wenige Punkte priifen, um bereits drei der vier
Mdglichkeiten auszuschlieBen. Die Tangenten kann man graphisch
ausreichend genau abtragen. (Oft fallt auf, dass das Vorderrad starker
oszilliert, aber manchmal ist das weniger offensichtlich oder hilfreich.)

pt) =at) + L -

© Aus der Physik des Fahrrads folgt sofort die obige Formel! Praktische
Probe: Auf DIN A4 ausdrucken und mit Playmobil-Fahrrad abfahren.

(3) Wir nehmen folgendes an: Die Spuren stammen tatsachlich von

einem handelsublichen Fahrrad; wir schlieBen zum Beispiel aus, dass
es zwei Einrdder gewesen sind. Als Position «(t) des Hinterrades bzw.
B(t) Vorderrades notieren wir jeweils den Berlhrpunkt auf dem Boden.

Das Fahrrad fahrt nur vorwarts. Die Bewegung jedes Rades ist stets
tangential zur Radrichtung, ohne Drift. Das Vorderrad ist beweglich,
das Hinterrad hingegen starr, beide sind in einem festen Abstand L.
Dieser Radstand ist etwa L ~ 1.1m, in den Beispielskizzen ist L = 1.

Wir nehmen hierbei o/ (t) # 0 fur alle ¢ € [a, b] an, das Fahrrad bleibt
also niemals stehen. Sonst kénnte es viel kompliziertere Dinge tun!
Auch Details wie Drift und &hnliches wollen wir hier vernachlassigen.

Die Rekonstruktion versagt auch manchmal, zum Beispiel far zwei
Ubereinanderliegende Geraden oder flir zwei konzentrische Kreise.
Von diesen einfachen und seltenen Ausnahmen abgesehen gelingt
die Rekonstruktion in allen praktischen Beispielen: einfach. genial.
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Lésung 1
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Zwei prominente Vektorfelder

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Vektorfelder f, g:R? \ {0} — R? mit

/() =mim () () =7 ()

Wie beschreiben Sie anschaulich Wirbelstarke und Quellstarke?

Lésung: Wirbelfeld f: Quellenfeld g:
T Y= » Y 4
IR AR B L -
s & L« T« Y| ¥ > ‘k X ** : 4 “ v
&k L« gt T S Y 4 T
’} * x(k<~<~‘\‘\‘ O . L Y. \\ \\X ;1/ ,’ .7 ]
r”’ ’.(/‘//( - K\ k*k » ~ “‘k : \\\K f///]/f ,’11 e
Yy S N “*:\\ /};*'Y
gasets CEEERBEREeER et
vvvf A A = e
4 r s T 9
R 7];44‘4 PR N
**\\ 71144‘4 ‘kk/,/:’// \\*\\\\‘**
Y \\k‘ A «* Vs N *a
<*{x\\ S ,,/v/’ ’4*‘4 sl x(/%/ \\\\x B
< X X L ¥ 4 Y <
o \x‘:$+—>’,1 . v, 4 V2 /*j X¥\ % .,
LA e = . ’} ¥ j v ¥ 2 X \‘
A A > b > 7 ¥ " ¥ X
Nl I : '__ o v o
- =7 (Lange/5) "oy v+ (Lange/5)

© Mussten wir zwei ebene Vektorfelder als die wichtigsten wahlen,
dann diese: Sie erklaren, was die Welt im Innersten zusammenhalt.

[ L] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5.
Das Lehrbuch zur HM2 endet mit genau diesem Vektorfeld f.

© Physikalisch gesehen ist f das magnetische Feld eines Stroms und
g das elektrische Feld einer Ladung in 0. (Denken Sie dreidimensional
an einen langen Draht auf der z—Achse.) Komplex ist g die Funktion
1/z2=1/(z —iy) = (z +iy)/(2® + ¥?), und f = ig ist um 90° gedreht.
Das Vektorfeld g ist radial, sein Betrag (die Ldnge) nimmt mit 1/ ab.
Das Vektorfeld f ist tangential an Kreislinien, jeweils um 90° gedreht.

/\ Im Nullpunkt (z,y) = (0,0) befindet sich eine interessante Polstelle!
Daher sind die Vektorfelder f, g nur auf Q = R? \. {(0,0)} definiert.

© Diese Felder sind sowohl divergenzfrei als auch rotationsfrei!
Das entspricht den Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen fur 1/z,
die wir in Kapitel F fiir holomorphe Funktionen erklaren und nutzen.
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Zwei prominente Vektorfelder

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Vektorfelder f,g:R? \ {0} — R2.

(2) Berechnen Sie Divergenz und Rotation dieser Vektorfelder, sowie
(8) die Arbeits- und Flussintegrale tber ~(t) = r(t)(cos p(t), sin ¢(t))
(4) und Uber den Rand 9D eines beliebigen Kompaktums D C R2.
Welche Werte erwarten Sie nach Anschauung der Skizzen?

Loésung: (2) Gewissenhaftes Ableiten nach der Quotientenregel ergibt:

., _Ofi [ Ofr _ —(—y)(22) = —z(2y) _
ol 0 ORGP e et (p@)
0 0y (2% +y?)? (z2 + 942)2 -
~_0g2  9g1  —y(2z) B —z(2y) B
e Ty T @ @A) -
) dg1  Og2 (22 +9?) —z(2z) (2% +9?) —y(2y) B
W= e T oy T (e @1 ) =0

Wie kann das sein? Das Vektorfeld g hat offensichtlich eine Quelle im
Nullpunkt (0, 0), aber tberall sonst verschwindet die Divergenz div(g).

/\ Im Nullpunkt (z,y) = (0,0) hat das Vektorfeld g eine Polstelle!
Die Quelldichte konzentriert sich im Nullpunkt; dort sind g und div(g)
nicht definiert, aber wir kbnnen und werden drumherum integrieren!

Der Satz von GauB lisst sich hier nicht direkt anwenden, denn die Funktion g ist im Ursprung
(0,0) € D nicht definiert (Polstelle). Zwar ist g iiberall sonst auf ganz D ~ {(0,0)} definiert,
aber dieser Bereich ist nicht kompakt! Eindimensional siehe [B415]. Als Distribution gilt wirklich
div(g) = 27 d(0,0)- In diesem allgemeineren Sinne bleibt der Satz von Gauf} giiltig.

Ebenso gilt: Das Vektorfeld f rotiert offensichtlich um den Nullpunkt
(z,y) = (0,0), aber Uberall sonst verschwindet die Rotation rot(f).
/\ Im Nullpunkt (z,y) = (0,0) hat das Vektorfeld f eine Polstelle!
Die Zirkulation konzentriert sich im Nullpunkt; dort sind f und rot(f)
nicht definiert, aber wir kbnnen und werden drumherum integrieren!

Der Satz von Green lisst sich hier nicht direkt anwenden, denn die Funktion f ist im Ursprung
(0,0) € D nicht definiert (Polstelle). Zwar ist f iiberall sonst auf ganz D ~ {(0,0)} definiert,
aber dieser Bereich ist nicht kompakt! Eindimensional siehe [B415]. Als Distribution gilt wirklich
rot(f) = 2w d(0,0)- In diesem allgemeineren Sinne bleibt der Satz von Green giiltig.
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(3) Wir schreiben den Weg v : [a, b] — R? < {0} in Polarkoordinaten:
) =) (Gits)) . 0= (Gity)) g (e,

sin ¢ (t) sin (t) cos ¢(t)

Far das Arbeits- und Flussintegral von f entlang ~ finden wir sodann:
[ [LCa)- [ () oo ()

= /:a ¢ (t)dt = p(b) — p(a)  Winkelzuwachs entlang
freon- G EB ) o0 (2

= lnw =0 falls r(a) = r(b)

b r
- /t—a a r((tt)) dt = [_ lnr(t)]j_a rib)

© Beide Rechnungen entsprechen der Anschauung unserer Skizzen!

Far das Fluss- und Arbeitsintegral von ¢ finden wir ebenso:

foxn= [, (GR) <[5 (o) + 10 ()

b
- [ @at= o) - ela)

b / .
e cosp(t)\ |7 (t) [cos(t) , — sin p(t)
Agd”‘lw<mwwﬂ 50 Gingtn) +#0 ()
borl(t) b r(b) - ,

= /t_a ) dt = [lnr(t)]t:a = ln@ =0 falls r(a) = r(b)
© Beide Rechnungen entsprechen der Anschauung unserer Skizzen!
© Das Arbeitsintegral J, f +d bzw. das Flussintegral [ g x dy misst
die Winkelanderung. FUr jeden geschlossenen Weg v mit y(a) = ~(b)

z&hlen diese Integrale die Umldufe um den Nullpunkt, wahrend die
Integrale gS7 f x dyund 5679 - dy wegen r(a) = r(b) verschwinden.

Winkelzuwachs entlang ~
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(4) Fir D C R? kompakt mit stlickw. glattem Rand dD C R? ~ {0} gilt
(s) x ds:/ g(s)+ds=0
oD

r

da die Kurve 0D geschlossen ist,
oD

0 falls0 ¢ D: oD umlauft 0 nicht,
(s)+ds = g(s) x ds = . __ _
oD oD 27 falls 0 € D: 0D umlauft 0 einmal.

© Dies ist die reelle Form des Cauchyschen Residuensatzes F4D.
Physikalisch entspricht dies magnetischen / elektrischen Feldern.

Die erste Gleichung folgt direkt aus unserer Rechnung (3):
Fur geschlossene Kurven gilt r(a) = r(b), also In[r(a)/r(b)] = 0.
Fir Kreislinien sieht man dieses Ergebnis direkt in obiger Skizze.

Die zweite Gleichung ist wesentlich interessanter!
Der erste Fall folgt mit (2) dank Green / Gauf3.
Unsere Rechnung (3) klart D = B(0, ) far » > 0.
(Diesen Spezialfall sieht man auch direkt!)

Im allgemeinen Fall 0 € D wéhlen wir r > 0 mit B(0,r) C D:

Dannist E = D ~\ B(zp,r) kompakt mit Rand 0E = 9D U 0B(0, ).

Da auf E kein Pol vorliegt, gilt [, — f@B(O,r) = [,z = 0dank (2).
Hieraus erhalten wir schlieBlich [, = [;5,, = 27 dank (3).

© Diese schdnen und einfachen Gleichungen gelten immer, egal wie

kompliziert der Bereich D C R? und seine Randkurve 9D auch sind.
Alles ist schén und gut. Unseren Integralsatzen sei Dank!
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Wirbel und Quelle als komplexe Funktion

Zur Anschauung und Erinnerung: Das ebene Vektorfeld f:R? O Q — R?
kdénnen wir als Stromungsgeschwindigkeit einer Fllssigkeit visualisieren.
Wir denken an eine diinne Schicht, zum Beispiel die Wetterkarte.

Dreidimensionale Felder F:R3 D Q — R3 behandeln wir in Kapitel G.
Wenn F nicht von z abhangt und auch keinen z—Anteil hat, dann gilt
F(x,y,2) = (fi(z,y), f2(x,y),0), und f ist ein ebenes Vektorfeld.
Dies dient zur Vereinfachung bei der Umstrémung eines Profils.

Strémungen haben im allgemeinen Wirbel, auch Quellen und Senken.
Dies wollen wir anschaulich verstehen und prazise berechnen lernen,
differentiell durch Divergenz div(f) und Rotation rot(f), sowie integral
als Fluss und Arbeit. Hierzu nutzen wir die Satze von Gauf3 und Green.

Das Quellenfeld und das Wirbelfeld sind hierzu zentrale Beispiele!
Sie dienen als Prototyp fiir typische Situationen; durch Uberlagerung
(Linearkombination) kénnen wir hieraus weitere Modelle konstruieren.

© Von ebenen Strémungen f :R? — R? gelangen wir so zu komplexen
Funktionen f:C — C. Die physikalischen Eigenschaften der Strémung
Ubersetzen sich direkt in mathematische Eigenschaften der Funktion f.

Die komplexe Funktion h:C \ {0} — C:z — 1/z = z/|z|? ist zentral fUr
die Funktionentheorie. In reellen Koordinaten ausgeschrieben gilt:

1 . 1 T — iy T 1 T
h:zw— — x+iy— = , —
z r+iy  2?+y?’ \y 2?4+ y* \—y
Komplex-konjugiert erhalten wir genau unser Quellenfeld:
— 1 + iy — L zt 1y x — 71 o
Z - X 1 =
I z’ YT T 2y \y % +y* \y

Multiplikation mit i (Drehung um 90°) ergibt unser Wirbelfeld:

f'zv—>i x+iy — ! :—y—i—ix <x>»—>1 (—y)
' z’ r—iy 22+9? \y 22 +y2 \ @
© Komplexe Funktionen f: C — C beschreiben ebene Strémungen
und werden hierzu vielfach genutzt. Geeignete Modelle gewinnen wir
durch Uberlagerung (Linearkombination, Laurent-Reihen), zum Beispiel
die idealisierte Umstrémung von Flugelprofilen. Wo diese Idealisierung
nicht ausreicht, nutzt man numerische Naherungen und Computer.
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Wirbel und Quelle als elektromagnetische Felder

Die Magnetostatik untersucht zeitlich konstante
elektrische Strome und das von ihnen erzeugte,
zeitlich konstante Magnetfeld B(z, y, z), z.B.
Dauermagnet, Erdmagnetfeld und Kompass, etc.

Einfaches Beispiel: Der konstante Strom 5 sei
konzentriert auf die z—Achse, die wir uns als
einen unendlich diinnen Leiter vorstellen.

Das magnetische Feld ist dann zirkuldr um die
z—Achse (gemil der Rechte-Hand-Regel) mit
Stiirke | B| = const/r und wird singulér auf der
z—Achse. Das Randintegral berechnen wir fiir
eine Kreisscheibe S um die z—Achse.

Beispiel: Magnetisches Feld eines Stroms j entlang der z—Achse:

= 27 /c L Arm .
B(wayaz):m/yz(—y,ﬂf,()) = asB.dS:?j

© AuBerhalb der z—Achse (0, 0, z) gilt Rotationsfreiheit, rot B= 0, und Quellenfreiheit,
div B = 0, wie in der vorigen Aufgabe nachgerechnet. Die dekorative Schreibweise ,,55“
soll betonen bzw. daran erinnern, dass wir hier einen geschlossenen Weg betrachten.

Die Elektrostatik untersucht ruhende elektrische
Ladungen und das von ihnen erzeugte, zeitlich
~ X //’v = konstante elektrische Feld E(z, y, 2).
44:47// N— Einfaches Beispiel: Die Ladungsdichte 2q sei
konzentriert auf die z—Achse, die wir uns als
”%\\ / //V'ég einen unendlich diinnen Leiter vorstellen.
‘/AA/// \\\A* Das elektrische Feld ist dann radial nach aufien
gerichtet mit Stirke | F'| = const/r und wird
;_‘%V\\ /-//vv/"é: singuldr auf der z—Achse. Das Flussintegral
"///—/ N berechnen wir in der Ebene (bei festem z) fiir
eine Kreisscheibe D vom Radius r um 0 bzw.
im Raum fiir den Zylinder Z = D X |a, b].

Beispiel: Elektrisches Feld einer Ladungsdichte ¢ entlang der z—Achse:

_ 2q

E(x,y,z) (r,y,0) = E-7dS = 4rq(b — a)

- x? 4 92 YA

© AuBerhalb der z—Achse (0,0, z) gilt Quellenfreiheit, div £ = 0, und Rotationsfreiheit,
rot E' = 0, wie in der vorigen Aufgabe nachgerechnet. Die dekorative Schreibweise ,,¢p*
soll betonen bzw. daran erinnern, dass wir hier eine geschlossene Fliache betrachten.
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Wir untersuchen weiterhin das Wirbelfeld f und das Quellenfeld g:

1 — T 1 T
‘R? 5 R2 ) [ - .
fg ’ f<y) z2 + y? (I Iy 22 +y2 \y

A\ Im Punkt (0,0) liegt eine Polstelle. Wir setzen f, g hier beliebig fort,
etwa f(0,0) = ¢(0,0) = (0,0). Bei der Integration spielt ein einzelner
Punkt keine Rolle: Das Problem liegt im Verhalten um den Nullpunkt!

© In solchen Fallen helfen uns Theorie und Kalkiil der Distributionen.
Sie erklaren und préazisieren unsere physikalische Anschauung:

Satz E3A: Wirbel und Quelle

Im Distributionensinne gilt rot(f) = 27y und div(g) = 27dp.

Auf ganz R? \ {0} wissen wir bereits rot(f) = 0 und div(g) = 0.
Demnach sind rot(f) und div(g) héchstens im Nullpunkt getragen,
nach dem Darstellungssatz D5R also von der Form 3°, - v ca 45
Die Konstanten ¢, mussen wir allerdings noch ausrechnen!

© Die Rechnung gelingt leicht dank unserer Integralsétze!

Aufgabe: (1) Welche der Funktionen 1/(z% + 3?) und z/ (22 + 3?) und
y/(z* + y?) sind absolut integrierbar auf B(0,r), also lokal integrierbar?
Untersuchen Sie allgemein h(z,y) = z%y% /(2 + y2)"/? fir o, 8,7 > 0.
Hinweis: Integrieren Sie flir 0 < ¢ < r zunachst Gber den Kreisring
K(0,e,7) = { (z,y) € R? | e < y/2? + y?> < r }. Untersuchen Sie ¢ \, 0.
Erinnerung: Klassisch, also fUr stetig differenzierbare Vektorfelder

fig € CI(RQ,RQ), gilt rot(f) = 01 fa — 02 f1 und div(g) = O191 + D292.

Im vorliegenden Beispiel liegt jedoch eine Polstelle im Punkt (0, 0) vor!
Im Distributionensinne wélzen wir die Ableitungen von f bzw. g auf die
glatte Testfunktion » € C!(R? R) und erhalten so die Distributionen

rot(f) : ¢ — /R? —f2 010+ f1 o d(z,y),

div(g) : ¢ = /2 —g101p — g2 o d(z,y).
R

(2) Dank (1) existieren diese beiden Integrale. Berechnen Sie diese!

Arbeiten Sie zunachst auf K = K(0,¢,r): (a) Berechnen Sie rot(pf).
(b) Nutzen Sie unsere Integralsatze! (c) Betrachten Sie dann ¢ ~\, 0.
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Lésung: (1) Wir integrieren fir 0 < e < r zunachst Uber den Kreisring:
|h(z,y)|d(z, y)

h(z,y)|d(z,y) = lim
/B(O,r)‘( M( ) N0 J K (0,e,r)

Wir nutzen Polarkoordinaten (z,y) = (pcos @, psin #), Fubini und HDI:

/ / p |cost9|a p5\81n0|ﬁ‘ ) 9dp
0

Fu'det

r o+2 1 p
= / |cos 0] |sin 0] d6 - / p’Hdp=c- [p ]
=0 p=¢ o+ 21 p=¢

Wir haben ¢ := [;7 |cos | |sin§]® d8 > 0 (ein Wert der Beta—Funktion).
Zur Abkirzung schreiben wir die Exponentensumme hier o := a+ 3 — 7.
Im Sonderfall o = —2 finden wir ebenso ¢ (Inr — Ine) = cln(r/e).

Der Grenzwert fr £ N\, 0 ist endlich flr o > —2, unendlich fir o < —2.

Satz E3B: absolute Integrierbarkeit von Polstellen

Die Funktion 2 :R? — R mit h(z,y) = 2°y? /(2 + y?)?/? ist genau dann
lokal integrierbar, wenn die Exponentensumme o + 5 — v > —2 erflllt.

(2a) Sei ¢ € C}(R?,R), das heiBt »: R? — R stetig differenzierbar mit
kompaktem Trager, supp(y) C B(0,r) fur r groB. Auf K(0,¢,r) gilt:

rot(pf) = Oilpf2) = a(pfi) = (Oip)fo = (B2p) 1+ (O1f2 — D2 f1)

=rot(f) =0

= grad(y) X f, unser Integrand!

(2b) Wir wenden den Integralsatz von Green auf ¢ f : K(0,,7) — R? an:

/_ (O10)fa + (Oap) Frd(zy) Z — / rot(pf) d(z,y)
K K

[ e ds= [ el ) as
JOB(0e) dB(0,r)

Gree!
1 L 1

”:“ —/ Sof- ds =
El1 a[—(
= 0, dahier p(s) =0

(2c) Dank Mittelwertsatz B4B existiert s. € 9B(0, ) sodass gilt:

I(e) = /a oy E0 S 5 = 660 /a p, J) s =50 om

I(e) :=

innerer Rand

|
> 0 Uberall

Fare N\, 0 gilt s. — 0, also I(e) — 2mp(0). Im Distributionensinne (D5I)
gilt somit rot(f) = 2mdo, denn [po —f2(01¢) + f1(02¢) d(z,y) = 2mp(0).
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Aufgabe: (Der Cauchy—Index bzw. die Umlaufzahl in der Ebene)
(1) Fur jeden geschlossenen Weg v : [a, b] — R? ~ {0} ist der Index

1 55 rdy —yde
P z2 + y?
eine ganze Zahl; sie zahlt die Uml&aufe von v um den Nullpunkt.

(Die dekorative Schreibweise ,$ “ statt [ “ soll betonen bzw. daran
erinnern, dass wir hier einen geschlossenen Weg ~ betrachten.)

DL ED

© Dieses prominente Beispiel ist das Arbeitsintegral des Wirbelfeldes f
und das Flussintegral des Quellenfeldes g der vorigen Aufgabe.
Die komplexe Formulierung nutzen wir im Residuenkalkdil.

indg () :=

Nachrechnen: Zu r: [a,b] — R0 und ¢: [a, b] — R erhalten wir

v i fa,b) = U =R*~ {0} : t — r(t) (cos p(t),sin o(t)).

Jeder Weg v : [a, b] — U lasst sich so in Polarkoordinaten darstellen.
Es gilt v(b) = v(a) gdw r(b) = r(a) und ¢(b) = ¢(a) + 27¢ mit ¢ € Z.
Diese Zahl 7 ist die Anzahl der Umldufe von v um den Nullpunkt.

Sei f(z,y) = (—y,x)/(z% + y?). FUr f(y(t)) -~/ (¢) finden wir

L (—sing(t) o cos ¢(1) ’ / — sin ¢(t) _
(v Gty ) |70 (Gnits) +r0w0 (i)
Demnach misst der Integrand f - dy = dy die Winkeldnderung:

b b
-d: on! d: /d: b— a
/f Y /af(v(t))v(t)t /awt)t o(5) — (a)

Geteilt durch 27 erhalten wir die Zahl ¢ der Umlaufe um den Ursprung.
© Damit sehen wir diesem Integral das Ergebnis geometrisch an.

'(t).
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Aufgabe: (2) Bestimmen Sie zum folgenden Weg ~ die Umlaufzahl

1 (r —a)dy — (y — b)dz
%5’5

M) o P e

fur jeden Punkt p = (a,b) € R?, der nicht auf der Kurve liegt.

< Re=t Eaa
y(t

= (4 cos(3t),2sin

2

[ A/
VAN T

i
i i

Aufgabe: (3) Bestimmen Sie zum folgenden Weg ~ die Umlaufzahl

1y§(w—a)dy—(y—b)dw
2 J,  (x—a)®+ (y —b)?

(a,b) € R?, der nicht auf der Kurve liegt.

ind,(y) =

fUr jeden Punkt p =

<

><

N

/\

¢

N4

KX

e
>

N\
>

O
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Wir betrachten die folgende einfach geschlossene Kurve I' C R?:

ﬁhﬂm E

Qe
Re

M

T

Kdnnen Sie die Punkte a mit b durch einen Weg in R? . T verbinden?
und a mit ¢? und b mit ¢? Wie kann man das effizient feststellen?
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Gegeben seien Zeitpunkte a =ty < t; < --- < t, = bin R sowie
eine Folge von Bildpunkten po, p1, . . ., pn in der Ebene R2.

Diese Daten definieren den Polygonzug v = [0 [t - In] :[a,b] — R?.

Wir nehmen an, dass ~ einfach geschlossen ist, also y(a) = ~(b) erfullt,
aber sonst keine Doppelpunkte hat. Dann gilt folgender schéne Satz:

Jordanscher Kurvensatz: Jede einfach geschlossene Kurve
I' = y([a, b]) zerlegt die Ebene in zwei zusammenhangende Gebiete,
C~T = AU B, mit A unbeschrankt (au3en) und B beschrankt (innen).

Aufgabe: (1) Zeichnen Sie méglichst komplizierte Beispiele einfach
geschlossener Polygonziige. Wahlen Sie zufallig einen Punkt ¢ € R2 . T':
Wie kénnen Sie in Ihren Beispielen feststellen, ob ¢ zum Inneren B
gehédrt oder zum AuBeren A? Wie gelingt dies méglichst effizient?

(2) Wie kann man durch ein Integral / eine Summe feststellen, ob ein
gegebener Punkt ¢ € R? \. T zum Inneren oder zum AuBeren gehort?

Dieses Problem und seine Losung tritt z.B. in CAD—Programmen auf.
Versuchen Sie einen Algorithmus zu formulieren / zu programmieren.

Lésung: (1) Zeichnen Sie ein paar Beispiele, es macht Spaf3!
(2) Wir berechnen die Umlaufzahl des Weges ~+ um den Punkt g:

indg(y) =indo(v —@) = |
Dies ergibt immer ein Vielfaches von 27, dank der vorigen Aufgabe.
Da der Weg ~ einfach geschlossen ist, parametrisiert er den Rand 0B.
Dank der vorigen Aufgaben sind somit nur drei Werte méglich:

. +27  falls v den Punkt ¢ positiv/negativ umlauft,
indg(vy) =

<I(pk717 Cka)

0 falls v den Punkt ¢ nicht umlauft.

In den ersten beiden Fallen liegt ¢ im Inneren, sonst im AuBeren.

Far die schnelle Berechnung per Computer kann man die Formel noch
weiter optimieren. Das ist Grundlage aller graphischen Oberflachen
(CAD, GIS, etc): Jeder Mausklick I6st eine solche Berechnung aus!
Auch in Spielen werden Objekte eines 3D-Szenarios, etwa simpliziale
Flachen, auf die Bildebene projiziert; zur realistischen Anzeige miissen
insbesondere Uberschneidungen erkannt und korrekt behandelt werden.
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Wiederholung: Sei U C R" ein Gebiet. Was versteht man unter. ..
) einem Skalarfeld F" auf U? (2) einem Vektorfeld f auf U?
dem Gradienten von F'? (4) einem Potential zu f?
Was besagt der HDI fir ein Vektorfeld f mit Potential F'?

3)
5)
6) Was gilt demnach flr Arbeitsintegrale geschlossener Wege?
)
)
)

Ein Skalarfeld auf U ist eine stetige Abbildung F:R"™ D U — R.
Ein Vektorfeld auf U ist eine stetige Abbildung f:R"™ O U — R".

(1
(
(
(
(
(
(3) Zu jedem stetig diff’baren Skalarfeld F': U — R ist der Gradient

1
2
3

F F
f:U — R™ gegeben durch f:F’:gradF:(8 0 >

ox1’ 7 Ox,

(4) Ein Potential zu f: U — R" ist ein Skalarfeld F': U — R mit F/ = f.
(5) FUr jeden stiickweise stetig diff’baren Weg ~ : [a, b] — U gilt dann:

/ rean2 [ Py waz [F OO g2 p) -

~(b), so folgt \(ﬁy fedy=0.

F(v(a))

6) Ist f = F’ und ~ geschlossen, also y(a) =

(1—2) Jedem Punkt x € U aus dem Definitionsgebiet U wird eine reelle
Zahl F(z) € R bzw. ein Vektor f(z) € R" zugeordnet. Wir nehmen meist
stillschweigend an, dass diese Zuordnungen stetig / stetig diff’bar sind.
(3—4) In Dimension n = 1 ist f = F’ Ableitung und F' Stammfunktion.
Potentiale sind nur bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

(5) Das Arbeitsintegral eines Gradientenfeldes f = F’ hangt nur vom
Start p = y(a) und Ziel ¢ = (b) ab, ansonsten aber nicht vom Weg ~.

Physikalisch entspricht dies der Energieerhaltung: Die zur Bewegung
entlang v aufgebrachte Arbeit wird als Lageenergie gespeichert.

(6) So kann man feststellen, ob ein Vektorfeld f ein Potential hat:
Aus 567 f+dvy # 0 folgt, dass das Feld f kein Potential haben kann.

Wir nennen ein Vektorfeld f konservativ, wenn ¢_f - dy = 0 gilt.

Das bedeutet, langs geschlossener Wege wird keine Arbeit verrichtet.
Jede an einer Stelle des Weges aufgewandte Energie wird an anderer
Stelle zurlickgewonnen, die Gesamtenergie bleibt schlieBlich erhalten.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §5. Das Potentialproblem 16sen wir
in Kapitel H und nutzen dies in Kapitel M zur Losung von exakten Differentialgleichungen.
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Unser Vorbild ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Fur jede stetig diff’bare Funktion F': [a,b] — R mit Ableitung f = F”’ gilt

b
/ _ F9)ds = F(B) -

Sei U C R" offen und I" C U eine orientierte, stlickweise glatte Kurve.
Die Orientierung teilt die Randpunkte s € OT" in Start- und Zielpunkte;
Startpunkte zahlen negativ, n(s) = —1, Zielpunkte positiv, n(s) = +1.
Gegeben sei zudem eine stetig differenzierbare Funktion F: U — R.

HDI: F(a)

Satz E3C: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Flr das Arbeitsintegral jedes Gradientenfeldes f = F’ = grad F gilt:

J(s)-ds= 3" F(s)n(s)

s€l’ sedl’

Ist die Kurve I" geschlossen, also oT" = (), so folgt ¢ f(s) «ds = 0.

Dies ist ein erster wichtiger Integralsatz! In Worten: Das Arbeitsintegral
jedes Gradientenfeldes f = F’ entlang jeder Kurve T ist gleich der
Differenz des Potentials F' in den Start- und Zielpunkten der Kurve T'.

Aufgabe: Begriinden Sie diese Integralformel E3C méglichst detailliert.
Wie allgemein darf die Kurve T hierbei sein? glatt? stlickweise?

Losung: Wir unterteilen T' =T'; U - - - U T’y in endlich viele glatte Kurven
und parametrisieren jede durch einen regularen Weg ~; : [a1,b1] — T'1,
e Yk Ak, bk] — I'. FUr das gesuchte Arbeitsintegral Uber I" gilt dann:

k
/ fedr = S (b))
=1

Hier durchlauft jeder Weg ~; seine Kurve I'; gemal der vorgegebenen
Orientierung vom Startpunkt p; = v(a;) zum Zielpunkt ¢; = v(b;).
Jeder innere Punkt s tritt dabei zweimal auf: einmal als Ziel s = ¢; und
einmal als Start s = p;. In der Summe heben sich beide Beitrage auf!
In der Gesamtsumme bleibt nur der Rand von T', also 3 o F'(s) n(s).

fedyi= — Fy(a;)) = ) F(s)n(s)

1 Vi sedl
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Aufgabe: (1) Sei a € R. Skizzieren Sie das zirkulare V?ktorfeld (2) Berechnen Sie das Arbeitsintegral von f entlang des Weges
f:U=R2~ {0} = RZmit f(z,y) = (—y,z)/ (2 + y>)¥/2. .

o (@) = )/ ) v:[0,27] = R* mit ~(t) = (rcost,rsint).
- > : Y=< : T “ v v . .. .
" FREREALENS NSNS RS o (8) Berechnen Sie rot(f). Fir welche a ist rot(f) konstant? Null?
» » % | & « - < X ¥ N A N » . Lo . .
Tt e e T (4) Fur welche a existiert zu f ein Potential F: R? \ {0} — R?
" e x " NS

Yo, ;y ¥ ¥ \\ X
Yy i *U{//fﬁ\m\ i i PR Lésung: (2) Wir berechnen das Arbeitsintegral von f entlang ~:
Yy vy " A A A A
Y PA iy, T 2m ™1 [—rsint —rsint
f edy = )+ (t)dt = — . dt
@ 7‘::“4444 /7f 7 t:Of(’Y()) ) /t_ora<7’cost> <rcost>
A
)‘f’, o <, 2T
AL a —/ r2edt = 2w 27,
t

Y AR < h | N A 4 A 4 fy
1“ «‘\‘\\x:‘»)/:’ -y 4‘4 =0
' N ST . “.langels oo
SIEEEIEENENESNECNEaNaNA Ma?<2 Y (3) Wir finden rot(f) = d1fo — dof1 = (2 — a) /(2 + y?)¥/2.
et e R Die Rotation ist konstant fiir a € {0, 2}, und Null nur fir a = 2.
Das Vektorfeld f ist tangential zum Kreis und hat Norm | f(z, y)| = r!~°. (4) Das Feld f erlaubt kein Potential auf R? ~ {0}, denn ¢ f-dy # 0.
Im Nullpunkt hat f fir a > 1 eine Polstelle, stetig fortsetzbar fiir a < 1. /\ Fir a = 2 ist das Feld f rotationsfrei, besitzt aber kein Potential!
Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld asumng| | Zentrales Beispiel: das Wirbelfeld Ausfoivung

Aufgabe: Wir untersuchen f(z,y) = (—y, 2)/(z? + y?). (7) Das Arbeitsintegral [ f(s)+ds = <(p, 0, ¢) misst die Winkelanderung!

Dies ist das obige Wirbelfeld im besonders interessanten Fall a = 2. L L

(5) Ist F' = arctan(y/z) ein Potential zu f? Auf welchem Gebiet? AT APRIB I

(6) Ist G = — arctan(z/y) ein Potential zu f? Auf welchem Gebiet? pa/;\g:tlﬁ- ;;, 111 - :::}‘ :

(?) Bestimmgn Sie [ f(s)- d§ far eine peliebige Kurve T von p nach g, linien -~ oy S)))/V e :\ N *. A

die ganz in einer Halbebene liegt, etwa in U = { (z,y) € R? | 2 > 0 }. % ;))/V " "y ,’X/Zif}; A x: —

(8) Bestimmen Sie ¢, f(s) - ds fiir @ = [a,8]x[c, d] mit 0 ¢ Q bzw. 0 € Q. ‘ . Aﬁ’*ﬁ)g ffii{ ° }}HA ;
z ',ywa ;";:A:

”*\:E\A k/{/:i,l‘

Loésung: (5) Wir nutzen direkt die Definition und machen die Probe:

AW S N S
Oy arctan(;) ST 2 iy :EEV\K

P ; (y) 1 1 +x
arctan(2) = —— . = = \
Y T 1+ (y/z)? « z2 +y?

Dies ist ein Potential zu f auf der Halbebene R-¢ x R und auf Ry x R. (8a) Fur 0 ¢ Q liegt @ ganz in einer Halbebene, also 958@ f(s)-ds =0.
(8b) Fir 0 € Q umlauft Q einmal den Ursprung, also gﬁaQ f(s)+ds = 2.

Auf der Geraden z = 0 ist F' nicht definiert, auch nicht stetig fortsetzbar.
(6) Ebenso ist — arctan(x/y) ein Potential auf R x R~ und auf R x R. © Das Integral 5= . f(s) - ds zahlt die Umldufe von T um den Ursprung!
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Sei U = B(z,r) C R? die offene Kreisscheibe um z vom Radius r > 0.
Nach Verschieben diirfen wir z = (0,0) annehmen, also U = B(0,r).

Sei f:U — R? stetig. Wir betrachten die skizzierten Wege «, 8 von (0, 0)
nach (z,y) und definieren G, H : U — R durch die Hakenintegrale

G(z,y) ::/f(s)-ds und H(x,y) ::/ﬁf(s) ds

Wir wollen untersuchen, wann G bzw. H ein Potential zu f ist.

© Die folgenden Rechnungen lésen das zweidim. Potentialproblem:
Wann existiert ein Potential zu f? Wie kénnen wir eins berechnen?

Aufgabe: (1) Schreiben Sie die obigen Wegintegrale explizit aus.
Berechnen Sie so die partiellen Ableitungen 0,G = f; und 0,H = fs.
(2) Sind die folgenden Aussagen aquivalent? Warum?
(A) Das Vektorfeld f:U — R? erlaubt ein Potential F': U — R.
(B) Es qilt ¢, f(s) - ds = 0 fur jedes Rechteck R = [a,b] x [¢,d] C U.
(C) Esqilt G = H, also G(z,y) = H(x,y) fur jeden Punkt (z,y) € U.
(3) Welche Implikationen gelten zur lokalen Potentialbedingung?
(A’) Zu f existiert lokal ein Potential: Zu jedem p € U existiert ¢ € Ry
und ein C'—Potential F: U 2 B(p,e) = R mit F' = f|p(,.)
(4) Sei zudem f € C'(U,R?). Welche Implikationen gelten fiir rot(f)?
(B’) Die Rotation rot(f) = 0, f» — 9, f1 verschwindet auf ganz U.
(5) Welche dieser Implikationen gelten noch, wenn U ein Rechteck ist?

(6) Welche gelten, wenn U ein beliebiges Gebiet ist, evtl. mit Léchern?
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Loésung: (1) Die beiden Wegintegrale bedeuten ausgeschrieben:

y
G(z,y) = / f(s)+ds= - f2(0,¢)dt + - fi(t,y)dt

H@w%z/f@whz Cnoydi+ [ pe e
B t=0 t=0
f2 (.1‘, y) .

Dank HDI (Satz B11) qilt 9,G(z,y) = fi(x,y) und O, H (z,y) =

/\ Zu 0,G und 0, H wissen wir noch nichts. Wir kdnnen nicht unter dem
Integral ableiten, solange wir nur f € C° wissen. Fir f € C! siehe (4).
(2) Die Aquivalenzen zeigen wir durch (A) = (B) = (C) = (A):

»(A) = (B)“: Das ist der HDI far Arbeitsintegrale (Satz E3cC).

»(B) = (C)“: FUr das Rechteck R = x [0,y] C U finden wir:

H(z,y) — G(z,y) /f ®—/f ds= ¢ fle)ds =

»(C) = (A)“: Dank (1) und G = H qilt grad G = f, also ist GG ein Potential.

© Notwendig und hinreichend fir die Existenz eines Potentials zu f
ist demnach, dass beide Hakenintegrale G und H Ubereinstimmen.

(3) Klar ist (A) = (A’). Es qilt (A’) = (B) durch Unterteilung in gentigend
kleine Rechtecke und Summation, somit (A’) = (B) = (C) = (A’).

(4) Die Implikation ,(B’) = (B)“ folgt aus dem Satz von Green (E11).

Die Umkehrung ,(B) = (B’)“ folgt durch Grenziibergang.

© Die lokale Bedingung (B’) ist leicht zu priifen: Es genigt, abzuleiten!
Das ist meist leichter, als die Gleichheit aller Hakenintegrale zu prufen.
(5) Alle Argumente gelten wortlich genauso fiir jedes Rechteck U C R2.

Satz E3D: Potentiale auf einfachen Gebieten

Unser Gebiet U C R? sei eine Kreisscheibe oder ein Rechteck.

Ein C'-Vektorfeld f: U — R? erlaubt genau dann ein Potential,
wenn die Rotation rot(f) = 0, f> — 0, f1 auf ganz U verschwindet.

In diesem Fall liefern die obigen Hakenintegrale G = H ein Potential.

(6) Die Integrale G, H und die Bedingung (C) haben keinen Sinn, wenn
die Integrationswege «, § aus dem Definitionsgebiet von f hinauslaufen.
/\ Die erhoffte Implikation (B’) = (A) gilt im Allgemeinen nicht, wie das
Wirbelfeld eindrucklich zeigt. Das ist ein weitverbreiteter Irrglauben!
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Aufgabe: Wir untersuchen das Vektorfeld f: R? — R? mit

fla,y) = (azy, 22 — bye ¥/?).
(1) Fir welche Parameter a,b € R erlaubt f ein Potential F: R? — R?
Nur fUr diese Falle wird f im Folgenden noch genauer untersucht:

(2) Bestimmen Sie F(x,y) durch (a) koordinatenweise Integration
und (b) jedes der beiden Hakenintegrale von (0,0) nach (z,y).
Ergeben beide Hakenintegrale dasselbe Ergebnis? Warum?

(3) Berechnen Sie das Arbeitsintegral von f entlang «, 3:[0, 1] — R?
mit a(t) = (cos(mt)*,t — t*) und B(¢t) = (sin(mt/2)%, % + 3 — ¢).
Lésung: (1) Wir prifen zunachst das notwendige Kriterium:

r0t(f) = Oufo — Oyfi =2 —ax = 0
Fir a # 2 gilt rot(f) # 0 und somit kann f kein Potential haben. (E3D)

Fir a = 2 gilt rot(f) = 0 und f hat (zumindest lokal) ein Potential. (E3D)

© Glicklicherweise ist das Gebiet R? hier ein Rechteck. Dank E3D gilt:
Fir a = 2 hat das Vektorfeld f ein Potential F: R? — R mit grad F = f.

(2) Zu f(x,y) = (azy, 2% — by e_y2/2) suchen wir F:R? — R mit F’ = f.
© Nur fiir a = 2 lohnt die Suche: Dank (1) existiert dann eine Lésung!
Wir lassen aus Neugier auch a # 2 zu und sehen dann wo’s scheitert.

(2a) Koordinatenweise Integration; die erste Gleichung 9. F = f; liefert:
0. F (z,y) = azy
F(x,y) = faacy dx = %x2y + c(y)

Die Integrationskonstante ¢(y) hangt nur noch von y ab.

Die zweite Gleichung 0, F = f> liefert anschlie3end:

OyF (z,y) = 2% + ¢ (y) = 22— bye ¥/ Lése nach ¢(y)!
d(y) = H2a® — by e™¥*/2  Erfordert a = 2!
cly) = [—bye v'/2dy

© Wir erhalten fir « = 2 das Potential F(z,y) = 2%y + be ¥*/2 + const.

Die Probe ist wie immer schnell und sicher: Gilt tatséchlich grad F' = f?

Wir finden 0, F = 2zy = f, und 8,F = 22 — bye ¥"/2 = f,. Alles ist gut.

/\ Fir a # 2 scheitert diese Rechnung; gemaB (1) auch jede andere!

=

=

= —be V)2 + const
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(2b) Wir berechnen das Hakenintegral von (0, 0) dber (0,y) nach (z,y):

y T
fi(t,y) dt:/—bte_t2/2 dt+/ aty dt
t=0 t=0

Y T
G(‘Tvy) = fQ(Ovt) dt +
t=0 t=0
_ —mr’ [2 2 r e V2 G2
[be t:0+ 2t Y o be b+ 2x Y

Probe: 8,G = axy = f1, aber 9,G = %2 —bye ¥’/* = f, erfordert a = 2!
Wir berechnen das Hakenintegral von (0, 0) tber (z,0) nach (z,y):

T

Y Y
H((L’,y): fl(t,O)dt—i— f2(337t)dt:/ x2_bte—t2/2dt
t=0

t=0 t=0

= [w2t + be_tz/Q] !
t=0

Probe: 9,H = 22 — bye v*/" = f,, aber 9, H = 2zy = f erfordert a = 2!
Die Haken umlaufen das Rechteck R = [0, 2] x [0, y]. Dank Green gilt:
H(z,y) — G(z,y) = f(S)dS:/ rot f(z,y)d(x,y) =0
OR R

© Nurim Falle rot(f) = 0 gilt G = H und wir erhalten ein Potential!
Dieses allgemeine Prinzip wurde in der vorigen Aufgabe ausgefihrt.

/\ Die Integrationswege « und 3 sind hier kompliziert; das war Absicht.
Die direkte Berechnung der Arbeitsintegrale [ f(s)+ds und fﬁ f(s)-ds
ist zwar méglich aber mihsam — und dadurch lang und fehleranfallig.

& Dank unserer Vorarbeit kdnnen wir das Potential F' nutzen!

(3a) Der Weg «: [0, 1] — R2 lauft von a(0) = (1,0) nach «(1) = (1,0).
Dank HDI gilt [, f(s)+ds = [, F'(a(t)) - a/(t)dt = [F(a(1))],_, = 0.
© Hierzu geniigt Existenz (1) von F, die Berechnung (2) ist entbehrlich.
Wir kénnen direkt Green anwenden: [ f(s)+ds = [, rot(f)d(z,y) = 0.

(3b) Der Weg j: [0, 1] — R? 1auft von 8(0) = (0, 0) nach 3(1) = (1, 1).
Dank HDI gilt fﬂ f(s)«ds=F(B(1)) — F(5(0)) = b/+/e. Wunderbar!

© Konservativ: Fir jedes Gradientenfeld f = F” ist die Berechnung von
Arbeitsintegralen denkbar einfach: Das Ergebnis hangt nur von Anfangs-
und Endpunkt ab und ist ansonsten unabhangig vom Integrationsweg!
© Arbeitsintegrale illustrieren den praktischen Nutzen von Potentialen.
Eine weitere wichtige Anwendung von Potentialen prasentiert Kapitel M
bei der L&sung exakter Differentialgleichungen f(z,y) + g(x,y) vy’ = 0.




E357
Ausfiihrung

Konvexe und sternférmige Gebiete

E358
Ausflihrung

Potentiale auf sternférmigen Gebieten

. K\\\\\\\\\\\J‘// D
konvex sternférmig zu p

Eine Menge U C R™ hei3t konvex, wenn zu je zwei Punkten p,q € U
ihre Verbindungsstrecke [p,q] = { (1 —t)p+tq| 0 <t <1}inU liegt.
Das ist die Bildmenge des Weges 7, ,:[0,1] — R":t — (1 —t)p + tq.
Das Wegintegral entlang dieses direkten, affin-linearen Weges ist:

1
(5)-ds = <s>-ds:/ F(L—p+tg)+ (g — p)dt
[p,4] Tp,q t=0

Wir nennen U sternférmig bezlglich eines festen Zentrums p € U,
wenn zu jedem Punkt ¢ € U die Verbindungsstrecke [p, ¢] in U liegt.
Nach Verschieben dirfen wir p = 0 annehmen; das ist oft bequemer.
Zu jedem Punkt ¢ € U verlauft der Weg ~,:[0,1] = R": ¢t — tqgin U.

Das Potentialproblem: Wir suchen ein Potential zu f:R"” O U — R".
(1) Die Bedingung rot(f) = 0 ist notwendig, aber im Allgemeinen nicht
hinreichend. (2) Auf sternférmigen Gebieten U C R" ist sie notwendig
und hinreichend, insbesondere auf Ballen und Quadern (Satz E3D).

Satz E3E: Potentiale auf sternférmigen Gebieten

Sei U C R” offen und f:R"™ O U — R™ ein C''-Vektorfeld.

(1) Wenn f ein Potential F': U — R erlaubt, also f = grad F,
dann ist f rotationsfrei, also 9;f; = 0;f; firallei,j =1,...,n.

(2) Ist umgekehrt f: U — R" rotationsfrei und U sternférmig um 0,
dann erhalten wir ein Potential durch folgendes Arbeitsintegral:

F(z) =

1 nooel
(s)+ds = f(tm)oxdt:;/t_oxjfj(t:r)dt

[0,z] t=0

Aufgabe: Folgern Sie Aussage (1) aus dem Satz von Schwarz (D4A).
Berechnen Sie (2) zuerst (a) flir n = 2 geometrisch mit Green, dann
(b) analytisch durch Ableiten unterm Integral. Warum ist das erlaubt?
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(1) Far f = gradF € ct giIt F e 02, also 8jf¢ = 8j8iF = 8i8jF = 8Zf]
(2a) Wir vergleichen F(z) und F(z') wobei z’ = 2 + he; und [z, 2] C U.

0

Das Dreieck A = [0, 2/, z] liegt ganz in U. Dank Green (E11) gilt:

(s)+ds+ f(s)-ds

[z ,x] [2,0]

(s)+ds+
[0,2]

= aAf(s)-dSZ/Arot(f)deO

Hieraus erhalten wir die partielle Ableitung 9;F = f; wie erhofft:

F(x+ he;)) — F(x) 1 1 [k

— 2 )=+

h h h o fl(l‘ + h@z) dt — fz(l’)

[z,2]

(2b) Wir berechnen 0, F' durch Ableiten unter dem Integral (Satz D3c):

Ableiten unterm Integral

0:F (z) = 0; tio {i z; fj(m)} dt

= /t ; 0, {i zj fj(tfc)} dt

j=1

Produkt- und Kettenregel

1 n
= | filtz) + ) _tw;(0if;)(tx) dt Voraussetzung d;f; = 0, f;
1 n
= | filta) + ) _tx;(0;fi)(tx) dt Explizite Stammfunktion!
t=0 ot

= /tio :1175 [tfi(ta:)] dt = [tfi(t:c)ﬁ_o = fi(z)

Der Integrand (z,t) — x « f(tx) ist stetig differenzierbar bezulglich z;.
Integriert wird bezlglich ¢ € [0, 1] Uber ein Kompaktum. Daher kénnen
wir Satz D3¢ anwenden und dirfen die Ableitung unters Integral ziehen.
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/

27

Aufgabe: Auf G := R? \ {(0,0)} betrachten wir erneut das Wirbelfeld
T2 2 Ty _ 1 -y
rrsaow f(M)-nts (7).
Sei U = R? \ (R« x {0}) die Ebene ohne die negative z—Achse.
(0) Ist G offen? konvex? sternférmig? Erlaubt f ein Potential auf G?
(1) Ist U offen? konvex? sternformig? beziiglich welcher Zentren p € R??

)
(2) Erlaubt f|y ein Potential auf U? (3) Wenn ja, berechnen Sie eins!
(4) Erlaubt f ein Potential auf einem gréBeren Gebiet V mitU C V C G?

Losung: (0) Die Menge G ist offen, nicht konvex, nicht sternférmig.
Das Feld f erlaubt kein Potential wegen ¢ f(s) - ds # 0, siehe oben.

(1) Die Menge U C R? ist offen, nicht konvex aber sternférmig:
Als Zentrum eignet sich jeder Punkt p = (z,0) mit z € R+ (. (Skizze!)
Anschaulich: Vom Punkt p aus sieht man jeden anderen Punkt ¢ € U.

(2) Wir finden rot(f) = 0. Wir wenden Satz E3D an: Zum rotationsfreien
Vektorfeld f: G — R?, eingeschrankt auf das sternférmige Gebiet U,
existiert ein Potential F': U — R, sodass grad F' = f|y gilt.
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e

(@7

~
>
~—

(1,0)

(3) Nach Satz E3E erhalten wir ein Potential F': U — R durch

P(o) = Lo Lo () (7))

Um die Rechnung zu vereinfachen, nutzen wir Polarkoordinaten.

Sei (z,y) = r(cosp,sing) € U mitr = /22 +y2 >0und ¢ € |-, 7].
Als Integrationsweg g gehen wir von (1,0) nach (r,0) und dann auf dem
Kreis zu (x,y). Die Wege « und g beranden ein Kompaktum D, also:

f(s)eds— [ f(s)+ds=] f(s)-ds= [ rotf(z,y)d(z,y) =0
B «a oD D

Durch diese Vereinfachung erhalten wir unser Potential besonders leicht:
T\ T COS o
r(5) = () = Ly [
[T p r cos 6 —rsin 6
- /p_l f (0) (0) dp + /g_of <r smé’) < 7 cos 0 ) do
r ¥
= / 0dp + / 1d6 =
p=1 0=0

© Das Potential hat die Form einer Wendelflache, siehe obige Skizze.
Die Aquipotentiallinien von F sind die radialen Strahlen R+ - (z, y).
Der Gradient f = grad F ist senkrecht hierzu, und zwar vom Betrag 1/r.
Eine Wendeltreppe ist innen steiler als auf3en, proportional zu 1/r.

(4) Fir jedes groBere Gebiet U C V C G gilt (—r,0) € V fur ein r € R-y;
es enthdlt den geschlossenen Weg ~: [O 27r] — R?:t + r(cost,sint).
Flr das Arbeitsintegral gilt dann 95 f(s)+ds = 2w, wie wir bereits wissen.
Also kann f kein Potential F: V — R haben! Demnach hat das oben
konstruierte Potential F': U — R einen maximalen Definitionsbereich.
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