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Kapitel C

Mehrdimensionale Integration

h r—nh

L r

Wie machen wir’s, daf alles frisch und neu
Und mit Bedeutung auch gefdllig sei? [...]
Ein jeder sucht sich endlich selbst was aus.
Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen;
Und jeder geht zufrieden aus dem Haus.
Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832), Faust (1808)
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Mehrdimensionales Volumen Uberblick
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Mehrdimensionale Integration Uberblick

Das Integral misst das Volumen. Die Grundidee ist denkbar einfach:
Jedem Quader @ = [a1,b1] X - -+ X [an, by] € R™ kdnnen wir unmittelbar
sein Volumen zuordnen, namlich das Produkt seiner Seitenlangen (A3B).

Wir wollen jedoch nicht nur das
Volumen von Quadern messen,
sondern von beliebigen Mengen:

Der disjunkten Vereinigung
mehrerer Quader ordnen wir
die Summe ihrer Volumina zu.

(Bei einer beliebigen Vereinigung
ist zur Korrektur das Volumen der
Uberschneidungen abzuziehen.)

Damit kénnen wir das Volumen beliebiger Mengen approximieren,
und schlieBlich durch Grenzibergang sogar exakt bestimmen.

In Kapitel A haben wir grundlegend erklart, was Integrale [, f bedeuten.

In Kapitel B haben wir eindimensionale Integrale ff f(x) dz berechnet,
insb. dank des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (B11).
Fir mehrdimensionale Integrale folgen nun zwei wichtige Techniken:

@ Der Satz von Fubini C1E fihrt die n—dimensionale Integration zurlick
auf n-fach iterierte eindimensionale Integration. Das hilft.

@ Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution und ermdglicht, geschickte Koordinaten zu wéahlen.

Mit diesen drei Grundtechniken lassen sich bereits sehr viele Integrale
effizient berechnen. Hierauf aufbauend kommen in den folgenden
Kapiteln weitere bewahrte und nitzliche Rechentechniken hinzu:

@ Vertauschung von Integralen und Grenzwerten (Kapitel D)
@ Integralsatze von Gauf3 / Green / Stokes (Kapitel E, G, H)
@ Wegintegrale holomorpher Funktionen und Residuen (Kapitel F)

Damit haben Sie einen umfangreichen Werkzeugkasten zur Integration,
der lhnen als Grundlage fur die meisten Anwendungen ausreichen wird.
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Integration von Treppenfunktionen
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Integration von Treppenfunktionen

Zu Quadern @, € R™ und ¢;, € R definieren wir die Treppenfunktion

f=2I4+11Ig

I4
f = ch IQk .
k=1

A

Q

All diese Treppenfunktionen bilden den R-Vektorraum T,, = T'(R"™).
Das Integral 7, = R: f — [, f(x) dz misst das Volumen unter dem
Funktionsgraphen, also [;, Io(z )dac = vol,(Q) und linear fortgesetzt

4 l . L
/ |:Z Ck IQk<J}>] de = Z('/( / I(!L (.(‘)(1,1‘ = ch VOln<Qk).
R Lr=1 —1 /R k=1

Treppenfunktionen sind ein nutzliches Werkzeug zur Approximation
weiterer Funktionen; ihr Integral ist dazu ein erster wichtiger Schritt.

Wir fihren die n—dimensionale Konstruktion nun sorgfaltig aus.

Satz C1A: Existenz und Eindeutigkeit des Integrals

(0) Es existiert genau eine R-lineare Abbildung I, : 7,, — R mit der
Normierung I, (Ig) = vol, (@) fur jeden endlichen Quader ) C R".

Diese Abbildung I,, ist zudem monoton: Aus f < g folgt I,,(f) < I,,(g).

(1) Das eindimensionale Integral I : 71 — R: f +— [ cr f(z) dz kennen
wir bereits (Satz B1A). Hieraus gewinnen wir I,, : T,, — R iterativ gemaf

/ / / flxy,29,. .., 2y) dey, - - - deg day
z1ER xQER zn€R

Diese Konstruktion integriert n-fach eindimensionale Treppenfunktionen.J

© Wir nutzen fortan die Ubliche Schreibweise [ crn [ (%) dz = L (f).
© Linearitat und Normierung garantieren genau die ersehnte Formel

4 4 L
/ [Z e Lo, (x)] de = Z Ck / Ig, (z)ds = Z ¢k volp, (Qr)-
R k=1 k=1 JR" k=1
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Was bedeutet ,wohldefiniert“?
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Was bedeutet ,wohldefiniert“?

Was genau ist hier zu beweisen? Ist die Aussage nicht trivial? Nein!
Warum gentigt nicht einfach die letzte Formel als Definition? Ich nenne
drei Gegenbeispiele, um Sie vor naiver Formelglaubigkeit zu schitzen!

Wir wollen jeder Treppenfunktion f € T,, eine Zahl zuordnen gema
f=Yraaly, = M(f)=max{c,...,c},
N(f) = hey i vOl(Qr),
QUf) 1= ey e vol(Qr)*

Aufgabe: Was ist hieran gefahrlich falsch? Sind M, N, @ wohldefiniert?
Versuchen Sie, diese Werte flr folgende Funktionen zu bestimmen:

0 = 0-Ip = (+1) Iy +(=1) - Ip
f=2Tpg+3 Iz = 2-To 1 +5 I g +3 I3
g = T-Tp1—=6-Ing = 7-Xj1;—6-Ij1 9 —6-Ig 3

Lésung: Die Zuordnungen M, N, @ sind tberhaupt nicht wohldefiniert!

/\ Verschiedene Darstellungen / Schreibweisen derselben Funktion
liefern verschiedene Ergebnisse: Das ergibt Uberhaupt keinen Sinn!

© Treppenfunktionen f:R™ — R sind Linearkombinationen von
Indikatorfunktionen I endlicher Quader @ C R™. Anders gesagt,
die Indikatorfunktionen I sind ein Erzeugendensystem von T;,.

& Sie sind jedoch keine Basis: Die Darstellung f = Y, _; ¢ I,
ist keineswegs eindeutig! Wir kénnen jede Treppenfunktion f auf
unendlich viele Weisen als Summe f =37} _, ¢j I, schreiben.

& Die Werte M, N, @ hangen nicht von der Funktion f ab, sondern
von der (willkdrlich gewahlten!) Darstellung als Linearkombination.

© Glicklicherweise ist das obige Integral I,, : T,, — R wohldefiniert,
und genau das ist die Aussage des zu beweisenden Satzes C1A: Aus
>kt Gl =201 G I, folgt 2 k=1 Crvoln (Qr) = 2274 ¢ voln (Q7)-
© Bemerkung: Die Quader @, diirfen sich Uberlappen, man kann sie
aber auch stets disjunkt wahlen. In diesem Falle gilt M (f) = max f und
= [gn|f(x)* dz. (Warum?) Auf disjunkten Linearkombinationen
sind somit M und N wohldefiniert. Auch disjunkte Darstellungen sind
jedoch noch keineswegs eindeutig. Das Beispiel @ ist selbst durch
Disjunktheit nicht zu retten, da es sich bei Verfeinerung andert.
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Integration von Treppenfunktionen
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Integration von Treppenfunktionen

Aufgabe: Beweisen Sie Satz C1A! Hinweis: Sie mussen hierzu nichts
neu erfinden, denn die Formulierung ist bereits vollkommen explizit;
es gendgt, alle Schritte geduldig und sorgsam nachzurechnen.

Lésung: Wir suchen eine Abbildung I,,: T,, — R mit den genannten
Eigenschaften; sie soll linear und normiert und monoton sein.

Der Satz macht hierzu zwei Aussagen: Existenz und Eindeutigkeit.
Das heif3t, es gibt eine korrekte Lésung I,,, und zwar genau eine.

Andernfalls wére zu befiirchten, dass es mehrere Losungen gibt. . .
oder auch gar keine! Hierzu verschaffen wir uns nun Klarheit.

(1) Die Eindeutigkeit ist hier besonders leicht: Gegeben seien zwei
Abbildungen I,,, I/ : T,, — R, beide seien (a) linear und (b) normiert.
Fir jede Treppenfunktion f =", _, ¢; I, folgt I,(f) = I,,(f), denn
Li(f) = In(Xhoi e ley) = Shoyada(lo,) = 3 o vola(Qr)
L) = L( i ale) = Yo al(o) = Shoy e vola(Qr)

© Das beweist I,, = I’.: Es kann héchstens eine Losung geben!

(2) Wesentlich kniffliger ist es, die Existenz einer Losung zu beweisen.
Hierzu missen wir tatsachlich eine Abbildung 7,, : T;,, — R konstruieren,
die linear, normiert und monoton ist. Satz C1A erklart, wie das gelingt:
(2a) Das eindimensionale Integral I, : 71 — R: f — [ _p f(x)dz kennen
wir bereits aus Satz B1A: Unsere dortige Sorgfalt war gut investiert!
Wir bilden damit das n-fach iterierte Integral wie in C1A angegeben:
(2b) Firr jede n—dimensionale Treppenfunktion f € T;, und u € R*~!

ist fu:R—=R:v— f(ug,...,u,—1,v) €ine eindim. Treppenfunktion:

Fir jeden Quader Q = Q* x [a, b] gilt Ig(u,v) = I« (u) - Ig 4 (v).

Aus =371 kg, € Ty folgt fu = > 0y cr Igr (u) Ijg, ) € Th-

(2c) Zur leichteren Schreibweise definieren wir hilfsweise die Abbildung
Jn:T,, — Abb(R"~1 R) als Integration lber die letzte Variable, also:

Jn:f = f*v f*(xlv cee 73371—1) = Il [xn — f(xl’ s 7xn—17xn)]

:/ f(xly--'vxnflvxn)dxn
rnER

Wir wenden hier (2a) an, und dank (2b) durfen wir dies auch.
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Integration von Treppenfunktionen
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Integration von Treppenfunktionen

(2d) Die Abbildung I; ist linear und monoton, also auch J,.

(2e) Speziell fur f = cIg mit Q = [a1,b1] X -+ X [an—1,bn—1] X [an, by]
gilt f* = c*Ig+ mit¢* = (by, — ay) cund Q* = [a1,b1] X -+ X [ap—1, bp—1].
Fir jede Treppenfunktion f =", _, ¢t Ig, € T, ist dank Linearitat
demnach J,,(f) = f* = 33—, ¢ 1g; € Tn-1 eine Treppenfunktion.

Die einfache Integration liefert uns somit die Abbildung J,, : T,, — T,,—1.
(2f) Dies kdnnen wir iterieren und erhalten so die n-fache Integration:

Ji=I

Jn Jnfl JQ

In : Tn E— Tn—l Tl R

Jede der Abbildungen J,,, J,,_1, ..., Jo, J1 = I3 ist linear und monoton,
also auch ihre Komposition I,, = Iy o Joo---0 J,_10J,: T, — R.

(2g) Fur jeden Quader Q = [a1,b1] X « -+ X [an—1,bp—1] X [an, by] gilt
schlieBlich In(IQ) = (bl — al) s (bn—l — an_l) : (bn — an) = VOln(Q).
© Damit haben wir aus I; : T) — R explizit eine Abbildung I, : 7,, — R
konstruiert, die alle Anforderungen erfillt. Das beweist die Existenz!

Aussagen zu Existenz und Eindeutig von Lésungen sind eine typisch
mathematische Vorgehensweise und zur Grundlegung unentbehrlich.
Muss die Ingenieur:in das wissen? Was genau kann sie hierbei lernen?

© Diese ausfiihrliche Ubung zeigt exemplarisch, wieviel Umsicht und
Sorgfalt nétig sind, um eine nicht-triviale Konstruktionsaufgabe zu I6sen.
Das qilt selbst fir die (scheinbar simple) lineare Abbildung I,,:T,, — R.

Aus der Linearen Algebra wissen Sie: Wenn Sie eine Basis (b;);c; von

T,, haben, so genligt es, den Wert I,,(b;) fUr jedes i € I vorzuschreiben.
Da sich jeder Vektor f € T, eindeutig als f = >, Aicrb; linearkombiniert,
folgt hieraus I,,(f) = ", A\iln(b;), und dies konstruiert die Abbildung I,,.

/\ Dieses einfache Argument steht uns hier leider nicht zur Verfligung:
Das Erzeugendensystem (Ig)qcr» von T, = T'(R") ist keine Basis;
Darstellungen f =", _, cx I, sind keineswegs eindeutig!

Die Konstruktion muss daher den Relationen zwischen den Erzeugern

I, Rechnung tragen. Genau dies ist der Inhalt der Satze B1A und C1A.
Diese Uberlegungen bauen wir nun zum Satz von Fubini aus.
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Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale
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Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale

Wir untersuchen fir f:R? — R die Giltigkeit der Fubini—Gleichung:

/R /Rf(x,y)dy}dx = /R /Rf(:c,y)dg:}dy — /R2 F(z,y)d(z, y)

Sie gilt fir sehr viele Funktion f:R? — R, aber nicht fur alle!

Aufgabe: (0) Gilt I[a,b}x[c,d} (x, y) = I[a,b](x) . I[c,d](fU) far alle (:U,y) € R2?
(1) Berechnen und vergleichen Sie die drei obigen Integrale fiir die
Indikatorfunktion f = I, eines Rechtecks Q = [a, b] x [c,d] C R

(2) Gilt die Gleichung fiir alle Treppenfunktionen f ="}, ¢x I, ?
Bleibt sie erhalten bei Linearkombinationen f = Y"}'_, ¢ fx?

(3) Bleibt die Gleichung erhalten bei monotoner Konvergenz f, * f?

Notation: Bei doppelten oder mehrfachen Integralen lassen wir im
Folgenden meist die Klammern weg und vereinbaren, dass zum ersten
Integralzeichen | <y immer die letzte Integrationsvariable dz gehort.

© Das Symbolpaar Joex - - - dz wirkt somit immer als Klammer.

(0) Ja. Unterscheiden Sie die vier Falle = £ [a,b] und y £ [c, d].
(1) Damit kénnen wir die iterierten Integrale leicht ausrechnen:

/{/IQ(Q: y)dy}dﬁ :/R /RI[a,b](f)‘I[c,d](y)dy}dx
Lin / fa) (€ {/ Liea(y) dy} de = /RI[“’Z’]((B) dx‘/RI[c,d](y) dy

Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:

/R{/RIQ(OU,Z/) dx}dy /R /RI[%b](g;).I[Qd](y) dx} dy

- [ I[a,bna:)dx} Tea)dy £ [ Toy@)de- [ Ty
o R R T JR R

SchlieBlich ist das Flachenintegral auf Rechtecken normiert:

| Tae.n .y > 1(Q)
R2

(b—a)(d—c)

A3G

© Fubini gilt fir f = I und jedes Rechteck @ = [a, b] x [c, d].
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Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale
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Fubini: Flachenintegral vs Doppelintegrale

(2) Fur jede Linearkombination f = >"}'_; ¢k fi finden wir:

/TA;%Mwm%mJ/Z%Unxy}
\—ZCIC/ /fkfﬂy }

Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:

/ /RZCkfk T,y dx} = /}Rch /fk(x,y)dx}dy

k=1 k=1

£ e [ e

SchlieBlich ist auch das Flachenintegral linear:

a Ly
/Rz;"kfkw) @y T2 /R fula,y)d(e,y)

© Gilt Fubini fir f1, f2, ..., fa, S0 auch fir jede Linearkombination f.

| c

z

B)Fiuro< fi< fo <

/ /ﬂawwkx -/ /hmhwyMym
R Rk—xx)

\“K/ lim /fk x,y dy} dz = lim {/ fr(z,y)dy | dx

A3C R k—oo A3

6 k—o0
Dasselbe gilt bei umgekehrter Integrationsreihenfolge:

/ /f(x,y)dx}dy :/]R ko0
2 foam | [ tenanlar s i [ [ Ao

36 k—00
Auch far das Flachenintegral gilt bei monotoner Konvergenz:

/R2 f(z,y)d(z,y) :/ hm fr(z,y)d( %‘ lim / fu(z,y) d(z,y)

k—o0

. und monotone Konvergenz f;.  f gilt:

/ lim fi(z,y) do _dy
R

© Gilt Fubini fiir 0 < f; < f» < ..., so auch fiir ihre Grenzfunktion f.
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Fubini fur nicht-negative Funktionen

Die Rechnungen zu dieser Konstruktion beweisen die Formel von Fubini
far alle Treppenfunktionen, und per Grenzibergang fur alle messbaren
Funktionen f: X x Y — [0, c0]. Allein die Einschachtelung ist miihsam,
diese rechnen wir hier nicht nach. Zusammenfassend erhalten wir:
Satz C1B: Fubini fUr nicht-negative Funktionen

Seien X1,...,X,, C R Intervalle, also X; x --- x X,, C R" ein Quader.
Fir jede messbare Funktion f: X; x --- x X,, — [0, 00] gilt

L

Dasselbe Ergebnis gilt bei beliebiger Integrationsreihenfolge.

)dx:/ flxy,...,zp)dey, ... day.
X1 Xn

© Eindimensionale Integrale beherrschen wir recht gut dank HDI.
© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.

FOr manche Anwendungen ist folgende Zusammenfassung flexibler:
Wir gruppieren X = X1 x --- x X, undY = X}, 11 x -+ X Xpyq.

Satz C1c: Fubini fur nicht-negative Funktionen
Seien X C R? und Y C RY messbarund Q@ = X x Y C RPT4,
Fur jede messbare Funktion f: X x Y — [0, o0] gilt

/Xxyf(x’y)d(xvy):/X/Yf(xay)dydac:/Y/Xf(x,y)dxdy.

Erlduterung: Das zweite Integral bedeutet: Zu festem x € X integrieren wir die Funktion
fo:Y —[0,00]: ny(oc y)underhaltenF X% [0,00] : 2 = F(z) := [ f(z,y)dy;
deren Integral ist [, [, f(x,y)dydz := [ F(x)dz. Entsprechend fur das dritte Integral.

Wenn das Integral [, f(z,y) dy fiir jedes € X existiert, dann gilt die erste Gleichung wie
angegeben. Es kann jedoch vorkommen, dass die Funktion f, : Y — [0, oo] fiir einige wenige
x € X gar nicht messbar ist. Gliicklicherweise ist f,, fiir fast jedes x € X messbar, eventuell mit
Ausnahme einer vernachlassigbaren Menge N C X vom Volumen Null. Wir definieren dann

© Wir drfen uns jeweils die bequemste Reihenfolge aussuchen. F: X — [0, 00] durch F(z) := [, f(z,y)dy fiirz € X ~ N goww F(x) — Ofiirz € N.

@ Der Satz gilt allgemein fir X; C Rdl X, C R% messbar. Dann besagt der Satz, dass Fmessbar istund [y f(z,y)d = [y F(x)dx gilt.
Beispiel in Dimension 2 Goung Beispiel in Dimension 3 oung
Aufgabe: Berechnen Sie [, |, [, o 362y* d(z, y) mit Fubini. Aufgabe: Integrieren Sie f(x) = z1 (23 + z3) Uber [0,1] x [1,2] x [0, 2].

Loésung: Erste Rechnung, erst Uber y integrieren, dann tber z:

1 2
/ 36y’ d(z,y) = / {/ 36xy? dy} dx
(0,1]x[1,2] I Je=0 LJy=1

1 2 1 1
o / [mxyﬂ de = / 84z dr 2 [42352} — 42
Bl1 2=0 y:]_ =0 BIl1 =0

Andersrum geht es auch, erst Uber z integrieren, dann tber y:

2
/ 36xy° d(z,y) / {/ 362> dx} dy
[0,1]x[1,2] y=1
2 2
o / [18.@2 182 dy 2 [Gyﬂ — 42
Bl1
y=1 = y=

Bl11
Notation: Insbesondere bei iterierten Integralen kann es hilfreich sein, die jeweilige Variable
zusitzlich auch unter dem Integralzeichen zu notieren, wie in obigen Rechnungen geschehen.
Dies dient der Betonung und hat den Vorteil, dass wir beim Lesen von links nach rechts schon am
Anfang wissen, was uns am Ende erwartet. Diese ausfiihrliche Notation ist zwar etwas redundant,
aber gerade deshalb in handschriftlichen Rechnungen weniger fehleranfillig. Mdge es niitzen!

[\S]

1 y=1

Wie viele Reihenfolgen sind méglich? Liefern alle dasselbe Ergebnis?
Loésung: Das Integral berechnen wir mit Fubini:

1 2 2
/ f(z)da = / / / x1 (23 + x3) doz dag day
0,1]x[1,2]x[0,2] 21=0 Jzo=1 J 23=0
2
— / / x x2x3 + 063)} dxg dzq
r1=0 Jxzo=1 z3=0
= / / 21‘2 + 2)dzy day
x1=0 Jxo=1

2
= T 5 + 22 } dx
leo 1[3 2 2 $2=1 !

1
20 10
= / T1— d(L’l = —
=0 9 3

© Wir diirfen hier die Integrationsreihenfolge beliebig vertauschen:
Alle sechs Reihenfolgen liefern dasselbe Ergebnis: Probieren Sie es!
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Tabellenkalkulation: Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
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Umordnung absolut summierbarer Reihen

Ist es in Tabellen egal, ob Sie erst Zeilen oder erst Spalten summieren?
Klar, bei endlichen Tabellen! Fir unendliche gibt es Uberraschungen:
Seia:NxN— Rmita(i,i) =+1und a(i + 1,i) = —1 und sonst = 0.

J o Zeilen zuerst:
o0 o0

0 L ali, j) =0

=0 i=0
0 +1 | —1

Spalten zuerst:

0 +1 | —1 0o o

> D alij) =+1
0 |41 =1 /\ Umordnung verlangt

i absolute Summierbarkeit!

+1 0 0 0 0

& Das ist ja fiirchterlich! Kann das auch bei Integralen passieren? Jal!

Wir erinnern an folgenden wichtigen Umordnungssatz A2p:

Satz C1D: Cauchy—Umordnungssatz
(1) Fur jede Doppelfolge (a;j); jen in C gilt

> lagl = 2 agl = 3.0 layl = > > layl.
(4,7)ENXN 1€N jEN JEN ieN keNi+j=k
(2) Ist dieser Wert endlich, so ist (a;;) absolut summierbar, und dann gilt

Z Gij = Zzaij = Zzaij = Z Z @5

(4,7)ENXN 1€N jEN jEN ieN keN i+j=k

© Diese niitzliche Rechenregel hat zahlreiche Anwendungen, zum
Beispiel die Multiplikation von Reihen, insbesondere Potenzreihen.

/A\ Unser obiges Beispiel ist nicht absolut summierbar,
und die Umordnung der Reihe schlagt tatsachlich fehl!

Kann das auch bei Integration Uber [0, 1] x [0, 1] passieren? Ja!
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Vertauschbarkeit gilt nicht immer!
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Vertauschbarkeit gilt nicht immer!

Aufgabe: (0) Man skizziere die Funktion f:R? — R gegeben durch

f= E <I[k7k+1[X[k,k+1[ - I[k+1,k+2[><[k,k+1[)~
k=0

(1) Man berechne und vergleiche und bestaune die Doppelintegrale

/ flz,y)dzdy = / f(z,y)dydx.
yeER JzeR zeR JyeR

(2) Widerspricht das Fubini? Was erhélt man fir f* und f~ sowie | f|?

Lésung: (1a) Zeilen, erst nach x und dann nach y integrieren:

r,y)dxdy = 0dy =0
f(z,y) dzdy y
yeR JzeR yEeR

(1b) Spalten, erst nach y und dann nach x integrieren:

[ [ tewdde= [ Yoy@de=
zeR JyeR zeR

/\ Das zeigt, dass wir nicht blind drauflos rechnen diirfen!

(2) Fur den Positivteil f* = 377 Tji ji1[x[k,k+1[ 9ilt dank Fubini C18:

f+(=’1f,y)d(f6,y)=/R/Rﬁ(ﬂ:,y)dxdyZ/R/Rﬁ(x,y)dydw:%o

Far den Negativteil f~ = > 772 Trii1 ko< [k k+1] 9ilt dank Fubini C18:

ey = [ [ rendeay = [ [ Fepaa -

/\ Die Differenz [ f* — [ f~ hat nur Sinn, wenn beide endlich sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn |f| = f* + f~ integrierbar ist.

Das Problem ist hier offensichtlich, f ist nicht absolut integrierbar:

A2|f($,y)|d(w,y) = /R2 (2, y)d(z,y) +/R2 f(z,y)d(z,y) = +o0

/\ Dieses grundlegende Problem miissen wir kennen und vermeiden,
wenn wir Doppelintegrale und den Satz von Fubini anwenden wollen.

© Die gute Nachricht: Diese VorsichtsmaBnahme ist schon alles!

RZ
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Fubini fr absolut integrierbare Funktionen

C122
Erlauterung

Wann gilt Vertauschbarkeit?

Bislang haben wir Fubini (Satz C1B) nur fir nicht-negative Funktionen!
Dank Zerlegung in Positiv- und Negativteil (A3K) folgt daraus allgemein:

Satz C1E: Fubini 1907
Seien X C R? und Y C R? messbare Teilmengen.

(1) Fur jede messbare Funktion f: X x Y — R = [—o0, +00] gilt

/Xxymfc’y)‘d(””’y):/X/Y}f(f‘f»y)}dydﬂfZ/Y/X\f(w,y)\da:dy.

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/Xxyf(:li,y)d(x,y):/X/Yf(x,y)dydm:/Y/Xf(x,y)d:rdy.

© Fubini reduziert mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale.
© Wir brauchen absolute Integrierbarkeit: genau die, mehr nicht.

© Fubini und die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge gilt
@ fur alle nicht-negativen Funktionen f: X x Y — [0, o],
@ fir alle absolut integrierbaren Funktionen f: X x Y — R,
@ zum Beispiel, wenn XY und f beschrankt sind,
@ insbesondere fir X, Y kompakt und f stetig.

/\ Fir die ersehnte Gleichheit sind diese Voraussetzungen wesentlich!
Aufgaben am Kapitelende zeigen lehrreiche Gegenbeispiele.
Zur korrekten Anwendung mussen Sie dieses Problem beherrschen.

Der Satz von Fubini ist ungemein praktisch, wie wir bereits gesehen haben, denn er erlaubt uns,
die mehrdimensionale Integration auf die leichtere eindimensionale Integration zuriickzufiihren.

Der erste Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion g, : Y — R:y — |f(z,v)]

ist fiir fast jedes z € X messbar, eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X.

Wir definieren G': X — [0, o] durch G(z) := [,.|f(x,y)|dy firz € X \ N, sow1e
G(z) =0firx € N. DannlstGmessbar undes gilt [ 1 f(@,y)|d(z,y) = [ G

Der zweite Teil des Satzes besagt ausfiihrlicher: Die Funktion f,: Y — R:y — f(x, y) ist fur
fast jedes x € X integrierbar eventuell mit Ausnahme einer Nullmenge N C X. Die Funktion

o e . . F:X — Rmit F(z) := [, f a:ydyfuralle:reX\N sowie Fi(z) = 0 firz € N, ist
© Wir dirfen uns dann die bequemste Reihenfolge aussuchen. integrierbar und erfullt Jxxy f(x,y)d(z,y) = [ F(x)dz. Ebenso fiir das zweite Integral.
.. n . . . c123 . . C124
Flacheninhalt einer Kreisscheibe oung| | Rauminhalt einer Kugel Ubung
Aufgabe: Berechnen Sie den Flacheninhalt der Kreisscheibe Aufgabe: Berechnen Sie den Rauminhalt einer Kugel vom Radius r:
D={(vy) eR*[a*+y" <1’} K={(2,y,2) eR*|2® + >+ 22 <r?}
={(@y) eR?| r<az<r, —/r2-a2<y<\i2-a2}. ={(@,y.2) eR| —r<z<r, ®+y* <r?-2%}
Lésung: Dank Fubini genligt eindimensionale Integration: Loésung: Dank Fubini und der vorigen Aufgabe finden wir:
Def Fub ub r
vola(D) = / Ip(z,y)d(z,y) = / / Ip(z,y)dydx / Ig(z,y,2)d(z,y,2) = / / Ix(z,y,z)d(z,y)dz
zeR JyeR R3 Cle o (z,y)ER2
+Vr2—z? 7 . r 1 r 4
= 1dydz = 2v/r? —x?2dx = / (- 2))dz =« [er — 723} = —mrs.
- Y HDL [ _ . ——p Bl 3 Pom—— 3

SUbStitUtiOﬂ x = —rcos(u) und dz = rsin(u) du mit u € [0, 7]: © Die Rechnung fillt hier sogar noch einfacher aus als fiir die Kreisscheibe.

. T 1 ™ © Der Term 7 ist plausibel, denn die Kugel wiichst in jede Richtung proportional zu r.

= / 2\/r2 — 2 COS(U)2 .r Sin(u) du = 2 / 2 sin(u)2 du Die Konstante %w hingegen kann man nicht raten. Wir gewinnen sie aus der Integration!

B1K

u=0 u=0 © Rekursiv konnen Sie mit derselben Rechnung in jeder Dimension n = 0,1, 2,3, ... das

. ™ 1 T Volumen der Kugel D, = { (z1,...,2n) ER" ’ 24422 <r? } bestimmen:

Trig 9 HDI 9 . . 2

=r / 1 — cos(2u) du =r {u— *SIH(QU)} = 7r

0 BlI 2 u=0 n 0 1 2 3 4 5 6
© Das Ergebnis kannten Sie bereits. Nun kénnen Sie es ausrechnen! volo(D})| 1 2r mr? | gmrt | gmtet | Ete® | gt
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Volumen eines Kegels mung| | VOlumen eines Rotationsparaboloids Ubung
Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Kegels Aufgabe: Berechnen Sie das Volumen des Rotationsparaboloids
K:{(x,y,z)E]R?"OSzgh, x2+y2§22}. P={(m,y,z)€R3|O§z§h, x2—|—y2§z}.
Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt: Lésung: Dank Fubini und geschickter Aufspaltung gilt:
h h
/ IK(%,y,Z) d(xayvz) = / / IK(QL’,y,Z) d(!L’,y)dZ / IP(%ZU,Z) d(:p,y,z) = / / IP(CC,y,Z) d(xay) dz
R3 2=0 JR2 R3 2=0 JR?
h h h
71' s T 5]h s
= / nz2dz = [—zg] = —hd. = mzdz = [—22} = —h
0 3 lz=0 3 2=0 2 lz=0 2
© Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, benétigen Sie achtmal soviel Fliissigkeit. © Glas: Um die doppelte Hohe zu erreichen, benétigen Sie viermal soviel Fliissigkeit.
Der Term h? ist plausibel, denn der Kegel wiichst in jede Richtung proportional zu h. Der Term h? ist kein Tippfehler, auch wenn man hier naiv vielleicht »* erwarten wiirde!
Allgemein ist das Volumen eines dreidimensionalen Kegels & mal Grundfléiche mal Hohe. Anders als im vorigen Beispiel des Kegels wiichst hier das Volumen tatséchlich nur mit ~2.
. . . . c127 . C128
Das Prinzip von Cavalieri nustinung| | KUgelvolumen nach Archimedes Ausfiihrung

Korollar C1F: Cavalieri 1635 / Spezialfall des Satzes von Fubini
Sei A C R". Zu jedem t € R bezeichne A; die Schnittmenge

At = { (Sl?l,...,ilﬁn_l) ERn_l ‘ (xl,...,xn_l,t) GA}

Dann gilt

vol,(A) = / vol,_1(A4;) dt.
R

Dies erlaubt einfache Vergleiche wie skizziert: Sind A, B C R™ Mengen
mit vol,,—1(A4;) = vol,,—1(By) fUr alle t € R, so folgt vol,,(4) = vol,(B).

Das Prinzip von Cavalieri ist recht intuitiv. Manche nennen es den ,,Satz vom geschnittenen
Brot*. Wir haben dieses Prinzip bereits bei den vorigen Volumenberechnungen angewendet.
Manchmal kénnen wir durch einen geschickten Vergleich das Volumen (fast) ohne Integral-
Rechnung bestimmen. Das Kugelvolumen kénnen wir dank Cavalieri geometrisch verstehen:

Volumen der Halbkugel =

Volumen des Zylinders minus Kegel

2 1.2 _ 2.3
T — gmrt.r = 377

Links: Auf der Hohe A ist der Kreisradius s gegeben durch s? = r? — h?, die Kreisscheibe hat
also den Flicheninhalt ws> = 7r? — wh?. Rechts: In Hohe A hat der Kreisring den Flicheninhalt

mr? — wh?. Nach dem Prinzip von Cavalieri haben somit beide Kérper denselben Rauminhalt!
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Normalbereiche (aka schlichte Bereiche)

. . . C130
Integration Uber ebene Normalbereiche

he) = T =22 Y

} b
h(y)
D
,
\J 9(y)

a

g@) =T =a

| |
ra bla: T

voly = [V h(z) — g(w)dz  voly = [ h(y) — g(y) dy

Definition C1G: ebener Normalbereich
Eine Teilmenge B C R? hei3t Normalbereich in y—Richtung, wenn

B={(z,y)eR’*|a<z<b, g(x) <y<h(z)}.
mit g, h: [a,b] — R stetig und g < h. Entsprechend in z—Richtung, wenn

B={(z,y) eR*|a<y<b, gly) <a<h(y) }.

Gilt beides, so nennen wir B C R? einen Binormalbereich.

Satz C1H: Fubini fur ebene Normalbereiche

Jeder Normalbereich B C R? ist kompakt, somit messbar, voly(B) < .
Sei f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig.

Fir B={ (z,y) €R* | a <z <b, g(z) <y < h(z) } gilt dank Fubini

b h(x)
/Bf(x,y)d(w,y)Z/x_a/y_g(x)f(w,y) dydz.

Fir B={ (z,y) €R* | a <y <b, g(y) <z < h(y) } gilt dank Fubini

b h(y)
d — dz dy.
/Bf(w,y) (z,y) /y:a/x:g(y)f(w,y) rdy

/A Zur Anwendung miissen Sie die Grenzen a, b, g, h des Bereichs B korrekt bestimmen.
Manche Bereiche sind Normalbereiche sowohl in z— als auch in y—Richtung: Sie haben dann die
Wahl und kénnen sich den leichtesten Rechenweg aussuchen. Unsere Konstruktion des Integrals
stellt sicher, dass das Ergebnis wohldefiniert ist, also unabhéngig ist vom gewihlten Rechenweg!

y

Integration Uber eine Kreisscheibe g Integration Uber eine Kreisscheibe oung
Aufgabe: Integrieren Sie f(z,y) = 22 + y2 Uber die Kreisscheibe Dieses Integral entspricht dem Tragheitsmoment eines Zylinders.
s e e Anschaulich misst [, (2% + ) d(z, y) das Volumen der Menge Q
D={(z,y) eR* | 2® +¢* <r?} zwischen der Kreisscheibe D x {0} und der Flache z = 22 + ¢2.
={(@z,y eR?| —r<a<r, —Vr2—a2<y<Vr2—22}
={(zy) eR? | —r<y<r, /-y <z <\r2—y?}
Lésung: Wir wahlen eine Beschreibung als Normalbereich:
| sy — [ @ day)
D z2+4+y2<r
T Vr2—z? r ViZ—z2
_ 2., .2 _ 2, 1.3
— /I:T/yzw(ac +y*)dydx = /I:r [m Y+ 3y ]y:7 — dz

T

= 2V/r? —22(22° + 1) da :.../..:zrﬂ‘

r=—T 2

Wenn Sie Herausforderungen mogen, versuchen Sie doch mal, das letzte Integral auszurechnen.
Wenn Sie es lieber bequem mogen: Spiter gelingt die Rechnung spiirbar leichter mit dem
Transformationssatz. Die Wahl eines geschickten Rechenweges erfordert Ubung!

Das ist der Zylinder Z = D x [0,72] ohne das Rotationsparaboloid
P:{(x,y,z)ER?"xQ—i—yzSzgrz }
Hier gilt Z = Q U P mit vol3(Q N P) = 0. Dank Additivitat folgt
m

vol3(Q) = vol3(Z) — volz(P) = 7r — qu _ 2704‘
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Normalbereiche in hoherer Dimension

e~ ¥ sin(y)
y oy

Aufgabe: Integrieren Sie f(z,y) = e ¥"/2, sin(y?). ... Uber

y A:{(w,y)GRQ‘ngSygl}.

A Lésung: Normalbereich in y— und z—Richtung:

A={(z,y) eR*|0<z<1,2<y<1}
x :{(:E,y)G]RQIOSySl,OSxSy}.

& Der erste Anlauf ist nicht elementar integrierbar: Holzweg!

1 1
/ fay)d(y) 2 / / /2 dy dz
A Clr 2=0 Jy=z

© Bei umgekehrter Integrationsreihenfolge gelingt es jedoch leicht:

1 Y 1
/f(w,y)d(sc,y) (% / / e_y2/2dxdy ]I"'::/ {xe_yz/z}y dy
A y=0Jz=0 ’ y=0 z=0

Der Begriff der Normalbereiche Ubertragt sich in naheliegender Weise
von ebenen Bereichen B C R? auf B C R"™ in beliebiger Dimension:

h(z,y)

H | (@,

T

;‘4 ] H)H

1 = 2
N / ye ¥ /2dy = [_ e’yg/ﬂ b 1—e 2~ (39347 e e ACR
y=0 Bli y=0

Integration Gber Normalbereiche Eraonng Integration Uber iterierte Normalbereiche Eternng
Definition C11: Normalbereich Satz C1K: Fubini fir iterierte Normalbereiche
Eine Menge B C R"™ heil3t Normalbereich in k-ter Richtung, wenn Das Integral jeder absolut integrierbaren Funktion f: B — R Uber

B = {.T e R"” ‘ (:rl,...,xk,l,xk+1,...,xn) €A, B = { xzeR” ’ ak(:vl,...,xk_l) <z < bk(xl,...,:ck_l) far alle & }

9(@1 e 1, Th 1 Bn) S @ S (@1 1 Thg1 - E0) lasst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:
mit A C R"~! kompakt und stetigen Randfunktionen g, h: A — R. b1 ba(x1)  bn(T1reeZn_1)
In Worten: Die Grenzen fur z; hdngen von den anderen Variablen ab. /f(x) dz = / / / f(er, g, o ap) dey - - drg day.
s s o . B = = n—=—an\L1l,..., n—

Satz C1J: Fubini fiir Normalbereiche sl i e
Jeder Normalbereich B C R™ ist kompakt und somit auch messbar. Ubung: Zu r € R~ betrachten wir den n—dimensionalen Simplex
Ist f: B — R absolut integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig, dann A" = { (z1,...,20) ER | 0<ay<ap< <y <r }

h(u)
/f(il?)dx:/ / f(ul,...,Uk_l,’l},Uk+1,...,Un)dUdU
B ucA Jv=g(u)

Ist auch A ein Normalbereich, so kdnnen wir das Verfahren iterieren...
Die Grenzen jeder Variable x; hdngen von den vorigen 1, ..., z;_1 ab.

Skizzieren Sie Al A2 A? und berechnen Sie rekursiv das Volumen

T Tn T3 xr2
vol, (AY) = / / . / / 1dzidzy - - - dzy—1 dzy,.
zp=0Jx,-1=0 zo=0 Jx1=0

Lésung: Siehe Seite C425. Es gibt einige schone Uberraschungen!
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Normalbereich oder nicht?

K

-
N
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Sehr oft missen Sie zwischen Bild und Formel Ubersetzen, zwischen
geometrischer und analytischer Beschreibung der Problemstellung.

Die Analytische Geometrie gibt lhnen hierzu Werkzeuge: Koordinaten!
Diese nutzen Sie Uberall, zum Beispiel in der Konstruktionslehre bei der
Bemessung und rechnerischen Auslegung der genutzten Bauteile.

In Koordinaten sind Normalbereiche hierzu ein vielseitiges Werkzeug.
Zur lllustration zeige ich einige Beispiele, von einfach bis knifflig:

Aufgabe: Die oben gezeigten kompakten Bereiche By, Bs, ..., Bg C R?
entstehen durch Vereinigung und Differenz aus Rechtecken [a, ] x [c, d]
und Kreisscheiben, abgeschlossen B((p, q),r) bzw. offen B((p, q),r).

(a) Beschreiben Sie die Menge B; als Vereinigung bzw. Differenz.

(b) Ist B; ein Normalbereich in y—Richtung? oder in z—Richtung?
Wenn ja, mit welchen Grenzen a, b, g, h? Explicit is beautiful!
(c) Schreiben Sie fBZ_ f(z,y)d(z,y) soweit méglich als Doppelintegral.

(Die konkrete Rechnung zu gegebenem f flhren wir hier nicht aus;
die Techniken zur eindimensionalen Integration kennen Sie bereits.)
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Normalbereich oder nicht? Ubung

Lésung: (1a) Die Skizze zeigt By = [—1,1]? \ B((0,0),1/2).

(1b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von By mit
der Geraden {x = 0} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist B; kein Normalbereich in z—Richtung: Symmetrie!

(1c) Hierzu musste man B; in Normalbereiche zerlegen, etwa so:

x=—1/2 r1 1/2 —/1/a—a?
+/ / f(w,y)dydwr/ / f(z,y)dydx
r=—1 y=—1 =—1/2 Jy=—1

1/ 1 1 1
+/ / flz,y dydx+/ / flz,y)dyde
=—1/2 Jy=y/1/1—22 (@.9) =1/a Jy=—1 (@.9)

Genauso gelingt es in z—Richtung: Symmetrie! Eine Alternative ware:
fendey = [ fepden- [ fepde)
131 [‘71’1]2 l}((0,0),l/z)

Hierzu muss f auf [-1, 1]? gegeben und zudem absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen mussen, dann hilft dieser Trick nicht.)
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

(2a) Die Skizze zeigt By = ([-1,1] x [-1,0]) U B((0,0), 1).
(2b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:
BQZ{(x,y)GRQ ‘ —1 <z < +1, —1§y§\/1—x2}
— _ | |
a b g(x) h(x)
Es ist zudem ein Normalbereich in z—Richtung:
BQ:{(x,y)eR2]—1§y§+1, g(y)gﬂcgh(m)}
Fir —1 <y <0 gilt hierbei g(y) = —1 und h(y) = +1;
fir0 <y <1giltg(y) = —v/1—y?und h(y) = /1 —y2.
(2c) Integrale Uber By kdnnen wie demnach wie folgt schreiben:
1 V1—22
fenden= [ [ feydyi
Ba z=—1Jy=—-1

:/yi_l/xl:_lf(x,y)dxdw/yio/x;/jj_?f(x,y)dmdy

Vorteil: Das erste Doppelintegral ist etwas leichter auszuschreiben.
Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Normalbereich oder nicht?

(3a) Die Skizze zeigt B; = [-1,1]2 . B((0,1),1).
(3b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

By={(z,y) eR?| -1 <z <+1, -1<y<1-+1-22}

| I—| —_ e — |
a b g(x) h(z)

Hingegen ist Bs kein Normalbereich in z—Richtung: Fir jedes ¢ € ]0, 1]
besteht der Schnitt Bs N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls n6tig oder gewlinscht kbnnen wir Bs geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(3c) Integrale Uber B3 kédnnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—v1—22
f(z,y)d(z,y) / /
B3 =—1 =—1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

f(z,y)dydz

(4a) Die Skizze zeigt By = [—1,1]* \ [B((0,1),1) U B((0,
(4b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

B4:{ (x,y) €R2‘—1<x<+1 \/1—x2—1<y<1—\/1—:c2}

|_||—| |—|
9(@) h(z)

-1),1)].

Hingegen ist B, kein Normalbereich in z—Richtung: Fir ¢ € [-1,1] ~ {0}
besteht der Schnitt B, N {y = ¢} aus zwei Intervallen, nicht aus einem!

(Falls nétig oder gewtinscht kbnnen wir B, geeignet unterteilen,
sodass zwei Normalbereiche in z—Richtung entstehen.)

(4c) Integrale tber B4 kdnnen wie demnach wie folgt schreiben:

1—vV1—2x2
f(z,y)d(z,y) / /
Ba =1 V1—x2—1

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

f(z,y)dydx
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(5a) Die Skizze zeigt Bs = [—1,1)2 ~ J B((£1, +£1),1).
(5b) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung:

B5:{($,y)€R2‘—1S$S1, g(z) <y < h(z) }

Wie finden wir g(z) und h(z)? Die Kreisgleichung (z — 1)2 + (y — 1)2 =1
liefert den Viertelbogen oben rechts: y =1 — /1 — (1 — z)2. Demnach:
glx)=v1-Q0—[z[)? =1,  h(z) =1-v1-(1-]z[)?

Genauso gelingt es in z—Richtung: Nutzen Sie die Symmetrie!
(5¢) Integrale tber B; kénnen wie demnach wie folgt schreiben:

e[
S iy

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.

V1-(1-z])?
— f(w,y)dydx
V1-(1—[a])?

ST f(x,y)dxdy

(6a) Die Skizze zeigt Bs = B((0,0),1) ~ B((—r,0),r) flr r ~ 0.58.

(6b) Dies ist kein Normalbereich in y—Richtung: Der Schnitt von Bg mit

der Geraden {x = —0.5} besteht aus zwei Intervallen, nicht aus einem!
Ebenso ist Bg kein Normalbereich in x—Richtung: Der Schnitt von Bg mit
der Geraden {y = 0.5} besteht aus einem Intervall und einem Punkt.

(6¢) Wenn der Integrationsbereich Bg schon so mihsam ist, dann wohl
auch das Integral fBG x,y) d(x,y). Oft hilft der folgende einfache Trick:

fepde)= [ faydey) - [ e day)

Bsg B((0,0),1) A

Hierzu nehmen wir an, dass unser Integrand f bereits auf der gro3en
Kreisscheibe B((0,0),1) gegeben ist und dort absolut integrierbar ist.
(Wenn Sie eine Polstelle umgehen miissen, dann hilft dieser Trick nicht.)

Das letzte Integral geht nicht Uber die ganze Kreisscheibe B((—r,0),r),
das wére zuviel, sondern nur tber A = B((0,0),1) N B((—r,0),r); dies
kann man als y—Normalbereich darstellen, nach genauerer Rechnung.

Der weitere Rechenweg hangt vom gegebenen Integranden f ab.
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Wie verhélt sich das Volumen von X C R"™ unter Transformationen?

Affin-lineare Abb.
o :R* - R"
z—y=v+Tx

Beispiel: v =0
1.3 -0.2
r= (—0.4 1.6)

Wie verhalt sich das Volumen unter affin-linearen Abbildungen?

vol, (V) = vol, (X) - |det(T)|

[ Siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.11. Das ist speziell fiir n = 2 das Kreuzprodukt,
fiir n = 3 das Spatprodukt. Wir konnen die Formel dank Fubini und Substitution nachrechnen,
siche unten C2F. Beispiele: Fiir Drehungen gilt det 7" = +1, fiir Spiegelungen det 7' = —1.
Fiir die allseitige Streckung mit konstantem Faktor a € R gilt det T' = a".

Stetig diff’bare Abbildung
¢:R"ODOX Y CR"
O(z+ h) =~ &(x) + ®'(z)h AN

o r1\ Z‘%—Z’%
xT9 - 21‘11‘2
‘I)/ I _ 2%1 —2.%‘2
) 2562 21’1 N

det @’ <i;) = 4(af +a3)

S

Satz C2A: Transformationssatz flir n—dimensionale Volumina
Seien X, Y C R™ messbar und ® : X — Y bijektiv und stetig diff’bar:

VOln(Y):/ 1dy = / |det ®'(x)| dz
Y D e E——

Fu'det
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Die Abbildung ¢ : X — Y beschreibt einen Koordinatenwechsel:

Sie ordnet jedem Punkt = € X genau einen Bildpunkt y = ®(x) € Y zu.
Bijektivitat bedeutet: Zu jedem y € Y existiert genau ein Urbild z € X.
(Injektiv/surjektiv: Jedes y wird héchstens/mindestens einmal getroffen.)

Die Punkte y € Y kénnen wir also auf zwei Arten beschreiben:

durch ihre kartesischen Koordinaten y = (y1, ..., y»), wie immer,
aber ebenso durch die krummlinigen Koordinaten y = ®(xq, ..., z,).

Was heil3t hier ®: X — Y stetig differenzierbar mit Ableitung ®'?
Wenn der Integrationsbereich X C R" nicht offen ist, so verlangen wir
o : U — R" stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung U D X.

Die Ableitung @' : U — R™*™ ist dann die Jacobi—Matrix

0P 0P,

oz Tt Oz

o 0 _ 0@ ) 7
or  O(x1,...,Tn) .~ -~

ox1 e OTn

Die Funktion det ®' : U — R hei3t Funktionaldeterminante von &.

Der Betrag |det ®’| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.
Die hier als Beispiel gezeigte Abbildung = — y = ®(x) ist nicht linear.
Wir sehen: Die Volumenverzerrung |det ®'(x)| hdngt vom Punkt z ab!

© Die Transformationsformel wird wunderbar anschaulich durch die
Taylor—Entwicklung ®(z + h) ~ ®(x) + ®’(x)h bis zum linearen Term.
Kleine Quader = + A werden abgebildet auf ®(A) ~ ®(x) + ¢'(z)(A),
also vol,,(®(A)) ~ vol,(A) - |det ®’(z)| wie zuvor erklart. Summation
Uber eine Zerlegung in viele kleine Quader ergibt die obige Formel.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so die Rechnung zu vereinfachen.
Vermutet wurde der Transformationssatz schon von Euler (1769) fur
Doppelintegrale und von Lagrange (1773) fur Dreifachintegrale — und
von allen ausgiebig genutzt. Ein strenger Beweis ist technisch schwierig
und wurde erst tGber hundert Jahre spater von Cartan (1890) entwickelt.

© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv geniigt, dass @ injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.
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Aufgabe: Parametrisieren Sie den Kreisring

K={(vy eR 1§ <a’+y* <1}

in Polarkoordinaten. Berechnen Sie so seine Flache.

Lésung: Fir K sind Polarkoordinaten besonders gut angepasst!
K ={(pcosp,psing) [ro<p<r, 0<p<2r}

© Die Skizze zeigt die Volumenverzerrung proportional zu det &' = p.
Die kleinen Rechtecke wiegen weniger, die gro3en Rechtecke mehr!

Als Parametrisierung nutzen wir (wie skizziert und vorgeschlagen)
r\  [pcosp) p ) B
(y) B (psin¢> =@ <@> mit  (p, ) € [ro,m1] x [0,27] =: D.

© Die Abbildung ®: D — K ist bijektiv und stetig differenzierbar.
Wir berechnen ihre Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:

q)/(/)) _ Oy _ (Cpsw —psmsO) o det q)/(/)) _,
%) A(p,p) sing pcosy ©

Flachenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

rafo ub m m
volp(K) = /1d(w,y) = / p d(p,p) = / / pdpdp
K - D'm p=ro J =0
HDI " HDI 2] 2 2
= 2rpdp = [ﬂp] = m(ry —15)
TR BII p=r0

© Plausibilitatsprifung: Dasselbe Ergebnis folgt aus der Kreisflache.
/\ Es gilt voly(D) = 27(r; — o). Man beachte die Volumenverzerrung!
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Auf dem Definitionsbereich D = [rq,r2] x [0, 27| definiert &: D — K

eine Bijektion, wie im Satz verlangt. Ebenso [rg, 1] x [—7, 7[, oder
[ro,r1l,  [ro,mil,  Irosml,  Iro, il
[0, 27], [0, 27, 10, 27}, 10, 2.

/\ Fir manche dieser Wahlen ist ® nicht injektiv bzw. nicht surjektiv.
Der Unterschied ist nur eine Menge vom Volumen 0, also unwesentlich.

Aufgabe: Was erhalten Sie bei den folgenden Polarkoordinaten?
d:Xq = [7“0,7’1] X [0,7‘(‘] — K, b7 X7 = [7"0,7"1] X [0,77'(] — K.
Gilt hier die Volumenformel voly(K) = [ |det ®'(z)| dz? Begrindung?

Losung: Die Abbildung @, ist injektiv, aber nicht surjektiv: Nur der obere
Halbring wird durchlaufen, daher wird auch nur seine Flache integriert.

Die Abbildung ®- hingegen ist surjektiv, aber nicht injektiv: Der Kreisring
wird dreimal durchlaufen, der obere Halbring sogar noch ein viertes Mal.

Daher wird die Flache drei bzw. viermal gezahlt. So wird es nichts!

Aufgabe: Was passiert, wenn Sie im Transformationssatz flir Volumina
(C2A) bei der Funktionaldeterminante den Betrag weglassen?

vol, (Y) = / 1dy = / det @'(z) dz
Y X
Losung: Wir zerlegen den Integrationsbereich X in drei Teile:
Xo={zeX |det®(z)=0}
Xy={zeX|det®'(z)>0}
X_={z€eX|det®(z)<0}
Uber X, verschwindet das rechte Integral, denn der Integrand ist Null.

Das linke Integral verschwindet Gber Yy = ®(Xj), da vom Volumen 0.
Fir die Einschréankung ®: X \ Xy — Y \ Y} gilt Gberall det ®’ £ 0.

Das Integral tGber X, wird wie zuvor positiv gezahlt. Das Integral Gber
X_ hingegen wird negativ gezahlt, da wir es umgekehrt orientieren.

Wenn wir also links das (unorientierte) positive Volumen von Y messen
wollen, dann mussen wir rechts den Betrag der Determinante nehmen.
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Satz C2B: Transformationsatz fur n—dimensionale Integrale
Seien X, Y C R™ messbar und ® : X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f:Y — R messbar, so auch (f o ®) - det ®': X — R, und es gilt

/\f(y)!dy = /!f(fb(x))\ - |det @' (2)] da.
Y X

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/ fly)dy = / f(@(x)) - |det @' (z)| da.
Y X

Merkregel analog zur Substitution: Fir y = ®(x) gilt dy = |det ®'(z)| dz.

© Umparametrisierung: Der Satz erlaubt, im Integral zu geschickten
Koordinaten zu wechseln und so unsere Rechnung zu vereinfachen.

© Praktische Anwendung: Statt ® bijektiv gentigt, dass & injektiv ist
bis auf eine Nullmenge in X und surjektiv bis auf eine Nullmenge in Y.

Aufgabe: Folgern Sie in Dimension n = 1 die obige Formel des
Transformationssatzes C2B aus der Substitutionsregel B1K.

Losung: Der HDI impliziert die bekannte Substitutionsregel B1k:

b ®(b)
F(® () () da = / f(y) dy.
y=2(a)

Hierzu sei @ : [a, b] — R stetig diff’bar und f: R D ®([a,b]) — R stetig.
In Satz C2B setzen wir zusatzlich @ : [a, b] — [c, d] als bijektiv voraus.
Wir unterscheiden daher zwei Félle, je nachdem, ob ® wachst oder fallt.

(1) Ist @:[a, b] — [c, d] wachsend, ' > 0, ®(a) = ¢, ®(b) = d, so gilt:

/[%b](fo@)@’r - /ab(fo@)@’ - [j(j)f - /[C’d]f

(2) Ist @: [a,b] — [c,d] fallend, ' < 0, ®(a) = d, P(b) = ¢, so gilt:

/[a,b](fo<1>)|<1>’! = —/ab(fo@)@’ - —[:j)f - E;)f - /[Cyd]f

© In beiden Fallen gilt der Transformationssatz C2B wie angegeben.

r=a
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Aufgabe: Untersuchen Sie (fir f = 1) die nicht-bijektive Transformation
®:[a,b] = R mit ®(z)=3z* - 162° + 1822 sowie a= —0.7,b = 4.
Was sagt die Substitutionsregel? Was sagt der Transformationssatz?

__________ y 1] m=0m=0
d n=1 m=1
i e
\ """"" \\//Z“ m=0
\ / n=2 m=0
----------------------------- ‘\‘XZ'""""_ n=0 m=0

Losung: Die Funktion @ verlduft von ¢ = ®(a) ~ 15 nach d = ®(b) = 32,
allerdings nicht monoton. Die Substitutionsregel B1K lasst sich dennoch
anwenden. Fur jede stetige Funktion f:R D ®([a,b]) — R gilt demnach:

b d
| re@e@a = [ jwa
r=a y=c

Der Transformationssatz verlangt zudem Bijektivitat; sie gilt hier nicht!

F(@ () ()] dr 4 /[ 0L

[a,b]

Eine Kurvendiskussion liefert fir & den oben skizzierten Verlauf mit
lok. Minimum in z = 0, ®(0) = 0, lok. Maximum in z = 1, ®(1) = 5,

lok. Minimum in x = 3, ®(0) = —27. Somit durchlduft ® auch Punkte in
[—27, ¢] zwei- bzw. viermal! Anders als die Substitutionsregel integriert
die Transformationsformel (mit Betrag) sie falschlicherweise mit auf.

In der orientierten Zahlweise (ohne Betrag) bleibt in der Gesamtbilanz
nur das Integral Uber [c, d]: Genau das besagt die Substitutionsregel!
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Obiger Satz C2B verlangt bijektive Parametrisierungen ®: X — Y,
das heif3t, zu jedem y € Y existiert genau ein z € X mit &(z) = y.

© Geeignet umformuliert gilt der Satz auch ohne Bijektivitat — und hat
dieselben schénen Eigenschaften wie die Substitutionsregel fir n = 1!

Zu jedem Punkt y € Y z&hlen wir die Urbilder bezuglich f: X — Y

n:Y - NU{oc}, n(y):=#{zeX|f(z)=y, det®'(z) #0}
Genauer zé&hlen wir zum Punkt y € Y positive und negative Urbilder:
ny:Y - NU{oo}, ni(y) :#{xeX‘f( =y, det®'(z) 20}

Wir erhalten so die geometrische Vielfachheit n = n; + n_ und die
algebraische Vielfachheit m := n, — n_ aufgrund der Orientierung.

Beispiel: Die Werte sind in der vorigen Kurvendiskussion angegeben.
Dies entspricht anschaulich der Durchlaufungsrichtung (hoch/runter).

Satz C2c: Transformationsatz mit Orientierung
Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y stetig diff’bar. Dann sind

ni(y) = #{zeX| () ) >0},
n_(y) = #{ze X | f(z) ) <0},
messbare Funktionen, ebenson :=ny +n_undm:=n, —n_.

(1) Ist f:Y — R messbar, so auch (f o ®) - det ®': X — R, und es gilt

[

(2) Ist dieser Wert endlich, so gilt absolute Integrierbarkeit und
| 1@

/ F(®())
X

TL+:Y—>NU{OO},
n_:Y — NU{oo},

=y, det ®'(x
=y, det ®'(x

|- |det &'(z)] dw = /yf i)

) - |det @' (z)| dz = /f y)dy,
-det ®'(z)dx = /Yf(y) m

V.
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Aufgabe: Uberpriifen Sie diesen Satz im obigen Beispiel:

®:la,b] - R, &(x)=3z—162°4182% a=-07, b=4
Stimmen Substitutionsregel und Transformationsformel nun Uberein?

Losung: ® verlauft von ¢ = ®(a) ~ 15 nach d = ®(b) = 32.
Die vertraute Substitutionsregel B1k besagt demnach:

/ f(@ )dx—/:b dy—/ e

Die algebraische Vielfachheit m ist m = 1 auf |¢, d] und m = 0 sonst.
Die orientierte Transformationsformel C2cC besagt demnach:

f(®(x) y)dy = f(y)dy

P d:z:—/f
[a,b] [e,d]

© Dank der algebraischen Vielfachheit m stimmen beide nun iberein!

Die orientierten Formeln klaren zwei Aspekte der Transformation:

(1) Der Transformationssatz verlangt ¢ : X — Y bijektiv. Die orientierte
Formulierung erlaubt beliebige ®, da nun die Vielfachheiten zahlen.

(2) Der Transformationssatz nutzt zunachst nur |det ®’|. Die orientierte
Fassung unterscheidet positive Orientierung det ® > 0 und negative
Orientierung det " < 0 und z&hlt die Urbilder entsprechend.

Die beiden wichtigsten Spezialfélle kennen wir bereits:
Ist ®: X — Y bijektiv und det ®' > 0, so gilt n™ = 1 und n™
Ist ®: X — Y bijektivund det &’ < 0,sogiltn™ =0undn™ =1

Die Formulierung mit Orientierung und Vielfachheiten ist dann genau
der obige Transformationssatz mit Absolutbetrag ohne Vielfachheiten.

Umgekehrt folgt aus der absoluten die orientierte Formel durch Zerlegen
und Aufsummieren. Beide Satze C2B und C2cC sind demnach &quivalent.
Wir nutzen im Folgenden meist bijektive, positive Parametrisierungen.
Diese Einschréankung vereinfacht die Formulierung wie oben diskutiert.
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In Dimension n = 1 ist uns der Transformationssatz C2B bereits vertraut.
In Dimension n > 2 rechnen wir ihn fir einfache Transformationen nach:
© Hierzu genligen uns bereits Fubini (C1E) und Substitution (B1K).

Sei X = [a1,b1] x -+ X [an, b,] €in Quader und ¢ :R" O X — R" stetig
differenzierbar mit 9;®; > 0 sowie 0;®; = 0 fur j > 7. FOr n = 2 kurz:

®:R?>D X — R%: (xl) — <y1> = (q)l("”l’“))
- T2 Y2 Py (1, 22)
>0 =0
o = ( . >0) - det(I)/:(?l(I)l-aQ(I)z >0
Das heif3t, die Jacobi—Matrix @’ soll eine untere Dreiecksmatrix sein.

Lemma C2D: einfache Transformationen
Far solch einfache Transformationen gilt die Formel C2B. (

Aufgabe: (1) Beschreiben Sie das Bild Y = ®(X) als Normalbereich.
(2) Ist ®: X — Y bijektiv? Auch wenn statt 9;®; > 0 nur 9;®; > 0 gilt?
(3) Folgern Sie die Transformationsformel aus Fubini und Substitution.

Lésung: Wir fihren hier n = 2 aus; der Fall n > 3 verlauft genauso.

(1) Wegen 9,®; = 0 héngt ®,(z1, z2) nicht von x5 ab, wir schreiben kurz
O (x1,22) = P1(2z1). Wegen 01®P; > 0ist z; — @y (x;) streng wachsend,
somit bljekth von [al, bl] auf [Cl, dl] mit ¢ = <I>1(a1) und d; = (I)l(bl).

Zu jedem z1 € [a1, b1] ist die Funktion 25 — ®9(x1,22) streng wachsend,
somit bljekth von [a2, bg] auf [02(1'1), dz(SEl)] mit CQ(Z‘l) = (132(501, CLQ) und
da(z1) = Pa(x1,b2). Das Bild Y = ®(X) ist daher ein Normalbereich:

Y =0X)={(y1,2) ER* |1 <1 <, g(y1) <y2 < h(y1) }

mit den Randfunktionen g(y1) = c2(®7*(y1)) und h(y1) = da(®7 (11))-

(2) Ja, @: X — Y ist bijektiv: Surjektiv auf Y nach Konstruktion.

Zudem ist @ injektiv, denn es erhalt die lexikographische Ordnung:

FUr (z1,z2) # (2}, 2,) unterscheiden wir zwei mégliche Falle:

Fir z; < 2 gilt y1 < y). Fur z; = 2 gilt z2 < 24, und somit y2 < vs.
Fordern wir nur 9;®; > 0 und 0>®, > 0, so gilt statt ,,streng wachsend*
nur noch ,schwach wachsend®, und ®: X — Y isti.A. nicht mehr bijektiv.
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(3) Die Transformationsformel folgt nun dank Fubini und Substitution:

h
/f / /@ﬂ
(]1
y1=c1 Jy2=g(y1)

Subs (D2($1 7b2
=/ / f(@1(21),y2) dyz - 1Py (1) day
z1=a1 J y2=P2(z1,a2)

f(y1,y2) dy2 dy1

B1k

mm/ / f(®1(x1), Po(w1,22)) - OoPo (21, 2) dag - 01 Py (21) day
r1=a1 J r2=a2

/ / F(@1(21), Bo(wr, 22)) - [det B (21, 22)| dws dan
Xr1=ai ro2=a9

Iuh
(I] / f

In dieser Rechnung nehmen wir f als stetig an: Die Integrationsbereiche Y und X sind kompakt,
hierauf sind f bzw. (f o @) - |det ®'| stetig und somit absolut integrierbar, daher kénnen wir
Fubini C1E anwenden. Ebenso kénnen wir die Substitution B1K anwenden. Per Grenziibergang
gilt die Transformationsformel dann fiir jede absolut integrierbare Funktion f wie in Satz C2B.
Die Rechnung (3) gilt wortlich genauso, wenn wir allgemeiner nur 9; ®; > 0 und 92P2 > 0
fordern. Wenn wir auch dies noch fallen lassen, so erhalten wir die Formel aus Satz C2cC.

) - |det @' (x)| dx

Lemma C2E: Komposition von Transformationen

Gilt die Formel C2B fiir die Transformationen ®: X - Y und ¥:Y — Z,
dann gilt sie auch fur ihre Komposition H =V o ®: X — Z.

Aufgabe: Rechnen Sie diese Aussage nach! Die Formel gilt also fir alle
Transformationen wie in der vorigen Aufgabe und ihre Kompositionen.

Lésung: Wir nehmen an, die Transformationsformel gilt fir & und :

[ s = [ ) ldecw )l ay

Z
/f ) et W(@(2))] - |det ()| da
oy / F(H(2)) - |det H' ()] da

Fir H(z) = ¥(®(z)) gilt die Kettenregel H'(z) = ¥/(®(x)) - '(x) der

Jacobi—Matrizen (Nachrechnen!), und die Determinante ist multiplikativ.
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Sei X C R” ein Quader und ® : R"* — R": x — Az + v affin-linear.
Far n = 2 betrachten wir folgende elementaren Transformationen:

Verschiebung @ : (ml) — <y1> = (xl +U1) ., velR?
T Y2 T2 + V2

(1 yr\ _ (ax:
Streckung Dy <x2> > <y2> = <b:c2) , a,b € Ry
Scherung By : <x1> — <y1> = < 1 ) , a€R
o Y2 ax1 + T2
Spiegelun Dy : wl) — (y1> = <$2>
pieg g 3 <x2 " .

Lemma C2F: affin-lineare Transformationen
Fir jede affin-lineare Transformation ¢ : R™ — R™ gilt die Formel C2B.

Aufgabe: (1) Zeigen Sie dies fiir die elementaren Transformationen!

(2) Dank GauB—Algorithmus ist jede affin—lineare Transformation eine
Komposition von elementaren. Folgern Sie hieraus das Lemmal!

Losung: (1) Die ersten drei Transformationen &y, &, &, erfiillen
unmittelbar die Bedingung ¢’ = (%° ZJ) des obigen Lemmas C2p.
Demnach gilt hier die Transformationsformel C2B. (Wenn Sie méchten,

kdnnen Sie diese Spezialflle als Ubung nochmal direkt nachrechnen.)

Wie untersuchen daher nur noch den verbleibenden letzten Fall ®5.
Es g”'[ P3: X Y mit X = [al,bl] X [CLQ, bg] undY = [ag, bg] X [a1, b1].
Die Jacobi-Matrix ®4(z) = () hat Determinante det ®4(z) = —1.
Dank Fubini und den Substitutionen y; = 22 und y, = 2 finden wir:

Fut b by
[t =[]
Y y1=az Jy2=a

b2 b1
Subs
[ﬁ / / f(x2, 1) doy das
Y Jaxa=ag Jx1=a1

— / F(wa,21) (e, 22)
X

J(y1,y2) dya dyy

Clr

= [ s et #'(@)]da
X

CIE
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(2) Sei ¢:R" —» R™: x — Ax + v eine affin-lineare Transformation.
Das Integral ist invariant unter Verschiebung ¥ : z — x + v, mit v € R™.
Wir untersuchen lineare Transformationen ®:x — Az, mit A € R™"*":

Die vorigen Rechnungen zeigen die Transformationsformel C2B fir
1 jede Diagonalmatrix A = diag(ay,...,a,),
2 Scherung / die Addition einer Zeile zu einer anderen,
3 Spiegelung / die Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten.

Mit dem GauB—Algorithmus I&sst sich jede Matrix A € R™*™ allein durch
die beiden Operationen (2) und (3) auf Diagonalgestalt (1) bringen.
Siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, §4.7-4.12.

Flr jede dieser elementaren Transformationen gilt die Formel C2B,
dank Lemma C2E gilt sie dann auch fur ihre Komposition A.

Somit gilt die ersehnte Formel C2B flr jede affin-lineare Transformation
d:x— Az +omit Ac R undv € R*. (© Das wollten wir zeigen.

© Die Rechnung ist zwar langlich, aber elementar. Sie rechtfertigt die
eingangs motivierte Volumenverzerrung affiner Transformationen.

Die vorigen Ubungen und Lemmata zeigen wichtige Spezialfalle des
Transformationssatzes C2B: Wir kénnen sie explizit nachrechnen und
erfahren dabei, wie und warum die angegebene Formel funktioniert.

Der Transformationssatz gilt fur alle einfachen Transformationen (C2D)
und far ihre Kompositionen (C2E). Es genlgt demnach nachzuweisen,
dass jede Transformation eine Komposition von einfachen ist.

Far affin-lineare Transformationen (C2F) haben wir dies mit Hilfe des
GauB-Algorithmus erledigt. Im allgemeinen Falle gelingt dies genauso,
zumindest nach geeigneter Zerlegung. Die technischen Details sind
etwas aufwandiger, ich begntige mich hier daher mit dieser Skizze.

Anstelle eines Beweises méchte ich als verséhnliches Fazit festhalten:
© Der Transformationssatz ist geometrisch anschaulich und intuitiv.
© Seine Voraussetzungen sind wichtig, aber sehr milde und oft erfillt.
© Er folgt aus Fubini und HDI, hier eindimensionale Substitution:
Diese Kernidee kdnnen wir wie gezeigt direkt explizit nachrechnen!
Nach diesen Grundlagen widmen wir uns nun den Anwendungen. ..
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© Eine beriihmte Anwendung der zweidimensionalen Integration:
Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die GauBsche Glockenkurve

fla) =72,
g9(@,y) = f(z)f(y)

(2) Kénnen Sie ff e /2 4z in geschlossener Form angeben?
(3) Berechnen Sie zur Funktion g das Flachenintegral

[ ey
K

tber dem Kreisring K = { (z,y) € R? | a® < a? + 3> < b* }.
(4) Welches Integral erhalten Sie flir a — 0 und b — c0?
(5) Bestimmen Sie hiermit das Integral I = [, e=*"/2 da.

f:R—TR, sowie die Glockenflache

g:R? 5 R, fur z,y € [-3, 3].

& Dieses Integral konnten wir mit eindim. Integration nicht berechnen.
© Mit zweidimensionaler Integration hingegen gelingt es nun leicht!

Losung: (1) Skizze der GaufBschen Glockenkurve:

| | | |
(@) =2

Ihre Streckungen und Verschiebungen hei3en ebenfalls Glockenkurven.
Sie spielen eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beim
zentralen Grenzwertsatz W1D; er wird uns in Kapitel W beschaftigen.

(2) Die Integralfunktion F(z) = [ f(¢) dt erlaubt keine geschlossene
Formel, ebensowenig die bestimmten Integrale fab f(t)dt = F(b) — F(a).

Ich warne vorsorglich vor einem verbreiteten Missverstindnis: Die Funktion f ist stetig und
somit integrierbar (Satz B1C), daher existieren die bestimmen Integrale f;’ f(t) dt und somit
auch die Integralfunktion F': R — R:z fow f(t) dt. Allerdings kann diese nicht durch
elementare Funktionen (also durch exp, log, sin, cos, ...) in geschlossener Form dargestellt
werden. Das ist nachweislich unmoglich. Es ist aussichtslos danach zu suchen!
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Skizze der GauBschen Glockenflache g(z,y) = e~ (**+v)/2;

Diese Funktion g wollen wir Gber den Kreisring K integrieren:
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(8) In Polarkoordinaten (z,y) = (pcos ¢, psing) gilt d(x,y) = pd(p, ).
Die Integration gelingt dank Transformationssatz, Fubini und HDI:

/e_(x2+y2)/2d(x,y) I':: / e 2. p d(p, )
K - [a,b] X [0,27] —

Fub b m 2/9 HDI b
= / / pe ? / dpdp = /
p=a =0 p=a

= [—27re_p2/2]b = 27T(e_a2/2—e_b2/2)

Bl p=a

2mp e P/2 dp

(4) FOr a — 0 und b — oo finden wir:

/ e*(ﬂ+y2)/2 d(l’, y) — 97
R2

& Das eindim. Integral ff e~*/2 dz kénnen wir nicht direkt angreifen.

© Das zweidim. Integral [, e~(*+¥*)/2d(z,y) ist hingegen leicht dank
des Faktors p. Vergessen Sie nie nie nie die Funktionaldeterminante!

(5) SchlieBlich gelingt uns so auch das eindimensionale Integral:

2
(/ o /2 dac) Kunstgriff: Statt I berechnen wir 1!
R

:/ —x2/2dx /e_y2/2dy £ / —x2/2 (/ -y /2dy> dx
// ey/Zdydx = // —(@+y?) /Qdydx

i / o—(@? +y2)/2d($7y)
ClE RxR

ElE

Satz C2G: GaufBsches Integral

Es gilt / e /2 4y = V/2r.
R

© Dies ist ein eindimensionales Integral, aber allein mit eindim.
Methoden schafft man es nicht. Erst durch die Berechnung als
zweidimensionales Integral 16st sich alles in Wohlgefallen auf!
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Die Gamma—Funktion an halbzahligen Stellen Ubung

u~)2a ,u+0

Sei p, 0 € R mit o > 0. Die Funktion ¢ : R — R mit

1 l(r u)z
e 2 o
oV 2T

,u+0 K /J,H2U X

p(z) =

heiBt (Dichte der) Normalverteilung mit Mittelwert ;. und Streuung o.
Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.

© Wahrscheinlichkeitsdichte: ¢ > 0 und [, p(z)dz =1

© Hier gilt Schwerpunkt = Mittelwert = [, z ¢(z) dz = p

© Tragheitsmoment = Varianz = [, (z — p)%¢(z) dz = o2

Wir kennen die Gamma—Funktion

F:R>O—>R>O . ZHF(Z):/
x

o0
" e dx.
=0

Aufgabe: Berechnen Sie den Wert F(%) = / e V2 e da.
=0

Lésung: Die Substitution = = u? und dz = 2u du ergibt:

1 o o0
F<7) = / wle ™ . oudy = 2/ e
2 u=0 u=0

= /u:oo e du = \}5 /’U:oo e V2 qy = LS
© Dank der Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2T'(z) aus Satz B3E folgt:

2
“du

Satz C2H: Gamma-—Funktion an halbzahligen Stellen

Es gilt F(%):\/E und F(1+n>:1'3'5”2'n(2"_1)

2 V.
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LYY MJ

i T ST
A1)

Griechische Amphore aus dem Louvre, Bildquelle: wikimedia.org

Stlittgarter Fernséhturm, Biidquelle: wikimedia.org

Zylinderkoordinaten eignen sich bei Rotationssymmetrie bezlglich
einer Achse, zum Beispiel zur Parametrisierung von Rotationskérpern.

T

Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskorpers

R={(z,y,

(1) in Zylinderkoordinaten und (2) mit Fubini (zum Vergleich).
(3) Was erhalten Sie fur —1 < z < 1 mit ro = 0 und r1(2) = cosh(z)?

z)GR?"aSng, ro(z)? <a*+y® <ri(z)? }

C235
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Volumen eines Rotationskérpers Ubung

Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten um die z—Achse:

x p Cos P
y]l =1 psinp | =0 |
z z z

®:D—R mit D={(p,¢2)ecR’
a<z<b ro(z) <p<ri(z), 0<p<2m}

Die Funktionaldeterminante ist wie zuvor bei Polarkoordinaten:

p 9 cosp —psing 0 p
| 28(1;,y,z): sinp pcose O = det®| o | =p
(p7 2 Z) 0 0 1 >

Wir erhalten folgende Parametrisierung unseres Rotationskérpers:
R={(zy,2) € R3 ‘ a<z<b ro(z)? <2*+y*<ri(z)?}
={(pcosep, psing,2) |a < z<b, ro(z) < p<ri(2), 0<p <21}

Anschauung: Die drei Spalten von &’ sind die Tangentialvektoren in Richtung p, , z. Diese drei
stehen hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Langen 1, p, 1.

(1) Volumenberechnung in Zylinderkoordinaten, d(z,y, z) = pd(z, p, ¢):

r1(2)
volz(R) = /1d(x Y, 2) %’ /pd 2, P, il]'l: / / ()/ pdpdpdz
z=a J p=ro(2) J p=
HDI HDI b r1(2)
= / / 2rpdpdz = / [Wp2] ' dz:/
z=a ro(z) z=a ro(2) z=a

mr1(2)% — mro(2)3dz

(2) Mit Fubini und Kreisringen erhalten wir dasselbe Ergebnis:

H'h/ / Ir(x,y,2)d(z,y)dz K“'\/ mr(2)? — 7ro(2)* dz
CIE 2—a R2

(8) Fir rg, 71 : [-1,1] = R mit ro = 0 und r1(2) = cosh(z) erhalten wir:

V013

e o (P01 1
volz(R) =2 / 7 cosh(z)? dz L 7r/ 3 cosh(2z) + 5 dz
~1 _

1 . z71 1.
= 7T|:Z s1nh(2z)+f] = 7'('(5 smh(2)+1> ~ 8.84

212=—1

(Additionstheoreme fur cosh und sinh oder einfach ausmultiplizieren.)
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Kugelkoordinaten oung| | Kugelkoordinaten g
z Wir parametrisieren durch Kugelkoordinaten:
x psin 6 cos p
y| = | psinfsing | =@ | 6
(\ ? z pcosf ©
T~ m Y ®:D— K mit D={(p0,¢) cR?
G 0<p<r, 0<6<m O0<p<2r}
‘\\ Wir berechnen die Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante:
== (., 2) sinfcosp  pcosfcosy —psinfsinp
/ _ Y\Ma<) . . . .
Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen der Kugel vom Radius 7 ® =90, | Snlsine  peoshsing - psinfcosy
Y cos 6 —psinf 0
= 3 2 2 2 2 -
KE={(z,y,2) €R’[2® +y° +2° <1} —  det® = p?sind  (Ubung!)

(1) in Kugelkoordinaten und (2) als Rotationskérper (zum Vergleich).

Der Poldistanzwinkel € lduft vom Nordpol § = 0 zum Siidpol € = , die geographische Breite
9 = 7/2 — 0 hingegen vom Aquator ¥ = 0 zu den Polen ¥ = 4-7/2. Der Azimutwinkel ¢ ist nur
bis auf Vielfache von 27 bestimmt; als Standardbereich wihlen wir [0, 27[, alternativ | —, 7).

© Hier ist (p, 0, ) ein rechtshéindiges Koordinatensystem, det ®' > 0. Hingegen wire (p, ¢, 0)
linkshéndig. Unser Integral ist nicht orientiert, also rechnen wir mit dem Absolutbetrag |det ®'|.
Anschauung: Die drei Spalten sind die Tangentialvektoren in Richtung p, 6, ¢. Diese drei stehen
hier orthogonal zueinander. Die Determinante ist daher das Produkt ihrer Lidngen 1, p, psin 6.

€ €
Kugelvolumen Obang Kugelsegment GObung
Loésung: (1) Das Volumen berechnen wir in Kugelkoordinaten: )
voly (K) = / Ld(x,y,2) = / p*siné d(p,0, ) : B
. Fudet ’/ z : \\
(Hzlﬂ / / / p?sinfdpdé dp T/ / 2mp? sin @ d6 dp S ‘ =
- Jp=076=0 . =0 A 4 Aufgabe: Bestimmen Sie das Volumen des Kugelsegments
T 3" ™
%)1/ 277{ pCOSQ:| dp—/ 47Tp2dp]%|” [?pg] =3 -3 K:{a:y,z eRS}x2+y2+22§r2 r—hgzgr}.
I p:O p:O 311 p
Lésung: Wir nutzen Zylinderkoordinaten und d(z, vy, z) = pd(z, p, ¢):
© Der Term r ist plausibel, denn die Kugel wichst in jede Richtung proportional zu 7. VT om
. é . . . —
Die Konstante 37 hingegen kann man nicht raten, sondern nur durch Integration berechnen. vols ( K) / 1 d :E Y, 2 ], 1:“ / / / o dpdpdz
ub — |_
(2) Zum Vergleich die Rechnung als Rotationskorper: . K r=h ” - )
ub " 3 T 4 < \:U/\ 7TT2_z2 dZ IEI |: 22«'_7] == ... = 7Th2(7'—*>
vols(K) = / 77(1“2 — z2) dz = 7'('[7“22 - Z—} = 7,3 s—r—h ( ) Bl 3 lz=r—h 3
Clr ——p Bl1 3 lz=—p 3

© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg éndert sich. Sie haben hier freie Wahl!
Die Kugel ist ein Rotationskorper, also bieten sich neben Kugel- auch Zylinderkoordinaten an.
Je nach Problemstellung ist es eine Kunst, besonders gut angepasste Koordinaten zu wihlen.

Hier hilft nur Erfahrung; die erwerben Sie, wie immer im Leben, nur durch eigene Ubung.

Ist das plausibel? Wir machen die Probe fur Halb- bzw. Vollkugel:
h=r = vol3(K) = 2;%3

© Vergessen Sie nie. .. nie... nie

4
h=2r = vol3(K) = %7“3

. die Funktionaldeterminante!




Komplexe Funktionen und ihr Integral ot

Der Hauptsatz (HDI) fr komplexe Integrale Feot

Auf 2 C R™ betrachten wir neben reellen auch komplexe Funktionen.
Jede komplexe Funktion f:Q — C kdnnen wir zerlegen in ihren

Re f:Q — R:z — Re f(z),
Imf:Q— R:z— Im f(z).

Realteil und

Imaginarteil
Hieraus lasst sich f zusammensetzen gemal3 f = Re f + ilm f.
Es gilt |f|* = [Re f|* + [Im f[* und [Re f|, |Im f| < [f| < [Re f| + [Im f].

Wir nennen f: Q) — C messbar, wenn Re f und Im f messbar sind.
Wir nennen f integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind.
Aquivalent hierzu: die Funktion £ ist messbar und [,|f| < cc.

In diesem Fall kbnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf::/QReeri/QImf.

© Wegen R C C ist das reelle Integral ein Spezialfall des komplexen.
© Linearitat Gbertragt unsere Rechenregeln aufs komplexe Integral.

© Wir formulieren allgemeine Rechenregeln gleich reell und komplex.
Der HDI gilt wortlich fur komplexe genauso wie fir reelle Funktionen:

Jede stetige Funktion f: [a, b] — C ist integrierbar. lhre Integralfunktion
F:la,b] = C mit F(x):= / f(t)dt

ist differenzierbar, und fur die Ableitung gilt F/ = f. Ist umgekehrt
F:[a,b] — C differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/abf(w)dx: [FK

Beispiel: Fir alle a,b € Rund w € R ~ {0} gilt:

b
/ eiwt dt = |:i eiwt:| b
‘ iw t=a

=a

mit [F} "~ F(b) - Fla).

a

© Alles gilt ebenso fir f:[a,b] — C"* und f:[a, b] — C™*™,
wobei komponentenweise integriert und differenziert wird.

C303

Der Satz von Fubini Fazit
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Integration Uber Normalbereiche Fazit

Seien X C R? und Y C R? messbare Teilmengen, zum Beispiel Quader.
Der Satz von Fubini C1E fihrt die Integration Gber X x Y zuriick auf die
(iterierte aber jeweils einfache) Integration Uber X und Uber Y. Das hilft.

(1) Absolute Integration: Fir jede messbare Funktion f: X x Y — C gilt

/XXy’f(w,y)’d(x,y):/X/Ylf(x,y)ldydx:/Y/X]f(m,y)|dxdy,

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/Xxyf(x,y)d(:c,y):/X/Yf(as,y)dyda::/Y/Xf(a:,y)da:dy.

/\ Hierzu ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich! Andernfalls ist
das linke Integral nicht definiert und die rechten beiden evtl. verschieden.

Far einfache, aber drastische Gegenbeispiele siehe [C117], [C409], [C413].
Diese VorsichtsmaBnahme ist also nétig, die miissen Sie beherrschen.

© Absolute Integrierbarkeit und somit Vertauschbarkeit gilt, wenn X, Y
und f beschrankt sind, also insbesondere fir X, Y kompakt und f stetig.

Integration Uber Normalbereiche ist ein wichtiger Spezialfall
und die wohl hdufigste Anwendung des Satzes von Fubini:

Das Integral einer absolut integrierbaren Funktion f: B — C Uber
B = { reR" ’ ag(x1, .. xp—1) <z < bg(zy,...,z—1) fOralle k }

l&sst sich durch iterierte eindimensionale Integrale berechnen:

/f(x) de =
B

© Dies gilt ebenso bei jeder anderen Reihenfolge der Variablen.
Sie haben hier also die Wahl der Integrationsreihenfolge.

/\ Man muss hierzu allerdings die Integrationsgrenzen umschreiben!
Geometrische Hilfe: Das gelingt einfach und sicher anhand einer Skizze.

/\ Das Ergebnis ist dasselbe, aber der Rechenweg kann verschieden
schwierig sein. Fur ein bemerkenswertes Beispiel siehe [C133].

b1 ba(z1)

[ AT

r1=a1 :cgzaz(a?1)$n:an($1 77777 an—l)

y ) Ay, -+ - dag day
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Fazit

Der Transformationssatz C2B verallgemeinert die eindimensionale
Substitution: Wir wahlen neue Variablen als geschickte Koordinaten.

Seien X, Y C R™ messbar und ®: X — Y bijektiv und stetig diff’bar.
(1) Ist f: Y — C messbar, so auch (f o ®) - det ' : X — C, und es gilt

[liwla = [ 11

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und dann gilt

/Y fly)dy = /X f(@(x))

/\ Auch hier ist die absolute Integrierbarkeit (1) wesentlich!
Die Ableitung ®": X — R™*" ist die Jacobi-Matrix, ®' = (9;®;);;.
Die Funktion det @' : X — R ist hierzu die Funktionaldeterminante.
Ihr Betrag |det ®'| misst die durch ® bewirkte Volumenverzerrung.

7))| - |det ®'(z)| dz.

- |det @' (x)| dx.

© Fur eindimensionale Integrale entspricht dies der Substitutionsregel.
Allerdings nehmen wir hier den Betrag und vergessen die Orientierung.
Allgemeiner formuliert Satz C2c¢ die orientierte Version mit Vorzeichen.

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Polarkoordinaten sind eine einfache und hdufige Anwendung.

Zu Radien 0 < ¢y < 1 < oo betrachten wir den Kreisring
K={(z,y) eR?*|r§ <a®+y*> <1} }.

Diesen kénnen wir durch Polarkoordinaten parametrisieren:

®:fro,m] x [0,27] K mit (x> _ (f’cf’w> _a <f’>
y psin g o

Jacobi—Matrix und Funktionaldeterminante sind hier:

o — 0@:y) _ (eosp —psing) det @ — p
A(p,p) sing pcos

Flr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

/ f( ) ]YH( / /271- </)COS 90)
K B ut o - p Sin (p m

Zylinderkoordinaten
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Fazit

Fubini und Transformation sind zwei haufig genutzte Techniken.
Zylinderkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zu Radien rg,r; : [a, b] — R~ betrachten wir den Rotationskdrper
K={(z,y,2) eR? la<z<b, ro(2)? < 2% 492 < ri(2)? }.

Diesen kdnnen wir durch Zylinderkoordinaten parametrisieren:

P COS

psinp

p
=& |y
z z

T
y _=
z

mit den Grenzen a < z < bund 0 < ¢ < 27 sowie r(z) < p < ri(2).
Die Funktionaldeterminante ist hier wie zuvor det ® = p. (Ubung!)
Flr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

z o [pcose
/f y | d(z,y,2) 1/ / / psmso
K Py " Je=a ro(2)

p depdpdz
—

Fu'det

Fubini und Transformation sind zwei hdufig genutzte Techniken.
Kugelkoordinaten sind eine einfache und haufige Anwendung.

Zum Radius r > 0 betrachten wir die Kugelschale
K ={(zy,2) ERS}r0<x + 9%+ 22 <7“1}

Diese kdnnen wir durch Kugelkoordinaten parametrisieren:

x p cos psin 6 p
y| =1 psingsing | = o | 6
z pcosf %

mit den Grenzen ry < p <7y und 0 < 0 < 7 sowie 0 < ¢ < 2.
Die Funktionaldeterminante ist hier det ® = p?sin 6. (Ubung!)
Flr jede absolut integrierbare Funktion f: K — C gilt somit:

pcost

Fu'det

9% or [ pcospsinf
/f y | d(z,y, 2 I”"/ / / psinpsin@ | p?sin® dpdddp
K\, S p=ro Jo=0 e
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Verstandnisfragen

Was besagt der Hauptsatz (HDI)? Unter welchen Voraussetzungen?

Was besagt der Satz von Fubini? Unter welchen Voraussetzungen?
Nennen Sie (mindestens) ein Beispiel, wo Vertauschung nicht gilt.

Was besagt der Transformationssatz? Welche Voraussetzungen?
Was ist und wozu dient hier die Funktionaldeterminante?

Formulieren Sie Polarkoordinaten, Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Berechnen Sie ausflhrlich jeweils die Funktionaldeterminante.

Ist die Orientierung positiv? Welche Varianten sind nitzlich:
verschiedene Achsen? verschiedene Winkelkonventionen?

Wir nutzen (z,y, z) = (psinf cos p, psin O sin g, pcosf) =: ®(p, 0, ).
Welche Parameterbereiche D; passen zur Kugel K vom Radius r?

Dy = [0,7] x [0, 7] x [0, 27], Dy =
D3 = [O7T] X [0727(-] X [0777]’

[0, 7] x
D4 = [O,T’] X

[0, 7] x [0, 7],
[0, 27] x [0, 27].

Ist damit @, : D; — K surjektiv? injektiv? bis auf eine Nullmenge?

Was sind Normalbereiche? Wie kénnen Sie hierliber integrieren?
Kann eine Menge B C R? auch zweifach ein Normalbereich sein,
also zugleich in z— und in y—Richtung? Kennen Sie Beispiele?

Warum ist folgende beliebte Vertauschung vollkommen unsinnig?

h(zx) b
/ / / / f(z,y)dzdy
r=a y=g(x) Jx=a

Liefern die folgenden Integrale fur f:R? — R, dasselbe Ergebnis?

: 1
/O%yglf(a:,y)d(x,y) = /Izo/ysz(ac,y)dydgg

, Loy
/ fo,y)dy) = / f(x,y) d dy
0<z<y<1 y=0J =0

Wenn alle drei Integrale dasselbe ergeben, warum missen Sie dennoch
manchmal verschiedene Integrationsreihenfolgen ausprobieren?

(z,y)dydx

C311
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Normalbereiche Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das (ausgefiillte) Dreieck A C R?
mit den Eckpunkten (a,0), (b,0), (0,c), wobei 0 < a < bund 0 < c.

(2) Ist A ein Normalbereich in z—Richtung? in y—Richtung? Wie?

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks als Doppelintegral.
Uberprifen Sie das Ergebnis mit Hilfe Ihrer Geometriekenntnisse.

(4) Die Massendichte o: A — R sei gegeben durch o(z,y) = xy.
Berechnen Sie die Gesamtmasse M = [, o(x,y) d(z,y) des Dreiecks.

Lésung: (1) Ein solches Dreieck A sieht etwa so aus:

A

(2) Dies ist ein Normalbereich in z—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,c] — R gegeben durch g(y) = a —ya/cund h(y) = b — yb/c,
und ebenso ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,b] = R mit g(z) = max(0,c — zc/a) und h(z) = ¢ — xzc/b.

(8) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini fir Normalbereiche:

b—yb/c c b—a
/ / 1dzdy :/ (b—a)— ——ydy
r=a—ya/c y=0 c

_ [(b—a)y (b—a)c

a 2}0 _
2c y=0 2
© Das ist die bekannte Formel ,Grundseite mal Héhe durch zwei*.
(4) Die Gesamtmasse berechnen wir durch Integration der Dichte p:

b—yb/c c 247b—yb/c
M = / / xydxdy :/ [ﬁ] ! dy
z=a—ya/c y=0 2 Ja=a—ya/c

¢ b —a? a’® — b? b2 — a?
:/ 5o y + y: + ydy
y=0 2C c 2

V012

_{bQ +a2—b2 3+b2—a2 ]C (B2 —a?)c?
T s VT e Y 1 YT 2

© Ein Hoch auf Fubini! AnschlieBend geniigen Geduld und Sorgfalt.
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Normalbereiche

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie das endliche Flachenstiick A C R?,
das von der Geraden y = x und der Parabel y = 22 berandet wird.

(2) Ist A ein Normalbereich in x—Richtung? in y—Richtung? Wie?
(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt vola(A) auf beide Weisen.
(4) Berechnen Sie den Schwerpunkt bei homogener Masseverteilung.

Lésung: (1) Unser Flachenstick A sieht so aus:

Y

X

(2) Dies ist ein Normalbereich in y—Richtung mit den Randfunktionen
g,h:[0,1] — R mit g(x) = 22 und h(x) = z, und ebenso in z—Richtung
mit den Randfunktionen g, n:[0,1] — R mit g(y) = y und h(y) = \/y.

(8) Als Flacheninhalt finden wir dank Fubini flir Normalbereiche:

/ / 1dydx:/ x—x2dx:[£_£} _ =
=0 Jy=x2 =0 2 3 lz=0 6

Anders herum geht es auch, unter Beachtung der neuen Grenzen:

1 VY 1 2y3/2 y211 1

= ldzdy = —ydy = -2 =2
/7;:0/1327; xdy /yzo\/ﬁ ydy [ 3 2]7;:0 G
(4) Die Koordinaten des Schwerpunktes S(A) = (S;,.Sy) von A sind:

V012 (A) =

VOIQ (A)
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C315

Normalbereiche Ubung

C316

Normalbereiche Ubung

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie A = { (z,y) € R? | |z| + |y| < 1} und
B ={(x,y) € R? | |z| < 7/2, |y| < cos(x) } sowie C = B \ A.

(2) Unterteilen Sie C in vier kongruente Binormalbereiche.

(3) Berechnen Sie den Flacheninhalt von C auf beide Weisen.

(4) Gegenprobe: Kénnen Sie den Flacheninhalt auch direkt sehen?

Lésung: (1) Unsere Mengen A, B, C C R? sehen so aus:
| |

<
)2
N
7
N
y
A B
P
N
P
2 A A
S

N

\
|
C

(2) In jedem Quadranten erhalten wir einen Binormalbereich, etwa
D = CNR? So=1{(z, y) €R? |0 <z <7/2, max(0,1 —z) <y < cos(x) }
:{(x,y)eRQ\Ogygl, 1 —y <z <arccos(y) }

(3) Aus Symmetriegriinden gilt vola(C') = 4 vola(D).
Den Flacheninhalt von D berechnen wir mit Fubini:

cos(z w/2  pcos(
/ / 1dydx + / / 1dydz
=0 = Y=

/2
:/ cos(z )+:1:—1d:1c+/ cos(z) dx
x=0

z=1

VOIQ

2

= [sin(m) + % - x} l:o + [sin(w)} " 1/2

Alternative: Wir integrieren zuerst tber = und dann Gber y.

arccos(y 1
/ / 1 dedy = /
T= y=0
2

Y 1
\/1—y2+——y} =1/2

(4) Das Quadrat A mit Seitenlange /2 hat Flachenlnhalt vola(A) = 2.
Der Flacheninhalt unter cos(z) Uber [—7/2,7/2] ist 2, also vola(B) = 4.
Wegen C' = B~ Aund A C B gilt voly(B ~\ A) = volg(B) — vola(A) = 2.

voly(D arccos(y) +y — 1dy

= [y arccos(y) —




C401
Ubung

Masse, Schwerpunkt, Tragheitsmoment

C402
Ubung

Tragheitsmoment eines Zylinders

Aufgabe: Gegeben sei ein (kompakter) Kérper K C R? und seine
(stetige) Massendichte ¢: K — R. Wie berechnen Sie daraus die
Gesamtmasse, den Schwerpunkt und die Tragheitsmomente?

Losung: (1) Berechnung der Masse m des Kdrpers K mit Dichte p:

:m(K,g) :/ Q(fL‘l,ZI}Q,LL‘,ﬁ;)d(Zﬂl,,’L‘Q,x‘g)
K

(2) Schwerpunkt s = (s1, s2, s3) des Kérpers K mit Dichte p:

= Si(Kv Q)

1
= / z; 0(x1, T2, 23) d(z1, 22, 23)
mJKk

(3) Tragheitsmoment /3 des Kérpers K bzgl. der xs—Achse:

Is = I3(K,p) = / (z2 4 22) o(z1, 29, x3) d(21, 29, 3)
K

© Ahnliche Rechnungen nutzen wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie
fir Erwartung und Varianz einer stetigen WVerteilung o (s. Kapitel V).

Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I,(K
K:{(91:,,1;,2)6]1%3‘azz—i—yQSTQ7 nggh}
bezlglich der z—Achse. Die Massendichte ¢ auf K sei konstant.

) des Zylinders

Lésung: In Zylinderkoordinaten (x,y, z) = (pcos ¢, psin ¢, z)
gilt d(z,y, 2) = pd(p, p, z). Fir das Tragheitsmoment finden wir:

L(K) X /(x +?) oy, 2) d(z,y, 2)

. 27
:' / / / P depdpdz
fub z=0 J p=0 =

Fu ‘det

III)] HDI
= g-27rh/p_0p dp = - 27h - Z
1 1
= o- 7r’h - =r? = Zmr?
| IS 2
= volz(K)

Das traditionelle Formelzeichen fiir die Dichte ist p. Als Integrationsvariable nutzen wir gerne p.
Ungeschickt? Ich wollte keines von beiden dndern, also unterscheide ich sie in der Schreibweise.

C403

Tragheitsmoment einer Kugel Ubung

C404

Tragheitsmoment einer Kugel Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie das Tragheitsmoment I (
K={(z,y,2) eR? | z? +y? + 22 ST’Q}

(1) in Kugelkoordinaten und zum Vergleich (2) in Zylinderkoordinaten.
Die Massendichte ¢ auf K sei konstant (wie zuvor, zur Vereinfachung).

K) der Kugel

Lésung: (1) Fir (z,y,2) = (pcos psinf, psin psin b, p cos ) gilt
d(z,y,2) = p*sin() d(p, 0, ). Fir das Tragheitsmoment finden wir:

LL(K) = /<x ) ola, g, 2) d(w,y, 2)
21
Illl::)y / / / p Sln
=0 - Fudet

5
= 9-27T/ p dp/ sin(0)do % o-2m-
Lin p=0 =0 B130 5

4 2
= 2mr2
3 5% 5

P 51n(9) dpdfdp

W |~

—_
= vol3(K)

(2) Alternative Berechnung in Zylinderkoordinaten:

I,(K) = /K(ac2 +9%) o(z, y, 2) d(z,y, 2)

:g'/ /<x2+y2>d<x,y>dz
z=—r J D(z)

mit der Kreisscheibe D(z) = { (z,y) € R? | 2? + y> < r? — 22 }; das
innere Integral erkennen wir geometrisch oder aus der vorigen Aufgabe!

T T T '
LK) =0 [ J0P-2Pai=o ] |
z z

=—r =—r

:g-grz 37“2 +5r =0 51—5 --:5mr
© Das Ergebnis ist dasselbe, nur der Rechenweg andert sich.
Jede:r hat die Wahl, sich die bequemste Rechnung auszusuchen.

© Einfache Kérper wie Zylinder, Kugel, etc. kommen haufig vor, ihre
Tragheitsmomente finden Sie daher in jeder guten Formelsammlung.

@ Steve Mould: The Turntable Paradox, youtu.be/30M7hX3UUEU.

rt—2r22% 4+ 24 dz

Zz=—r



http://youtu.be/3oM7hX3UUEU

C405
Ausfiihrung

Tragheitstensor eines starren Korpers

C406
Ausflihrung

Hauptachsentransformation

In kartesischen Koordinaten berechnet sich der Schwerpunkt durch

) _ 7711/[( (z) o(z,y,2)d(z,y, 2).

Wie oben erklart wird hierzu in jeder der drei Komponenten integriert,
gewichtet durch die Massendichte o: K — R, normiert auf Masse 1.
Meist legt man den Schwerpunkt in den Ursprung; dies gelingt durch die
Verschiebung in Schwerpunktkoordinaten (2,9, 2) = (v — Z,y — 4, z — 2).
Der Tragheitstensor © der Kérpers K ist dann gegeben durch:

V2]
I
PR
SIS

y? + 22 —xyY —xz
e = / —yz  2?+2  —yz | oe(z,y,2)d(z,y,2)
- —2zT —zy z2 + y2

Auf der Diagonalen stehen die Tragheitsmomente bezlglich der drei
Achsen (z, y, z). Diese nennt man auch die Haupttragheitsmomente.
AuB3erhalb der Diagonalen stehen die Deviationsmomente.

© Der Tragheitstensor © € R3*3 ist eine reelle symmetrische Matrix.

In der linearen Algebra (§5.4, Satz 5.4.2) haben Sie gelernt, dass und
wie sich jede symmetrische Matrix diagonalisieren lasst: Sie kdnnen ©
in einer geeigneten Basis # = (b1, by, b3) als Diagonalmatrix darstellen.
Die Basiswechselmatrix B € GL3 R hat die Spalten b1, bo, bo.

In physikalischen Anwendungen verlangen wir in der Regel I&ngen- und
winkeltreue Transformationen. Hierzu muss B eine orthogonale Matrix
sein, am besten mit positiver Determinante, also eine Drehung des R3.

In der linearen Algebra haben Sie genau diesen Sachverhalt bewiesen!
Wir kdnnen zu © eine positive Orthonormalbasis & = (b1, ba, b3) aus
Eigenvektoren von © berechnen. Fur die Basiswechselmatrix bedeutet
das B € SO3 R, also BTB =1 und det B = 1. Kurzum:

dBe€SO3R : BT-©:-B= diag([l,lg,fg)

© Diese Vereinfachung nennt man Hauptachsentransformation.
Anschaulich kdnnen wir also jeden (!) Kérper K so geschickt drehen,
dass sein Tragheitstensor besonders einfach wird, namlich diagonal.

C407
Ausfiihrung

Tragheitstensor eines Quaders

C408
Ausfiihrung

Tragheitstensor und Kreiselbewegung

Aufgabe: (1) Was ist der Schwerpunkt des achsenparallelen Quaders
Q =[0,a] x [0,b] x [0,¢]?
Welchen Kérper erhalten Sie nach Zentrierung?
(2) Berechnen Sie den Tragheitstensor des zentrierten Quaders
K =[—-a/2,a/2] x [-b/2,b/2] X [—¢/2,¢/2].
Was sind in diesem Falle die Haupttragheitsachsen?

Losung: (1) Der Schwerpunkt ist S(Q) = (a/2,b/2,¢/2).
Verschiebung in Schwerpunktkoordinaten ergibt K.
(2) Der Tragheitstensor des zentrierten Quaders K ist

m b2 + 2 0 0
GZE 0 a’ + c? 0

0 0 b2 + 2

© In diesem Falle sind die kartesischen Koordinatenachsen bereits

die Haupttragheitsachsen unseres Kérpers K. Nach einer Drehung ist
der Quader im Allgemeinen nicht mehr achsenparallel; die Matrix ware
wesentlich komplizierter: sowohl die Rechnung als auch das Ergebnis!

© Die Haupttragheitsachsen eines Kérpers sind mathematisch hilfreich
und auch physikalisch relevant: Sie sind fix bei freier Kreiselbewegung,
zudem stabil fir das maximale und das minimale Tragheitsmoment, aber
instabil fir das mittlere: Kleine Stérungen fihren zum Torkeln! Probieren
Sie es selbst aus: Das ist der beriihmt-berlichtigte Tennisschlagereffekt,
siehe Satz P2E und en.wikipedia.org/wiki/Tennis_racket_theorem.

© Die Erde vollfiihrt eine komplizierte Kreiselbewegung. lhre Rotation
auBert sich direkt in der Coriolis—Kraft (Foucaultsches Pendel, Zyklone).
Die leichte Abplattung der Erde und die Anziehung der Sonne bewirken
ein Drehmoment und somit eine Prazession der Erdachse (Periode von
26000 Jahren). Der Mond verursacht ebenso eine Nutation (19 Jahre).
Diese Effekte beeinflussen das Klima und somit das Leben auf der Erde.



http://en.wikipedia.org/wiki/Tennis_racket_theorem

C409
Ausfiihrung

Fubini: Lesen Sie die Gebrauchsanweisung!

C410
Ausflihrung

Fubini: Lesen Sie die Gebrauchsanweisung!

Y Sei f:R? — R definiert durch

+y72 firo<z<y<1,
flz,y) =< -2 flro<y<z<]l,
0 sonst.

+y 2

—2 Random fun fact (von Sheldon Cooper): Die rot-gelbe
Flagge steht im internationalen Flaggenalphabet fiir den

X
Buchstaben O wie ,,Oscar* und fiir ,,Person iiber Bord!*.

Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche und bestaune:

/ flz,y)dedy = / / f(z,y)dydx
=0 =0

(2) Widerspricht das Fubini? Ist f absolut integrierbar? Man berechne
| syl
[0,1]2

Wiederholen Sie sorgsam den Satz von Fubini C1B fir nicht-negative
Funktionen und allgemein C1E fUr absolut integrierbare Funktionen!

Lésung: (1a) Zu jedem y € ]0, 1| berechnen wir das innere Integral:

1 f(w,y)de/y

x=0 r=

Flr das erste Doppelintegral erhalten wir also

1 1 1
/ flz,y)dzdy = / (+1)dy = +1.
= x=0 Yy

=0

1 1
y2dx —|—/ —r2dz =yt 4 [m‘l} =41
0 =y =y

(1b) Ebenso zu jedem x € ]0, 1] berechnen wir das innere Integral:

1 1
/ f(z,y)dy = / —r % dy +/ y 2dy = -zt + [—y_1:| =1
=0 y=x Yy=x

Flr das zweite Doppelintegral erhalten wir also

/;_0 /yiof(:v,y) dy da: = /;_0(—1)@ _

/\ Skandalés: Die Integrationsreihenfolge dndert hier das Ergebnis!
Das darf nicht sein, das Ergebnis einer Rechnung muss eindeutig sein,
das heif3t objektiv, unabhangig vom individuell gewahlten Rechenweg.

C411
Ausfiihrung

Fubini: Lesen Sie die Gebrauchsanweisung!

C412
Ausfiihrung

Fubini: Lesen Sie die Gebrauchsanweisung!

(2) Dank Fubini C1B fiir nicht-negative Funktionen wissen wir:

/[0’1}2|f(w,y)\d(x,y) = /1 /xlolf(x,y)!dxdy
[

Zu jedem festen y € ]0, 1] berechnen wir zunachst das innere Integral:

1 Y 1
/ |f(cv,y)|d:v:/ y_Qdac+/ z2de =2yt -1
=0 =0 =y

Flr das erste Doppelintegral erhalten wir also

1 1 1
/ / ]f(x,y)\dxdy:/ 2y_1—1dy:+oo.
y=0 J =0 y=0

/\ Die Funktion f:[0,1]?> — R ist demnach nicht absolut integrierbar!

Das erklart, warum wir den Satz von Fubini nicht auf f anwenden
koénnen: Die Voraussetzung [|f(z,y)|d(z,y) < oo ist nicht erfillt!

(z,y)|dy dx = +o0.

Aufgabe: Sei Q =
D = { T>y } = [(0,0), (170)7 (17 1)]7
E={z<y}=1(0,0),(1,1),(0,1)].

Fur z,y € [0,1] wollen wir f(z,y) = (z — y)/(z + ) definieren.

(0) Wo gilt f > 0?7 Wo gilt f < 0? Wo ist f nicht definiert?

(1) Kann f im Punkt (0, 0) stetig fortgesetzt werden?

(2) Berechnen, vergleichen und bestaunen Sie die Doppelintegrale

1 1 1 1
/ / f(z,y)dydz und / f(z,y)dx dy.
=0 Jy=0 y=0 J =0

(3) Welche der folgenden Integrale sind definiert? Welche sind endlich?

/Df(sw)d(x,y), /Qlf(fv,y)ld(sv,y% /Qf(x,y)d(w,y)

(4) Ist f auf @ absolut integrierbar? Ist Fubini anwendbar?

[0, 1]2 das Einheitsquadrat, zerlegt in die Dreiecke




Fubini: ein rationales Gegenbeispiel

C414
Ubung

Fubini: ein rationales Gegenbeispiel

Die vorige Rechnung ist leicht, aber die Funktion f etwas klnstlich:
Sie ist stickweise definiert und zudem unstetig auf der Diagonalen.

Ist dies mdglich fur eine rationale Funktion f(x,y) = P(z,y)/Q(x,y),

also einen Quotienten von Polynomen P und Q7 Erstaunlicherweise ja!
/\ Schon eine einzige Polstelle kann uns in Schwierigkeiten bringen:
20 = — Aufgabe: (1) Man berechne und vergleiche und bestaune:
10 ’O:':?%’ — 1 1 2 .2 1 1 2 .2
= ~ / / S dyds = / / S dedy
0 = 1/a? 2=0.Jy=0 (&% +4?)? y=0Jo=o (#* +y%)*
= . . |
ol —1/2 'me’ ,, Als Integrand betrachten wir hier die rationale Funktion f:R? — R mit
o8 1 22— y2 )
0| Flay) = —oL fir (,) # (0,0) und £(0,0) := 0.
1\\ (* + )
...................... (2) Integrieren Sie f(x,y) Uber den Viertelkreis in Polarkoordinaten.
"""""" Lasst sich hier die Transformationsformel anwenden? Warum / nicht?
Y 00 () Ist f Uber [0, 1]? absolut integrierbar? Gber [0, 1]% \ [0, g[? flr & > 0?
Fubini: ein rationales Gegenbeispiel tang| | FUDINI: ein rationales Gegenbeispiel tioung
Loésung: (1a) Zunachst berechnen wir das erste Integral: (2) In Polarkoordinaten (z,y) = (pcos ¢, psin ¢) erhalten wir
/1 z? — y? dy paz { y }1 _ 1 9(p. ) = f(pcos e, psing) = cos(2¢)/p°.
y=o (22 +y?)? ponet L2 +y2 ly=o 1+ a2 Additionstheoreme! Die Skizze zeigt f. Die nachste Katastrophe:
1 1 2 2 1
e —vy 1 1 s r /2 9
——55 dydr = / dr = [arctan(x)] = — cos(2¢) ) _
2=0 /y—O (z? +y?)? o=0 1+ 22 z=0 4 p=0Jpoeo P e dpdp=0

(1b) Im zweiten Integral tauschen die Variablen = und y die Rollen:

11 2_ .2
¢ —y T

2 7Y _dpdy = —Z.

/y—o /93—0 (22 + y?)? 4

/\ Die beiden Integrale vertauschen in diesem Falle also nicht!
Und das bei denkbar einfachem Integranden: eine rationale Funktion!

© Der Integrand hat eine interessante geometrische Interpretation,

wie die obige Rechnung bereits andeutet: Fir x £ 0 bzw. y #£ 0 qilt
0? y 0? T

flz,y) = ~ 90y arctan(—) = 520y arctan(y).

x
Daher kdnnen wir hier glicklicherweise alles explizit nachrechnen.

Fu'det

A\ Auch die Transformationsformel I&sst sich hier nicht anwenden!

Wir verlangen absolute Integrierbarkeit. Sonst ist Vorsicht geboten!

(8) Ware f:[0,1]?> — R absolut integrierbar, so missten nach Satz C1E
von Fubini beide Integrationsreihenfolgen denselben Wert ergeben.
Das ist hier nicht der Fall, also ist f nicht absolut integrierbar.

r w/2 2 T
/ / Wﬁwﬁm@:/ Lap=oo
p=0 J =0 P p=0 1Y

Die Funktion f:R? — R ist Giberall stetig bis auf den Punkt (0, 0).
Sie ist tiber jedem Kompaktum K € R? \ {(0,0)} absolut integrierbar,
insbesondere Gber [0, 1]2 \ [0, [> mit ¢ > 0. Das Problem sitzt um (0, 0)!




C417
Ubung

Volumen eines Volltorus / Donuts

C418
Ubung

Volumen eines Volltorus / Donuts

Aufgabe: Bestimmen Sie fir 0 < r < R das Volumen des Volltorus

(R+ psinf) cos ¢ p 0<p<r
V= (R+ psinf)sing | ==® 6] |0<0<2rm
pcosf o/ 10<p<2r

(1) in Toruskoordinaten und (2) als Rotationskorper (zum Vergleich).

Der Volltorus V' besteht aus dem Kreis Kz = { (z,y,0) € R? | z® 4+ y® = R® } sowie allen
Punkten mit Abstand < r zu Kr. Die obige Abbildung skizziert dies fir R = 2 und r = 1.

Losung: (1) Wir nutzen die angegebene Parametrisierung &:

(. y, 2) sinfcosp pcosfcosy —(R+ psinf)siny
@’:a’ig’: sinfsing pcosfsing (R4 psinf)cosp
(p:0,) cos —psinf 0

det ® = p (R + psinf) (plausibel, rechtshéndig)

Volumenberechnung dank Transformationssatz und Fubini und HDI:

2
/ / / p(R+ psin®)depdbdp
0 -

:27r/ [ (RO — pcos@)} o dp:27r/ p-R-2wdp
p=0 =0

volz(V') = / 1d(z,y, 2

r
2
© Dies entspricht der Guldinschen Volumenregel G2B fiir
Rotationskorper: w2 ist der Flacheninhalt des kleinen Kreises,
27 R ist der bei Rotation zurtickgelegte Weg seines Schwerpunkts.

= (2n)R | };:0 — 2R - mr?

Serviettenring / the napkin ring problem

C420

Serviettenring / the napkin ring problem Ubung

Aufgabe: (1) Bestimmen Sie das Volumen des Serviettenrings

S:{(:L‘,y, 2—h2}

(2) Hangt das Volumen von der H6he h ab? und vom Radius r?
Ist das plausibel? Prifen Sie dies mit Hilfe der vorigen Aufgaben!
(Einfache Korper taugen gut fir Klausuraufgaben, etwa Februar 2013.)

z)€R3|x2+y2+22§r2, $2+y2ZT

Loésung: Fir Rotationskérper kénnen wir Zylinderkoordinaten nutzen:

VrZ—2z2 VrZ=z2
vols(S / / / pdpdpdz = / / 2rpdpdz
—h J p=vr2—hZ J p=0 Bl z=—h Jp=vrZ—h2
) N
= / 7'[‘{/02} T 4 = 7r/ h? — 22 dz
BlI Y p=vr2—h2 Y
3.h 4

HDI 2 i . l 3 . |
= w[h 23 ]Z:_h = 3 h (Kugel vom Radius h!)

Das Volumen hangt nur von der Héhe h ab, aber nicht vom Radius r.
AuBerdem ist das zugleich das Volumen der Kugel vom Radius h.
Das ist auf den ersten Blick hdchst erstaunlich! Ist es plausibel?

© Fur h = r erhalten wir das volle Kugelvolumen, wie es sein soll.
© Summe: Kugel = Zylinder + Segmente + Ring

© Alternative Rechnung mit Fubini, das gelingt ebenso leicht:

/_h/Iny, xy)dz—ﬂ/__(hrz_zz)_

@ Ein schones Video von Vsauce hierzu: youtu.be/J51ncHP_BrY.

volz (S (r? —h?)dz



http://youtu.be/J51ncHP_BrY

C421
Ubung

Volumen eines Bierglases

C422
Ubung

Volumen eines Bierglases

Viele Objekte unseres Alltags sind rotationssymmetrisch,
aus praktischen Grinden der Herstellung oder der Nutzung,
zum Beispiel rotierende Maschinenteile oder Werkstlcke.
Die Topferscheibe wird seit Jahrtausenden genutzt.

Zur Beschreibung und Parametrisierung solcher Rotationskérper
ist die Wahl von Zylinderkoordinaten meist natarlich und natzlich.
Zur lllustration dieses Kapitels wollen wir dies an einem schénen
(nicht ganz bierernsten) Anwendungsbeispiel durchrechnen.

Sie kdnnen das Volumen eines Weizenbierglases leicht experimentell
messen: Hierzu gendgen ein geeignetes Glas und eine Flasche Bier.
Dies wird taglich hundertausendfach erprobt, zumeist erfolgreich.

@ Hierzu ein Stuttgarter Science Pub: youtu.be/c4_GFCiemlc.

Wir wollen es zur lllustration unserer Techniken einmal ausrechnen.
Danach werden Sie Weizenbierglaser mit anderen Augen sehen.
Das Beste daran: Hier arbeiten Theorie und Praxis Hand in Hand.
Das Ergebnis lhrer Rechnung kénnen Sie empirisch testen: Prost!

C423

Volumen eines Bierglases Ubung
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Volumen eines Bierglases Ubung

Z Weizenbierglaser sind hoch und geschwungen.
Falls Sie auf einer Party zufallig Zeit dazu haben
on sollten, vermessen Sie ein Glas und erstellen Sie
eine Parametrisierung: steigert den Nerd-Faktor!
Flr diese Vorlesung habe ich genau das getan:

~
=

>

Einige Messungen fuhren zu folgendem Modell:

G = { (z,y,2) € R } 0<2<22, 22 +9? §r(z)2}
mit einer Radiusfunktion r(z) = a + bsin(cz + d).
Warum? Weil es gut passt. In Fourier we trust!

Bier

Alle Langen in cm, siehe nebenstehende Skizze:
Der Durchmesser variiert von 5cm auf 5cm Hohe
bis 8cm auf 18cm Hbhe, Letzteres ist die Héhe des
Fallstrichs. Der Glasboden innen liegt 2cm hoch.
Diese Daten diirfen Sie gerne nachmessen!

5am

— |

Sockelj

— Aufgabe: Berechnen Sie das Biervolumen. Prost!
7

Ist das Ergebnis lhrer Erfahrung nach plausibel?

Losung: Die Messdaten kalibrieren die Parameter unseres Modells:
Wir finden a = 13/4 und b = 3/4 sowie ¢ = 7/13 und d = —m 23/26.
Das gesuchte Volumen berechnen wir wie Ublich dank Fubini:

18
Volg(B):/ IB(x,y,z)d(x,y,z):/ / Ip(z,y,2)d(x,y)dz
R3 2=2 JR2
18 18 9
= / mr(z)?dz = 7T/ [a + bsin(cz + d)} dz
z=2 z=2

18
= 7T/ a’® 4 2absin(cz + d) + b?sin(cz + d)? dz
z=2
18 b2
= 71'/ a® + 2absin(cz + d) + 5 [1 — cos(2cz + 2d)} dz
z2=2

2ab b? b2 18
= {(ZQZ - % cos(cz +d) + 5% 1 sin(2cz + 2d)] -
= 504.856 (Kalibrierung einsetzen und ausrechen!)

© Das Ergebnis ist plausibel; 500cm? = 0.51 ist fiir Weizenbier tiblich.
Im Rahmen der Messgenauigkeiten ist 505cm? erstaunlich prazise (1%).



http://youtu.be/c4_GFCiem1c
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Aufgabe: Zu r € R betrachten wir den n—dimensionalen Simplex

—{ Ly

(1) Skizzieren Sie Al, A%, A§ und berechnen Sie das Volumen

T Tn xr3 T2
vol, (AY) = / / e / / 1dzy dxg - - - day—1 day,.
xn=0Jx,_1=0 x2=0 Jx1=0

(2) Berechnen Sie das Volumen des n—dimensionalen Wrfels

R"‘O<m1<x2< gxngr}.

W =[—rr|" = { (X1,...,2,) €R" ‘ Tlyeooy Xy € [—1,7] }
(3) Berechnen Sie das Volumen der n—dimensionalen Kugel
D} = Bpn(0,7) = { (z1,...,2,) € R" ’ 344 a? <or? }.

Gilt vol,,(D}*)/ vol,,(W,*) \, 07 Ist das plausibel? (Vielleicht glauben Sie
nur an Dimension 2 und 3, aber rechnen kénnen Sie es ganz allgemein.
Religidse Bedenken oder gar Ausreden sind hier nicht angebracht.)

© Fassen Sie Mut und Zutrauen. .. auch zu hohen Dimensionen!

Losung: (1) Wir machen eine Skizze, das hilft fast immer zur Klarung:

Z2 3

Tl Zy
0 r 0 r x1 X9

Die Eckpunkte des Tretraeders sind (0, 0,0), (0,0,r), (0,r,r), (r,r,r).
3

2
volp(AY) =1, Voll(A%) =7, volp(A?) = %, volz(A2) = %
Wir vermuten vol, (A}) = und bestatigen dies per Induktion:

vol, (A7) / / / / 1dzidzy--- dzy—1 dz,
xnf—o ITn—1= =0 Tro—= 0 X1 =0

/In:OVOIn—l(Aan)dmn - /n O( xn)" ! o, — [(fﬂn)

o=
2o —0 (n—1)! n! Je,=0 !
© Plausibel: Der Wiirfel [0, r]" zerlegt sich in n! kongruente Simplizes.
© Random fun fact: Die Summe ist >°°° ; vol, (A7) = 3" r"/n! = e

n
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(2) Fur den Warfel W = [—r,r]™ gilt vol,,(W,") = (2r)". Dies folgt direkt
aus der Definition des Volumens, und ebenso mit Fubini per Induktion:

vol, (W) :/ vol,_1 (W™ 1) :/
Tp=—r Tp=—T
(8) Fur die Kugel D} qilt vol,, (D)) = 7,r™ mit 7, := vol,,(D}).

(27”)”_1 dz, = (2r)"

n 0 1 2 3 4 ) 6
2

vol, (D) 1 2r 2 %7?7“3 4 %7‘(‘27’ (137r37"6

1
§7T7"

Wir berechnen die Konstante 7,, rekursiv, wie zuvor erklart: [C123]

1 ™
T = vol, (D7) = Tn—1(v/1 — 22 n-l dx, = Th_1 sin(x)" dx
! =1 " =0

Hierzu substituieren wir z,, = — cos(z) fir « € [0, 7] und dx,, = sin(x) dz.
Das Wallis—Integral I,, = [ sin(z)™ dx integrieren wir partiell
beziglich sin(x)"~! - sin(x) und nutzen cos(x)? = 1 — sin(x)%:

/sin(w)” dz = —sin(z)" ! cos(z) + /(n — 1) sin(z)"?(1 — sin(z)?) dz

Auflésen nach [ sin(z)" dz ergibt die schdne Rekursionsformel

1 -1
[sntayde = L sntayteosta) + "L [ snay
n

n
Fur I,, = [T sin(z)" dz gilt Iy = 7 und I; = 2 und weiter I,, = =11, _:

L 1-3-5---(2k—1) (2k)!
2k . — e
/Izosm(a:) R N R ¢ R
T 2-4-6---(2k) k12 . 22k
2k+1 4 = 9. —9. = Z
/mzosm(“”) TS s T 2kt 1) (2k + 1)
Es qilt I,,1,,—1 = 27 /n und somit 7, = 7,,_2 - 27 /n. Wir erhalten also
7Tk 2k+1 .
T2k = p UNd Topyr = 1.3 (2k+1)"
Die Gamma—Funktion fasst beide Falle elegant zusammen (C2H):
7.(.71/2
1, (DY) = mpr™ i R e
vol,(Dy) = pr™  mit T, T2 1)

© Random fun fact: Es gilt "7, vol, (D?*) = 3702 (7r)F k! = ™.
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Flr z € R™ nutzen wir die euklidische Norm |z| := /2§ + - - + 22.
Aufgabe: Berechnen Sie [,_ . o |2|*dz und [g, |2|*dz firn = 1,2,3.
Ist der Grenzwert flr a ~\, 0 endlich? und der Grenzwert fir b " c0?

I

fiRZ=R ||
($ . ) L1 wl” I
1,42 x?_,'_xZ i | E
n=2,a=-2 L

Losung: Sei 0 < a < b. (1) Firn =1 und a # —1 finden wir

b 2ot 10
/ \x|adx:2/ xadx:2{ ] =2
a<|z|<b r=a o+ 1lz=qa

Im Sonderfall o = —1 finden wir entsprechend 2(Inb — Ina) = 21In(b/a).
Der Grenzwert flr a ™\, 0 ist endlich fir « > —1, unendlich fir o < —1.
Der Grenzwert flir b * o ist endlich fir o < —1, unendlich fir o > —1.
Das Integral [;|x|* dx ist unendlich firr jeden Exponenten o € R.

ba+l _ aa—i—l

a+1

(2) In Dimension n = 2 nutzen wir Polarkoordinaten:

b 27 pa+2 b
/ \x|adx:/ / pY p dgodpz?w[ ]
a<|z|<b p=a J =0 I o+ 2)p=a

Fu'det

Im Sonderfall & = —2 finden wir ebenso 27(Inb — Ina) = 27 In(b/a).
Der Grenzwert flr a ™\, 0 ist endlich fir o > —2, unendlich fir o < —2.
Der Grenzwert fir b oo ist endlich flir « < —2, unendlich fir o > —2.
Das Integral [p.|x|* dz ist unendlich fiir jeden Exponenten a € R.
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(3) In Dimension n = 3 nutzen wir Kugelkoordinaten:

b T 2T ) pa+3 b
z|%dx = *. p*sin(f) dedfdp = 4n
[ eae= [ psm) dpandp—an[ )

Fu'det

Im Sonderfall o = —3 finden wir ebenso 47 (Inb — Ina) = 47 In(b/a).
Der Grenzwert flr a ™\, 0 ist endlich fir o > —3, unendlich fir o < —3.
Der Grenzwert fir b " o ist endlich fir « < —3, unendlich fir o > —3.
Das Integral [ps|x|* dz ist unendlich fir jeden Exponenten « € R.

(4) Zur Information: In jeder Dimension n > 1 gilt vol,,(D}*) = 7,,r™ und

b a+n -p
/ |z|* dx = / r® T dp = m’n{ }
a<|x|<b p=a a+n
Im Sonderfall & = —n finden wir ebenso n7,(Inb — Ina) = n7, In(b/a).

A\ Das Integral [, |z|* dz ist unendlich fir jeden Exponenten « € R.

© Ob eine Polstelle von f:R™ — R lokal integrierbar ist, hangt von ihrer
Ordnung ab — und bemerkenswerterweise auch von der Dimension n/!

Wir halten die Ergebnisse dieser Aufgabe im folgenden Satz fest.

p=a

Satz C4A: lokale Integrierbarkeit einer Polstelle

Das globale n—dimensionale Integral [, |x|* dz ist unendlich fir jeden
Exponenten o € R und in jeder Dimension n > 1. Genauer gilt far » > 0:

Das Integral ﬁm|>r\x|adx ist unendlich fir o > —n, endlich fir a« < —n.
Lokal gilt: f|w‘<r]a:]“ dz ist unendlich fiir « < —n, endlich fir o > —n,

="+ in Dimension n =1,

/ 2] do = 27 ™ in Dimension n = 2,

jal<r 4r ™ in Dimension n = 3,
Ty % in jeder Dimension n.

Die Funktion f:R" — R:xz — |z|“ ist lokal integrierbar fur oo > —n.
Wir prazisieren diesen nitzlichen Begriff nachfolgend in Definition C4H.
Ahnliche Fragen begegnen uns héaufig, daher lohnt es, das passende
Vokabular der LP—Raume und geeignete Werkzeuge zu entwickeln.
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Im Folgenden sei 2 eine Menge, etwa Q2 C R” eine offene Teilmenge.
Wie Ublich sei K der reelle Kérper R oder der komplexe Korper C.

Definition C4B: lokal beschrankte Funktion

(1) Eine Funktion f:Q — K hei3t beschrankt, wenn eine geeignete
Konstante M € R existiert, sodass |f(z)| < M fur alle z € Q gilt.
Die kleinste solche Schranke ist das Supremum

{f‘Q = suprEQ’f(:p)} :inf{ MeR ‘ {zeQ:|fx)|>M}=0 }
Die Menge aller beschréankten Funktionen auf 2 schreiben wir
B(Q)=B(Q,K):={f:Q—=K||flo <oo}.

(2) Sei 2 C R” offen. Wir nennen f:Q — K lokal beschrankt, wenn
[ auf jedem Kompaktum K € 2 beschrankt ist, also | f|x < oo gilt.
Die Menge dieser Funktionen schreiben wir Bj.(Q2) = Bioc (€2, K).

Der Buchstabe ,B* steht flr beschrénkt, engl. bounded, frz. borné, und
in C(Q) = C(Q,K) steht das ,,C* fUr stetig, engl. continuous, frz. continu.

Aufgabe: Sei 2 C R™ offen und nicht leer.

(1) Erklaren Sie B(Q2) € Bioc(2) 2 C(92) sowie B(2) 2 C(9).

(@) Ist f:R" {0} — R:z — |z|* beschrénkt? lokal beschrankt?
Lésung: (1a) Es gilt C(Q2) € Bj,c(2): Sei f € C(Q), also f:Q - K
stetig. Ist K € 2 kompakt, so nimmt die stetige Funktion | f| auf K ihr
Maximum an, also | f|x = max|f|x| < co. Das zeigt f € Bioc(Q2).

(1b) Umgekehrt gilt jedoch C(2) 2 Bio.(€2): FUr jeden Punkt p € Q ist
die Indikatorfunktion f = I, beschréankt, | f|o = 1, aber unstetig.

(1c) Es gilt B(2) C Byoc(2): Sei f € B(Q2), also f:Q — K beschrankt.
Fur jede Teilmenge K C (2 gilt dann offensichtlich | f|x < |f|a < oo,
insbesondere gilt dies fir Kompakta K & 2. Das zeigt f € Bjo.(Q).
(1d) Umgekehrt gilt jedoch B(2) 2 Bio.(€2): Es gibt Funktionen, die lokal
aber nicht global beschrankt sind. Auf 2 = R™ etwa genugt f(z) = |z|.
Andernfalls genligt die Funktion f:Q — R:x — 1/|z — p| flr einen
Randpunkt p € 09; sie ist auf ganz () stetig, dank (1a) also lokal
beschrankt, aber nicht beschrénkt, denn fir z — p gilt f(z) — oc.

(2) Unbeschréankt fur o # 0, stetig auf R \ {0}, also lokal beschréanki!
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Aufgabe: (3) Zeigen Sie |\ f|q = |A| - |f|a fUralle f: Q2 — Kund X € K.
(4) Zeigen Sie die Ungleichung |f + gla < |fla + |g|a fir f,g:Q — K.
(5) Wie folgt aus (3,4), dass B(Q2) = B(,K) ein K-Vektorraum ist?

Losung: (3) Aus | f(z)| < [fla folgt [Af(z)| = [A[ - |f(z)] < A~ |fla-

Das Supremum Uber alle x € Q erfullt demnach |Af|a < [A| - | fla-

(4) In jedem Punkt z € Q gilt |f(x)| < |flo und |g(z)| < |g]a.

Daraus folgt unmittelbar |f(z) + g(z)| < |f ()| + |g(x)| < |fla + |g|a-
Das Supremum Uber alle = € Q erfillt demnach | f + gla < |f|a + |9]a-
(5) Die Menge K = Abb(Q,K) = { f:Q — K} aller Funktionen

von 2 nach K ist ein K—Vektorraum bezlglich punktweiser Addition
und punktweiser Multiplikation mit Skalaren, siehe Seite A210.

Hierin ist die Teilmenge B(Q) = B(Q,K) ={ f:Q = K| |flo < oo } ein
Untervektorraum: Die Nullfunktion gehért zu B(Q2), da |0]g = 0 < oc.
Fir jede Funktion f € B(2) und jeden Skalar A € K gilt A\f € B(Q),
denn |Afla = |\ - | fla < oo dank (3). Fur je zwei Funktionen f, g € B(Q)
gilt f + g € B(2), denn |f + gla < [fla + [glo < oo dank (4).

Aufgabe: Funktionen f, g: Q — K kdnnen wir auch multiplizieren:
(6) Zeigen Sie die Ungleichung |f - gla < |fla - |gla fUr f,g:Q — K.
(7) Ist B(Q2) eine K—-Algebra, gilt also f - g € B(Q) fir f,g € B(2)?
(8) Ist auch Bj,(£2) ein K—Vektorraum? und eine K—-Algebra?

Losung: (6) In jedem Punkt z € Q gilt |f(z)| < |flo und |g(x)| < |g|q-
Daraus folgt unmittelbar |f(x) - g(z)| < |f(z)] - |9(z)] < |fla - |gla-

Das Supremum Uber alle = € Q erfillt demnach |f - gla < |fla - |9]a-
(7)Fur f,g e B(Q) qgilt f-g € B(Q2),denn |f-gla <|fla"|gla < oo.
Somit ist B(Q) tatséchlich eine K—Unteralgebra von K = Abb(Q, K).
(8) Ja, auch By, (2) ist ein K—-Vektorraum und sogar eine K—Algebra:
Sind die Funktionen f, g: Q2 — K lokal beschrankt, also beschrankt auf
jedem Kompaktum K & €2, so gilt dies auch far A f sowie f + g und f - g.
Es genligt, die Argumente (3-7) auf jedes Kompaktum K anzuwenden.

© Diese Aufgabe und ihre Ldsung sind pedantisch und kleinschrittig,
um die grundlegenden Begriffe und Argumente einmal einzutiben.
Wie so oft gilt auch hier: Mit der nétigen Sorgfalt gelingt es leicht.
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Definition C4c: essentiell beschrankte Funktion

Eine Funktion f:R™ D Q — K heif3t essentiell beschrankt, wenn eine
Konstante M € R existiert, sodass | f(z)| < M fir fast alle z € Q gilt.
Die kleinste solche Konstante ist das essentielle Supremum

[f]lLe := esssup el f(z)|
::inf{M€R|voln{ac€Q D f(x))| >M}=0}.

Nach Anderung auf einer Nullmenge ist f beschrénkt, also | f| < M.
Die Menge aller essentiell beschréankten Funktionen schreiben wir

L¥(Q) = L¥(Q,K) = { f: Q=2 K| [|fllze < o0 }.
Verlangen wir dies nur lokal, fur alle Kompakta K & (2, so erhalten wir

Lige(2) = Lig,

loc

(QK):={f: Q= K| |fllro@) <oofiralle K € Q}.

Es genugt, dies auf Ballen K = B(a,c) C Q zu testen fiira € 2, ¢ > 0.
Auf ) = R" reicht es, dies fir K = B(0,r) undr = 1,2,3,... zu testen.

Aufgabe: (1) Zur lllustration untersuchen wir f, g, h: R — R mit
f(z) = sin(z) und g(x) = sin(z) + x Iz (z) und h(z) = Ig-(z)/|x|.
Bestimmen Sie hierzu jeweils inf und sup sowie essinf und ess sup.
(2) Sei 2 C R™ offen. Erklaren Sie die folgenden Inklusionen:

L®(Q) C Le(Q)

= loc
u K > U
B(Q) C Bioc(2)

(3) Zeigen Sie flr alle f,g: Q2 — Kund X € K folgende Un/Gleichungen:
A~ fllzoe = AL [1f[|zoe
1f + gllzee < [ fllze + lgllzee
1f - gllzee < [ fllzee - gl
(4) Ist L>*(Q2) ein K-Vektorraum? eine K—Algebra? und L;S.(Q2)?

(5) Sei 2 C R™ offen und f: Q — R stetig. Beweisen oder widerlegen
Sie die naheliegende Vermutung esssup f = sup f und essinf f = inf f.
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Lésung: (1a) Fir die Funktion f: R — R:z +— sin(z) gilt inf f = —1 und
sup f = +1, also | f|[r = sup|f| = 1, und f ist beschrankt, kurz f € B(R).
Ebenso finden wir essinf f = —1 und esssup f = +1, somit || | r~ = 1.

(1b) Fir g qgilt g(k7) = kn fUr k € Z, somit inf g = —oo und sup g = +o0,
also |g|r = sup|g| = oo, demnach ist g unbeschrankt, kurz g ¢ B(R).
Jedoch finden wir essinf g = —1 und esssup g = +1, somit |||z~ = 1.
Essentiell beschrankt: Nach Anderung auf der Nullmenge Zr gilt g = f.

(1c) Far h gilt h(x) = 1/|x| fur x € Q* und h(z) = 0 sonst, somit inf A = 0
und sup h = +o0, also |h|gr = sup|h| = oo, und h ist unbeschranki.
Jedoch finden wir essinf A = 0 und esssup h = 0, somit ||h||z~ = 0.
Essentiell beschrankt: Nach Anderung auf der Nullmenge Q gilt 4 = 0.

(2) Die vier angegebenen Inklusionen sind klar aufgrund der Definition.
Die sechs negierten Inklusionen werden widerlegt durch Funktionen wie
f(z) = |z| (horizontal) und g(z) = Ign. {0y (x)/|x| (vertikal) auf Q@ = R".
Far Q C R™ offen variieren wir diese Gegenbeispiele: Es gentgen

f(z) =1/]z — p| fir einen Randpunkt p € 92 oder g(z — p) fur p € Q.

(3) Zu || f||z~ = M, existiert eine Nullmenge N; C ©, vol,(N1) = 0,
sodass |f(x)| < M; furx € Q ~ Ny; zu ||g||z~ = M2 ebenso Ny C Q.
Fir N = N1 U Ns gilt dann 0 < vol,,(N) < vol,(Ny) + vol,,(N2) = 0.
Firalle x € Q ~ N gilt | f(x) + g(z)| < |f(x)| + |g(x)] < My + Mo.
Das zeigt || f + gl = esssup|f + g < My + Mz = || f]|z + llgll -
Ebenso gilt [|f - gllzoe < [ fllze - lgllzee und [[A - fllzee = |A] - |[f] oo

(4) Aus (3) folgt, dass L>°(2) ein K—Vektorraum ist und eine K—Algebra,
wie in der vorigen Aufgabe ausgeflhrt. Dasselbe gilt auch fir L2 ().

loc
(5) Die Ungleichung esssup f < sup f =: M qilt fUr jede Funktion f.
Wir zeigen nun esssup f > sup f fur jede stetige Funktion f:Q — R.
Wir nehmen M < oo an; der Fall M = oo verlauft anschlieBend genauso.
Zu jedem noch so kleinen ¢ > 0 existiert ein x € Q mit f(x) > M —¢/2.
Da f stetig ist, existiert ein § > 0, sodass f > M — ¢ auf B(z, ) gilt.
Wegen vol,, B(z,d) > 0 muss demnach esssup f > M — ¢ gelten.
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt esssup f > M, wie behauptet.

© Fur jede stetige Funktion f:R™ D Q — R gilt esssup f = sup f
und essinf f = inf f. Insbesondere folgt hieraus | f|o = || || (q)-
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Absolut integrierbare Funktionen einerung| | Quadratisch integrierbare Funktionen Erinnerung
Definition C4D: absolut integrierbare Funktion Definition C4F: quadratisch integrierbare Funktion
Eine messbare Funktion f:Q — K heiBt (absolut) integrierbar, wenn Eine Funktion f: Q2 — K heif3t quadratisch integrierbar, wenn
[ f]|z = /Q\f(:fc)| dz < co. (endliche L'-Norm) 1|72 = /Q\f(x)‘Qd«’U < oo. (endliche L*~Norm)
Die Menge aller absolut integrierbaren Funktionen auf  ist Die Menge aller quadratisch integrierbaren Funktionen auf (2 ist
L'=LY(Q) = LYQK) == { f:Q > K| ||| < o0 }. =L =LX(9Q,K) = { f: Q= K| | fllzz < o0 }.

Satz C4G: quadratisch integrierbare Funktion
Die Menge L?(Q2,K) C Abb(Q, K) ist ein K—Untervektorraum dank

Satz C4E: absolut integrierbare Funktion
Die Menge L'(Q2,K) C Abb(Q, K) ist ein K—Untervektorraum, denn

far alle Funktionen f,g:Q — Kund A € K gelten die Un/Gleichungen IX- fllzz = 1AL 11£ ]l g2,

A Fllze = 1A Il s If +gllez < 1 fllz2 + llgllze-

1f+gllr < I fllzr + gl Wir haben -: L2 x L2 — L' dank Cauchy—Schwarz I1H (allgemein C4L):
Hierauf ist das Integral L' — K: f — [, f(x) dz definiert und K-linear. 1F - gl < £ - gl e
Motivation zu Integralungleichungen eganng| | LOKal integrierbare Funktionen S

Wir beschaftigen uns im Folgenden mit LP—Normen und Ungleichungen
nach Vorbild der zentralen Cauchy—Schwarz—Ungleichung (Satz I1H).

Muss die Ingenieur:in das unbedingt wissen? Oder genugt es notfalls,
eine freundliche Mathematiker:in zu fragen? Das hangt wie immer vom

Definition C4H: lokal integrierbare Funktion

Vorgegeben sei 2 C R™ und 1 < p < oco. Wie Ublich sei K =R, C.
Eine messbare Funktion f:Q — K hei3t p—integrierbar, wenn

Anwendungsgebiet ab und den dort typischen Anforderungen.... Hpr o / |f(93)‘p dz < co. (endliche LP—Norm)
Im Allgemeinen hilft es, mdglichst wirksame Werkzeuge zu kennen! g '
Ein paar Worte zur Motivation scheinen mir daher angebracht. Fur p = 1 ist f absolut integrierbar, fiir p = 2 quadratisch integrierbar,

flr p = oo ersetzen wir das Integral durch das essentielle Supremum.

Die Algebra lehrt zunéachst das Lésen von gewissen Gleichungen, , , ) , ,
Die Menge aller p—integrierbaren Funktionen auf 2 ist

die Analysis erklart und nutzt zudem vor allem Ungleichungen.
Ich mdéchte sogar sagen: Alle Techniken der Analysis und Numerik LP=IP(Q) =LP(Q,K) :={ f: Q= K| | fllzr < o0}
beruhen letztlich auf Ungleichungen und (Fehler-)Abschatzungen,
insbesondere bei allen Fragen zu Approximation und Konvergenz.
Auch und ganz besonders fir Integrale und Reihen wiinschen wir uns P (@)=L (QK):={f:Q=K||flww) <oofirale K € Q}.
daher mdglichst vielseitige, bequeme und hilfreiche Abschatzungen. Es ganigt, dies auf Ballen & — B(a,e) © 2 zultesten fir o € &) £ > 0.

Die folgenden Definitionen erklaren hierzu das nétige Vokabular, Auf Q = R” reicht es, dies fir K = B(0,7) und 7 = 1,2, 3, ... zu testen.
anschlieBend klaren wir einige niitzliche Ungleichungen. : : i /

Verlangen wir dies nur lokal, fir alle Kompakta K € (2, so erhalten wir
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Zwischen den LP—Raumen bestehen folgende Beziehungen:

Satz C41: Vergleich der LP—Raume

(1) Sei 1l <p<q<oo.Fir f:R™ D Q — R gelten die Abschatzungen
111z < vola(@) + [ £[IZa und  [|£[|Z < voln(Q) - [|f][Z~-

(2) Fir 1 < p < ¢ < oo und endliches Volumen 0 < vol,, () < oo, insb.
fur alle Kompakta wie zum Beispiel B(a,r), gelten daher die Inklusionen

L'(Q) 2 IP(Q) 2 LYQ) 2 L®(Q)

(3) Bei unendlichem Volumen, insbesondere fir 2 = R”, gilt weder die
Inklusion LP(€2) C L%(£2) noch die umgekehrte Inklusion LP(2) D L().

Beispiel: Fir Fourier—Reihen spielt L2([0, 27]) eine zentrale Rolle.
GemaB Satz C41 gilt hier L([0,27]) 2 L%([0,2x]) 2 L=°(]0, 27]).

Die Fourier—Transformation nutzt entsprechend die Raume L' (R) und
L?(R) und L*(R), doch hier gilt leider L}(R) ¢2 L*(R) 2 L=(R).

Aufgabe: Beweisen Sie (1) durch die Abschatzung |f|P < 1+ |f|%
Finden Sie Gegenbeispiele fir die nicht geltenden Inklusionen (1,2).
Loésung: (1) Zwei Félle: Fir0 < a < 1gilta? <1 <1+ a% Fir1 < a gilt
1 < a? < a9 wegen p < g und Monotonie der Funktion t — af = et'@,
Integration von |f|P < 1+ | f]¢ Gber Q ergibt || f||, < vol,,(Q2) + || f]|%..
Ist also || f||L« endlich, so auch || f||z». Das bedeutet LP(Q) D LI(Q).

(2) Gegenbeispiele liefern Funktionen wie f(z) = ||~/ (Satz C4A).
Hierzu sei 2 C R” offen, nach Verschiebung Q O B(0,r) =: K mitr > 0.
Die Funktion f(z) = |z|~"/91x () ist nicht g—integrierbar, || f[| () = oo,
wohl aber p—integrierbar, || f||z»q) < oo fir alle Exponenten p < q.

Dies zeigt f € LP(2) aber f ¢ L1(Q2), also LP(Q2) € LI(NQ2).

(8) Wir nehmen zur Vereinfachung Q2 = R" an und setzen K = B(0, 1).
Die Funktion f(z) = |z| /91 (z) erfullt f € LP(R™) aber f ¢ LI(R™),
wie bereits in (1) gesehen, somit gilt auch hier LP(R™) Z LI(R"™).

Fir U = R" ~ B(0,1) und g(z) = |z|~/? Iy (z) gilt ||g||z» = co aber
llgllze < oo fUr ¢ > p, siehe Satz C4A, also g ¢ LP(R™) aber g € L4(R™).
Das zeigt LP(R™) 2 Li(R™). (Allgemein: vol, (2) = oo gelingt &hnlich.)
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© Dank der K—Vektorraumstruktur auf L! = Ll(Q, K) kénnen wir
Funktionen f, g € L' linear kombinieren und wissen of + g € L'.
Das Integral [: L}(Q,K) — K ist eine K—lineare Abbildung (A3L, A4B).

Oft wollen / mussen wir Funktionen f, g: 2 — K auch multiplizieren.
Seip,qge[l,00]mitl/p+1/q=1,etwa (p,q) = (1,00),(2,2), (o0, 1).
Wir haben -: LP x LY — L' dank der Holder—-Ungleichung (C4L)

I gl < llze - llgllza-
Far (p, q) = (1,00), (00, 1) ist die Hélder—Ungleichung leicht: Ubung!
Im Spezialfall p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.
Wir haben +: LP x LP — LP dank der Minkowski—Ungleichung (C4L)

1f+glle < Ifllze + llgllze-
Fir p =1 und p = oo ist die Minkowski—-Ungleichung leicht: Ubung!
Fir 1 < p < oo werden wir sie anschlieBend ausflihrlich nachrechnen.

© Diese allgemeinen Ungleichungen ersparen uns viel Arbeit, da wir
nicht jedes mal erneut die Integrierbarkeit individuell prifen mussen.

Uber K = R, C kennen und lieben wir den K—Vektorraum V = K".
Fir u € K" nutzen wir die euklidische Norm [jul| := /|u12 + -+ + |un .
Diese erfreut sich folgender Eigenschaften fir alle u,v € V und \ € K:
(N1) ||lv|l = 0, und [jv|| > 0 flir v # 0 (positive Definitheit)
(N2) |X-v|| = |A] - vl (Homogenitat tber K)
(N3) |lu+ || < fJull + [|v]| (Dreiecksungleichung)
Diese Rechenregeln nutzen wir oft. Sie verdienen einen Namen:

Definition C4J: normierter K—Vektorraum

Sei V ein Vektorraum tber dem Kérper K = R, C, zum Beispiel V' = K".
Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||—|| : V' — R>, die (N1-3) erfllt.
Dies induziert eine Metrik: Der Abstand zweier Vektoren u, v ist ||ju — v]|.
Die Konvergenz v,, — v in (V, ||—||) ist definiert durch ||v, — v|| — 0.

Beispiel: In C'(£2) mit Supremumsnorm |-|q ist dies die gleichmé&Bige
Konvergenz, mit der L'~Norm ||—|| .+ hingegen die Konvergenz im Mittel.
Minkowski besagt, dass (LP(2), ||—||z») €in normierter Vektorraum ist.
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e ¢ | v
b > ¢(a)

/ b= p(a)

b < ¢(a)

a a (0]

Satz C4K: Youngs Integralungleichung

Sei p:R>9 = R>¢ stetig, streng monoton, mit ¢(0) = 0 und ¢(z) oo
far x 7 0o, zum Beispiel p(x) = = mit a € R~ . Dann ist ¢ bijektiv, und
ihre Umkehrfunktion 1 = ¢~ : R>¢ — Rx( hat dieselben Eigenschaften.
Fur alle a,b € R>¢ gilt dann, wie oben illustriert, folgende Ungleichung:

a b
a-b < /QC_OsO(x)d:IJJr/y_O?b(y)dy

Gleichheit gilt genau dann, wenn b = ¢(a) gilt, siehe Skizze (und A423).

Satz C4L: Holder—Minkowski—Ungleichung
(0)Seil<p<ooundg=p/(p—1)>1,sodass 1/p+1/q =1 gilt.
Satz C4k ergibt fiir o(z) = zP~! und ¢ (y) = y?~! die Ungleichung
a-b < a’/p+bi/q

far alle a, b € R>(. Gleichheit gilt genau dann, wenn o” = 9.
(1)Seil <p,g<ocomitl/p+1/q =1, eventuell {p,q} = {1,00}.
Fir f € LP(Q) und g € L9(Q) gilt f - g € LY(Q), genauer:

If gl <

Gleichheit gilt gdw | f(z)|? = const - |g(x)|? fur fast alle x € Q gilt.
(2)Fir1 <p<ooundalle f,g € LP(Q) gilt f + g € LP(Q2), genauer:

I fllze - llgll za

If + gl < IFllze +llgllze

Insbesondere ist LP(2, K) ein K—Vektorraum mit Norm ||—||z».
Genau dann gilt || f||z» = 0, wenn f(z) = 0 fUr fast alle = € Q qilt.
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Beweis: (1) Aus || f||z» = 0 folgt f(z) = 0 fur fast alle « € Q2 (Satz A4G),
also f(z) - g(x) =0, somit ||f - g||;1 = 0, und die Ungleichung ist erfullt.
Gleiches gilt falls ||g||« = 0. Im Folgenden sei || f||z» > 0 und ||g||z» > 0.
Dank (0) haben wir in jedem Punkt = € €2 die Ungleichung

@] lg@I] @17 g
Ifllze llgllze — prH algll7s
Das Integral Uber = € Q erhalt diese Ungleichung dank Monotonie:

d p qd
nﬂummuq/v ?)ldr < HfH /V I H\\ /m [ de

B S WA B
p“f”iv QHQH%Q p q
Dies zeigt die ersehnte Holder-Ungleichung || f - gllz1 < || fllze - |9l La-
Gilt | f(z)[P = const - |g(x)|? fUr fast alle = € €2 gilt, so folgt Gleichheit
If-gllzr = || fllze - |g]|za- Die Umkehrung fihren wir nicht weiter aus.
(2) Fiir p = 1 und p = o ist die Minkowski—Ungleichung leicht: Ubung!
Im Folgenden sei also 1 < p,q < oo. Wie zuvor gelte 1/p +1/q = 1.

Seien f,g € LP. Die folgende grobe Abschatzung zeigt f + g € LP:

[f +gl” < (If] +19])" < @max{|f],[g[})"
= 2Pmax{|f[", |g["} < 2°(|fI" + |9I")

Integration Uber = € Q2 zeigt || f + gl|}, < 22(||f11%, + llglfs) < oo.
Seinun also 0 < || f + g||z» < co. Wir nutzen die Hlder-Ungleichung:

£+ gll7e = [1f + 9"
=|[If +gl-1f + gl
<A1 1 + gl + gl 1f + 9P| e
< |Fllze - 1F + 9P lzo + [lgllzo - [[1F + 91"~ | o
= [Illzo +llglize] - 1 + 1P~ 27

Dank (p — 1)q = p ist der letzte Faktor gleich ||| f + glleL/lq — ||+ g||22e
Division ergibt die ersehnte Minkowski—Ungleichung flr Hf + gHLp
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Wie Ublich sei K der reelle Kérper R oder der komplexe Kérper C
Firl <p<oound f:R" D Q — K definieren wir die L’-Norm

l/p
p 1= Pd bei ~ 1= €S .
£ 11z [Leg|f($)\ x} wobei || f]|r ebjesgllp|f(w)\

Die LP—integrierbaren Funktionen bilden den K—Vektorraum
LP=1P(Q)=LP(Q,K):={ f: Q> K| || fllr < oo}

Hier bedeutet L' absolut integrierbar und L> essentiell beschrank.

Gleichheit f = g in LP(Q,K) bedeutet f(z) = g(x) fir fast alle z € Q.

Fir ) < vol(Q) <ocound1 <p<g<oogilt L' D LP D LID L*.

Firp,q € [1,00] mit 1/p + 1/q = 1 erhalten wir die bilineare Paarung

(flg): /f

Das Produkt ist absolut integrierbar dank der Holder-Ungleichung:

1f - gllr < 1 Fllze - llgllza
© Im Spezialfall p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.

(-]-):IP x LT - K mit

Sei ) eine Menge, etwa 2 = {1,2,...,n} oder Q = N oder Q2 = Z.
Fir1 <p<oound f:Q — K definieren wir die /’/~Norm

£l = [ S ls] "

wobei || f|¢pe = sup‘f(kﬂ.
ke ke

Die /P —~summierbaren Folgen bilden den K—Vektorraum

P =0rQ)=FOQK) :={f: Q> K||flle <o}

Demnach bedeutet ¢ absolut summierbar, /2 quadratisch summierbar
und ¢°° beschrankt. Fir Q unendlichund 1 <p < ¢ < oo gilt /Z C ¢4,

Fur p,q € [1,00] mit 1/p + 1/q = 1 erhalten wir die bilineare Paarung

(flg)=>_f(k)

ke
Das Produkt ist absolut summierbar dank der Hélder—Ungleichung:

1 - gller <M1 llew - llgllea
© Im Spezialfall p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.

(<]-):fP x (4 5K mit
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Eine Abbildung f:N — R:k — f ist eine reelle Zahlenfolge (fi)ken-
Far Fourier—Reihen betrachten wir f:Z — C, also 2 = Z und K = C.
Summen von Folgen verhalten sich wie Integrale von Funktionen:

[ Q=K f:R"DO =K
Il s= 31560 s = [ _|fa)] e
I = [Slsr] e o= | [ popas]
Il = [Slwr]’ e = | [ Jrop]"
1/ lles = sup}f()] /| = esssup|f(x)]

© Gut fir uns: Es gelten im Wesentlichen dieselben Rechenregeln.
Die Fourier—Isometrie .% : L([0, 27],C) = ¢?(Z, C) libersetzt verlustfrei
zwischen Funktionen und Folgen! Wir fuhren dies in Kapitel | und J aus.

Die Cauchy—Schwarz—Ungleichung || f - gl/z1 < || fllz2 - |lgll 2 und die
Hoélder—Minkowski—Ungleichung gelten nicht nur fir Integrale, sondern
wortlich genauso fir Summen und Reihen. Wir flihren dies hier aus, als
lehrreiche Ubung zur Wiederholung und der sorgféltigen Argumentation.

Ubung: (1) Wiederholen Sie die Definition von ||—||z» und LP(Q, K)
und fOhren Sie die obige Definition von ||—||» und ¢7(©2, K) aus.

(2) Warum ist LP(Q, K) bzw. ¢7(£, K) ein K-Vektorraum?

Die Falle p = 1 und p = oo sind besonders leicht: Warum und wie?

Der Fall p = 2 gelingt durch die Cauchy—Schwarz—Ungleichung: Wie?
Der allgemeine Fall 1 < p < oo benétigt Holder—Minkowski (C4L):
Wiederholen Sie dies fir L? und beweisen Sie es analog fur 7.
(B)Fur§ < vol(2) < cound 1 <p<g<oogilt L' D LP D L1 L.
Diskret gilt £1 C (P C 19 C ¢*°; es genligt, dies fir Q = N zu diskutieren.
Hier unterscheiden sich die Raume L ([0, 27]) und ¢P(Z) fir 1 < p < cc.
(4) Warum ist L>(£2, K) eine K—Algebra, nicht aber L (2, K) fir p < co?
Uberraschung: Warum ist ¢7(Q, K) eine K—Algebra fir alle 1 < p < c0?
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