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dx misst die Flache unter dem Graphen von f:

f

Das Integral ff f(x)

a | | b x

© lst f:[a,b] — R stetig, so reicht Einschachtelung zur Integration.
© Hieraus folgern wir niitzliche Rechenregeln des Integrals:

Hauptsatz: ~ Fr F’ = f gilt fbf dx = F(b) — F(a).
Substitution: fb flg t)dt = fg z)dz
Produktregel: f f(z )dx = [fgl® f f’

& Manche Funktionen kann man so noch nicht mtegrleren.
© Fur diese nutzen wir das Prinzip der Ausschépfung.

A\ Das Integral fab f(x) dz ist zuerst Flicheninhalt und dann erst Stammfunktion, dank HDI!
Aus Bequemlichkeit wird es oft umgekehrt dargestellt: Das ist gut gemeint, aber auch irrefiihrend.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist keine Definition fiir das Integral,
sondern eine Folgerung: Der HDI gilt nur eindimensional, fiir stetige Integranden auf einem
Intervall [a, b]. Fiir die hoherdimensionale Integration hat der Begriff der Stammfunktion zunéichst
keinen Sinn, Fléicheninhalt und Volumen hingegen schon! Diese Sichtweise ist daher tragfahiger.

Wir beginnen mit eindimensionalen Treppenfunktionen f : R — R. Dank der Anordnung des
reellen Zahlkorpers (R, +, -, <) sind diese sofort zugénglich. Hierauf kénnen wir das Integral in
der gewiinschten Weise konstruieren und alle erhofften Eigenschaften nachrechnen (Satz B1A).

Getreu den im vorigen Kapitel A formulierten fiinf grundlegenden Integrationsregeln erkléren
wir in diesem Kapitel die eindimensionale Integration durch Einschachtelung und Ausschopfung.
Es geht zunichst um die Grundlagen, die Sie aus der HM2 kennen und hier beherrschen miissen,
sodann um die notigen Vertiefungen sowie viele Beispiele. Damit soll dieses Kapitel den Weg
ebnen zur mehrdimensionalen Integration, der wir uns in den folgenden Kapiteln widmen.

Fiir viele Anwendungen wichtig ist insbesondere das Zusammenspiel von Integralen und Reihen.
Wihrend es im Kapitel A zunédchst um die Definition des Integrals ging, kommen wir in diesem
Kapitel B zur Praxis des Integrierens. Das ist ein weites Feld, zu dem ich eine komprimierte
Einfithrung gebe. Hier brauchen Sie Ihre Rechenfertigkeiten! Integrieren erfordert Geschick,
Ubung und Erfahrung, gem#B obigem Motto: Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Kapitel 3.




Eindimensionale Treppenfunktionen austomang| | DS Integral fUr eindimsionale Treppenfunktionen Ausfahrung
D | | R | Sei 2 C R ein Intervall. Eine Funktion f:Q — R hei3t Treppenfunktion,
: . : ! ¢ . — wenn sie stiickweise konstant ist. Ausfihrlich heif3t das, es existiert eine
I '; | L Unterteilung U = {zg < 21 < --- < 2} € Qund Werte f1,..., fr € R, s0
. i i 1 ! R i i dass f(x) = fi fUr z4—1 < z < xy, sowie f(z) =0 flr z < xo und z > x.
| | | | | ot | | Bezliglich dieser Unterteilung U definieren wir das Integral von f durch

Treppenfunktionen sind stiickweise konstant. Das Integral, also der Flicheninhalt unter dem

Graphen, ldsst sich hier leicht bestimmen als Summe der Rechteckflichen. Genau dies besagt die
folgende Formel, und sie hat alle richtigen Eigenschaften! Pikantes Detail: In einzelnen Punkten
Zo,T1, ..., sind die Funktionswerte beliebig; sie fallen bei der Integration nicht ins Gewicht.
Auf Intervallen, wo die Funktion negativ ist, wird der Flicheninhalt negativ in Ansatz gebracht.
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Satz B1A: Integration eindimensionaler Treppenfunktionen

Das Integral [, f(x) dx ist wohldefiniert: Es hangt nur von der Funktion
f ab, nicht jedoch von unserer willkirlichen Wahl einer Unterteilung U.

Die Menge T'(Q2) aller Treppenfunktionen auf €2 ist ein R—Vektorraum;
er wird erzeugt von den Indikatorfunktionen endlicher Intervalle @ C Q.

Hierauf ist das Integral [, :7'(Q2) — R linear und normiert geméan

QU
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Ausfiihrung

Das Integral fir eindimensionale Treppenfunktionen

JoIo(x) dz = vol; (Q) und wird hierdurch eindeutig bestimmt.
Es ist zudem monoton: Aus f < g folgt [, f(z)dz < [, g(z)
Treppenfunktionen und Indikatorfunktionen Austiang

Zu jeder Treppenfunktion f existieren mehrere mogliche Unterteilungen U C €2, zum Beispiel
ktinnen wir U durch weitere Zwischenstellen zu U’ D U verfeinern. Das oben definierte Integral
Jo U x) dz dndert sich dadurch nicht! Dies wollen wir zur Sicherheit als erstes nachrechnen:

Wohldefiniertheit: Wir fiigen zu U = {29 < 21 < --- < x¢} einen Teilungspunkt z, hinzu,
{.. <®xp_1 <zv <2k <...}. Das indert die Terme der Summe, aber nicht ihr Ergebnis,
denn fr - (@s — 1) + fo - (T — @) = fro - (Te —Tp—1 + T — T4) = fro - (Th — TH—1).
Je zwei Unterteilungen U = {zo < 21 < - < z¢pund U’ = {2 < z} < --- < 7, } haben
gemeinsame Verfeinerungen: Die kleinstmogliche ist ihre Vereinigung U U U’. Schrittweises
Verfeinern zeigt dann [, , f(z)dz = ... = [, ;o fl@)dz = ... = [, flz)dx

Die Wohldefiniertheit ist das Fundament. Daraus ergeben sich sofort folgende Eigenschaften:
Normierung: Fiir jedes Intervall Q = [a, b] C  ist die Indikatorfunktion I : 2 — R eine
Treppenfunktion zu U = {a < b}, und ihr Integral [, Io = b — a = vol; (Q) misst die Linge.

Skalierung: Ist f : Q2 — R eine Treppenfunktion zur Unterteilung U = {zo < 21 < -+ < ¢},
so auch jedes Vielfache cf : 2 — R mit ¢ € R, sogar zu derselben Unterteilung U, und es gilt

Jo ef (@) da =325 (efi) (zn = @ra1) = ¢ Xy fu (@ — 2) = ¢ [, f(a) de
Additivitiit: Sind f, g Treppenfunktionen zu U, U’, so auch f —|— gzuU U U’, und das Integral
ist additiv: [, f(2) + g(z) dz = S5, (fe + g&) (xx — 2-1) = [, flx)dz + [, g(x
Monotonie: Sind f, g Treppenfunktlonen zur Untertellung UuU’,und gilt f < g, so0 folgt die
Ungleichung [, f(z)dz = Y4, frler — 2e-1) < Spy grlar — 2e-1) = [, 9(z) dz.

Jede Indikatorfunktion I, ist eine Treppenfunktion, also auch die Summe Zizl celg,.
Umgekehrt lésst sich jede Treppenfunktion f: R — R so schreiben: Gilt f(x) = f fiir
Tp—1 <z <zpundk =0,...,4 sowie f(x) = 0 fir z < xo und fiir x > xy, so gilt

14

£
= ka | SR +Zf(x’<) Loy o -

k=1 k=0

Jede Treppenfunktion f: 2 — R ist demnach von der Form f = Zi:l cr Ig, mitcy € Rund
endlichen Intervallen @, C Q. Anders gesagt, die Indikatorfunktionen I endlicher Intervalle
@ C Q sind ein Erzeugendensystem von 7°(2). Vorsicht ist geboten: Sie sind keine Basis!

Z.B. gilt Ijg o = Ijo,1[ + Ij1,2[, also sind diese drei Indikatorfunktionen linear abhéngig.

Dennoch wollen und kénnen wir hierauf das Integral erkldren! Die obigen Rechnungen zeigen,
dass das Ergebnis tatsichlich wohldefiniert ist. Dank Additivitdt, Skalierung, Normierung gilt:

0 ¢ . ,
/sz (;ck IQk) - ;/Q(ck IQk) = kzlck/QIQk = ;Ck voli (Qk)-

Fiir eindimensionale Treppenfunktionen ist damit alles geklédrt. Wir werden diese Konstruktion
im néchsten Kapitel C auf mehrdimensionale Treppenfunktionen verallgemeinern (Satz C1A).

Bestiinde die Welt nur aus Treppenfunktionen, so wéren wir jetzt fertig. Interessant sind aber vor
allem Funktionen, die nicht so simpel sind wie Treppenfunktionen. Diese integrieren wir im
Folgenden mit Hilfe von Treppenfunktionen durch Einschachtelung und Ausschopfung.
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung
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Beispiel

Beispiel: Integration durch Einschachtelung

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R:xz — z. Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei aquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

h(z) ==z

> k-

k=1

SERES
Sle

n

(]
e
SIS

|

0 a

(n—1)n q2 a2 n(n+1) q2
2772/‘7/2ﬁ'

Loésung: Fir die Integrale gilt

Ausfhrlich: Wir nutzen Zz;é k = n(n —1)/2. (Ubung: Rechnen Sie es
nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.2 oder spéater B305.)

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, : [0,a] — R mit f,, < h < g,,.
Hierzu unterteilen wir das Intervall [0, a] durch zj, = k% mitk =0,...,n.
Sei f,, konstant auf |z;_1, z;[ mit Wert miny,,, , ,,; h = ;1. Dann gilt:

@ 2 a oa (n — 1)n a? 1
= e S At Zg2
/x_o fnl@)dw = kz—o kn n 2 n? 4 2"

Sei g, konstant auf |z, xx[ mit Wert max,, | .1 h = zx. Dann gilt:
@  w—,a a _ n(n+1)a? 15
[ ontarae = D R AN

Flarn — oo gilt fO“(gn — fn) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

a 1
/ rdr = =a®
0 2

© Dieses Ergebnis ist anschaulich-geometrisch klar. Sehen Sie wie?
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung
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Beispiel: Integration durch Einschachtelung

Aufgabe: Zu integrieren sei h: [0,a] — R:z +— 2%, Berechnen Sie Unter-
und Obersummen bei dquidistanter Unterteilung sowie den Grenzwert.

h(z) = 22

k=1 1
nz 2
> (k) 5
k=0
() a
Losung: Fir die Integrale gilt (“=1Cr=Dal » b, nlodl)Entl) o)

Ausfiihrlich: Wir nutzen 3775 k? = (n — 1)n(2n — 1)/6. (Rechnen Sie
es nach per Induktion! Siehe HM1 Beispiel 1.2.4 oder spater B305.)
Wie zuvor unterteilen wir [0, a] durch 2, = k2 mitk = 0,...,n.

Sei f,, konstant auf Jj_, x[ mit Wert minj,, | .1 h = z7_,. Dann gilt:

a n—1 2 .
—Dn(@2n -1 1
/—0 fn(l‘) dz = k21 . 2 = (n )n< n )23 /‘ fa3

n? n 6 3
k=0

Sei g,, konstant auf ]z, z[ mit Wert max,, | ,,1 h = 7. Dann gilt:

a n 2 3
Z a® a n(n+1)2n+1)a 1
/m_ogn(x) do = k2ﬁ'7 - RN U
= k=1

3

n 6 n3

Flarn — oo gilt fO“(gn — fn) — 0, also ist h integrierbar. Wir erhalten:

@ 1
/ 2?dz = =a®
0 3

© Einschachtelung liefert fiir jede monotone (B1B) oder stetige (B1c)
Funktion konvergente Abschatzungen durch untere & obere Schranken!
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Integration durch Einschachtelung
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Ausflihrung

Einschachtelung monotoner Funktionen

Wir wollen h: Q2 — R einschachteln durch Treppenfunktionen
fo<fi<fo<... < h < ..<g2<g1<go
Fir Ay, = [ fe(x) dz und By, = [, gx(x) dz gilt dank Monotonie
Ay <A <A <. < < ...< By < By <By.

Fir £ — oo erhalten wir hieraus die monotonen Grenzwerte
/ fe(x)de =Ar &~ A < g,/ h(z)dz? < B / Bp= / gk (z) dz.
Q JQ Q

Die Gleichheit A = B bedeutet [, [gx(z) — fi(z)] dz \, 0.
Das heif3t, die Flache zwischen f; und g; wird beliebig klein.
In diesem Falle nennen wir h Riemann—integrierbar und erhalten

/Qh(a:)dx:A:B.

© Diese Integrationsmethode ist das Prinzip der Einschachtelung.

Das Ergebnis ist wohldefiniert, d.h. es hangt nur von der Funktion f ab,
nicht jedoch von unserer willkirlichen Wahl einer Einschachtelung.

Die beiden obigen Beispiele illustrieren zwei allgemeine Regeln:
Monotone bzw. stetige Funktionen sind Riemann—integrierbar, d.h. sie
lassen sich durch Treppenfunktionen beliebig genau einschachteln.
Die Beweise sind leicht und verlaufen genau wie obige Beispiele:

Satz B1B: Integration monotoner Funktionen
Jede monotone Funktion A : [a, b] — R ist Riemann—integrierbar. J

Beweis: Wir nehmen h als monoton wachsend an, also nicht-fallend.
Das heif3t ausfihrlich: Fur alle s <t im Intervall [a, b] gilt h(s) < h(t).
Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, mit f,, < h < g,, wie folgt:
Wir unterteilen [a,b] durch z, = a+ k(b—a)/nmitk =0,...,n.

Sei f, konstant auf |1, xx[ mit Wert ming,, | .1k = h(xg_1).

Sei g, konstant auf |z, 1, x5 [ mit Wert maxg,, | .1 h = h(zg).

Nach Konstruktion sind dies Treppenfunktionen mit f,, < h < g,, und

’ — h(zx) — h(zp—1 — h(a
/gn(x)—fn(x)dzzzh( k) — h(@k ):h(b)nh()

n
k=1

\, 0.
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Einschachtelung stetiger Funktionen
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Ausfiihrung

Stickweise Integration

Satz B1cC: Integration stetiger Funktionen
Jede stetige Funktion A : [a, b] — R ist Riemann—integrierbar. {

Beweis: Da das Intervall [a, b] kompakt ist, ist h gleichmaBig stetig.
Das heif3t ausflhrlich, fir jedes noch so kleine ¢ > 0 existiert ein § > 0,
sodass fir kleine Abstande |z — 2/| < ¢ stets |f(z) — f(a)| < e folgt.

Wir konstruieren Treppenfunktionen f,,, g, mit f,, < h < g, wie folgt:
Wir unterteilen [a,b] durch z; = a+ k(b—a)/nmitk =0,...,n.
Sei f, konstant auf Jz;_1, x;[ mit Wert ming,, , ;.1 h.

Sei g, konstant auf |z, 1, x5 [ mit Wert max,, | ;.1 h.

Nach Konstruktion sind dies Treppenfunktionen mit f,, < h < g,.

Es bleibt noch ff gn(x) — fn(z)dz — 0 fir n — oo nachzuweisen.

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dank gleichmaBiger Stetigkeit existiert dazu

d > 0, sodass |f(z) — f(2')| < e qilt fir alle z, 2" € [a,b] mit |z — 2| < 4.
Flr (b—a)/n < § folgt g, — fn < ¢, also f;gn(.r) — fa(z)dz <e-(b—a).
Fir n — oo zeigt dies [* g, () — f,(x) dz — 0, wie behauptet.

Satz B1D: stuckweise Integration

Seia < b < c. Genau dannist f: [a, c] = R Riemann—integrierbar,
wenn beide Einschrankungen f|i, ; und f|y  es sind; dann gilt

Aﬁmmzév@m+[ﬂ@m

Beweis: Jede Einschachtelung von f:[a, c¢] — R kdnnen wir verfeinern,
indem wir der Unterteilung von [a, ¢] den Teilungspunkt b hinzuftigen.
Die Gleichung gilt fir Unter- und Obersummen, also auch im Grenzwert.

Fir alle a < b vereinbaren wir zudem die Vorzeichenregel

/baf(:c)d:c: —/abf(x)dx.

Ist 2 C R ein Intervall, f:Q — R integrierbar und a, b, ¢ € €2, so gilt

/:f(x)d:c:/abf(a:)da:+/bcf(a:)dac.




Stickweise stetige Funktionen asomung| | Stlickweise stetige Funktionen Ausfomnung
Die GauB—Klammer || := max{ k € Z | k < z } ist stiickweise stetig: Die Rechteckfunktion r(x) = (—1)l*] ist stiickweise konstant.
‘ l ! ! ! !
R T Y T
Die Sagezahnfunktion s(x) = = — |z ist stickweise affin-linear.
1 1 1 ] 1 1 1
T Diese Funktionen haben Sprungstellen und sind nur stlickweise stetig.
Stiickweise stetige Funktionen asumung| | Integration stiickweise stetiger Funktionen Ausforvung

Definition B1E: stlickweise stetige Funktionen

(0) Eine Funktion f: [a,b] — R heiBt stlickweise stetig, wenn es

eine Unterteilung a = xg < 21 < --- < 2y = b und stetige Funktionen
fr:[xk—1, k] — R gibt, sodass f(x) = fi(z) fur alle z;_; < z < x4 gilt.
(1) Gilt zudem f(zx) = 3 [fr—1(2x) + fr(zx)] an jeder (eventuellen)
Sprungstelle z; fir k = 1,...,¢ — 1, so nennen wir f sprungnormiert.
(2) Entsprechend nennen wir f stiickweise C", falls f1,..., fo € C™ gilt.
Hierbei ist C" die Klasse der n-fach stetig differenzierbaren Funktionen.
Stiickweise stetig diff’bar bedeutet traditionell C° und stiickweise C".

v

(0) Aquivalente Definition: Die Funktion f ist auf jedem der offenen Intervalle |x_1, T stetig,
und f(x) hat an den Intervallgrenzen fiir © \, xx_1 sowie fiir x  xj, einen Grenzwert in R.

Anschaulich gesagt: f hat nur endlich viele Sprungstellen und endliche Sprunghdhen. An den
Intervallgrenzen xo, x1, . . ., , hingegen muss f nicht stetig sein. Die Funktionswerte f(z)
sind beliebig; sie fallen bei der von uns anvisierten Integration ohnehin nicht ins Gewicht.

(1) Durch Korrektur an den Sprungstellen konnen wir f sprungnormieren. Das Integral @ndert
sich dadurch nicht. Die Normierung ist oft hilfreich, etwa bei Fourier—Reihen und —Integralen.

Es gibt gute Griinde, auch nicht-stetige Funktionen zu behandeln und integrieren zu lernen.
In der Signalverarbeitung und Fourier—Analyse zum Beispiel betrachtet man auch Signale mit
Sprungstellen, wie die oben gezeigte Rechteckfunktion oder die Sdgezahnfunktion.

Satz B1F: Integration stlickweise stetiger Funktionen
Jede stlickweise stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar geman

/abf(x) dz = /x:l f1(x) dx+---+/ﬂsjel fo(x) dz.

Die Menge S(]a, b]) aller stlickweise stetigen Funktionen f: [a, b] — R ist
ein Vektorraum, und somit ein Untervektorraum in R([a, b]). Hierauf ist

das Integral f — [ f(x) dz eine R-lineare Abbildung S([a, b]) — R.

Wie schon bei Treppenfunktionen gibt es fiir stiickweise stetige Funktionen mehrere mogliche
Unterteilungen, z.B. kann man jede Unterteilung durch Hinzunahme weiterer Stellen verfeinern.
Der Wert des obigen Integrals als Summe iiber die Unterteilung dndert sich dadurch nicht!

Die Existenz der Grenzwerte an den Intervallgrenzen verhindert Polstellen und Schlimmeres.
Gegenbeispiele sind f, g: [—1,1] — R mit f(z) = 1/4/|z| und g(z) = sin(n/|z|).
Diese sind stetig auf [—1, 0] und ]0, 1], aber nicht stiickweise stetig auf [—1, 1]!




B117
Ausfiihrung

Riemann—integrierbare Funktionen
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Ausflihrung

Welche Funktionen sind Riemann—integrierbar?

Satz B1G: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Sei 2 C R ein Intervall. Die Menge R((2) aller Riemann—integrierbaren
Funktionen f:Q — R ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral

Jo : RQ) =R : f [, f(z)de

linear, normiert, monoton, und erfillt das Prinzip der Einschachtelung.

Hierbei ist R(2) der kleinste Funktionenraum, fiir den dies méglich ist,
und auf R(Q) ist das (Riemann-)Integral hierdurch eindeutig bestimmt.

Jede stetige / monotone Funktion f : [a, b] — R ist R-integrierbar,
ebenso jede stickweise stetige / stiickweise monotone Funktion.

C(la,b]) :={ f:[a,b] > R } [ stetig }
Nt

S(la, b)) :={ f:[a,b] = R | f stiickweise stetig }
Ut

T([a,b]) := { f:[a,b] = R | f Treppenfunktion }

R([a,b]) 2

=

Nicht stuckweise stetig sind z.B. folgende Funktionen f,g:[—1,1] — R:
flx) =1//|z|

-/ \ NI
VIR Y

Ubung: Die Funktion g ist Riemann—integrierbar, aber f hingegen nicht.
Einschachtelung gelingt flir f nicht, aber mit Ausschdpfung geht’s.
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Welche Funktionen sind Riemann—integrierbar?
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Ausfiihrung

Die kleine Dirichlet—Funktion

Satz B1H: Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen

Genau dann ist eine Funktion f: [a,b] — R Riemann—integrierbar, wenn
sie beschréankt ist und fast Gberall stetig (bis auf eine Nullmenge).

Bertihmte Beispiele: Die kleine Dirichlet—-Funktion g:[0,1] — R mit
0 fallsze0,1] \Q,
g(x) = { 1 0.
b

falls z = ¢ mita,b € Nund ggT(a,b) = 1.
ist unstetig in jedem rationalen Punkt, jedoch stetig in jedem irrationalen.
Sie ist also fast Uberall stetig und demnach auch Riemann—integrierbar.
Ubung: durch Treppenfunktionen einschachteln und Integral bestimmen.

Die Dirichlet-Funktion f = Iy ) : [0, 1] — R ist gegeben durch
firz € Q,

1
f(x):{o fiir o ¢ Q.

Sie ist in jedem Punkt x € [0, 1] unstetig also nicht Riemann—integrierbar.
Ubung: Einschachtelung misslingt hier, Ausschdpfung gelingt mihelos!

Fir jeden gekirzten Bruch ¢ sei g(%) = 3, und g(z) = 0 firz € R\ Q.
Diese bemerkenswerte Funktion ist in jedem rationalen Punkt unstetig.

NO|—

1 1
3 3
1 1
1 1
1 1 1 1
15 5 5 5 1
6 6
11 1 1 2 1 3 2 3 45
6 5 4 3 5 2 5 3 i 56
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integrand
f:la,b] > R

Integralfunktion

Fz)= [ f(t)dt

Der Hauptsatz besagt anschaulich: Die Steigung der Integralfunktion
F(z) = [ f(t)dtist der Wert f(z) des Integranden, also F'(z) = f(x).
Diese Beziehung wollen wir préazise formulieren und nutzen lernen.
Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.6. @ Hauptsatzkantate, youtu.be/4n6aB4aasyg.

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar, dank Satz B1c.
Wir definieren ihre Integralfunktion F': [a,b] — R durch

f(t)dt.
t=a

Fur die Fldche Uber dem Intervall [z, x + h] finden wir

F(z) =

z+h
Fl+h)~Fa)= [ f@)at ~ fa)-h
t=x
Genauer gilt folgende Einschachtelung:
z+h
h - min < / t)ydt < h- max f.
[131*+}ﬂ j? t=x j?( ) [I»I_Fhitf

Fir h — 0 finden wir dank der Stetigkeit von f im Punkt = somit

F(z+h)—F(z) 1/1’+h

h h

Also gilt F'(x) = f(x). Das er6ffnet eine wunderbare Rechentechnik!

feydt —  f(x).

=T
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Satz B11: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)
Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. Ihre Integralfunktion

F:la,b] = R mit F(:L‘)::/mf(t)dt

ist differenzierbar, und fir die Ableitung gilt F’ = f. Ist umgekehrt
F':[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/abf(x)dx: [F]Z

Diese Aussagen hei3en auch 1. und 2. Hauptsatz. Im Falle F’ = f bzw.
F = [ f + const hei3t ' Stammfunktion zu f. Anwendungsbeispiele:

mit [F]b .= F(b) — F(a).

a

™ T
/ sinzdr = [—COS:E] =1—-(-1) =2
=0 x=0
™ T
/ z sinxdr = [sinx—xcosx} = 7-0 =7
=0 =0

/w“dm— et (a # —1) /1dm = In|x|
Ca+1 r

/e"”dac:eac /lnxdm:mlnx—ac

/cosacdx: sin /sinxdm: — COS T

/ coshx dz = sinhz / sinh x dx = coshz
1

1
/(Cosm)zdx:tanx /(Smx)gdx:—cotm

1 1
/(COth)de: tanh z /(S’ledxz — cothzx

1 1
_ _ +1
/14_%2 dx = arctanzx /1 — dz = In }i_l‘

dx = arsinh x

1 1
dx = arcsinzx /
/ Vl—.Z’2 "14—1‘2

© Ubung: Machen Sie wie immer die Probe durch sorgfaltiges Ableiten!



http://youtu.be/4n6aB4aasyg
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Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen eimnerung| | EFiNNerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Erinnerung
Viele wichtige Funktionen lassen sich als Potenzreihen darstellen: Aus diesen Potenzreihen lesen wir die Euler—Formeln ab:
2 3 iz —iz iz _ iz
exp(z Z 1 =1+2+ Z— + % +. exp(iz) = cos z +isin z, cos(z) = %, sin(z) = %,
z —z A1
<, (~1)k 2 A 6 exp(z) = coshz 4+ sinh z, cosh(z) = %, sinh(z) = %
cos(z) = Y - —1-24 -y
k=0 (2k)! 2 6 Hieraus folgen sofort die geometrisch niitzlichen Gleichungen
sin(z) = i (—1)F L2k Zj’ n Zj B Z: n cos(z)? +sin(z)? =1 sowie cosh(z)? — sinh(z)? = 1.
B 2k + 1)! B 3150 T . .
k=0 2k +1) Auch die Ableitungen lesen wir direkt aus den Potenzreihen ab,
x 2 4 L6 denn Potenzreihen dirfen wir termweise ableiten und erhalten so:
cosh(z) = Y 2" R R
P (2k)! 4 6! exp’ = exp, sin’ =cos, cos’ = —sin, sinh’ = cosh, cosh’ = sinh
inh(z) = i L o _ N 23 N 2° N 2" L Diese Funktionen sind daher auch bei der Integration sehr niitzlich!
— (2k+1)! b5 T Ebenso nutzen wir inre Umkehrfunktionen, eingeschrénkt soweit nétig:
Jede dieser flnf Reihen hat unendlichen Konvergenzradius, In, arcsin, arccos, arsinh, arcosh
sie konvergiert daher flr jeden Parameter z € R, sogar z € C.
Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Ermenieg Erinnerung: Kreis- und Hyperbelfunktionen Erimenung
N 4
, AN S/
cos(t) sin(t
— ~ e — ~ \\ cosh(t) /
N\ \\ / AN \\ /] T
/ \ / AN > / /ot
\\\_, ~ N _— t
_~sinh(?)
//

Die trigonometrischen Funktionen sin, cos hei3en Kreisfunktionen,

denn t — (cost,sint) parametrisiert die Kreislinie 22 + y? = 1.

Sie sind periodisch mit Periode 27, wobei m = 3.14159265.. . ..

Ausmultiplizieren der Euler—Formeln ergibt Additionstheoreme:
sin(s + t) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t),

in(2t) = 2sin(t) cos(t)

os(s +t) = cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t),

(2t) = cos(t)? —sin(t)? = 1 — 2sin(t)?.

28

(@

COS

Die Funktionen sinh, cosh hei3en entsprechend Hyperbelfunktionen,
denn ¢ — (cosht,sinht) parametrisiert die Hyperbel 22 — 42 = 1, = > 0.

Ausmultiplizieren der Euler—Formeln ergibt Additionstheoreme:
sinh(s 4 t) = sinh(s) cosh(t) + cosh(s) sinh(¢),

sinh(2t) = 2sinh(¢) cosh(t)
cosh(s + t) = cosh(s) cosh(t) 4 sinh(s) sinh(¢),
cosh(2t) = cosh(t)? + sinh(¢)? = 2 cosh(t)* —
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Beispiele zur partiellen Integration

Korollar B1J: partielle Integration
Fir alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g

/x;f Egle)ds= - / b: £(z) g(x) da.

:|a, b] — R qilt

1@ o) _

Nachweis dank HDI: Es gilt [fg] = f'g + f¢', also [( f’g +fg) =
Dank Linearitat des Integrals erhalten wir f;’(f’ )+ f (fg") = [fqll.

[f9]8.

© Zwecks Vereinfachung wahlt man die Faktoren geschickt. Beispiel:

n+1

n n+1 1
/x"lnxdx: m lnx—/ m dz = * Inz —
n+1 n+1 n+1 n+1

© Manchmal niitzt als Trick, den Faktor 1 einzufiihren. Beispiel:

Rekursion: Manche Integrale muss man mehrfach partiell integrieren.

/m"exdx :x"ew—n/ ”1xdx

/x"sinxdx = —x"cosac—i—n/m”_l cos xdx,

sin(z)" 2 dz
/cos(:z)” dz = —i—l cos(z)" 1 sin(z) + ?cos(x)”2 dz

Fur I, = [T /o sin(z)" dz gilt Io = Z und I; = 1 und weiter I, = %11, _:

/x”cosacdx:x"sinm—n/xn_lsinxdx.

n—1

/sin(x)" dr = —% sin(z)" ! cos(z) +

n—1
n

/2 71-3-5---(2k—1) w (2k)!
/_ sin@)*de =5 2-4~6--(-(2k) - 2k!(2-;2k’
/(ln:ﬂ)” dz = /1 ‘(Inz)"dx =z (Inx)" — n/(lnx)”_l dx e=0
Letzteres behandelt man ebenso, bis man bei (In z)° ankommt. 2=0 3:5-7--(2k+1) 2k + 1)1
Kettenregel = Substitution Eriauonng Beispiele zur Substitution Etonng
Fir g: [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig gilt i) In| £ ()]
b . 9(b)
flg(t)d'(t)dt = / ( )f(u) du. Typische Beispiele, die Sie (er)kennen sollten:
t=a u=g(a
1 (), .
Nachweis dank HDI: Fir F(s) = [* f(u )du glItF( 0) = fg(t) ¢ (b). /xdx _/xdf” =z fire>0
Hieraus erhalten wir [° f(g(t)) ¢/'(t) dt = fgg(a)) f(u)du / 11 de — / (111137)' dr —Inlnz firz> 1
Damit dies auch fiir g(b) < g(a) gilt, verelnbaren wir [7 .= - J5 196 ne (1n1$ r
ninT .
© Merkregel: Fur u = g(t) gilt 4% = ¢/(t), also du = ¢(t) dt. Beispiel: /xlmlnlnx do = / g 0= nlnlhz firz>e
2 5 5 sin x (coszx)’
/t:O cos(t® + 1) - 2t dt = /u:1 cos(u) du = [sim(u)}u:1 = sin(5) — sin(1) /tan(:z:) dr = / P dr = _/ P dz = — In|cos |
(sinz)’

Hier substituieren wir u = g(¢) = t* + 1. Demnach gilt 9 = ¢/(¢) = 2¢.
Die Integrationsgrenzen missen von ¢ nach « angepasst werden:
Wenn ¢ von 0 bis 2 lauft, dann l1&uft « von ¢(0) = 1 bis g(2) = 5.

/cot(x)d:c:/cf)sxdm:/
sinx

[L] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.1-3.3.

- dz = In|sin z|
sin z
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Integration rationaler Funktionen

Ein Polynom p(z) = ag + a1x + asz? + - - - + a,x™ abzuleiten ist leicht:

Man erhalt p’(z) = a1 + 2a9x + - - -

+ na,x™ !, also wieder ein Polynom.

Ebenso leicht kbnnen wir integrieren und erhalten wieder ein Polynom:

an,

xn—i—l
n+1

/ ()dx—const+a0x+?g:+3 NI

Auch eine rationale Funktion r(z) = p(z)/q(x) abzuleiten ist leicht:

P (x)q(x) — p(z)q'(x)
q(x)
Fir jede rationale Funktion r(x) ist die Ableitung »’(x) wieder rational,

aber Stammfunktionen im Allgemeinen nicht! Manche Integrale fiihren
zu In und arctan und somit aus den rationalen Funktionen hinaus:

dx
_1 .
= Injz| und /x2 T

© Das ist aber auch schon das Schlimmste, was passieren kann. ..
Der folgende Satz erklart, wie man rationale Funktionen integriert.

r(z) =

= arctanx

L[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.4.
Jede rationale Funktion r(z) = p(x)/q(x) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale. Beispiele:
() = 42% — Tx + 25 2 .3 5

23— 62243z +10 2+l 2-2 2-5

— / )dz = 21In|z + 1| — 3In|z — 2| + 5Injz — 5|
322 — 31 — 10 1

r@) = 23— b2+ 1z —15 -3
7
== / ydz = In|z — 3| + In|a? —1—2m—l—5|—|—farctan

© Die Rechnung mag lang und miihsam sein, aber sie gelingt immer!
Insbesondere kann ein Computer-Algebra-System sie fir uns ausfiihren.

© Der folgende Satz liefert die elementaren Integrale der Partialbriiche.
Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns Gber R, dass wir jede
rationale Funktion als Summe solcher Partialbriiche schreiben kénnen.

+ 2x+5
22 +2x+5

x—1
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Satz B1L: Integration rationaler Funktionen Satz B1M: Fundamentalsatz der Algebra, reelle Zerlegung
Jede rationale Funktion r(x) = p(x)/q(x) ist elementar integrierbar Jedes reelle Polynom ¢ € R[z]* lasst sich zerlegen in ¢ = uq’fl o g

durch Partialbruchzerlegung (B1N) und folgende Grundintegrale:

/ a dz = aln|z — ul
T —u

—a

a
——d k>2
[t = ame—a ¢22
axr +b a r+v
/x’2—|—2vx—i—ud 1n|x +2U1}+u‘+marctan\/ﬁ

ar +b
(22 4 2vzx + u)k

B (b —av)x + (bv — au)
— 2k — D)(u — v2)(z2 + 2vz + u)k-1
(2k — 3)(b — av) / 1
2(k —1)(u—v2) J (22 + 2vx +u)k-1

/

dx

© Zum Nachweis genlgt es, geduldig und gewissenhaft abzuleiten.
Probe als Ubung: Die Formeln sind furchteinfléBend, aber elementar!

mit v € R* und affin-linearen Faktoren ¢;(z) = x — u; mit u; € R oder
quadratischen ¢;(x) = #* + 2v;z + u; mit uj,v; € R und v§ — u; < 0.
Hierbei konnen wir k; > 1 annehmen fiir alle i sowie ¢; # ¢; fir ¢ # j.

Korollar B1N: reelle Partialbruchzerlegung
Jede rationale Funktion %’ € R(z) ist Summe von Partialbriichen

b b1 P1,2 D1k
- =po+ : Jhoo0dk kll
q Q1 ql ql
+ ...
+ Pm,1 4 pn;Z NI prrzkm
m m qm"

mit Polynomen po, p; ; € R[z] und degp; ; < degq; < 2 wie oben.
Zusammen mit Satz B1L gelingt so die elementare Integration.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution

Ein elegant-raffinierter Integrationstrick wurde
von Weierstral3 entwickelt: Die trigonometrische
Generalsubstitution 16st eine groBe Familie von
Integralen durch elementare Stammfunktionen.

Die Kreislinie S! = { (z,y) e R? | 22 +32 =1}
parametrisieren wir trigonometrisch durch

|—m, [ = St {(=1,0)}: 5 — €' = (cos s,sin s).
Alternativ gelingt dies auch stereographisch:
1—t2 2t )
1+t2714+¢2)°

Yy
1+

Dies sind zueinander inverse Bijektionen, _(_jenn
es gilt g(f(¢)) =t und f(g(z,y)) = (=, y). Ubung!

FiR = SU{(=1,0)} ¢ (

g:S'{(~1,0)} B R:(z,y) —

Satz B10: rationale Integranden in sin s und cos s
Beide Parametrisierungen kénnen wir ineinander umrechnen geman

, 2t 1—¢? . 2t . 1—¢?
sins = ——, coss=-——, ans = ——, cots= ,
1432 1 4 ¢2 il = 2t
d 2dt
t =tan(s/2), dt= 78, s =2arctant, ds=-—;.
1 + cos(s) 1+ t2

Sei R(x,y) = P(z,y)/Q(x,y) eine rationale Funktion, mit P, @ € R|x, y]
und Q(cos s,sins) # 0 fur alle s € I C |—m, w[. Auf I erhalten wir geman

' 1—¢2 92t 2dt
/R(coss,SIDS)d«S:/R<1+t2’1+t2)1+t2

einen rationalen Integranden in t. Diesen kénnen wir dank Satz B1L
elementar integrieren und anschlieBend s = 2 arctan ¢ ricksubstituieren.
v

Ubung: Die Formeln liegen explizit vor; rechnen Sie alle sorgfaltig nach!
© Jede rationale Funktion in sin s, cos s wird so elementar integrierbar.
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Weierstral3’ trigonometrische Generalsubstitution

Aufgabe: Finden Sie auf dem Intervall I = |0, 7| Stammfunktionen zu
1 —sins

und

sin s 3+ coss

Lésung: Wir nutzen WeierstraB3’ trigonometrische Generalsubstitution:

2
/ ds :/(1“) 2dt [ ntan(s/2)

(1 —coss)sins’

sin s 2t 14 ¢2 t

[ovast= /o
% ds=
3+ cos s 34 1=t

2dt _/ 2 da
1+¢2 1+t2_ 2412

= ﬂarctan(\jﬁ) = ﬂarctan(tan(\/%ﬂ)>

1 1 1 1
ds= [ =t/ ' —+24+ ¢t 3dt=Int +t7 - 22
s /2 + 5 5 nt—+ 1

1 —sins

/ (1 —coss)sins

= %ln tan(s/2) + cot(s/2) — 300t2(5/2)

© Machen Sie wie immer die Probe durch sorgfaltiges Ableiten!
Die Rechnung mag langlich sein, aber sie ist vollkommen elementar.

Diese Substitution mutet zunachst an wie Magie, sie entspringt jedoch

zwei sehr einfachen Parametrisierungen der Kreislinie 22 + 2 = 1:
1—t2 2t

e )

© Dieser Trick funktioniert ebenso fiir die Hyperbel z2 — 3% = 1:

: 1+t2 2t
(z,y) = (cosh s,sinh s) = (ﬁ, W)

Ebene Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E ausfuhrlicher behandeln,

insbesondere auch die Frage nach geeigneten (Um)Parametrisierungen.

© Geschlossene Wegintegrale der Form

(x,y) = (cos s,sins) = (

2m
/ R(cos s,sin s) ds
s=0

werden wir in Kapitel F mit dem Residuensatz berechnen (Satz F4H).
© WeierstraR’ trigonometrische Generalsubstitution ist daher keine

obskure Randerscheinung, sondern eine vielseitige Rechenmethode,
die zahlreiche schéne Aspekte verbindet, geometrisch und analytisch.
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Elementare Funktionen

Die einfachsten Funktionen sind konstant q, affin-linear a¢ + a1,
quadratisch ag + a1z + axz?, kubisch ag + a1x + asx? + azz?, ...
polynomiell p(x) = ap + a1z + - - - + apz™, rational r(x) = p(z)/q(x).
Die konstanten Funktionen bilden einen R—Vektorraum, ebenso die
Menge aller affin-linearen Funktionen, quadratischen, kubischen, etc.
Polynome bilden den Ring R[z], rationale Funktionen den Kérper R(z).

Eine Funktion f(x) heiBt algebraisch, wenn sie eine polynomielle
Gleichung der Form p,,(z) f(z)" + - - - + p1(z) f(z) + po(x) = 0 erflllt,
z.B. Kompositionen rationaler Ausdriicke von Wurzelfunktionen {/z.
Die Funktion f(z) = x + V22 + 1 etwa erflllt f(z)? — 2zf(x) — 1 = 0.
Ist sie nicht algebraisch, so heif3t f transzendent. Wichtige Beispiele
sind exp und In, die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot,
Hyperbelfunktionen sinh, cosh, tanh, coth, Arkusfunktionen arcsin,
arccos, arctan, arccot, Areafunktionen arsinh, arcosh, artanh, arcoth.

© All diese Funktionen nennen wir elementare Grundfunktionen.
Diesen begegnen Sie in Theorie und Anwendungen besonders haufig.

Elementare Funktionen sind endliche Ausdriicke dieser Funktionen,
also Konstanten, z, exp(z), In(z), ... und alles, was hieraus durch
Grundrechenarten +, —, -, / und Komposition o entsteht, jeweils auf
offenen Definitionsintervallen. Beispiel: {/z = exp(In(z)/n) fir z > 0.
Kurzum jede Funktion, die wir ,geschlossen hinschreiben® kénnen.

Wir nennen f elementar integrierbar, wenn auch [ f elementar ist.
Elementare Funktionen sind stetig und somit Uber [a, b] integrierbar.
Sie sind abgeschlossen unter Ableitung, aber nicht unter Integration!
Glicklicherweise haben obige Beispiele elementare Stammfunktionen.

Man sagt scherzhaft ,Bronstein—integrierbar®, denn diese Funktionen
lassen sich integrieren durch Nachschlagen in Integraltafeln wie dem
umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von |.N. Bronstein und

K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme,
die Integrationsregeln und Tafeln benutzerfreundlich implementieren.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!
Prominente Beispiele sind exp(—x2/2) und si(x) = sin(x)/x B149].
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Analytische Funktionen
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Analytische vs elementare Funktionen

[ L] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §1.14.
Sei 2 C R offen. Eine Funktion f:Q — R hei3t analytisch im Punkt
xo € €2, wenn sie sich lokal um xg in eine konvergente Potenzreihe

o0

flz) = Z a(x — xo)k

k=0
entwickeln Iasst. Gilt dies in jedem Punkt, so heiB3t f analytisch auf 2.

Analytische Funktionen sind z.B. x — cx?, e, sinx, cosx, und mit f, g
auch f £ gund f - gund f/g sowie f o gund f~! jeweils wo definiert;
die Definitionsbereiche missen ggf. geeignet eingeschrankt werden.
Jede elementare Funktion ist analytisch, zudem viele weitere.

© Die analytischen Funktionen sind abgeschlossen unter Integration:
> a
F(z) = const + kz_:l %@ — o)k

Potenzreihen dirfen wir termweise ableiten und erhalten F'(z) = f(z).

In der Mathematik versteht man unter einer analytischen Funktion
f:R™ D Q — R oder allgemeiner f:C" O Q2 — C eine Abbildung, die
sich lokal als konvergente Potenzreihe darstellen 1&sst, wie oben erklart.

AuBerhalb der Mathematik werden die Begriffe ,elementare Funktion®

und ,analytischer Ausdruck® oft synonym verwendet. Diese Wortwahl ist
sehr unglicklich und stiftet heillose Verwirrung. Daher verwende ich zur
klaren Unterscheidung ausdriicklich den Begriff elementare Funktion.

Die elementaren Funktionen kennen und verstehen wir besonders gut,
wir kdnnen gut mit ihnen rechnen, d.h. wir kbnnen sie zur Vereinfachung
geschickt umformen, und so lasst sich manches Ergebnis schlie3lich ,in
geschlossener Form* angeben. Das gelingt jedoch leider nicht immer!

Welche Funktionen man als elementar betrachtet, hangt vom Kontext ab.
Zum Beispiel wirde man die Gamma-— und Bessel-Funktionen wohl
dazuzahlen, nicht aber (unvereinfachte) Grenzwerte und Integrale.

/\ Klausuraufgaben verlangen haufig genau dies: ,Integrieren Sie.. . *
bedeutet implizit ,Geben Sie das Ergebnis in geschlossener Form an.*
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Stammfunktion der Glockenkurve als Potenzreihe

flz) =e /2 \

elementar

GD9674175N9

nicht elementar!

Satz B1P: Liouville 1835

Die Glockenkurve f(z) = exp(
aber ihre Integralfunktion F'(x

2/2) ist analytisch, sogar elementar,
= [iZ, f(t)dt ist nicht elementar.

© Die GauBsche Glockenkurve f und ihre Integralfunktion F spielen

eine zentrale Rolle in Theorie und vielen Anwendungen, insbesondere in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Hierzu missen wir das
Integral F'(x) konkret berechnen, meist fur kleine Werte wie = € [—4, 4].

© Wir werden spater lim, ., [" e */2dt = /21 ausrechnen
dank zweidimensionaler Integration, Fubini und Transformationssatz.

@ Fur F existiert keine elementare Formel. Auch dieses negative
Ergebnis ist nitzlich: Es hat keinen Sinn, sich vergebens abzumuhen.
Die umsichtige Ingenieur:in versteht, was mdéglich ist, und was nicht.

© Die Darstellung von f und F als Potenzreihe erlaubt eine elegante

und extrem effiziente numerische Berechnung. Hierzu dient die folgende
Aufgabe; damit kénnen wir die Funktion F' bequem tabellieren.
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Ausfiihrung Ausflhrung
Aufgabe: (1) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = e~*"/2 und ihre (2) Wir berechnen F(z) flr o € [—4,4] auf 10~7 genau. Hierzu nutzen wir
Stammfunktion F(z) = [* _o f(t)dt in Potenzreihen um z = 0. die obige Reihe: Dies ist eine alternierende Reihe (a la Leibniz), hierfir
(2) Approximieren Sle F(x) durch ein geeignetes Polynom F),(z) kennen wir eine bequeme Fehlerschranke (Satz B3G). Fiir n > 8 gilt
in allen Punkten = € [—4, 4] bis auf einen Fehler § < ¢ = 10~". — 1)k 2k+1 - o 21
Losung: (1) Dank der Reihe e* = }"7° , 2*/k! finden wir miihelos ; 2k +1 — k(2 +1)| ~ 2"n!(2n + 1)

2k+1 Wann ist n grof3 genug? Auswerten dieser Schranke ergibt

— F(z

e (-1)
o =% =3 Coe Zm

k=0

© Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI denn Potenzrelhen diirfen wir termweises ableiten.
Wir sehen F' = fund F(0) = 0, also F(z) = [ f(t) Analysis, Beispiel 3.8.5.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe siehe Seite D106.

© Jede Potenzreihe verhiilt sich in ihrem Konvergenzkreis wie ein Polynom unendlichen Grades.
Damit koénnen Sie rechnen, bequem und effizient, wie Sie dies in der HM2 gelernt haben. Thre
Investition in die mathematischen Grundlagen zahlt sich aus, bereits hier und immer wieder!

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.
Hier ist eine elementare Integration unmdglich, die analytische Integration gelingt jedoch leicht.

461 463
>3.107, n=31:
230301 - 61 ~ " 231.311- 63 ~

Eine geeignete Approximation ist demnach folgendes Polynom:

n=30: <08 1077,

30
(_1)kx2k+1 . |$’63 -
Flo)=S" 2 L5 mit 6] < 1 <1077,
(z) ];)2kk!(2k+1) * it 1ol Sar 3163 < 10

© Wir erhalten so alle Werte F(x) fiir 2 € [—4, 4] auf 10~7 genau.
Diese Naherung kann nun ein Computer numerisch auswerten.
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Spaltfunktion und Integralsinus Integralsinus als Potenzreihe Erlauterung
Satz B1qQ: Liouville 1835
——————————————————— Die Spaltfunktion si: R — R ist stetig, analytisch sogar elementar,
aber ihre Integralfunktion Si(x ft o Si(t) dt ist nicht elementar.
Aufgabe: Entwickeln Sie si und Si als Potenzreihe. Lésung: :
R N G DA NN (=1 2h+1
si@) = 22k + 1)1 — Sil®) = 22 2+ D)2k + 1)

() = sin(z)/z  fora # 0,
e 1 far x = 0.

Ist si stetig? Gleitet unser Surfer

sogar glatt tber die Stelle x = 0?
sin(z) =z — 23/3! + 2° /5! F
si(z) =1 —22/3! + 2% /5! F

nicht elementar!

Zur Probe nutzen wir umgekehrt den HDI, denn Potenzreihen diirfen wir termweises ableiten.
Wir sehen Si’ = si und Si(0) = 0, also Si(xz) = [,~,si(t) dt. [I] Analysis, Beispiel 3.8.7.
Zur Vertauschung des Integrals mit einer absolut konvergenten Reihe sieche Seite D106.

© Die Darstellung als Potenzreihe nutzen wir fiir viele Funktionen. Sie ist fiir alle praktischen
wie theoretischen Belange beinahe ebenso gut wie eine Darstellung durch elementare Funktionen.
Die Spaltfunktion si und der Integralsinus Si treten zum Beispiel bei Beugung von Lichtwellen
an einem Spalt auf. Aquivalent hierzu begegnet uns die Spaltfunktion als Fourier—Transformierte
der Rechteckfunktion. [K107] Anwendung: So werden mikroskopisch kleine Strukturen gemessen.
Wir werden etwas spiter sogar den Grenzwert lim, oo [ Sm(m) dx = 7 ausrechnen konnen,
allerdings erst dank zweidimensionaler Integration, Integralsatzen und Residuenkalkiil. [F425]
Unerschrockenen gelingt dies auch eindimensional mit der Laplace—Transformation. [L409]

B151
Ausfiihrung

Elementar integrierbar oder nicht...?

B152
Ausfiihrung

Die Kurvenlange von Ellipsen

/\ Elementare Fragen erfordern oft nicht-elementare Antworten.
Elementare Integrierbarkeit sieht man dem Integranden nicht leicht an:

elementar integrierbar nicht elementar integrierbar
e’ e, %/
Inz Inlnz, vinz
sinz, cosz sin(z)/x
Jianz N
In(z)/x In(z)/(x — 1)
V1+a? V1+ a2
¥+ 2%lnx %, ¥ Inx
z /[ Vat+1022 — 962 — 71 | =z / Vo' 41022 — 96z — 72

© Computer-Algebra-Systeme nutzen den Algorithmus von Risch:
Er findet entweder eine elementare Stammfunktion, falls eine existiert,
oder aber er erkennt ihre Nicht-Existenz. Das ist phantastisch-genial!

Die Ellipse I" um den Nullpunkt (0,0) mit Radien r, s > 0:

S
//_\

I = { (rcos(t), ssin(t))

={(z,y) € (a/r)* + (y/s)? =1} '

| te o

R? |

\_//

Der umschlossene Flacheninhalt ist voly(A) = 7mrs. (Warum?)
Die Kurvenlange von T ist gegeben durch das elliptische Integral

\/ 2 sin(t

t=0
Kurvenintegrale werden wir in Kapitel E noch ausfuhrlicher behandeln.
Flr r # s lasst es sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken!
Dies gelingt als Potenzreihe in der Exzentrizitat ¢ := /1 — s2/r2.

voly (T') = 2 + 52 cos(t)? dt.




Viele Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar.

B201

Erinnerung

B202
Erinnerung

Viele Funktionen sind nicht Riemann—integrierbar.

Riemann—integrierbare Funktionen schachteln wir ein durch Treppenfunktionen (A3E).
Diese Technik funktioniert bestens fiir stetige Funktionen, sto3t aber schnell an ihre Grenzen:
¢ Satz A3F: Riemann—Integrierbarkeit, hier eindimensional
Genau dannist f: R — R Riemann—integrierbar, wenn gilt:

@ Die Funktion f hat beschrankten Trager:

Es gibt ein endliches Intervall I C R sodass f(z) =0 fur z ¢ I.
@ Die Funktion f hat beschrankten Wertebereich:

Es gibt ein endliches Intervall J C R sodass f(I) C J.
@ Die Funktion f ist fast Uberall stetig:

Fur die Menge U C R der Unstetigkeitsstellen gilt vol; (U) = 0.

© Alle stetigen Funktionen f: [a,b] — R sind Riemann—integrierbar.
@ Viele Funktionen sind allein mit Einschachtelung nicht integrierbar.

f:]0,1] 5 Riz— L

R:x— Ig(z)

Die nichste Seite zeigt drei typische Beispiele. Bei f ist der Wertebereich unbeschrinkt, \h[Q’ —I—OO[ - Rizi= ac%
bei h hingegen der Triger: Diese lassen sich nicht durch Treppenfunktionen einschachteln! —
Die Funktion g ist in jedem Punkt unstetig: Zwar ldsst sie sich durch Treppenfunktionen €
einschachteln, aber nicht beliebig genau, denn die Fliche dazwischen betrigt mindestens 1.
. B203 . . B204
Erinnerung: Monotone Konvergenz eimnenung| | INtegration durch Ausschépfung Erinnerung

Die erweiterte Zahlengerade R vereinfacht Konvergenzaussagen:

¢ Satz A2e: Supremum und Infimum in R
Jede Teilmenge M C R hat ein Supremum und ein Infimum in R.

Ist die Menge M leer, so gilt sup () = —oo und inf () = +oco.

¢ Satz A2r: monotone Konvergenz von Zahlenfolgen

Jede wachsende Folge ap < a1 <az < ... in R konvergiert gegen
einen Grenzwert a € R. Wir schreiben hierfir kurz a; " a.

Flr by > by > by > ... in R gilt entsprechend b, \, b mit b € R.

¢ Satz A2G: monotone Konvergenz von Funktionenfolgen

Jede wachsende Folge fy < fi < fo < ... von Funktionen f;,: Q — R
konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion f:Q — R.
Das heif3t, fur jedes = € Q gilt fx(z) & f(z), kurz fr, 7 f.

Fir go > g1 > g2 > ... : Q — R gilt entsprechend g;, \, g:Q — R.

Wir wollen f:Q — [0, co] ausschépfen durch messbare Funktionen

fo<fi<fo<... fx /T

D.h. es gilt monotone Konvergenz fi(z) ~ f(x) fur jedes = € Q.

mit

Dank Monotonie des Integrals gilt dann

/Qfo(li) dr < /Qfl(iv) dz < /sz(x) dz < ...
Hieraus folgt Konvergenz [, fix(z)dx A gegen ein A € [0, oc].

Auch die Grenzfunktion f ist dann messbar (A3G), und wir erhalten

/Qf(:v) dz = A.

© Diese Integrationsmethode ist das Prinzip der Ausschépfung.

Das Ergebnis ist wohldefiniert, d.h. es héngt nur von der Funktion f ab,
nicht jedoch von unserer willkirlichen Wahl einer Ausschépfung fr * f.




Beispiel: Integration durch Ausschépfung Belepin Beispiel: Integration durch Ausschépfung el
f Aufgabe: Integriere f(z) = x=% auf Q = [1, +o00[ durch Ausschépfung.
prung
OB RS Losung: FUr fy = f - I}y 4 qilt fr 7 f. (1) FUr a = 1 finden wir
: n _ L z Def k 1 HDI k
/ fr(z)dz = / —dz = [lnx} = Ink / +oo.
f2 Q z=17T z=1
fo < f (2) FOr a < 1 fallt f noch langsamer:
e k 1—a 1k 1—
N e s Ee Pt PR S U DO D DU O £ Def _ upl | T k=4 —1
******** d e — =
I3 /fk(x) ) /:rzlx ! [1—GL_1 l—a e
< f (3) Nur fur a > 1 fallt f schnell genug:
1 O O Y O O R Y / fi(z) da Def / 7 %dr 2 ana — ke Vs 1
1 BT =1 l—-a],, a—1 a—1
\ e fe /S F = Dank Ausschépfung f, 7 f gilt [, fx /* [, f- Wir erhalten also
N e
u_q_fafi_ ‘{In_ﬂq /k’ 1 d Ink fira=1 k—o00 +oo flra <1,
— ar = —a . -
[[1 Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.8 und spiter B217 x=1T¢ 1_(11111 fir a 7é 1 ﬁ fira > 1.
Die Funktion f ist nicht Riemann-integrierbar, da ihr Tréger [1, 4+o0o[ nicht beschrinkt ist
Beispiel: Integration durch Ausschépfung Belopie Beispiel: Integration durch Ausschépfung Seiops
f }Ifg }Ifg ;If4 Aufgabe: Integriere f(z) = 2~ auf 2 = ]0, 1] durch Ausschépfung.
': ': | Losung: Far f, = f - Il/k y 9ilt fr 7 f. (1) FUr a = 1 finden wir
". ". ". . !
l l l i) da o —d [mx} — Ink ' +oo.
| | | vt =i
| | | 2) Fur a > 1 wachst f sogar noch schneller:
\\ \\ \\ l1—a 1 a—1 _
\\\ \\\ \ / fk: dm Def / 2 dr upr | & . k 1 /‘ +o00
\\ \ 1/k 1_0/ :E_l/k a,—l
3) Nur fir a < 1 wachst f langsam genug:
\ - | / f da: / e 2 i ! . 1 — kot ) 1
e k(X - o=1/k 1—a le/k_ 1—a 1—a
k =
Rar, Dank Ausschépfung fi. 7 f qilt [, fv /[, f- Wir erhalten also
% % z /1 1 d Ink fira=1 - 4+oo flra>1,
—dxr = a —_—
(L] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 3.7.9 und spiter B217 z=1/k z® 17111 - fir a 75 1 ﬁ fira < 1.
Die Funktion f :]0, 1] — R ist nicht Riemann—integrierbar, da sie nicht beschrénkt ist
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Jr =
i ] f ] f

/ \ ! / \ !

/ T s \ / 7 \ /
4/ \\\ // _// \\\ ya

Bislang haben wir positive Funktionen durch Ausschdpfung integriert.
Das passt zur Idee des Volumens und vereinfacht die Formulierung.

Fir beliebige Funktionen f: Q — R kénnen wir wie folgt vorgehen:
Wir zerlegen f = f* — f~ in Positivteil f* und Negativteil f~ geman

v,y Jf(x) falls f(x) >0, _, )~ f(x) falls f(z) <0,
@)= {0 sonst, fe) = {0 sonst.
Flr jede Funktion f:Q — Rgilt f = f* — f~und |f| = f+ + f~.
Umgekehrt gilt allgemein f* = max(0, £f) = 3(|f| £ f).
Fir f(z) = £oo nutzen wir die Konvention co — co = 0.

Zur Erinnerung an A3K: In einer Dimension sei 2 C R ein Intervall.

Definition B2A: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Genau dann ist f:Q — R messbar, wenn f*:Q — [0, co] messbar sind.
(1) In diesem Fall ist auch |f| = f™ + f~ messbar, und somit gilt

[ls@lae= [ Fr@ans [ f@a

(2) Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f (absolut) integrierbar.
In diesem Fall kbnnen wir das Integral von f definieren durch

/Qf(x)d:r ;:/Qﬁ(x)dx—/ﬂf(x)dx.

A\ Die Differenz co — oo ist sinnlos! Zur Integration von f = f+ — f~
missen Positivteil f* und Negativteil f~ endliche Integrale liefern.

© Das Kriterium [,,|f(z)| dz < oo ist einfach, prazise und bequem.
Geschickte Abschatzung vermeidet die miihsame Berechnung von f*.
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Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral
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Erinnerung

Absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Beispiel: Fir die Funktion f:R — R mit f(z) = sin(z)/z gilt

/Rf'k(x)dm:/Rf_(x)dm:oo.

Demnach ist f also nicht absolut integrierbar. (Seite B149 zeigt eine
Skizze, die ausfihrliche Rechnung diskutieren wir auf Seite B421.)

In diesem Fall hat es keinen Sinn, die Differenz oo — oo zu betrachten!
Wir werden daher meist die absolute Integrierbarkeit voraussetzen.
In diesem besten Falle haben f*, f~ endliches Integral, und wir setzen

/Rf(x)dx:/Rf"r(:v)dx—/Rf_(x)dx.

Andernfalls haben viele Integrale zunachst keinen Sinn! Notfalls miissen
wir uneigentliche Integrale oder den Cauchy—Hauptwert nutzen:

0 b
/ f(x)dz oder
0

lim f(x)dz + lim
Diese Konstruktionen sind etwas subtiler und leider weniger robust.

li d
S ,m im f(x)dz
Die beste und robusteste Eigenschaft ist die absolute Integrierbarkeit.

r—oo [_,.

Wir wollen mdglichst allgemeine Funktionen f:Q — R integrieren.

Zudem sollen die Rechenregeln méglichst einfach und allgemein sein.

Dies gelingt nach Lebesgue mit den absolut integrierbaren Funktionen.

Zur Erinnerung an A3L: In einer Dimension sei Q2 C R ein Intervall.

Satz B2B: absolut integrierbare Funktionen und ihr Integral

Wir betrachten ein Integrationsintervall Q2 C R, etwa 2 = R.

Die Menge aller (messbaren und) absolut integrierbaren Funktionen
L'Q)=L'(QR) :={f: Q= R| [|f(z)|dz < o0}

ist ein R—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine R—lineare Abbildung

Jo : L'Q) =R : [ [ fz)da.
Sie ist normiert, monoton, erflllt Einschachtelung und Ausschdpfung.

Hierbei ist L'(2) der kleinste Funktionenraum, fiir den dies mdglich ist,
und auf L'() ist das (Lebesgue-)Integral hierdurch eindeutig bestimmt.}
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Erganzung

Der Hauptsatz fir integrierbare Funktionen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das Arbeitspferd
der eindimensionalen Integration. In vielen Anwendungen, auch spater
in dieser Vorlesung, werden zudem stlickweise stetige Funktionen (B1E)
integriert. Die Ausformulierung das Hauptsatzes ist hier nicht schwer:

Satz B2cC: Hauptsatz fir stickweise stetige Funktionen
Ist F': [a,b] — R stetig mit stiickweise stetiger Ableitung f = F’, so gilt

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Ist umgekehrt eine Funktion f: [a,b] — R stickweise stetig, so ist

F:la,b) >R mit F(z) ::/xf(t)dt

stetig und erflllt F’'(x) = f(x) fUr alle bis auf endlich viele z € [a, b)].

© Der Satz folgt aus dem HDI (B11) durch stiickweise Integration.
Die folgende Optimierung ist technisch, zahlt sich aber spéater aus.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt viel allgemeiner fiir alle absolut
integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R, egal ob stetig, stiickweise stetig, oder sehr unstetig.
Die Integralfunktion F' ist dann nicht mehr iiberall differenzierbar, aber immerhin fast iiberall.
Die genaue Formulierung beruht auf dem Begriff der absoluten Stetigkeit (([] Heuser §131):

Definition B2D: absolut stetige Funktionen

Eine Funktion F':[a,b] — R heif3t absolut stetig, wenn fir jedes ¢ > 0
ein § > 0 existiert, sodass gilt: Ausa < a; < b1 <---<a, <b, <b
mitn € Nund >, |ar — bg| < d folgt D7 |F(ax) — F(bg)| < e.

Fiir n = 1 ist dies die gleichmiBige Stetigkeit; diese wird hier fiir n Intervalle verschérft.
Absolute Stetigkeit liegt zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit, allgemein gilt ndmlich:
stetig differenzierbar = stetig und stiickweise stetig differenzierbar = Lipschitz—stetig =—-
absolut stetig = gleichméBig stetig = stetig. Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.
Lipschitz—Stetigkeit von F': [a, b] — R bedeutet, dass F beschrinkte Differenzenquotienten hat,

F(s)=

also | P | < L fiir eine Konstante L € R und alle s # ¢ in [a, b]. Das ist oft niitzlich.

Der folgende Satz von Lebesgue verallgemeinert den Hauptsatz B11 der Differential- und
Integralrechnung von (stiickweise) stetigen Integranden zu absolut integrierbaren Integranden.
Dieses Ergebnis beinhaltet die Integralfunktionen aller stiickweise stetigen Funktionen

und auch sonst alle Funktionen, die uns im Folgenden begegnen werden.
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Der Hauptsatz fur integrierbare Funktionen
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Ergénzung

Der Hauptsatz fUr integrierbare Funktionen

© Die absolute Stetigkeit ist maBgeschneidert fiir den HDI,
denn sie charakterisiert genau die Integralfunktionen:

Satz B2E: Hauptsatz flr absolut integrierbare Funktionen

Ist F': [a,b] — R absolut stetig, so ist F' fast Gberall differenzierbar,
ihre Ableitung f = F’:[a,b] — R ist absolut integrierbar, und es gilt

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Ist umgekehrt eine Funktion f: [a,b] — R absolut integrierbar, so ist

F:la,b) >R mit F(z) ::/If(t)dt

absolut stetig, fast Gberall differenzierbar, und fast tberall gilt F’ = f.

Hierzu definieren wir die Ableitungsfunktion F”: [a,b] — R durch den
Differentialquotienten F'(x) = lim¢_,,(F(§) — F(x))/({ — ) fur alle
x € [a, b], in denen dieser Grenzwert existiert, und F’(z) := 0 sonst.

© Absolute Stetigkeit lasst sich somit leicht charakterisieren:

Korollar B2F: absolut stetig und absolut integrierbar

Genau dannist F': [a, b] — R absolut stetig, wenn es eine absolut
integrierbare Funktion f:[a,b] — R gibt mit F(z) = F(a) + [ f(t) dt.

© Die partielle Integration gilt in allgemeiner Fassung:

Korollar B2G: partielle Integration, vgl. B1J

Sind F, G : [a,b] — R absolut stetig, so auch F'G, fast tberall gilt
(FG)' = F'G + FG' und somit [° FG' = [FG]% — [° F'G.

© Die Substitutionsregel gilt noch fiir monotone Parameterwechsel:

Korollar B2H: Substitutionsregel, vgl. B1K

Sei g:[a,b] — [c,d] monoton und absolut stetig. Ist f: [c,d] — R absolut
integrierbar, so auch (f o g) - g' und [ f(g(t)) g'(t) dt = [ f(u) du.
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Erinnerung

Uneigentliches Integral: beidseitig

Zu integrieren sei f : [a,b[ — R, wobei —co < a < b < +o0.

z) = sin(x))/z

Die Funktion f sei auf jedem Teilintervall [a, 5]
Wir nennen f uneigentlich integrierbar auf [a,

—b
i@ =y [

in R existiert. Er hei3t dann uneigentliches Integral von f auf [a, b].
[[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §3.7.

e ) x

C [a, b] integrierbar.

b[, wenn der Grenzwert

Zu integrieren sei f :]a, b[ — R, wobei —0o < a < b < +o0.

‘ f(xj = Sib(:c) T

/

Die Funktion f sei auf jedem Teilintervall [«, 5] C ]a, b[ integrierbar.

—b

f(x)dz := lim

—a a\a o

z ) B
f(x) dx+é1;%/z f(z)dx

Wir nennen f uneigentlich integrierbar, wenn beide Grenzwerte in R
existieren. lhre Summe heif3t uneigentliches Integral von f auf ]a, b].
Dies ist unabhangig von der Wahl des Teilungspunktes z € ]a, b[.
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Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert

Zur Integration Uber ganz R haben wir drei nitzliche Mdglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f — f~ und setzen

/Rf(x)dzz: ::/R]H(x)d:r—/Rf(x)dx

/\ Hierzu missen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein tiber Q C R™ (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte

) z b
/ f(x)dz := aEIPoo f(z)dz + lim

b—+o00

f(z)da

/\ Hierzu missen beide Grenzwerte existieren und endllch sein.
© Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.

(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)
(CH) / f(z)dz := lim f(z)dx

© Existiert das Integral (2) so auch (3) und beide sind gleich.
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht.

T

Diese drei Begriffe hdngen eng miteinander zusammen:
absolut ? uneigentlich ? Cauchy—Hauptwert

Fir das absolute Integral (1) von f = f* — f~ integrieren wir Positivteil
fT und Negativteil f~ getrennt. Sind beide Integrale endlich, so konnen
wir ihre Differenz bilden, das Ergebnis ist das absolute Integral von f.

Sollte f nicht absolut integrierbar sein, so betrachten wir stattdessen
allgemeiner (2) oder gar (3). Wir nehmen hierzu an, dass f wenigstens
tber jedem endlichen Intervall [a, b] C R absolut integrierbar ist.

Fir das uneigentliche Integral (2) wahlen wir einen Teilungspunkt z,
zum Beispiel z = 0. (Das Ergebnis ist von dieser Wahl unabhéngig.)
Wenn beide Grenzwerte lim,—,_ [ f(x) dz und limp, ;o fzb f(x)dx
existieren, so nennen wir f uneigentlich integrierbar und definieren
das uneigentliche Integral [*_ f(x) dz wie oben als ihre Summe.

Fir den Cauchy—Hauptwert (3) bilden wir das Integral [”  f(x) dx Gber
das symmetrische Intervall [—r, ] und bilden den Grenzwert r — oc.
Wenn dieser existiert, so nennen wir ihn den Cauchy—Hauptwert.
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Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit

Satz B2I: Absolute impliziert uneigentliche Integrierbarkeit.
(1) Fur jede messbare Funktion f:]a,b] — R und z € ]a, b[ gilt

z B8
lim / £(@)]d + lmy / (@) dz = /}aﬁb[lf(w)ldx-

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt

f(z)dx

Ja,b[

z B
lim 98 dx—i—lim/ z)dx =
lm [ f@)de+ i [ (@)

Fiir nicht-negative Funktionen f > 0 stimmen also beide Integrationsmethoden (absolut vs
uneigentlich) tiberein und liefern dasselbe Ergebnis. Fiir absolut integrierbare Funktionen f ist
die Definition [ f = [ f* — [ f~ die robustere Methode mit besseren Eigenschaften. Wenn sie
moglich ist, so impliziert sie insbesondere die uneigentliche Integrierbarkeit. Wie unten erldutert
gibt es jedoch auch Funktionen, die nicht absolut, sondern nur uneigentlich integrierbar sind.

In solchen Notfillen miissen wir uns mit uneigentlichen Integralen begniigen, auch wenn sie
weniger gute Eigenschaften haben. Das ist spiter fiir Fourier—Integrale immer wieder niitzlich.

Nachrechnen: Sei «,, \, a und 3, b Folgen mit o, < z < ,,.
Sei zunachst f > 0. Far f, =1}, 5, f giltdann f, 7~ f, also

f(x)dz

Ja,2]

/f(x)dac:} ]fn(ac)dx Ve

Bn
f(x)dz = fo(x)dze A

z [Z,b[ [Z9b[

f(z)dz.

Dies beweist die erste Gleichung. Ist f absolut integrierbar, so gilt

/ﬁfz/‘#—/“f'—+ A A

Bn Bn Bn
/ e L f*—/‘f‘z /
z z z [2,b] [2,b [2,b]

Demnach existiert beide Grenzwerte, und es gilt die zweite Gleichung.

/\ lst f nicht absolut integrierbar, so existiert in manchen Fallen
wenigstens noch das uneigentliche Integral. Das ist sein Zweck.
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Uneigentliches Integral: Cauchy—Hauptwert

Der Cauchy—Hauptwert einer Funktion f:R — R ist
(CH)/ f(z)dx = lim f(x)dz

insofern dieser Grenzwert in R existiert. Diese Vereinbarung erlaubt uns,
auch manch divergenten Integralen noch einen Wert zuzuordnen, sofern
sich divergente Teile verschiedenen Vorzeichens gegenseitig aufheben.

Satz B2J: Absolute Integrierbarkeit impliziert Cauchy—Hauptwert.
(1) Fir jede messbare Funktion f:R — R gilt

tim [ f@dz = [ @) da.

(2) Ist dieser Wert endlich, so ist f absolut integrierbar, und es gilt

lim f dm—/f

7—>00

Bemerkung: In Definition und Satz nehmen wir stillschweigend an, dass
die Funktion f:R — R auf jedem Intervall [—r, r] integrierbar ist.

Nachrechnen: Sei (r,),en €ine Folge mit r, 7 +oo.
Sei zunachst f > 0. FUr f, =1, .. f giltdann f, ~ f, also

_7:; flx)dz = /an(x) de /Rf(x) dx

Dies zeigt die erste Gleichung. Ist f auf R absolut integrierbar, so gilt

[ AR I WAy W
—r i —r R R R
Demnach existiert dieser Grenzwert, und es gilt die zweite Gleichung.

A\ st f weder absolut noch uneigentlich integrierbar, so existiert manch-
mal wenigstens noch der Cauchy—Hauptwert. Genau das ist sein Zweck.
Er hat nicht ganz so gute Eigenschaften, ist aber besser als nichts.
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Anwendung auf die harmonische Reihe

£@) =

fla+1)

fla+1)

Fat2) Jo_1)
a 70) b

Satz B3A: monotoner Vergleich von Integral und Reihe
Sei f:R>¢ — R>¢ monoton fallend. Fur alle a < b in N gilt dann:

b b
> i) < [ fe)de

k=a+1

IN
(]
=
=

Durch Umstellung ist hierzu aquivalent:

b b—1
[t < Yiw < f@+
= k=a

r=a

© Reihe und Integral haben gleiches Konvergenzverhalten fir b — oo.
© Beide kénnen gegenseitig als Naherung genutzt werden.

Aufgabe: Wir untersuchen die harmonische Reihe
e 30
n = o
k=1

(1) Schachteln Sie den Wert H,, ein durch den Logarithmus In(n).
(2) Folgern Sie das Konvergenzverhalten von H,, fir n — oc.
(3) Bei welchem Index n Uberschreitet H,, den Wert 10007

Lésung: (1) Fir die Funktion f(z) = 1/x erhalten wir dank Satz B3A:

n

In(n) < In(n4+1) < Z;

k=1
© Die harmonische Reihe wéchst wie der natiirliche Logarithmus!
(2) Insbesondere erhalten wir die Divergenz >_7_; 1 — oo fir n — occ.
(3) Bei n =~ e!0% ~ 2. 10*3*. Wir werden das also sicher nie erleben!
[ [] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §1.8-§1.9.

© Den Vergleich von Summe und Integral nutzen wir ausgiebig fiir den
lokalen Grenzwertsatz in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Kapitel V).

< 1+1In(n)
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Approximation einer Dirichlet—Reihe durch Integrale

Aufgabe: (1) Finden Sie Stammfunktionen zu den Funktionen

1 1 1
rInz(Inlnz)s’

zs’ z(lnx)s’

(2) Fur welche Exponenten s € R konvergieren folgende Reihen?

y L
ks’

k=1

1) W

ir unterscheiden die Félle s = 1 und s # 1:

> 1

k(Ink)s’

- 1
Z klnk(Inlnk)s

k=2 k=3

Lésung: (

d
do _ In(x), / cllx =Inlnz, / °

T zlnx zlnzInlnzx

/das gl / dz (lnz)'~® / dzx _ (Inlnz)t~s
v 1-s Jz(nz)s 1-s > Jzhhz(nlnz)s  1-s

(2) Fur s < 1 divergieren die Integrale, also auch die Reihen (B3A).
Flr s > 1 konvergieren die Integrale, also auch die Reihen. (Elementare
Grenzwerte sind nur fir spezielle Werte wie s = 2,4,6,8, ... bekannt.)

=Ilnlnlhz

Aufgabe: Berechnen Sie durch Summation ndherungsweise den Wert

(B3)=>_ % der Riemannschen Zeta—Funktion ((s) =) i
k=1 k=1
bis auf einen Fehler < ¢ = 0.5 - 1079, also sechs Nachkommastellen.
Wie kontrollieren Sie den Fehler? Wie weit missen Sie summieren?
Lésung: Wir berechnen die endlichen Summen s, = >"7_, k=3 und
wéhlen n so, dass der Rest ((3) — s, = > 5o, k~* kleiner als ¢ ist:
[ee)
=dr < Z 3 < /

00
0 < / x
r=n+1 k=n+1 T=n

Die Wahl n = 1000 garantiert einen Fehler < 0.5 - 1075 = 0.0000005.
Wir finden s1o00 = 1.20205640 . . ., also 1.20205689 < ¢(3) < 1.20205691.
© Noch besser: s, + (n+1)72/2 < ((3) < s, +n"2/2, Fehler < n=3.
Mit diesem raffinierten Trick gentigt schon die Summation bis n = 100.
© Mit Fourier—Reihen (Kapitel 1) finden wir ¢(2) = 72/6, ((4) = 7*/90,
¢(6) = w%/945. Fur ¢(3), ¢(5), ¢(7) sind keine solchen Formeln bekannt.

1 |
dr = — < ¢
voar on2 —
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HDI: diskrete Version fir Summen

Aufgabe: (1) Nennen und beweisen Sie die Summenformeln zu

n—1 n—1 n—1 n—1

) S N R Ny SN Y o

k=0 k=0 k=0 k=0
(] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 1, Beispiele 1.2.2 und 1.2.4.
(2) Aligemein: Formulieren Sie die diskrete Version des HDI (Satz B11).
(3) Analog zu monoton fallenden Funktionen sei nun f:R>¢ — R>g
monoton wachsend. Formulieren und beweisen Sie (wie in Satz B3A)

Ungleichungen zwischen Summe %", = f(k) und Integral ff:a f(z)dx
(4) Beweisen Sie fur jedes s € R>( eine Ungleichung der Form

n—1
Cs (n - 1)s+1 < Z kS < g ns+1
k=0

mit einer passenden Konstanten ¢; € R, und allgemeiner

Cs [(b - 1)S+1 _ (a o 1)34—1] < st < Cs [bs—l-l - as—&—l].

Losung: (1) Wir kennen bzw. finden die Summenformeln

n

~

|
—
3

|
—

—1
Si=n D
k=0 k=0
n—1 n—1
—1)(2n—1) n?(n—1)>2
> S
k=0 6 k=0 4

(2) Liegt eine solche Formel ZZ;& f(k) = [F]; bereits (als Vermutung)
vor, so gelingt der Beweis leicht durch folgende ,diskrete Ableitung®:
Satz B3B: HDI, diskrete Version fir Summen

Fir f,F:Z — R gelte f(k) = F(k+ 1) — F(k) fir alle k € Z.
Durch Summation erhalten wir hieraus die Teleskopsumme

b—1 b—1
S fk) =Y [Flk+1) - F(k)] = F(b) — F(a) =: [F]".
k=a k=a

Beispiele sind f(k) =1, F(k) = kund f(k) =k, F(k) = k(k — 1)/2 etc.
wie oben angegeben. Man rechnet dies nun leicht / mechanisch nach.
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Monotoner Vergleich von Reihe und Integral

(8) Wir machen eine Skizze und lesen die Ungleichungen ab:

f(z) L0

f(a+2) —
fat1) =

fla+1)
f(a) b

a

Satz B3cC: monotoner Vergleich von Summe und Integral
Sei f:R>¢ — R>¢ monoton wachsend. Fir alle a < b in N gilt dann:

b—1 b

> Sk

k=a+1

b
k) < /_ f@)de <

k=a

Durch Umstellung ist hierzu &quivalent:

b—1 b
flk) < f(z)dz
Xrw s [

Ubung: Beweisen Sie die Sitze B3A, B3B, B3¢ sorgsam per Induktion.

b—1
f(a) + f(z)de <

7=

(4) Wir wenden den Satz auf die Funktion f(z) = z®* mit s > 0 an.
Dank der Stammfunktion [ z*dz = 25! /(s + 1) erhalten wir

Yo o< [

e s + 1la

Im Spezialfall a« = 0 und b = n — 1 folgt hieraus
n—1

< Y E <
k=0

© Wir sehen insbesondere, dass wir die Konstante ¢, = 1/(s + 1) nicht
anders wahlen kénnen, in diesem Sinne sind diese Schranken optimal.
© Wir erhalten so eine niitzliche N&herungsformel fiir ZZ;& k?,
genauer sogar eine Einschachtelung: verlasslich und beweisbar.

© Wenn’s exakt sein muss, haben wir obige Summenformeln (1).
Diese liefern den exakten Wert, sind dafir aber etwas mihsamer.

st -1
L; + 1]

a—1

ns+1

s+1°

(n —1)stt
s+ 1
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Stirling—Formel: grobe Ungleichung

© Mit Integralen kénnen Sie nicht nur Flacheninhalte bestimmen,
sondern auch Summen und Produkte berechnen oder approximieren.
Als wichtiges Beispiel betrachten wir hier die Formel von Stirling.

Fir jedes n € N ist die Fakultat definiert durchn! :=1-2-3-.-n.
Fir n — oo suchen wir eine einfache, aber gute N&aherungsformel.

ol=1 7! = 5040 14! = 87178291 200

=1 8! =40320 15! = 1307674 368 000

21=2 9! = 362 880 16! = 20922 789 888 000
31=6 10! = 3628800 17! = 355687428 096 000
=24 11! = 39916 800 18! = 6402373705 728 000
5!'=120 12! = 479001 600 19! = 121645100 408 832 000
6! =720 13! = 6227020800 20! = 2432902 008 176 640 000

Aufgabe: (1) Gewinnen Sie Abschéatzungen fir n! (grobe Ungleichung)
durch den Vergleich von Integral [  Inzdz und Summe Y7, Ink.
(2) Nutzen Sie die Trapezregel fir eine bessere Naherung.

Inz

1 2 3
Lésung: (1) Wir vergleichen Integral und Summe:
[{nzdz = [znz - x]’f

< In2+m3+---+In(n—1)+1Inn = In(n!)
< [lnzdz+hn=Mn+1)lnn-—n+1

=nlhn—-n+1

Dank Monotonie der Exponentialfunktion erhalten wir

n\"n n\n"
e<—> < nl < en(—) .
e e
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Stirling—Formel: asymptotische Aquivalenz

A e

Inz

_—

Trapezregel: Graphisch ist hier kaum
noch ein Unterschied zu erkennen.

e

1 2 3 n—1 n
(2) Fur alle n € N>, gilt dank Trapezregel und Konkavitat:
n—1
" In(k) +In(k + 1) In(n)
> — [ —— S
/1 Inxdzr kg_l 5 In(n!) 5

Dank Monotonie der Exponentialfunktion erhalten wir
nl < e\/ﬁ<2>
(§]

© Diese Abschatzung ist um einen Faktor /n besser als die vorige.
Bis auf den konstanten Faktor e ist dies die beriihmte Stirling—Formel!

n

Die Ahnlichkeit von n! und vn(%)™ haben wir oben erklart durch
Vergleich von Summe und Integral. Die dabei gefundene Konstante
e ~ 2.7183 ist allerdings noch etwas zu grof3. Die richtige Konstante
V21 ~ 2.5066 werden wir spater ausrechnen kdnnen, siehe D435.

Satz B3D: Stirling—Formel mit Fehlerschranke

Fur n — oo gilt die asymptotische Aquivalenz

n
n! ~V2mn (ﬁ> .
e

Die Aquivalenz f(n) ~ g(n) bedeutet f(n)/g(n) — 1 fir n — oc.

Genauer gilt
n\”
| — Z) L een)
n! 2mn ( - > e

mit Fehlerschranke

0<
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Erinnerung

Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)!

Die Gamma-Funktion ist I':R.o — Rug: 2z — I'(z) := [ Z 2" te * da.
Dieses Integral konvergiert fir alle z > 0 und divergiert fir z < 0.

PN
\

fla) = ot

N

N\
f1
f / P R
f2 éi:\\\\\m_

[[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, 3.7.13.

Aufgabe: Berechnen Sie I'(1),1'(2),1'(3),I'(4), . . ., allgemein I'(n + 1). r@) - /oo e do — [_x e,xro N /oo o~ dr — 1
Zeigen Sie hierzu die Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2 I'(z) fur z > 0. 2=0 =0 Jz=0
Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)! Erinnenng Berechnung der Gamma-Funktion I'(n) = (n — 1)! Erinerung

% 00 0
P(3):/ x2e_xdx:{—$28_x} 0+2/ xle_xdx:2'1:2

Wir nutzen Ausschépfung und partielle Integration:
k
e Tdx
x=0

k k
= lim <{mz e_l’] + z/ ¥ le™® d:z:)
k—o0 =0 =0

o
= Z/ * e ™dr = 2T(2).
=0

z+1)= / e *dr = lim
x

=0 k—oo

Satz B3E: Funktionalgleichung der Gamma-Funktion
Far alle z > 0 gilt

['(z4+1) = 2T'(2).

Mit I"(1) = 1 folgt per Induktion I'(n + 1) = n! fUr alle n € N.

F(4):/ xse_xdx: {—:E?)e_x}oo +3/ x2e_$d$:3'2:6
T T

Die Gamma-Funktion I" : R>9g — R interpoliert in diesem Sinne die Faktultit ! : N — N.
Sie ist zudem logarithmisch konvex, d.h. In I" ist konvex. Diese Eigenschaften charakterisieren
die Gamma-Funktion (Satz von Bohr): Ist eine Funktion f : Rs¢ — R logarithmisch konvex

und erfiillt f(1) = 1 sowie f(z + 1) = z f(2) fiir alle z > 0, dann folgt daraus bereits f = T".
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Konvergenz von Reihen

Aufgabe: Wiederholen Sie aus der HM2 die Grundbegriffe zu Reihen:
[[] Zur Wiederholung siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §1.7-§1.9.

(1) Definieren Sie (absolute) Konvergenz und Grenzwert einer Reihe

(0.0}
D a

mit Termen a;, € C.

k=ko
Hangt die Konvergenz vom Startindex ko ab? und der Grenzwert?
Was sagen Sie zur Behauptung 1 +2+3+4+5+ .- = —-1/127

o0

(2) Untersuchen Sie Konvergenz und ggf. Grenzwert der Reihen
> 2F fiurzec,

> 2 1
ZH fir z € C, ZF fir s € R.
k=0 =0 =1

Welche Kriterien fir Konvergenz bzw. Divergenz kennen Sie?
(3) Untersuchen Sie Konvergenz und ggf. Grenzwert der Reihen

EOO (D* ki firz € R EOO D ok firz e R
x x , x x .
k41 2k + 1

FlOr x = 1?7 Was besagt das Kriterium von Leibniz? Dirichlet? Abel?

Losung: (1) Wir nutzen die Folge der Partialsummen s, := Zzzko ag.
Die Reihe konvergiert genau dann, wenn s,, fir n — oo konvergiert.
Gilt Konvergenz s,, — s flir n — oo, so schreiben wir Zz":ko ap = S.

o0 n
Z ap = lim ag
n—oo
k:ko k=k0
Geméan dieser Definition gilt 1 +2+3 + 4+ 5+ --- = oo. (Wer’s anders

will, muss eine andere Art der Konvergenz von Reihen vereinbaren.)

Nullfolgenkriterium: Konvergiert die Reihe 3,2, "ax, so gilt a; — 0.
Die Umkehrung gilt nicht, siehe harmonische Reihe Y7 | 1/k = .

© Dieses Kriterium ist notwendig, aber nicht hinreichend.
Cauchy-Kriterium: Die Reihe > }°, "a; konvergiert genau dann, wenn
fur jedes € > 0 ein ky > ko existiert mit |>°)_ ax| < e flr alle m,n > k.
© Hieraus folgt das vielseitige Majoranten-Minoraten-Kriterium:

Die Reihe ;7 a; konvergiert absolut, wenn 32, |ax| < oo gilt.
Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent, dank Cauchy—Kriterium.
Die Umkehrung qilt nicht, wie die beiden Reihen aus (3) in z = 1 zeigen.
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Konvergenz von Reihen

(2) FUr |z| < 1 konvergiert die geometrische Reihe und zwar absolut:
(e.e]
F=1424224+23+... = L
k=0
Fir |z| > 1 divergiert diese Reihe. (Die Funktion rechts ist zwar fur alle
z € C ~ {1} definiert, aber die Reihe links konvergiert nur fir |z| < 1.)
© Hieraus folgt das Quotienten- und das Wurzel-Kriterium.
Fir jedes z € C konvergiert die Exponentialreihe und zwar absolut:
> Zk 2’2 23 2’4
kzzoklzl—l—z—l—2+3!+4!+...:exp(z)
Die Reihe ) k£~ konvergiert flir s > 1 und divergiert flir s < 1.

(3) Diese beiden beriihmten Reihen konvergieren, aber nicht absolut:

11—z

= (—1)F 1 1 1 1 1
e - =1n2
ZkJrl 2t 3 15 6" .
k=0
> (—1)F 1 1 1 1 1
Z2k+1 375 779 11 g~ aretan(l)

Die Grenzwerte der beiden Reihen kénnen wir wie folgt nachrechnen:

1 1 1 n (_1)n+1$’n+1
In2 = dr = ek — ) d
" /0 14+ v /0 <Z( et 1+ > ‘

k=0

n o 1\k 1 ntl
> Oy [
k:0k+1 0 1+£I,‘
~ (—1)*
In2—
B kaJrl

1 In+1 1 1
:/ d;z;g/ " tde = — 0
— o 1+z 0 n+1

1 n n+1,.2n+2
_ Z ook, ()"

k=0

N
|
%

2
—_
+ =
=
[\
o

n (_1)k 1/1 m2n+2
- B e
kz_()2k+1+( U ire

1 2042 1 1
:/ 2dx§/ 24y = —0
0 1+z 0 2n +3
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Konvergenzkriterium von Leibniz

Beide Grenzwerte sind Spezialfalle eines allgemeinen Sachverhalts:
© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten!
Satz B3F: Abelscher Grenzwertsatz

Sei > ;2 , a eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.

Dann konvergiert die Potenzreihe f(z) = >"32, axz” fur alle z € [0, 1]
und die so definierte Funktion f: [0, 1] — C ist stetig, sogar in z = 1.

Fur z 1 konvergiert also f(z) = >3, axz® gegen f(1) = Y22, ax.

Beispiel: Fir alle = € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung

o0
-k . 2?2 23 ot b af
In(1 = R R
n(l+2) ];)k+1x S T T L S
o0 k 3 5 7 9 11
(=1)" oriq x® oz’ ozt oz’ w
arctan(e) = 3 oy S T S T

k=0
Far x 1 erhalten wir dank Abel die obigen Grenzwerte.

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

oo n—1
ko . 1 k
O (Ve lm Y (-Dra,
k=0 k=0
(2) / e“? q(z) dr := lim “?a(z)dr, w#0.
=0 o0 Jz=0

Satz B3G: Leibniz—Kriterium fir Reihen

Die Folge a; € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; \, 0,

also ap > a; > ay > ... und a; — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerschranke |37 (—1)*ax| < ay, N\, 0.

Satz B3H: Leibniz—Kriterium fur Integrale

Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) \, 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).

V.

Das Leibniz—Kriterium zur Konvergenz von Reihen kennen Sie aus der HM2. Wir betrachten und
beweisen im Folgenden gleich die Verallgemeinerung zum Konvergenzkriterium von Dirichlet.
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Konvergenzkriterium von Dirichlet

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

00 n—1
(1) Zakbk :T}LH;OZ(IIC bk,
k=0 k=0
(2) / a(z)b(r)dx = lim / a(z) b(z) dx.
=0 =0 Jz=0

Satz B3I: Dirichlet—Kriterium fir Reihen

Die Folge a;, € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; 0.

Die Folge b;, € C habe beschrénkte Partialsummen B,, = 37~ by,
das heiB3t | B,,| < M flr eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, ™\, 0 fir n — oo.

Satz B3J: Dirichlet—Kriterium fir Integrale

Die Funktion a:R>o — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) ~\, 0.
Die Funktion b:R>o — C sei auf jedem Intervall [0, r] integrierbar mit

beschrankter Integralfunktion B(r) = [ b(z) dz, das heiBt |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2) mit Fehler < 2Ma(r) N\, 0 fur r — oc.

Beweis fiir Reihen: Per Induktion zeigt man fiir alle n < p folgende partielle Summation:

p—1 p—1

p—1
Z arby = Z ar(Br+1 — Bi) = apBp — anBn — Z(ak+1 — ak)Br41
k=n

k=n k=n
Dies ist im Betrag < 2a, M \, 0, denn |ap Bp| < apM und |an Bn| < anM sowie

p—1

Z(akJrl —ak)Bry1

k=n

p—1

p—1
< Z’(akJrl — ar)Bi| < Z(ak —apt1)M = (an — ap)M.

k=n k=n

Dank Cauchy—KTriterium konvergiert die Reihe ZZ;S arbr, gegen einen Grenzwert s € R.
Zudem liefert unsere Rechnung die explizite Fehlerschranke |s — ZZ;S arbr| < 2May,.

Beweis fiir Integrale: Zur technischen Vereinfachung der Rechnung nehmen wir zusitzlich
a € C*(R>o,R) und b € C°(Rx, C) an. Wir konnen dann partielle Integration B1J nutzen:

/: a(z) b(z) dz = /: a(w) B'(z) dw = [a(z) B(z)] " - /: o () B(z) dz
Dies ist im Betrag < 2a(r)M, denn |a(s)B(s)| < a(s)M und |a(r)B(r)| < a(r)M sowie
/: a'(z) B(z)dz| < /S: |a'(x) B(J:)| dz < /5: —d'(z)M dz = [a(r) — a(s)| M.

Demnach konvergiert das Integral [”_ a(x) b(x) dx gegen einen Grenzwert I € R; zudem
erhalten wir die explizite Fehlerschranke [T — [_ a(x) b(x) dz| < 2Ma(r) \, 0 fiir r — oco.




B401

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Fazit

B402

Elementare Grundintegrale / Stammfunktionen Fazit

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung B11 erklart,
in welchem Sinne Differenzieren und Integrieren einander umkehren:

Jede stetige Funktion f: [a, b] — R ist integrierbar. Ihre Integralfunktion

=/:f(t)dt

ist differenzierbar, und fir die Ableitung gilt F’ = f. Ist umgekehrt
F':[a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung f = F’, so gilt

/a " Ha)de = [F]b mit [F]b — F(b) — F(a).

© Der HDI ist das Arbeitspferd der eindimensionalen Integration:
die Berechnung vieler elementarer Integrale gelingt erst dank HDI.

Dieser nitzliche Zusammenhang gilt noch wesentlich allgemeiner:

F:la,b) > R mit

f stetig B123
f stickweise stetig

f absolut integrierbar

<= F stetig differenzierbar
<= I stlckweise stetig differenzierbar
<= I absolut stetig B214

tdp = 2 Lar =1
/x T= (a # —1) /m x = In|z|

/e“”dx:er /ln:pdx:xlnm—x

/cosxdx: sin /sinxdx: — CosS T

/ coshxz dz = sinhz / sinh z dx = cosh z

1
—dr = ———dz = —cot
/(cosx)2 “ /(smaz)2 v o

1 1
J/P Ezigéiii;;jﬁr(la: = tanhx d/r Z;ﬁ};};;;jﬁ'(iﬂ? = —cothx

1 1
dx = arctanzx dr = In }@‘
1 + 372 1— 332 x—1

xr = arcsinx

tanx

1
—d ————dz = arsinhz
/m /\/1+7:1c2

© Probe als Ubung: Integrale sind durch Ableiten leicht nachzupriifen!

B403

Partielle Integration und Substitution Fazit

B404

Uneigentliche Integrale und Cauchy—Hauptwert Fazit

Aus der Produktregel folgt dank HDI die partielle Integration [B129]:
Fur alle stetig differenzierbaren Funktionen f, g: [a,b] — R gilt

Liaf“”j“”dx:[f@”9@>b:"Aiafcwg@»dx

Aus der Kettenregel folgt dank HDI die Substitutionsregel B131]:

Fir g: [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und £ : [¢, d] — R stetig gilt
b . g(b)
Rrorersy| S
=a u=g(a

© Damit lassen sich bereits viele Integrale elementar berechnen.

© Jede rationale Funktion r(z) = p(x)/q(z) ist elementar integrierbar
durch Partialbruchzerlegung und unsere Grundintegrale.

/\ Viele elementare Funktionen sind nicht elementar integrierbar!

Prominenteste Beispiele sind die Glockenkurve exp(—x2/2) und die
Spaltfunktion si(z) = sin(x)/x B149]. Hier nutzen wir Potenzreihen o.a.

Zur Integration Uber ganz R haben wir drei nitzliche Méglichkeiten:
(1) Bei absoluter Integration zerlegen wir f = f* — f~ und setzen

/Rf(:L‘)dZL’ ::/Rer(w)dx—/Rf(x)d:L‘

/\ Hierzu missen rechts beide Integrale endlich sein.
© Dieser Integrationsbegriff gilt allgemein lber Q C R” (A3K).

(2) Das uneigentliche Integral von f ist die Summe der Grenzwerte

/ f(x)dz := lim f )dr + lim /f
o a——0o0 b—+oo

/\ Hierzu missen beide Grenzwerte existieren und endlich sein.
© Existiert das Integral (1) so auch (2) und beide sind gleich.

(3) Der Cauchy—Hauptwert von f ist der Grenzwert (falls existent)
(CH)/ f(z)dx := lgn f(z)dx

© Existiert das Integral (2) so auch (3) und beide sind gleich.
/\ Die Umkehrungen (3) = (2) = (1) gelten im Allgemeinen nicht.

-T




B405

Vergleich von Reihe und Integral Fazit

B406

Abelscher Grenzwertsatz Fazit

Sei f:R>9 — R>p monoton fallend. Fur alle « < b in N gilt dann

b+1

b
f@)+/;.ﬂ@dm

r=a

b

flydz < > f(k) <
k=a

Das ist oft eine nitzliche Naherung: Wir ersetzen mihsame Summen

durch bequeme Integral, oder auch umgekehrt je nach Anwendung.
Durch Grenziibergang b — oo erhalten wir

/a, Ooaf(x) o <

© Jede Potenzreihe ist stetig im Inneren ihres Konvergenzkreises.
Abels Grenzwertsatz erganzt dies zur Stetigkeit in Randpunkten:

Sei )72, ai. eine konvergente Reihe komplexer Zahlen a;, € C.
Dann konvergiert die Potenzreihe f(x) = 332, axx® fur alle € [0,1]
und die so definierte Funktion f: [0, 1] — C ist stetig, sogar in z = 1.
Fur z 1 konvergiert also f(z) = > 3%, axz® gegen f(1) = > 3%, ax.

Beispiel: Fir alle = € [0, 1] gilt die Reihenentwicklung

o 00 0
i < s+ [ j@an T o e L I N S S
o z=a n(1+e) kzzok+1$ SR T T S
Insbesondere haben Reihe und Integral gleiches Konvergenzverhalten. 00 k 3 5 7 9 1
; : : arctan(z) = Z (=1) g2 T v v
Beispiel: Flr die Funktion f(x) = 1/x erhalten wir - pr 2%k + 1 - 3 5 7 "9 11 "
In(n+1) < i 1 . 1+ In(n) Farz 1 erhalten wir dank Abel die beiden beriihmten Reihen
o k o oo o
=1 (=" _ | g (-D* _ =
© Die harmonische Reihe wéchst wie der natiirliche Logarithmus! E+1 n(2) un 2%k +1 4
Insbesondere erkennen wir die Divergenz >-7_, + — oo flr n — cc. k=0 =0
Konvergenzkriterium von Leibniz et Konvergenzkriterium von Dirichlet Faah

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

0o n—1
(1) D (=Dfay = Jim D (=1)fa,
k=0 k=0

(2) / e“? q(x)dz ;= lim e“? q(z) du,
T

0.
=0 700 J =0 w7

(1) Die Folge ax € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; “\, 0,

also ap > a1 > ag > ... und a; — 0. Dann konvergiert die Reihe (1),
und wir haben die Fehlerabschatzung |>"32,, (—1)*ak| < a, \, 0.

(2) Die Funktion a:R>¢ — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(x) 0,
Dann konvergiert das Integral (2), ebenso mit cos(wz) und sin(wz).
Beispiel: Das Leibniz—Kriterium sichert die Konvergenz von Reihen
wie den beiden obigen "2 (1) /(k + 1) und >_32° ,(=1)%/(2k + 1).
@ Uber den Grenzwert macht das Leibniz—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische Naherungen mit Fehlerabschétzung!
Fur die Konvergenz trigonometrischer Reihen wie Y"7° ; ¢ /k® oder

> peq cos(kxz)/k® oder Y sin(kx)/k* nutzen wir folgendes Kriterium.

Wir untersuchen die Konvergenz von Reihen und Integralen der Form

00 n—1
(1) Zak bk = lim Zak bk,
k=0 =0

(2) /00 a(z) b(z)dx = lim ' a(z) b(z)dx.

=0 00 J =0

(1) Die Folge a;, € R sei monoton fallend gegen 0, kurz a; 0.

Die Folge b;, € C habe beschrénkte Partialsummen B, = Y 77, by,
das hei3t |B,,| < M fur eine Konstante M € R und alle Indizes n € N.
Dann konvergiert die Reihe (1) mit Fehler < 2Ma,, \, 0 fir n — oo.

(2) Die Funktion a: R>y — R sei monoton fallend gegen 0, kurz a(z) N\, 0.
Die Funktion b:R>¢ — C sei auf jedem Intervall [0, ] integrierbar mit
beschrénkter Integralfunktion B(r) = [; b(x) dx, das heiBt |B(r)| < M.
Dann konvergiert das Integral (2) mit Fehler < 2Ma(r) ~\, 0 fir r — oc.

@ Uber den Grenzwert macht das Dirichlet—Kriterium keine Aussage.
© Immerhin erlaubt es praktische N&herungen mit Fehlerabschatzung!




Integration mittels Substitution

B409
Ubung

B410
Ubung

Integration mittels Substitution

Aufgabe: Berechnen Sie fir x € [—a, a] die folgende Stammfunktion:

/\/az—zzdx

(1) Wie prifen Sie diese Gleichung?

x a? /T
Va2 -2 4+ — arcsm(—) + const
2 2 a

(2) Wie finden Sie sie?

Losung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prifen! Wir substituieren z = a sin(t):

/\/ﬁdaz = / Va2 — a2sin(t)? - acos(t) dt
:a?/cos(t)2 dt

2 / 1 + cos(2t)
2

a® a® .
= ?t + y sin(2t) + const

dt

Die Rucksubstitution ¢ = arcsin(z/a) erfordert Sorgfalt:

2 2 2 2
%t + az sin(2t) = %t + % sin(t) cos(t)
2 2
= %t + % sin(t)4/1 — sin(t)?
a® <x>+a2 (x) . (ac)2
= —arcsin(— | + — (= — (=
2 a 2 \a a
a2

. x x
=5 arcsm(a) + 5 a? — 22
© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).
FingerlGibung: Entwickeln Sie alle hier bendtigten Identitaten aus den
Euler—Formeln cos(t) = (e'* + e~i)/2 und sin(t) = (e — e~1t)/2i.
Alternativ kann man solche Formeln nachschlagen in Integraltafeln wie

dem umfangreichen Taschenbuch der Mathematik von |.N. Bronstein und
K.A. Semendjajew. Noch bequemer sind Computer-Algebra-Systeme.

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.

Integration mittels Substitution

B411
Ubung

B412

Integration mittels Substitution Ubung

Aufgabe: Berechnen Sie fiir z € R die folgende Stammfunktion:

2
/ Va2 +x2dx = x Va?+ x2 + % arsinh<£> + const
a

N8 N

a2
a? + x2 + 5 ln(m +Va?+ :L’2> + const
(1) Wie prifen Sie diese Gleichung? (2) Wie finden Sie sie?

Losung: (1) Sie prifen diese Gleichung durch sorgfaltiges Ableiten.
(2) Finden ist schwieriger als Prufen! Wir substituieren = = a sinh(¢):

/\/a2+az2dac

/ Va2 4 a2sinh(t)2 - a cosh(t) dt

a2/cosh(t)2 dt
a2/ 1 + cosh(2t)
2

a2 2

= ?t + az sinh(2t) + const

dt

Die Rucksubstitution ¢ = arsinh(z/a) erfordert Sorgfalt:

a2 2 2 2

?t + az sinh(2t) = %t + % sinh(t) cosh(t)
a? a?
2 2 2
= a—arsinh<£> + a <£> 1+ <£>
2 a 2 \a a
2
= % arsinh(%) - % a? + 2

© Das ist die ersehnte Formel. Probe durch sorgsames Ableiten (1).
Nutzliche Fingeriibung: Entwickeln Sie alle hier bendtigten Identitaten
aus den Formeln cosh(t) = (e +e~%)/2 und sinh(t) = (e! —e™t)/2.
Mit der Mitternachtsformel erhalten Sie hieraus schlieB3lich:

arsinh(t) = In(t + /1 + t2)

/\ Einfache Integrale sollten Sie erkennen und berechnen kénnen.
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Ubung

Versténdnisfragen: elementare Stammfunktionen

B414
Ubung

Verstandnisfragen: der Hauptsatz

Aufgabe: Zu folgenden Funktionen sollten Sie Stammfunktionen
auswendig kennen und auch durch Ableiten nachprifen kénnen.

/xadx, /1dx, /exdx, /lnxdx,
x
/sinxd:c, /cosmda:, /Sinhmdw, /COShJZdl‘,

1
dzx,
/1+$2 /1— \/l—a:2 V1 + 22
Lésung: Diese Stammfunktionen finden Sie auf Seite B124.
Versuchen Sie, alle gewissenhaft durch Ableiten nachzuprifen.

© Umfassende Integraltafeln finden Sie online zum Beispiel unter
de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_Mathematik:_Integrale.
Heutzutage sind Computer-Algebra-Systeme der bequemste Zugang.

/\ Einfache Integrale sollen Sie sicher erkennen und selbst berechnen.

Nochmal der Hauptsatz: Sei Q C R ein Intervall und C* = C¥(Q, R)
die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f: Q — R.

Aufgabe: Differenzieren und Integrieren definieren zwei Abbildungen

D:C'=C": F f mit f(x):tlimw,
—x — X

I:C'=cC': f—F mit F(z)= f(t)dt
t=xq

(1) Gilt (DoI)f = ffur f € C°? Gilt (I o D)F = F — F(xo) fir F € C'?
(2) Sind C* und C° Vektorraume? Sind D und I lineare Abbildungen?
(3) Was sind Bild und Kern von D? Was sind Kern und Bild von I?
© Diese Sichtweise nutzen wir spater fir Differentialgleichungen.

Loésung: (1) Das sind die beiden Aussagen des Hauptsatzes B1i (HDI).
(2) Ja, C' und C° sind Vektorraume, und hierauf sind D und I linear.
(8) Dank (Do I)f = f ist D surjektiv, also Bild(D) = C°.

Ebenso ist I injektiv, &quivalent hierzu gilt Kern(I) = {0}.

Aus (I o D)F = F — F(x0) folgt Bild(I) = { F € C' | F(z0) =0 }.

Fur DF = 0 folgt F' — F'(z¢) = 0, demnach gilt Kern(D) = {const}.

B415

Verstandnisfragen: mégliche Fehlerquellen Ubung

B416

Verstandnisfragen: Funktionenklassen Ubung

Aufgabe: Die Ableitung von —z ! ist 72, also gilt [ 1/2?dz = —1/x.
Was halten Sie von folgenden Rechnungen? Stimmt das Ergebnis?

2
1 ) —172 1 1
1 —dr = [—} =t l=4o
M [rlaﬂ v x J+1 2+ 2
21 o =192 1 3
2 —dr = | =] =21 =-2
@ /_11:2 . [xL1 2 2
1 1 ar 1 1 1
(3) /d:c—/l —dzr = :1;-—/:5 2d:c—1+/d:1:
x B x x x
— () = 1

Lésung: (1) Ja, dies gilt dank HDI fiir 1/2% auf dem Intervall [1,2].

(2) Der HDI gilt nur auf Intervallen aber auf [—1 ] {0} gilt er nicht!
1/2? ist positiv, also auch f 1/2? du; genauerf 1/2? dz = oco. [B208
Obige Rechnung und das Ergebnls —3/2 sind also kompletter Unsinn.
(3) Lesen Sie Korollar B1J zur partiellen Integration nochmal genau!
© Wir brauchen Rechenregeln, maglichst prazise formuliert als Satze.
Die Voraussetzungen klaren, wann und wie wir sie anwenden kdnnen.

Aufgabe: Welche Aussagen Uber Funktionen f:[a,b] — R sind wahr?
Begriinden Sie durch ein Ergebnis der Vorlesung oder Gegenbeispiel.

(1) Ist jede differenzierbare Funktion stetig? und umgekehrt?

2) Ist jede stetige Funktion integrierbar? und umgekehrt?

3) Jede rationale Funktion f ist diff’bar und f’ ist rational.

4) Jede rationale Funktion f ist integrierbar und [ f ist rational.

5) Jede elementare Funktion f ist diff’bar und f’ ist elementar.

6) Jede elementare Funktion f ist integrierbar und | f ist elementar.
7) Jede analytische Funktion f ist diff’bar, und f’ ist analytisch.

(8) Jede analytische Funktion f ist integrierbar und [ f ist analytisch.

(
(
(
(
(
(

Losung: (1) Ja, dank Definition / Nein, Gegenbeispiel f(x) = |z|. (2) Ja, dank HDI / Nein,
Gegenbsp. f = Ijg 4). (3) Ja/Ja, dank Quotientenregel. (4) Ja/Nem Gegenbsp. [ 1/xdz = In|z|.
(5) Ja/Ja: Jede elementare Grundfunktion ist diff’bar, sogar analytisch, auf ihrem offenen (!)
Definitionsintervall, mit elementarer Ableitung, somit auch Summe, Produkt, Komposition.
Andernfalls erhalten wir Gegenbeispiele wie v/ oder |z| = v/z2. (6) Ja/Nein, exp(—x?) und
sin(x)/x sind elementar, aber ihre Stammfunktionen nicht. (7) Ja/Ja. (8) Ja/Ja. Wiederholung!



http://de.wikibooks.org/wiki/Formelsammlung_Mathematik:_Integrale

Beispiele zur uneigentlichen Integration
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Ubung
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Ubung

Beispiele zur uneigentlichen Integration

Aufgabe: Wir fixieren a € R fo ! NN SRR
und untersuchen die Funktion 1l —
T fo
2 R—R: |
f — T g T <\\\
fo —u
\>

(1) Far welche a € R> ist f, absolut integrierbar? (2) uneigentlich?
(3) FUr welche a € R existiert zu f,: R — R der Cauchy—Hauptwert?
(4) Sind diese drei Integraldefinitionen translationsinvariant?

Lésung: (1) Fir z — oo gilt f,(z) ~ 2'~%. Genauer: Fir z > 1 gilt
T z v
2x@ 1+ |x|@
Daher ist f, absolut integrierbar flr a > 2, aber nicht fir a < 2.
Ausfihrlich: FUr a > 2 und = > 1 nutzen wir das Majorantenkriterium:
T T 2—a 4 p 2—a _ 1 1
/ 7x dl'g/ Sl?l_adx:[a: :| :T —
a1 L+ |20 o1 2—ala=1 2—a a—2

FOr a < 2 und x > 1 hingegen nutzen wir das Minorantenkriterium:

/r ? dle/r xl_adle[ﬂ“r :TH7_1—>00
e—1 1+ |z|® 2 Jom1 212 —ala=1 2—a

Im Grenzfall a = 2 ist das letzte Integral 1/21n(r) — occ.

(2) Ebenso fur uneigentliche Integrierbarkeit, denn f,(z) > 0 fir = > 0.
(3) Der Cauchy—Hauptwert von f, existiert offensichtlich fiir alle a € R:

z@

< 00

/ f(z —x0)d / f(x / r de =0 — lim _* dz =0
LTt Jafe oo |, T+ [ale
Beispiele zur uneigentlichen Integration Goung Beispiele zur uneigentlichen Integration Goung
(4) Das absolute Integral ist translationsinvariant dank Konstruktion. ’\ sin(z) /N
© Dasselbe gilt auch fiir uneigentliche Integrale, denn das Ergebnis Ja(x) = 1+ [z] 4
ist unabh&angig vom willkirlich gewahlten Teilungspunkt z € R: 0
1
9] z b
/_oof(x—xo)dx = lim ; flx —xo)dz + EToo flz —xo) da T N\
0 b—a:o — _/ &
= lim f(z)dz + lim = / f(z)dx \x
A== Jq—gq b=too J, 4 —00

/\ Der schwéchere Cauchy—Hauptwert ist nicht translationsinvariant:

T r+x0 r+x0
/ T + o da :/ T e :/ LA
—T1+’x+x0’ —r+xo 1—|—|£l?’ r—xo I+z
r+x 1 — .
:[a:—ln(1+x)] ' =2xo+lnu — 2x¢ flrr — oo
r—x0 1+r+x

/\ Nicht einmal seine Existenz bleibt unter Translation erhalten:

,
/ x + xodz = 2rzg — sign(xg) - oo flrr — oo
'

© Die beste und robusteste Eigenschaft ist absolute Integrierbarkeit.

N N

Aufgabe: Wir untersuchen g, : R — R mit g,(x) = sin(x) /(1 + |z|?).
Fir welche Werte a € R ist g, absolut integrierbar? uneigentlich? CH?
Loésung: Absolut integrierbar fir a > 1, aber nicht fira <1
Uneigentlich integrierbar fir a > 0, aber nicht fir a < 0.

Flr jedes a existiert der Cauchy—Hauptwert und ist gleich 0.

Die ausfuhrliche Rechnung verlauft analog zur folgenden Aufgabe.
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Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit

B422
Ubung

Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit

Aufgabe: Wir untersuchen f:[1, c0] — R mit f(z) = 2°sin(z).

(1) Skizzieren Sie diese Funktion fir verschiedene Parameter a € R.
(2) Fir welche Parameter a € R ist f absolut integrierbar?

(3) Fur welche Parameter a € R ist f uneigentlich integrierbar?

-

/—\

— T T—— €T
a=—-15 __——= —
771’7 S~
~ © Speziell fira = —1
a = —0.5

erkennen wir hier die
Spaltfunktion (B149).

© Solche Integrale treten in der Fourier—Theorie haufig auf (Kapitel K).
Die zugehdrigen Konvergenzfragen sind knifflig, aber auch lohnend.

(2) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

r

lim ‘Jia sin(ac)‘ dz.
r—00 =1

FlOr a < —1 folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium:

r T xa—i—l T Ta—i—l -1 -1
/ |2 sin(z)| dz < / x%dx = = — < 00
=1 r=1 a + 1 1 a + 1 a + 1

Fir —1 < a < 0 folgt die Divergenz aus dem Minorantenkriterium:

km km
/ |2 sin(z)| dz > (kw)a/ |sin(z)| dz > 2(km)”
(k=) (k—1)m

Wir erhalten als untere Abschatzung eine divergente Reihe:

[e'e) o0 k [e’e]
/ ‘xa sin(m)‘ dx = Z/ |:ca sin(x)| dz > Z 2(km)* = o0
T=m k=2 (k=1)m =2

Flr a > 0 folgt die Divergenz ebenso aus dem Minorantenkriterium.

B423

Absolute und uneigentliche Integrierbarkeit Ubung

B424

Integrierbarkeit und Konvergenzkriterien Ubung

(3) Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

lim x%sin(z) dzx.

r—00 =1
Flr a > 0 existiert dieser Grenzwert nicht: Dies sieht man wie zuvor mit
dem Minorantenkriterium. Flr a < 0 hingegen existiert der Grenzwert!

Dies folgt bequem aus dem Konvergenzkriterium von Leibniz (B3H)
bzw. allgemeiner aus dem Konvergenzkriterium von Dirichlet (B3I).
Konkret geht’s so: Wir integrieren partiell und schauen genauer hin.

/ xsin(z) dx = [—a:“ cos(x)r +/ az® ! cos(x) dx

=1 z=1 =1
T

= cos(1) — r% cos(r) + / az® ! cos(z) dz

z=1

Es gilt »® cos(r) — 0 und das letzte Integral konvergiert absolut:

s T r
/ ’a:r“il cos(w)‘ dz < / —az® tdz = [—x“} =1-r"—=1
=1 =1 =1

Aufgabe: Erklaren Sie durch geeignete Satze oder Gegenbeispiele:
(1) Damit die Reihe >"72 , f(k) = lim, o >_,_, f(k) konvergiert,

ist das Kriterium f(k) — 0 flr £ — oo (@) hinreichend? (b) notwendig?
(2) Damit das Integral [° f(z)dz =lim,o [,_, f(x) dz konvergiert,
ist das Kriterium f(x) — 0 fir 2z — oo (a) hinreichend? (b) notwendig?

Loésung: (1) Das Kriterium f(k) — 0 fir £ — oo ist nicht hinreichend,
wie die harmonische Reihe >"/7 , 1/k zeigt. Es ist aber notwendig dank
Cauchy—Kriterium, siehe Stroppel, Héhere Mathematik 2, Lemma 1.9.1.
(2) Das Kriterium f(x) — 0 fir x — oo ist auch flr Integrale nicht
hinreichend, wie (nochmals) das Beispiel [° z~!dz zeigt.

Es ist auch nicht notwendig, wie das Fresnel-Integral [ sin(z?) d
zeigt! Wir substituieren v = 22; mit z = /u und dz = Ju~"?du gilt:

T 7"2 :
/ sin(z?) dz = / sin(u) du
r=1 u=1 2\/a

Dieses Integral konvergiert fir » — oo, wie die vorige Aufgabe zeigt.
Den Grenzwert berechnen wir spater mit komplexer Integration.
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Aufgabe: (1) Nennen Sie eine Funktion fy: R — R, die stetig ist, aber
(in mindestens einem Punkt) nicht differenzierbar, somit fo € C° . C.
(2) Nennen Sie eine Funktion f; : R — R, die einmal stetig
differenzierbar ist, aber nicht zweimal, somit f; € C' ~ C2.

(3) Nennen Sie fir jedes n € N eine Funktion f,, : R — R, die n-mal
stetig differenzierbar ist, aber nicht (n + 1)-mal, somit f,, € C"™ ~. C"+1L,

Losung: (1) Die Betragsfunktion fy(z) = |z| ist stetig, auch in z = 0.
Sie ist aber im Punkt x = 0 nicht differenzierbar (Skizze!), denn

ligg F02) = Jo(0) _ i £ = o0 e

\0 xz—0 x\0 T x /0 z—0 z,/0 T
(2) Die Funktion f1(z) = [2, fo(t)dt = sx|z| ist diffbar mit f{ = fo
(dank HDI oder direkt), also stetig diff’bar, aber nicht zweimal diff’bar.
(3) Sei n > 1. Aus der gegebenen Funktion f,,_; € C™~! ~. C™ gewinnen
wir durch Integration die Funktion f,,(z) = [”, fn—1(t) d¢. Dank HDI ist
fn diff’bar mit f/ = f,_1. Demnach gilt f,, € C" ~. C"~!, wie gewlinscht.
Angefangen mit fo(z) = || erhalten wir induktiv f,(z) = Lz" !z|.

n!

=1,

[ L] Siehe Stroppel, Héhere Mathematik 2, Kapitel 2, insb. 2.2.14.

Fir Funktionen f:R — R kennen Sie die Begriffe differenzierbar und
stetig differenzierbar. Sie fragen sich, worin der Unterschied besteht?
Sehr gut! Solche Fragen klaren Sie am besten durch gute Beispiele:

Aufgabe: Skizzieren Sie firr einige Exponenten a € R die Funktion

|| sin(1/]z])

fa:R—>R:z— fir 2 #0,
L : 0

fir x = 0.

(0) Ist f, auf R* = R . {0} stetig (C?)? stetig differenzierbar (C')?
mehrfach (C™)? sogar glatt (C°°)? oder gar analytisch (C“)?

Flr welche Exponenten « ist diese Funktion (1) stetig, also f, € C°?
(2) Uberall differenzierbar? (3) stetig differenzierbar, also f, € C'?

(4) Nennen Sie eine Funktion ¢g: R — R, die Uberall differenzierbar ist,
aber deren Ableitungsfunktion ¢’ : R — R nicht Gberall stetig ist.

(5) Nennen Sie flr jedes n € N>; eine Funktion g, : R — R, die n-mal
differenzierbar ist, aber deren n-te Ableitung nicht stetig ist.
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Schnelle Oszillation sin(1/|x|) mit gedampfter Amplitude |z|*:

+
o
bf?r/

i

Losung: (0) Auf R* ist f, stetig / differenzierbar / glatt / analytisch,
denn f, ist Produkt und Komposition solcher Funktionen: z® und sin(z).
(1) Fir a > 0 ist f, stetig im Punkt 0, denn | f,(x)| < || — 0 fir z — 0.
Fir a < 0 hingegen ist f, in 0 unstetig: Der Grenzwert existiert nicht!
(2) FOr a > 1ist f, im Punkt 0 differenzierbar: Fur = 0 gilt

(fa(z) — fo(0))/(z — 0) = 2 Lsin(1/x) — 0, also f.(0) = 0.

Flr o < 1 hingegen existiert dieser Grenzwert nicht!

(3) Fur x > 0 qilt f (x) = az* Lsin(1/x) — 22 cos(1/z).

Fir 1 < a < 2ist demnach f, differenzierbar, aber f/, nicht stetig.

(4) GemanB (3) ist g(x) = fo(z) = 2?sin(1/x) ein einfaches Beispiel.

(5) Sein > 2,und g,—1:R — R sei (n — 1)-mal differenzierbar, aber
g,(f__ll) sei nicht stetig. Durch Integration gewinnen wir die Funktion
gn(x) = [Z, gn-1(t) dt. Dank HDI ist g, diff’bar mit g/, = g,,—1, also
n-mal diff'bar, aber g\ = gff__ll) ist nicht stetig, wie gewiinscht.
Explizit gelingt ¢,,(0) = 0 und g,,(x) = |z|*" sin(1/|z|) oder alternativ
gn(7) = |z[*"1sin(In|x|): wie in (1-3) genligt sorgfaltige Nachrechnen!
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Takagi: stetig aber nirgends differenzierbar

Aufgabe: (1) Skizzieren Sie die Funktion fi(x) = dist(x, Z),
also den Abstand von = € R zur néchsten ganzen Zahl a € Z.
Skizzieren Sie ebenso f,(z) = dist(z, n, Z) furn = 2,3,4,5.

(2) Skizzieren Sie g, = f1 + fo +--- + fn. Warum gilt g,, / g?
(3) Berechnen Sie die Integrale fol gn(z) dz und schlieBlich fo r)dz.

Losung: (2) Wegen f,, > 0gilt0 < g1 < gs <.

1 1 -1
Zk'_z%' 2{ +kz_om]:ez

Fir jedes feste = € R ist die Folge (g,,(z)),eny Monoton wachsend und
beschrankt, also konvergent. Den Grenzwert bezeichnen wir mit g(z).

(3) Wir sehen fo fn(z)de = 4n,, dank Linearitat des Integrals also
fo gn(z)dz = "} 75, und dank monotoner Konvergenz schlieBlich

/1 (:c)d:c—io:i—1 —1+§:l — o= 042057
0! =t ) I T

© Unsere Integrationstechniken lésen auch dieses Problem elegant.

.. Wegen |f,| < 2n' gilt

~ 0.85914.

fi(x) =d(z,Z) g2
f2
f f0172::%+%
3
P A NN
J \ / N
1 I hlesed+d+E ] N[/ Bed=f+342+& |\
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PN NN
/A Y / \

Satz B4A: Takagi 1901
Die so definierte Takagi—Funktion g: R — R:z +— Y >,
hat eine Reihe Uberaus bemerkenswerter Eigenschaften:
1 Die Funktion g ist stetig, aber in keinem Punkt differenzierbar.
2 Die Funktion g ist auf keinem Intervall [a, b] mit « < b monoton.
8 Sie nimmt in jedem Punkt x € Q ein striktes lokales Minimum an.

dist(z, %Z)

© Das klingt unglaublich, ist aber wahr! Wer hatte das gedacht?
Das Beste daran: Alles ist explizit, Sie kbnnen es direkt nachrechnen.

Beweis: (1a) Die Funktion f : R — R ist stetig fiir jedes k € N, also auch gn, = Y _;'_, fx-
Zudem gilt 0 < g(x) — gn(x) < 302, 1y 711 < 4\, 0. Die Konvergenz g, — g ist also
gleichmiBig auf R. Daher ist auch die Grenzfunktion g : R — R stetig.

(1b) Sei « € R. Fiir n € N ist die Funktion fn zwischen den Punkten ﬁZ stiickweise affin mit
Steigung :I:l Somit ist fy, affin auf [z — ;;, 2] oder auf [z, z 4+ ;5. Fir n > 3 wiihlen wir
hn = £ @ +1)! so, dass f,, zwischen x und x + h,, affin ist. Glelches gilt dann fiir alle fj, mit

1 <k < n.Firk > n+ 1 hingegen gilt fx(z + hn) = fr(z). Der Differenzenquotient ist

ka($+h — fr(x) :zn:il.

Daher hat die Folge (gx )nen keinen Grenzwert. Das heift, f ist in 2 nicht differenzierbar.

f(:c+h )—

qn =

Aus (3) folgt (2); es reicht also, Aussage (3) zu zeigen. Jede rationale Zahl = € Q ldsst sich
schreiben als © = a/n! mita € Z und n € N>1. (Warum?) Wir zeigen g(u) > g(z) fiir alle

u € Rmit 0 < |u — x| < 7 := 1/(2n)!. Die Funktion g,—1 = >_p_; fr istauf [z — r,z + 7]
stiickweise affin, und die Steigung liegt iiberall zwischen 1 — n und n — 1. Die Funktion

h = 22” ' fx hingegen erfiillt h(u) = n|u — z| fir alle u € [ — 7, 2 + r]. Demnach ist die
Summe gan—1 = gn—1 + h streng fallend auf [z — r, 2] und streng wachsend auf [z, z + 7].
Insbesondere ist x das strikte Minimum von g2, —1 eingeschrénkt auf [z — r, z + r|. Fiir alle

k > 2n gilt fi(x) = 0und fi(u) > O fiir alle u. Deshalb ist  das strikte Minimum auch von g
eingeschrinkt auf die hinreichend kleine Umgebung [x — r, z + 7]. O
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Satz B4B: Mittelwertsatz der Integralrechnung Satz B4c: Taylor—Polynom und Restglied
Sei f:[a,b] — R stetig, ¢: [a,b] — R integrierbar und g > 0 (oder g < 0). Sei I C R ein Intervall und f: 1 — R sei (n + 1)-mal stetig diff bar.
Dann existiert ein Punkt ¢ € [a, b] mit der Mittelwerteigenschaft Das n-te Taylor-Polynom von f zum Entwicklungspunkt a € I ist
b b f(a (a f™(q .
[ s@owar =1 [ o) 1,@) = @+ L2 —a)+ T —ap 4 1 ey

Im Spezialfall g = 1 erhalten wir ff f(x)dz = f(&) - (b—a).
Im Falle f;g(x) dz = 1 erhalten wir f: f(x) g(z)dz = f(¢).

Aufgabe: Beweisen Sie diese Aussage!

Lésung: Auf dem kompakten Intervall [a, b] existieren m := min f und
M := max f. Wegen g > 0 auf ganz [a, b] gilt damit mg < fg < Mg.
Das Integral ist monoton und linear, also folgt m [¢ < [ fg < M [ g.
Demnach existiert ein Faktor 1 € [m, M| mit [ fg=p [ g.

Wir nutzen den Zwischenwertsatz fir die stetige Funktion f:

Es existiert £ € [a, b] mit f(£) = p. Somit gilt [ fg = f(&) [ g.

Fir alle z € I sei R, (x) := f(x) — T,(x) das Restglied. (1) Es qilt

Fin(z) = n!

/$ (z—t)" F V(@) dt  (Integralform)
t

=0

(2) Zu jedem z € I existiert ein £ zwischen a und x mit

FUDE) () gy

Bal2) = 0500,

(Lagrange—Form)

© Die Lagrange-Form des Restglieds gilt sogar, wenn f nur (n + 1)-mal differenzierbar ist;
die Stetigkeit von f (n+1) bendtigen wir hierzu nicht. Der Beweis unter dieser schwicheren
Voraussetzung ist allerdings etwas trickreicher, siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, §2.6.
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Taylor—Polynom und Restglied eimerung| | 1AYlOr—Polynom und Restglied Erinnerung
Aufgabe: Beweisen Sie Aussage (1) fir n = 0,1,2,... per Induktion. (2) Sei zunachst = > a. Somit gilt (z — )™ > 0 fur alle ¢ € [a, z].
Folgern Sie (2) mit dem Mittelwertsatz B4B der Integralrechnung. Nach dem Mittelwertsatz B4B existiert ein £ € [a, ] mit
Lésung: (1) Induktionsanfang: Der Fall n = 0 ist der HDI x _ 5\ x _ 5\
. Rn(z) = FtD (g udt — f(n+1)(§)/ (z 't) di
—a n! —
f@)=fa)+ [ 70t =To() + Ro(w) - ot ey
t=a _ f(n+1) (g) [_ (ac — t) ]x _ f (5) (1‘ o a)nJrl
Induktionsschritt: Sei n > 1 und Aussage (1) gelte fir n — 1. (n+1)! Jt=a  (n+1)!

Wir haben also f(z) = T,,—1(z) + R,—1(x) mit dem Restglied
TE=t"
/1t e a

=a

_(‘T_t)nf(n)(t)r + /j

(=1)" 1)
— _ D) de

n!

* (m_t)n (n+1)
4 /t FOHD () de,

- n!

Hieraus folgt f(x) = T,,(z) + R, (x) wie in Aussage (1) behauptet.
© Somit gilt die Restgliedformel (1) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.

Den Fall z < a mit (x — ¢)™ < 0 oder > 0 behandelt man ebenso:
Der Mittelwertsatz B4B gilt wortlich genauso und garantiert ¢ € [z, a].
© Somit gilt die Restgliedformel (2) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.

Bereits der Fall n = 0 ist sehr nltzlich; wir halten ihn gesondert fest:

Korollar B4D: Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Ist f:[a, x] — R stetig differenzierbar, so existiert ein & € [a, 2] mit

f(@) = fa) + f'(E)(z — a)
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Diese Funktion ist glatt, aber nicht analytisch.

Wir suchen Funktionen f, g, h: R — R mit folgenden Eigenschaften:
@ f(x)=0flrz <O0und f(z) > 0 flrz > 0,
® g(x) >0flir0 <z < 1undg(x)=0sonst,
® 1, monoton mit A(x) = 0 firz <0und h(z) =1 firz > 1.

Wenn wir nur Stetigkeit (C°) verlangen, so ist die L&sung leicht:
Hierzu genigen stickweise affin-lineare Funktionen wie skizziert.

& Diese Funktionen sind stetig, aber nicht differenzierbar.

Wir kénnen zudem Differenzierbarkeit erreichen, genauer sogar C*,
indem wir stickweise Polynomfunktionen vom Grad & + 1 verkleben.

© Kénnen wir auch C*—glatte Funktionen f, g, h erreichen? Ja!

Das ist erstaunlich, die Ausfiihrung ist keineswegs offensichtlich.
Die folgende Aufgabe erklart hierzu die klassische Konstruktion.

Erinnerung Erinnerung
Aufgabe: (0) Skizzieren Sie flir o > 0 die bemerkenswerte Funktion
“E firz > 0
f il g i h id f:R=>R:z— f(z):= ¢ l-,.lsc>,
0 firx < 0.

Loésung: Einige Auswertungen ergeben folgendes Bild fir a = 1, 2:
6*1/12

] —1/z
e may:

Diese bemerkenswerte Funktion hat erstaunliche Eigenschaften: Sie ist iiberall auf R ~. {0}
analytisch, also lokal durch eine Potenzreihe darstellbar. Auf R ist dies trivial, auf R~ gilt es
dank Komposition analytischer Funktionen. An der Klebestelle O ist die Funktion f immerhin
noch C'°°—glatt, aber nicht mehr analytisch. Diese berithmte Funktion dient uns hier zunichst als
Werkstiick zur Illustration, spiter werden wir sie als Werkzeug nutzen, zur Konstruktion glatter
Testfunktionen fiir Distributionen und von exotischen Gegenbeispielen zu PDEs [S108].

Fiir die Funktion e~/*” mit o = 2 siehe Stroppel, Hohere Mathematik 2, Beispiel 2.6.12.
Sie begegnet uns auch als eine Losung der rationalen Differentialgleichung x>y’ = 2y [M321),
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Aufgabe: Sei g:R-o — R:z — g(x) := c12°' + c12° + - - - + ¢z, mit

Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, € R und Exponenten ey, es, ..., e, € R, und
—1/2% firz >0
f:R=R:axw— f(x):= glz)e “sc ’
0 fir z <0.

(1) Ist f stetig? in = # 07 in x = 07 differenzierbar? in = # 0?7 in x = 07
Wie rechnet man die Ableitung aus? in = £ 0?7 in x = 0?7 Zeigen Sie:

ey = 4 [9@ +9(@) - a/e"H] e Hre >0,
U fiir & < 0,

(2) Ist f stetig diff’bar? zweimal? beliebig oft? also f € C*°(R,R)?
(3a) Berechnen Sie die Taylor—Reihe der Funktion f um z = 0.
(3b) Konvergiert die Taylor—Reihe? Konvergiert sie gegen f?
(3c) Ist die Funktion f analytisch? in = # 0?7 in x = 07

A\ Nicht jede C>°—Funktion f:R — R I&sst sich in eine Potenzreihe
f(z) =77 a,z"™ entwickeln: Die zu f gehdrige Taylor—Reihe kann
divergieren! Selbst wenn sie konvergiert, so nicht unbedingt gegen f!

Loésung: (1) In jedem Punkt = # 0 ist f stetig / glatt / analytisch, denn
dort ist f eine Komposition stetiger / glatter / analytischer Funktionen.
Die angegebene Ableitung f'(z) folgt aus Produkt- und Kettenregel.
Es bleibt nur noch das Verhalten in z = 0 zu klaren. Fur z ™\, 0 gilt:

f(z) = g(z) I IR S — 0
AN x®  2lz2a  Zlgda T 4lypde T
Farz 70 qgilt f(z) =0 — 0. Somit ist f stetig in 0. FUr = ™\, 0 qilt:

f(“z:g(o)—ff)—gf)/<1+;+2!;a+...> — 0

Rechtsseitig gilt f'(0+) = 0. Linksseitig gilt trivialerweise f'(0—) = 0.
Also ist f tatsachlich differenzierbar in 0, und die Ableitung ist f'(0) = 0.
(2) Die Ableitung f’ ist von derselben Form, dank (1) also differenzierbar.
Per Induktion ist f somit beliebig oft differenzierbar, kurz f € C*°(R,R).
(3) Fir k € N gilt £()(0) = 0. Die Taylor-Reihe in 0 ist also T'(x) = 0.
Sie konvergiert, aber nicht gegen f # 0! Somit ist f in 0 nicht analytisch.
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Losung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stlickweise affin-linear.
g Wir nutzen f aus der vorigen Aufgabe und g(x) := f((b — z)(xz — a)).
; l + Diese Funktion ist glatt als Komposition glatter Funktionen.

Gibt es C>°—glatte Funktionen g: R — R mit g(z) > 0 fir 0 < < 1 und
g(z) = 0 sonst? Wie konstruiert man eine solche? Allgemein gefragt:

Aufgabe: (4) Vorgegeben seien a < b in R. Konstruieren Sie eine stetige
Funktion g:R — R mit g(z) > 0 flra < = < bund g(z) = 0 sonst.
Gelingt dies glatt, also g € C*°(R,R)? analytisch, kurz g € C*(R,R)?

Bei Konstruktionsaufgaben geht es darum, eine Losung mit den geforderten Eigenschaften

zu konstruieren, und zwar moglichst explizit und direkt, und ihre Eigenschaften nachzuweisen.
Natiirlich kann man eine Skizze wie oben anfertigen und frech behaupten: ,,Voila, hier ist eine
Losung!“ Es bleibt allerdings nachzuweisen, dass dies tatsdchlich glatt moglich ist, also beliebig
oft differenzierbar, selbst in den Klebestellen a und b. Genau hierzu dient diese Aufgabe.

Dass dies keineswegs selbstverstindlich ist, zeigt hier eindriicklich bereits die letzte Frage:
Wenn wir analytische Funktionen g : R — R fordern, so ist diese Konstruktion unméglich!

Wir miissen daher zunichst befiirchten, dass dies auch fiir C°°—glatte Funktionen misslingt.
Wir schaffen nun Klarheit, indem wir die Konstruktion solcher ,,Hutfunktionen* ausfiihren.

Ebenso méglich ist die Funktion g(z) = f(b — z) f(x — a).
Diese Funktion ist glatt als Produkt glatter Funktionen.

In beiden Fallen gilt g(z) > 0 flir a < = < bund g(z) = 0 sonst.
Hingegen ist g nicht analytisch in den Klebestellen a und b, siehe (3).

(o

Diese Zeichnungen stammen aus der berithmten Erzidhlung ,,Le Petit Prince® des franzdsischen
Autors und Piloten Antoine de Saint-Exupéry (1900-1944). Das Bild links zeigt entgegen dem
ersten Anschein keinen Hut, sondern eine Riesenschlange, die einen Elefanten verdaut (rechts).
Er schreibt hierzu: J’ai montré mon chef-d’ceuvre aux grandes personnes et je leur ai demandé
si mon dessin leur faisait peur. Elles m’ont répondu : « Pourquoi un chapeau ferait-il peur ? »
Auch wir haben keine Angst vor Hutfunktionen, im Gegenteil nutzen wir diese wundersamen
Wesen im Folgenden raffiniert zur Konstruktion weiterer erstaunlicher und niitzlicher Funktionen.
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Glatte Hutfunktionen auf Ballen

i i T

Aufgabe: (5) Vorgegeben seien a < b in R wie zuvor. Konstruieren Sie
eine stetige Funktion h:R — R mit h(z) = 0 fir z < a und h(x) = 1 flr
x > b und strikt monoton auf [a, b]. Gelingt dies glatt? analytisch?

Lésung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stlickweise affin-linear.
Flar C°>°—glatte Funktionen nutzen wir eine glatte Funktion g: R — R mit
g(z) > 0fira <z < bund g(x) = 0 sonst aus der vorigen Aufgabe (4).

(5) Wir haben ¢ := ffg(x) dz > 0 und setzen h(z) := ¢! [ g(t) dt.
Die Funktion h ist glatt dank HDI (B11) und erflllt alle Forderungen.
Hingegen ist h nicht analytisch in den Klebestellen a und b, siehe (4).

/\ Glatte Funktionen sind flexibel, analytische Funktionen hingegen sind starr. Fiir Letztere gilt
der Eindeutigkeitssatz: Haben zwei analytische Funktionen ¢, : R O I — R in einem Punkt z¢
dieselben Ableitungen ©® (o) = o™ (1) fiir alle k € N, so gilt () = (z) firalle z € I.
Sind sie gleich auf einer beliebig kleinen Umgebung von ¢, so sind sie tiberall gleich.

Satz B4E: glatte Hutfunktionen auf Ballen

Gegeben seien Radien 0 < a < b < co. Im R™ definiert dies die Bélle
A=B(0,a)={zeR" |2+ +a2<a’},
B=DB(0,b) ={zeR" 2]+ - +a2 <b }.

Hierzu kénnen wir eine glatte Funktion h:R™ — [0, 1] konstruieren
mit h = 1 auf A und h = 0 auBerhalb B sowie 0 < h < 1 auf B \ A.

Beweis: Das gelingt wie in (5) durch h(zy,...,z,) = g(z? + - + 22)
mit g: R — R glatt, wobei g(r) = 1 flr r < a? und g(r) = 0 fir r > b2.
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Glatte Hutfunktionen auf Quadern

h
/ konstant auf [a, ]

a’ ¢ b

mit Trager supp(h) = [/, V]

Aufgabe: (6) Vorgegeben seiennuna’ < a <b < binR.

Konstruieren Sie eine C'*°—glatte Funktion : R — R wie skizziert:
konstant 4 = 1 auf dem Intervall [a, ] und h = 0 auBerhalb von Ja’, V|
sowie strikt wachsend links auf [a/, a] und strikt fallend rechts auf [b, ?'].

Lésung: Stetig ist’s jeweils leicht, zum Beispiel stlickweise affin-linear.
Flar C°>°—glatte Funktionen nutzen wir zwei glatte Funktionen aus (5):
@ f:R— Rmit f(z) =0flrz <a und f(z) =1firz > aq,
@ g:R—>Rmitg(z) =0flrz <bund g(z) =1flirz>"¥.

Das Produkt h:R — R:h(z) = f(x) - (1 — g(x)) erfullt alle Forderungen:
Die Funktion h ist offensichtlich glatt als Produkt glatter Funktionen,
zudem gilt h = f auf |—oo,b] und h = 1 — g auf [a, +-o0|.
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Satz B4F: glatte Hutfunktionen auf Quadern
Seien a} < a; <b; < b furi=1,...,n. ImR"™ definiert dies die Quader

A= [al,bl] X X [anabn]a
B =]a},bi[ x -+ x]al,bl[.

Hierzu kénnen wir eine glatte Funktion i :R™ — [0, 1] konstruieren mit
h =1 auf Aund h = 0 auBBerhalb B sowie 0 < h < 1 auf B \ A.

Beweis: Dies gelingt wie in (6) durch h(z1,...,2,) = hi(z1) - - hn(zn).
© Das &hnelt einer Indikatorfunktion A306, doch mit glattem Ubergang.
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Glatte Funktionen f:R™ — R sind bemerkenswert flexibel: Die vorigen
Konstruktionen zeigen, dass die Menge C2°(R"™) der glatten Funktionen
mit kompaktem Trager erstaunlich reichhaltig ist. Eine erste Anwendung:
Satz B4G: Verschwindungs- und Vergleichssatz

Sei Q C R ein offenes Intervall, zum Beispiel Q2 = |a, 5[ oder Q = R.
Fir jede stetige Funktion f:R D 2 — R sind dann &quivalent:

0 f =0, das hei3t Gleichheit f(x) = 0 in jedem Punkt x € Q.
1 [|f(x)]dz = 0, das heiBt die L'-Norm verschwindet.

2 [, f(xz)dz = 0 fir jedes kompakte Intervall A = [a,b] € Q.
8 [, f(z)¢(x)da = 0 fir jede Testfunktion ¢ € C°().

Flr je zwei stetige Funktionen f, g: R — R sind demnach aquivalent:
0 f = g, das hei3t Gleichheit f(z) = g(x) in jedem Punkt z € Q.
1 [o|f(x) — g(x)|dz = 0, das heiBt der L'-Abstand verschwindet.
2 [, f(x)de = [, g(x)dx fir jedes kompakte Intervall A € Q.
8 [ f(x)e(x)de = [, g(x)p(x)dz fir jede Testfunktion ¢ € C°(9).

Aufgabe: Erkaren Sie diesen Satz anschaulich. Dann beweisen Sie ihn!

Lésung: Die Implikationen ,(0) = (1,2,3)" sind trivial. Wir zeigen die
Umkehrungen durch Kontraposition: Angenommen f # 0, das heif3t
es gilt f(a) # 0 fUr ein a € Q. Wir durfen f(a) = 2b > 0 annehmen.
(Im entgegengesetzen Falle f(a) < 0 betrachten wir — f statt f.)

Da 2 C R offen und hierauf f:Q — R stetig ist, existiert £ > 0 mit
B :=]a —2e,a+ 2¢[ C Q worauf f > bgilt. Sei A :=[a —¢,a +¢].
(1) = (0): Esgilt [,[f| > [41f| = [,b=bvoli(A) = 2eb > 0.

«(2) = (0):Esgilt [, f > [,b=0bvol;(A) = 2eb # 0.

»(3) = (0)“: Dank Satz B4E/B4F existiert eine C°°—Funktion
©:R — Rxomitp(z) =1flrz e Aund p(z) =0firz e Q~\ B.
Dank Monotonie des Integrals gilt dann wie zuvor:

/Qf(x)gp(x)dx:/Bf(m)go(x)de/Bbcp(m)dac>25b>0

© Wir kénnen f = 0 durch jedes dieser drei Kriterien (1,2,3) testen.
Ebenso f = g, indem wir den Satz auf die Differenz f — g anwenden.
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