Prof. M. Eisermann Topologie 11. September 2024

Klausur zur Topologie

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Studiengang: Musterlosung

Es gelten die {iblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: keine
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulédssig.

e Wo dies verlangt wird, begriinden Sie bitte Thre Antwort — kurz aber iiberzeugend —
etwa durch Nennung oder Ausfithrung eines passenden Ergebnisses oder Beispiels aus

Vorlesung oder Ubung.

e Fiir jede der Binary-Choice-Fragen der Aufgabe 2 gibt es einen Punkt bei richtiger Ant-
wort, keinen Punkt bei fehlender Antwort, und einen Punkt Abzug bei falscher Antwort.

Eine negative Gesamtpunktzahl der Aufgabe wird als Null gewertet.

e Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala berticksichtigt dies.

Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wahlen Sie zunéchst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe||1 2 3 4 5 6 7 8 Gesamt

Punkte /1 /10 /12 /18 /14 /6 /6 /8 /75

Tipp: Viele Fragen sind Wiederholungen aus Vorlesung und Ubung; sie sollen Fleif wiihrend
des Semesters und Sorgfalt in der Vorbereitung belohnen. Das sind leichte Punkte — leider oft

vergeudet. Falls Sie diese Weisheit vor Threr eigenen Klausur lesen: Nutzen Sie Ihre Ubungen!

Vorwort zur Musterlosung: Zur Nacharbeitung habe ich Antworten ausfiihrlicher formuliert

und erlautert, als in der Priifungssituation verlangt war. Nach der Klausur ist vor der Klausur.
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Aufgabe 2. Topologische Eigenschaften (10 Punkte)

Beurteilen Sie folgende Aussagen mit ja (= immer wahr) oder nein (= manchmal unwahr).
Jede richtige Antwort gibt einen Punkt, fiir jede falsche wird ein Punkt abgezogen.

2A. Der Raum GL R = { A € R?*? | det A > 0 } ist zusammenh#ngend. Ja D Nein

2B. Der Raum GL; R = { A € R**? | det A > 0 } ist zusammenziehbar. D Ja Nein

2C. R mit der Topologie der punktweisen Konvergenz ist erstabzéihlbar. D Ja Nein

2D. R mit der Topologie der gleichmifligen Konvergenz ist metrisierbar. Ja D Nein

2E. Ist X kompakt und A C X abgeschlossen, so ist A kompakt. Ja D Nein
2F. Ist Y hausdorffsch und B C'Y kompakt, so ist B abgeschlossen. Ja D Nein
2G. Die Einschrinkung @ (R,R) — €(Q,R) : f — f|g ist injektiv. Ja D Nein
2H. Die Einschréinkung ¢ (R,R) — € (Z,R) : f +— f|z ist injektiv. D Ja Nein
2I. Der Raum (Q x R) U (R x Q) ist lokal wegzusammenhéngend. Ja D Nein
2J. Der Raum (Q x R) U (R x Z) ist lokal wegzusammenhéangend. D Ja Nein
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Aufgabe 3. Ja, nein, warum? (12 Punkte) L

3A. Sind die Fldchen A und B homdomorph? D U_:‘

[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Die Anzahl der Randkomponenten ist verschieden:
A hat drei Randkomponenten, B hingegen nur eine.

3B. Gegeben seien die abstrakten Simplizialkomplexe K = ({a,b,c},{c,d},{d, e, f}) und
L= ({A B},{A C} {B,C},{C,D},{D, E, F}). Ist die folgende Abbildung, gegeben auf den
Eckenmengen, simplizial: f: Q(K) — Q(L):a+— Ab— B,c— C,d— D,e— E, f+— F?

[ ]Ja[X] Nein. Begriindung:

Das Simplex {a,b,c} € K wird abgebildet auf {f(a), f(b), f(¢c)} = {A, B,C}, und dies ist
kein Simplex in L.

3C.Ist X ={0,27% | k € N} x [0, 1] triangulierbar?

[ ]Ja Nein. Triangulierung oder Hindernis:
Der Raum X ist nicht lokal-weg/zusammenhéngend.

Alternative: X ist kompakt dank Heine—Borel. Wire X triangulierbar, X = |K|, dann wére
der Simplizialkomplex K endlich. Doch X hat unendlich viele Komponenten.

Erlauterung: Offensichtlich ist X Vereinigung der Intervalle {a} x [0,1]. Viele haben daher
den affinen Simplizialkomplex K = ({(0,0), (0,1)},{(27%,0),(27%,1)} | k € N) vorgeschlagen.
Dieser liefert zwar die Menge X, jedoch keine Triangulierung: Die Teilraumtopologie von X
in R? ist nicht die simpliziale Topologie. Genauer: Das Intervall {0} x [0,1] ist offen in der
simplizialen Topologie, aber nicht in der Teilraumtopologie! Sie kennen solche Beispiele aus
der Vorlesung, etwa die simpliziale Sinuskurve des Topologen. Als hinreichendes Kriterium
kennen Sie die lokale Endlichkeit, diese ist hier offensichtlich nicht gegeben.
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3D. Ist die Menge X = { £ | k,n € N, 0 < k < 2" } nirgends dicht im euklidischen Raum R?

[ ]Ja Nein. Begriindung:

Der Abschluss ist X = [0, 1], das Innere davon ist X = ]0,1[ # 0.

3E. Sei f:S" — S" stetig mit f(—z) = —f(z) fir alle x € S". Ist f dann surjektiv?

Ja [_] Nein. Begriindung:

Dank Borsuk—Ulam ist deg(f) ungerade und somit f surjektiv.

3F. Seien (X, Tx) und (Y, 7y) Raume mit der indiskreten Topologie.
Ist dann auch die Produkttopologie auf X x Y indiskret?

Ja [_] Nein. Begriindung;:

Wir haben Ty = {0, X} und 7y = {0,Y}. Eine Basis der Produkttopologie auf X x Y ist
demnach ) x ), ) x Y, X x ) und X x Y. Die erzeugte Topologie ist demnach {0, X x Y}.
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Aufgabe 4. Diagonalisierbar und trigonalisierbar (18 Punkte)

AA. M RX}={X?+pX +q|pgeR}ist N={FeR[X]J|VzeR: F(z) #0} offen?

Ja [ ] Nein. Begriindung:

Die Diskriminante A : R[X]} — R : X% + pX + g — 4p — ¢* ist stetig.
Dank Mitternachtsformel gilt N = A7 (R_y).

Erliuterung: Diese Tatsache ist auf anderen Wegen nur schwer zu sehen. Mit der richtigen
Sichtweise ist es ganz leicht: Unter einer stetigen Abbildung ist das Urbild jeder offenen Menge
selbst wieder offen.

4B. Die Teilmenge T' C R?**2 der (iiber R trigonalisierbaren) Matrizen A, deren charakteristi-

sches Polynom x4 € R[X]} in R-Linearfaktoren zerfillt, ist abgeschlossen in R?*2.

Beweis:

Die Diskriminante A : R[X]3 — R : X2+ pX + ¢ +— 4p — ¢? ist eine Polynomfunktion, ebenso
die beiden Koeffizienten von x : R**? — R[X]} : A — x4 = det(X — A). Insbesondere sind
diese Abbildungen stetig.

Dank Mitternachtsformel gilt 7' = (A o x)~!'(Rxg), also ist T" abgeschlossen.

Erliuterung: Wer es konkret ausrechnen will, in kleiner Dimension ist dies explizit mdoglich:
Fir A= (2%) gilt xa(X) = X? - (a+d)X + ad — bc und A(xa) = (a — d)? + 4bc.

4C. Sei S C R?**? die Teilmenge der (hier separabel genannten) Matrizen mit zwei verschiedenen
Eigenwerten (in C). Dann ist S offen und dicht in R**2.

Beweis:
Auch die Komposition f = A o x : R[X]3 — R ist eine Polynomfunktionen.
Es gilt S = f~}(R\ {0}). Demnach ist S offen und dicht in R**?.

Erldauterung: Das ist eine Eigenschaft jeder Polynomfunktion f : K® — K iiber K = R, C:
Im Falle f # 0 ist die Nichtnullstellenmenge offen und dicht (und hat volles Lebesgue—Maf).

w
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Sei D C R**2 die Menge der iiber R diagonalisierbaren Matrizen.

4D. Ist D in R?*2 offen?

[]Ja Nein. Begriindung:

In jeder e Umgebung von A = (¢9) € D liegt (2</?) ¢ D.

4E. Ist D in R?**? abgeschlossen?

[ ]Ja Nein. Begriindung:

In jeder e-Umgebung von A = (¢ 1) ¢ D liegt (8 a+15/2) €D.

4F. Zeigen Sie D =T.

Beweis:

Es gilt D C T, und T ist abgeschlossen, also D C T.

Sei umgekehrt A € T ~. D. Wir bringen A in Jordanform J = P~'AP.
In jeder Umgebung von J liegt eine diagonalisierbare Matrix dank 4E.
Dasselbe gilt also auch fiir A = PJP~!. Demnach gilt A € D.

Erliuterung: Je nachdem, wie speziell oder allgemein man 4E oben begriindet hat, muss man
hier eventuell noch mehr sagen. Die hilfreiche Zwischenfrage hilft zur Entlastung.

4G. Zeigen Sie D° = SNT.

Beweis:

Esgilt D D SNT,und SNT ist offen, also D° D SNT.

Sei umgekehrt A € D°. Es gilt D° C D CT.

Angenommen, A ¢ S. Dann besitzt A zwei gleiche Eigenwerte,

liegt also nicht im Inneren von D dank 4D. Demnach gilt auch A € S.

Erlduterung: Je nachdem, wie speziell oder allgemein man 4D oben begriindet hat, muss man
hier eventuell noch mehr sagen. Die hilfreiche Zwischenfrage hilft zur Entlastung.
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Aufgabe 5. Kompaktheit (14 Punkte)

5A. Sei f: X — Y stetig und A C X kompakt. Ist dann f(A) C Y kompakt?

Ja [_]Nein. Beweis oder Gegenbeispiel: Sei B = f(A) die Bildmenge.

Beweis: Sei B C UZ.6 ; Vi eine Uberdeckung durch offene Mengen V; in Y.
Da f stetig ist, ist das Urbild U; = f~(V;) in X offen fiir jedes i € I.

Wir erhalten so die offene Uberdeckung A C Ue; Ui in X

Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teilitberdeckung, A C U;, U---UU,,.
Aus f(U;) C V; folgt B C f(Uy)U---U f(U;,) S Vi, U--- UV,

Somit wird B iiberdeckt durch eine endliche Teilfamilie von (V});e;s.

5B. Sei f: X — Y stetig, X kompakt und Y hausdorffsch. Ist dann f abgeschlossen?

Ja [ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:
Beweis: Sei A C X abgeschlossen.

Da X kompakt ist, ist A kompakt (2E).

Da f stetig ist, ist das Bild f(A) kompakt (5A).
Da Y hausdorffsch ist, ist f(A) abgeschlossen (2F).

Erldauterung: Das ist das beriithmte Kompakt—Hausdorff-Kriterium.
Es hat uns in der Topologie bereits iiberabzéhlbar oft geholfen.

Lo‘
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Im Folgenden seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rdume und Y kompakt.

5C. Sei W eine Umgebung von {x} x Y im Produktraum X xY . Beweisen Sie das Tubenlemma:
Es existiert U € Ty mit {z} xY CU xY CW.

Beweis:

Zujedem y € Y existieren U, € Tx,V, € Ty mit (z,y) € U,xV, C W, dank Produkttopologie.
Wegen y € V,, gilt ¥V = Uer Vy.

Dank Kompaktheit von Y gibt es yi,92,...,y, €Y mit Y =V, UV, U---UV,, .

Wir setzen U := U, NU, N---NU,, € Tx.

Wegen z € U, fiir alle y € Y gilt x € U. Wie gewiinscht gilt:

UxY =Ux (VZ/1UV.;J2U"'UV.;M)
= (U x V) U(UxVy,)U---UUxV,)
- (Uyl X Vyl) U (Uyz X ‘/y2) u---u (Uyn X Vyn)g W
Erliuterung: Das ist eine anspruchsvolle Aufgabe. Andererseits wurde die Technik im Seme-

ster zweimal behandelt: So haben wir in der Vorlesung die Kompaktheit von Produktraumen
bewiesen. Das Tubenlemma war dann eine schriftliche Hausaufgabe.

5D. Zeigen Sie damit: Die Projektion p: X x Y — X : (x,y) — x ist abgeschlossen.

Beweis:
Sei A C X x Y abgeschlossen. Wir zeigen: p(A) C X ist abgeschlossen, also X ~\ p(A) offen.

Sei x € X N\ p(A). Dann ist {z} xY C (X xY)~ A =:W, also ist W eine offene Umgebung
von {z} x Y. Dank Tubenlemma 5C gibt es U € Tx mit {z} XY CUXxY C (X xY) A,

Es folgt x € U und U C X ~\ p(A). Somit ist X \ p(A) offen, also p(A) abgeschlossen.

Erldauterung: Die Losung ist leicht, wenn man sie kennt, jedoch knifflig, wenn man die Frage
zum ersten Mal sieht. Zu Threr Entlastung war auch dies zuvor eine schriftliche Hausaufgabe.




Prof. M. Eisermann Topologie 11. September 2024

Aufgabe 6. Quotientenrdume (6 Punkte)

Auf Z = N x [0, 1] seien die Aquivalenzrelationen ~ und = erzeugt von (a, 1) ~ (a +1,0) bzw.
(a,0) =~ (a+ 1,0) fiir alle @ € N. Seien X = 7/ und Y = 7/~ die Quotientenrdume.

6A. Genau einer der Rdume A € {X, Y} ist homéomorph zu einem euklidischen Teilraum.

Nennen Sie A und einen Homéomorphismus h : A = T mit 7" C R".

Raum und Hom&éomorphismus:
Der Raum A = X ist homdomorph zu 7' = R vermoge h: X — R : [a,t] — a + .
Erliuterung: Das ist anschaulich plausibel. Die ausfiihrliche Konstruktion ist eine gute Ubung]

Auf Z = N x [0,1] ist ¢ : Z — Ry : (a,t) — a + t wohldefiniert und stetig. Genau dann
gilt g(a,t) = g(b,s), wenn (a,t) ~ (b,s). Somit induziert g auf dem Quotienten X = Z/.
die stetige Bijektion h. Umgekehrt konstruieren wir £ : R>g — X zunéchst stiickweise durch
fo:la,a+1] = Z : a+t — (a,t). Dies ist stetig und induziert k, : [a,a+1] = X : a+t — (a,t).
Dank Verklebelemma erhalten wir daraus k : Ry — X. Nach Konstruktion gilt ko h = idx
und ho k =1idg.,, also ist (h, k) : Z = R ein Hom6omorphismuspaar.

6B. Der andere Raum B € {X,Y'} lisst sich nicht in R” einbetten. Beweisen Sie dies!

Hindernis und Nachweis:
Der Raum Y ist nicht erstabzahlbar.

Sei U, mit n € N eine offene Umgebung des Punktes a = [(0,0)] in Y.
Dann ist U, = ¢ *(U,) offen in Z und enthélt die Menge A = N x {0}.

Wir wihlen 0 < s, < 1, sodass V, :={n} x [0, sl C U, gilt.
Damit ist V =

V,, offen in Z und V := ¢(V) offen in Y, denn ¢~ (V) = V.

neN

Wir erhalten so eine offene Umgebung V' von a in Y mit U, € V fiir jedes n € N.

Erlauterung: Diese Konstruktion kennen Sie aus den Hausaufgaben zum unendlichen Bouquet
R / Z, hier in der Variante als unendlicher Stern (N x [0,1]) / (N x {0}).

Benotigt / geiibt / gefragt wird hier vor allem die Quotiententopologie: Eine Teilmenge V' C X
ist genau dann offen, wenn ihr Urbild ¢=!(V) C X offen ist. Die Konstruktion von V ist ein
beliebtes Diagonalargument und wurde als Hausaufgabe geiibt.

10
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Aufgabe 7. Funktoren (6 Punkte)

7A. Uberfithrt der Funktor F = [S', —] : Top — Set jede Identifizierung in eine Surjektion?

[ ]Ja[X] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Das Zusammenschlagen des Randes g : D' —» D! / SY & S! ist eine Identifizierung,
aber F(g) : [S',D'] — [S',S'] ist keine Surjektion, da [S',D'] = {*} und [S!,S'] = Z.

Erliuterung: Sie kennen die Identifizierung g aus der Vorlesung. Wiederholung: Machen Sie
sich eine Skizze, schreiben Sie die expliziten Formeln aus, und wiederholen Sie sorgsam alle
notigen Argumente, insbesondere das Kompakt—Hausdorff—Kriterium.

7B. Eine Retraktion in einer Kategorie C ist ein rechtsinvertierbarer Morphismus.
Uberfiihrt jeder (kovariante) Funktor £ : C — D jede Retraktion in eine Retraktion?

Ja [ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Gegeben sei (i,7) : X @ Y, alsoi: X - Y und 7 : Y — X mit r o i = idx. Funktorialitit
garantiert F'(r) o F(i) = F(roi) = F(idx) = idp(x), also (F(i), F(r)) : F(X) & F(Y).

Erlduterung: Wir betrachten hier kovariante Funktoren. Jeder Funktor erhélt Retraktionen.
Ebenso: Jeder Funktor erhélt [somorphismen. Sie kennen dies aus nahezu allen Anwendungen
der Vorlesung, Ubung und (Schein-)Klausuren. Fiir Einbettungen oder Identifizierungen allein
gilt nichts dergleichen, wie die vorige Aufgabe kontrastiert.

7C. Existiert ein Funktor F' : Top — Set mit F(O3R) =2 Z/2 und F(GLyR) = {0}?

[[]Ja Nein. Beispiel oder Hindernis:

In Top haben wir (7,7) : OoR & GLy R, aber in Set gilt nicht Z/2 &= {0}.
Somit ist (F'(7), F'(r)) : F(O2R) ¥ F(GLy R) unmoglich, also kann es F' nicht geben.

Erldauterung: Ein Funktor muss nicht nur Objekte auf Objekte abbilden, sondern auch Mor-
phismen auf Morphismen. Letzteres fehlt hier, und kann wie gesehen nicht ergédnzt werden:
Hier ist die vorliegende Retraktion ein Hindernis fiir den erhofften Funktor. Im Fixpunktsatz
von Brouwer ist umgekehrt der vorliegende Funktor £’ : Top — Set mit F(D") = {x} und
F(S"1) 2 {x} ein Hindernis fiir die Existenz einer Retraktion (i,r) : S"~! & D".

11
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Aufgabe 8. Stetige Multiplikation (8 Punkte)

8A. Sei (G, T) ein topologischer Raum, (G, -, e, ') eine Gruppe, darin {e¢} abgeschlossen und
o:GxG — G : (a,b) — a~'b stetig beziiglich Produkttopologie. Zeigen Sie: T ist hausdorffsch.

Beweis:

Seien a # b in G, also o(a,b) = a~'b € G \ {e}. Dank Stetigkeit von o ist 07! (G \ {e}) offen
in der Produkttopologie. Demnach existieren offene Umgebungen a € U € T und be V € T
mit UxV Co '/ (G~{e}) C{(z,y) eGxG|x#y} alsoUNV =0.

Erlduterung: Das ist ein schones Anwendungsbeispiel der Produkttopologie. Wie kommt man
darauf? Durch selbstdndiges Knobeln oder die Vorlesung zu topologischen Gruppen (§ET7),
Siehe das schone Ende der Vorlesung Top.10 vom 10.05.2024.

8B. Sei u: GxG — G : (a,b) — a-b stetig mit neutralem Element e € G. Zeigen Sie, dass die

Fundamentalgruppe (G, e) abelsch ist. Hinweis: Produkt von zwei geeigneten Homotopien.

Beweis:

Zu je zwei Schleifen «, 8 in (G, ) haben wir Homotopien H : axe ~ exaund K : ex[3 ~ [(xe.

Diese multiplizieren wir (stetig!) zur Homotopie H - K : a3 ~ f*«. Demnach ist die Gruppe
m (G, e) abelsch.

Erldauterung: Ich habe dies ausfiihrlich erklért in der Vorlesung Top.25 vom 09.07.2024, inklu-
siver schoner Graphik zur Anschauung, Verstédndnis, Merkhilfe. Hier geniigte die kurze und
knappe Formel zur Konstruktion.

8C. Existiert auf dem topologischen Raum X = C~.{0, 1} ein stetiges Produkt pu: X x X — X

mit einem neutralen Element e € X7

[]Ja Nein. Begriindung;:

Die Fundamentalgruppe m(X,e) = (a,b | — ) ist hier frei vom Rang 2. Sie also insbesondere
nicht abelsch. Ein stetiges Produkt (X, i, e) widerspriche 8B.

Erlauterung: Ich habe dies ausfiihrlich erklart in der Vorlesung Top.25 vom 09.07.2024. Topo-
logisch gruppesierbar sind hingegen C dank (C, +,0) und C* = C ~ {0} dank (C*,-,1). Dies
gilt nicht mehr, sobald wir aus C zwei oder mehr Punkte entfernen.
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