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Blatt 3: Metrische Raume — mit Abstand die beste Distanzlehre!
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1. LERNEN SIE STETIG DAZU!

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:
Jeder offene Ball B(a,r) in (X,d) ist offen in (X, d). (Kein Scherz!)
Jeder abgeschlossene Ball B(a,r) in (X,d) ist abgeschlossen in (X,d).

Fiir jede Abbildung f: (X,dx) — (Y,dy) metrischer Rdume sind dquivalent:
(a) Die Abbildung f ist stetig im Sinne der &-8-Definition.

(b) Die Abbildung f ist folgenstetig,

das heifit aus x, — a in (X,dy) folgt f(x,) — f(a) in (Y,dy).

(c) Fiir jede offene Menge O in (Y, dy) ist das Urbild £~1(0) offen in (X, dy).
(d) Fiir A abgeschlossen in (Y,dy) ist f~!(A) abgeschlossen in (X,dy).

2. RESPEKTIEREN SIE MATHEMATISCHE NORMEN!

Sei V ein C—Vektorraum und (— | —) : V x V — C ein Skalarprodukt.
Zeigen Sie hierfiir die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung.
Fiirn € Nsei Q, = {—n,...,n} C Zund Q.. = Z. Sei V,, = £>(Q,, C) und hierauf
(=] =)n:VyxV, — C gegeben durch (f | g),:=Yr__ f(k)g(k). Fiir jedes
n € N ist diese Summe endlich, und ( — | — ), ist offensichtlich ein Skalarprodukt.
(a) Zeigen Sie: Fiir n = « ist diese Reihe absolut konvergent.

(b) AnschlieBend: Warum ist auch ( — | — )o ein Skalarprodukt?
Auf R" nutzen wir die //~Norm |—|, fiir 1 < p < oo, (Dies ist tatsichlich eine
Norm und hier nicht zu zeigen.) Zeigen Sie fiir alle x € R" die Ungleichungen
Ix|oo < |x|p < |x]1 < € |X|o. Was ist hier die beste Konstante ¢? Sind die von diesen
Normen erzeugten Topologien auf R” dieselben?
Auf R®™) vergleichen wir die #”~Norm und die £7—Norm fiir 1 < p < g < e0. Zu
n € N betrachten wir die Funktion f, =n—1/? Ijy,.. »)- Bestimmen Sie limy, e fo
und lim,, .| f»|4. Sind die von diesen Normen erzeugten Topologien dieselben?

Fiir 1 < p < oo betrachten wir R®) mit der /—Norm. Hierin liegen die Funktionen

27k falls k <n,

‘N—oR:k—
&n {O sonst.

Ist (gn)nen eine Cauchy—Folge? Konvergiert sie in RN ? Ist RN vollstindig?

3. KLEIN, ABER FEIN... UND INSGESAMT NEUN.

Finden Sie neun Topologien auf einer Menge X mit drei Elementen, sodass die
zugehorigen Raume paarweise nicht homdomorph sind. Hinweis: Es gibt 29 To-
pologien auf X, und diese bilden neun Homdomorphieklassen.

Welche der neun Topologien aus 1.2. sind hausdorffsch? metrisierbar?

Zeigen Sie, dass ein endlicher topologischer Raum (X, T) genau dann metrisierbar
ist, wenn T die diskrete Topologie ist. Ist eine solche Metrik dann eindeutig?
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MOTIVATION ZU DEN AUFGABEN

Aufgabe 1: Diese Aufgabe zeigt, wie sich Stetigkeit beziiglich der Metrik d allein mit
den offenen Mengen, also mit der Topologie J,, formulieren ldsst. Das ist durchaus be-
merkenswert, wenn man’s recht bedenkt. Dieser fundamentale Zusammenhang leistet den
Ubergang vom metrischen Raum (X, d) zum topologischen Raum (X, 7;), wie in der Vor-
lesung erklért.

Die gute Nachricht: Alles bleibt giiltig, was Sie bisher tiber Konvergenz und Stetigkeit
gelernt haben: Fiir R, C, R" usw. benutzen Sie seit jeher die euklidische Metrik (aus der
Norm, diese dank Skalarprodukt), und die euklidische Topologie tut genau das richtige.
Warum machen wir uns dann die Miithe? Ganz einfach: weil es oft notig oder zumindest
bequemer ist, Topologien statt Metriken zu betrachten.

Aufgabe 2: Normierte Vektorrdume sind ein gute Grundlage fiir die Analysis. Auf jedem
endlich-dimensionalen Vektorraum, hier R” oder C”, sind je zwei Normen dquivalent, wie
wir spiter dank lokaler Kompaktheit beweisen werden. Sie konnen dies hier bereits fiir
die /P~Normen leicht und explizit nachrechnen.

Auf unendlich-dimensionalen Vektorriumen gilt die topologische Aquivalenz nicht! Das
einfachste Beispiel ist der Raum R™) bzw. CV) der Folgen mit endlichem Triiger: Hierauf
sind die //~Normen definiert, aber je zwei sind topologisch verschieden, wie wir hier
sehen. Es gibt demnach auf K {iberabzihlbar viele nicht-iquivalente Normen!

Wir arbeiten hier reell K = R oder komplex K = C. Typische Mengen sind Q = N oder
Q = Z fiir Folgen. Die Vervollstindigung von K(?) beziiglich der #”~Norm ist der Raum
0P (Q;K) der p—summierbaren Folgen. Fiir verschiedene Exponenten 1 < p < g < oo sind
dies verschiedene Riume ¢7(Q;K) # ¢9(Q;K). Um diese Normen bequem zu verglei-
chen, nutzen wir hier den gemeinsamen Teilraum K(Q), der in jedem /7 (Q;K) liegt.

Aufgabe 3: Endliche Topologien sind vor allem als kombinatorische Objekte interessant.
Diese Aufgabe soll zunichst illustrieren, dass es viele Topologien gibt, selbst auf kleinen
Trigermengen. Zudem sollen Sie hier einige topologische Grundbegriffe einiiben.

Endliche Rdaume sind ein Baby-Beispiel, dafiir aber sehr konkret. Fiir analytische und
geometrische Anwendungen betrachten wir vor allem topologische Riume (X,T), deren
Triagermenge X und Topologie T unendlich sind. Eine Aufzidhlung aller offenen bzw.
abgeschlossenen Mengen kommt dann nicht mehr in Frage. Wir entwickeln daher im
Folgenden raffiniertere Werkzeuge, um auch mit solchen Objekten umgehen zu konnen.
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