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Klausur zur Spieltheorie

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Musterlosung Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung Studiengang: Musterlosung

Es gelten die {iblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Erlaubte Hilfsmittel: keine

Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

Wo dies verlangt wird, begriinden Sie bitte ihre Antwort — kurz aber iiberzeugend — etwa

durch Nennung eines passenden Ergebnisses oder Beispiels aus Vorlesung oder Ubung.

Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.

Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wéhlen Sie zunédchst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 Gesamt

/1 /12 /9 /6 /12 /10 /12 /10 /7 /79

FErlduterung: Zur Nacharbeit dieser Klausur sind die Antworten ausgiebig erlautert. Ergebnisse

und Rechnungen sind ausfiihrlicher dargestellt, als in der Priifung verlangt war. Moge es niitzen!

Dies war die zweite Klausur zur ersten Veranstaltung Spieltheorie. Lernen nach alten Klausuren
wird gern genutzt, oft iibertrieben, hier war es kaum moglich. Diese Klausur war sehr eng an
Vorlesung und Ubung angelehnt, so gesehen leicht. Die Fragen waren natiirlich nicht identisch,
die Herausforderung war also durchaus real, die erlernten Methoden auf einfache, neue Beispiele

anzuwenden. Viele Punkte sind leicht, erfordern aber wie angekiindigt Ubung und Routine.

Tipp fiir zukiinftige Leser: Thre Vorlesung und wochentlichen Ubungen erkléren Thnen die wun-

derbare Mathematik. Nutzen Sie dies, arbeiten Sie kontinuierlich mit, es lohnt sich!
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (12 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze aber {iberzeugende Begriindung

(durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegenbeispiels).

2A. Gibt es ein endliches Spiel g: 57 X S; — R x R mit einem echt gemischten und zugleich
strikten Nash—Gleichgewicht (s1, s2) € [S1] X [Sa], s1 € S1, s2 & So?

[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Dank affin-linearer Fortsetzung von g:S7 X So — R x R zu g:[S1] X [Se] — R x R gilt:
Jede reine Strategie im Tréager von s; bzw. sy ist eine beste Antwort auf s bzw. s;.
Das geforderte strikte Maximum kann hier also nicht vorliegen.

Erlduterung: Das ist eine Besonderheit affin-linearer Funktionen: Der Maximalwert wird in
einer Ecke angenommen, strikte Maxima nur in Ecken. (Sie kennen allgemeinere Maximum-
prinzipien aus der Analysis, etwa fiir harmonische Funktionen oder holomorphe Funktionen.)

2B. Hat jedes Spiel g:Z x {0,1} — R x R mindestens ein gemischtes Nash-Gleichgewicht?
[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Es gibt viele naheliegende Gegenbeispiele, etwa g(a,b) = (a,a) oder g(a,b) = (a,0).

Ausfiihrlich: Offensichtlich gibt es kein (reines oder gemischtes) Nash—Gleichgewicht, denn
jede Strategie kann leicht iibertrumpft werden. Das gilt selbst dann, wenn wir unendliche
Konvexkombinationen / WMafBe zulassen, also s:Z — Rxo mit >° _, s(n) = 1.

2C. Sei g:51 x S5 = R x R ein endliches Spiel und x € S5 sei niemals beste Antwort in g.
Wird z in allen Féllen strikt dominiert durch eine Strategie y € [Sy \ {z}]?

Ja [ ] Nein. Begriindung:

Das ist ein Satz der Vorlesung zur Rationalisierbarkeit:
Genau dann ist  strikt dominiert, wenn x nie beste Antwort ist.
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2D. Sei g: .57 xSy — R xR ein endliches Spiel. Kann man jede beliebige reine, strikt dominierte
Strategie weglassen, ohne dadurch Nash-Gleichgewichte zu verlieren?

Ja [_] Nein. Begriindung:

Das ist ein Satz der Vorlesung zur Streichung strikt dominierter Strategien.

2E. Sei g: 57 x S3 — R x R ein endliches Spiel. Kann man jede beliebige reine, schwach
dominierte Strategie weglassen, ohne dadurch Nash—Gleichgewichte zu verlieren?

[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Es gibt viele naheliegende Gegenbeispiele, etwa folgendes:

B 0 1
A
1 0
0 a b
0 1
1 a b

2F. Sei g: 57 x S — R x R ein endliches Spiel mit genau einem Nash—Gleichgewicht. Hat
dann das unendlich wiederholte Spiel I' = (1 — §) [[,—, 0"g, geeignet diskontiert mit ¢ € ]0, 1],
ebenfalls nur ein teilspielperfektes Gleichgewicht?

[]Ja Nein. Begriindung;:

Das Gefangenendilemma ¢ hat nur ein Gleichgewicht (0,0). Hingegen hat I" neben diesem
Gleichgewicht ,,Spiele immer (0,0)“ noch weitere, etwa Grim-Trigger und allerlei Varianten.

Erliuterung: Das macht unendlich wiederholte Spiele so komplex und interessant!
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Aufgabe 3. Lineare Programme und Simplez-Verfahren (9 Punkte)

3A. Gegeben ist das lineare Programm x > 0, Az +b > 0, u(z) = cx+d — max!, kurz u: (49)

wie in folgendem Tableau. Fiihren Sie zwei Basiswechsel zur optimalen Form aus:

1 X9 v
Y1 —2 1 6
Yo -1 -2 8
U 2 1 3

Y1 T2 v
1 -1/2  1/2 3
Yo 1/2 —5/2 5
U —1 2 9

Y1 Y2 v
Ty -2/5 —1/5 4
T 1/5 —=2/5 2
u —-3/5 —4/5 13

Bestimmen Sie hieraus eine zertifizierte Losung (z,y) und das erzielte Maximum u, mit Probe:

Zertifizierte Losung mit Probe:

Der Punkt x = (4,2)7 erfiillt x > 0 und Az + b= (0,0)T > 0, ist also primal zulissig.

Der Punkt y = (3/5,4/5) erfiillt y > 0 und yA + ¢ = (0,0) < 0, ist also dual zuléssig.

Untere Schranke u(z) = cx+d = 13 und obere Schranke v(y) = yb+d = 13 stimmen tiberein.
Erliuterung: Mit dem eigentlichen (primalen) Problem l6st das Simplex-Verfahren zugleich
gratis auch das duale Problem. Solve one, get one free! Dies nutzen wir dankend zur Zertifi-
zierung, ohne Mehraufwand. So priifen Sie Ihre eigene Rechnung: Jeder Irrtum wird erkannt!
Zugegeben: Dieses lineare Programm ist winzig, um den Aufwand noch ertriglich zu halten.

Auch sind alle Ungleichungen hier straff, das ist eher etwas unrealistisch, aber na gut...
Sie kennen etwas realistischere Beispiele aus der Vorlesung und den Ubungen.

3B. Zeichnen Sie zur Kontrolle die Erfiillungsmenge P(A,0) = {z € R* |2 >0, Az+b>0}.

X2

&

Y2

2!

4|
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Aufgabe 4. Nash—Gleichgewichte (6 Punkte)

Wir untersuchen das folgende Spiel g : Sx.S — RxR mit der Strategiemenge S = {s1, s2,...,8,}

und seine affine Fortsetzung g: [S] x [S] — R x R auf dem Simplex [S] = [s1, Sa, . . ., Sp].
Bob S1 So o Sn
Alice
1 0 0
51 1 0 0
0 9 0 ( ) (k, k) falls k=,
9\ Sk Se) =
82 0 2 0 > (0,0) falls k # (.
0
0 0 0 n
Sy, 0 0 0 n

4A. Nennen Sie zunéchst alle reinen Nash—Gleichgewichte (s4, sp) € NE(g), ohne Beweis:

Reine Gleichgewichte:

Wir finden NE(g) = { (s, sx) | k=1,2,...,n }.

Alice spielt s4 = %51 + %52 + %53. Nennen Sie Bobs beste Antworten als Teilmenge von [S].

Bobs beste Antworten auf s4:

Bobs beste Antworten auf s4 sind sg € [s1, s9, s3]

Bob spielt sg = 1%81 + 1%82 + 1%33. Nennen Sie Alice’ beste Antworten als Teilmenge von [S].

Alice’ beste Antworten auf sg:

Alice’ beste Antworten auf sp sind s4 € [s9, s3).

4B. Nennen Sie alle gemischten Nash—Gleichgewichte (s4, sp) € NE(g), ohne Beweis.

Gemischte Gleichgewichte:
Die Gleichgewichte sind sq = sp =Y,y 2S¢ / Dopex 7 fir X € {1,2,...,n} mit X # 0.
Erlduterung: Jedes dieser Strategiepaare (sa,sg) ist ein Gleichgewicht. Umgekehrt ist jedes

Gleichgewicht (sa,sp) von dieser Form. Der Beweis ist nicht schwer, aber etwas langlich,
deshalb geniigte hier die Nennung der Losung. Versuchen Sie die Ausfithrung als Ubung!

o
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Aufgabe 5. Nash—Gleichgewichte (12 Punkte)

Wir untersuchen das folgende Spiel g: Sa x Sp — R? und seine Fortsetzung g: [Sa] x [Sp] — R2.

Bob So S3 S4 Ss
Alice
3 6 5 4
So 1 3 5 4
5 0 1 4
S1 3 3 6 2

5A. Nennen Sie zunéchst alle reinen Nash—Gleichgewichte (sa, sp) € NE(g), ohne Beweis:

Reine Gleichgewichte:
Die reinen Gleichgewichte sind NE(g) = { (so,s3), (s1,52) }.

Erldauterung: Reine Gleichgewichte sind leicht zu finden. Wir suchen Spaltenmaxima fiir Alice
und Zeilenmaxima fiir Bob. Wo beide zusammenfallen haben wir ein Nash—Gleichgewicht!

Angenommen Alice spielt die gemischte Strategie s, = (1 — t)so + ts; fiir ein t € [0, 1].
Zeichnen Sie die Auszahlung f,(t) := gp(si, a) zu Bobs reinen Antworten a € {ss, s3, 84, S5}

Ja
6

t
Nennen Sie zu jeder Strategie s; Bobs beste Antworten als Teilmenge von [Sg| = [s2, s3, 84, S5]:
Intervall 0<t< 1/3 <t< 1/2 <t<1
Antwort {s3} [s3, s5] {s5} 5, 2] {s2}
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5B. Eine von Bobs reinen Strategien x € Sp = {s9, s3, S4, S5} ist nie beste Antwort.

Nennen Sie z und eine gemischte Strategie y € [Sp \ {z}], die x strikt dominiert.

Antwort ohne Beweis:

Der Skizze entnehmen wir, dass x = s4 nie beste Antwort ist.

Die gemischte Strategie y = §53+%55 dominiert sy strikt. (Es gibt viele weitere Moglichkeiten. )
FErliuterung: Keine der reinen Strategien so, s3, s5 dominiert s, strikt; dies gelingt nur mit
gemischten Strategien. Eine geeignete Konvexkombination, wie oben angegeben, finden wir

graphisch oder rechnerisch. Diese Situation ist kein Zufall, aus der Vorlesung kennen Sie den
allgemeinen Satz: Genau dann ist x strikt dominiert, wenn x nie beste Antwort ist.

5C. Bestimmen Sie alle Nash-Gleichgewichte (s, sp) € NE(g).

Gleichgewichte: Wir untersuchen sy = s; fiir ¢ € [0, 1] und Bobs beste Antworten aus 5A:

0<t< % Bob spielt sp = s3. Darauf ist s4 € [sg, s1] Alice’ beste Antwort.
Wir finden so die Nash-Gleichgewichte (s¢, s3) fiir 0 < ¢ < 1.

t= %: Bob spielt sp € [s3, s5]. Nur auf sp = s3 ist s4 = s; Alice’ beste Antwort.
Wir finden so das Nash-Gleichgewicht (s;, s3) fiir t = 5.

% <t< %: Bob spielt sg = s5. Darauf ist s4 = sg Alice’ beste Antwort.
Wir finden in diesem Intervall keine weiteren Nash—Gleichgewichte.

t= %: Bob spielt sp € [s9, s5]. Nur auf sp = %SQ + %s5 ist s4 = s; Alice’ beste Antwort.
Wir finden so das Nash-Gleichgewicht (s, sp) fiir t = 3.

% < t < 1: Bob spielt sgp = so. Darauf ist s, = s7 Alice’ beste Antwort.
Wir finden so das Nash-Gleichgewicht (sq, s9).

Erliuterung: Dies sind gegenseitig beste Antworten, genau wie die Definition von Nash—

Gleichgewicht es verlangt. Hierzu ist jeweils eine kleine Rechnung notwendig. Als Graphik:
S5

/ Die rote Reaktionskurve fiir Bob erhalten wir aus Frage 5A.

- Bobs Strategie s; wird strikt dominiert und kommt daher

51‘?/ | 53 in keinem Nash—Gleichgewicht vor. Spielt Bob die Strategie

SB = P25y + P3S3 + psSs, dann erhélt Alice die Auszahlung

P2 + 3p3 + 4ps, wenn sie sg spielt, und 3ps + 3ps + 2ps,

wenn sie s; spielt. Also ist so die beste Antwort falls ps <

ps, und s; ist die beste Antwort falls po > ps. Im Fall

P2 = ps ist jede Konvexkombination von sy und s; beste

Antwort. So erhalten wir die Reaktionsfliache fiir Alice. Die

Schnittmenge der beiden Reaktionsrelationen ist die Menge

So \\% der Nash-Gleichgewichte, hier schwarz eingezeichnet.
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Aufgabe 6. Vom Text zum Baum zu den Gleichgewichten (10 Punkte)

Vor Alice liegen zwei Geldstapel: 4 € und 1€. Alice kann akzeptieren, dann bekommt sie den
groBeren Stapel (4€) und Bob den kleineren (1€); oder sie kann an Bob iibergeben, dabei
werden beide Stapel verdoppelt. Bob kann akzeptieren, dann bekommt er den gréferen Stapel
(8 €) und Alice den kleineren (2 €); oder er kann an Alice tibergeben, dabei werden beide Stapel

wieder verdoppelt. Dies wiederholt sich: endgiiltig akzeptieren oder verdoppelt iibergeben. Beim

Stand von 64 € und 16 € bekommt Alice ungefragt den grofleren Stapel, Bob den kleineren.

6A. Zeichnen Sie den Spielbaum mit allen relevanten Informationen.

Spielbaum:

(4,1)  (2,8) (16,4) (8,32) (64,16)

Formal ist dies der Baum X = {0, a,b, ba, b*, b%a, b, b*a, b*}. Auf den terminalen Zustinden
0X = {a,ba,b*a,b3a,b'} gelten die angegebenen Auszahlungen gemif der Aufgabenstellung.
In den aktiven Zustéinden X° = {(),b,b? b3} sind abwechselnd Alice und Bob am Zug.

6B. Nennen Sie alle teilspielperfekten Gleichgewichte s € SPE in einer geeigneten Schreibweise.

Welche Auszahlungen sind demnach durch teilspielperfekte Gleichgewichte erreichbar?

Alle Gleichgewichte und ihre Auszahlungen:

(4,1)  (2,8) (16,4) (8,32) (64,16)

Wir nutzen Riickwértsinduktion und finden nur genau dieses teilspielperfekte Gleichgewicht:
Egal wer am Zug ist, Alice oder Bob, jeder stimmt dem aktuellen Angebot zu.

Der Satz von Zermelo garantiert, dass wir alle Gleichgewichte gefunden haben.

Die einzige Gleichgewichtsauszahlung ist demnach (4, 1).

Erliuterung: Sie kennen solche Beispiele aus Vorlesung und Ubung, vom Gefangenendilemma
iiber diverse dhnliche soziale Dilemmata bis hin zu dynamischen Spielen wie diesem oder Vari-
anten des Hundertfiillerspiels. Wenn man es recht bedenkt, ist das Ergebnis doch immer etwas
iiberraschend, beim ersten Kontakt wirkt es sogar paradox: Mit Kooperation konnten beide
Spieler besser abschneiden. Doch hier ist Zusammenarbeit kein Gleichgewicht, auch kénnen sie
keine bindenden Absprachen treffen. Daher greift allein die individuelle Gewinnmaximierung,
und Riickwirtsinduktion ergibt das obige Gleichgewicht als einzige Losung.
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Alice und Bob spielen wie zuvor, aber diesmal beginnt Alice mit zwei Stapeln zu 4 € und 2 €.
Abwechselnd darf kann jede/r akzeptieren oder verdoppelt iibergeben. Beim Stand von 64 €
und 32 € bekommt Alice ungefragt den gréfleren Stapel, Bob den kleineren.

6C. Zeichnen Sie den Spielbaum mit allen relevanten Informationen.

Spielbaum:

(4,2)  (4,8) (16,8) (16,32) (64,32)

Formal ist dies genau der in 6A erklirte Baum X = {0, a, b, ba, b*, b*a, b3, b?a, b*}, lediglich die
Auszahlungen dndern sich wie angegeben geméfl Aufgabenstellung. Das hat Konsequenzen!

6D. Nennen Sie alle teilspielperfekten Gleichgewichte und jeweils die zugehorige Auszahlung.

Alle Gleichgewichte und ihre Auszahlungen:

(4,2)  (4,8) (16,8) (16,32) (64,32)

A B A B

(4,2)  (4,8) (16,8) (16,32) (64,32)

Erlduterung: Wir konstruieren Gleichgewichte durch Riickwartsinduktion. Es gibt genau fiinf
teilspielperfekte Gleichgewichte, wie hier gezeigt. Alle liefern verschiedene Auszahlungen, so
werden tatsédchlich alle fiinf Moglichkeiten als Gleichgewichtsauszahlungen realisiert.

Auch hier ist das Ergebnis bemerkenswert: Mit Kooperation kénnen beide Spieler besser
abschneiden, doch sie kénnen keine bindenden Absprachen treffen. Hier wurde gerade der
kritische Fall betrachtet; bitte versuchen Sie als Ubung, alle Varianten aufzuschreiben.
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Aufgabe 7. Wiederholte Spiele (12 Punkte)
Das Spiel I entsteht durch unendliche Wiederholung des Spiels g: {0,1}* — R?,

Bob 0 1
Alice mit Konstanten aq, s € R,
. ) L - 3| wie iiblich mit &y, 8, € [0, 1]
1 s fiir i € {1 = Alice, 2 = Bob}
1 —2 (03]

und diskontierten Auszahlungen u; : {00,01,10, 11} = R : 2+ u;(x) = Z 07 gi(xy).
n=0

Alice und Bob vereinbaren das folgende Strategiepaar s = (s4,sp): Es wird abwechselnd
1001 10 01 ... gespielt. Nach jeder anderen Vorgeschichte (Abweichung) wird 00 gespielt.

TA. Lasst sich das Prinzip der einmaligen Abweichung auf das Spiel I' anwenden?

Ja [ ] Nein. Begriindung:

Dank 0 < §; < 1 sind die Auszahlungen u;(z) € R stetig in = € {00,01, 10, 11}".

7B. Unter welchen Bedingungen ist s ein teilspielperfektes Gleichgewicht? Bestimmen Sie hierzu

vier Ungleichungen fiir oy, as, d1, 02, die notwendig sind und gemeinsam auch hinreichend.

Vier Ungleichungen, ohne Herleitung: Wir nutzen das Prinzip der einmaligen Abweichung.
Das Paar 00 ist ein striktes Nash—Gleichgewicht des einfachen Spiels; Abweichung lohnt nicht.
Alice: (=2 +561)/(1 — %) > 0, also 6, > 2/5, und (5 — 241)/(1 —63) > oy

Bob: (=3 +40,)/(1 — d3) > 0, also d; > 3/4, und (4 — 3d2)/(1 — 63) > ay

Jede dieser vier Ungleichungen ist notwendig, damit Abweichungen nicht belohnt werden.
Gemeinsam sind sie hinreichend fiir s € SPE, nach dem Prinzip der einmaligen Abweichung.

Erlduterung: Sie kennen diese Methode und die Ausfithrung an dhnlichen Beispielen aus der
Vorlesung und den Ubungen. Gliicklicherweise haben wir eine prizise Notation und geeignete
Techniken: Das Prinzip der einmaligen Abweichung vereinfacht die Analyse wie immer enorm!
Damit wird die Diskussion aller Fille ein Kinderspiel.

10
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7C. Wir betrachten nun speziell die konkreten Parameter (ay, ) = (5,4):

Bob 0 1
Alice
0 -3
0 0 5
4 4
1 —2 5

Bestimmen Sie alle reinen Nash—Gleichgewichte NE(g) des einfachen Spiels g.

Reine Gleichgewichte ohne Begriindung:

Wir finden NE(g) = { (0,0), (1,1) }

Bestimmen Sie zudem alle echt gemischten Nash—Gleichgewichte des einfachen Spiels g.

Gemischte Gleichgewichte mit Begriindung:
Neben den beiden reinen Gleichgewichten gibt es keine echt gemischten Gleichgewichte.

Begriindung: Angenommen, Alice spielt s, = (1 — t)sg + ts; fiir t € ]0, 1].
Dann ist Bobs beste Antwort 0. Hierauf ist Alice beste Antwort 0.

Fiir welche Diskontierungen (1, d2) € [0, 1[? ist das oben vereinbarte Strategiepaar s = (s4, Sg)

ein teilspielperfektes Gleichgewicht?

Begriindete Antwort:
Wir nutzen die vier Ungleichungen aus 7B, hinreichend und notwendig fiir (sa, sp) € SPE:
Im vorliegenden Fall (ay, as) = (5,4) finden wir 0, € [2/5, 1] und 5 € [3/4, 1].

Erldauterung: Das ist eine spezielle Variante von Nashs Folk Theorem. Wiederholte Spiele
erlauben neue Gleichgewichte und damit manchmal hohere Auszahlungen als dies moglich
wére mit unabhéngigen Einzelspielen (ohne Erinnerung, etwa durch anonyme Zulosung).

Fun fact: Im vorliegenden unendlichen Spiel waren beide Spieler besser dran, wenn sie das
Strategiepaar 11 11 11 11 ... vereinbaren. Dieses ist sogar schwach dominant. Das oben
vereinbarte Strategiepaar ist zwar auch ein Gleichgewicht, aber beide Auszahlungen sind
geringer. Auch das kann also durchaus vorkommen.

11
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Aufgabe 8. Ein kontinuierliches Spiel (10 Punkte)

Zwei Firmen produzieren identische Massenware. Firma 1 produziert die Menge ¢; € [0, 15]
zu fixen Kosten ¢; = 2/Einheit, Firma 2 produziert die Menge ¢ € [0,15] zu fixen Kosten
¢y = 3/Einheit. Der Marktpreis p(q) = 16 — ¢ pro Einheit héingt linear von der Gesamtmenge
q = q1+¢> ab. Die Nutzenfunktionen sind demnach u; : [0, 15]*> = R: (q1, ¢2) — qi(p(q1+q2) —¢;)-

8A. Berechnen und skizzieren Sie die beiden Reaktionsfunktionen/relationen
Fy ={ (q1,¢) € [0,15]? | ¢ ist beste Antwort auf ¢o } und
Fy ={ (q1,q2) € [0,15]* | go ist beste Antwort auf ¢; }.

Rechnung und Skizze:
Die Parabel ¢1(q1) = ¢1(14 — g1 — ¢2) hat ihr Maximum bei ¢; = 14%"2.
Dies ist unser Maximum falls 0 < ¢ < 14; fiir go > 14 liegt unser Maximum bei ¢; = 0.

Die Parabel ¢2(q2) = ¢2(13 — ¢1 — ¢2) hat ihr Maximum bei ¢o = 1?’%‘11.
Dies ist unser Maximum falls 0 < ¢; < 13; fiir ¢; > 13 liegt unser Maximum bei ¢, = 0.

Erlduterung: In diesem besonders einfachen Fall sind die besten Antworten tatséachlich ein-
deutig. Wir erhalten also nicht blo8 Reaktionsrelationen, sondern Reaktionsfunktionen.

—14;(12 fiir go < 14,
fi: [0,15] — [0,15] Qo g = |

fiir go > 14.
Boa fiyr g1 < 13,

fo 0 [0,15] = [0,15] : ¢1 +— q2 = 2
0 fiir ¢g; > 13.

Man beachte die Folgerungen ¢» > 14 = ¢; = 0und ¢1 > 13 = ¢» = 0. Der Preis p(g1+q2) <0
wird hier Null oder sogar negativ. Uberproduktion ist zwar irrational, aber méglich.

1 q2
14

3

a2

0 13 Q1

12

Cﬂ‘
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8B. Bestimmen Sie alle Nash-Gleichgewichte dieses Spiels u: [0, 15]* — R2.

Gleichgewichte:

Die Schnittmenge NE(u) = F} N F, kénnen wir graphisch ablesen oder ausrechnen.
Wir finden genau ein Gleichgewicht: (g1, ¢2) = (5,4)

Erlduterung: Die Gewinne sind demnach u(5,4) = (25, 16) im Gleichgewicht.
Das ist ein extrem einfaches, klassisches Modell der Wirtschaftswissenschaften.
Sie kennen es gut aus den Ubungen, als [llustration von Gleichgewichten.

8C. Firma 1 setzt ¢; € [0, 15] 6ffentlich fest, anschlieBend wihlt Firma 2 ihre Produktionsmenge
¢2 € [0, 15]. Bestimmen Sie alle teilspielperfekten Gleichgewichte dieses zweistufigen Spiels.

Gleichgewichte:

Wir nutzen Riickwartsinduktion: Firma 2 hat die oben berechnete Reaktionsfunktion
Boa fijr g1 < 13,

fo 1 [0,15] = [0,15] : ¢1 +— q2 = 2

0 fiir g1 > 13.

Das legt die Reaktion von Firma 2 in allen Féllen fest.

Firma 1 maximiert also g(¢1) = ¢1(14 — 1 — 25%) = 1¢1(15 — q1).

Das Maximum wird angenommen fiir die Produktionsmenge ¢; = % und somit gy = %.

Erliuterung: Die offentliche Bekanntgabe wird hier als bindend angesehen, ist also glaubhaft
und keine leere Drohung, die spéter revidiert werden konnte. Fiir Firma 1 ist der Gewinn
225/8 > 25 in diesem Falle etwas grofler. Fir Firma 2 hingegen ist der Gewinn 121/16 < 16

deutlich kleiner. Da die Initiative hier von Firma 1 ausgeht, ist dieser Zug demnach vorteilhaft.

Fun fact: Wenn zuerst Firma 2 sich 6ffentlich bindet, so verschiebt sich das Gleichgewicht zu
(q1,q2) = (4,6). Fiir Firma 2 ist der Gewinn 18 > 16 in diesem Falle etwas grofier. Fiir Firma
1 hingegen ist der Gewinn 16 < 25 deutlich kleiner. Sie kennen dieses Phanomen von anderen
Verhandlungssituationen als ,,Privileg des ersten Zugs“.
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Aufgabe 9. Strategisch abstimmen (7 Punkte)

Alice, Bob und Chuck wollen iiber die drei Alternativen z,y, z abstimmen.
Thre individuellen Préferenzen sind A:x >y > zund B:y >z >2xund C:z >z > y.

Folgendes Duell-Verfahren wird angewendet: Zuerst wird durch Mehrheitswahl {iber y und z

abgestimmt. Anschliefend tritt der Gewinner gegen x an, erneut entscheidet die Mehrheit.

9A. Wie verlauft die Abstimmung, wenn jeder ehrlich nach seinen Préferenzen abstimmt?

Verlauf der beiden Abstimmungen:

Erste Runde A:y > z und B:y > z und C': z > y. Gewinner ist y.

Zweite Runde A:x >y und B:y > x und C:x > y. Gewinner ist z.

Erlduterung: Auf den ersten Blick scheint dieses Verfahren unverdéchtig. Doch Sie wissen,
dass es fiir drei (oder mehr) Alternativen kein perfektes (Aus)Wahlverfahren gibt: Dies ist

Arrows Satz vom Diktator, hier genauer der Satz von Gibbard—Satterthwaite. Tatséchlich ist
dieses Auswahlverfahren manipulierbar, wie wir nun zeigen.

9B. Welche Spieler konnen durch einmalig unehrliche Stimmabgabe ihr Ergebnis verbessern?

Spieler und Abweichung;:

Bob kann in der ersten Runde mit ,,z > y“ unehrlich abstimmen. Der Gewinner ist dann z
und siegt in der zweiten Runde auch gegen z. Aus Sicht von Bob ist das eine Verbesserung!

Erliuterung: Dieses Auswahlverfahren ist somit manipulierbar. Sie kennen dieses Problem
aus Vorlesung und Ubung. Der Satz von Gibbard-Satterthwaite sagt bei drei (oder mehr)
Alternativen: Jedes surjektive Auswahlverfahren ist entweder manipulierbar oder diktatorisch.

9C. Konstruieren Sie alle teilspielperfekten Gleichgewichte in schwach dominanten Strategien.

Gleichgewichte: (Am besten Sie skizzieren die folgenden Argumente in Baumform!)

Wir nutzen Riickwartsinduktion und beginnen mit der zweiten Runde:
Im Duell z gegen y siegt z. (Schwach dominant ist hier das ehrliche Votum.)
Im Duell z gegen z siegt z. (Schwach dominant ist hier das ehrliche Votum.)

Erste Runde: Im Duell y gegen z siegt z. (Schwach dominant ist fiir Bob zu liigen, also ,,z > y*
zu stimmen. Hingegen wahrheitsgemifl stimmen Alice .,y = 2 und Chuck ,z = y*.)

Erldauterung: Die Voraussetzung , schwach dominante Strategien® ist notwendig, um unsere
Analyse zu vereinfachen und noch bizarrere Probleme zu vermeiden. Andernfalls entstehen
weitere Gleichgewichte durch extreme Protestwahlen. Beispiel: Im Duell z gegen y konnten
alle fiir y stimmen; das wére ein Gleichgewicht, aber nicht in schwach dominanten Strategien.
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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Diese Seite ist absichtlich leer und darf es auch bleiben.
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