M. Eisermann / A. Degeratu / F. Stoll ° Universitit Stuttgart ° Hohere Mathematik 3 (vertieft)

PRASENZUBUNGEN 3: Holomorphie, yippie!
Fiir die Gruppeniibungen am 7.—10. November 2017

1 Ja? Nein? Warum? Beantworten Sie folgende Fragen; begriinden Sie (durch ein Ergebnis aus
Ihrer Vorlesung) oder widerlegen Sie die Aussage (durch ein Gegenbeispiel aus IThrem Fundus).

(a) Gilt [21/x2dx = [—1/x]? =1/22 und ebenso [*1/x*>dx = [—1/x]2, = —3/2?
(b) Ist f =p/q:|a,b] — R eine rationale Funktion, so auch f”: [a,b] — R?und F (x) = [ f(¢)ds?
(c) Istjede stetige Funktion f : R — R absolut integrierbar? und f : [a,b] — R?und f : ]a,b] — R?

(d) Ist die Menge B; C R? ein Normalbereich in x-Richtung? und in y-Richtung?

= e )
- i .

(e) Gibt es stetige Funktionen f:]0,1[ x ]0,1[ — R mit

Llpows # [ [ pnesar

und stetige Funktionen f: [0, 1] x [0,1] — R?

(f) Unter welchen Voraussetzungen gilt [, f(y)dy = [y f(P(x)) - [detd’ (x)|dx?

(g) Sei f,:R — R eine Funktionenfolge mit | f,,(x)| <2/(1+ |x|) fiir alle n € N.
Gilt limy, oo [ £ (x) dx = [ limy, o0 £, (x) dx? und fiir | £, (x)] < 1/(1 422)?

(h) Sei f:[a,b] x R — R stetig diff’bar. Gilt dann 9, [ f(x,y)dy = [g i f(x,y)dy?
Sei f: [a,b] x [¢,d] — R stetig diff*bar. Gilt dann ;. [ f(x,y)dy = [49.f (x,y) dy?
2 Dem Ingenior ist nichts zu schwor. Auch singulér fallt ihr nicht schwir.

. . . . . . e 2
(a) Bestimmen Sie die Residuen in allen Singularitéiten von hy (z) = % und hy(z) = m

Folgern Sie hieraus (ohne weitere Rechnung) die komplexe Partialbruchzerlegung von /.

(b) Sei Dy = [~1,3] x [-3,1] und D, = B(2+1,3). Bestimmen Sie [, h;(z)dz fiir i, j = 1,2.

(¢) Berechnen Sie 17 xjf ¢ dxund [fe m dx. Sind die Integranden absolut integrierbar?

3 Test the best: Holomorphie testen mit Cauchy—Riemann.
Sei f: C—C: x+iy— f(x+iy) =e*(xcosy—ysiny) +ie*(xsiny+ycosy).
(a) Bestimmen Sie die Funktionen u,v:R? — R so, dass f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) ist.

(b) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen %, 3—;, %, g—; also die Jacobi—Matrix ggz;g

(¢) Sind die Cauchy—Riemann—Gleichungen erfiillt? Ist die Funktion f holomorph?

(d) Schreiben Sie die Funktion f als elementare Funktion in der komplexen Variable z = x + iy
und bestimmen Sie die Wirtinger—Ableitungen o, f = %(8x —idy)fund J:f = %(8x +id,)f.
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MOTIVATION ZU DEN AUFGABEN

ErfahrungsgemiB ist es hilfreich und motivierend fiir Sie zu wissen, wozu Ihre Ubungsaufgaben gut
sind, was Sie hier lernen konnen und wie der groBere Zusammenhang aussieht. Dazu schreibe ich
hier wochentlich meinen Kommentar als Erlduterung, Orientierung und Ermutigung.

Aufgabe 1: In den ersten Wochen der HM3 haben Sie bereits gemerkt: Die Techniken sind klar und
prizise, aber Sie miissen sie einiiben, typische Probleme I6sen und dabei Ihre Fragen kliren.

Hierzu dient auch diese Wiederholung. Sie kennen inzwischen einige Integrationstechniken und
wollen / sollen / miissen diese sicher und korrekt anwenden: Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralgrechnung (a), elementare Integrale (b), absolute Integrierbarkeit (c), Normalbereiche (d), Fubini
(e), Transformationssatz (f), Grenzwerte (g) und Ableitungen (h) unter dem Integral. Sie brauchen
die zugrundeliegende Theorie und die Beispiele: Sitze erklidren Thnen die Techniken, Beispiele
illustrieren mogliche Anwendungen und Gegenbeispiele warnen vor typischen Fehlanwendungen.

Bei diesem Frageformat ,,Ja? Nein? Warum?* miissen Sie alle relevanten Sétze und Beispiele parat
haben. Dies hat sich auch in Klausuren bewéhrt: Es belohnt diejenigen mit leicht und schnell
verdienten Punkten, die die Vorlesung und die Ubungen ernsthaft bearbeiten.

Aufgabe 4: An diesem Beispiel wiederholen und vergleichen Sie verschiedene Techniken: Die
Wahl des fiir Sie giinstigsten Rechenweges erfordert neben Kenntnis der Moglichkeiten auch
Erfahrung. Anders als in 1d sollen Sie in 4a sorgfiltig die Integrationsgrenzen bestimmen. Alternativ
formulieren Sie in 4b den Fldcheninhalt mit den Greenschen Fldchenformeln. Es gibt noch weitere
Moglichkeiten! In 4c¢ sollen Sie eine auswihlen, moglichst geschickt, es ist dann nicht schwer. In
4d konnen Sie Thre Erfahrungen gleich nutzen fiir an dhnliches Integral: den Schwerpunkt.

Aufgabe 2: Komplexe Zahlen z = x + iy und komplexe Funktionen wie e*t = e*(cosy + isiny)
sind Thnen spitestens seit dem Beginn der HM1/2 vertraut. Ebenso iibertragen wir Differenzier-
barkeit und Ableitung f’(z) = lim,, w vom Reellen ins Komplexe und erleben einige
schone Uberraschungen. Der Hohepunkt sind Cauchys Residuensatz und seine Anwendungen:
Fiir komplexe (und reelle) Integrale er6ffnen sie uns wunderbar effiziente Rechentechniken. Auf
dem Weg durch die komplexe Ebene gewinnen wir reelle Integrale! Dies zahlt sich iiberall aus:
Partialbriiche, Fourier— und Laplace—Transformation, usw. Viele dieser Integrale sind mit reellen
Methoden nur schwer zu berechnen, doch mit dem Residuensatz fiir komplexe Funktionen gelingen
sie leicht. Aufgabe 5 zeigt eine solche Anwendung. Jacques Hadamard (1865-1963) sagte treffend:
,,Der kiirzeste und beste Weg zwischen zwei reellen Wahrheiten fiihrt oft durchs Imaginére.*

Aufgabe 5: Der Residuensatz gilt zunichst nur fiir kompakte Bereiche D C C, wie immer natiirlich
mit stiickweise glattem Rand, so wie Sie dies von den ebenen Integralsidtzen (Green, Gaul3, Cauchy)
gewohnt sind. Wie gehen Sie vor, wenn Thr Integrationsbereich nicht kompakt ist, so wie hier? Ganz
einfach: Sie berechnen zunéchst den endlichen Fall fiir » € R+ (. (5a) Hier gilt der Residuensatz!
Dann untersuchen Sie den Grenziibergang r — 0. Das kennen Sie aus der HM2 von uneigentlichen
Integralen, nichts anderes passiert hier. Manche ,,Storterme™ fallen dabei gliicklicherweise weg, das
muss man natiirlich nachpriifen (5c). Es bleibt am Ende das gesuchte Integral (5d). Alles wird gut!

Aufgabe 3&6: Um den Residuensatz anwenden zu konnen, miissen wir zunichst kldren, ob unsere
Funktion f: C D Q — C tatsidchlich holomorph ist, also komplex differenzierbar (mit stetiger
Ableitung f). Hierzu dienen die Cauchy—Riemann—Gleichungen dyu = dyv und dyv = —dyu oder
zusammengefasst d; f = 0. Damit konnen Sie bequem und effizient priifen, ob f holomorph ist oder
nicht. Die Wirtinger—Ableitungen d, und J: sind ein praktisches Werkzeug: Es gelten die iiblichen
Rechenregeln wie Sie sie kennen und lieben, statt reell nun auch komplex. Das wirkt.
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HAUSUBUNGEN 3: Holomorphie, jetzt oder nie!
Abzugeben in den Gruppeniibungen am 14.—17. November 2017

4 Schwarzwilder Kirschtorte: La cerise sur le gateau. Wir betrachten den Kreissektor
A={(x,y) = (rcos@,rsing) € R? |0<r<1und In<o<in}.

(a) Ist dieser Kreissektor A C R? ein Normalbereich in x-Richtung? In y-Richtung?
Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, geben Sie explizit die jeweiligen Grenzen an!

(b) Parametrisieren Sie den Rand dA und schreiben Sie explizit ein Randintegral zur Berechnung
des Flacheninhalts volp(A) = |5, ...ds. (Sie miissen es hier noch nicht ausrechnen.)

(c) Was ist der Flacheninhalt von A? Mit welchem Integral berechnen Sie das am geschicktesten?
(d) Berechnen Sie den Schwerpunkt (,y) von A. Warum ist X = 0?

S Cauchys Residuensatz: Gehen Sie bis an Ihre Grenzen! Gesucht ist das reelle Integral

foo  ax
1:/ dr firacRmit0O<a< 1.

1+e*
Fiir r € R sei dazu R das Rechteck mit den Eckpunkten —r, r, r +2xi und —r + 27i:
V3 27
Ya i 12}
—r N r

(a) Bestimmen Sie alle Singularititen der holomorphen Funktion f(z) = % Welche davon

liegen innerhalb unseres Rechtecks R? Bestimmen Sie das komplexe Wegintegral [, f(z) dz.
(b) Geben Sie explizit Wege 71, 72, 73, 74 an, die die vier Seiten des Rechtecks R parametrisieren.

(¢) Zeigen Sie durch geeignete Abschitzung, dass [,, f(z)dzund [,, f(z)dz fiir r — +oo gegen 0
konvergieren. Wogegen konvergiert demnach [, f(z)dz+ [, f(z)dz fiir r — +oe0?
(d) Fiihren Sie f% f(z)dz = c¢1l, und f% f(z)dz = 31, auf das Integral I, = [ f(x)dx zuriick.
Was sind hier die Konstanten ¢ und c3? Folgern Sie schlieBlich [’ f(x)dx = x/sin(ar).
6 Test the best: Holomorphie testen mit Wirtinger.

(a) Berechnen Sie die Wirtinger—Ableitungen d, und d; der folgenden Funktionen:

1 _
A A el Re(z), ¢

Hinweis: Fiir oy, dy und somit auch fiir 9, = 1 (d; —id,), 9; = 1(d; +idy) gelten die iiblichen

Rechenregeln: Linearitit, Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel, etc. Konvergente Po-
tenzreihen konnen, wie Sie aus der HM2 wissen, termweise abgeleitet werden. Das hilft!

(b) Seiz=x+1iymitx,y € R, alsox =Re(z) und y =Im(z). Es seien f,g: C — C definiert durch
f(z) = cos(x)cosh(y) —isin(x)sinh(y) und g(z) = cosh(x)sin(y) —isinh(x)cos(y).

Berechnen Sie die Wirtinger—Ableitungen d, und d; von f und g. An welchen Stellen z = x+1iy
gilt 0:f(z) = 0 bzw. d:g(z) = 0? Ist f bzw. g holomorph?
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