Prof. M. Eisermann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 2. Dezember 2017

Scheinklausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Name des Tutors:

Es gelten die {iblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: 6 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und dhnliche Gerite miissen wahrend der gesamten Klausur komplett

ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

e Die Aufgaben sind untereinander unabhingig, oft auch Teilaufgaben untereinander.
Tipp: Sammeln Sie zunéchst die fiir Sie leichten Punkte, und verbeiflen Sie sich nicht zu

lange in eine fiir Sie schwierige Frage.

e Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala beriicksichtigt dies.

Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wéhlen Sie zunédchst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 Gesamt

Punkte /1 /12 /10 /10 /16 /23 /72
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (2+2+2+2+2+2 = 12 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze aber {iberzeugende Begriindung

(durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegenbeispiels).

2A. Vorgelegt seien integrierbare Funktionen fi, fo, f3,... : R — [=5,5]. In jedem Punkt z € R
sei f,(x) — 0 fiir n — oo eine Nullfolge. Kann dennoch [, f,(z)dz = n — oo gelten?

Begriindete Antwort:

2
2B. Vorgelegt seien integrierbare Funktionen fi, fo, fs,... :[0,3] — [=5,5]. In jedem Punkt
x € [0,3] sei f,(x) — 0 fiir n — oo eine Nullfolge. Folgt daraus f03 fo(z)dz — 0 fir n — oo?
Begriindete Antwort:

2

2C. Seien p(z,y) und ¢(z,y) reelle Polynome in x,y mit ¢(z, y) # 0 fiir alle (x,y) € ]0, 1%
Folgt daraus die Gleichheit f f . @9) gy dg = fy 0 fx EY) g dyy?

q(z,y) Oq(xy

Begriindete Antwort:

I\D‘
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2D. Vorgelegt sei eine Funktion f:[0,1] — R mit f01|f(x)] dz = 0.
Folgt daraus f(x) = 0 fiir alle x € [0, 1] bis auf endlich viele Ausnahmen?

Begriindete Antwort:

2E. Die Menge V = { (x,y,2) € R3 | 22 + y* > 22 } ist das Komplement des
offenen Doppelkegels { 2? + y* < 2? }. Ist V einfach zusammenhingend?

Begriindete Antwort:

I\Z‘

2F. Die Menge U = { (z,y,2) € R? | 22 + y* > 2% } ist das Komplement des abgeschlossenen
Doppelkegels. Erlaubt jedes rotationsfreie Vektorfeld f:R3 D U — R? ein Potential F': U — R?

Begriindete Antwort:

I\D‘
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Aufgabe 3. Integralsitze in der Ebene (2+4+2+2 = 10 Punkte)
3A. Skizzieren Sie das Bild des Weges v: [—m, 7| = R? : ¢ — (t) = [t] - (cost,sint):

2
Die umschlossene Fliche H = { p- (cos ¢, sin ¢) ‘ —m < <m 0<p<|pl} hat Inhalt ~ 10.
3B. Berechnen Sie zum Vektorfeld f(z,y) = (—y, z) das Arbeitsintegral f7 f(s)+ds entlang ~.
Hinweis: Die Betragsfunktion ¢ — [¢| im Punkt ¢ # 0 erfiillt &|¢| = sign(t) € {£1}.
JECR'E
v
1
3C. Berechnen Sie den Flicheninhalt der vom Weg v umschlossenen Fliche H C R?:
volo(H) = / 1d(z,y)dx =
H
2
3D. Berechnen Sie das Arbeitsintegral des Vektorfeldes g(z,y) = (2% + 4y, 10z + €¥) lings v:
/ g(s)-ds =
v
2
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Aufgabe 4. Der Residuensatz (2+4+2+2 = 10 Punkte)

4A. Bestimmen Sie fiir u € C die Residuen der holomorphen Funktion f(z) = e“?/(2% —9):

eiuz eiuz
res = res =
=3\ 22 -9 ’ =3\ 22 -9

2
4B. Berechnen Sie fiir u > 0 das folgende reelle Integral (wie in der Vorlesung erklért).
Vereinfachen Sie das Ergebnis zu einer elementaren reellen Funktion.

~ < cos(ux)
f(u) ::/_Oo R dr =
4
4C. Nennen Sie zur holomorphen Funktion g(z) = 2% e!'/# die ersten sechs Terme der (Laurent-)
Potenzreihe um z = 0 und folgern Sie daraus das Residuum:
res [23 el/z] = res =
z=0 z=0
2
4D. Bestimmen Sie das folgende komplexe Integral:
2m ) ) )
/ M exp (e’lt) iedt =
=0
2
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Aufgabe 5. Fourier-Reihen (2+2+4+2+3+3 = 16 Punkte)

5A. Die Funktion f:R — R sei 2r—periodisch und ungerade mit f(z) =1 fir 0 < x < 7/2
und f(z) = 0 fiir 7/2 < 2 < 7. Skizzieren Sie f und F mit F(z) = [ f(t) dt auf [-12,12]:

f(x)

5B. Finden Sie die Grenzwerte der Fourier-Reihe f,(z) = >",_ ¢, €* von f in x € {0,7/2}:

n—oo

5C. Bestimmen Sie die Koeffizienten der Fourier-Reihe f(z) ~ 92+>"7° | a, cos(kz)+by sin(kx):
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5D. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier—Reihe von f an der Stelle z = 7/2 den Wert

o= (-1 1 1 1 1 1 1 1 1
d h =4t 0.75,0.83].
erReIeZO%H 1 3 s e T T BT € [0.75,083]

Jj=

I\D‘

5E. Folgern Sie die Koeffizienten der Fourier-Reihe F(z) ~ 42 +3°%° | Ay cos(kx) + By sin(kz):

Ay =

Ay =

By, =

(O8]

5F. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier—Reihe von F' an der Stelle 2 = 7/2 den Wert

- 1 1 1 1 1 1 1 1 1
der Reih e b4 44— €0.30,0.34].
e ejfo G ettt o T g T € 030,034
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Aufgabe 6. Kirper und Flichen, Gauf8 und Stokes (1+3+3+3+3+2+4+4 = 23 Punkte)

6A. Skizzieren Sie den Kérper K = { (z,y,2) e R® |22 +y?* <4, 0< 2 <3 -z }:

ZA

]

Seine Randfliche K besteht aus dem Boden B (mit z = 0), dem Mantel M (mit 22 + y? = 4)

und dem Deckel D (mit z = 3 — z). Wir orientieren alle drei wie iiblich von K nach aufen.

6B. Parametrisieren Sie den Mantel M in Zylinderkoordinaten:

;

" pCcos @ p=
y| = <80> = | psinyp mit 0<p<2m
z
o z 0<z<
\

8<I>X8<I> B
dp 0z

6C. Berechnen Sie den Flicheninhalt voly (M) der Mantelfliche mit der Parametrisierung &:

V012 (M) =

o




Prof. M. Eisermann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 2. Dezember 2017

6D. Parametrisieren Sie den Deckel D in Zylinderkoordinaten:

p COS

T
. 0<p<
y :\1/(”) — psin g mit
- ¥ 0<p<2r

ov ov _
op  0p

6E. Berechnen Sie mit ¥ das Flussintegral von f(z,y, z) = (0,0, z) durch D nach aufien:

| re)-as -

6F. Berechnen Sie hieraus das Volumen von K mit dem Satz von Gauf:

VOlg(K):/KdiV(f) d(z,y, z)

w

w
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Wir betrachten das Vektorfeld g:R3> — R?® gegeben durch
6712/2 efy2/2 — o2

T e”
_ e_x2/2 e_y2/2

S
ST
I

6G. Berechnen Sie das Flussintegral von rot(g) durch die Flache M U D nach aufien:

/Mrotg(s)-dS—l—/rotg(s)-dS

D

6H. Berechnen Sie das Flussintegral von g durch die Bodenfliche B nach auflen:

/BQ(S)-dSZ

10



