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Zusammenfassung

y'(x) = F(x,y) Allgemeine Form (DGL 1.0rdnung)

Spezielle Typen

@ Lineare DGL
y' =f(x)y+gx)

> Allgemeine Loésung (F' = f)

y(x) = e (C+ /g(x)e_F(X) dx), CeR
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@ Separable DGL
y' =f(x)gly)

» Bestimme 4
y
—— = [ f(x)dx+C, CeR
/g(y) /()

» Lose nach y auf
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o Exakte DGL

p(x,y)+4q(x,y)y’ =0  mi

» Finde F : R? — R mit

grad F = (O«F,0,F

» Lose
F(x,y)=C,

nach y auf
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Zusammenfassung

DGL 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten:

y(x) + ay'(x) + by(x) = f(x)

@ Allgemeine Losung
y(x) = yn(x) + yp(x)

» Homogene Losung yj, zu

yi (x) + ayh(x) + byn(x) = 0

> Partikuldre Lésung y,

Yp (X) + ayp(x) + byp(x) = f(x)
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Allgemeines Vorgehen fiir die homogene Gleichung
y'(x)+ay'(x)+ by =0

@ Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms
X(A) =X+ ar\+ b

> Zwei reelle Nullstellen Aq >

y(x) = creM* + e”

» Eine doppelte reelle Nullstelle A

y(x) = c1e® + coxet”

» Zwei komplexe Nullstellen A1, = v £ iw

y(x) = e"*(crsin(wx) + 2 cos(w x))
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Bestimmung der partikuldren Losung y, durch Variation der Konstanten
e Fundamentalsystem der homogenen Gleichung

{n(x), va(x)}

@ Ansatz

yp(x) = Gi(x)u1(x) + Co(x)u2(x)

u Uz C{ . 0
up uy)\G) \f

@ Gleichungssystem
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Bestimmung der partikuldren Losung y, durch spezielle Ansitze
o f(x) = e"™(asin(wx) + bcos(wt)):
> Ansatz
Yp(x) = €7 (a1 sin(wx) + a cos(wx))

> In die Gleichung einsetzen und durch Koeffizientenvergleich a; und a
bestimmen
» Sind 7 + iw Nullstellen von x(X) (Resonanz)

¥p(x) = e x(ay sin(wx) + a3 cos(wx)
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e f(x) = p(x)e?™, wobei p(x) = Zrl:l:o cpx" ein Polynom:
> Ansatz

N
yp(x) = e Z anx"
n=0

> In die Gleichung einsetzen und durch Koeffizientenvergleich a,

bestimmen
> Ist 7y eine k-fache reelle Nullstelle von x(X) (Resonanz)

N
Yp(x) = xker Z apx"
n=0
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Interaktive Aufgabe 326

Bestimmen Sie die Lésung y(x) folgender Differentialgleichungen

2
— 0)=1
a) y T2 , ¥(0)
b) y(2y+x)+y=0, y(0)=a>0

c) y' +2y = cosx, y(0) = y(2n)

PV-Kurs HM 3 Gew. DGI DGl 1. Ordnung Interaktive Aufgabe 326

4-1



Losung 1326

Teil a)

o Die DGL

ist separabel.

Erinnerung (Trennung der Variablen)

Form:
y' = f(x)g(y)

Allgemeine Lésung:

/g(y) /f(x)dx+C CeRr

und anschlieBendes Auflésen nach y.

@ Bestimmung der Stammfunktion von 1/g
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@ Bestimmung der Stammfunktion von f

X 1 2x
/1+x2dx - §/X2+1dx

= %In(xz—i-l)—i-C

@ Einsetzen und Auflésen nach y

2

= %In(xz—i—l)—i—C
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e y(0) =1 impliziert

2 1

|
1=— = _—_
In(02 4+ 1) + 2C C

@ Insgesamt

2
) T2
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Teil b)

Erinnerung (Exakte DGL)

e Die DGL Form:
Y2y +x)+y=0 p(x,y) +q(x,y)y’ =0, dyp=0dxq
ist exakt da Allgemeine Lésung:

F(x,y)=C mit OxF=p,0,F=q, CER
8x(2y + X) =1= 8yy

und anschlieBendes Auflésen nach y.

@ Bestimmung von F
Flx,y) = /(2y+X)dy=y2+Xy+K(X)

= OF = y—i—K'(x);y = K(x)=0
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o Allgemeine Form

5 X x2
y +xy=0C = y(x)=—§:|: T+C
e y(0) = a > 0 impliziert
2
a;—gj: OZ—FC:j:\/E = (=2

@ Wegen a > 0 ergibt sich insgesamt

2

X X
SR 2
y(x) 2+ p + a
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Teil c)
Erinnerung (Lineare DGL 1.Ordnung)

o Die DGL Form:
y' = F(x)y + h(x)
y/ + 2y = COS(X ) Allgemeine Lésung:
ist lineare DGL y(x) = eF(X)(C —|—/h(x)e_F(X) dx), CeR
1.0rdnung.

mit F'(x) = f(x)

o Offensichtlich gilt

F(x)=—-2x — e =¢2x

PV-Kurs HM 3 Gew. DGI DGI 1. Ordnung Losung 1326 5-6



@ Bestimmung der Stammfunktion von h(x)exp(—F(x)) durch
zweimalige partielle Integration

/cos(x)ezx dx = e®* (g cos(x) + %sin(x))

@ Einsetzen

yx) = e (c+e2x <§cos(x)+%sin(x)>)

1 2
= Ce ¥+ c sin(x) + c cos(x)
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e y(0) = y(27) impliziert

Ce 222 Ce? = (=0

Insgesamt

y(x) = %sin(x) + g cos(x) J
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Interaktive Aufgabe 655

Gegeben sei die von dem reellen Parameter o abhangige
Differentialgleichung

U — (1 +a)d +au=F(t).

a) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung u(t) der homogenen
Differentialgleichung (f(t) = 0) in Abhangigkeit von a.

b) Berechnen Sie im Fall & = 0 die allgemeine Losung fiir f(t) = 4cost.
Fiir welche Anfangswerte von u(0) und u/(0) ist diese Lésung auf
[0, 00) beschrankt?
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Losung 1655

Teil a)
Homogene Gleichung

' —(1+a)d +au=0

@ Nullstellen des charakteristischen Polynoms

N-(l+a)d+a = 0

1+« 1+ a)? 1+« 1—a)?
= )\172: 5 + ( 2 ) —a = 5 + ( 4 )
l1+a 11—«
= +
2 2
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@ a =1 ~» Doppelte Nullstelle A =1

u(t) = et + ote', c,eR

@ a# 1 ~» Zwei reelle Nullstelle \; =1, \» =«

u(t) = cret + e*t, ca,0€eR
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Teil b)
Homogene Losung up(t) fir a =0

uh(t) = clet + ¢

@ Rechte Seite: 4 cos(x)
~+ Keine Resonanz

@ Ansatz

up(t) = ay sin(t) + ap cos(t)

o Ableitungen

up(t) = —arsin(t) — aycos(t)
up(t) = apcos(t)— apsin(t)
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Einsetzen

up(t) = up(t)

(a2 — a1)sin(t) — (a1 + a2) cos(t)

4 cos(t)
Koeffizientenvergleich
—a1+a =0
{31+32:—4 = ag=ay=—2

Partikulare Losung
up(t) = —2sin(t) — 2 cos(t)
Allgemeine Lésung

u(t) = up(t) + up(t) = cre’ + e — 2sin(t) — 2 cos(t),

—ay sin(t) — ax cos(t) — ay cos(t) + az sin(t)

c,0 €R
v
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t t—00
et — o
~> Die Losung bleibt beschrankt, genau dann wenn
1 = 0
s (0)=c —2=0—2
Die Lésung u(t) bleibt genau dann beschrankt, wenn

u'(0) = =2

u(0) kann beliebig gewahlt werden
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Aufgabe 3 (A661)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung y(x) der Differentialgleichung

14+ xy = (x2+x3y)y/, x > 0.

Ermitteln Sie dazu einen integrierenden Faktor mit einem mdglichst
einfachen Ansatz (u = pu(x) oder = p(y).
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Losung

Erinnerung

= p(x,y) heiBt integrierender Faktor zur DGL
f(x,y) +glx,y)y' =0,

wenn die DGL
pu(x, Y)F(x,y) + pu(x y)g(x,y)y" =0
exakt ist.
Ansatz | Bedingung an p
= p(x) ”'[7’ — Sy k& hangt nur von x ab
w=pu(y) “7 = w héangt nur von y ab
y

Fiir die Differentialgleichung
14+ xy = (x2 +x3y)y/
ist
fx,y)=1+xy und g(x,y)=-x*—x%

ut
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o Ansatz p = pu(y):

W =0, f +0xg —x—2x—3x% 1+xy
1 f 1+ xy 14 xy
nicht abhangig von y
~> Kein integrierender Faktor
e Ansatz pu = p(x):
o 9y f —0g  x+2x+3x%  3(x+x%y) 3
o g —x2=x3y  —x(x+x%)  x

nur abhangig von x
~ = p(x) ist integrierender Faktor
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@ Bestimmung von pu(x)

= In(u) = ~3In(x) = In(x"%)

@ Bestimmung einer Funktion F mit grad F = (uf, ug)
> Integration von ug

F(X’V)Z/M(X)g(x,y)dyz —/)—1<+ydy=—)y—<—y;+K(x)

» Koeffizientenvergleich

y ! 1 vy 1
axF:;—’—KI(X)::U’(X)f(va):F—i_; = KI(X):;

ut
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e Damit K(x) = —ﬁ bzw.

e Auflésen von F(x,y) = C nach y
1 1\? 1\
2 (y + x) < (y + x) —~—

@ Insgesamt
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