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Zusammenfassung

y ′(x) = F (x , y) Allgemeine Form (DGL 1.Ordnung)

Spezielle Typen

Lineare DGL
y ′ = f (x) y + g(x)

I Allgemeine Lösung (F ′ = f )

y(x) = eF (x)
(
C +

∫
g(x)e−F (x) dx

)
, C ∈ R
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Separable DGL
y ′ = f (x) g(y)

I Bestimme ∫
dy

g(y)
=

∫
f (x) dx + C , C ∈ R

I Löse nach y auf
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Exakte DGL

p(x , y) + q(x , y)y ′ = 0 mit ∂yp = ∂xq

I Finde F : R2 → R mit

grad F = (∂xF , ∂yF ) = (p, q)

I Löse
F (x , y) = C , C ∈ R

nach y auf
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Zusammenfassung

DGL 2.Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

y ′′(x) + ay ′(x) + by(x) = f (x)

Allgemeine Lösung
y(x) = yh(x) + yp(x)

I Homogene Lösung yh zu

y ′′h (x) + ay ′h(x) + byh(x) = 0

I Partikuläre Lösung yp

y ′′p (x) + ay ′p(x) + byp(x) = f (x)
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Allgemeines Vorgehen für die homogene Gleichung

y ′′(x) + ay ′(x) + by = 0

Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

χ(λ) = λ2 + aλ+ b

I Zwei reelle Nullstellen λ1,2

y(x) = c1e
λ1 x + c2e

λ2 x

I Eine doppelte reelle Nullstelle λ

y(x) = c1e
λ x + c2xe

λ x

I Zwei komplexe Nullstellen λ1,2 = γ ± iω

y(x) = eγ x
(
c1 sin(ω x) + c2 cos(ω x)

)
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Bestimmung der partikulären Lösung yp durch Variation der Konstanten

Fundamentalsystem der homogenen Gleichung{
u1(x) , u2(x)

}
Ansatz

yp(x) = C1(x)u1(x) + C2(x)u2(x)

Gleichungssystem (
u1 u2

u′1 u′2

)(
C ′1
C ′2

)
=

(
0
f

)
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Bestimmung der partikulären Lösung yp durch spezielle Ansätze

f (x) = eγx (a sin(ω x) + b cos(ωt)):
I Ansatz

yp(x) = eγx
(
a1 sin(ωx) + a2 cos(ωx))

I In die Gleichung einsetzen und durch Koeffizientenvergleich a1 und a2

bestimmen
I Sind γ ± iω Nullstellen von χ(λ) (Resonanz)

yp(x) = eγxx
(
a1 sin(ωx) + a2 cos(ωx)
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f (x) = p(x)eγx , wobei p(x) =
∑N

n=0 cnx
n ein Polynom:

I Ansatz

yp(x) = eγx
N∑

n=0

anx
n

I In die Gleichung einsetzen und durch Koeffizientenvergleich an

bestimmen
I Ist γ eine k-fache reelle Nullstelle von χ(λ) (Resonanz)

yp(x) = xkeγx
N∑

n=0

anx
n
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Interaktive Aufgabe 326

Bestimmen Sie die Lösung y(x) folgender Differentialgleichungen

a) y ′ = xy2

1 + x2 , y(0) = 1

b) y ′(2y + x) + y = 0, y(0) = a > 0

c) y ′ + 2y = cos x , y(0) = y(2π)
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Lösung I326

Teil a)

Die DGL

y ′ = y2 · x

1 + x2

ist separabel.

Erinnerung (Trennung der Variablen)

Form:
y ′ = f (x)g(y)

Allgemeine Lösung:Z
dy

g(y)
=

Z
f (x) dx + C , C ∈ R

und anschließendes Auflösen nach y.

Bestimmung der Stammfunktion von 1/g∫
y−2 dy = −y−1
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Bestimmung der Stammfunktion von f∫
x

1 + x2
dx =

1

2

∫
2x

x2 + 1
dx

=
1

2
ln(x2 + 1) + C

Einsetzen und Auflösen nach y

−1

y
=

1

2
ln(x2 + 1) + C

⇔ y(x) = − 2

ln(x2 + 1) + 2C
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y(0) = 1 impliziert

1
!

= − 2

ln(02 + 1) + 2C
= − 1

C
⇒ C = −1

Insgesamt

y(x) = − 2

ln(x2 + 1)− 2
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Teil b)

Die DGL

y ′(2y + x) + y = 0

ist exakt, da

∂x (2y + x) = 1 = ∂yy

Erinnerung (Exakte DGL)

Form:

p(x , y) + q(x , y)y ′ = 0 , ∂y p = ∂x q

Allgemeine Lösung:

F (x , y) = C mit ∂x F = p, ∂y F = q, C ∈ R

und anschließendes Auflösen nach y.

Bestimmung von F

F (x , y) =

∫
(2y + x) dy = y2 + xy + K (x)

⇒ ∂xF = y + K ′(x)
!

= y ⇒ K (x) = 0
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Allgemeine Form

y2 + xy = C ⇒ y(x) = −x

2
±
√

x2

4
+ C

y(0) = a > 0 impliziert

a
!

= −0

2
±
√

02

4
+ C = ±

√
C ⇒ C = a2

Wegen a > 0 ergibt sich insgesamt

y(x) = −x

2
+

√
x2

4
+ a2
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Teil c)

Die DGL

y ′ + 2y = cos(x)

ist lineare DGL
1.Ordnung.

Erinnerung (Lineare DGL 1.Ordnung)

Form:
y ′ = f (x)y + h(x)

Allgemeine Lösung:

y(x) = eF (x)
`
C +

Z
h(x)e−F (x) dx

´
, C ∈ R

mit F ′(x) = f (x)

Offensichtlich gilt

F (x) = −2x → eF (x) = e−2x
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Bestimmung der Stammfunktion von h(x) exp(−F (x)) durch
zweimalige partielle Integration∫

cos(x)e2x dx = e2x

(
2

5
cos(x) +

1

5
sin(x)

)
Einsetzen

y(x) = e−2x

(
C + e2x

(
2

5
cos(x) +

1

5
sin(x)

))
= Ce−2x +

1

5
sin(x) +

2

5
cos(x)
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y(0) = y(2π) impliziert

Ce−2·2π !
= Ce−2·0 ⇒ C = 0

Insgesamt

y(x) =
1

5
sin(x) +

2

5
cos(x)
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Interaktive Aufgabe 655

Gegeben sei die von dem reellen Parameter α abhängige
Differentialgleichung

u′′ − (1 + α)u′ + αu = f (t) .

a) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung u(t) der homogenen
Differentialgleichung (f (t) = 0) in Abhängigkeit von α.

b) Berechnen Sie im Fall α = 0 die allgemeine Lösung für f (t) = 4 cos t.
Für welche Anfangswerte von u(0) und u′(0) ist diese Lösung auf
[0,∞) beschränkt?

PV-Kurs HM 3 Gew. DGl DGl 2. Ordnung Interaktive Aufgabe 655 6-1



Lösung I655

Teil a)
Homogene Gleichung

u′′ − (1 + α)u′ + αu = 0

Nullstellen des charakteristischen Polynoms

λ2 − (1 + α)λ+ α
!

= 0

⇒ λ1,2 =
1 + α

2
±
√

(1 + α)2

4
− α =

1 + α

2
±
√

(1− α)2

4

=
1 + α

2
± 1− α

2
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α = 1  Doppelte Nullstelle λ = 1

u(t) = c1e
t + c2te

t , c1, c2 ∈ R

α 6= 1  Zwei reelle Nullstelle λ1 = 1, λ2 = α

u(t) = c1e
t + c2e

α t , c1, c2 ∈ R
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Teil b)
Homogene Lösung uh(t) für α = 0

uh(t) = c1e
t + c2

Rechte Seite: 4 cos(x)
 Keine Resonanz

Ansatz

up(t) = a1 sin(t) + a2 cos(t)

Ableitungen

u′′p (t) = −a1 sin(t)− a2 cos(t)

u′p(t) = a1 cos(t)− a2 sin(t)
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Einsetzen

u′′p (t)− u′p(t) = −a1 sin(t)− a2 cos(t)− a1 cos(t) + a2 sin(t)

= (a2 − a1) sin(t)− (a1 + a2) cos(t)
!

= 4 cos(t)

Koeffizientenvergleich{
−a1 + a2 = 0
a1 + a2 = −4

⇒ a1 = a2 = −2

Partikuläre Lösung

up(t) = −2 sin(t)− 2 cos(t)

Allgemeine Lösung

u(t) = uh(t) + up(t) = c1e
t + c2 − 2 sin(t)− 2 cos(t) , c1, c2 ∈ R
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et t→∞−→ ∞

 Die Lösung bleibt beschränkt, genau dann wenn

c1 = 0

 u′(0) = c1 − 2
!

= 0− 2

Die Lösung u(t) bleibt genau dann beschränkt, wenn

u′(0) = −2

u(0) kann beliebig gewählt werden
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Aufgabe 3 (A661)

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung y(x) der Differentialgleichung

1 + xy = (x2 + x3y)y ′, x > 0.

Ermitteln Sie dazu einen integrierenden Faktor mit einem möglichst
einfachen Ansatz (µ = µ(x) oder µ = µ(y).
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Lösung

Erinnerung

µ = µ(x , y) heißt integrierender Faktor zur DGL

f (x , y) + g(x , y)y ′ = 0 ,

wenn die DGL
µ(x , y)f (x , y) + µ(x , y)g(x , y)y ′ = 0

exakt ist.

Ansatz Bedingung an µ

µ = µ(x) µ′

µ
=

∂y f−∂x g

g
hängt nur von x ab

µ = µ(y) µ′

µ
=
−∂y f +∂x g

f
hängt nur von y ab

Für die Differentialgleichung

1 + xy = (x2 + x3y)y ′

ist
f (x , y) = 1 + xy und g(x , y) = −x2 − x3y
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Ansatz µ = µ(y):

µ′

µ
=
−∂y f + ∂xg

f
=
−x − 2x − 3x2y

1 + xy
= −3x

1 + xy

1 + xy
= −3x

nicht abhängig von y
 Kein integrierender Faktor

Ansatz µ = µ(x):

µ′

µ
=
∂y f − ∂xg

g
=

x + 2x + 3x2y

−x2 − x3y
=

3(x + x2y)

−x(x + x2y)
= −3

x

nur abhängig von x
 µ = µ(x) ist integrierender Faktor
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Bestimmung von µ(x)

µ′

µ
= −3

x
⇒ ln(µ) = −3 ln(x) = ln(x−3)

⇒ µ(x) =
1

x3

Bestimmung einer Funktion F mit grad F = (µf , µg)
I Integration von µg

F (x , y) =

∫
µ(x)g(x , y) dy = −

∫
1

x
+ y dy = −y

x
− y2

2
+ K (x)

I Koeffizientenvergleich

∂xF =
y

x2
+ K ′(x)

!
= µ(x)f (x , y) =

1

x3
+

y

x2
⇒ K ′(x) =

1

x3
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Damit K (x) = − 1
2x2 bzw.

F (x , y) = −y

x
− y2

2
− 1

2x2
= −1

2

(
y2 + 2

y

x
+

1

x2

)
= −1

2

(
y +

1

x

)2

Auflösen von F (x , y) = C nach y

−1

2

(
y +

1

x

)2

= C ⇔
(

y +
1

x

)2

= −2C︸︷︷︸
=c2

Insgesamt

y(x) = c − 1

x
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