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Zusammenfassung

Reelle Fourier-Reihe: f: T-periodische Funktion, w = 27/ T

f(x) ~ % + Z (ak cos(kwx) + by sin(kwx)) mit
k=1
T/2

ax = %/f(t)cos(kwt)dt, k>0
-T2
T/2

2
b = = / F()sin(kwt)dt, k> 1
—-T/2
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Speziell: f: 2w-periodische Funktion = w =1

f(x) ~ % + i <ak cos(kx) + by sin(kx)> mit
k=1

s

1
ax = ;/f(t)cos(kt)dt, k>0

—T

b — E/f(t)sin(kt)dt, k> 1
T

—T

periodisch fortgesetzte Funktion:
=> richtige Definition von f, ggf. Integrationsintervall verschieben.
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Komplexe Fourier-Reihe: f: 27-periodisch
1 s
F(x) ~ > ™ mit ¢ = > / f(t)e 'kt dt
ke e
Umrechnungsformeln fiir Fourier-Koeffizienten:

ap =2cyp, akx==¢ck+cCc_ g, bk:i(Ck—C_k) fir k>1

C0=ao/2, ck:(ak—ibk)/Z, C,k=(3k+ibk)/2 furkzl
Parseval-ldentitat:

o

2

1

—/|f (O dt =) |al* = IO EE (ak + bi)
k=1

keZ

U
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Symmetrien:

I
3

O — " —5

f gerade: by =0, ax f(t) cos(kt)dt, cx=c_k

f ungerade: a, =0, bx= f(t)sin(kt)dt, cx=—c_k

AN

Differentiation: Koeffizienten 3y, by fiir f':
30=0, 3x=uwkby, bx=—wka, k>1

Integration: (falls ap = 0)
Koeffizienten 3y, by fiir eine Stammfunktion (Integrationskonstante 3p):

1 ~ 1

3, = —— = — >
ak wkbk’ bk wkak, k_].

Spezielle Stammfunktion: 39 durch Punktprobe oder Integration

U
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Konvergenz:
o f stetig differenzierbar auf Intervallen (xp, x¢11)

@ An Intervallgrenzen existieren Grenzwerte:

ff= lim f(x), f, = lim f(x)

X—Xp+ X—Xp—

= Fourier-Reihe konvergiert gegen

f(x) fir x € (x¢, xe41) , (" + £,7)/2 fiir x

U
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Aufgabe

Entwickeln Sie die 27-periodische Fortsetzung der Funktion
f(x) = cos(x/3), x € [-m,m) in eine Fourier-Reihe

f(x) ~c+ Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1

und bestimmen Sie durch Auswertung an einer geeigneten Stelle

=1
SZngZ_l'
k=1

U
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Losung

f(x) = cos(x/3), x¢€[-m, )
Priifung auf Symmetrie:

f(—x) = cos(—x/3) = cos(x/3) = f(x)

= gerade Funktion = b, =0, k> 0.
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™

a = %/cos(x/3) cos(kx) dx

0
T

— k2—7rlc05(x/3) sin(kx)]g + %/sin(x/s)sin(kx) dx

=0 0
=2 1 2
= 3K2: [sin(x/3) cos(kx)] + 92 cos(x/3) cos(kx) dx
0
ak
1 -2 L 3V3(—1)kHt
= ) 1)k = 2V
ay = -1 W 32, sin(m/3)(-1) Ok T)

U
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Also ist

F(x) ~ ¥ + i 3V3(-1)™ cos(kx)

= m(9k% — 1)

Gesuchter Reihenwert:

S
= 5
— 9k
Geeignete Stelle x = 7

f stetig an 7, daher konvergiert Fourier-Reihe gegen Funktionswert

1 _ 3\/5 \/_( )k—i—l
> = —+Z

f(m) = cos(mw/3) = Ok —1) (-1)

27
_ 3%_3[2 1
21 T k:19k2—1

=1 T [3V3 9—/3r
5229/@—1:3\@(% _1/2): 18 M
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Aufgabe Probeklausur

Bestimmen Sie die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihe
a0 > .
>t ; (ak cos(kx) + by sin(kx))

von f(x) = x(m — |x]), [x| < . Geben Sie ebenfalls die Koeffizienten 3
und by der Stammfunktion Jo f(y)dy an.

U
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Losung

Nebenrechnung partielle Integration:

™

/X(ﬂ' —x))sin(kx) dx =

0

{x(w — X)——~ Coi(kx)_ : - /(7‘1’ —2x)——1 co;(kx) dx =
. 0

| k2 1o k2
|: 2COS/((::(X):|7r _ %(1_(_1).!()

- 0
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Reelle Fourier-Reihe von f(x) = x(m — |x]), |x| <7

f(—x) = —f(x) = ungerade Funktion = a, =0

2 4
;0/ m — x))sin(kx) dx = m(l - (=19

Integration:

1 4 ; L1
= _Z — ((—-1)* — = g, = k>1
3k 3 bw 7rk4(( )" —1), bk (k=0, k=

Berechnung von 3y (gerade Funktion):

X T 5 1 4
x20:g(x)= [ y(m—y)dy=7x"—2x
0

. 27r772 13 2 T 174 w3
Bp=— | =x x> dx —_— | = —
T 2 3 23 34 6 %
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