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Zusammenfassung — Grundlagen
Komplexe Funktion
f(z) = ulx,y) +iv(x,y), z=x+iy=re¥

Exponentialfunktion

e? = e*(cosy +isiny)

Komplexer Logarithmus
Lnz=Inr+i(¢+27k), kelZ

ut
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Zusammenfassung — Differentiation

Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
f komplex differenzierbar:
f'(z) = f(z) = —if,(2) & uc=vy, u, =—v
= Au=Av=0

Isotropie und Winkeltreue
Abbildung z — w(z)
dreht Richtungen um Winkel arg f'(z)
streckt Langen um Faktor |f'(z)]
Orthogonalitdt krummliniger Gitter bleibt erhalten
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Zusammenfassung — Integration

Kurvenintegral
b
/fdz:/f(z(t))z’(t)dt, C:tr2(t), telab]
C a
Stammfunktion

f im Gebiet D komplex differenzierbar, C ein in D verlaufender
Weg von zy nach z;:

/ f dz = F(z1) - F(z0) = [
C

ut
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Cauchys Theorem

f analytisch in D bis auf endlich viele schwache (hebbare)
Singularititen, C C D geschlossene Kurve, homotop zu einem
Punkt:

/ f(z)dz=0
C
Cauchysche Integralformel

f analytisch f(z) = L/ f(w) dw
C

Integralformel fiir Ableitungen

|
f analytisch f(”)(z) = % / % dw
T _
C

ut
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Mittelwerteigenschaft
2w

1 .
f(z) = E/f(z+ re't) dt
0

Maximumprinzip

<
r;ﬂeaL;<|f(2)| < zrggiglf(Z)l

ut
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Zusammenfassung — Potenzreihen

Taylor-Reihe
f analytisch in D : |z —a| <r
o

f(z) = Zc,,(z —a)", ¢

n=0
Konvergenzradius r: Abstand zur nichsten Singularitit

- -1
r= ( lim ]c,,|1/”>
n—oo

_ f(")(a)

nl

Laurent-Reihe
f analytischin D: n < |z—a| <nr
[oe)

fz)= > clz—a)", cnzﬁc/%dw

n=—o00
Konvergenzgebiet: maximaler Kreisring um a ohne Singularititen
r, rp: Abstand der begrenzenden Singularititen zu a

- - -1
n= lim |c|~ V", rn= ( lim |c,,|1/”> %
n—oo

n——oo
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Zusammenfassung — Residuum

Residuum
f analytisch in D\ {a},
C C D entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufener Kreis um a

1
Res () = 5 / f(z) dz
c
einfache Polstelle: Resf = lim(z — a)f(z)
a

zZz—a

Pol n-ter Ordnung:
Res? — fim — L (4" ((z-a)yf(2))
s> _zl—>a(n—1)! dz zmaytis

Residuensatz
C entgegen dem Uhrzeigersinn orientierter Rand eines
beschrankten Gebietes D, aj Singularititen von f in D:

/f(z) dz = 2mi ZRgsf
c i %
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Klausuraufgabe Griesemer H09

Fiir welche o > 0 ist

1
u(x,y) = 5 log(x? + ay?) x<0,yeR

Realteil einer analytischen Funktion f = u 4+ iv?

Bestimmen Sie fiir diese « die Funktion v in Abhdngigkeit von x und y.
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Losung

Erinnerung

Eine Funktion u: G — C ist genau dann Realteil einer analytischen Funktion f = u+ v auf
einem Gebiet G C R2, wenn u eine harmonische Funktion auf G ist, d.h. es gilt

Auz@fu—l—@ﬁuzo fiir alle x,y € G.

1
u(x,y) = 3 log0x® +ay?)

@ Berechnung der Ableitungen:

2y — [ X } X2+ ay? —2x2 _ —x% + ay?
x *1X2 - ay? (x2 + ay?)? (x2 + ay?)?
2y = 9 [ ay ] B ax?® + a’y? — 202y? _ ax? — a?y?
y VX2 1 ay? (x2 + ay?)? (x2 + ay?)? %
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@ Bestimmung von «:

L) o (a=1)x" + (e —a?)y? _
0=0u+0,u= 2+ ay?? & a=1

Bestimmung von v fiir a =1

X
Oxu = 27 )2
o 1. Cauchy-Riemann-DGL:
ov ! ou X
dy  ox X2ty

= v

X x#0 1 1
[

: 1
* /— dz = arctanz + C = arctan (X) + C(x)
1+ 22 X

z
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e 2. Cauchy-Riemann-DGL zur Bestimmung von C(x):

8v_ 1 -y , . -y / L_@_ -y
8x_1+(x)2x2+c(x) = X2+y2+C(X)— dy  x2+ y2
= C'x) = 0 = C(C(x)=ceR

Insgesamt ergibt sich

v(x,y) = arctan (X) +c, ceR.
X
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Interaktive Aufgabe 465

a) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der Funktion

_ 1
224z

f(2)

b) Zum Entwicklungspunkt z = —1 gibt es zwei Laurent-Reihen.
Bestimmen Sie die beiden Laurent-Reihen und ihr jeweiliges
Konvergenzgebiet.
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Losung 1465

a) Partialbruchzerlegung
1 A B
flz)=——="4 2 1=A(z+1)+B
(2) 51 e R (z+1)+ Bz

Konvergenzmethode: Mit z = —1 folgt B = —1, z =10 liefert A=1
1 1

= f(z):;_z—i-l

b) néachste Singularitdt: z =10
Konvergenzgebiete: 0 < |z+ 1] <1bzw. 1< |z+4 1| < cc.

Gebiet 1: 0 < [z 4+ 1| < 1:

it 1 Z(z—i—l)”

z (z+1)-1 1—z+1 %
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1 +1
z+1

f(z) =—

Gebiet 2: 1 < |z + 1| < o0:

Z(Z + 1)n —

n=-—1

1 1 1 1
z (z+1)—1 z+1 1——
(o) 1 n
- > (:9)

n=1

1
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> 1
z+1z( +1

n=0
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y
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Aufgabe 806

Berechnen Sie

70 o b>0
CErAE e 0T

mit Hilfe komplexer Integration.
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Losung A806

1
CEEIICRTD)

Integrationswege
G(t)=t, te[-R,R), GCo(t) = Re't, te[0,m)

Residuensatz
/ f(z)dz = 2ri E Resf.
Zk
GUG Im z, >0

f(2)

hat Pole bei z1» = £ ai, z34 = £ bi

Abschatzung des komplexen Kurvenintegrals

‘/f(z) dz‘ < L(G) - max f(Re")
G

te[0,m)

TR max 1 < ™R 0
= < < —
tefo.n) |R2e2 + 22[|R2et 4+ p2| ~ (R2 — 22)(R2 — b?) R—oo
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Somit

o0
F(x) dx = 2ri
/ (x) dx = 2mi Z szs f
00 Imzk>0
1. Fall: a b
= Zzi,...,24 sind einfache Polstellen
/ f(x) dx = 2mi (Res f+ Rbes f>
al 1
Residuen 1 .
: . . _ i
Resf = Jim(z=ai)f(z) = im 525 52) ~ 22022 = b2)
i
Resf = ———
b 2b(b2 — 22)
T , i 11 w(a— b) -
f(x)dx =27 - ———>- [-— =] = =
/ (x) dx = 2r 2(a% — b?) (a b) ab(a®? — b%)  ab(a—+ b) %
—00
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2. Fall: a=»b
= z1 = F ai sind Pole 2. Ordnung

/ f(x)dx = 2wiResf
ai
—00
Residuum
d 2¢ -2 2 1
Res f = Jim, 3 (2= a7 f(2)] = lim i3 =~ 55 ~ 43
Insgesamt
2mi T
/ A= 423 233
—00
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