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Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Scheinklausur zur Topologie

Name: Musterlosung

Vorname: Musterlosung

Matrikelnummer: Musterlosung

Es gelten die iiblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten

e Erlaubte Hilfsmittel: keine

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuldssig.

Name des Tutors (oder Bild ankreuzen):

e Wo dies verlangt wird, begriinden Sie bitte ihre Antwort — kurz aber {iberzeugend — etwa

durch Nennung eines passenden Ergebnisses oder Beispiels aus Vorlesung oder Ubung.

e Fiir jede der Binary-Choice-Fragen der Aufgabe 2 gibt es einen Punkt bei richtiger Ant-

wort, keinen Punkt bei fehlender Antwort, und einen Punkt Abzug bei falscher Antwort.

Eine negative Gesamtpunktzahl der Aufgabe wird als Null gewertet.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe

Gesamt

Punkte

/1

/18

/12

/10

/10

/12

/13

/76

Vorwort zur Musterlésung: Diese Klausur dient als Zwischenbilanz zur Wiederholung der

grundlegenden Begriffe: Definitionen und Sétze, Beispiele und Gegenbeispiele aus Vorlesung

und Ubung. Die Fragen sind sehr zahlreich aber leicht: Sie wurden in Vorlesung und/oder

Ubung diskutiert, nur wenige erfordern Anwendung der Techniken auf ein variiertes Beispiel.

Gefragt ist, ein passendes Werkzeug zu nennen oder ein einfaches Beispiel einzuordnen. Diesen

unspektakuldren aber niitzlichen Fragentyp konnen Sie zur Diagnose nutzen, und auch &hnliche

Fragen selbst entwickeln, um Begriffe und Techniken einzuiiben. Zur Nacharbeitung habe ich

Antworten ausfiihrlicher formuliert und erldutert, als in der Priifungssituation verlangt war.
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Aufgabe 2. Topologische Eigenschaften (18 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen (bzw. Aussagen) mit ja (= wahr) oder nein (= unwahr). Jede

richtige Antwort gibt einen Punkt, fiir jede falsche wird ein Punkt abgezogen (Mittelwert 0).

2A

2B

2C

2D

2E.

2F.

2G

2H

21.

2J.

2K

. Konvergiert f,(z) = >"}_,(=1)*2%*/(2k)! in jedem Punkt 2 € R?
. Konvergiert f,(z) = > ,_,(—1)F2?*/(2k)! gleichmiBig auf ganz R?
. Fiir die abgeschlossene Hiille gilt immer AU B = AU B.

. Fiir die abgeschlossene Hiille gilt immer AN B = AN B.

Die Abbildung €(R,R) — €(Q,R) : f — f|g ist injektiv.

Die Abbildung ¢ (R,R) — € (Q,R) : f +— fl|g ist surjektiv.
. Jede Topologie wird von mindestens einer Metrik induziert.
. Jede Topologie wird von héchstens einer Metrik induziert.

Das erste Abzéahlbarkeitsaxiom impliziert das zweite.

Das zweite Abzahlbarkeitsaxiom impliziert das erste.

. Jeder separable metrisierbare Raum ist zweitabzéhlbar.

2L. Jeder normierte R—Vektorraum ist zweitabzahlbar.

2M. Jeder metrisierbare Raum ist erstabzahlbar und hausdorffsch.

2N

20

. Jeder zweitabzdhlbare reguldre (71&73) Raum ist metrisierbar.

. Jeder Quotientenraum eines Hausdorff-Raums ist hausdorffsch.

2P. Jeder Teilraum eines HausdorfI-Raums ist hausdorffsch.

2Q

. Die Summentopologie auf X LI'Y besteht genau aus

den Vereinigungen U UV mit U C X offen und V C Y offen.

2R

. Die Produkttopologie auf X x Y besteht genau aus

den Produkten U x V mit U C X offen und V C Y offen.

Ja| |Nein
| ]Ja|X|Nein
Ja| |Nein
| ]Ja|X|Nein
Ja| |Nein
| ]Ja|X|Nein
| ]Ja[X|Nein
| ]Ja|X|Nein
| ]Ja[X|Nein
Ja| |Nein
Ja| |Nein
| ]Ja[X|Nein
Ja| |Nein
Ja| |Nein
| ]Ja[X|Nein
Ja| |Nein

Ja D Nein
D Ja Nein
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Aufgabe 3. Ja, nein, warum? (3+3+3+3=12 Punkte)

x v ]

£ 3

3A. Nennen Sie die Euler—Charakteristik der gezeigten Mengen X, Y C R? und F, Fy, C R3.

X(F) = x(Fz) = —1

3B. Sind die skizzierten Flichen F, F, C R® homdomorph?

Ja[ ] Nein. Begriindung: Beide Flichen F und F} sind zusammenhiingend. Sie haben die
gleiche Euler-Charakteristik (3A), Orientierbarkeit und Anzahl an Randkomponenten.
Nach dem Klassifikationssatz der kompakten Fléachen sind sie homéomorph.

Alternative: Einen Homoomorphismus kann man auch zeichnerisch veranschaulichen.
Oft ist der Klassifikationssatz jedoch leichter und direkter anzuwenden.

3C. Sei f: X — Y eine Abbildung, X = A, U---U A, eine Uberdeckung durch abgeschlossene
Mengen A; C X, und jede Einschrankung f|a, : A; — Y sei stetig. Ist dann f stetig?

Ja [ ] Nein. Begriindung:

Das ist ein Spezialfall des Verklebesatzes fiir stetige Abbildungen.

Erliuterung: Der Verklebesatz gilt fiir beliebige offene Uberdeckungen X = Uie; Ui oder
lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckungen X = Uies Ai- Hier I = {1,...,n}. Ist BCY
abgeschlossen, so auch f|!(B) in A;, somit auch f(B) = f[,(B)U---U f[;!(B) in X.

3D. Erlaubt der euklidische Raum (R™,7T) fiir seine Topologie T eine abzéhlbare Basis B?
Ja [_] Nein. Begriindung:

Konkret: B = { [T ai, bi ‘ a; < b;in Q }

Alternativ: B = { B(a,r) | a € Q", r € Q¢ } oder B={ B(a,'/k) | a € Q", k € N> }
Abstrakt: R™ ist metrisierbar und separabel (Q" C R™), nach 2K also zweitabzihlbar.




Prof. M. Eisermann Topologie 3. Dezember 2016

Aufgabe 4. Produkte (2+3+3+2=10 Punkte)

4A. Seien (X;,T;) topologische Réume, X = [[..; X; das Produkt und p; : X — X, die
kanonischen Projektionen. Definieren Sie die Produkttopologie 7 auf X durch eine Basis B:

B:{ pi (Ui) NN N (U;,) neN, i, el, U, €T, }

Erliuterung: Wir bilden nur endliche Schnitte! Mehrere Schreibweisen sind moglich, etwa
[Lic; Ui mit U; € T;, wobei U; = X; fiir fast alle ¢ € I (also alle bis auf endlich viele).

4B. Welche universelle Abbildungseigenschaft charakterisiert den Produktraum (X, 7)?

Zu jeder Familie stetiger Abbildungen f; : (Y, 7y) — (X;, T;) mit ¢ € I
existiert genau eine stetige Abbildung f: (Y, 7y) — (X, 7)
mit der Eigenschaft p; o f = f; fiir alle ¢ € 1.

Erlduterung: Gegeben sind die topologischen Réume (X;,7;) fir ¢ € I. Der Produktraum
(X, T) erlaubt die stetigen Abbildungen p; : (X,7) — (X;, 7;). Die Produkttopologie ist wie
folgt charakterisiert: Eine Abbildung f : (Y, Ty) — (X, 7) ist genau dann stetig, wenn jede
Komposition p; o f: (Y, Ty) — (X;, T;) stetig ist.

4C. Ist der Produktraum [0, 1]N metrisierbar?
Ja [ ] Nein. Metrik oder Hindernis:

Eine geeignete Metrik ist d(z,y) = > pe g 27" |z — vl

Erlduterung: Jedes abzidhlbare Produkt metrisierbarer Rdume ist ebenso metrisierbar.
Der Hilbert-Wiirfel [0, 1]V ist Grundlage des Metrisierungssatzes von Urysohn.

4D. Ist der Produktraum [0, 1]® metrisierbar?
[ ]Ja Nein. Metrik oder Hindernis:

Da R iiberabzihlbar ist, erfiillt [0, 1]® nicht das erste Abzihlbarkeitsaxiom (2M),

Erliuterung: Das konkrete Beispiel R® wurde in der Vorlesung ausgefiihrt.
Allgemein gilt: Ein iiberabzdhlbares Produkt [],., X; ist nicht metrisierbar,
wobei wir |X;| > 2 fiir alle ¢ € I voraussetzen, um triviale Sonderfélle auszuschlieBen.
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Aufgabe 5. Teilriume und Quotienten (2+2+3+3=10 Punkte)

5A. Sei (X,7Tx) ein topologischer Raum, R € X x X eine Aquivalenzrelation auf X und
q: X — Q = X/R die Quotientenabbildung. Definieren Sie die Quotiententopologie T auf Q:

729:{ VcQ ‘ gt (V)eTx }

5B. Sei (Y, Ty) ein topologischer Raum, B C Y eine Teilmenge und ¢ : B < Y die zugehérige
Inklusionsabbildung. Definieren Sie die Teilraumtopologie 75 auf B:

773:{ VAB=u(V) l VeTy }

5C. Was besagt die kanonische Faktorisierung einer stetigen Abbildung f: X — Y7

Es gilt f = 1o f o ¢ mit der stetigen Bijektion f : X/R; — f(X) : [z] = f(z).

Erlduterung: Wir nutzen hierbei die Quotientenabbildung ¢ : X — X/R; : & — [z] mit
obiger Quotiententopologie auf = X/Ry, und die Teilrauminklusion ¢ : f(X) =Y :y—y
mit obiger Teilraumtopologie auf B = f(X).

Alternativ ist auch die Darstellung als kommutatives Diagramm mdglich, und vermutlich sug-
gestiver. Entscheidend ist in beiden Darstellungen die Aussage, dass die induzierte Abbildung
f bijektiv und stetig ist: Die Stetigkeit verdanken wir den oben definierten Topologien.

Warnung: Im Allgemeinen ist f kein Homoéomorphismus, sondern nur eine stetige Bijektion!
Ist zudem f offen oder abgeschlossen, so auch f, und somit ist f ein Homéomorphimus.

5D. Ist fiir jeden erstabzdhlbaren Raum X auch jeder Quotientenraum X/. erstabzéhlbar?
[ ]Ja[X] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Als Gegenbeispiel kennen wir R // Z aus der Ubung.

Erlduterung: Auch R //Q ist ein Gegenbeispiel. Das ist analog zu R /7Z aber etwas komphmerter
(und wurde in Vorlesung und Ubung nicht behandelt). Weitere Gegenbeispiele sind moglich. .
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Aufgabe 6. Einbettungen und Identifizierungen (3+3+3+3=12 Punkte)

6A. Sei s : R? — R? gegeben durch s(z,y) = (z,y,0). Ist s eine Einbettung?
Ja [_] Nein. Begriindung:

Die Abbildung s ist stetig, und es gilt p o s = idge mit der Retraktion p aus 6B.

Alternativ: Die Abbildung s ist injektiv, stetig und abgeschlossen, somit einbettend. Abge-
schlossenheit ist jedoch nicht ganz offensichtlich und muss bewiesen werden; das wurde diesmal
in Vorlesung und Ubung nicht ausgefithrt. Warnung: Die Abbildung s ist nicht offen!

6B. Sei p: R? — R? gegeben durch p(x,y, 2) = (z,y). Ist p eine Identifizierung?
Ja [ ] Nein. Begriindung:

Die Abbildung p ist stetig, und es gilt p o s = idgz mit dem Schnitt s aus 6A.

Alternativ: Die Abbildung p ist surjektiv, stetig und offen, somit identifizierend. Offenheit ist
jedoch nicht ganz offensichtlich und muss bewiesen werden; das wurde diesmal in Vorlesung
und Ubung nicht ausgefiihrt. Warnung: Die Abbildung p ist nicht abgeschlossen!

6C. Ist jede stetige Bijektion f : X — Y zwischen Teilrdumen X, Y C R" ein Homéomorphismus?
[ ]Ja [X] Nein. Begriindung:

Ein Gegenbeispiel ist f: [0,1] — S' : f(t) = ™.

Noch elementarer (und ganz in R) ist die stetige Bijektion f: X — Y mit X = [0,1[U [2,3]
und Y = [0, 2[ definiert durch f(z) =z fir 0 <z <1lund f(z) =2 —1fiir2 <z < 3.
Alternativ: Jede Bijektion f : Z — Q ist stetig aber kein Homéomorphismus.

y() y(t)

() t

6D. Die Skizze zeigt die injektive und glatte Abbildung f : R — R? f(¢) = (z(¢), y(t)) mit den
Koordinatenfunktionen z(t) = te~*/2 und y(t) = t*e**/2. Ist f eine Einbettung?

[ ]Ja [X] Nein. Begriindung: In R ist |—1, 1] offen, aber f(]—1,1[) ist nicht offen in f(R).

FErlduterung: Man betrachte die Skizze; f : R — f(R) C R? ist eine stetige Bijektion, aber kein
Homo6omorphismus. Jede Umgebung von (0,0) im Bildraum f(R) enthdlt B((0,0),e) N f(R)
und somit nicht nur den waagrechten Teil sondern auch noch die beiden senkrechten Enden!
Schlimmer noch, es kann keinen Homéomorphismus geben zwischen R und f(R):
Topologische Hindernisse sind die Kompaktheit und der (lokale) Zusammenhang.
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Aufgabe 7. Homdéomorphie, jetzt oder nie! (3+3+3+4=13 Punkte)

Fiir € R sei wie iiblich |z] = /2% + - - + 22 die euklidische Norm, D" = {z ¢ R" | |z| < 1}
der abgeschlossene Einheitsball sowie B" = { # € R" | || <1 } der offene Einheitsball und
S"~!={xz €R"||z| =1} die Einheitssphére. Sei ey, ..., ¢, die Standardbasis des R".

7TA. Auf der Einheitskreisscheibe D? definieren wir die Aquivalenzrelation z ~ y durch die
Bedingung |z| = |y|. Geben Sie zum Quotienten D?/.. einen homdomorphen Raum X C R" an
fiir ein n € N, sowie zueinander inverse Homéomorphismen f : X — D?/_ und ¢ : D?/. — X.
(Gefragt sind die expliziten Abbildungen, nicht jedoch der Nachweis ihrer Eigenschaften.)

Der Quotient D?/., ist homdomorph zum Intervall [0, 1] C R verméoge:

f:[071]_>D2/~7 f(?”):[(T,O)]:T-Sl

g:D*.—[0,1], g(lz]) = || = /2 + 23

Erliuterung: Wie kommt man auf solche Formeln? Machen Sie eine Skizze! Das dquivalente
Beispiel R?/.. wurde in der Ubung diskutiert. Stehen die Formeln erst einmal da, ist der Rest
leicht: Wohldefiniertheit, Stetigkeit, g o f = id und f o ¢ = id rechnet man geduldig nach, das
war hier aber nicht verlangt.

7B. Auf dem Raum X = R? < {0} definieren wir die Aquivalenzrelation 2 ~ y durch die
Bedingung R.o - £ = R.g - y. Geben Sie zum Quotienten X/. einen homéomorphen Raum
Y C R™ an, sowie zueinander inverse Homéomorphismen f:Y — X/ und g: X/ = Y.
(Gefragt sind die expliziten Abbildungen, nicht jedoch der Nachweis ihrer Eigenschaften.)

Der Quotient (R? \ {0})/R~¢ ist homdomorph zur Sphire S? C R? vermdoge:
f:8" = (RN {0})/Rso, f(s) =[s] =Rsq-s
g (RPN {0})/Rsg — §7, 9([z]) = /x|
Erlduterung: Wie kommt man auf solche Formeln? Machen Sie eine Skizze! Stehen die Formeln

erst einmal da, ist der Rest leicht: Wohldefiniertheit, Stetigkeit, g o f = id und f o g = id
rechnet man geduldig nach, das war hier aber nicht verlangt.
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7C. Geben Sie zueinander inverse Homomorphismen an zwischen U := S? \ {e3} und R?.
(Gefragt sind die expliziten Abbildungen, nicht jedoch der Nachweis ihrer Eigenschaften.)

Machen Sie sich eine Skizze! Stereographische Projektion fiir beliebiges n:

1
f:R"™ S5U = R, f($17~-,$m$n+1)=1 (xl,...,xn),
_xn—&-l
:R" - U Cc R"™, e Un) = ——— (201, ... 2y, Y|P — 1),
g 91, - Yn) ’y‘z_'_l(?/l Yns |y° — 1)

Erliuterung: Wir kennen diese stereographische Projektion f aus Vorlesung und Ubung: Die
erste Formel ergibt sich leicht aus einer Skizze, die Umkehrung muss man ausrechnen. Stehen
die Formeln erst einmal da, so ist der Rest leicht: Die Wohldefiniertheit von f ist klar, die
von g rechnet man leicht nach, die Stetigkeit ist klar als Verkettung stetiger Funktionen, und
schliefflich gilt g o f = id und f o ¢ = id. Somit liefert die stereographische Projektion den
Homéomorphismus (f, g) : S™ \ {*} = R". (Diese Ausfithrung war hier nicht verlangt.)

7D. Auf R definieren wir die Aquivalenzrelation # ~ y durch 2 —y € Z. Geben Sie zum
Quotientenraum R/ einen homéomorphen Raum X C R™ an sowie eine stetige Abbildung f :
R — X mit induzierter stetiger Bijektion f : R/. — X. Warum ist f ein Homéomorphismus?

Der Quotient R/.. ist homdomorph zur Kreislinie S! C R? vermoge:

f:R—Sh f(t) = exp(2rit)

und f:R/.—Sh f(t+7Z) = exp(2mit)

Dank kanonischer Faktorisierung ist f eine stetige Bijektion. Wir miissen beweisen, dass f
tatséchlich ein Homéomorphismus ist. Hierzu kennen wir drei unabhéngige Beweise:

(1) f ist ein lokaler Homdomorphismus vermége fy : Up 1= |0—1/2, 0+1/2[ = SI\{—e?™9} =V,
oder auch Einschrankungen hiervon. Insbesondere ist f offen und somit identifizierend.

(2) Wir kiénnen hieraus explizit eine stetige Umkehrfunktion ¢ : S — R/ konstruieren durch
Verkleben der lokalen Umkehrungen q o fg_1 :S' D Vy — R/, formal also g = Uger @ © fe_l.

Warnung: Die naive Idee f~'(z) = 5L In(z) ist gefdhrlicher Unsinn! Zur 2ri-periodischen
Funktion exp : C — C* ist In : C* — C als Umkehrfunktion nicht eindeutig, und egal bei
welchen Wahlen nicht stetig: Wir kénnen willkiirlich Urbilder wéhlen, erhalten aber niemals
eine stetige Umkehrfunktion In : C* — C. Erst f und g beheben dieses fundamentale Problem.

(3) Die Quotientenabbildung ¢ : R — R/ ist stetig. Mit [0, 1] C R ist auch ¢([0,1]) = R/.
kompakt. Auf der anderen Seite ist S! hausdorffsch. Somit ist f : R/ — S! nicht nur eine
stetige Bijektion, sondern zudem abgeschlossen und somit ein Homoéomorphismus.




