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Klausur zur Topologie

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Fachrichtung:

Es gelten die {iblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
¢ Erlaubte Hilfsmittel: keine
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Wo dies verlangt wird, begriinden Sie bitte Thre Antwort — kurz aber {iberzeugend — etwa

durch Nennung eines passenden Ergebnisses oder Beispiels aus Vorlesung oder Ubung.

e Fiir jede der Binary-Choice-Fragen der Aufgabe 2 gibt es einen Punkt bei richtiger Ant-
wort, keinen Punkt bei fehlender Antwort, und einen Punkt Abzug bei falscher Antwort.

Eine negative Gesamtpunktzahl der Aufgabe wird als Null gewertet.

VIEL ERFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 Gesamt

Punkte /1 /12 /21 /10 /8 /23 7 /82
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Aufgabe 2. Topologische Eigenschaften (12 Punkte)

Beurteilen Sie folgende Aussagen mit ja (= wahr) oder nein (= unwahr).

Jede richtige Antwort gibt einen Punkt, fiir jede falsche wird ein Punkt abgezogen.

2A.

2B.

2C.

2D.

2E.

2F.

2G.

2H.

Jede beschriankte und abgeschlossene Menge A C R™ ist kompakt.
Jede kompakte Menge A C R" ist beschrankt und abgeschlossen.
In jedem Hausdorff-Raum ist jedes Kompaktum abgeschlossen.

In jedem Kompaktum ist jede abgeschlossene Teilmenge kompakt.
Jeder metrisierbare Raum ist separabel und zweitabzéhlbar.

Jeder separable und zweitabzéhlbare Raum ist metrisierbar.

Jeder metrisierbare Raum ist regulér (71&735) und zweitabzéhlbar.

Jeder zweitabzéhlbare und regulére (71&73) Raum ist metrisierbar.

2I. In der Summentopologie auf X UY ist jede offene Menge
eine Vereinigung U UV mit U C X offen und V C Y offen.

2J. In der Produkttopologie auf X x Y ist jede offene Menge
ein Produkt U x V mit U C X offen und V C Y offen.

2K.

Ist X C R™ abgeschlossen und zusammenhéngend,

so ist X wegzusammenhéngend.

2L. Ist X C R" offen und zusammenhéngend,

so ist X wegzusammenhéngend.

| |Ja| |Nein
| |Ja| |Nein
| |Ja| |Nein
| |Ja| |Nein
| |Ja| |Nein
| ]Ja] |Nein
| |Ja| |Nein
| |Ja| |Nein

D Ja D Nein

D Ja D Nein

D Ja D Nein

D Ja D Nein
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Aufgabe 3. Grundbegriffe (2+2+2+2+1 + 3+3+2+2+2 = 21 Punkte)

3A. Ist fiir jeden normierten R—Vektorraum (V,|—|) die induzierte Topologie erstabzéhlbar?

[ ]Ja[ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

3B. Ist fiir jeden normierten R—Vektorraum (V,|—|) die induzierte Topologie zweitabzahlbar?

[ ]Ja[ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

3C. Ist fiir jeden zweitabzahlbaren Raum X auch jeder Quotientenraum X /. zweitabzéhlbar?

[ ]Ja[_]Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

Sei (X, T) = [Lic;(Xs, Ti) das Produkt topologischer Réume mit card(X;) > 2 fiir alle i € 1.
3D. Sei d; : X; x X; — [0,1] eine Metrik fiir (X;,7;). Wann ist der Produktraum (X,7)

metrisierbar? Nennen Sie die notwendige und hinreichende Bedingung sowie eine Metrik.

Bedingung und Metrik:

3E. Unter welcher Bedingung ist der Produktraum (X, 7T) = [[..;(X;, 7;) kompakt?
Nennen Sie die notwendige und hinreichende Bedingung beziiglich I und (X, 7;) fir i € 1.

Bedingung:
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3F. Sei f: X — Y stetig und A C X kompakt. Ist dann f(A) C Y kompakt?
[ ]Ja[ ] Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

3G. Sei X kompakt und Y hausdorffsch. Ist jede stetige Abbildung f : X — Y abgeschlossen?
[ ]Ja[_]Nein. Beweis oder Gegenbeispiel:

3H. Seien X,Y C S" zusammenhéngende Teilrdume, n > 1.

Ist jede stetige Bijektion f : X — Y ein Homéomorphismus?
[ 1Ja[_]Nein. Begriindung oder Gegenbeispiel:

3I. Seien X, Y C S™ abgeschlossen. Ist jede stetige Bijektion f : X — Y ein Homéomorphismus?
[ 1Ja[_]Nein. Begriindung oder Gegenbeispiel:

3J. Seien X,Y C S" offen. Ist jede stetige Bijektion f : X — Y ein HomGomorphismus?
[ 1Ja[_]Nein. Begriindung oder Gegenbeispiel:
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Aufgabe 4. Quotienten und Flichen (2+2+3+3 = 10 Punkte)

Wir erinnern an die Flichen F,” = D?/(aibia; 'by ' - - - aghgay 'by ') und F,m =2 D2 /{coco - - - cqcy).
Wir teilen die Kreislinie S' = 9D? in n Kreisbogen 7, : [0,1] — S : ¢ — exp[27i(k—1+t)/n] fiir
k=1,2,...,n. Seiw = wiwy---w, € A" ein Wort iiber dem Alphabet A = {a*!, b+ c*1 ... };
bei wy, = w, identifizieren wir v (t) ~ 7¢(t) fiir jedes t € [0, 1]; bei wy = w[l identifizieren wir
Ye(t) ~ (1 —t) fiir jedes t € [0, 1]. Sei D?*/{w ) := D?/. der Quotientenraum.

4A. Ist D?/( aaa ) eine geschlossene Fliche? Wenn ja, welche unter den Modellfléichen F,=?

[ ]Ja[ ] Nein. Begriindung:

4B. Ist D?/( aba™") eine geschlossene Fliche? Wenn ja, welche unter den Modellflichen FF?

[ 1Ja[_]Nein. Begriindung:

4C. Ist D*/(abdccbda) eine geschlossene Fliche? Wenn ja, welche unter den Modellflichen F=?

[ 1Ja[_]Nein. Begriindung:

4D. Sei n € Ns;. Auf der Kreisscheibe D?> C C definieren wir die Aquivalenzrelation u = v
durch u = v oder (u,v € S' und u™ = v™). Beschreiben Sie D?/. = D?/(w ) durch ein Wort w.

Priisentieren Sie 71(D?/+,[1]) = (S | R) durch Erzeuger und Relationen.
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Aufgabe 5. Flichen und Quotienten (2+2+2+2 = 8 Punkte)
Sei (a,b,¢,d) = (—1,—1/2,1/2,1). Im Raum R? betrachten wir folgendes Polyeder:
K = [a,d® ~ (([a,d] x b, e[ x 1b,el) U (Ib, e  [a,d] x 1b, c[) U (b, [ x b, ] % [a,d])>

Wir erhalten einen Henkelkorper wie rechts skizziert. ‘ ;

5A. Das Polyeder K enthilt einen Graphen
G C K als starken Homotopie-Retrakt.

Geben Sie einen solchen Graphen an und ‘
folgern Sie die Euler—Charakteristik y(K).

5B. Der Rand F' = 0K ist eine geschlossene Fléiche: welche unter den Modellflichen F gi?
Folgern Sie die Euler-Charakteristik x(F').

5C. Die Rotation p : (z,y,2) — (—x,—y,2) um die z—Achse bildet F' auf sich selbst ab.
Bestimmen Sie den Quotienten F/( p), also F' modulo (z,y,z) ~ (=, —y, 2), als Fliche F,.

5D. Die Spiegelung o : (z,y,z) — (—x,y,z) an der y—2—FEbene bildet F' auf sich selbst ab.
Bestimmen Sie den Quotienten /(¢ ), also F modulo (z,y, z) ~ (—x,¥, 2), als Fliche F,.
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Aufgabe 6. Klassische Gruppen (2+3+3+1 + 242 + 2+2+2+42+2 = 23 Punkte)
6A. Sein>2.Ist SL,R={A e R"™" |det A =1} kompakt?
[ 1Ja[_]Nein. Begriindung:

6B. Sein > 2. Ist SO, R={ A e R"™" | ATA = 1,4, det A =1 } kompakt?
[ ]Ja[ ] Nein. Begriindung:

6C. Gibt es in GL, R eine kompakte Untergruppe K, sodass die Inklusion K — GL, R ein
starker Deformationsretrakt ist? Nennen Sie ein Hindernis oder K mit Beweisidee.
[ ]Ja[ ] Nein. Begriindung:

6D. Nennen Sie die Zerlegung mo(GL, R).
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6E. Présentieren Sie m1(GLy R, 1) = (S | R) durch Erzeuger und Relationen.

Realisieren Sie jeden Erzeuger explizit durch eine Schleife « : ([0, 1], {0,1}) — (GL2 R, 1).

6F. Présentieren Sie m(GL3R, 1) = (S | R) durch Erzeuger und Relationen.

Realisieren Sie jeden Erzeuger explizit durch eine Schleife 5 : ([0, 1],{0,1}) — (GLs R, 1).
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6G. Wir untersuchen r : GLyR — X :=R? \ {0} : A — Ae;. Ist r eine Retraktion?
Nennen Sie eine stetige Abbildung 7 : X — GLy R mit 7 o ¢ = idx oder ein Hindernis.

[ ]Ja[ ] Nein. Begriindung:

Ist m(r) : m (GLy R, 1) — 71 (R? \. {0}, e1) ein Gruppenisomorphismus?
[ 1Ja[_]Nein. Begriindung:

6H. Ist die Inklusion i : (GLyR,1) < (GL3R,1) : A+~ (4 9) eine Homotopie-Aquivalenz?
[ ]Ja[ ] Nein. Begriindung:

61. Ist der Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — Z/2 : 1 + 1 in Grp ein Retrakt?
[ 1Ja[_]Nein. Begriindung:

6J. Ist die Inklusion i : (SO, R,1) < (SO3R,1) : A~ (4 9) in Top ein Retrakt?
Nennen Sie eine stetige Abbildung 7 : SO3 R — SO5 R mit r o ¢ = idgp, g oder ein Hindernis.

[ 1Ja[_]Nein. Begriindung:
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Aufgabe 7. Sphiren und projektive Riume (2+2+3 = 7 Punkte)
TA. Wie viele Elemente enthilt [S?, S?] = €(S?, S*) /Homotopie?

Antwort und Beweisidee:

7B. Wie viele Elemente enthilt [S?, S?] = €'(S?, S?)/Homotopie?

Antwort und Beweisidee:

Wir betrachten die komplex-projektive Gerade und h : CP! := (C? \ {0})/(C ~ {0}) = S?
wie in der Vorlesung. Die Inklusion j : S* < C? \. {0} und der Quotient ¢ : C*> \. {0} —» CP!

Y

definieren die beriihmte Hopf-Faserung p := hoqoj:S* — S% kurz S3/S! = S%
7C. Ist p: S* — S? eine Retraktion?
Nennen Sie eine stetige Abbildung i : S* — S* mit p o i = idg> oder ein Hindernis.

[ 1Ja[_]Nein. Begriindung:

10



